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Abstrakt: V odborné literatufe se setkdvame s rtiznymi zptsoby zavedeni Sobole-
vova prostoru Wh! na otevieném a omezeném intervalu. V této praci je uvedeme
do souvislosti. UkadZzeme, Ze zuplnéni mnoziny funkci se spojitou prvni deriva-
ci, prostor funkci se slabou derivaci a prostor absolutné spojitych funkci jsou
izometricky izomorfni. Dale ukidZeme, ze Soboleviiv prostor W1 je izometric-
ky izomorfni prostoru lipschitzovskych funkci. Ukazeme také nékolik trividlnich
i netrivialnich vnofeni pro Besovovy prostory. Nakonec se podivame na otazku,
zda jsou funkce z Besovova prostoru pro jisté parametry obsazeny v mnoziné
spojitych funkeci.
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Uvod

V této praci zavedeme Sobolevovy prostory Wt a W™ a to ponékud jinym
zplusobem, neZ jsou uvedeny v klasické knize od R. A. Adamse [4]. UkazZeme,
ze tyto prostory muzou byt reprezentovany ruznymy zpusoby a funkce v nich
obsazené maji hezké vlastnosti — napiiklad jsou absolutné spojité a maji slabou
derivaci.

Poté se pfesuneme k teorii funkci s necelou derivaci a zavedeme Besovovy
prostory podle ¢lanku od J. Simona [2]. Nase definice budou velmi podobné de-
finicim uvedenym v dalsi klasické knize od C. Benneta a R. Sharpleyho [1]. Uka-
zeme nékolik zakladnich vlastnosti téchto prostort, nékolik trividlnéjsich vnoreni

Vv s

na kterou by bylo zajimavé nalézt odpovéd.



1. Sobolevovy prostory

1.1 Soboleviav prostor Wh! a jeho izomorfismy

Ve vétsi ¢asti této kapitoly budeme postupovat podle knihy [3]. Ponékud abs-
traktndji definujeme prostor W1! na otevfeném a omezeném intervalu. S vyuzi-
tim znalosti z teorie miry pak ukazeme, Ze se vlastné jedna o prostor absolutné
spojitych funkci na tomto intervalu.

Definice. Necht f je redlnd funkce na intervalu /. Nosi¢ funkce f na I definujme
predpisem suptf = {x € I : f(x) # 0}.

Definice. Necht I je otevieny interval, n € N. Symbolem C™(I) budeme znacit
mnozinu funkei f : I — R se spojitou n-tou derivaci na /. Symbolem C*>°(/) ozna-
¢ime prinik mnozin C"(I) pfes vSechna n € N. Pod symbolem C!(I) rozumime
mnozinu takovych funkei z C™(I), které maji v I kompaktni nosi¢. Prinik mnozin
C(I) pres vSechna n € N pak ozna¢ime jako C°(1) .

Oznaceni. Pokud nebude uvedeno jinak, budeme v celé Kapitole [I] pokladat
interval I = (a,b) za otevieny a omezeny.

Definice. Ozna¢me jako X mnozinu takovych funkci f z C'(I), pro které je

1fllx = / (1] +1£)) de (L1)

konec¢nd. X je normovany linedrn{ prostor s normou ||-|| x. Zfejmé plati X c L([).

Poznamka. Prostor X neni obecné Banachiiv.

Diikaz. Necht I = (—1,1). Uvazujme nésledujici posloupnost funkei z X:

l’—i—l, S (—1,—1/?1),
fn(m): 1—$—%I2, S [_l/nal/n]7
1—u, z e (1/n,1)

a funkci ( |
_Jx+1, xze(-1,0]
f("“")_{ 1—2z, z€(0,1).

Funkce f mé derivaci f’ skoro vsude, navic f’ € L' a piitom v L' neexistuje
spojity reprezentant f’. Po kratkém vypoctu lze ukazat, ze

1

1
an‘f”)(—ﬁ‘i‘ﬁ

a posloupnost funkeci f,, tedy konverguje v normé || - || x k funkei f. Funkce f vSak
nelezi v X, a proto neni prostor X tuplny. O

Tvrzeni ze zékladniho kurzu funkciondlni analyzy uvedeme bez dikazu. Na-
lezneme jej napiiklad v klasické knize [I0] na str. 56, 1. véta v kapitole The
Completion.

Véta 1. Necht X je normovany linedrni prostor. Potom existuje Banachiv pro-
stor X a linedrni zobrazeni T : X — X takove, Ze



(1) pro kazdé x,y € X plati |Tx — Tyl x = ||z — yllx (T je izometrie),
(ii) T(X) = X (obraz X je hustyj v X ).

Pokud existuje Banachiv prostor Y a linedrni izometrie L : X — Y takovd, Ze
L(X) =Y, potom existuje izometricky izomorfismus S : X — Y.

Definice. Prostor X z predchozi véty budeme nazyvat zaplnéni prostoru X.
Toto zuplnéni je urceno jednoznacné az na izometricky izomorfismus.

Definice. Symbolem W (I) ozna¢me libovolné ztiplnéni prostoru X vzhledem

k normé || - ||x a nazgvejme jej Sobolevovym prostorem W!. Normu prostoru
Wh(I) budeme znacit jako || - [l

Umluva. Pokud nebude hrozit nedorozumnéni, budeme (W(I),| - [lw11n)
zkrécené znacit symbolem (W ||« [|y11).

Poznamka. Pravé definovany prostor W11 je natolik abstraktni, Ze nem4 smy-
sl bavit se o jeho prvcich, natozpak se pokouset pocitat jejich normu. Nicméneé
druh4 ¢ast Véty [1| ndAm umozni popsat prostor W!(I) méné abstraktné. Pokud
k prostoru W' nalezneme vhodny Banachtiv prostor Y a vhodnou linearni izo-
metrii L, pak uz jsou podle této véty prostory Y a Wh! izometricky izomorfn.
V dalsim textu uvedeme hned tii takovéto izomorfismy.

1.1.1 Tridy cauchyovskych posloupnosti

Nésledujicim postupem ukaZeme, %e prostor W1 je izometricky izomorfni pro-
storu tiid ekvivalence cauchyovskych posloupnosti funkei z X.

Definice. Symbolem X, ozna¢me prostor vSech cauchyovskych posloupnosti
funkci z X.

Tvrzeni 2. Necht {f,} € X.n. Pak existuji funkce f,g € L'(I) takové, Ze
i [[fo— flny =0 o Tim 17— gl = 0. (1.2
n—oo n—oo
Funkce f, g jsou v prostoru L' urceny jednoznacné.

Diikaz. Posloupnosti {f,},{f.} jsou ziejmé cauchyovské v L!. Zavér pak plyne
z Uplnosti prostoru L. O

Definice. Pomoci funkci z Tvrzeni [2| zavedeme na X, pseudonormu

1A Hon = [ 111+1slde = 1 Flos + gl (1.3)
Déle definujme tiidy cauchyovskjch posloupnosti takto:
U~ F2 & I = 12l =0,
)= {2 € X U1} ~ U} (1.4)

Libovolnou posloupnost {f}!} z X, spliujici {f}} ~ {f.} nazjvejme reprezen-
tantem t¥idy [{f,}]. Mnozinu t¥id cauchyovskych posloupnosti ozna¢ime
jako Y;. Definujme operace

{3+ {AH = {a + {0 A = ML
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kde A € R, {f2}, {2}, {fn} € Xen K prostoru ¥; doddme normu
IS lva == [ fnd llen-
Ovéfteni korektnosti operaci a vlastnosti normy neni ptilis obtizné.

Tvrzeni 3. Prostor Y, z predchozi definice je Banachiv.

Diikaz. Bud [{f}}], [{f?}], ... cauchyovskd posloupnost z Y;. K prvkim této po-

sloupnosti zvolme reprezentanty {f1}, {2}, ... libovolné. Pro kazdé k € N nalez-
neme z Tvrzeni |2 funkce f*, gF € L' spliujici
Tim [[fy = o =0 a  lim [[(£3) = ¢"[lq) = 0. (1.5)
Z definice normy || - ||y, jsou posloupnosti f*, g* cauchyovské v L! a existuji tedy
funkce f, g takové, ze
lim || f* = flloy =0 a  lim [|(f*) = gllmia) = 0. (1.6)
k—o00 k—o00

Diky (1.5)) nalezneme pro libovolné k € N ¢islo n; € N tak, Ze pro vSechna n > ny,
a specialné pro ny plati

5= 7 < o IS = gt < 7 (1.7

Provedeme odhad

e = Il < W fy = F¥l 1175 = £l
(podobné pro derivaci). Cleny napravo lze podle (1.6) a (1.7) libovolné zmensit
pro dost velké k. Z toho plyne, ze
Y f a (ff)—g vL'prok— . (1.8)

Diky tomu mame {f} } € X
Ukézeme zavér tvrzeni, t. j. Ze [{f} }7%] je hledanou limitou cauchyovské
posloupnosti {[{f*}]}22, v ;. Pro libovolné pevné k € N pocitejme

LAY = [ 52l = I = £2,3520llen = L5 = Fll+ 1P = gl
Posledni rovnost plyne z definice normy || - ||, a ze vztaht a (1.8). Prava
strana rovnosti jde k nule pro k& — oo podle (1.6)).

V prostoru Y] tedy libovolna cauchyovska posloupnost konverguje, a prostor
Y] je proto Banachiiv. O

Tvrzeni 4. Prostor Y; je izometricky izomorfni se Sobolevovym prostorem W11,
Diikaz. Zobrazeni L : X — Y) z Véty [1| definujme pfedpisem

L) =[S foee (1.9)

Z definice normy na Y; okamzité dostavame, ze L je izometrie. Nyni ukazeme
platnost vztahu L(X) = Y. Inkluze C je ziejmé z definice uzévéru.

Opac¢nou inkluzi dokazujme takto: Necht [{f,}] € Yi. Jako {f,} ozna¢me
libovolného reprezentanta tiidy [{f.}]. Ukazeme, ze L(fx) — [{fn}] pro k — oo
v Y). Z Tvrzeni [2| ihned dostdvadme existenci f, g € L' spliujicich

lim ||f, — fli=0 a lim ||f, —g|i=0. (1.10)
n—oo n—oo
Pro fixované k € N pocitejme

IL(fr) = {fadla = Ik = fudaZallen = [fe = flls + 1z — gl
Prava strana nerovnosti jde k nule pro k — oo diky (1.10)) a dikaz je hotov. [J




1.1.2 Funkce se slabou derivaci

V knize [4] je uveden jiny zptisob zavedeni Sobolevova prostoru. Ukazeme, Ze
prostor takto definovany jest izometricky izomorfni nasemu W1,

Definice. Necht f € L!(I). Rekneme, %e funkce g € L'(I) je slabou derivaci
funkce f na I, jestlize plati

/If(x)go'(a:) de = — /g(x)gp(a:) dz  pro vsechna ¢ € C2°(1). (1.11)

1

a znacime ji f’. Tohoto znaceni se budeme drZet v celé sekci[1.1.2]
Poznamka. Pro funkce z mnoziny X pojmy slaba a klasicka derivace splyvaji.

Poznamka. Existuje funkce, ktera méa slabou derivaci, ale nemé klasickou deri-
vaci v zadném bodé. Prikladem budiz charakteristicka funkce mnoziny racional-
nich ¢isel na intervalu (0, 1).

Poznamka. Existuje funkce, kterd ma klasickou derivaci, ale nema slabou deri-
vaci. Polozme napiiklad f(z) = 2?sin(z™2) pro z # 0 a f(0) = 0. Tato funkce je
vsude diferencovatelnd, ale fol |f'| = o0, a tedy [’ ¢ L.

Definice. Klademe
Yy = {f e L\I); f' e Ll(f)}. (1.12)
Y5 je ziejmé vektorovy prostor. Déle polozme

1fllve = L F Il + (1 1l (1.13)
Tvrzeni 5. Necht {f,} € X, f,g € L*(I) a plati

Jim (| fo = fllery = i [f, = gl = 0. (1.14)
Pak g je slabou derivact funkce f.

Diikaz. Pro libovolnou funkci ¢ z C°(I) pocitejme per partes

e
I 1

Protoze ¢, ¢’ jsou omezené na I, dostavame pouzitim ((1.14]) vztah

‘/fnddx—/fap'dx‘§/|fn—f||<p’|dx§0/|fn—f|—>0 pro n — oo
I I I I

a podobné
‘/fé@dx—/g@dx‘%O pro n — 0o,
I I

coz jasné dokazuje hledany vztah

I I



Lemma 6. Prostor Y, je Banachuwv.
Dikaz nalezneme v knize [4] na stranich 45-46.
Tvrzeni 7. Prostor Y, je izometricky izomorfni se Sobolevovym prostorem W11,

Dikaz. Zobrazeni L : X — Y5 definujme jako identitu. L je pak ziejmé izome-
trie. Budeme dokazovat platnost vztahu L(X) = Y5. Inkluze C plyne z definice
uzévéru. Naopak, necht f € Y5. Staci ukdzat, Ze f lze aproximovat funkcemi z X.
Dikaz tohoto nalezneme v knize [4] na strané 53. O

1.1.3 Absolutné spojité funkce

V této sekci ukazeme, ze prostor Y, je mnozinové roven prostoru absolutné spo-
jitych funkei AC (a dodefinujeme zde vhodné normu). Diky Tvrzeni (7| to bude
znamenat, %e Soboleviiv prostor W'! je izomorfni prostoru absolutné spojitych
funkci.

Definice. Necht a,b € R, f : (a,b) — R. Rekneme, Ze funkce f je absolutné
spojita, jestlize pro kazdé ¢ € R, ¢ > 0 existuje § € R, § > 0 takové, Ze pro
kazdy disjunktni systém intervalii {(a;, b;)}5—;, (a;,b5) C (a,b),j = 1,...,n plati

n

Sib-a)<i= Y (f(bj) — f(ay)| <. (1.15)

j=1

T¥idu absolutné spojitych funkei na (a, b) znac¢ime AC(a, b). Je ziejmé, ze AC(a, b)
je vektorovy prostor (se standardnimi operacemi +, - nad télesem R).

Poznamka. Absolutné spojita funkce je ziejmé stejnomérné spojita.

Tvrzeni 8. Necht f je stejnomérné spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom
existuje spojitd funkce f : [a,b] — R takovd, Ze f = f na (a,b).

Diikaz. Ukézeme, ze existuji jednostranné limity funkce v krajnich bodech inter-
valu (a,b). Zvolme £ > 0. K nému najdeme § > 0 takové, ze

Va,y € (a,b), |z —y| <d:|f(z)— fly)| <e. (1.16)

Necht {a,} je libovolnd posloupnost realnych ¢isel spliujici a,, € (a,b) a {a,}
konverguje k a. Pak existuje ng € N takové, ze |a, — a,,| < 0 pro kazdé n,m > ng
a podle také plati | f(a,) — f(am)| < e. {f(as)} je tedy cauchyovské a kon-
verguje k néjakému ¢ € R. Lze snadno ovérit, ze ¢ nezavisi na volbé posloupnosti
{a,}. Podle Heineovy véty mame wlir(gr f(x) = ¢ € R a klademe f(a) := c.

Dikaz pro x — b— je analogicky. ]

Poznamka. Diky pfredchozimu tvrzeni lze absolutné spojité funkce definovat
také na uzavieném intervalu. Definice se pak v zasadé nijak nelisi, protoze ab-
solutné spojitou funkei na intervalu (a,b) lze vhodné rozsifit do krajnich bodu
tak, aby ztustala absolutné spojité i na [a,b]. Naopak je zfejmé, Ze restrikce na
neprazdny interval absolutni spojitost zachovava.

Definice. Nechf M je mnozina funkci f : (a,b) — R. Rekneme, 7e funkce z M
jsou stejné absolutné spojité, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové,
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ze pro kazdé f € M plati (1.15). Obdobné definujeme stejné spojité, stejné
stejnomérné spojité a stejné omezené funkce.

Definice. Necht ¢ € L'(I). Rekneme, Ze mnoZinova funkce
B / o(®)|dt, E C I'méfitelna (1.17)
E
je absolutné spojitd, jestlize pro kazdé ¢ > 0 lze nalézt o > 0 takové, ze

ME) <5 = / ()] dt < e. (1.18)

Lemma 9. Necht p € L'(I). Potom je mnoZinovd funkce (1.17)) absolutné spojitd.

Dikaz. Zvolme € > 0. Funkce |f| je méfitelna, a tedy pro kazdé a € R je mnozina
{z € I |f(z)| > o} méfitelna. Polozme f, := min{|f|,n}. Pak f,, > 0 pro vSechna
n €N, f, /' |f| na I az Leviho véty proto mame

tim [ 1, - /m

Protoze je tato limita konec¢né, existuje ng € N takové, ze

[ o= [15] <5

Polozme § := €/2ny. Pro F méfitelnou spliujici A(E) < 0 pocitejme

Lin=|fin=] r

/fno_ + noA(E) < e.

O
Lemma 10. Necht o € L'(I) a f je funkce na I spliujici
f@) = 1) = [ evyar
y
pro libovolné [x,y] C I. Pak f je absolutné spojitd na I.
Diikaz. Ziejmé pro vSechna [x,y] C I plati
)~ ) < [ Jet)] (1.19)
Yy

Zvolme £ > 0. Z Lemmatu [9| k nému nalezneme ¢ > 0 spliiujici (1.18). Necht
{(aj,b5)}j=1, (aj,b5) € I, j = 1,...,n je disjunktni systém interval splitujici
>.i_i(bj —a;) < ¢ a polozme E := U}_,(a;, b;). Pak snadno spocteme

7j=1
E |f(b)) ] < E (t)|dt = | t)|dt <

a f je tedy absolutné spojita funkce na 1. O]



Vé&ta 11. Necht f € Ys. Potom existuje spojitd funkce f na I takovd, ze f = f
skoro vsude a pro vSechna [z,y] C I plati

fle) = fly) = /w f(t)de (1.20)

a funkce f je podle Lemmatu absolutné spojita na I.

Dikaz. V Tvrzeni [7| jsme ukézali, ze funkci z Y5 lze aproximovat funkcemi z X
v normé || - ||y,. Necht tedy f € Y, a posloupnost {f,} C X konverguje k f
v prostoru Ys.

Budeme postupovat takto: Pro kazdé n € N nalezneme funkci f'n, ktera je
spojitym rozsifenim funkce f, na I. Poté ovéfime, ze funkce posloupnost { fn}
splituje pfedpoklady Arzelovy—Ascoliho véty (viz Véta |41l v dodatku) — t. j. stej-
nou omezenost a stejnou spojitost funkci fn Tento postup nam zaruci existenci
funkce f a bude stacit jen ovérit zaver véty.

Pro libovolné n € N, z,y € I dostavdme z vlastnosti f,, € C*(I) rovnost

) = 1) = [ S pn) e, (1.21)
specialné N

Fule) = fuly)] < / (b)) dt (122)
a dale N

@I 1B+ [ 1) (123

Integraci nerovnosti ([1.23)) podle proménné y pres I dostavame

1 !
sup fu] < — / fulde + / £ da. (1.24)
i 1] J; I

Odsud jiz plyne, ze funkce f,, jsou stejné omezené na I.
Ukazeme, ze pro kazdé € > 0 lze nalézt 0 > 0 a ng € N takové, aby pro kazdé
n > ng prirozené a pro libovolnou métitelnou mnozinu £ C I platilo

AME)<§ = / |fr(t)|dt < e. (1.25)

Zvolme ¢ > 0 libovolné. Z Lemmatu [9 najdeme &y > 0 takové, ze pro E C [
mértitelnou plati

AME) < b = / If/ ()] dt < e/2.

Dale z toho, ze f, — f v Y5, najdeme ny € N tak, aby pro n > nq platilo

/ny,g _ </ (1.26)

Z toho méme platnost (1.25) pro n > ng. Poté pro kazdé n € {1,...,no — 1}
najdeme d,, podle Lemmatu [J] a polozime § := min{dy, ... d,, }. Pak plati (L.25))
pro vSechna n € N. Z (1.25) a z (1.22) plyne

Ve>036>0VneNVr,yel :|zv—y| <0 = |fulr)— fuly)] <e, (1.27)
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funkce f, jsou tedy na I stejné stejnomérné spojité. Podle Tvrzeni 8| existuji
funkce f, spojité na I. Stejnd spojitost funkei f, je snadna a plyne z definice.

Ze vztahu a z existence limit v krajnich bodech pak dostavame stejnou
omezenost funkci f,, na I.

Nyni na posloupnost funkei { fn} pouzijeme Arzelovu-Ascoliho vétu. Ta ndm
dé existenci podposloupnosti { fnk} ktera na I konverguje stejnomérné ke spojité
funkei, ozna¢me ji f.

Ziejmé fn/I fn, a tedy fn,c — fyr v LY. Protoze f, — f v L', musi platit
f = fv L' coz znamena, ze f = f skoro véude na I. Pro z,y € I mame diky
stejnomérné konvergenci

(@) = fu0) = (F@) = F ) prok = oc.
Dale

IR EIE

coz spolu s rovnosti déva platnost vztahu (1.20)).

Pouzitim Lemmatu dostaneme absolutni spojitost funkce f na [. O

nk nk_f||L1)_>0 pro k — oo,

Lemma 12. Necht f € C*((a,b)) NC([a,b]), ,0 > 0 a necht je E C (a,b) méri-
telnd a plati \(E) < 6 a [, |f'| > 4e. Pak existuje systém po dvou disjunktnich
intervalt (a;,b;) C (a,b), j € {1,... M} takovy, Ze

M
Z(b —a;) <0 a Z|f f(a;)] > €. (1.28)

Diikaz. Protoze E je métitelnd mnozina, plati

=inf{> (d; —¢)),E C
j=1

Z definice infima existuje mnozina G := (J;_, (c;, d;) spliujici > 7" (d; — ¢;) < 0
a I/ C G. Mnozina G je zfejmé oteviena.

Ozna¢me G* := {x € G; f'(x) > 0} (G~ analogicky). Protoze [’ je spojita,
je Gt (G7) oteviend, a tedy méfitelnd. Jest [,[f'| > [,|f'| > 4e. Dale plati
Jo lf'1= Jo- If 14 Jou || ZEejmé alespoti u jedné z mnozin G*, G~ musi nastat
pripad, kdy integral funkce |f’| pfes onu mnozinu je vétsi nebo roven 2¢. Necht
toto nastane bez jmy na obecnosti na mnoziné G™.

Podle Véty [49| (viz dodatek) existuje systém po dvou disjunktnich otevienych
intervalt (a;,b;) takovy, ze G* = |J;cy(ay, b;). Médme

(cj.dj)}.

-

Il
—

J

o0

D (b —a;) = ANGT) < AG) <o

=1

a zaroven

oo 0o b7 , |
3170~ 1) =§/ f(t)dt:/GJf(t”dtZ%_

Pro néjaké dostateéné velké M € N pak mame (|1.28]).



Lemma 13. Necht a,b € R, f,, € C*((a,b)),n € N. Potom je ekvivalentni
(i) funkce f, jsou stejné absolutné spojité na (a,b),

(11) mnoZinové funkce
E+— / IfLl,  E C (a,b) méritelnd
E

jsou stejné absolutné spojité, t. j. pro kazdé ¢ > 0 lze nalézt 6 > 0 takove,
Ze pro kazdé n € N plati

AME)<§d = /E|f;(t)|dt<s.

Diikaz. Pro dikaz implikace (i) = (i) staci pro libovolny systém intervala
{(aj,b;)}72; 7 definice stejné abs. spojitych funkei spliujici Y 7, (b; — a;) < 0
polozit £ = |J;_,(a;, b;). Potom mame

|fn(b fn j |< |dt |f |dt<€
Y1) -t < 3, [ ionan= |

Druhou implikaci dokédZeme obménou. Necht tedy neplati (i7). Potom existuje
e > 0 takové, ze pro kazdé o > 0 existuje ¢islo n € N a méfitelnd mnozina £ C [
miry mensi nez ¢ spliujici [ 1 |[n] = 4e. Podle pfedchoziho lemmatu pak existuje
koneény systém disjunktnich intervali {(a;,b;)}L,} takovy, ze S i1(bj —aj) <0
a plati

M
> (b —a) <6, Z [Fabg) = falay) = &
j=1
Funkce f,, proto nejsou stejné absolutne spojité na I. O

Definice. Necht J je nezaporna realna funkce z prostoru C°(R) s néasledujicimi
vlastnostmi:

(i) J(x) =0 pro |z| > 1,
(ii) g J(x)dz = 1.
Pro £ > 0 definujeme zhlazujici funkci J.(z) := e~'J(z/¢). J. spliuje
(i) Jo(z) =0 pro |z| > ¢,
(ii) [ Je-(z)da = 1.

Pro takové funkce u, pro které ma prava strana vyrazu

(7% u)(@) = / J.( — y)uly) dy (1.29)

smysl, nazyvame konvoluci J, * u zhlazenim u.
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Nésledujici lemma pochézi z knihy [4].
Lemma 14. Necht u : R — R je funkce nulovd mimo interval I. Potom plati:
(i) Jestlize uw € L*(I), potom J. xu € C°(R).
(it) Jestlize u € C(R), potom Jexu konverguje stejnomérné ku na R pro & — 0+.

Diikaz. Necht u € L'(I). Je zfejmé, Ze J. * u mé& v R kompaktni nosi¢. Zvolme
e > 0 pevné. Oznacme h(z,y) = J.(z — y)u(y). Funkce h(z,-) je méfitelna, dale
pro k € Ny plati

okh d\*

%(x,y) = <%) Je(x — y)uly).

Funkce Jék) je omezena na R, a tedy plati

%(L )| < (%)ng(x = y)|luty)] < K(=,B)uly)]

K (e, k)|u(y)| je integrovatelnd majoranta funkce %(I, y). Podle véty o derivaci
integralu dle parametru tedy plati

ddkk (J *u)( ) = /ﬂ{(%)kh(x,y)z A(%)%Jg(x—y))u(y)dy, (1.30)

z ¢ehoz plyne (7).
Necht déle u € C(R). Dle definice sta¢i ukdzat platnost vyroku

Ve >030 >0V, e (0,0) Ve e R: [ Je xu(z) —u(x)| <e. (1.31)

Zvolme ¢ > 0 libovolné pevné. Ze stejnomérné spojitosti u na [a — 1,b + 1]
nalezneme § € (0,1) takové, ze |u(y) — u(z)| < e, kdykoliv 0 < y —z < 0 a
(x,y) Cla—1,b+1]. Pro £ € (0,9) ax € [a— &, b+ ¢ pak s vyuzitim vlastnosti
zhlazujici funkce mame

Jexula) = u@)] = | [ Jelw = 9)uls) dy — (o)

- ‘/ng— () — u()) dy|

< sup  Ju(y) —u(x)] <e. (1.32)
lx—y|<€<d

Pro x ¢ [a —&,b+¢] je dokonce |Jg * u(z) — u(z)| = 0 a dikaz bodu (i7) je timto

zavrsen. O

Lemma 15. Necht {u,} je takovd posloupnost prvki z L*(I), Ze mnoZinové funk-
ce

E— / |up|dz, E C I méritelnd
E

jsou stejné absolutné spojité. Potom plati

sup {HunHLl(])} < +00.
neN

11



Diikaz. Polozme € = 1. K nému najdeme § > 0 z definice stejné absolutni spoji-
tosti. Dale polozme m € N tak, aby bylo m > |I|/§ + 1. Interval I rovnomérné
rozdélime na m intervalt Ij. Jisté A\(I;) < d pro kazdé k € {1,...,m}. Pak pro

kazdé n € N mame .
/|un|:2/ lun| < m < 4o0.
4 k=1 "1k

]

Vé&ta 16. Necht {u,} je takovd posloupnost prvki z L*(I), Ze mnoZinové funkce
E — [,|up|dx (pro E C I méritelné) jsou stejné absolutné spojité. Potom
ezistuje podposloupnost {u,, }, kterd konverguje slabé v prostoru L*(I).

Pted diikazem této véty pripomeneme potiebné objekty z teorie miry.

Definice. Mira p definovana na o-algebfe B vsech borelovskych mnozin v lo-
kalné kompaktnim Hausdorffové prostor X se nazyva borelovska mira na X.
Rekneme, Ze borelovskd mira p je regularni, jestlize je pro kazdou mnoZinu
E € B splnéno

p(E) =inf{u(V); E C V, V oteviena}

w(E) =sup{u(K); K C G, K kompaktni}.

Definice. Rekneme, Ze komplexni funkce f definovana na lokalné kompaktnim
Hausdorffové prostoru X se anuluje v nekonecnu, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje kompaktni mnozina K C X takova, ze |f(z)| < € pro vSechna z ¢ K.
Tiidu vsech spojitych redlnych funkci na X, které se anuluji v nekonecnu, znac¢ime
Co(X). Je ztejmé, ze C.(X) je hustou podmnozinou prostoru Co(X) v supremové
normé. Toho budeme pozdéji vyuzivat.

Poznamka. Pod pojmem lokalné kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor
si budeme pro jednoduchost predstavovat otevieny omezeny interval (a,b).

Tvrzeni 17. Bud X lokdlné kompakini Hausdorffiv topologicky prostor. Kazdé
spojité linedrni zobrazeni ® : Co(X) — R lze zapsat ve tvaru

‘P(f)z/xfdu@, [ € Co(X), (1.33)

kde pe je redlnd requldrni znaménkovd borelovskd mira na X.

Diikaz. Oznacme si C§(X) jako prostor vSech funkci f : X — C takovych, Ze
Ref € Co(X) aImf € Co(X). Nyni definujme & : C5(X) — C takto:

2°(f) := O(Ref) + i®(Imf).

Podle Rieszovy véty (viz dodatek, Véta existuje k funkcionalu ®¢ kom-
plexni regularni borelovskd mira pg takova, ze

¥(1) = [ s

12



Ozna¢me pg = 1 + ipg, kde piq, 1o jsou redlné znaménkové miry. Pro f € Cy(X)
plati, ze f 410 € C§(X), a tedy

<I>C(f+z'0):<1>(f):/deuq):/xfdulJri/deuQ.

Protoze ®(f) € R, jest [, f dus = 0 pro kazdou funkci f € Co(X), a proto i, = 0.
Plati tedy, ze pue = p1. Mira g je podle Rieszovy véty regularni a borelovska. [

Nyni jiz budeme pracovat s funkcemi z prostoru Cy((a,b)) se supremovou
normou.

V Tvrzeni 17| jsme ukézali, Ze duél prostoru Cy((a, b)) je obsazen v prostoru
v8ech realnych nezéapornych borelovskych mér na (a,b), ba dokonce jsme zde pro
kazdy prvek z Co((a,b))* nasli jeho reprezentanta. V situaci z Véty [L6] postupujme
nasledovné. Definujme

zwﬂ:/fmwmmz/fwmfeaw@>

a pocitejme

b b
mwwa/ﬂmmmMS/ummmwmswpwmmm.

z€(a,b)

Podle Lemmatu [I5] tedy dostavame

sup [ || = sup{[Fn(£)]; [f] < 1, f € Col(a, b)), n € N} < sup [Jun 1 < o0
ne ne

(norma nalevo je z Cy((a,b))*). Funkciondly F,, tedy lezi v kouli o poloméru
sup{||u,||1;n € N} v dudlu prostoru Cy(a, b).

Poznamenejme, ze prostor Cy(a,b) je separabilni (spocetnou hustou podmno-
zinou budiz naptiklad mnozina vSech polynomu na intervalu (a,b) s racional-
nimi koeficienty.) Nyni mtizeme uplatnit disledek Banach-Alaogluova teorému
(viz dodatek, Diisledek €. [45]), coz ndm davé slab&* konvergentni podposloupnost
{F,.(f)} v duélu prostoru Cy((a, b)) a diky Rieszové vété také slabé* konvergentni
posloupnost mér (i, . To vSak jesté neni tvrzeni dokazované véty.

Diikaz véty[16. Podle predchoziho existuje podposloupnost {u,, } a realnd bore-
lovska regularni znaménkova mira p takova, ze

/unkcpda: — /cpdu pro vSechna ¢ € Co(I). (1.34)
I I

Nejprve dokazeme, ze pro kazdou borelovskou mnozinu B C [ existuje

v(B) = lim [ wu,,dz. (1.35)

k—o00 B

Ukézeme, Ze posloupnost { [ 5 Un,, dz} je cauchyovskd. Zvolme ¢ > 0, k nému
najdeme 0 > 0 z predpokladu stejné absolutni spojitosti. Charakteristicka funkce
xp mnoziny B C I je méfitelnéd, omezena shora jednickou a podle Luzinovy véty

13



(viz dodatek, Véta [46) najdeme posloupnost {¢;} z C.(I) takovou, Ze || < 1 na
I pro vSechna [ € N a ¢;(x) — xp(z) skoro vSude na .

Dovolme si malou poznamku. Luzinova véta dava posloupnost spojitych funk-
ci, nikoliv funkei z C.(I). To by mohl byt problém, pokud se bude mnozina B
dotykat hranice /. V tom piipadé je snadnym feSenim vzit posloupnost funkei ¢,
z Luzinovy véty a upravit ji — podle Véty |43| existuji spojité funkce nésledujicich
vlastnosti: 1, = 0 na %-okoli oI, v, = @, nal\ (%-okoli 0I). Tato Gprava zfejmé
konvergenci neovlivni a pfitom mame v, € C.(I). Pokracovat budeme bez zmény
oznaceni.

Podle Jegorovovy véty (viz dodatek, Véta ke zndmému kladnému 4 na-
lezneme otevienou mnozinu Bs C [ miry mensi nez § takovou, ze funkce ¢
konverguji stejnomérné k xp na mnoziné I \ Bs. Mame tedy

‘/(unz_ung)dx‘ = ‘/(uni_unj)XBd-T‘
B I

< | [ G, oxm = 1)
Bs

—1—‘ /(unz — Un, )1 dx‘ + ‘/ (Un, — Un;)(XB — 1) dz
I I\Bs

IN

2/ (|en, +|unj|)dx+sup\XB—gol|/ |Un, | 4 |un,|) dz
Bs I\Bjs

+‘ /(un — Un, )P d$‘.
I

Ze stejnomérné konvergence ¢; k xp, l1ze pro zvolené € nalézt [, € N takové, ze
sup{|xs(z)—wi(x)|; x € I \ Bs} < € pro vSechna | > [y. Protoze y, je z prostoru
Cc(I), posloupnost |, 7 Un, 1, A podle konverguje, a je tedy cauchyovska.
To znamena, ze existuje ky € N takové, ze pro vSechna i, 5 > kg plati

)/unz goloda:‘ <e.

Protoze podle Lemmatu [15| existuje K € R omezujici L'-normy funkei u,,, dosta-
vame z predchoziho a z predpokladu stejné absolutni spojitosti odhad

‘/(um - unj)dx‘ < de +2:K +e = (5+ 2K)e.
B

Jesté dokazeme, ze y(B) = p(B) pro kazdou borelovskou mnozinu B C I.
Méjme {¢r} C Co(1), or /" x1- Podle (L.34) mame

lim ‘/(pkum dx‘ = ’/gpk d,u‘ pro vSechna k € N.
=0 I I
Podle Leviho véty vsak posloupnost { [, ¢ du} konverguje k u(I). Protoze také

mame

| [ vt o] < [ fun] < sup s < o0,
I I

dostavame p(I) < oo.

14



Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému z definice stejné absolutni spojitosti najdeme
0 < 6 < e. Pak naleznéme mnoziny K,U C (a,b) tak, aby platilo K ¢ B C U,
K byla kompaktni, U oteviena v (a,b) a u(U\ K) < §, A(U\ K) < 4. To lze diky
regularité obou meér.

Déle podle Urysonova lemmatu (viz dodatek, Véta najdeme ¢ € C.(I)
tak, aby o =1na K ap=0nal\U a|p| <1. Nyni pocitejme

u(B) —y(B)| < ‘/I(XB—w)du‘+(/Isodu—/lunksodxl
+‘/Iunkgpdx—/lunkxgdx’—I—‘/Iunkxgdx—fy(B)‘
2pu({xs #90})+‘/I<pdu—/lunksodm‘
+2/|unk|dx+‘/lunkXBdm—7(B)‘.

{xB#¢}

IA

Protoze je {x5 # ¢} C U \ K, mame podle definice mnozin B, K a diky stejné
absolutni spojitosti vztah

u(B) = 2(B) <25 +2+ | [odu= [unpds] +] [unoxnde —2(B)]

Cleny v absolutnich hodnotach vymizi pro k — oo, a proto mame u(B) = v(B).

Nyni dikaz dokon¢ime. Je-li A(B) = 0, pak je i u(B) = 0, a mira p je tedy
absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mife. Podle Radon—-Nykodymovy véty
(viz dodatek, Véta ??) lze miru p reprezentovat jako funkei u z prostoru L*(I).
Z (1.35)) tedy mame ;(B) = [, udz neboli

/UnkXBd«T — /uXde.
I I

Linearni obal charakteristickych funkci yp je husty v prostoru L>°(I), a proto
{un, } konverguje slabé k funkci v v L*(I), jinymi slovy plati

k—o0

lim [ u,, pde= /ug& dz  pro vSechna ¢ € L™(1).
I I

]

Lemma 18. Necht f € AC(a,b). Potom existuje {f,} < C'(a,b) N AC(a,b)
posloupnost stejné absolutné spojitych funkci splnugicich

o f, konverguji stejnomeérné k f,

o mnoZinové funkce dané predpisem
E+— / \fil,  E C (a,b) méritelnd (1.36)
E

jsou stejné absolutné spojite,

o ' konvergugi slabé k funkci g v prostoru L'(a,b).
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Diikaz. Podle Tvrzeni |8 1ze funkci f spojité rozsitit na [a, b]. Rozsifme funkci f
na interval (a — 1,b + 1) polozenim f(z) = f(a) na (a — 1,a) a f(x) = f(b) na
(b,b+ 1). Rozsifena funkce f je také absolutné spojita.

Polozme f,(x) := Ji/, * f(x), kde J je vhodnd funkce z definice zhlazeni.
Z Lemmatu [14] plyne, Ze f, € C*(a,b) pro kazdé n € N.

Ukazeme, ze funkce f,, jsou stejné absolutné spojité: Zvolme ¢ > 0 libovolné.
K nému nalezneme § > 0 z definice absolutni spojitosti pro f. Necht nynijen € N
libovolné a {(a;, b;)}7L, je libovolny disjunktni systém intervalii v (a, b) spliiujici

> o1 (bj — a;) < . Pocitejme

Zm ) = | (e 1))~ (= 1))
= 3| [ A (505 ) - stas - )
< 3 [ D] =) - st~ ) .

Suma na pravé strané je konecna, mizeme zaménit poradi sumy a integralu. Navic
plati, ze Ji/, = 0 mimo interval (—1/n,1/n). Dostavame

Z|fn = falag)] < /l/ Jiym(y Z‘fb—y (j—y)‘dy'

1/n

Protoze y € (—1,1), plati (a; — y,b; —y) C (a — 1,b + 1) a samozfejmé také
Z;n:l(bj —y)—(a;—y) < J. Suma na pravé strané je tedy diky absolutni spojitosti
f na (a—1,b+ 1) mensi nez epsilon. Nakonec, diky vlastnosti funkce .J; /,,, mame

1/n
Zifn ~ fula)] < e / D) dy =<

pro libovolné n € N. Funkce f,, jsou tedy stejné absolutné spojité.
Stejnd absolutni spojitost mnozinovych funkci (1.36) plyne z Lemmatu
Zbytek dokazovaného pak dostdvdme okamzité pouzitim Véty [16] O

Véta 19. Prostor Y, je mnoZinové roven prostoru absolutné spojitych funkci.

Dikaz. Inkluzi Yo C AC jsme jiz dokéazali ve Vété Nyni ovérime, ze kazda
funkce f € AC lezi v prostoru Ys.

Bud tedy f € AC. Podle Lemmatu [I§ naleznéme posloupnost funkci f,, z pro-
storu C' N AC. Pak f, = f a f! konverguji slabé k g v L*(I). Po¢itejme: Diky
stejnomérné konvergenci mame pro libovolné ¢ € C°(1I) vztah

‘/Ifnw’d:c—/lfw’dx( S/I\fn—f|’<ﬂl|d:cSL]I|sm1g>|fn(x)_f(x), 0

(L je konecna konstanta omezujici ¢'). Déle diky slabé konvergenci mame

’/féwdx—/gw‘%o
I I
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a z integrace per partes dostaneme

/fflgodx:—/fngo'dx.
I I

Dohromady z téchto vypocti mame
/f(p’da: = — /ggpdx pro kazdé p € C°(1).
I I

To podle definice znamen4, Ze g je slabou derivaci funkce f. Ztejmé f,g € L'(1),
atedy f € Ys. ]

Definice. Na prostoru AC(a,b) definujme normu

b
1£1l.ac :=/ \f| + || d.

Existenci f’ (slabé derivace funkce f) zaruci Véta [19] Ovéfeni vlastnosti normy
neni prili§ obtizné.

Prostory Y3 a AC jsou si mnozinové rovny a je na nich zavedena stejnd norma,
je proto ziejmé, Ze jsou izometricky izomorfni. Podle Tvrzeni[7] a Véty [1] je tedy
prostor AC izometricky izomorfni Sobolevovu prostoru W1,

1.2 Soboleviv prostor Wh™

V této kratké kapitole se budeme zabyvat Sobolevovym prostorem W1 na ome-
zeném intervalu. Ukazeme, Ze se jedna o prostor lipschitzovskych funkci.

Definice. Necht a,b € R. Symbolem L*°(a,b) ozna¢ujeme prostor vSech méfi-
telnych funkci f : (a,b) — R spliujicich || f||geo(ap) < 00, kde

| fllLoe(ap) = inf{c € R;|f| < ¢ skoro viude na (a,b)}.

Definice. Necht a,b € R. Symbolem W*(a,b) oznacujme prostor takovych
funkei f € L*(a,b), které maji slabou derivaci f" a jejichz norma

[ fllwree s= [ fllzee + L ]| ze
je konecna.
Definice. Funkce f : (a,b) — R je lipschitzovskd, jestlize existuje konstanta
K € R takové, zZe pro kazdé =,y € (a,b) plati

|f(z) = f(y)| < K|z —yl.
V takovém piipadé piseme f € C%(a,b).
Lemma 20. Plati: W4 (a,b) C Wh(a,b).

Diikaz. UkdZeme, Ze kazda funkce z W1 nélezi do prostoru Y, (ov&fime pod-
minku (1.12))). Necht f € W1, Funkce f’ je podle definice slabou derivaci f.
Plati také, ze || f|lw11 < oo, jak se d4 nahlédnout snadnym vypocétem

b
LAy + 112 =/ F@O+ 1Ot < (0= a)(|[fllzee + I1F ][ z)-
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Tvrzeni 21. Bud f € W'*(a,b). Pak existuje f € C%'(a,b) takovd, ze f = f
skoro vsude na (a,b).

Diikaz. Necht f € W'*(a,b). Podle pfedchoziho lemmatu je f € Wh!(a,b).
Miuizeme tedy pouzit Vétu |l . kters davéa spojitou funkei f splitujici f = f skoro
v8ude a pro z,y € (a,b),r <y také platnost vztahu

Fo) = Fal =] [ rar] (1.37)

Ozna¢me K := ||f'||p~. Protoze K < oo, je funkce f’ omezena skoro vsude.
Existuje tedy mnozina N nulové miry takova, ze

sup | f'(t)] = K

te(a,b)\N
Protoze je integrél v (1.37) Lebesguetv, plati
’/ ORI / 7(8)] dt = /|f ()| dt < K(y — ).
(z,y)\N

Z toho plyne, ze funkce f je lipschitzovska s konstantou 1 f/1 o - ]

Tvrzeni 22. KaZdd lipschitzovskd funkce na (a,b) lezi v prostoru W1>°(a, b).

Dikaz. Necht f je K-lipschitzovské. f je zfejmé absolutné spojitd a omezena na
(a,b). Proto plati || f|| 1= < co. Podle Véty [19 k funkei f ex1stuJe slaba derlvace
f e L'((a,b)) a také, dle Véty [11 ! plati rovnost f(z) = [, 't

Z tohoto obdrzime vztah

R e

Podle Véty [61] z dodatku plati

Dohromady dostaneme, Ze |f/| < K skoro vSude, coZ znamend, ze f € Wh>. [
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2. Prostory funkci s necelou
derivaci

2.1 Uvod, definice

V této ¢asti budeme postupovat podle Simonova ¢lanku [2]. Budeme se zabyvat
prostory funkci zobrazujich omezeny interval do R. Konkrétné definujeme Beso-
vuv prostor a prostor s-lipschitzovskych funkci s parametry 0 < s < 1,1 < p < o0
al < A < oo. Budeme zkoumat rtiznd vnoteni téchto prostorii a zavislosti na
zménach proménnych s, p, \.

Definice. Nechf 1 < p < oo, I je omezeny interval v R a dz je Lebesgueova
mira na /. Symbolem LP(I) budeme oznac¢ovat prostor tfid méfitelnych funkei
f I — R takovych, ze || f| 1) < 00, kde

Il = ([ r@par)” prop< oo

| fllz = Ess sup | f(z)] pro p = oo.
xel

Definice. Pro h € R, h > 0 oznacme I, := {z € [ : x + h € I}. Déle definujme
translac¢ni operator 7, pfedpisem (7, f)(z) := f(x + h). Zfejmé pro f € LP(I) je
i7mf, 7f — f definovano na I.

Definice. Necht I je omezeny interval na R. Pro 0 < s < 1,1 < p < o0
definujeme prostor s-lipschitzovskych funkci

Lip*(1) == {f € L=(I); [ fllLips < o0},
|f(y) — f(@)]

| fllLips = Ess sup e

+ || fllzee(n)-
zel,yel ‘?J || H o)

Déle definujeme pro 0 < s < 1,1 < p < 00,1 < XA < oo Besovilv prostor

BY(I) :=={f € L*(1); ]| f]

BYP < OO},

/]

() 1/X
ger = [fleeey + (SR80S = fllo)) 52 pro A < oo,
A
0

£lsr =Wl + swp {*llmf = ]  proA=oo.
>

2.2 Zakladni vlastnosti

Umluva. Do konce této kapitoly budeme piedpokladat nasledujici: I je omezeny
interval, jehoz délka je |I|. Dale 0 < {s,7} < 1,1 <{p,q} < occal < {\ pu} < .

Tvrzeni 23. Prostor BY" je linedrni, || - ||ps» je norma.

Diikaz. Ovéfime, ze zobrazeni f — || f] (1) Je norma — platnost podminek
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e | fllps» = 0, pravé kdyz je f = 0 ve smyslu prostoru L?(I),
o llafllsyr = lalllf|

plyne okamzité z definice a z vlastnosti LP prostori. Zbyva ovérit, ze

By® Pro vSechna a € R

o If + gl < Ifllspr + llgllsye-

Postupujme nasledovné: Oznacme My, f := ||71,f — f||re(1,) & dm(h) := 2. Pak di-
ky trojuhelnikové nerovnosti pro funkcional M) plynouci z vlastnosti LP prostort
mame

1/A

( /0 M (s +g))%1m(h))l/A < ( /0 (o, f+th>)Adm<h)) (21)

Z trojihelnikové nerovnosti v prostoru L*(m) dostavdme

< /Ooo(h—sth)Admm))l/A+/0°°(h_sth)A dm(h)>1/x'

Spolu s trojuhelnikovou nerovnosti v prostoru LP pak ziskdme dokazovanou ne-
rovnost pro Besovovy prostory. By”(I) je pak zfejmé vektorovy prostor. O]

Tvrzeni 24. Prostor BY" je iplny.

Dikaz. Bud {f,} C BY"(I) cauchyovskd v BY”. Pak je {f,} také cauchyovska
v LP(I). Diky tplnosti LP(I) existuje f € LP(I) takova, ze f, — f v LP(I). Pro
kazdé h > 0 mame

T (1S = Sl = 1 = flleo- (22)

Nyni se vénujme piipadu, kdy A < oo. Z (2.2)) plyne, Ze pro vSechna h > 0
plati
gn(h) = h_S/\_lnThfn - anLp(Ih) - h_SA_lnThf - fHLp([h)

pi» < I < oo. Podle Fatouova

Protoze je f, v BY" cauchyovskd, méame || f,|
lemmatu (viz dodatek, Véta pak plati

[e.e]

/ h= 2 f = Flles dh < ﬁ,{gioglf/ gn(h)dh < K,

0 0

a proto f € BY". Podobné ukézeme, ze

[ fn = [l

pro n — oo a funkce f je tedy limitou f,, v prostoru By"(I).
Pro pevné n € N pocitejme

lim h_SA_lnTh(fn - fk) - (fn - fk)”Lp(Ih) = h_S)\_lnTh(fn - f) - (fn - f)“LP(Ih)-

k—o00

Bi»p —0

Podle Fatouova lemmatu jest

fu= My = [ D= ) = (= Dl b

0

< lim inf/ W Nt fo = fr) = (Fo = fo)lloe() dh
0

k—o0
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Protoze f, je cauchyovskd v BY*(I), 1ze vyraz na pravé strané odhadu libovolné
zmensSit volbou dost velkého n. Z toho uz je zfejmé, zZe ||f, — f] ’l\gi,p — 0 pro

n — 0o0. Pro A < oo je tedy prostor By*(I) tplny.
Nyni ukdZzeme tplnost pro piipad A = co. Ze vztahu (2.2) a z toho, ze {f,}
je cauchovska v B3P mame

sup h™*|| 7, f — fllp < o0,
h>0

a tedy f € BP(I). Zvolme ¢ > 0 libovolné. Z cauchyovskosti nalezneme ny tak,
ze pro kazdé n,k > ng a h > 0 plati

h_SHTh(fn - fk) - (fn - fk)”p <é&.

Pro k — oo a prechodem k supremu dostavame

sup h_S”Th(fn - f) - (fn - f)”p S £,

h>0
a tedy f, — f v prostoru B3P(I). ]

Uvedme jesté nékolik jednoduchych poznatki. Nalezneme je v ¢lanku [2] na
stranach 121-122.

Tvrzeni 25. Plati Lip®(I) = B%>°(I) a pro libovolné f € L*°(I) plati rovnost

[ lluips = Il me-

Tvrzeni 26. Necht J je interval a J C I. Restrikei libovolné funkce f € BYP(I)
na J dostaneme funkci z BY*(J), specidlné pro f € LP(I) plati

||f||Bf\’p(J) < |If]

B;‘\J)(I) .

Tvrzeni 27. Translact libovolné funkce f € BY"(I) o libovolnou konstantu k > 0
dostaneme funkci z BY* (I — k), specidlné pro f € LP(I) plati

”ka’

BYP(I-k) = Hf| BYP(I)

2.3 Zavislost B}” na s,p, A
Tvrzeni 28. Pro s > r plati BY"(I) C BY"(I).

Diikaz. Uvédomme si, ze

h=%>h"" pro h € (0,1), (2.3)
e (|II77,1),h=5 € (|I]75,1) pro h € (1,|1]). (2.4)
Ozna¢me M, f = ||mf — fllir@,) a dm(h) := % Nejprve piedpoklédejme,

ze |I| > 1. Nechf f € BYP(I). Pocitejme

1/

/]

e = A1+ ([ (M) dm(h) + / M dm(r).)
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Odhadujme pomoci ([2.3))

1 1
/ (W "My f)*dm(h) < / (h=*My,f)* dm(h).
0 0
Diky vztahtim v (2.4) dostaneme také

11 —sx |
[ e pramey < s [0 ame

1]
< / (h=* My f) dm(h),

a proto jest

1 1]
IJ° h=* My, f)* dm(h h=* My, f)* dm(h
e < 1701 ( [ b )+ [ 00 )
< 11 |7]

BY?

z ¢ehoz plyne dokazovana inkluze.
Pro piipad |I| <1 dostaneme tvrzeni snadno pomoci odhadu ({2.3)).

Tvrzeni 29. Necht r < p < co. Potom plati BY"(I) C BY"(I).

Diikaz. Podle Holderovy nerovnosti pro g € LP(2),p > r plati, Ze

1/p ) er)/er
ol < ([ 1) ([ 270) """ < Clgluran
Q Q

kde C' = |Q|/7=1/P. Necht je tedy f € By?(I). Odhadneme

7 . dhy /A
s = Wl + ([ @limf = o))
0
T » dhn 1/A
< clft+ o [0lms = Al 5) " =Clflsge,

0
¢imz je tvrzeni dokazano.
Véta 30. Necht je A < . Potom plati

By*(I) € By(I),

2
ByP(1) < g\|f|

/]

K dikazu této véty budeme potiebovat pseudonormu || - |

By, f€BY(I).

*

S,p .
BYP
Definice. PoloZzme

wp(h) ‘= Sup ||th - f||Lp(It)7
0<t<h

. . 1/
£l = (o))" proa < oo,

If1

pep 1= sup h™*w,(h) pro A = oo.
A h>0
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Definice. Na Besovové prostoru mizeme také zavést pseudonormu

[flBgr = I/

Pouzitim této pseudonormy dosdhneme vétsi srozumitelnosti dikazu Véty [30]

BYP — ”f”p

Lemma 31. Pro vSechna f € BYP(I) plati

) 1
e < 1f e <

<%= 1[f]B§’P-

Diikaz. Prvni nerovnost je ziejma z toho, ze |7 f — fllrr,) < wp(h). Ukazme
druhou nerovnost. Pro 0 < ¢t < 2h pocitejme: f — f = 1.f — [+ mn(minf — [),
a tedy

e f = fllzey < llmnf = flleeq,) + wp(h).
Prechodem k supremu na levé strané pres 0 < t < 2h dostaneme

wp(2h) <1t = flleo) + wp(h)-

Po tpravach a pouziti trojuhelnikové nerovnosti pro A < co dostaneme

(/Ooo(hswp(Qh)y%)l/A - (/Ooo(thThf B f“LP(Ih))A%y/A
([ o )"

Po zaméné proménné 2h za h na levé strané mame

@ =0 [T ) < ([0t - Aloa )"

coz je pozadovana nerovnost. V pripadé A = oo provedeme podobnou tupravu —
namisto integrovani vezmeme supremum — a dostaneme

2°sup h™*wy(h) = sup h™*w,(2h) < sup h™°||7.f — fllee@,)) + A °wp(h),
h>0 h>0

¢imz je ditkaz ukoncen. ]

Lemma 32. Pro vsechna f € BY"(I) plati

15 < (XY f -

Diikaz. Necht t > 0. wy(h) je neklesajici funkce h, a proto

([T tmamr )™ = ([ omamr ) s mo( [ 9"

= (sA) VM w,(1),
a tedy . i
sup ="y (1) < (s1)( /0 (e 5

t>0
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Dikaz Véty[30 Necht A < p Pouzitim Lemmat [31] a [32] dostaneme

(sA)1/A
25 —1

[y < IIf]

bep < Nl <

[f]Bsw-

Snadno miizeme ovéfit, e funkce A +— (s\)/* nabyva svého maxima, jestlize
s\ = e. Proto (sA\)Y/*/(2° — 1) < e¥¢/(2° — 1) < 2/s. (Posledni nerovnost dosta-
neme napiiklad rozvojem exponenciely e*°62.) Plati tedy

\V)

[flBsr < =[flBs (2.5)

»

Protoze plati 1 < 2/s, je véta pro p = oo vztahem (2.5 dokazana.
Pokracujme tedy pro A < p < oo. Uzitim Hoélderovy nerovnosti dostaneme

P dhy 1w P oy dhy Lk
(/ (Rl f = f”LP(Ih))“T) = (/ (A lI7nf = Fllzoa) ”7)
0 0

. (1=X)/n * dh\/k
< (suptlimnf = ) ([ 0 = a5
h>0 0

COZ znamena, ze
[Flezr < (o)™ ([ flogr )™
Pouzitim nerovnosti (2.5 dostaneme

—A/
N < (5) " Ulage < 21l

S S

coz dokazuje tuto vétu. O

2.4 Véty o vnoreni

Nésledujici lemmata zde uvedeme bez dikazu — nalezneme je v ¢lanku [2] na
stranach 122-130.

Lemma 33 (Youngova nerovnost). Necht f € LP(I),g € L"((0,a)), kde a > 0,
1/p+1/r > 1. Definujme funkci F' na I, predpisem F(z) = foa flz +t)g(t)dt.
Potom F € L(1,), kde 1/qg=1/p+ 1/r — 1, a plati

| F 2oy < 1 fllze@llgll e (0.0))

Lemma 34 (Hardyho nerovnost). Necht 0 < T < 0o, s > 0 a g je nezapornd
méritelnd funkce z (0,T) do R. Potom

(L a2y < o

’ h 1
sup t_s/ g(h)d— < —Ess supt—?g(t).
0

0<t<T h S o<t<T
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Lemma 35. Necht f € LP(I),p < o0,a >0 a

a dh
/ If— TthLpuh)T < 00.
0

Potom f € LP(1,) a ve smyslu prostoru LP(1,) plati rovnost

1 a a a—h dt
= - dh + Id — ———dh
f@) =3 [ ns@ans [ [ - nymie s
Lemma 36. Necht je s > r. Potom
BY¥(I) € By"(1).
Navic pro libovolné f € BY* plati

|I’s T

[l < B

/]

Nyni dokdZzeme lemma, které je pro dalsi postup klicové.
Lemma 37. Necht s —1/p=—1/q a p < q. Potom plati
BYP(I) c LY(D).

Navic pro vSechna a < |I|/2 a f € BY*(I) mdme

¢ —S dh —S
sy < 20 [0l = Flasea G+ I lioen )

Dikaz. Necht f € By"(I),a > 0. Protoze f € LF(I}) a plati

a dh .o dh
/ If— TthLp(Ih)T <a / h™8(|f — TthLP(Ih)Ta
0 0

jsou splnény predpoklady Lemmatu . Podle néj pak ve smyslu prostoru LP(I,)
plati rovnost

@ ):5/0 f dh+/ / (Id — )7, f (x )(Hdth) dh. (2.6)

Nejprve odhadneme pomoci Youngovy nerovnosti (Lemmam L9(1,)-normu prv-
niho integrélu v (2.6) — polozime g(t) ;== 1,1/r := 1 — s a dostaneme

1 [ 1
= anl| < Ulproan = a=*
/OThf LQ(Ia)_aHfHLp(I) 1z (0.0)) = @ *[| fll Lo (r)

a

Déle pro fixované h € (0, a) odhadujme L?(I,)-normu vnitiniho integrél ve dvoj-
ném integralu z (2.6) — pouzijeme Youngovu nerovnost na pro funkce 7,f — f,
g(t) := (t + h)~? a ziskdme

| [ - mms ] < = Sl Ioloany @)

25



Méme Ly -
pl=2r _ gl-2r

2r —1
kde C' = (2r — 1)~/ < 1. Integraci odhadu (2.7)) ptes h € (0,a) dostaneme
dh

a a—h a
dh < | b \mf = fllira) —
LI ta=mmigml,, < [ i = a5

Integral na pravé strané je konecny, protoze f € By”(I). Z (2.6)) tedy dostaneme,
ze f € L(1,) a ze plati nerovnost

1/r
91|z (0.a—ny) = ( > < ChY™2 = op~s L,

L an
s < [ B*0F = fllanc g+ o, (2.9

Nyni oznaéme [ := {—z;z € I} a f(x) := f(—x). Pouzitim (2.8) na f dosta-
neme

. a dh
Hf”LQ(fa)S/O Sl = T ey ==+ 0l ey (2.9)

Déle ozna¢me I = (o, ) a vezméme a < (f — a)/2. Pro ¢ < oo mame

B—a B /q ~ /q
i < ([ V@rrae s [ 1@ras)™ = (1) + ()

« at+o

Pro ¢ = oo mame podobny vztah

1 Fllzoory < Ess sup | f(2)] + Ess sup [ ()] = | fllz=ez) + [ Fllze(z,)-

z€(a,f—a) z€(ata,B)

Z ptedchozi nerovnosti (pro odpovidajici ¢), . a z (2.9) dostaneme zavér
tvrzeni. O

Nésleduje Sobolevova véta o vnoreni pro Besovovy prostory.
Véta 38. Necht s >r, s—1/p=r—1/q. Potom
By"(I) ¢ BY(I)
a pro vSechna [ € BYP(I) plati

21/ 32-r

1By < 1]

BS P(I (210)

Diikaz. Dtkaz je ziejmy pro pripad s = r, porovnavané prostory jsou totozné.
Necht tedy s > r, s —1/p=r—1/q a f € By"(I). Podle Lemmat [37 a [36] plati
BYP(I) C By "P(I) C LY(I), a tedy f € L.

Necht ¢ > 0. Podle Tvrzeni 26) a 27 mame f € BY(1,), 7f € BY"(1;). Z toho
pak plyne 7,f — f € Bi*(I,), diky Lemmatu [36] pak Tt f—feB™1,).

Ozna¢me I = («, 3). Nyni pouzijeme Lemma (37| pro 7.f — f € By "*(I,),
(s—r)—1/p = —1/q, a := t. Navic je nutno splnit ¢t < |I;|/2, coz znamend
t<(B—t—a)/2,t.j.t < (B —a)/3. S témito podminkami dostavame
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t
dh

|7 — fHLq(It) < 2!/4 R m(ref — f) — (7ef — f)||Lp(It+h)_
h

0
NS = )

Uvédomme si, ze (1o f — f) — (ef — f) = m(mnf — f) — (7nf — f), & proto plati
(7 f = ) = (7ef = P)llerin < 2mf = Flleea,)-

Pro pripad A < oo pocitejme

(B-a)/3
A dt> /A

20 [ = )

0

= 2(/000 <t_r /0°° || f — f||LP(Ih)%>/\%)1/)\

([ et = floar )

coz vede k uziti Hardyho nerovnosti (Lemmatu [34). Dostdvame

Y

(B—a)/3

dt /A 2 o0 diy /A
—r . . A < 1/q( =2 —s . » A i
| @t = Al $) " <20 C ) ([t = Al )
0

Na levé strané provedeme substituci t := h/3. Zde je vysvétleni: je-li t = h/3,
plati 7.f — f = mu(rif — f) + n(nf — f) + (nf — f), a dostavame tedy odhad
|7 f = flleac,) < 3|l7ef — fllLaq,)- Po substituci mame

B—c (B—a)/3

—r dhy /A _, ., di /2
/ (" f = Fla) 5=) <8 / (T = Flisan) ) - (210)
0

0

Je-li h > B — «, je Iy prazdnd, a proto |74 f — f||re,) = 0. Vyraz f — a na levé
strané (2.11) pak muZeme nahradit nekoneénem. Dohromady pak dostdvame

> dh /> 2 o dt /A
—r _ . D < al-rol/q( 2 —s o . A
|0ty ) <3720 G ([ Imsnloa ).

coz se po jednoduchém odhadu stava vztahem ([2.10]).

Pro ptipad A = oo postupujeme velmi podobné, pouze misto integrovani be-
reme supremum pies odpovidajici mnozinu. O

Nyni uvedeme nékteré dusledky 2| kapitoly.
Dusledek 39. Necht s > 1/p. Potom plati

ByP(I) C Lip*Y/7(1).
Navic ezistuje ¢ € R takové, Ze pro vsechna f € BY" plati odhad

||f||Lips_1/p(I) <c ”f”B;’p(I)
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Diikaz. Pouzitim Tvrzeni[25]a Vét [30] a[38 dostaneme existenci vhodné konstanty
¢ € R a fetézec inkluzi

B}? C B3 C B /P = Lip* /.

Dusledek 40. Pro s —1/p > —1/q, p < q plati, Ze
BYP(I) c L(I)
a existuje konstanta ¢ € R, Ze pro vSechna f € BY" jest

1fllg < ellfllspe-

Diikaz. Pro s <rar—1/p= —1/q dostaneme z Lemmat [36] a [37] fetézec inkluzi
BY? ¢ B{" C L9 a hledanou konstantu ¢ € R. O

Poznamka. Tento dusledek zahrnuje i specialni pfipad — inkluzi Bf\’l/ P(Iyc L™
pro s > 1/p.
2.5 Otevrena otazka

Funkce z prostoru By?(I) pro s > 1/p jsou (s —1/p)-lipschitzovské a tedy spojité
na /. Bylo by zajimavé zjistit, zda v néjakém smyslu plati inkluze

ByY*(1) c e(I)

jako limitni pfipad predchoziho pro s — i—l—.
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A. Dodatek

A.1 Pouzita tvrzeni

Véta 41 (Arzela—Ascoli). Necht [a,b] je omezeny interval a {f,} je posloupnost
funkei f,, : [a,b] — R. JestliZe jsou funkce f, stejné omezené a stejné spojité,
potom ezistuje podposloupnost { f,, }, kterd stejnomeérné konverguje.

Viz [7], str. 317, Véta 163.

Véta 42 (Rieszova o reprezentaci). Necht X je lokdlné kompakini Hausdorffiv
topologicky prostor. Potom ke kaZdému omezenému linedarnimu funkciondlu ® na
prostoru Co(X) existuje pravé jedna requldarni komplexni borelovskd mira pu takovd,
Ze platt

Mﬁ:Afw

pro vechny funkce f € Co(X). Navic je norma ® rovna totdlni variaci p, t. j.

1| = |p](X).
Viz [9] str. 131, Véta 6.19.

Véta 43 (Urysonovo lemma). Necht X je lokdlné kompaktni Hausdor{fav prostor,
V C X je otevrenda mnozina a K C V je kompaktni mnoZina. Potom existuje
funkce f € C.(X) spliujici xxk < f < xv.

Viz [9] str. 53, Véta 2.12.

Véta 44. Necht' V' je okoli nuly v separabilnim topologickém vektorovém prostoru
X a {A,} je posloupnost z X* takovd, Ze

|Anz| <1  pro vsechnax € V,in=1,2,3,....
Potom existuje podposloupnost {A,,} a A € X* tak, Ze

Ax = lim A,z pro vSechna x € V.
1— 00

Viz [8], str. 68, Véta 3.17. Z této véty plyne nésledujici

Disledek 45. Necht X je separabilni normovany linedrni prostor a {x}} je ome-
zend posloupnost v X*. Potom existuje prvek x* € X* a podposloupnost {x;k}
takovd, Ze pro kazdé v € X plati x; (v) — x*(x) neboli {z}, } je slabe™ konver-
gentni v X*.

Véta 46. Predpokladejme, Ze P je lokalne kompaktni topologicky prostor, ktery
je navic o-kompakini (nejvyse spocetné sjednoceni kompaktnich mnozin). Ddle
necht [ je p-skoro vsude konecnd funkce na P. Potom jsou ndsledujici tvrzend
ekvivalentni:

(i) [ je p-méritelnd funkce,

29



(i1) ke kazdému ¢ > 0 existuje oteviena mnoZina G takovd, Ze pG < € a [ je
spojitd na P\ G,

(11i) ke kazdému e > 0 existuje spojita funkce ¢ na P a oteviend mnozina G tak,
Ze uG <ea f=¢naP\G,

(v) ezistuje posloupnost {p,} spojitych funkci na P takovd, Ze

©on — [ p-skoro vsude na P.

Viz [5], str. 62, Véta 18.2.

Véta 47 (Jegorov). Necht M je méritelnd mnoZina konecné miry. Necht {f,}

je posloupnost meritelnych funkci na M, ktera ma skoro vsude na M konecnou

limitu lim f,(z) = f(x). Potom ke kazdému € > 0 existuje méritelnd mnozina
n—oo

N miry mensi nez ¢ takovd, Ze posloupnost {f,} konverguje k f stejnomérné na

M\ N.

Viz [6], str. 77, Véta 37.

Véta 48 (Levi). Necht f, jsou nezdporné méritelné funkce na X a f, /7 f.
Potom fX fodu — fo

Viz [B], str. 25, Véta 8.5.

Véta 49 (Struktura otevienych mnozin v R). Necht G je oteviend mnoZina v me-
trickém prostoru (R, oeur). Potom existuje nejvyse spocetnd mnozZina po dvou
disjunktnich otevienych intervali (ay,b,), kde an, b, € R, a, < b,, n € N, tak, Ze

G = J(an, bn).

neN

Viz [11], str. 51, Véta 6.

Definice. Nechf p je nezédpornd mira na o-algebfe 9t a necht \ je libovolnd
mira na 9. Rikdme, Ze )\ je absolutné spojita vzhledem k y, a zapisujeme to
symbolem \ < p, jestlize pro kazdou mnozinu E € 9, pro niz u(F) = 0, plati
A(E) =0.

Jestlize existuje mnozina A € 9 takova, Ze pro kazdou mnozinu E € 9 je
AE) = M(ANE), fikdme pak, Ze mira A je soustifedéna na A. To je ekvivalentni
s podminkou A(E) = 0, kdykoli E N A = 0.

Predpokladejme, Ze A1, Ay jsou miry na 9, a necht existuji disjunktni mnoziny
A, B takové, ze A1 je soustfedéna na A a Ay je soustfedéna na B. V takovém
pripadé fikdme, ze A; a A\ jsou vzajemné singularni, a zapisujeme to A; 1 As.

Véta 50 (Lebesgue-Radon—Nikodymova). Necht p je nezapornd o-konecnd mira
na o-algebre M na mnoZiné X a necht \ je komplexni mira na M.

(a) Existuje pravé jedna dvojice komplexnich mér A\, a As na M takovd, Ze

A:)\a_}_)‘sa /\a<</\su )‘SLM
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zistuje prave jeden prvek h € W) takovy, Ze plati
b) Ezistuj e jed khelL! takovy, Ze plati

M) = [ hy

pro kazZdou mnoZinu E € .

Viz [9], str. 141, Véta 6.10.

Definice. Necht z € R*. O posloupnosti {F;} borelovskjch mnoZin v R* bude-
me fikat, Ze se vhodn& smritfuje k bodu z, jestlize existuje ¢islo o > 0 s né-
sledujici vlastnosti: existuje posloupnost kouli B(x,r;) takovych, ze limr; = 0,
E; C B(x,r;) a

ME;) > aXB(z,r;)) proi=1,2,3,....

Véta 51. Necht kazdému bodu x € R* je prifazena posloupnost {E;(x)}, kterd
se vhodné smrstuje k x, a necht f € L*(R¥). Potom

f(z) = lim —/ fdXx  skoro vsude.

i—voo M E,

Viz [9], str. 161, Véta 7.10.

Véta 52 (Holderova nerovnost). Necht f € LP a g € L9, kde p,q jsou cisla
z (1, 00), i+%: 1. Potom fg€ L' a

o< ( frovan)”( [rlran)™

Viz [B] str. 32, Véta 10.3.

Véta 53 (Fatouovo lemma). Necht f, : X — [0,00],n € N jsou méritelné funkce.
Potom plati

n—oo

/(hmlnffn du < hmlnf/ fndp.
X

Viz [0], str. 35, Véta 1.28.
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