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Úvod

Pomocí binární logistické regrese m·ºeme vytvo°it model závislosti binární nebo-
li dichotomické, nula-jedni£kové veli£iny na jiných nezávislých prom¥nných. Ty
uº mohou být jak binární, tak kategoriální £i spojité. Na základ¥ takového mo-
delu lze predikovat pravd¥podobnost výskytu jevu, který zna£í závislá veli£ina,
pro nové hodnoty nezávislých prom¥nných. Tato metoda nalezne praktické vyu-
ºití ve v²ech oblastech, kde jsou k dispozici historická data týkající se výskytu
jevu, jehoº pravd¥podobnost chceme modelovat, p°i£emº tato data jsou význam-
ná pro u£in¥ní n¥jakého rozhodnutí.

Velké uplatn¥ní logistické regrese najdeme v medicín¥ a léka°ských a farmaceu-
tických studiích, kde modelujeme pravd¥podobnost výskytu ur£itého onemocn¥ní.
Od toho se m·ºe odvíjet nap°íklad na jakou skupinu lidí se máme více zam¥°it
v oblasti prevence, abchom tomuto onemocn¥ní mohli pokud moºno p°edejít.

V sou£asnosti se logistická regrese hojn¥ pouºívá v oblasti °ízení kreditního
rizika. Modeluje se pravd¥podobnost, ºe klient, jemuº spole£nost poskytla úv¥r,
tento úv¥r nesplatí, na základ¥ informací, které o klientovi máme k dispozici.

Dal²í oblastí je poji²´ovnictví, kde se modeluje nap°íklad pravd¥podobnost
vzniku pojistné události nebo pravd¥podobnost storna pojistné smlouvy. Díky
tomu m·ºeme efektivn¥ji za°adit klienta poji²´ovny do bonusové t°ídy v p°ípa-
d¥ havarijního poji²t¥ní nebo nabídnout klientovi, u n¥jº p°edpovíme vysokou
pravd¥podobnost storna, výhodn¥j²í podmínky poji²t¥ní.

Hlavním cílem této práce je srozumiteln¥ popsat binární logistickou regresi,
uvést ukazatele pro posouzení kvality modelu a teorii ilustrovat na numerické stu-
dii na datech z poji²´ovnictví. Pro lep²í názornost n¥kterých teoretických vztah·
se budeme snaºit p°edstavovat si je na p°íkladech ze ºivota.

Organizace práce je následující. V první kapitole zavádíme model logistické
regrese. Pro názornost se budeme v kapitole 1.1 nejprve zabývat jednorozm¥r-
ným modelem a následn¥ v kapitole 1.2 p°ejdeme k obecn¥j²ímu vícerozm¥rnému.
Poté, co si popí²eme základní vztahy, se zam¥°íme na odhad parametr· meto-
dou maximální v¥rohodnosti v£etn¥ hledání numerického odhadu °e²ení pomocí
Newtonova-Raphsonova algoritmu. Není pravidlem, ºe £ím více parametr· do mo-
delu zahrneme, tím lépe. Proto se v kapitole 1.3 podíváme na to, jak otestovat
statistickou významnost parametr·. Jiný zp·sob, jak vhodn¥ vybrat prom¥nné,
které do modelu zahrneme, je krokový výb¥r (anglicky �stepwise regression�),
který si ukáºeme v kapitole 1.5.

Obsahem druhé kapitoly jsou metody vhodné k posouzení kvality jiº vybu-
dovaného modelu. V kapitole 2.1 si ukáºeme testy dobré shody, a to Pearson·v
Chí Kvadrát test a Hosmer·v-Lemeshow·v test. Také nás bude zajímat diverzi-
�ka£ní schopnost modelu, které se v¥nuje kapitola 2.2. Tuto schopnost budeme
ilustrovat pomocí Lorenzovy k°ivky a kvanti�kovat pomocí Giniho koe�cientu,
Komogorovovy-Smirnovovy statistiky a zobecn¥ného koe�cientu determinace.

Náplní t°etí kapitoly je aplikace na data z poji²´ovnictví, která si popí²eme
v kapitole 3.1. Provedeme numerickou studii, na níº ilustrujeme teorii vyloºenou
v p°edchozích kapitolách. V kapitole 3.2 tedy vybudujeme vhodný model logistické
regrese a budeme se snaºit posoudit jeho kvalitu. Výsledky v kapitole 3.3 shrneme.

K práci je p°iloºeno i CD, kde m·ºeme najít data pouºitá ve t°etí kapitole,
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projekt, v n¥mº realizujeme numerickou studii v programu SAS, výstupy z tohoto
programu a pdf verzi této bakalá°ské práce.
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1. Model logistické regrese

V této kapitole si p°edstavíme model logistické regrese. Krom¥ odhadu jeho pa-
rametr· nás bude také zajímat výb¥r prom¥nných, které do modelu zahrneme.
Vycházet budeme p°edev²ím z [3].

1.1 Jednorozm¥rný model

Nejd°íve se budeme zabývat modelem s jedním regresorem. M·ºeme si jej p°ed-
stavit nap°íklad jako modelování pravd¥podobnosti rizika nesplacení dluhu v zá-
vislosti na v¥ku klienta.

1.1.1 Základní popis

Nech´ Y je dichotomická náhodná veli£ina, tj. nabývá hodnoty bu¤ 0 (hovo°íme
o �neúsp¥chu� n¥jakého jevu J) nebo 1 (�úsp¥ch� jevu J). Hodnota této veli£iny
m·ºe být ovlivn¥na pozorovanou hodnotou x, a to zp·sobem, který popisuje práv¥
logistická regrese:

E(Y | x) = π(x)

π(x) =
eg(x)

1 + eg(x)

g(x) = β0 + β1x.

Y budeme nazývat odezva, x regresor a g(x) logit.
π(x) je zárove¬ pravd¥podobnost �úsp¥chu� , 1 − π(x) je tedy pravd¥podobnost
�neúsp¥chu� .

E(Y | x) = 0 · P [Y = 0 | x] + 1 · P [Y = 1 | x] = P [Y = 1 | x] = π(x)

Veli£ina Y má alternativní rozd¥lení s parametrem π(x).
Logit g(x) je logaritmus ²ance, tedy

ln

(
π(x)

1− π(x)

)
= ln


eβ0+β1x

1 + eβ0+β1x

1− eβ0+β1x

1 + eβ0+β1x


= ln

(
eβ0+β1x ·

(
1 + eβ0+β1x

)
(1 + eβ0+β1x) · (1 + eβ0+β1x − eβ0+β1x)

)
= β0 + β1x.

1.1.2 Odhad parametr·

M¥jme n nezávislých pozorování (yi, xi), i = 1, . . . , n, kde yi je hodnota náhod-
né veli£iny Y v i-tém pozorování a xi je hodnota regresoru pro i-tý pozorovaný
subjekt (nap°. v¥k i-tého klienta). Pro odhad vektoru parametr· β = (β0, β1)

> lo-
gistické regrese pouºijeme metodu maximální v¥rohodnosti. Pro obecné poznatky
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o této metod¥ m·ºeme nahlédnout do [1]. Tato metoda je zaloºena na principu,
ºe za odhad neznámého parametru vezmeme tu jeho hodnotu, pro kterou je dosa-
ºený výsledek nejpravd¥podobn¥j²í. Tuto pravd¥podobnost udává v¥rohodnostní
funkce, budeme tedy hledat takový parametr, v n¥mº nabývá svého maxima.

V²imn¥me si, ºe

P [Yi = yi | xi] = π(xi)
yi [1− π(xi)]

(1−yi),

kde yi ∈ {0, 1}∀i = 1, . . . , n, tedy pro yi = 1 je P [Yi = yi | xi] = π(xi) a pro yi = 0
je P [Yi = yi | xi] = 1 − π(xi). Protoºe pozorování (yi, xi), i = 1, . . . , n jsou
nezávislá, m·ºeme v¥rohodnostní funkci l(β) zapsat jako sou£in podmín¥ných
pravd¥podobností pro jednotlivá pozorování

l(β) =
n∏
i=1

π(xi)
yi [1− π(xi)]

(1−yi) .

Chceme najít takové β, v n¥mº l(β) nabývá maxima. Protoºe logaritmus je
rostoucí funkce, má L(β) = ln[l(β)] maximum ve stejném bod¥ jako l(β).

L(β) = ln[l(β)] =
n∑
i=1

[yi lnπ(xi) + (1− yi) ln(1− π(xi))]

Funkce L(β) je funkce 2 prom¥nných na R2, její maximum najdeme pomocí par-
ciálních derivací podle β0 a β1, které poloºíme rovné 0 (ºe se skute£n¥ jedná
o maximum rozebereme aº v £ásti týkající se vícerozm¥rného modelu). Tím zís-
káme soustavu normálních rovnic, jejichº °e²ením je práv¥ odhad vektoru β, který
budeme zna£it β̂.

Nejprve si uv¥domme, ºe

1− π(xi) =
1

1 + eβ0+β1xi

∂π(xi)

∂β0
=

eβ0+β1xi
(
1 + eβ0+β1xi

)
− eβ0+β1xieβ0+2β1xi

(1 + eβ0+β1xi) 2

=
eβ0+β1xi

(1 + eβ0+β1xi) 2
= π(xi) (1− π(xi))

∂π(xi)

∂β1
=

xie
β0+β1xi

(
1 + eβ0+β1xi

)
− eβ0+β1xixieβ0+β1xi

(1 + eβ0+β1xi)2

=
xie

β0+β1xi

(1 + eβ0+β1xi)2
= xiπ(xi) (1− π(xi)) .

První parciální derivace logaritmické v¥rohodnostní funkce mají tvar

∂L(β)

∂β0
=

n∑
i=1

[
yi

1

π(xi)

∂π(xi)

∂β0
+ (1− yi)

1

1− π(xi)

−∂π(xi)

∂β0

]
=

n∑
i=1

[
yi

1

π(xi)
π(xi) (1− π(xi))− (1− yi)

1

1− π(xi)
π(xi)(1− π(xi))

]
=

n∑
i=1

[yi − π(xi)]
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∂L(β)

∂β1
=

n∑
i=1

[
yi

1

π(xi)

∂π(xi)

∂β1
+ (1− yi)

1

1− π(xi)

−∂π(xi)

∂β1

]
=

n∑
i=1

[
yi

1

π(xi)
xiπ(xi) (1− π(xi))− (1− yi)

1

1− π(xi)
xiπ(xi)(1− π(xi))

]
=

n∑
i=1

[xi (yi − π(xi))] .

Dostáváme soustavu normálních rovnic
n∑
i=1

[yi − π(xi)] = 0 (1.1)

n∑
i=1

[xi (yi − π(xi))] = 0. (1.2)

Vidíme, ºe tyto rovnice nejsou lineární v β0 ani v β1, coº vyºaduje speciální
metody pro jejich °e²ení, v¥t²ina z nich je implementována v r·zných statistic-
kých software (nap°. SAS). Jednou z moºností je Newton·v-Rapshon·v algorit-
mus, který je popsán nap°íklad v [4]. Jedná se o itera£ní alogritmus pro °e²ení
nelineárních rovnic. Postupn¥ po£ítáme β(t) ∈ Rp+1: β(0) ur£íme libovoln¥. Dále
postupujeme podle vzorce

β(t+1) = β(t) −
(
H(t)

)−1
q(t),

kde q(t) = ∇L(β(t)) je gradient logaritmické v¥rohodnostní funkce s parametry

β(t) a H(t) =

(
∂2L(β(t))

∂βi∂βj

)p

i,j=0

matice druhých parciálních derivací této funkce.

Algoritmus pokra£uje aº do doby, kdy se β(t+1) li²í od β(t) maximáln¥ o p°edem
stanovenou mez.

Pro model s jedním regresorem mají q(t) a H(t) tvar

q(t) =

( ∑n
i=1

[
yi − π(t)(xi)

]∑n
i=1

[
xi
(
yi − π(t)(xi)

)] )
H(t) = −

( ∑n
i=1 π

(t)(xi)
(
1− π(t)(xi)

) ∑n
i=1

[
xiπ

(t)(xi)
(
1− π(t)(xi)

)]∑n
i=1

[
xiπ

(t)(xi)
(
1− π(t)(xi)

)] ∑n
i=1

[
x2iπ

(t)(xi)
(
1− π(t)(xi)

)] ) ,
kde π(t)(xi) =

eβ
(t)
0 +β

(t)
1 xi

1 + eβ
(t)
0 +β

(t)
1 xi

a β
(t)
0 a β

(t)
1 jsou sloºky vektoru parametr· β(t)

odhadnutého v kroku t.V²imn¥me si, ºe matice H(t) nezávisí na pozorování yi,
i = 1, . . . , n. Z rovnice (1.1) plyne, ºe sou£et pozorovaných hodnot yi se rovná
sou£tu p°epov¥zených hodnot

n∑
i=1

yi =
n∑
i=1

π(xi).
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1.2 Vícerozm¥rný model

Od te¤ budeme uvaºovat, ºe hodnota náhodné veli£iny Y m·ºe být ovlivn¥na více
regresory. Nap°íklad riziko, ºe klient nesplatí úv¥r, bude souviset nejen s v¥kem
klienta, ale i s jeho p°íjmem, zam¥stnáním, po£tem d¥tí a podobn¥.

1.2.1 Základní popis

Roz²í°íme vý²e popsaný model o v¥t²í po£et regresor·:

x> = (x1, . . . , xp)

E(Y | x) = π(x)

π(x) =
eg(x)

1 + eg(x)

g(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βpxp,

parametry βj, j = 0, . . . , p jsou sloºky vektoru parametr· β = (β0, β1, . . . , βp)
>.

1.2.2 Odhad parametr·

M¥jme n nezávislých pozorování tvaru (yi,xi), i = 1, . . . , n. Tvar modelu logistické
regrese je

π(xi) =
eg(xi)

1 + eg(xi)
, (1.3)

kde
g(xi) = β0 + β1xi1 + · · ·+ βpxip , p ≤ n

Stejn¥ jako v p°ípad¥ jednorozm¥rného modelu pouºijeme k odhadu parame-
tr· β metodu maximální v¥rohodnosti. Op¥t platí, ºe

P [Yi = yi | xi] = π(xi)
yi [1− π(xi)]

(1−yi),

kde yi ∈ {0, 1} ∀i = 1, . . . , n.
Vzhledem k tomu, ºe pozorování (yi,xi), i = 1, . . . , n jsou nezávislá, m·ºeme

v¥rohodnostní funkci l(β) zapsat jako:

l(β) =
n∏
i=1

π(xi)
yi [1− π(xi)]

(1−yi) .

Pro snaz²í hledání maxima této v¥rohodnostní funkce se budeme zabývat hle-
dáním maxima logaritmu této funkce, stejn¥ jako v jednorozm¥rném p°ípad¥.

L(β) = ln[l(β)] =
n∑
i=1

[yi lnπ(xi) + (1− yi) ln(1− π(xi))]

První parciální derivace
∂L(β)

∂βj
, j = 0, . . . , p poloºíme rovné nule.

∂π(xi)

∂β0
=

eg(xi)(1 + eg(xi))− e2g(xi)

(1 + eg(xi))2

=
eg(xi)

1 + eg(xi)
= π(xi) (1− π(xi))
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∂π(xi)

∂βj
=

eg(xi)xij(1 + eg(xi))− e2g(xi)xi,j

(1 + eg(xi))
2

= xi,j (1− π(xi))

∂L(β)

∂β0
=

n∑
i=1

[yi
1

π(xi)

∂π(xi)

∂β0
− (1− yi)

1

1− π(xi)

∂π(xi)

∂β0
]

=
n∑
i=1

[yi(1− π(xi))− (1− yi)π(xi)]

=
n∑
i=1

[yi − π(xi)]

∂L(β)

∂βj
=

n∑
i=1

[yi
1

π(xi)

∂π(xi)

∂βj
− (1− yi)

1

1− π(xi)

∂π(xi)

∂βj
]

=
∑

[yixij(1− π(xi))− (1− yi)xijπ(xi)]

=
∑

[xij(yi − π(xi))], j = 1, . . . , p

Získali jsme p+1 v¥rohodnostních rovnic:
n∑
i=1

[yi − π(xi)] = 0∑
xij[yi − π(xi)] = 0,

j = 1, . . . , n. Jejich °e²ení β̂ získáme nap°íklad pomocí Newton-Raphsonova al-
goritmu, jak jiº bylo popsáno vý²e.

1.2.3 Vlastnosti odhadu parametr· metodou maximální v¥-

rohodnosti

Odhad β̂ pomocí metody maximální v¥rohodnosti je nestranný a konzistentní
(viz [1]). Nejprve se zam¥°me na rozptyly a kovariance odhadnutých parametr·,
a to zp·sobem, jaký je popsán v [3]. Pro metodu odhadu rozptyl· a kovariancí
budeme pot°ebovat druhé parciální derivace logaritmické v¥rohodnostní funkce

∂2L(β)

∂β2
j

=
n∑
i=1

−xi,j
∂π(xi)

∂j

= −
n∑
i=1

x2i,jπ(xi)(1− π(xi)), j = 0, . . . , p

∂2L(β)

∂βj∂βl
=

n∑
i=1

−xi,j
∂π(xi)

∂l

= −
n∑
i=1

xi,jxi,lπ(xi)(1− π(xi)), j = 0, . . . , p,
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kde xi,0 = 1 ∀i = 1, . . . , n.
Hodnoty t¥chto derivací s opa£ným znaménkem jsou prvky tzv. informa£ní

matice I(β) o rozm¥rech (p+ 1)× (p+ 1)

i(β)jj =
n∑
i=1

x2i,jπ(xi) (1− π(xi))

i(β)jl =
n∑
i=1

xi,jxi,lπ(xi) (1− π(xi)) .

Informa£ní matici m·ºeme maticov¥ zapsat jako I(β) = X>VX, kde X je matice
typu n × p + 1 obsahující data pro kaºdý subjekt a V diagonální matice typu
n× n s prvky π(xi) (1− π(xi)))

X =


1 x1,1 x1,2 · · · x1,p
1 x2,1 x2,2 · · · x2,p
...

...
... · · · ...

1 xn,1 xn,2 · · · xn,p



V =


π(x1) (1− π(x1)) 0 · · · 0

0 π(x2) (1− π(x2)) · · · 0
... 0

. . . ...
0 · · · 0 π(xn) (1− π(xn))


Vzhledem k tomu, ºe diagonální prvky matice V jsou kladné, je tato matice

pozitivn¥ de�nitní, matice I(β) tedy bude pozitivn¥-semide�nitní nebo dokonce
pozitivn¥ de�nitní v p°ípad¥ plné °ádkové hodnosti matice X (viz [6]). Mati-
ce druhých parciálních derivací −I(β) je tedy negativn¥-semide�nitní, p°ípadn¥
negativn¥-de�nitní, coº znamená, ºe logaritmická v¥rohodnostní funkce L(β) je
konkávní. Pro konkávní funkci platí, ºe kaºdé její lokální maximum je zárove¬
maximem globálním (viz [2]). Bod, který jsme na²li pomocí prvních parciálních
derivací je tedy ur£it¥ maximem funkce L(β), tudíº i l(β).

Varian£ní matici získáme jako inverzi informa£ní matice V ar(β) = I−1(β).
Rozptyl j-té sloºky vektoru β, var(βj), je j-tý diagonální prvek matice V ar(β),
kovariance sloºek cov(βj, βl) je prvek této matice o sou°adnicích j, l = 0, . . . , p.
Odhad varian£ní matice V̂ ar(β̂) získáme dosazením β̂. Odhad sm¥rodatné od-

chylky σ̂(β̂j) =
[
v̂ar(β̂j)

]1/2
.

Zd·vodn¥ní, ºe vý²e popsaná teorie funguje, najdeme nap°íklad v [1]: matice
−I(β̂) se nazývá výb¥rová Fisherova informa£ní matice a konverguje v pravd¥po-
dobnosti k Fisherov¥ informa£ní matici. Pro odhad parametru β̂ získaný metodou
maximální v¥rohodnosti platí, ºe

√
n
(
β̂ − β

)
d−→ N

(
0, [−I(β)](−1)

)
.

1.3 Testování statistické významnosti parametr·

Jednou ze základních otázek, kterou je t°eba si poloºit, je, zda n¥které prom¥n-
né statisticky významn¥ p°ispívají k vypovídající schopnosti modelu, £i nikoliv.
Abychom ji zodpov¥d¥li, porovnáme skute£né hodnoty pozorování odezvy s hod-
notami, které nám vyjdou v modelu bez t¥chto prom¥nný a v modelu s nimi.
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Toto porovnání je zaloºeno na v¥rohodnostní funkci, která udává pravd¥podob-
nost modelu. Zavedeme symbol D (z anglického Deviance):

D = −2 ln

[
(věrohodnost použitého modelu)

(věrohodnost saturovaného modelu)

]
.

Saturovaný model obsahuje tolik parametr·, ºe s pravd¥podobností 1 vystihuje
data, v na²em p°ípad¥ má tedy n parametr·. V¥rohodnost takového modelu je
tedy rovna jedné, takºe logaritmická v¥rohodnost se rovná nule.
Potom

D = −2 ln [(věrohodnost použitého modelu)]

D = −2 ln

[
n∏
i=1

π(xi)
yi [1− π(xi)]

(1−yi)

]
.

�ili

D = −2 ln[l(β)] = −2
n∑
i=1

[yi lnπ(xi) + (1− yi) ln(1− π(xi))].

Nyní chceme zjistit, jestli n¥jakých konkrétních l prom¥nných je v modelu
významných. Budeme testovat hypotézu H0, jestli se koe�cienty u t¥chto pro-
m¥nných rovnají nule, proti alternativ¥ H1, ºe alespo¬ n¥který z nich je nenulový.
Zavedeme si proto statistiku G:

G = D(modelu bez l proměnn ´ych)−D(modelu s proměnnými)

= −2 ln(
lb(βb)

ls(βs)
).

Výraz
lb(βb)

ls(βs)
se nazývá v¥rohodnostní pom¥r, lb(βb) zna£í v¥rohodnostní funk-

ci modelu bez l prom¥nných, ls(βs) v¥rohodnostní funkci modelu s t¥mito pro-
m¥nnými. Za platnosti hypotézy H0, ºe koe�cienty u daných l prom¥nných se
rovnají 0, má G asymptotické rozd¥lení Chí-kvadrát o l stupních volnosti. Pro test
na hladin¥ α platí, ºe H0 zamítáme ve prosp¥ch H1, jestliºe je G v¥t²í neº (1−α)-
kvantil Chí-kvadrát rozd¥lení o l stupních volnosti:

H0 zamı́táme⇔ G > χ2
l (1− α).

Jiný zp·sob, jak testovat statistickou významnost n¥jakého parametru, je
Wald·v test. Vyuºívá asymptotické normality odhadnutých parametr·, tedy ºe
β̂i − βi
σ̂(β̂i)

as∼ N(0, 1). Hypotéza H0 je, ºe βi = 0, alternativa H1 je, ºe βi 6= 0.

De�nujeme Waldovu statistiku

W =
β̂i

σ̂(β̂i)

as∼ N(0, 1) za platnosti H0.
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Wald·v test na hladin¥ α: hypotézu H0 zamítáme ve prosp¥ch H1, jestliºe
|W | > z(1−α/2), kde z(1−α/2) je (1 − α/2)-kvantil normálního rozd¥lení. Pomocí
Waldovy statistiky m·ºeme také sestrojit 100(1− α)% interval spolehlivosti:

P

[
−z(1−α/2) ≤

β̂i − βi
σ̂(β̂i)

≤ z(1−α/2)

]
≈ 1− α

βi ∈ (β̂i − z1−α/2σ̂(β̂i), β̂i + z1−α/2σ̂(β̂i)).

1.4 Interpretace parametr·

P°edpokládejme, ºe jsme uº z dat napo£ítali hodnoty koe�cient· a vybudovali
model logistické regrese pro tato data tak, ºe v²echny koe�cienty jsou významné
statisticky nebo z povahy problematiky, které se data týkají. Nyní se zamyslíme
nad tím, co nám hodnoty odhadnutých koe�cient· o této problematice °íkají.

Pro jednoduchost uvaºujme pouze jednorozm¥rný model. Budeme se ptát
jednak na funkci závislosti mezi odezvou a regresorem a jednak na to, jak se
zm¥ní odezva, zm¥níme-li hodnotu regresoru o jednotku. Jestliºe β1 = 0, pak

π(xi) = P [Yi = 1 | xi] =
eβ0

1 + eβ0
,∀i = 1, . . . n. To znamená, ºe pravd¥podobnost

v·bec nezávisí na pozorováních xi a je pro v²echna stejná. �ance úsp¥chu ku ne-

úsp¥chu je odds =
π(xi)

1− π(xi)
=

eβ0

1 + eβ0
1

1 + eβ0

= eβ0 , logaritmus této ²ance je vlastn¥

logit(xi), ln(odds) = β0. Parametr β0 si m·ºeme p°edstavit jako úrov¬ový koe�-
cient pro logit. Nyní se zam¥°íme na význam β1. Zm¥níme-li hodnotu xi na xj,

podíl ²ancí (anglicky odds ratio) bude OR =
odds(xi)

odds(xj)
=
e(β0+β1xi)

e(β0+β1xj)
a logaritmus

podílu ²ancí ln

(
odds(xi)

odds(xj)

)
= β1(xi − xj) = logit(xi) − logit(xj). Parametr β1

tedy udává, jak moc je pravd¥podobn¥j²í �úsp¥ch� v p°ípad¥ subjektu i oproti
subjektu j. Nyní se zam¥°íme na konkrétní aplikace pro r·zné typy vstupních
prom¥nných.

1.4.1 Binární prom¥nná

P°edpokládejme, ºe regresor x nabývá pouze hodnoty 0 nebo 1, kde 1 znamená
p°ítomnost n¥jakého jevu a 0 jeho nep°ítomnost. �ance pro x = 0 je

odds(x = 0) =
π(0)

1− π(0)
=

eβ0

1 + eβ0
1

1 + eβ0

= eβ0 .

Parametr β0 m·ºeme vyjád°it jako logaritmus ²ance, jestliºe se x = 0. �ance
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pro x = 1 je

odds(x = 1) =
π(0)

1− π(0)
=

eβ0+β1

1 + eβ0+β1
1

1 + eβ0+β1

= eβ0+β1 .

Podíl ²ancí pro x = 1 a x = 0 je

OR =
odds(x = 1)

odds(x = 0)
=
eβ0+β1

eβ0
= eβ1 .

Odsud m·ºeme vyjád°it parametr β1 jako logaritmus podílu ²ancí pro x = 1 a
x = 0.

Abychom odhadli parametry β0 a β1 a jejich vlastnosti, nemusíme po£ítat
v¥rohodnostní funkce, ale m·ºeme vyuºít empirické ohdhady pravd¥podobností,
tj. relativní £etnosti jednotlivých jev·. Ozna£me Ni,j £etnost výskytu jevu, kdy
y = j a sou£asn¥ x = i, ni po£et pozorování, kdy se x = i, £ili n0 = N0,0 + N0,1

a n1 = N1,0 +N1,1. Odhady ²ancí pak mají tvar

ôdds(x = 0) =

N0,1

n0

N0,0

n0

=
N0,1

N0,0

ôdds(x = 1) =

N1,1

n1

N1,0

n1

=
N1,1

N1,0

,

odhad podílu ²ancí:

ÔR =

N1,1

N1,0

N0,1

N0,0

=
N1,1N0,0

N1,0N0,1

.

Nyní uº snadno vyjád°íme odhady parametr· β0 a β1

β̂0 = ln
(
ôdds(x = 0)

)
= ln

(
N0,1

N0,0

)
β̂1 = ln

(
ÔR
)

= ln

(
N1,1N0,0

N1,0N0,1

)
.

Podíl ²ancí nám vlastn¥ °íká, jak je pravd¥podobn¥j²í, ºe odezva se bude
rovnat jedné v p°ípad¥, ºe x = 1 oproti x = 0. Nap°íklad Y zna£í, ºe klient
nesplatí úv¥r, x zna£í, jestli má klient práci nebo ne. Odhad ÔR = 2 znamená,
ºe nesplacení úv¥ru je v testované populaci dvakrát pravd¥podobn¥j²í u lidí bez
práce neº u pracujících.

Pro odhad varian£ní matice vyuºijeme, ºe odhad st°ední hodnoty odezvy za

podmínky x je π̂(x) =
Nx,1

nx
a tudíº odhad rozptylu odezvy za podmínky x je
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π̂(x) (1− π̂(x)) =
Nx,1

nx

Nx,0

nx
=

Nx,1Nx,0

n2
x

. Odhad informa£ní matice je Î(β̂) =

X̂>V̂X̂. Diagonální matice V̂ obsahuje n1 prvk·
N1,0N1,1

n2
1

a n0 prvk·
N0,0N0,1

n2
0

,

matice X̂ obsahuje v prvním sloupci n jedni£ek a v druhém sloupci n1 jedni£ek
a n0 nul.

Î(β̂) =

 n0
N0,1N0,0

n2
0

+ n1
N1,1N1,0

n2
1

n1
N1,1N1,0

n2
1

n1
N1,1N1,0

n2
1

n1
N1,1N1,0

n2
1


Inverzní matici spo£teme nap°íklad pomocí metody vyuºívající adjungovanou ma-

tici a determinant. Determinant této matice je
N0,1N0,0N1,0N1,1

n0n1

. Inverzní matice

má tvar

V̂ ar(β̂) =
n0n1

N0,1N0,0N1,0N1,1

 N1,1N1,0

n1

−N1,1N1,0

n1

−N1,1N1,0

n1

N0,1N0,0

n0

+
N1,1N1,0

n1



=


n0

N0,1N0,0

− n0

N0,1N0,0

− n0

N0,1N0,0

n1

N1,0N1,1 +
n0

N0,1N0,0

 .

Odhad rozptylu β̂1 m·ºeme vyjád°it jako β̂1 =
1

N1,0

+
1

N1,1

+
1

N0,1

+
1

N0,0

. Nyní

známe odhad parametr· β0, β1 i jejich rozptyly, m·ºeme tedy testovat hypotézy
o jejich nulovosti nap°íklad pomocí Waldova testu tak, jak byl popsán vý²e.

1.4.2 Kategoriální prom¥nná

Nyní m·ºe prom¥nná nabývat k > 2 celo£íselných hodnot. Takovéto prom¥nné
m·ºeme dále d¥lit na ordinální, jejichº hodnoty lze uspo°ádat, a nominální, jejichº
hodnoty nelze nijak logicky uspo°ádat. P°íkladem ordinální m·ºe být nejvy²²í
dosaºené vzd¥lání klienta (nap°. v po°adí: základní, st°edo²kolské bez maturity,
st°edo²kolské s maturitou, vysoko²kolské,...), nominální je t°eba prom¥nná p°ed-
stavující kraj, ve kterém klient ºije - hodnoty p°i°azené kraj·m nemají ºádný
význam, fungují jen jako identi�kace jednotlivých kraj·. Kategoriální prom¥n-
né pouºíváme v modelu tak, ºe je zakódujeme do tzv. �dummy� prom¥nných.
Máme-li k kategorií, pot°ebujeme k-1 �dummy� prom¥nných. Jednu kategorii
zvolíme jako referen£ní a k ní budeme vztahovat ostatní kategorie. Tuto metodu
si ilustrujeme na p°íklad¥ uvedeném v [3].

Studie, pro niº sestavujeme model, se týká p°ítomnosti chronické nemoci v zá-
vislosti na rase pacienta, která m·ºe být: b¥loch, £ernoch, hispánec a ostat-
ní. Tabulka 1.1 ukazuje jeden ze zp·sob· zakódování prom¥nné x zna£ící rasu
do �dummy� prom¥nných, jako referen£ní kategorie se zde bere b¥loch.

Logit tohot modelu bude g(x) = β0 + β1D1 + β2D2 + β3D3. Ukaºme si nyní
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Dummy
Rasa (kód) D1 D2 D3

b¥loch (1) 0 0 0
£ernoch (2) 1 0 0
hispánec (3) 0 1 0
ostatní (4) 0 0 1

Tabulka 1.1: Kódování prom¥nné rasa

logaritmus podílu ²ancí £ernocha a b¥locha:

ln
[
ÔR(černoch, běloch)

]
= ĝ(černoch)− ĝ(běloch)

=
[
β̂0 + β̂1(D1 = 1) + β̂2(D2 = 0) + β̂3(D3 = 0)

]
−

[
β̂0 + β̂1(D1 = 0) + β̂2(D2 = 0) + β̂3(D3 = 0)

]
= β̂1.

Podíly ²ancí a varian£ní matici pro koe�cienty m·ºeme odhadnout vyuºitím
empirických odhad· pravd¥podobností analogicky jako v p°ípad¥ binární pro-
m¥nné, stejn¥ tak i Wald·v test pro testování hypotéz o nulovosti koe�cient· a
stanovení interval· spolehlivosti pro jednotlivé koe�cienty.

1.4.3 Spojitá prom¥nná

P°íkladem spojité prom¥nné m·ºe být nap°íklad m¥sí£ní p°íjem klienta. �ance

pro klienta se vstupní hodnotou x je odds(x) =

eβ0+β1x

1 + eβ0+β1x

1

1 + eβ0+β1x

. Podíl ²ancí pro dv¥

hodnoty vstupní prom¥nné li²ící se o jednotku je OR(x+1, x) =
eβ0+β1(x+1)

eβ0+β1x
= eβ1 .

Parametr β1 udává, jak se zm¥ní logaritmus ²ancí p°i jednotkovém p°ír·stku
regresoru x. Nulovost tohoto parametru by znamenala, ºe ²ance by nezávisela
na hodnot¥ vstupní prom¥nné a tudíº by byla stejná pro v²echny klienty. Mnoh-
dy se stává, ºe jednotkový p°ír·stek vstupní prom¥nné pro model nemusí být
v·bec významný, protoºe 1 je v kontextu p°íli² �drobná� , nap°íklad zm¥na platu
o 1K£ neznamená prakticky nic, ale zm¥na o 10000K£ uº významná je, nebo p°íli²
�hrubá� , t°eba kdyº x nabývá hodnoty mezi nulou a jedni£kou. Chceme v¥d¥t,
co se stane, zm¥ní-li se hodnota x o n¥jaké námi libovoln¥ zvolené c. Logaritmus

podílu ²ancí bude rozdíl logit· ln(OR) = ln

(
odds(x+ c)

odds(x)

)
= cβ1, podíl ²ancí je

tedy OR = ecβ1 . Odhad tohoto podílu ²ancí ÔR dostaneme dosazením maximáln¥
v¥rohodného odhadu β̂1 do OR. Odhad sm¥rodatné odchylky cβ̂1 je cσ̂(β̂1). Jiº

víme, ºe
β̂1 − β1
σ̂(β̂1)

=
cβ̂1 − cβ1
cσ̂(β̂1)

as∼ N(0, 1). Nyní m·ºeme sestrojit 100(1 − α)%-ní
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asymptotický interval spolehlivosti pro tento podíl ²ancí:

P

[
−z(1−α/2) ≤

cβ̂1 − cβ1
cσ̂(β̂1)

≤ z(1−α/2)

]
= P

[
ecβ̂1−z1−α/2cσ̂(β̂1) ≤ ecβ1 ≤ ecβ̂1+z1−α/2cσ̂(β̂1)

]
≈ 1− α

OR = ecβ1 ∈ (ecβ̂1−z1−α/2cσ̂(β̂1), ecβ̂1+z1−α/2cσ̂(β̂1)).

N¥kdy se m·ºe stát, ºe p°ímé pouºití spojité prom¥nné v modelu není zcela
vhodné. Vezm¥me si t°eba p°íjem. Riziko nesplacení úv¥ru bude na p°íjmech zá-
vislé jinak u lidí s velmi vysokými p°íjmy neº u b¥ºných klient·. Tento problém
se dá °e²it t°eba vhodnou tranformací, nap°íklad ºe do modelu nedosadíme p°í-
mo x, ale n¥jakou vhodnou funkci f(x) (nap°íklad

√
x). Jiným zp·sobem °e²ení

tohoto problému je vytvo°it ze spojité prom¥nné kategoriální prom¥nnou, nap°í-
klad lidé s m¥sí£ním platem do 20000K£, 20000K£-40000K£, 40000K£-70000K£,
více neº 70000K£. Pro tuto kategoriální prom¥nnou se vytvo°í tzv. �dummy�
prom¥nné, viz £ást 1.4.2.

1.5 Konstrukce modelu itera£ní metodou

Nyní si popí²eme roz²i°ující se itera£ní algoritmus pro vhodný výb¥r regresor·,
které zahrneme do modelu. Nazývá se Stepwise regression anglicky, krokový výb¥r
£esky. Je zaloºen na kontrolování statistické významnosti jednotlivých regresor·.
V kaºdém kroku algoritmu budeme za nejvýznamn¥j²í regresor povaºovat tako-
vý, pro který bude co nejv¥t²í rozdíl logaritmických v¥rohodností modelu s ním
a bez n¥j, coº m·ºeme stanovit t°eba práv¥ statistikou G popsanou v £ásti 1.3.
V £ásti 1.4.2 jsme si ukázali, ºe kategoriální prom¥nnou s k moºnými hodnotami
modelujeme pomocí k − 1 �dummy� prom¥nných. Statistika G má asymptotické
rod¥lení Chí-kvadrát, po£et stup¬· volnosti v²ak závisí na po£tu prom¥nných,
jejichº absenci chceme testovat. Z tohoto d·vodu p°i vzájemném porovnávání
model· s r·znými prom¥nnými a bez nich musíme po£ítat s r·znými stupni vol-
nosti. Proto bude výhodn¥j²í pouºívat jako kritérium významnosti p-hodnotu G.

Krok(0):
P°edpokládejme, ºe máme k dispozici celkem p r·zných regresor·. Nejprve se-
stavíme model, který bude obsahovat pouze konstantu (anglicky intercept only
model), a spo£ítáme jeho logaritmickou v¥rohodnost, kterou ozna£íme jako L0.
Potom spo£ítáme L(0)

j ∀j = 1, . . . , p, coº zna£í logaritmickou v¥rohodnost modelu
obsahujícího pouze konstantu a regresor xj. Takovéto zna£ení budeme pouºívat v
pr·b¥hu celého algoritmu. Horní index (0) znamená nultý krok, dolní index j zna-
mená, ºe jsme do modelu p°idali prom¥nnou xj. Ozna£me G(0)

j = −2(L0 − L(0)
j )

statistiku pouºitou v testu, kterým budeme porovnávat model obsahující regresor
xj s modelem bez n¥j, p(0)j = P

[
χ2
l (1− α) > G

(0)
j

]
p-hodnotu tohoto testu, kde

p = 1 pro xj spojité a p = k−1 pro xj kategoriální s k kategoriemi. Nejd·leºit¥j²í
prom¥nnou je ta s nejmen²í p-hodnotou. Ozna£me e1 index regresoru, který je
�kandidátem� pro vstup do kroku (1), p(0)e1 = min

(
p
(0)
j

)
. Je d·leºité uv¥domit

si, ºe xe1 je²t¥ nemusí být statisticky významný. Vyjde-li nap°íklad p(0)e1 = 0, 83,
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v analýze asi nebudeme chtít pokra£ovat, protoºe odezva nejspí² nezávisí ani
na nejd·leºit¥j²í prom¥nné. Proto pro p-hodnotu zvolíme prahovou hodnotu pE
(E jako Entry). Dle [3] je vhodné volit pE mezi 0,15 a 0,20. Prom¥nnou potom
budeme chtít zahrnout do modelu, jestliºe p-hodnota modelu s touto prom¥nnou
bude men²í neº pE. Jestliºe p

(0)
e1 < pE, p°ejdeme ke kroku (2), jinak následuje

krok (S).

Krok(1):

Ona£me L(1)
e1 logaritmickou v¥rohodnost modelu obsahujícího konstantu a regre-

sor xe1 . Chceme zjistit, jestli mezi zbývajícími p − 1 regresory je je²t¥ n¥jaký
významný. Spo£ítáme tedy v¥rohodnosti L(1)

e1,j
model· obsahujících konstantu,

xe1 a xj pro kaºdé j ∈ {1, . . . , p} r e1. Statistiku G
(1)
j pro porovnání takové-

hoto modelu s modelem bez xj de�nujeme jako G(1)
j = −2(L

(1)
e1 − L

(1)
e1,j

). Nech´
xe2 je takový regresor, pro n¥jº vy²la nejmen²í p-hodnota v¥rohodnostního testu
p
(1)
e2 = min

(
p
(1)
j

)
. Je-li p(1)e2 < pE, pokra£ujeme krokem (2), jinak p°ejdeme ke

kroku (S).

Krok(2):
M·ºe se stát, ºe p°idáním prom¥nné xe2 do modelu ztrácí význam mít v modelu
prom¥nnou xe1 . V tomto kroku tedy budeme kontrolovat a p°ípadn¥ vypou²t¥t
�zbyte£né� prom¥nné, jedná se o tzv. zp¥tnou regresi (anglicky backward regres-
sion). L(2)

−ej je logaritmická v¥rohodnost modelu, ze kterého jsme odstranili xej .

Test v tomto kroku bude zaloºen na statistice G(2)
−ej = −2(L

(2)
−ej−L

(2)
e1,e2), p

(2)
ej bude

p-hodnota tohoto testu. Kritérium pro rozhodnutí, zda vy°adit prom¥nnou xr2 ,
kde p(2)r2 = max

(
p
(2)
−ej , p

(2)
−e2

)
, stanovíme pomocí námi p°edem zvolené kritické

hodnoty pro vy°azování prom¥nných pR (R z anglického slova Remove). Hodnota
pR musí být ost°e v¥t²í neº pE, abychom p°ede²li zacyklení algoritmu v d·sledku
toho, ºe budeme pak znovu zavád¥t do modelu prom¥nné, které jsme jiº jednou vy-
lou£ili. Regresor xr2 vylou£íme z modelu, jestliºe p(2)r2 ≥ pR, jinak v modelu z·stá-
vá. Pak následuje výb¥r dal²í prom¥nné. Porovnáme model obsahující konstantu,
xe1 , xe2 s modelem obsahujcím je²t¥ navíc xj pro kaºdé j = 1, 2, . . . , p, j 6= e1, e2
na základ¥ G statistiky, spo£ítáme p°íslu²né p-hodnoty. Ozna£me xe3 prom¥nnou
a takovou p-hodnotou p(2)e3 = min

(
p
(2)
j

)
. Platí-li p(2)e3 < pE, zahrneme xe3 do mo-

delu a pokra£ujeme krokem (3), jinak p°ejdeme ke kroku (S).

Krok(3):
Tento krok je vlastn¥ identický s krokem (2). Nejprve se provede zp¥tná regrese
pro prom¥nnou vybranou v p°edchozím kroku a pak se vybere nový kandidát
pro za°azení do modelu a napo£ítají se pro n¥j p-hodnoty, v²e tak, jako v kroku
(2). Toto se opakuje do té doby, neº se algoritmus dostane do posledního kroku
(S).

Krok(S):
K tomuto kroku dojde bu¤ kdyº model obsahuje v²ech p regresor·, nebo kdyº
v²echny prom¥nné obsaºené v modelu mají p-hodnotu pro vy°azování men²í neº
pR a sou£asn¥ v²echny prom¥nné nezahrnuté v modelu mají p-hodnotu pro p°idání
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do modelu v¥t²í neº pE. V tomto stádiu tedy model obsahuje v²echny prom¥nné,
které jsou významné vzhledem ke konstantám pE a pR.
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2. Posouzení kvality modelu

Nyní uº máme pro na²e data model a zajímá nás, jak dob°e je vystihuje. V této
kapitole popí²eme n¥kolik zp·sob·, jak kvalitu modelu m¥°it. Bude nás zajímat
p°edev²ím shoda modelu s reálnými daty a diverzi�ka£ní síla modelu. P°i testech
budeme nyní p°edpokládat, ºe model dob°e vystihuje závislost odezvy na regre-
sorech, tedy ºe jsme pomocí vý²e uvedených metod a postup· zvolili vhodné
prom¥nné a jejich koe�cienty.

2.1 Testy dobré shody

Vyjdeme p°edev²ím z [3]. Zavedeme následující zna£ení. Nech´ ná² model obsahuje
p nezávislých prom¥nných, tedy x = (x1, . . . , xp) a J udává po£et r·zných pozo-
rovaných hodnot x. Jestliºe u n¥jakých klient· byly napozorovány stejné hodnoty,
bude J < n, n zna£í po£et pozorovaných klient·. Ozna£me mj po£et subjekt·
u nichº x = xj, j = 1, . . . , J . Je z°ejmé, ºe

∑J
i=1mj = n. Dále ozna£me zj po-

£et odezev rovnajících se jedné u subjekt· jejichº x = xj. Potom
∑J

i=1 zj = n1,
kde n1 je celkový po£et odezev rovnajících se jedné. Pokud model obsahuje ale-
spo¬ jednu spojitou prom¥nnou, p°edpokládáme, ºe J ≈ n. Pro názornost si tyto
informace shrneme do tabulky 2.1.

Skupina 1 2 · · · J
x x1 x2 · · · xJ

mj m1 m2 · · · mJ

zj z1 z2 · · · zJ
π̂(x) π̂(x1) π̂(x2) · · · π̂(xJ)
ẑj m1π̂(x1) m2π̂(x2) · · · mJ π̂(xJ)

Tabulka 2.1: Shrnutí informací pro testy dobré shody

Do skupiny j spadá mj subjekt·, zj je pozorovaná £etnost takových subjekt·
ze skupiny j, jejichº odezva se rovnala jedné. zj nazveme pozorované £etnosti.
M·ºeme je odhadnout tak, ºe ẑj = mjπ̂(xj). ẑj pak budeme °íkat odhadnuté
nebo teoretické £etnosti.

2.1.1 Pearson·v Chí-kvadrát test

Chceme posoudit, jak moc se od sebe li²í pozorované a teoretické £etnosti zj a ẑj.

ẑj = mjπ̂(xj) = mj
eĝ(xj)

1 + eĝ(xj)
, kde ĝ(xj) je odhad logitu. Pearsonovo reziduum je

de�nováno jako

r(zj, π̂(xj)) =
(zj −mjπ̂(xj))√
mjπ̂(xj)(1− π̂(xj))

.
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Pro testování zavedeme statistiku X2

X2 =
J∑
j=1

r (zj, π̂(xj))
2 .

Ta má asymptoticky rozd¥lení Chí-kvadrát o J − (p + 1) stupních volnosti,
viz [3].

Tento test má smysl pouze pokud J 6≈ n, tedy pokud se v modelu vyskytují
jen kategoriální prom¥nné. Díky tomu totiº existuje omezený po£et moºností
pro hodnoty x, m·ºeme tedy za�xovat J a s rostoucím n rostou i mj.

2.1.2 Hosmer·v-Lemeshow·v test

Pro kaºdý subjekt máme pozorování x a odhad π̂(x). Subjekty rozd¥líme do g
skupin (obvykle se volí g = 10 a skupinám se potom °íká �decily rizika�) tak,
ºe první skupina bude obsahovat indexy klient·, jejichº hodnota π̂(x) je mezi
1

g
100% nejmen²ích hodnot, druhá skupina bude mít π̂(x) mezi

1

g
100% a

2

g
100%

nejmen²ími hodnotami a tak dále, aº v g-té skupin¥ budou indexy klient·, jejichº

π̂(x) pat°í mezi
1

g
% nejv¥t²ích. Ozna£m¥ cl l-tou skupinu index·, n′l po£et index·

ve skupin¥ cl. Zavedeme ol =
∑

i∈cl yi, coº je vlastn¥ po£et subjekt·, jejichº indexy
jsou ve skupin¥ cl a odezva se rovná jedné. M·ºeme si je p°edstavit nap°íklad jako

po£et klient· ve skupin¥ cl, kte°í nesplatili dluh. Dále π̄l =

∑
i∈cl π̂(xi)

n′l
je pr·m¥r

odhad· π̂(xi) ve skupin¥ cl. Hosmer-Lemeshowova statistika má tvar

Ĉ =

g∑
l=1

(ol − n′lπ̄l)2

n′lπ̄l(1− π̄l)
.

Hosmer a Lemeshow na základ¥ simulací ukázali, ºe pokud se J = n, pak
rozd¥lení statistiky Ĉ lze dob°e aproximovat rozd¥lením Chí-kvadrát o g − 2
stupních volnosti. Tuto aproximaci lze pouºít i kdyº J ≈ n , viz [3].

2.2 Diverzi�ka£ní schopnost modelu

Diverzi�ka£ní schopnost modelu je jednou z jeho st¥ºejních vlastností. Kaºdému
subjektu i p°id¥líme na základ¥ p°íslu²ných pozorovaných dat skóre si ∈ R a bu-
deme chtít podle tohoto skóre odhadnout, jestli se hodnota yi rovná jedné nebo
nule. Jako toto skóre m·ºeme pouºít nap°íklad odhad π̂(xi). Ideáln¥ bychom cht¥-
li stanovit hranici s0 tak, aby odezva v²ech subjekt·, jejichº skóre je men²í neº s0,
byla nula a odezva subjekt·, jejichº skóre je v¥t²í neº s0, byla jedna. Divezi�ka£ní
schopnost tedy udává, jak dob°e dokáºe model rozli²it subjekty s yi = 0 od sub-
jekt· s yi = 1 na základ¥ hodnoty skóre si. Pro názornost si budeme p°edstavovat,
ºe modelujeme riziko, ºe subjekty nesplatí sv·j dluh. Klienty, kte°í nesplatili, a
tedy jejich yi = 1 ozna£íme jako ²patné, ty, kte°í splatili a tudíº yi = 0 ozna£íme
jako dobré.
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2.2.1 Lorenzova k°ivka

Lorenzova k°ivka, n¥kdy téº nazývána ROC k°ivka (z anglického Receiver Opera-
ting Characteristics), vhodným zp·sobem gra�cky znázor¬uje diverzi�ka£ní sílu
modelu.
Set°ídíme klienty sestupn¥ podle skóre a podíváme se na jejich hodnoty yi. V ide-
álním p°ípad¥ by m¥ly být samé jedni£ky a aº po nich následovat nuly, coº ov²em
v¥t²inou v praxi nelze dosáhnout, protoºe se m·ºe stát, ºe klient se ²patnými
p°edpoklady dluh bez problému splatí, zatímco klient s dobrými p°edpoklady
sv·j dluh neuhradí. My²lenka Lorenzovy k°ivky je zaloºena na porovnání, jak
moc se reálná posloupnost jedni£ek a nul li²í od ideálního se°azení. Pot°ebujeme
distribu£ní funkci skóre pro dobré klienty a pro ²patné klienty. Tyto distribu£ní
funkce v²ak v¥t²inou neznáme, takºe je odhadneme empirickými distribu£ními
funkcemi. Pro dobré klienty (�Good�) dostáváme

FG(s) =
1

nG

n∑
j=1

I(−∞,s](sj)yj, s ∈ R,

pro ²patné

FB(s) =
1

nB

n∑
j=1

I(−∞,s](sj)(1− yj), s ∈ R,

kde nG je po£et dobrých klient·, nB ²patných a výraz I(−∞,s](si) dá jedni£ku,
jestliºe si ∈ (−∞, s], jinak nulu.

Lorenzova k°ivka vznikne spojením bod· [FG(si), FB(si)], i = 1, . . . , n, leºí
tedy uvnit° jednotkového £tverce. Vychází z bodu [0, 0] a kon£í v bod¥ [1, 1].

Máme-li stanovenu mezní hodnotu skóre s0 pro za°azní klient· mezi dobré
nebo ²patné na základ¥ výpo£tu jejich skóre, m·ºeme Lorenzovu k°ivku interpre-
tovat také pomocí klasi�ka£ní tabulky 2.2.

skute£nost 0 1
predikce

1 TP FP
0 FN TN

Tabulka 2.2: Klasi�ka£ní tabulka

TP (�True Positive�) zna£í po£et subjekt·, jejichº skóre je v¥t²í neº s0 a odezva
se rovná jedné, FP (�False Postive�) po£et subjekt· se skóre v¥t²ím neº s0, ale
odezvou rovnou nule, FN (�False Negative�) po£et subjekt· se skóre men²ím,
neº s0, ale odezvou rovnou jedné a TN (�True Negative�) po£et subjekt· se skóre
men²ím, neº s0, a odezvou rovnou nule. P°edstavme si na chvíli, ºe výpo£et skóre
je test, zda-li bude odezva rovna jedné nebo nule. Senzitivita testu je P (Ŷ = 1 |
Y = 1), její odhad se rovná

TP

TP + FN
. Speci�cita testu je P (Ŷ = 1 | Y = 0),

odhad se rovná
FP

FP + TN
. Lorenzova k°ivka je potom grafem ukazujícím závislost

(1-speci�city) na senzitivit¥.
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V ideálnímm p°ípad¥ k°ivka kopíruje nejd°íve levou a pak horní hranu £tverce.
Naopak prakticky ºádnou diversi�ka£ní schopnost nemá model, u n¥jº Lorenzova
k°ivka leºí blízko diagonály. Model, jehoº Lorenzova k°ivka je pod diagonálou,
neodpovídá dob°e dat·m, m·ºe být nap°íklad �p°evrácený� . Jednou z moºností,
jak m¥°it schopnosti diverzi�kace modelu, je spo£ítat plochu pod k°ivkou - AUC
(z anglického Area Under Curve). Na tomto je zaloºen nap°íklad Giniho koe�cient.

2.2.2 Giniho koe�cient

Ozna£me A jako plochu nad Lorenzovou k°ivkou, B jako plochu mezi Lorenzovou
k°ivkou a diagonálou. A+AUC tedy dává celou plochu £tverce (A+AUC = 1),

A+B dává polovinu plochy £tverce (A+B =
1

2
). Je²t¥ si v²imn¥me, ºe A = 1−

AUC. Giniho koe�cient de�nujeme jako pom¥r plochy B k plo²e nad diagonálou:

Gini =
B

A+B
= 2B = 1− 2A = 1− 2(1− AUC) = 2AUC − 1.

Je z°ejmé, ºe Giniho koe�cient nabývá hodnot z intervalu [−1, 1], kde hodnota
1 znamená nejlep²í diverzi�ka£ní schopnost, nula ºádnou diverzi�kaci a záporné
hodnoty ukazují, ºe se jedná o naopak postavený model.

2.2.3 Kolmogorova-Smirnovova statistika

Dal²í moºností, jak m¥°it diverzi�ka£ní schopnost modelu, je Kolmogorova-Smirnovova
statistika. Tu de�nujeme pomocí distribu£ních funkcí ²patných klient· a dobrých
klient·, respektive výb¥rových distribu£ních funkcí dobrých a ²patných klient·
zade�novaných v £ásti 2.2.1, jako

KS = sup
s∈R
|FB(s)− FR(s)|.

KS m·ºe nabývat hodnot z intervalu [0, 1]. KS = 0, pokud model diverzi�ka£ní
schopnost nemá v·bec, naopak KS = 1, jestliºe je diverzi�ka£ní schopnost mode-
lu dokonalá. Kolmogorovu-Smirnovovu statistiku m·ºeme interpretovat i pomocí
Lorenzovy k°ivky a to tak, ºe KS se p°ibliºn¥ rovná maximální vzdálenosti bod·
Lorenzovy k°ivky od diagonály vynásobené

√
2. Odvození tohoto vztahu najdeme

v [4].

2.2.4 Zoben¥ný koe�cient determinace

Jedním z m¥°ítek vypovídajícím o kvalit¥ modelu je také zobecn¥ný koe�cient de-
terminace, který vyuºívá v¥rohodnostní funkce modelu. Cox a Snell jej de�novali
jako

R2 = 1−
(
l(0)

l(β)

) 2

n
,

kde l(0) je v¥rohodnost modelu obsahujícího pouze konstantu a l(β̂) v¥rohodnost
pouºitého modelu s vektorem parametr· β (viz [5], strana 4115). Tento koe�cient
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nabývá maxima R2
max = 1−

(
l(0̂)

) 2

n , coº je men²í neº jedna. Rádi bychom v²ak
m¥li pevnou maximální hodnotu, které m·ºe ukazatel nabývat pro ideální mo-
del. Proto se pouºívá modi�kace tohoto ukazatele, a to Nagelkerkeho koe�cient
determinace

R2
N =

R2

R2
max

,

£oº je vlastn¥ jen úprava R2 tak, aby pro ideální model byl výsledek jedna.

22



3. Aplikace na data

Doposud jsme se logistické regresi v¥novali teoreticky. Ukázali jsme si, jak vybudo-
vat model a jak otestovat jeho vypovídající schopnosti. Tuto teorii si ukáºeme na
datech ze souboru datalogreg1.sas7bdat (najdeme ho na p°iloºeném CD ve sloºce
data) pomocí statistického software SAS. Budeme modelovat pravd¥podobnost
²kody v závislosti na tarifní skupin¥, v¥ku, regionu a pohlaví. P°iloºené CD dá-
le obsahuje ve sloºce projekt soubor projekt.epg, coº je vlastn¥ celé zpracování
úlohy v programu SAS, a výstupní soubory ve sloºce report.

3.1 Data

Data v souboru datalogreg1.sas7bdat jsou simulovaná dle mírn¥ upravených reál-
ných charakteristik. Obsahují informace o ²edesáti tisících uzav°ených smlouvách
o poji²t¥ní odpov¥dnosti z provozu motorového vozidla, a to identi�ka£ní £íslo
smlouvy, £íslo tarifní skupiny, region, v¥k, pohlaví a informaci, zda nastala ²ko-
da. Identi�ka£ní £íslo smlouvy (v datech ozna£eno smlo_id) je pouze pomocná
informace, v modelu jej nijak nepouºijeme. Tarifních skupin (v datech TS) je
celkem p¥t podle objemu motoru vozidla: do 1000 cm3, 1000 cm3-1350 cm3, 1350
cm3-1850 cm3, 1850 cm3 - 2500 cm3, nad 2500 cm3. Tarifní skupinu zahrneme do
modelu jako kategoriální prom¥nnou, kterou zakódujeme pomocí �dummy� pro-
m¥nných zp·sobem uvedeným v tabulce 3.1. Tarifní skupina £íslo p¥t p°edstavuje

Dummy
Tarifní skupina T1 T2 T3 T4
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
4 0 0 0 1
5 0 0 0 0

Tabulka 3.1: Zakódování prom¥nné TS

referen£ní kategorii.
Dal²í prom¥nnou je region, má £ty°i kategorie podle po£tu obyvatel v míst¥

bydli²t¥, a to nad 500000, 50000-500000, 5000-50000, do 5000. Zakódování je v
tabulce 3.2. Region £íslo £ty°i p°edstavuje referen£ní kategorii.

V datech najdeme také informaci o v¥ku klient· a to v prom¥nné veks, kde
je v¥k vyjád°ed v letech, a v prom¥nné vek, která rozd¥luje klienty do t°í ka-
tegorií: 18-30 let, 30-65 let, 65 a více let. Kódování kategoriální prom¥nné vek
vidíme v tabulce 3.3. T°etí v¥ková skupina je referen£ní kategorií. Do modelu
samoz°ejm¥ nebudeme zahrnovat prom¥nnou vek i veks, vzhledem k tomu, ºe by
nám to nep°ineslo ºádnou dal²í informaci oproti modelu s pouze jednou z t¥chto
prom¥nných. Pro n¥které statistiky bude vhodn¥j²í pouºít prom¥nnou vek, pro
jiné zase veks, takºe si vybudujeme dva modely.

Data obsahují také informace o pohlaví, prom¥nná pohlavi, kde 1 p°edstavuje
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Dummy
region R1 R2 R3
1 1 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1
4 0 0 0

Tabulka 3.2: Zakódování prom¥nné region

Dummy
v¥ková skupina V1 V2
1 1 0
2 0 1
3 0 0

Tabulka 3.3: Zakódování prom¥nné vek

ºenu, 2 muºe. V modelu tuto prom¥nnou op¥t zakódujeme, a to tak, ºe poh = 1
pro ºenu, 0 pro muºe, tedy muº p°edstavuje referen£ní kategorii.

Prom¥nná skoda se rovná jedné, pokud u klient skute£n¥ zp·sobil ²kodu b¥-
hem sledovaného roku, nule, pokud ne. Toto je odezva, kterou budeme modelovat.

Jak vhodn¥ stanovit jednotlivé kategorie pro kategoriální prom¥nné není p°ed-
m¥tem této práce, a tudíº se tím ani nebudeme zabývat.

3.2 Vybudování model·

Vybudujeme dva modely, jeden s prom¥nnou veks a druhý s prom¥nnou vek.
Druhý model bude obsahovat pouze kategoriální prom¥nné. Metodou maximální
v¥rohodnosti odhadneme koe�cienty u jednotlivých regresor· pro oba modely a
dostáváme logity

g1(x) = −1, 4817− 0, 3226T1− 0, 3070T2− 0, 2264T3− 0, 1885T4

+ 0, 4653R1 + 0, 2386R2 + 0, 1342R3 + 0, 5142poh+ 0, 00435veks

a

g2(x) = −1, 2927− 0, 3227T1− 0, 3077T2− 0, 2261T3− 0, 1880T4

+ 0, 4633R1 + 0, 2377R2 + 0, 1350R3 + 0, 5129poh+ 0, 265V 1

+ 0, 00438V 2.

Výsledky Waldova testu pro kaºdou prom¥nnou shrnují tabulky 3.4 a 3.5
V prvním modelu vycházejí v²echny p-hodnoty velmi malé, tudíº bychom podle
tohoto kritéria do modelu m¥li zahrnou v²echny uvedené prom¥nné. Ve druhém
modelu jsou ov²em p-hodnoty u prom¥nných V 1 a V 2 v¥t²í neº 0, 05 a tedy na
95% hladin¥ tyto prom¥nné nejsou pro model významné a tudíº bychom je podle
tohoto kritéria do modelu zahrnovat nem¥li.
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prom¥nná odhad sm¥rodatná Waldova p -hodnota
koe�cientu chyba statistika

konstanta -1,4817 0,0447 1100,8789 <0,001
T1 -0,3226 0,0370 75,9729 <0,001
T2 -0,3070 0,0317 93,6898 <0,001
T3 -0,2264 0,0315 51,6387 <0,001
T4 -0,1885 0,0314 36,0577 <0,001
R1 0,4633 0,0324 206,765 <0,001
R2 0,2386 0,0289 68,0915 <0,001
R3 0,1342 0,0292 21,1688 <0,001
poh 0,5142 0,0188 744,9331 <0,001
veks 0,00435 0,000599 52,7675 <0,001

Tabulka 3.4: Výsledky Waldova testu v prvním modelu

prom¥nná odhad sm¥rodatná Waldova p -hodnota
koe�cientu chyba statistika

konstanta -1,2927 0,0388 1110,2777 <0,0001
T1 -0,3227 0,0370 76,0935 <0,0001
T2 -0,3077 0,0317 94,1791 <0,0001
T3 -0,2261 0,0315 51,5188 <0,0001
T4 -0,1880 0,0314 35,9009 <0,0001
R1 0,4633 0,0323 205,1756 <0,0001
R2 0,2377 0,0289 67,6152 <0,0001
R3 0,1350 0,0292 21,4289 <0,0001
poh 0,5129 0,0188 742,15801 <0,0001
V 1 0,265 0,0263 1,0151 0,3137
V 2 0,00438 0,0229 0,0364 0,8486

Tabulka 3.5: Výsledky Waldova testu ve druhém modelu

Dal²ím zp·sobem, jak rozhodnout, které regresory do modelu zahrnout, je
krokový výb¥r (anglicky Stepwise regression). Pro oba modely nastavíme prahové
hodnoty pE = 0, 20 a pR = 0, 25. Pr·b¥h algoritmu pro první model je následující:

Krok(0): Pracujeme s modelem obsahujícím pouze konstantu, jejíº odhad vy²el
−1, 0246, standartní chyba 0, 00926, Waldova statistika 12242, 7220 a p-hodnota
Waldova testu men²í neº 0, 0001. Analýzu kandidát· pro vstup do modelu shrnuje
tabulka 3.6.

kandidát G
(0)
kandidát p

(0)
kandidát

TS 112,8175 <0,0001
region 234,8101 <0,0001
pohlavi 745,7303 <0,0001
veks 48,3509 <0,0001

Tabulka 3.6: Stepwise regression pro první model, Krok(0), kandidáti pro vstup
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Nejv¥t²í hodnotu G statistiky a tudíº i nejmen²í p-hodnotu pozorujeme u
regresoru pohlavi, zahrneme jej tedy do modelu a pokra£ujeme dál.

Krok(1): Model obsahuje konstantu a prom¥nnou pohlavi. Maximáln¥ v¥ro-
hodné odhady vychází −1, 2947 pro konstantu a 0, 5102 pro koe�cient regreso-
ru pohlavi. Provedeme je²t¥ zp¥tnou regresi pro prom¥nnou pohlavi. Statistika
G

(1)
−pohlavi vyjde 738, 8054, p-hodnota p(1)r1 < 0, 0001, takºe pohlavi v modelu z·-

stává. Dále v tabulce 3.7 analyzujeme zbylé kandidáty pro vstup. Za°adíme pro-

kandidát G
(1)
kandidát p

(1)
kandidát

TS 113,4994 <0,0001
region 237,4739 <0,0001
veks 51,0782 <0,0001

Tabulka 3.7: Stepwise regression pro první model, Krok(1), kandidáti pro vstup

m¥nnou region.
Krok(2): V modelu máme konstantu, pohlavi a region. Maximáln¥ v¥rohodné

odhady uvádíme v tabulce 3.8.

regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,5012
R1 0,4614
R2 0,2369
R3 0,1336
poh 0,5121

Tabulka 3.8: Stepwise regression pro první model, Krok(2),maximáln¥ v¥rohodné
odhady koe�cient·

Výsledky zp¥tné regrese jsou v tabulce 3.9.

kandidát G
(2)
−kandidát p

(2)
kandidát

region 236,1981 <0,0001
pohlavi 741,3293 <0,0001

Tabulka 3.9: Stepwise regresion pro první model, Krok(2), výsledky zp¥tné regrese

P -hodnoty jsou malé, proto nevy°adíme ºádnou prom¥nnou. V tabulce 3.10 ana-
lyzujeme kandidáty pro vstup do modelu. Do modelu vstoupí prom¥nná TS.

kandidát G
(2)
kandidát p

(2)
kandidát

TS 114,5965 <0,0001
veks 53,5101 <0,0001

Tabulka 3.10: Stepwise regression pro první model, Krok(2), kandidáti pro vstup
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Krok(3): Maximáln¥ v¥rohodné odhady koe�cient· regresor· pro sou£asný
model jsou v tabulce 3.11.

regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,2837
T1 -0,3228
T2 -0,3079
T3 -0,2261
T4 -0,1880
R1 0,4634
R2 0,2375
R3 0,1350
poh 0,5129

Tabulka 3.11: Stepwise regression pro první model, Krok(3), maximáln¥ v¥rohod-
né odhady koe�cient·

Výsledky zp¥tné regrese obsahuje tabulka 3.12.

kandidát G
(3)
−kandidát p

(3)
kandidát

TS 114,2265 <0,0001
region 237,2975 <0,0001
pohlavi 742,0614 <0,0001

Tabulka 3.12: Stepwise regresion pro první model, Krok(3), výsledky zp¥tné re-
grese

Vidíme, ºe v²echny p-hodnoty jsou výrazn¥ men²í neº pR, ºádnou prom¥nnou tedy
nevy°adíme. Je²t¥ se podívejme na posledního kandidáta pro vstup do modelu,
prom¥nnou veks. Hodnota G(3)

j = 52, 8360 a p(3)j < 0, 0001, veks tedy do modelu
zahrneme.

Krok(4): Maximáln¥ v¥rohodné odhady koe�cient· u prom¥nných nyní najde-
me v tabulce 3.13.
Výsledky zp¥tné regrese uvádíme v tabulce 3.14.
Op¥t nebudeme vy°azovat ºádnou prom¥nnou.

Krok (S): Model obsahuje v²echny prom¥nné, které máme k dispozici, coº
odpovídá i výsledk·m získaným pomocí Waldova testu.

Tento algoritmus provedeme analogicky pro druhý model. Vzhledem k to-
mu, ºe model obsahuje stejné prom¥nné krom¥ regresoru veks, který je nahra-
zen regresorem vek, jsou výsledky algoritmu stejné aº do kroku (3), s vyjímkou
u informací týkajících se prom¥nné vek. Ukaºme si je jen stru£n¥ v tabulkách
3.16,3.19,3.22,3.25,3.15,3.17,3.20,3.23,3.18,3.21 a 3.24.

Poznamenejme, ºe uº v tabulce 3.16 si m·ºeme pov²imnout pom¥rn¥ vysoké
p-hodnoty u prom¥nné vek.
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regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,4817
T1 -0,3226
T2 -0,3070
T3 -0,2264
T4 -0,1885
R1 0,4653
R2 0,2386
R3 0,1342
poh 0,5142
veks 0,00435

Tabulka 3.13: Stepwise regression pro první model, Krok(4),maximáln¥ v¥rohodné
odhady koe�cient·

kandidát G
(4)
−kandidát p

(4)
kandidát

TS 113,5529 <0,0001
region 239,7202 <0,0001
pohlavi 744,9331 <0,0001
veks 52,7675 <0,0001

Tabulka 3.14: Stepwise regresion pro první model, Krok(4), výsledky zp¥tné re-
grese

regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,0246

Tabulka 3.15: Stepwise regression pro druhý model, Krok(0),maximáln¥ v¥rohod-
né odhady koe�cient·

kandidát G
(0)
kandidát p

(0)
kandidát

TS 112,8175 <0,0001
region 234,8101 <0,0001
pohlavi 745,7303 <0,0001
vek 1,4395 0,4869

Tabulka 3.16: Stepwise regression pro druhý model, Krok(0), kandidáti pro vstup

regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,2947
pohlavi 0,5102

Tabulka 3.17: Stepwise regression pro druhý model, Krok(1),maximáln¥ v¥rohod-
né odhady koe�cient·
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kandidát G
(1)
−kandidát p

(1)
kandidát

pohlavi 738,8054 <0,0001

Tabulka 3.18: Stepwise regresion pro druhý model, Krok(1), výsledky zp¥tné re-
grese

kandidát G
(1)
kandidát p

(1)
kandidát

TS 113,4994 <0,0001
region 237,4739 <0,0001
vek 1,5234 0,4669

Tabulka 3.19: Stepwise regression pro druhý model, Krok(1), kandidáti pro vstup

regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,5012
R1 0,4614
R2 0,2369
R3 0,1336
poh 0,5121

Tabulka 3.20: Stepwise regression pro druhý model, Krok(2),maximáln¥ v¥rohod-
né odhady koe�cient·

kandidát G
(2)
−kandidát p

(2)
kandidát

region 236,1981 <0,0001
pohlavi 741,3293 <0,0001

Tabulka 3.21: Stepwise regresion pro druhý model, Krok(2), výsledky zp¥tné re-
grese

kandidát G
(2)
kandidát p

(2)
kandidát

TS 114,5965 <0,0001
veks 53,5101 <0,0001

Tabulka 3.22: Stepwise regression pro druhý model, Krok(2), kandidáti pro vstup
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regresor odhad koe�cientu
konstanta -1,2837
T1 -0,3228
T2 -0,3079
T3 -0,2261
T4 -0,1880
R1 0,4634
R2 0,2375
R3 0,1350
poh 0,5129

Tabulka 3.23: Stepwise regression pro druhý model, Krok(3),maximáln¥ v¥rohod-
né odhady koe�cient·

kandidát G
(3)
−kandidát p

(3)
kandidát

TS 114,2265 <0,0001
region 237,2975 <0,0001
pohlavi 742,0614 <0,0001

Tabulka 3.24: Stepwise regresion pro druhý model, Krok(3), výsledky zp¥tné re-
grese

kandidát G
(3)
kandidát p

(3)
kandidát

vek 1,2485 0,5357

Tabulka 3.25: Stepwise regression pro druhý model, Krok(3), kandidáti pro vstup

Vidíme, ºe p-hodnota pro prom¥nnou vek je mnohem v¥t²í, neº pE, nebudeme
ji tedy do modelu zahrnovat. Tím jsme vy£erpali v²echny moºnosti prom¥nných,
£ímº se dostáváme do kroku (S). Výsledný model tedy obsahuje v²echny regresory,
krom¥ vek. Tento výsledek se shoduje i s výsledkem získaným pomocí Waldova
testu.

3.2.1 Výsledné modely

Na základ¥ vý²e uvedené analýzy do prvního modelu zahrneme prom¥nné TS,
region, pohlavi, veks a do druhého TS, region, pohlavi. Metodou maximální
v¥rohodnosti odhadneme koe�cienty u t¥chto prom¥nných a výsledné odhadnuté
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logity budou tvaru:

logit prvnı́ho modelu = −1, 4817− 0, 3226T1− 0, 3070T2− 0, 2264T3

− 0, 1885T4 + 0, 4653R1 + 0, 2386R2 + 0, 1342R3

+ 0, 5142poh+ 0, 00435veks

logit druhého modelu = −1, 2837− 0, 3228T1− 0, 3079T2− 0, 2261T3

− 0, 1880T4 + 0, 4634R1 + 0, 2375R2 + 0, 1350R3

+ 0, 5129poh.

3.2.2 Posouzení kvality model·

Za£neme testy dobré shody. První model obsahuje spojitou prom¥nnou veks,
pouºijeme tedy Hosmer·v-Lemeshov·v test. Rozd¥lení klient· do skupin udává
tabulka 3.26. oskupina reprezentuje vlastn¥ pozorovanou £etnost výskytu skoda =
1 ve skupin¥ a n′skupina · π̄skupina si m·ºeme p°edstavit jako o£ekávanou £etnost
výskytu jevu skoda = 1 v dané skupin¥.

Skupina Po£et klient· ve skupin¥ oskupina n′skupina · π̄skupina

1 6009 1064 1057,74
2 6010 1221 1175,68
3 5995 1249 1260,35
4 5999 1370 1369,78
5 5997 1468 1511,52
6 6013 1656 1644,03
7 6025 1750 1754,96
8 6000 1823 1853,97
9 5992 1962 1986,19
10 5960 2285 2235,35

Tabulka 3.26: Hosmer-Lemeshow·v test

Hodnota Hosmer-Lemeshowovy statistiky je 7,1151, po£et stup¬· volnosti 8
a p-hodnota testu 0,5243. Vidíme, ºe p-hodnota je pom¥rn¥ vysoká, takºe na
hladin¥ 95% zamítáme hypotézu, ºe model se shoduje s reálnými daty.

Druhý model obsahuje pouze kategoriální prom¥nné, a tak na n¥j provedem
Pearson·v Chí-kvadrát test. Po£et r·zných hodnot pozorování regresor· J =
2200. Hodnota statistiky X2 vyjde 3333,8465, po£et stup¬· volnosti 2199 a p-
hodnota tohoto testu men²í neº 0,0001. Nezamítáme tedy hypotézu, ºe se model
dob°e shoduje s daty.

Zam¥°me se je²t¥ na Diverzi�ka£ní schopnost model·. Obrázek 3.2.2 ukazuje
Lorenzovu k°ivku pro první model. Velikost oblasti pod k°ivkou je AUC = 0, 589.
Tomu také odpovídá Giniho koe�cient, který se rovná 0, 178.

Lorenzovu k°ivku pro druhý model je znázorn¥na na obrázku 3.2.2. Hodnota
AUC se rovná 0, 587 a Giniho koe�cient 0, 174.
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Obrázek 3.1: Lorenzova k°ivka pro první model

Obrázek 3.2: Lorenzova k°ivka pro druhý model
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Zobrazíme si je²t¥ empirické distribu£ní funkce �dobrých� a �²patných� klien-
t· a spo£ítáme Kolmogorov-Smirnovovu statistiku. Tyto distribu£ní funkce pro
první model m·ºeme vid¥t na obrázku 3.2.2, pro druhý model na obrázku. Hod-
nota Kolmogorovy-Smirnovovy statistiky pro první model je 0,059165, pro druhý
0,057329.

Obrázek 3.3: Empirické distribu£ní funkce dobrých a ²patných klient· pro první
model

Obrázek 3.4: Empirické distribu£ní funkce dobrých a ²patných klient· pro druhý
model

Jak Lorenzova k°ivka, tak i Giniho koe�cient a Kolmogorova-Smirnovova sta-
tistika ukazují na lep²í diverzi�ka£ní schopnost prvního modelu. To, ºe první
model je kvalitn¥j²í, ukazuje i zobecn¥ný koe�cient determinace, který vychází
R2 = 0, 0190 pro první model a R2 = 0, 0181. Pro lep²í p°edstavu si uvede-
me je²t¥ Nagelkerkeho koe�cient determinace R2

N = 0, 0277 pro první model,
R2
N = 0, 0264 druhý.
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3.3 Shrnutí praktické £ásti

M·ºeme si v²imnout, ºe transformace spojité prom¥nné veks na kategoriální pro-
m¥nnou vek byla tak zásadní, ºe se prom¥nné vek stala statisticky nevýznamnou
pro model jak podle Waldova testu, tak podle výsledku algorimu Stepwise regres-
sion. To m·ºe být i konkrétním zp·sobem, jak se prom¥nná �zkategorizovala� .
Dalo by se diskutovat o tom, jak zvolit kategorie vhodn¥ji. Z praktického hlediska
by ale kaºdá kategorie m¥la být ve tvaru intervalu a ne libovolné mnoºiny, uº
jen kv·li jednoduché interpretovatelnosti. Model zohled¬ující v¥k má pom¥rn¥
vysokou p-hodnotu pro Hosmer·v-Lemeshow·v test dobré shody, naproti tomu
durhý model má p-hodnotu Pearsonova Chí-kvadrát testu men²í neº 0.0001. Ty-
to dv¥ hodnoty v²ak nem·ºeme mezi sebou p°ímo porovnávat, protoºe se jedná
o dva odli²né testy. P°esto nám v²ak výsledky napovídají, ºe dat·m bude lépe
odpovídat druhý model. Co se ale diverzi�ka£ní schopnosti tý£e, tam vynechání
informace o v¥ku zp·sobilo její zhor²ení.
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Záv¥r

Binární logistická regrese v mnoha oborech zajisté pat°í k hojn¥ pouºívaným
statistickým metodám. Po teoretické stránce jsme se jí v¥novali v prvních dvou
kapitolách. Popsali jsme, jak vypadá základní model a metodou maximální v¥-
rohodnosti jsme odhadli jeho parametry. Ukázali jsme si statistiky pro testování
významnosti parametr·. V jednorozm¥rném modelu jsme se zabývali vlastnostmi
regresor·. Odhadu koe�cientu binárního regresoru jsme zkonstruovali pomocí £et-
ností, díky £emuº v takovém p°ípad¥ není nutno pouºívat metodu maximální v¥-
rohodnosti. Pro kategoriální prom¥nnou jsme na p°íklad¥ p°evzatém z [3] ukázali,
jak takovouto prom¥nnou v modelu pouºít. U spojité prom¥nné jsme se zam¥°ili
na význam koe�cientu regresoru v jednorozm¥rném modelu. Pro vhodný výb¥r
prom¥nných jsme popsali konstrukci modelu itera£ní metodu. Abychom zm¥°ili
kvalitu modelu, ukázali jsme si dva testy dobré shody, a to Pearson·v Chí-kvadrát
test a Hosmer·v-Lemeshow·v test, a znázornili a kvanti�kovali diverzi�ka£ní sí-
lu pomocí Lorenzovy k°ivky, Giniho koe�cientu a Kolmogorovovy-Smirnovovy
statistiky. Jako poslední m¥°ítko kvality modelu jsme uvedli Zoben¥ný koe�cient
determinace. Ve t°etí kapitole jsme provedli aplikaci teoretických poznatk· na da-
ta z poji²´ovnictví, konkrétn¥ se jednalo o data obsahující informace o pojistných
smlouvách o poji²t¥ní odpov¥dnosti z provozu motorového vozidla (známé jako
povinné ru£ení). Zajímavým záv¥rem bylo, ºe tuto pravd¥podobnost z regresor·,
které jsme m¥li k dispozici, nejmén¥ výrazn¥ ovliv¬uje v¥k klient·.
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