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ÚvodUº v minulosti bol pojem úºitku pre ekonómov dobre známy. Vyjadrovali nímmieru ©udskej spokojnosti, preto bolo prirodzené, ºe spotrebitelia svoje rozhod-nutia robili tak, aby maximalizovali svoj úºitok, a boli tak £o najspokojnej²í.Teória úºitku poskytuje sp�sob ako vyjadri´ preferen
ie spotrebite©a (investo-ra). Ako je uvedené napr. v [10℄, ordinálny prin
íp úºitku vy
hádza z toho, ºespotrebitelia dokáºu zoradi´ statky pod©a svoji
h preferen
ií, pritom v²ak nepot-rebujeme vedie´, o ko©ko preferujú jeden statok pred druhým. Druhým prístupomje kon
ept kardinálneho, merate©ného, úºitku, ktorý vyºaduje presnú hodnotu oko©ko je jeden statok preferovaný pred druhým. Pomo
ou kardinálneho úºitku sa£asto skúma ©udské 
hovanie v podmienka
h neistoty a rizika. Úºitkovou funk
i-ou budeme rozumie´ funk
iu, ktorá vyjadruje vz´ah medzi úºitkom a majetkominvestora. Teória o£akávaného úºitku navrhnutá von Neumannom a Morgenster-nom, vi¤ [7℄, sa aplikuje v ekonomi
ký
h úlohá
h, ako je napríklad optimalizá
iaportfólia.Túto prá
u za£neme zade�novaním úºitkovej funk
ie a rozlí²ime investorovpod©a i
h vz´ahu k riziku. Následne si ukáºeme ako súvisí tvar úºitkovej funk
ieinvestora od jeho postoja k riziku. V ¤al²ej £asti si zade�nujeme pojem rizikovejprémie, ktorú ako prvý odvodili, nezávisle na sebe, Arrow a Pratt, vi¤ [9℄.Z de�ní
ie rizikovej prémie si odvodíme tvar miery absolútnej rizikovej averzieinvestora, tzv. Arrow�Prattovej miery, a ukáºeme si ako znamienko tejto miery atakisto rizikovej prémie závisí od typu investora. �alej si uvedieme ako je moºnéna základe miery rizikovej averzie porovnáva´ dvo
h investorov. V druhej kapitolesa budeme zaobera´ klasi�ká
iou úºitkový
h funk
ií na základe miery absolútnejrizikovej averzie. Odvodíme tvar úºitkovej funk
ie, ktorý je 
harakteristi
ký preinvestora s kon²tantnou mierou absolútnej rizikovej averzie a bliº²ie sa budemezaobera´ aj tzv. HARA funk
iami. V tretej kapitole budeme analyzova´ úºitkovéfunk
ie konkrétny
h investorov. Tými budú pre nás ²tudenti MFF, od ktorý
hprostrední
tvom dotazníka zistíme i
h hodnoty pois´ova
ej prémie na rozli£ný
húrovnia
h po£iato£ného majetku. S vyuºitím vz´ahov odvodený
h v Kapitole 2budeme s
hopní ur£i´ vhodný tvar úºitkovej funk
ie tý
hto investorov.�tandardným problémom investora je vybra´ si z prípustný
h investí
ií túnajvia
 preferovanú. Investori teda £elia úlohe maximalizova´ o£akávaný úºitoksvojho kon
ového majetku s oh©adom na vý²ku i
h po£iato£ného majetku. V po-slednej kapitole tejto prá
e sa budeme zaobera´ úlohou optimalizá
ie portfólia,kde optimálne portfólio je to, ktoré maximalizuje o£akávaný úºitok investora.Túto úlohu vyrie²ime pre investorov s úºitkovými funk
iami odvodenými v Kapi-tole 3 a ukáºeme rozdiely v optimálnom portfóliu pri pouºití r�zny
h úºitkový
hfunk
ií. Na záver tejto prá
e sa budeme zaobera´ aproximá
iou optimálneho o£a-kávaného úºitku navrhnutou v [5℄.
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1. Úºitkové funk
ie a rizikováaverzia1.1 Základné vlastnosti úºitkový
h funk
iíÚºitkové funk
ie umoº¬ujú vyjadri´ preferen
ie investora s oh©adom na podstúpe-né riziko a o£akávaný výnos. Na ur£itej hladine majetku investora ur£ujú úºitok,ktorý z tohto majetku má, pri£om úºitkom rozumieme subjektívnu hodnotu in-vestora. Za úºitkovú funk
iu budeme povaºova´ spojitú a neklesajú
u funk
iude�novanú na nejakom intervale reálny
h £ísel. Sformulujme si jej presnú de�ní-
iu. De�ní
ie a vety v tejto £asti, pokia© nebude uvedené inak, budeme £erpa´ z[5℄ a [6℄.De�ní
ia 1. Ne
h I je interval, I ⊆ R. Potom funk
iu u : I → R, nazývameúºitková funk
ia, ak u je spojitá a neklesajú
a na intervale I.Za hru, resp. investí
iu budeme povaºova´ náhodnú veli£inu ω, ktorá nadobúdareálne hodnoty a má pravdepodobnostné rozdelenie Pω a distribu£nú funk
iu
Fω(x) = P [ω ≤ x]. Navia
 budeme predpoklada´, ºe hra ω má kone£nú strednúhodnotu, tj. Eω < ∞. Ak má hra ω nulovú strednú hodnotu, takúto hru nazvemespravodlivá.Rozli²ujeme dva prístupy ku hre: aditívny a multiplikatívny. Rozdiel spo£ívav tom, ºe pri aditívnom prístupe, je výsledný majetok investora po hre ω rovnýhodnote W +ω, zatia© £o pri prístupe multiplikatívnom je jeho výsledný majetoktvaru ωW .Tvar úºitkovej funk
ie závisí od postoja investora k riziku. Ten je moºné 
ha-rakterizova´ napr. pomo
ou rizikovej averzie. Pod pojmom riziková averzia ro-zumieme neo
hotu prija´ investí
iu s neistým výnosom a uprednostnenie takejinvestí
ie, ktorá má sí
e men²í výnos, ale zato so sebou nesie men²ie riziko. Tak-ºe, ak je investor rizikovo averzný, v prípade, ºe má na výber dve investí
ie sporovnate©nými výnosmi, vyberie si tú, ktorá je pre neho menej riziková.V²eobe
ne, pod©a vz´ahu investora k riziku, rozli²ujeme tri typy investorov.De�ní
ia 2. Ne
h u je úºitková funk
ia a W je hladina majetku investora. Uva-ºujme vhodnú hru, ako náhodnú veli£inu ω, s rozdelením Pω tak, ºe existujú stred-né hodnoty Eu(W+ω) a Eω.(i) Ak pre kaºdú vhodnú hru platí Eu(W+ω) < u(W+Eω), potom investora stakouto úºitkovou funk
iou nazývame rizikovo averzný na hladine majetku W.(ii) Ak pre kaºdú vhodnú hru platí Eu(W+ω) > u(W+Eω), potom investoras takouto úºitkovou funk
iou nazývame ob©ubujú
i riziko na hladine majetku W.(iii) Ak pre kaºdú vhodnú hru platí Eu(W+ω) = u(W+Eω), potom investoras takouto úºitkovou funk
iou nazývame rizikovo neutrálny na hladine majetku W.
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Z tejto de�ní
ie je zrejmé, ºe postoj investora k riziku m�ºe by´ na r�zny
hhladiná
h jeho majetku odli²ný. Takisto vidíme, ºe na správanie investora nemávplyv konkrétna hra, ale len jeho úºitková funk
ia a hladina po£iato£ného ma-jetku. Vlastnosti z De�ní
ie 2 sú teda len lokálne, preto si teraz zade�nujeme ajvlastnostni globálne.De�ní
ia 3. Investor sa nazýva (globálne) rizikovo averzný (neutrálny, ob©ubu-jú
i riziko), pokia© je rizikovo averzný (neutrálny, ob©ubujú
i riziko) na kaºdejhladine majetku.V praxi sa naj£astej²ie stretávame s rizikovo averznými investormi. Takýtoinvestor nie je o
hotný riskova´ v spravodlivej hre, pretoºe strata ur£itej £astimajetku mu sp�sobí vä£²í pokles úºitku, ako by bol nárast jeho úºitku pri zís-kaní rovnakej sumy majetku. Rizikovo neutrálne správanie investora je typi
képre prípad, ke¤ má investor príli² ve©ký majetok v porovnaní so sumou, ktorú bymohol v spravodlivej hre získa´ alebo strati´. A nakonie
 investor ob©ubujú
i rizi-ko, s ktorým sa v praxi stretávame najmenej, je typi
kým príkladom pre lotérie.V takejto hre m�ºe investor s ve©mi malou pravdepodobnos´ou a za ve©mi malú£as´ svojho majetku získa´ obrovskú £as´ bohatstva a preto je o
hotný podstúpi´aj vä£²ie riziko.Teraz si uvedieme jednodu
hý príklad, pod©a [11℄. Predstavme si, ºe investormá majetok v hodnote 100 K£ a uvaºuje nad hrou ω, pri ktorej s pravdepodob-nos´ou 1
2
vyhrá 50 K£ a s rovnakou pravdepodobnos´ou m�ºe pri tejto hre 50 K£strati´. Stredná hodnota tejto hry je rovná Eω = 1

2
50 + 1

2
(−50) = 0, a teda sajedná o spravodlivú hru. Tým pádom je rovnako pravdepodobné, ºe na kon
i hrybude ma´ majetok investora hodnotu 50 K£ alebo 150 K£. O£akávaná hodnota in-vestorovho majetku je 1

2
50+ 1

2
150 = 100 K£ a o£akávaný úºitok 1

2
u(50)+ 1

2
u(150),kde u je úºitková funk
ia investora. Pre lep²ie po
hopenie si to znázornime naObrázku 1.1.

50 100 150 W

uH50L

uH100L

uH150L

1
2

uH50L + 1
2

uH150L

u

Obr. 1.1: Úºitková funk
ia rizikovo averzného investora.O£akávaný úºitok z kon
ového majetku je priemer hodn�t u(50) a u(150). Naobrázku je znázornený taktieº úºitok z o£akávanej hodnoty kon
ového majetku,4



teda hodnota úºitkovej funk
ie v bode 100. Z obrázku vidíme, ºe o£akávaný úºitokje men²í ako úºitok z o£akávaného majetku. Platí
u(

1

2
150 +

1

2
50) = u(100) >

1

2
u(150) +

1

2
u(50).Z tejto nerovnosti a De�ní
ie 2 vyplýva, ºe investor s úºitkovou funk
iou zobra-zenou na Obrázku 1.1 je rizikovo averzný, to znamená, ºe preferuje istú o£akávanúhodnotu jeho majetku pred hraním hry ω. V prípade, ºe by jeho preferen
ie boliopa£né, jednalo by sa o investora ob©ubujú
eho riziko. V takom prípade platí

u(1
2
150 + 1

2
50) = u(100) < 1

2
u(150) + 1

2
u(50) a teda o£akávaný úºitok je vä£²í,ako úºitok z o£akávanej hodnoty majetku. Úºitková funk
ia takéhoto investora jezobrazená na Obrázku 1.2.
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Obr. 1.2: Úºitková funk
ia investora ob©ubujú
eho riziko.V²imnime si, ºe úºitková funk
ia rizikovo averzného investora je konkávna,zatia© £o funk
ia investora ob©ubujú
eho riziko je konvexná. Ak by sme uvaºovalirizikovo neutrálneho investora, jeho úºitková funk
ia by bola lineárna, a o£aká-vaný úºitok by sa rovnal úºitku z o£akávanej hodnoty majetku. Takýto investorsa zaujíma len o o£akávanú hodnotu jeho majetku. Zakrivenie úºitkovej funk
ienám teda udáva postoj investora k riziku. Zjednodu²ene povedané, £ím je funk
iavia
 konkávna, tým je investor via
 rizikovo averzný, a naopak, £ím je úºitkováfunk
ia konvexnej²ia, tým investor via
 ob©ubuje riziko. Táto úvaha nás vedie kformulovaniu Vety 1. Pre úplnos´ si v²ak najsk�r zade�nujeme konvexnú, konkáv-nu, striktne konvexnú a striktne konkávnu funk
iu pod©a [8℄.De�ní
ia 4. Ne
h I je interval a f : I → R je reálna funk
ia. Hovoríme, ºe(i) f je konvexná na intervale I, ak
∀x, y ∈ I, λ ∈ (0, 1) f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y); (1.1)(ii) f je konkávna, ak
∀x, y ∈ I, λ ∈ (0, 1) f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y); (1.2)5



(iii) f je striktne konvexná, ak
∀x, y ∈ I, λ ∈ (0, 1) f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y); (1.3)(iv) f je striktne konkávna, ak
∀x, y ∈ I, λ ∈ (0, 1) f(λx+ (1− λ)y) > λf(x) + (1− λ)f(y). (1.4)Veta 1. Ne
h u : I → R je úºitková funk
ia. Potom investor s touto úºitkovoufunk
iou je(i) globálne rizikovo averzný práve vtedy, ke¤ u je striktne konkávna na intervaleI,(ii) globálne rizikovo neutrálny práve vtedy, ke¤ u je lineárna na intervale I,(iii) globálne ob©ubujú
i riziko práve vtedy, ke¤ u je striktne konvexná na intervaleI.D�kaz. Vi¤ napr. [5℄.1.2 Rizikové prémieUvaºujme investora s po£iato£ným majetkom W a úºitkovou funk
iou u. Ri-zikovou prémiou rozumieme £iastku, pri ktorej bude investor ©ahostajný medzimoºnos´ou hra´ hru ω a získa´ istú £iastku Eω − π(W,Fω). Riziková prémia hry

ω závisí na tro
h 
harakteristiká
h, a to na tvare úºitkovej funk
ie, pravdepodob-nostnom rozdelení hry a na hodnote po£iato£ného majetku.De�ní
ia 5. [6℄ Ne
h u je úºitková funk
ia investora a W je hodnota jeho ma-jetku. Ne
h existuje stredná hodnota Eu(W +ω). Potom existuje riziková prémia
π(W,Fω) de�novaná ako rie²enie rovni
e

u(W + Eω − π(W,Fω)) = Eu(W + ω). (1.5)Z De�ní
ie 5 priamo vyplýva pre kaºdú kon²tantu δ rovnos´
π(W,ω) = π(W + δ, Fω−δ). (1.6)Pri vo©be δ = Eω, získame rizikovú prémiu pre spravodlivú hru.Pokia© hra predstavuje pre investora ve©ké riziko, proti ktorému sa 
h
e poisti´,m�ºeme uvaºova´ tzv. poistnú prémiu πI(W,Fω) de�novanú ako
πI(W,Fω) = π(W,Fω)−Eω. (1.7)Investor s majetkom W je ©ahostajný medzi platením poistnej prémie a podstú-pením rizika, ktoré mu priná²a hra. Ak je hra spravodlivá, pois´ova
ia prémia jerovná prémii rizikovej. 6



Záporná £iastka pois´ova
ej prémie πa(W,Fω) = −πI(W,Fω) sa niekedy ozna£ujeako pe¬aºný ekvivalent. Predstavuje najmen²iu sumu pe¬azí, za ktorú by bol in-vestor o
hotný preda´ moºnos´ hra´ hru ω. Pe¬aºný ekvivalent m�ºeme vyjadri´rovni
ou
u(W + πa(W,Fω)) = Eu(W + ω). (1.8)Podobne m�ºeme ur£i´ hodnotu πb(W,ω) ako najvy²²iu sumu, ktorú je inves-tor o
hotný zaplati´ za ú£as´ v hre ω. Túto £iastku m�ºeme vyjadri´ rovni
ou
u(W ) = Eu(W + ω − πb(W,Fω)). (1.9)Obdobne ako pre aditívny prístup ku hre, ktorým sme sa zaoberali doteraz,de�nujeme rizikovú prémiu pre multiplikatívny prístup. Multiplikatívnou pois´o-va
ou prémiou rozumieme £iastku, ktorá sp¨¬a
u(W −Wπ̺(W,Fω)) = Eu(ωW ), (1.10)kde u je úºitková funk
ia investora a W jeho majetok. Investor je indiferentnýmedzi ú£as´ou v hre ω a zaplatením istej £iastky Wπ̺(W,Fω).1.3 Miery rizikovej averzieRiziková prémia vyjadruje vz´ah investora k riziku. Závisí v²ak na zvolenej hre, apreto si teraz odvodíme, pod©a [9℄, mieru rizikovej averzie investora, ktorá budezáleºa´ len na hladine investorovho majetku a jeho postoji k riziku. Vo zvy²kutejto prá
e predpokladajme rizikovo averzného investora s dvakrát diferen
ovate©-nou úºitkovou funk
iou a majetkom W a spravodlivú hru ω s dostato£ne malýmrozptylom σ2

ω. �alej predpokladajme, ºe tretí absolútny 
entrálny moment hry ωje men²ieho rádu ako σ2
ω.Z predpokladu spravodlivej hry dostávame dosadením do de�ní
ie rizikovejprémie nasledovný vz´ah:
u(W − π(W,Fω)) = Eu(W + ω). (1.11)Rozvinutím u pomo
ou Taylorovho rozvoja okolo boduW získavame za vhodný
hpodmienok rovnosti

u(W − π(W,Fω)) = u(W )− π(W,Fω)u
′(W ) +O(π2(W,Fω)) (1.12)

Eu(W + ω) = E[u(W ) + ωu′(W ) +
1

2
ω2u′′(W ) +O(ω3)]

= u(W ) +
1

2
σ2
ωu

′′(W ) + o(σ2
ω). (1.13)Symbol O(π2(W,Fω)) znamená, ºe výraz je nanajvý² rádu π2(W,Fω) a o(σ2

ω),ºe je výraz rádu men²ieho ako σ2
ω.Dosadením do (1.11) získame

π(W,ω) = −
1

2
σ2
ω

u′′(W )

u′(W )
+ o(σ2

ω). (1.14)7



Za predpokladu, ºe hra ω nie je spravodlivá, a teda Eω = µ, µ 6= 0, dostávamev¤aka (1.11) a (1.6) vz´ah pre ©ubovo©nú hru s nenulovou strednou hodnotou µa dostato£ne malým rozptylom σ2
ω

π(W,ω) = −
1

2
σ2
ω

u′′(W + µ)

u′(W + µ)
+ o(σ2

ω). (1.15)Odvodili sme vyjadrenie rizikovej prémie ako sú£in rozptylu hry ω a podieluderivá
ií úºitkovej funk
ie. Podstatné je, ºe rozptyl závisí len na hre a nezávisíod úºitkovej funk
ie, ani od hladiny majetku investora. Naopak podiel druhej aprvej derivá
ie úºitkovej funk
ie nezávisí na zvolenej hre, ale zato závisí na hladinemajetku a úºitkovej funk
ii.De�ní
ia 6. Ne
h u : I → R je úºitková funk
ia rastú
a a dvakrát diferen
o-vate©ná na intervale I. Potom funk
iu r(W ) s de�ni£ným oborom I, pre ktorúplatí
r(W ) = −

u′′(W )

u′(W )
= −

d

dW
log u′(W ) (1.16)nazývame miera absolútnej rizikovej averzie alebo Arrow-Prattova absolútne rizi-kovo averzná miera (ARA miera).Z De�ní
ie 6 a rovni
e (1.14) je zrejmý pribliºný vz´ah medzi ARA mierou arizikovou prémiou

π(W,ω) ≈
1

2
σ2
ωr(W ). (1.17)Znamienko ARA miery a takisto rizikovej prémie závisí od typu investora.Platí(i) r(W ) > 0, π(W,Fω) > 0 pre rizikovo averzného investora,(ii) r(W ) = 0, π(W,Fω) = 0 pre rizikovo neutrálneho investora,(iii) r(W ) < 0, π(W,Fω) < 0 pre investora ob©ubujú
eho riziko.My²lienka d�kazu tohto tvrdenia je zaloºená na (1.17). Presný d�kaz je uvedenýv [9℄.Rovnako ako ARA mieru by sme za mieru rizikovej averzie mohli zvoli´ funk
iude�novanú ako

t(W ) =
1

r(W )
. (1.18)Takejto miere budeme hovori´ funk
ia rizikovej ob©uby.Uvaºujme investora, pre ktorého je hodnota rizikovej prémie kladná pre kaºdúhru na v²etký
h hladiná
h majetku a £ím vä£²í je jeho majetok, tým je rizikováprémia pre rovnakú hru men²ia. To znamená, ºe platí(i) π(W,ω) > 0 pre kaºdé W a ω,(ii) π(W,ω) je striktne klesajú
a funk
ia premennej W pre kaºdé ω.Potom m�ºeme sformulova´ nasledujú
u vetu, pod©a [9℄.Veta 2. Nasledujú
e podmienky sú ekvivalentné(i) Miera absolútnej rizikovej averzie r(W ) je [striktne℄ klesajú
a.(ii) Riziková prémia π(W,ω) je [striktne℄ klesajú
a funk
ia premennej W pre kaº-dú hru ω.Rovnaká ekvivalen
ia platí, ak nahradíme klesajú
e funk
ie za rastú
e a obmedzí-me sa na nejaký inverval I, aby platilo, ºe W, W +ω ∈ I. Podmienky (i) a(ii) súekvivalentné aj v podobe uvedenej v hranatý
h zátvorká
h.8



D�kaz. Vi¤ [9℄.Aj pre multiplikatívny prístup ku hre je moºné pre spravodlivú hru s malýmrozptylom, podobne ako pri aditívnom prístupe, odvodi´ pribliºný vz´ah
π̺(W,Fω) ≈ −

1

2

Wu′′(W )

u′(W )
σ2
ω. (1.19)Vy
hádzajú
 z pred
hádzajú
eho vz´ahu de�nujeme, pod©a [6℄, pre multiplika-tívny prístup mieru rizikovej averzie ako sú£in absolútne rizikovo averznej mierya majetku investora.De�ní
ia 7. Ne
h u je úºitková funk
ia a ne
h r(W) je miera absolútnej rizikovejaverzie odpovedajú
a u(W). Potom funk
iu de�novanú vz´ahom r̺(W ) = Wr(W )nazývame miera relatívnej rizikovej averzie (RRA miera).Investora, pre ktorého je r̺(W ) > 0, nazveme relatívne rizikovo averzný. Zapredpokladu, ºe majetok W nadobúda len kladné hodnoty, investor je relatívnerizikovo averzný práve vtedy, ke¤ je absolútne rizikovo averzný.Absolútna aj relatívna miera rizikovej averzie patria medzi lokálne miery ri-zikovej averzie. Teraz si uvedieme príklad globálnej miery, a tým je Rubinstei-nova rizikovo averzná miera. Pod©a [3℄ uvaºujme hru ω s normálnym rozdelením

N(µ, σ2), potom Rubinsteinovou rizikovo averznou mierou budeme nazýva´ fun-k
iu
R(W ) = −

WEu′′(Wω)

Eu′(Wω)
. (1.20)Nevýhodou tejto miery je, ºe okrem pár ²pe
i�
ký
h prípadov, má pomernezloºitý tvar. Naopak jej pozitívna vlastnos´ sa vyuºíva v úlohe maximalizá
ieo£akávaného úºitku. Pokia© majú dvaja investori rovnakú Rubinsteinovu mierurizika, tak majú aj rovnaké optimálne portfólio.Porovnáva´ rizikovú averziu dvo
h investorov m�ºeme pomo
ou i
h miery ab-solútnej rizikovej averzie. Uvaºujme dvo
h investorov s úºitkovými funk
iami u1 a

u2. Je prirodzené povaºova´ za menej rizikovo averzného investora toho, ktorý jemenej o
hotný podstúpi´ riziko a teda si vºdy vyberie menej rizikovú investí
iu,ako druhý investor. Formálne zapísané, pod©a [6℄:De�ní
ia 8. Ne
h u1, u2 sú úºitkové funk
ie dvo
h investorov a ne
h r1, r2 súi
h miery absolútnej rizikovej averzie. Pokia© v nejakom bode W platí
r1(W ) > r2(W )potom investor s úºitkovou funk
iou u1 je lokálne via
 rizikovo averzný v bode Wako investor s úºitkovou funk
iou u2.Nakonie
 tejto kapitoly si uve¤me vetu, pod©a [2℄, ktorá udáva ekvivalentnépodmienky pre porovnanie rizikovej averzie dvo
h investorov. Symbol C2 ozna£ujetriedu dvakrát diferen
ovate©ný
h funk
ií.Veta 3. Nasledujú
e ²tyri podmienky sú ekvivalentné:(i) r1(W ) > r2(W ) pre každé W , 9



(ii) ∃ g ∈ C2 pre ktoré g′ > 0 , g′′ < 0 také, že u1(W ) = g(u2(W )),(iii) π1(W,Fω) > π2(W,Fω) pre každé W a každú hru ω,(iv) u1(u
−1
2 (x)) je konkávna funkcia.D�kaz. Vi¤ [2℄.

10



2. Klasi�ká
ia úºitkový
h funk
iíJedným zo sp�sobov ako klasi�kova´ úºitkové funk
ie je pod©a miery rizikovejaverzie investora. Ak za mieru rizika rizikovo averzného investora pri aditívnomprístupe ku hre budeme povaºova´ ARA mieru, potom takúto úºitkovú funk
iunazveme absolútne rizikovo averznou, teda ARA úºitkovou funk
iou. Pokia© sabudeme zaobera´ multiplikatívnym prístupom ku hre a za mieru rizika rizikovoaverzného investora vezmeme relatívne rizikovo averznú mieru, potom takútoúºitkovú funk
iu nazveme relatívne rizikovo averzná (RRA) úºitková funk
ia.�pe
iálnym prípadom je situá
ia, kedy je investor rizikovo averzný, ale sovzrastajú
im majetkom jeho riziková prémia klesá. Teda napr. £ím má investorvä£²í majetok, tým men²iu £iastku poºaduje za to, aby pristúpil na hranie spra-vodlivej hry. Mieru rizika takéhoto investora nazveme DARA (de
reasing absoluterisk aversion) mierou a jeho úºitkovú funk
iu DARA úºitkovou funk
iou.2.1 Úºitkové funk
ie s kon²tantnou mierou riziko-vej averzieD�leºitým príkladom úºitkový
h funk
ií sú funk
ie s kon²tantnou mierou rizikovejaverzie, £i uº absolútnou, alebo relatívnou. My sa budeme zaobera´ prípadomkon²tantnej miery absolútnej rizikovej averzie a funk
ie s takouto mierou budemenazýva´ CARA funk
ie. V takomto prípade riziková prémia nezávisí na majetkuinvestora W , ale iba na uvaºovanej hre ω.Teraz si odvodíme tvar CARA funk
ie pre rizikovo averzného investora. Vie-me, ºe takýto investor má kladnú mieru rizikovej averzie a preto budeme rie²i´nasledovnú rovni
u
u′′(W )

u′(W )
= −c

u′′(W ) + cu′(W ) = 0.Rie²enie tejto diferen
iálnej rovni
e je tvaru
uCARA(W ) = ae−cW + b. (2.1)Aby funk
ia uCARA sp¨¬ala de�ní
iu úºitkovej funk
ie, musí pre ¬u plati´, ºeje neklesajú
a, a preto musíme voli´ kon²tanty a ≤ 0, c > 0, b ∈ R.Tieto poznatky nám umoº¬ujú sformulova´ nasledujú
u vetu, pod©a [5℄.Veta 4. Dvakrát diferen
ovate©ná úºitková funk
ia je kon²tantne absolútne rizi-kovo averzná práve vtedy, ke¤ je tvaru

uCARA(W ) = ae−cW + b a ≤ 0, c > 0, b ∈ R. (2.2)Konkrétne by pre investora rizikovo neutrálneho, rizikovo averzného a ob©u-bujú
eho riziko vyzerali úºitkové funk
ie s kon²tatnou ARA mierou v uvedenomporadí nasledovne.
u(W ) ∼ W pre r(W ) = 0 (2.3)11



u(W ) ∼ −e−cW pre r(W ) = c > 0 (2.4)
u(W ) ∼ e−cW pre r(W ) = c < 0 (2.5)Zápis u1(W ) ∼ u2(W ) znamená, ºe funk
ie u1, u2 sú ekvivalentné, a teda, ºeexistujú ©ubovo©né kon²tanty a, b, (b > 0) také, ºe u1(W ) = a+ bu2(W ).2.2 HARA funk
ieVýznamným a v praxi £asto vyuºívaným typom úºitkový
h funk
ií sú hyperbo-li
ky absolútne rizikovo averzné, tzv. HARA funk
ie.De�ní
ia 9. [5℄ Hovoríme, ºe úºitková funk
ia uHARA je hyperboli
ky absolútnerizikovo averzná, ak pre jej absolútne rizikovú mieru platí

r(W ) =
1

aW + b
pre aW + b > 0. (2.6)Pre a 6= 0 m�ºeme tvar HARA úºitkovej funk
ie odvodi´ rie²ením diferen
iál-nej rovni
e

u′′(W )

u′(W )
= −r(W ) = −

d

dW
log u′(W ) = −

1

aW + b
.Zintegrovaním a následnou úpravou dostaneme

log u′(W ) = −
1

a
log(aW + b) + c1

u′(W ) = c2(aW + b)−
1

a . (2.7)Vyrie²ením poslednej rovni
e získame tvar úºitkovej HARA funk
ie:
u(W ) =

c

a− 1
(aW + b)

a−1

a + d pre a 6= 1, a 6= 0, aW + b > 0

u(W ) = c log(W + b) + d pre W + b > 0.Aby bola funk
ia neklesajú
a musíme sa obmedzi´ na vo©bu kon²tánt c ≥ 0 a
d ∈ R. Vo©bou a = 0 vidíme, ºe CARA funk
ie sú ²pe
iálnym prípadom HARAfunk
ií. Táto skuto£nos´ nás vedie k formulovaniu nasledujú
ej vety, pod©a [5℄.Veta 5. Dvakrát diferen
ovate©ná úºitková funk
ia je hyperboli
ky absolútne rizi-kovo averzná práve vtedy, ke¤ má jeden z nasledujú
i
h tvarov

uHARA(W ) =
c

a− 1
(aW + b)

a−1

a + d pre a 6= 0, a 6= 1, aW + b > 0(2.8)
uHARA(W ) = c log(W + b) + d pre W + b > 0 (2.9)
uHARA(W ) = −ce−

1

b
W + d pre b > 0 (2.10)kde 
 ≥ 0, d ∈ R . 12



Iný zápis HARA funk
ie je moºné odvodi´, pod©a [2℄, vyuºitím substitú
ie:
a =

1

1− γ
, b =

β

α
, c = αγ, d = 0.Kon²tantu d m�ºeme zvoli´ nulovú, pretoºe jej hodnota nemá vplyv pri prak-ti
kom vyuºití HARA funk
ií. Touto substitú
iou dostaneme HARA funk
iu de-�novanú ako

uHARA(W ) =
1− γ

γ

(

αW

1− γ
+ β

)γ

pre γ 6= 0, γ 6= 1. (2.11)Miera absolútnej rizikovej averzie takejto funk
ie je potom tvaru
r(W ) =

α(1− γ)

αW + β(1− γ)
. (2.12)Funk
ia absolútnej rizikovej ob©uby je lineárna, z £oho je odvodený alternatívnynázov HARA funk
ií, a to LRT funk
ie (linear risk toleran
e).

t(W ) =
1

r(W )
=

W

1− γ
+

β

α
pre α 6= 0, γ 6= 1. (2.13)Vo©bou konkrétny
h hodn�t parametrov a, b, c dostaneme nieko©ko ²pe
i�
-ký
h HARA funk
ií. Uvedieme si i
h aj s príslu²nou ARA mierou. Parameter dzvolíme v²ade rovný 0.(i) Mo
ninná HARA funk
ia. Získame ju pre b = 0.

uHARA(W ) =
c

a− 1
(aW )

a−1

a kde c > 0, a 6= 0, a 6= 1, aW > 0 (2.14)
r(W ) =

1

aW
(2.15)(ii) Kvadrati
ká HARA funk
ia. Dostaneme ju vo©bou a = −1 do (2.8).

uHARA(W ) = −
c

2
(b−W )2 pre c > 0, b > W (2.16)
r(W ) =

1

b−W
(2.17)(iii) Exponen
iálna HARA funk
ia. Kon²tantu a volíme rovnú 0.

uHARA(W ) = −ce−
1

b
x pre c > 0, b > 0 (2.18)

r(W ) =
1

b
(2.19)(iv) Logaritmi
ká HARA funk
ia. Volíme a = 1.

uHARA(W ) = c log(W + b) + d pre c > 0, W + b > 0 (2.20)
r(W ) =

1

W + b
(2.21)13



3. Analýza úºitkovej funk
ie²tudenta MFFV tejto kapitole sa budeme zaobera´ zostavením úºitkovej funk
ie ²tudentov MFF,¤alej ozna£ovaný
h ako investori. Na zostavenie vhodnej úºitkovej funk
ie inves-tora, vyuºijeme znalos´ jeho averzie vo£i riziku, ktorá je daná mierou rizikovejaverzie. Ako sme sa zmienili v Kapitole 2, existuje vz´ah medzi mierou absolútnejrizikovej averzie a rizikovou prémiou investora. Preto nám na ur£enie rizikovejaverzie posta£í zisti´ hodnoty rizikovej prémie na r�zny
h hladiná
h investorovhomajetku a pomo
ou vz´ahu (1.14) ur£i´ absolútne rizikovo averznú mieru. Abysme mohli vyuºi´ tento vz´ah musíme uvaºova´ hru, ktorá má dostato£ne malýrozptyl. Vzh©adom k tomu, ºe sa budeme zaobera´ spravodlivou hrou, zo vz´ahu(1.7) vyplýva, ºe namiesto rizikovej prémie, m�ºeme pri po£ítaní pouºi´ hodnotypois´ova
ej prémie.Hodnoty pois´ova
ej prémie investorov sme získali anketovým sp�sobom. Trid-sa´ opýtaný
h vyplnilo dotazník, v ktorom sme uvaºovali nasledujú
u situá
iu.Predstavte si, ºe máte istý po£iato£ný majetok W . Budete hra´ hru ω, pri kto-rej s pravdepodobnos´ou 1
2
prehráte a s rovnakou pravdepodobnos´ou vyhráte.Pokia© hru prehráte, vá² majetok sa zníºi o 1000 K£, v prípade výhry 1000K£ dostanete. Takáto hra je spravodlivá, pretoºe jej stredná hodnota je rovná

Eω = 1
2
+ 1

2
(−1) = 0. Vy v²ak máte tú mo
, ºe hru hra´ nemusíte, ale m�ºetesa pred jej hraním poisti´. Opýtaní odpovedali na otázku, ko©ko by boli o
hot-ní zaplati´, aby nemuseli hra´ hru, a tak sa poistili pred prípadnou prehrou. Vkaºdej otázke sme uvaºovali r�zny po£iato£ný majetok, a tak sme zistili hodnotypois´ova
ej prémie na rozli£ný
h hladiná
h majetku investorov. Konkrétne smeuvaºovali hladiny majetku rovné 1 000 K£, 5 000 K£, 10 000 K£, 15 000 K£, 20000 K£, 50 000 K£, 100 000 K£, 150 000 K£ a 200 000 K£. Výsledky pre hladinumajetku od 50 000K£ vy²²ie sa ukázali ako nepouºite©né, takºe ¤alej budeme pra-
ova´ s najvy²²ou moºnou úrov¬ou majetku 20 000 K£. Presné znenie dotazníkaa odpovede 30 respondentov sú uvedené v Prílohe 1.Spomedzi v²etký
h investorov sme vybrali ²tyro
h, pre ktorý
h odhadnemetvar úºitkovej funk
ie. Prvým bude najvia
 rizikovo averzný investor. Pod©a Vety3 vieme, ºe na porovnanie rizikovej averzie dvo
h investorov nám sta£í porovna´hodnoty i
h pois´ova
ej prémie. Takºe najvia
 rizikovo averzného investora smevybrali tak, aby hodnota jeho pois´ova
ej prémie na kaºdej hladine majetku bo-la vä£²ia, ako v²etký
h ostatný
h investorov. Tohto investora ozna£íme I1, jehopois´ova
iu prémiu π1(W,Fω) a úºitkovú funk
iu u1(W ). �alej budeme skúma´úºitkovú funk
iu u2(W ) priemerného investora I2 . Hodnoty jeho pois´ova
ej pré-mie π2(W,Fω) sme ur£ili ako aritmeti
ký priemer v²etký
h investorov. Za tretiehoinvestora sme vybrali mediánového investora I3 , £iºe takého, ktorého vý²ka pois-´ova
ej prémie π3(W,Fω) je ur£ená ako medián pois´ova
í
h prémií v²etký
h in-vestorov. Jeho úºitkovú funk
iu ozna£íme u3(W ). Posledným investorom, ktorýmsa budeme zaobera´, bude najmenej rizikovo averzný, ktorého ur£íme podobneako investora I1, ale tentokrát budeme vybera´ investora s najniº²ou hodnotoupois´ova
ej prémie na kaºdej hladine majetku W . Takýto investor bude ozna£ený

I4, jeho pois´ova
ia prémia π4(W,Fω) a úºitková funk
ia u4(W ). Investori I1 a I414



sú skuto£nými investormi vybratí spomedzi 30 opýtaný
h ²tudentov. Investorov
I2 a I3 sme ur£ili výpo£tom a 
hápeme i
h ako (priemerné a mediánové) reprezen-tatívne prípady, ktoré ale nezodpovedajú ºiadnemu z 30 opýtaný
h respondentov.V nasledujú
ej tabu©ke sú uvedené hodnoty pois´ova
ej prémie pre investorov
I1, I2, I3, I4 . W0 1 5 10 15 20

π1(W,Fω) 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
π2(W,Fω) 0.33695 0.26385 0.21535 0.1662 0.1451
π3(W,Fω) 0.35 0.215 0.2 0.15 0.1
π4(W,Fω) 0.08 0.06 0.04 0 0Tabu©ka 3.1: Zistené hodnoty pois´ova
ej prémie v tisí
o
h K£.Pod©a znamienka pois´ova
ej prémie vieme, ºe sa v prvý
h tro
h prípado
hjedná o rizikovo averzného investora. Investor I4 sa tieº spo£iatku 
hová akorizikovo averzný, ale od hladiny majetku rovnej 15 000 K£, sa správa ako investorrizikovo neutrálny.Ke¤ºe sa jedná o spravodlivú hru na výpo£et miery absolútnej rizikovej aver-zie m�ºeme vyuºi´ vz´ah (1.14). Rozptyl uvaºovanej hry ω je rovný 1. Taktovypo£ítané hodnoty si zhrnieme do Tabu©ky 3.2. Hodnoty hladiny majetku súudané v tisíso
h K£.W0 1 5 10 15 20r1(W ) 1 1 1 1 1r2(W ) 0.6739 0.5277 0.4307 0.3324 0.2902r3(W ) 0.7 0.43 0.4 0.3 0.2r4(W ) 0.16 0.12 0.08 0 0Tabu©ka 3.2: Vypo£ítané hodnoty miery absolútnej rizikovej averzie.Z Tabu©ky 3.2 vidíme, ºe miera rizikovej averzie investora I1 je kon²tantná. Preinvestorov I2, I3 a I4 musíme tvar ARA miery odhadnú´. Budeme predpoklada´,ºe táto miera má tvar r(W ) = 1

aW+b
, a teda sa jedná o HARA funk
iu. Naodhadnutie parametrov a, b pouºijeme software Mathemati
a a jej zabudovanúfunk
iu, ktorá odhaduje parametre funk
ie pomo
ou metódy najmen²í
h ²tvor
ov.Tento príklad je uvedený v Prílohe 2.Dostali sme nasledovné predpisy ARA funk
ií

r1(W ) = 1 (3.1)
r2(W ) =

1

0.102327W + 1.37838
(3.2)

r3(W ) =
1

0.153653W + 1.30217
(3.3)

r4(W ) =
1

1.29983W + 4.66667
(3.4)15
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Obr. 3.1: ARA miery - £ervená r1(W ), modrá r2(W ), zelená r3(W ), oranºová
r4(W ).Pre lep²ie porovnanie si v²etky ²tyri miery rizikovej averzie zobrazíme v jed-nom obrázku.Vidíme, ºe miera absolútnej rizikovej averzie investorov I2, I3, I4 má klesajú
i
harakter. To znamená, ºe £ím vä£²í majetok má investor pred hraním hry ω, týmje via
 o
hotný podstúpi´ riziko a naopak, neo
hotný plati´ za poistenie sa protihraniu tejto hry.Z Obrázku 3.1 jasne vidíme rozdiel medzi najvia
 a najmenej rizikovo averz-ným investorom. �ervená ARA miera, ktorá 
harakterizuje rizikovú averziu naj-via
 rizikovo averzného investora, nadobúda v kaºdom bode vä£²iu hodnotu akoARA miery ostatný
h investorov.Ke¤ºe uº poznáme mieru absolútnej rizikovej averzie investorov, dokáºeme ur-£i´ aj tvar i
h úºitkový
h funk
ií. Rie²ením diferen
iálnej rovni
e r(W ) = −u′′(W )

u′(W )dostaneme predpis úºitkovej funk
ie, ktorý v²ak bude závisie´ na dvo
h kon²tan-tá
h. Tie zvolíme tak, aby v²etky funk
ie pre
hádzali bodom [0,0℄ a v bode 20nadobúdali hodnotu 1. Takto budeme m�
´ vypo£ítané funk
ie lep²ie porovna´.Z Kapitoly 1.3 vieme, ºe pokia© má investor kon²tantnú mieru absolútnej rizi-kovej averzie, jeho úºitková funk
ia má tvar (2.2). To nám potvrdzuje aj výpo£etzískaný prostrední
tvom softwaru Mathemati
a. Rie²ením diferen
iálnej rovni
etvaru −u′′(W )
u′(W )

= 1 pomo
ou tohto programu a dosadením za kon²tanty sme dostalitakýto tvar úºitkovej funk
ie investora I1

u1(W ) =
e20

e20 − 1
−

e20−W

e20 − 1
. (3.5)V ostatný
h tro
h prípado
h bude ma´ úºitková funk
ia tvar (2.8). Jej predpissme znova získali rie²ením diferen
iálnej rovni
e, tentokrát tvaru 1

aW+b
= −u′′(W )

u′(W )
.Dosadením za kon²tanty sme dostali nasledujú
e úºitkové funk
ie16



u2(W ) = 1.00034 −
16.7026

(0.102327W + 1.37838)8.77258
(3.6)

u3(W ) = 1.00126 −
4.28697

(0.153653W + 1.30217)5.50817
(3.7)

u4(W ) = 1.28894(1.29983W + 4.66667)0.230666 − 1.83886. (3.8)Vypo£ítané úºitkové funk
ie si znázorníme na Obrázku 3.2. Vidíme, ºe naj-menej rizikovo averzný investor má úºitkovú funk
iu �najmenej� konkávnu. Jehoúºitková funk
ia má s narastajú
immajetkom stále via
 lineárny 
harakter, preto-ºe investor je od hladiny majetku 15 000 K£ rizikovo neutrálny. Naopak "najvia
"konkávna je úºitková funk
ia investora, ktorý je najvia
 rizikovo averzný. Od hod-noty majetku 10 000 K£, v²ak táto funk
ia takmer splýva s úºitkovými funk
iamiinvestorov I2 a I3.
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Obr. 3.2: Úºitkové funk
ie - £ervená u1(W ), modrá u2(W ), zelená u3(W ), oranºová
u4(W ).
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4. Úloha optimalizá
ie portfóliaÚºitkové funk
ie m�ºeme vyuºi´ v úlohe zostavenia optimálneho portfólia, v ktorejsa investor rozhoduje o rozdelení svojho majetku medzi r�zne investí
ie s rozli£nourizikovos´ou a jeho 
ie©om je maximalizova´ svoj úºitok.Uvaºujme investora, ktorý sa rozhodol svoj majetok rozdeli´ medzi n investí-
ií za ú£elom maximalizova´ o£akávaný úºitok z výsledného majetku a aditívnyprístup ku hre, ktorú v na²om prípade predstavuje výraz ̺
′W. Túto úlohu sisformulujeme pod©a [5℄. maxEu(W0 + ̺

′W)za podmienok n
∑

i=1

Wi = W0

Wi ≥ 0, ∀ i = 1, ..., n (4.1)
W0...po£iato£ný majetok
̺ = (̺1, ..., ̺n) ...náhodný vektor výnosov investí
ií na jednotku majetku
W = (W1, ...,Wn) ....rozdelenie majetku do investí
ií 1 aº n
u ...úºitková funk
ia investoraRovnako m�ºeme predpoklada´ multiplikatívny prístup ku hre, vtedy budeúloha maximalizá
ie o£akávaného úºitku tvarumaxEu(W0̺

′W)za podmienok n
∑

i=1

Wi = 1

Wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., n (4.2)s tým rozdielom, ºe v tomto prípade ̺i je sú£tom výnosu investí
ie i na jednotkumajetku a jednotky majetku.V súvislosti s h©adaním extrémov funk
ie, si sformulujeme pod©a [1℄ nasledu-jú
u vetu, ktorá predstavuje posta£ujú
u podmienku pre existen
iu globálnehoextrému funk
ie via
erý
h premenný
h.Veta 6. Ne
h f : D → R je spojitá funk
ia a D ⊂ Rn je obmedzená a uzav-retá mnoºina. Potom f nadobúda na mnoºine D globálne maximum aj globálneminimum.Vzh©adom k spojitosti úºitkovej funk
ie a spojitosti funk
ionálu strednej hod-noty vidíme, ºe funk
ia Eu(W0+̺
′W) v (4.1) je spojitá v W. Navy²e podmienkyúlohy (4.1) ur£ujú mnoºinu prípustný
h rie²ení, ktorá je obmedzená a uzavretá.Veta 6 teda zaru£uje existen
iu optimálneho rie²enia úlohy (4.1). Analogi
ky m�-ºeme od�vodni´ existen
iu optimálneho rie²enia úlohy (4.2).18



Nasledujú
a veta, pod©a [5℄, odhaduje maximálnu o£akávanú od
hýlku, ktoránastane pokia© v úlohe (4.1) nahradíme úºitkovú funk
iu u1 funk
iou u2, pre ktoréplatí, ºe i
h ARA miery sa od seba lí²ia maximálne o δ.Veta 7. Ne
h ̺
′ = (̺1, ̺2, ..., ̺n)

′ je náhodný vektor výnosov n investí
ií, kto-ré sú obmedzené a W0 je po£iato£ný majetok investora. Ne
h 〈a, b〉 je intervaltaký, ºe W0 + ̺
′W ∈ 〈a, b〉 pre ©ubovo©né Wi ≥ 0, pre ktoré platí 1′W =

W0. Ne
h u1(W ), u2(W ) sú dvakrát diferen
ovate©né, rastú
e úºitkové funk
ie a
r1(W ), r2(W ) im prislú
hajú
e miery absolútne rizikovej averzie spl¬ujú
e

| r1(W )− r2(W ) |≤ δpre kaºdé W ∈ 〈a, b〉 a vopred zvolené δ. Potom pre optimálne rie²enie W1, resp.
W2, úlohy (4.1) pri pouºití funk
ií u1(W ), resp. u2(W ), platí

Eu1(W0 + ̺
′W1)− Eu1(W0 + ̺

′W2) < [u1(b)− u1(a)](e
2δ(b−a) − 1) (4.3)D�kaz. Vi¤ [5℄.Teraz si uvedieme úlohu, v ktorej predpokladáme, ºe 
enné papiere, do ktorý
hplánuje investor rozdeli´ svoj majetok, majú konkrétnu hodnotu, a teda nem�-ºe do ni
h investova´ úplne ©ubovo©nú sumu pe¬azí. Budeme uvaºova´ aditívnyprístup ku hre. maxEu(W0 + ̺

′PW)za podmienok p′W ≤ W0

Wi ∈ N0, ∀ i = 1, ..., n (4.4)
W0...po£iato£ný majetok
̺ = (̺1, ..., ̺n) ...náhodný vektor výnosov investí
ií pripadajú
i
h na jednotkumajetku
W = (W1, ...,Wn) ...po£et jednotlivý
h 
enný
h papierov
u ...úºitková funk
ia investora

P = diag(p1, p2, ..., pn) =











p1

p2 00 . . .
pn











(4.5)kde p = (p1, ..., pn) je vektor 
ien 
enný
h papierov.4.1 Optimálne portfólio ²tudenta MFFV tejto £asti sa budeme zaobera´ zostavením optimálneho portfólia investorov,ktorý
h úºitkové funk
ie sme odvodili v Kapitole 3. Budeme uvaºova´ portfóliotvorené desiatimi ak
iami, AAA Auto Group N.V. (AAA), CENTRAL EURO-PEAN MEDIA ENTERPRISES LTD, (CETV), �EZ, a.s. (�EZ), Erste Group19



Bank AG (ERSTE), Komer£ní banka, a.s. (KOMB), Or
o Property Group S.A.(ORCO), PEGAS NONWOVENS SA (PEGAS), Philip Morris �R a.s. (PHILL),Telefóni
a Cze
h Republi
, a.s. (TELE), UNIPETROL, a.s. (UNI), s ktorými saob
hoduje na Praºskej burze 
enný
h papierov v SPADe od 9. 11. 2007 do 30.3. 2012. Uvaºujeme týºd¬ové výnosy tý
hto aktív ̺i, i = 1, ..., 299 upravené odividendy. Data sú prebraté z [4℄. Pre lep²iu predstavu o výnosnosti uvaºovaný
hak
ií si uvedieme v Tabu©ke 4.1 priemerné týºd¬ové výnosy a rozptyly tý
htovýnosov. AAA CETV �EZ ERSTE KOMBpriemer -0.00204 -0.00707 -0.00063 -0.00167 0.0018rozptyl 0.005106 0.009861 0.001639 0.006296 0.002932ORCO PEGAS PHILL TELE UNIpriemer -0.01006 -0.00045 0.0035 0.000434 -0.00143rozptyl 0.008769 0.001575 0,001346 0,000705 0,002551Tabu©ka 4.1: Aritmeti
ký priemer a rozptyl výnosov ak
ií.Úlohu budeme rie²i´ v tvare (4.1), ktorý si m�ºeme prepísa´ akoz = max 1

229

229
∑

i=1

u(W0 + ̺i
′W)

za podmienok 10
∑

i=1

Wi = W0

Wi ≥ 0, ∀ i = 1, ..., 10 (4.6)Za po£iato£ný majetok investora zvolíme postupne 2 000 K£, 4 000 K£, 6 000K£, 8 000 K£, 10 000 K£ a 12 000 K£. Investor 
h
e 
elý tento majetok investova´do desiati
h ak
ií, tak aby maximalizoval o£akávaný úºitok z výsledného majet-ku. Predpokladáme, ºe nie je povolený predaj nakrátko, o £om hovorí podmien-ka Wi ≥ 0, ∀ i = 1, ..., 10. Úlohu maximalizá
ie vypo£ítame pomo
ou softwaruMathemati
a, zabudovanou funk
iou Maximize. Zdrojový kód tohto programu jeuvedený v Prílohe 2. V nasledujú
i
h ²tyro
h tabu©ká
h si uvedieme výsledokúlohy (4.6) pre investorov z Kapitoly 3. V kaºdom riadku tabu©ky je uvedenéoptimálne portfólio pri po£iato£nom majetku W0, hodnota z udáva o£akávanýúºitok investora pri takomto portfóliu.
20



W0 z W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W102000 0.865246 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 04000 0.981749 0 0 0 0 128 0 0 3358 514 06000 0.99752 0 0 0 0 32 0 0 3981 1987 08000 0.999662 0 0 0 0 0 0 0 4623 3377 010000 0.999954 0 0 0 0 0 0 0 5307 4693 012000 0.999994 0 0 0 0 0 0 0 6069 5931 0Tabu©ka 4.2: Optimálne portfólio najvia
 rizikovo averzného investora I1 s úºit-kovou funk
iou (3.5).
W0 z W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W102000 0.704242 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 04000 0.898529 0 0 0 0 0 0 0 4000 0 06000 0.960998 0 0 0 0 174 0 0 5826 0 08000 0.983647 0 0 0 0 301 0 0 7156 543 010000 0.992694 0 0 0 0 275 0 0 8204 1521 012000 0.996606 0 0 0 0 246 0 0 9256 2498 0Tabu©ka 4.3: Optimálne portfólio priemerného investora I2 s úºitkovou funk
iou(3.6).
W0 z W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W102000 0.69046 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 04000 0.88266 0 0 0 0 0 0 0 4000 0 06000 0.948983 0 0 0 0 41 0 0 5959 0 08000 0.975629 0 0 0 0 297 0 0 7703 0 010000 0.98762 0 0 0 0 396 0 0 9151 453 012000 0.993515 0 0 0 0 393 0 0 10414 1193 0Tabu©ka 4.4: Optimálne portfólio mediánového investora I3 s úºitkovou funk
iou(3.7).
W0 z W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W102000 0.198311 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 04000 0.347478 0 0 0 0 0 0 0 4000 0 06000 0.46882 0 0 0 0 0 0 0 6000 0 08000 0.571984 0 0 0 0 0 0 0 8000 0 010000 0.662227 0 0 0 0 0 0 0 10000 0 012000 0.742756 0 0 0 0 0 0 0 12000 0 0Tabu©ka 4.5: Optimálne portfólio najmenej rizikovo averzného investora I4 s úºit-kovou funk
iou (3.8). 21



Z Tabu©ky 4.2 vidíme, ºe najvia
 rizikovo averzný investor pri po£iato£nom ma-jetku 2 000 K£ investuje v²etok svoj majetok do ak
ie Philip Morris �R a.s., ktorámá najvä£²í priemerný výnos. So zvy²ujú
im sa po£iato£ným majetkom ho v²akdelí aj medzi ak
iu Telefóni
a Cze
h Republi
, a.s., ktorá má sí
e niº²í výnos, aleke¤ºe tento investor je vo£i riziku najvia
 averzný, neinvestuje svoj majetok lendo jednej ak
ie.Priemerný investor a mediánový investor majú optimálne portfólio takmerrovnaké. D�vodom je ve©mi podobná úºitková funk
ia, £o si m�ºeme v²imnú´ naObrázku 3.2. Títo investori by po po£iato£ný majetok 4 000 K£ investovali len doak
ie Philip Morris �R a.s.. Pri vy²²om po£iato£nom majetku by svoj majetokrozdelili sí
e do via
erý
h investí
ií, ale najvä£²iu £iastku by vºdy investovali doak
ie Philip Morris �R a.s. s najvä£²ím priemerným výnosom.Investor, ktorý je najmenej rizikovo averzný by na kaºdej hladine po£iato£néhomajetku investoval v²etko do ak
ie Philip Morris �R a.s., pretoºe má najvä£²ípriemerný výnos. Tento investor sa skoro v�be
 nestará o rizikovos´ investí
ie, zObrázku 3.2 vidíme, ºe jeho úºitková funk
ia je takmer lineárna a teda je tentoinvestor skoro rizikovo neutrálny.4.2 Aproximá
ia optimálneho o£akávaného úºitkuKe¤ºe v praxi £asto nepoznáme presný tvar úºitkovej funk
ie investora, m�ºemepouºi´ na výpo£et jeho optimálneho portfólia nejaký odhad úºitkovej funk
ie.Ak pre tieto funk
ie platí, ºe im prislú
hajú
e ARA miery sa lí²ia najvia
 o δ,vieme pod©a Vety 7 odhadnú´ maximálnu od
hýlku o£akávaného úºitku, kto-rej sa pri takomto výpo£te dopustíme. Vetu 7 si teraz aplikujeme na úºitkovéfunk
ie vypo£ítané v Kapitole 3. Za skuto£nú úºitkovú funk
iu budeme pova-ºova´ funk
iu (3.6) priemeného investora. Ozna£me si δi kon²tantu, ktorá sp¨¬a
| r2(W )− ri(W ) |≤ δi, pre i = 1, 3, 4 a ∀W ∈ 〈a, b〉. Funk
ie ri(W ) sú ARA mie-ry vypo£ítané v Kapitole 3 a interval 〈a, b〉 udáva hodnoty kon
ového majetku,ktoré m�ºe W nadobúda´ po hre, £iºe platí W0 + ̺

′W ∈ 〈a, b〉 pre ©ubovo©né
Wi ≥ 0 spl¬ujú
e 1′W = W0. Tabu©ka 4.6 udáva maximálne rozdiely ARA mierna intervalo
h 〈a, b〉 pre jednotlivé hodnoty po£iato£ného majetku.

W0 〈a, b〉 δ1 δ3 δ42000 〈1.12, 3.32〉 0.417964 0.0302507 0.5064674000 〈2.24, 6.64〉 0.514052 0.0553642 0.4900936000 〈3.37, 9.96〉 0.582909 0.0640529 0.4697768000 〈4.49, 13.28〉 0.634674 0.0661648 0.44890910000 〈5.61, 16.6〉 0.675009 0.0654402 0.4285612000 〈6.73, 19.92〉 0.707323 0.0634738 0.409238Tabu©ka 4.6: Rozdiely ARA mier.Ozna£me
li := Eu2(W0 + ̺

′W2)− Eu2(W0 + ̺
′Wi)pre i = 1, 3, 4 rozdiel o£akávaného úºitku investora s úºitkovou funk
iou (3.6) prioptimálnom portfóliu W 2 a úºitku tohto investora pri optimálnom portfóliu W i.22



Portfólio W i odpovedá optimálnemu portfóliu investora s úºitkovou funk
iou uiz Kapitoly 3. �alej si ozna£me
pi := [u2(b)− u2(a)](e

2δi(b−a) − 1)pre i = 1, 3, 4. V Tabu©ke 4.7 porovnáme skuto£ný rozdiel o£akávaného úºitkuinvestorov po nahradení úºitkovej funk
ie priemerného investora I2 funk
iamiinvestorov I1, I3, a I4 a odhad tohto rozdielu vypo£ítaného na základe Vety 7.
W0 l1 p1 l3 p3 l4 p42000 3.507*10−11 2.211 1.087*10−11 0.402 1.989*10−11 3.2654000 3.206*10−5 21.175 -5.564*10−12 0.374 6.263*10−12 17.1496000 2.899*10−5 289.322 2.225*10−7 0.310 3.806*10−7 65.1348000 1.445*10−5 5450.46 6.150*10−7 0.249 1.499*10−6 208.03510000 7.094*10−6 128549 7.763*10−7 0.195 2.439*10−6 570.84812000 3.512*10−6 3.58607*106 4.794*10−7 0.151 2.38043*10−6 1378.95Tabu©ka 4.7: Skuto£ná a vypo£ítaná od
hýlka o£akávaného úºitku.
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ZáverV tejto prá
i sme sa venovali tematike úºitkový
h funk
ií, i
h tvaru v závislostiod postoja investora k riziku a i
h klasi�ká
iou. Zade�novaný bol pojem rizikovejprémie a miery rizikovej averzie investora. Na základe tý
hto poznatkov sme vtretej kapitole ur£ovali vhodný tvar úºitkovej funk
ie investorov pod©a i
h hod-noty pois´ova
ej prémie. Tú sme získali anketovým sp�sobom. Zo vz´ahu medzipois´ova
ou prémiou a mierou absolútnej rizikovej averzie sme ur£ili ARA mierupre ²tyro
h investorov, ktorý
h sme vybrali tak, aby mali r�zny tvar úºitkovejfunk
ie. Pre kaºdého z ni
h sme vypo£ítali jeho úºitkovú funk
iu. V poslednej ka-pitole sme sa venovali úlohe optimalizá
ie portfólia investorov, ktorý
h úºitkovéfunk
ie sme vypo£ítali. Uvaºovali sme portfólio ak
ií, ktoré sa ob
hodujú na Praº-skej burze 
enný
h papierov v SPADe. Zistili sme, ºe investor, ktorý je najvia
rizikovo averzný by svoj majetok rozde©oval do dvo
h ak
ií, a to Philip Morris �Ra.s. a Telefóni
a Cze
h Republi
, a.s.. Naopak najmenej rizikovo averzný investorby v²etok svoj majetok investoval do investí
ie s najvä£²ím priemerným výno-som, ktorú predstavuje ak
ia Philip Morris �R a.s., bez oh©adu na jej rizikovos´.Ukázalo sa, ºe investori, ktorí mali ve©mi podobnú úºitkovú funk
iu, by si aj svo-je optimálne portfólio zostavili pribliºne rovnako. V poslednej £asti tejto prá
esme odhadovali maximálnu od
hýlku o£akávaného úºitku, v prípade, ºe by sme zaúºitkovú funk
iu investora zobrali inú úºitkovú funk
iu s pribliºne rovnakou ARAmierou. Za skuto£nú úºitkovú funk
iu investora sme povaºovali úºitkovú funk
iupriemerného investora z tretej kapitoly. Zistili sme, ºe najmen²ia od
hýlka je priinvestorovi mediánovom, pretoºe má s priemerným investorom takmer rovnakúúºitkovú funk
iu a takisto aj mieru absolútnej rizikovej averzie.
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PrílohyK prá
i je priloºené CD, ktoré obsahuje túto prá
u v PDF formáte, súbor Prilo-ha1, v ktorom je znenie dotazníka, pouºitého v tretej kapitole a odpovede na tentodotazník. �alej obsahuje súbory Priloha2.nb, ktorým sme po£ítali tvar ARA miera úºitkový
h funk
ií a Priloha3.nb, ktorý po£íta úlohu optimálizá
ie portfólia aaproximá
iu optimálneho o£akávaného úºitku. Súbor data_burza.xlsx je potreb-ný pre optimaliza£nú úlohu, obsahuje týºdenné výnosy ak
ií ob
hodovate©ný
hna Praºskej burze 
enný
h papierov v SPADe.Príloha 1 - DotazníkPredstavte si, ºe ste si práve zarobili na brigáde ur£itú sumu pe¬azí. Predtým, akoVám ²éf vyplatí peniaze, si s ním zahráte hru. V tejto hre s pravdepodobnos´ou
1
2
vyhráte a s rovnakou pravdepodobnos´ou prehráte. Na za£iatku hry sa stanovísuma, o ktorú budete hra´. Pokia© hru prehráte, danú sumu budete musie´ zaplati´vy. Pokia© hru naopak vyhráte, dohodnutú £iastku pe¬azí Vám ²éf daruje. Vymáte ale tú mo
, ²éfa presved£i´, aby od tejto hry odstúpil. A ke¤ºe ste na svojepeniaze ve©mi ´aºko pra
ovali, boli by ste radi, keby Vám aj nie£o zostalo. Tov²ak bude nie£o stá´ a m¬a by zaujímalo, ko©ko ste o
hotní zaplati´ za to, ºe sipoistíte svoj majetok a nebudete musie´ riskova´, ºe o jeho £as´ prídete. Uve¤mesi príklad: Ne
h je Vá² majetok rovný sume 10 000 K£ a my budeme hra´ o 1 000K£. To znamená, ºe ak vyhráte, £o sa m�ºe sta´ s polovi£nou pravdepodobnos´ou,dostanete odo m¬a 1 000 K£ a tým sa Vá² majetok zvý²i na 11 000 K£. Av²ak akprehráte, budete musie´ 1 000 K£ zaplati´ vy a Vá² majetok klesne na hodnotu9 000 K£. Ke¤ºe 1 000 K£ nie je práve najmen²ia suma pe¬azí, m�ºete uváºi´moºnos´ sa proti tejto hre poisti´. Moja otázka teda znie, ko©ko najvia
 by ste miboli o
hotný zaplati´, aby ste hra´ nemuseli. Va²a odpove¤ m�ºe napríklad znie´200 K£. Ak Vám navrhnem moºnos´ zaplati´ mi len 150 K£, tým pádom nehra´hru, tak by ste mi i
h rad²ej dali a ostali na sume 9 850 K£. Ale ak by som Vámnavrhla sumu vo vý²ke 300 K£, vy by ste sa rozhodli rad²ej hra´. Riskovali by steteda, ºe prehráte dohodnutý
h 1 000 K£.Takºe teraz naostro. Hráme sa hru opísanú vy²²ie. Snaºte sa rozmý²©a´ tak,akoby sme hrali o reálne peniaze. Vºdy budeme hra´ o sumu 1 000 K£.Vá² majetok je rovný sume 1 000 (5 000, 10 000, 15 000, 20 000, 50 000, 100000, 150 000, 200 000) K£. Ko©ko ste o
hotný zaplati´, aby ste sa nemuseli hruhra´, a tak sa poisti´ pred prípadnou prehrou?
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Príloha 2konst = 1;konst = 1;konst = 1;solV = DSolve[−y�[x]/y′[x] == 1, y, x];solV = DSolve[−y�[x]/y′[x] == 1, y, x];solV = DSolve[−y�[x]/y′[x] == 1, y, x];solVk = Solve[(y[0]/.solV) == 0&&(y[20]/.solV) == 1, {C[1], C[2]}];solVk = Solve[(y[0]/.solV) == 0&&(y[20]/.solV) == 1, {C[1], C[2]}];solVk = Solve[(y[0]/.solV) == 0&&(y[20]/.solV) == 1, {C[1], C[2]}];model = 1
ax+b

;model = 1
ax+b

;model = 1
ax+b

;dataP = {{1, 0.6739}, {5, 0.5277}, {10, 0.4307}, {15, 0.3324}, {20, 0.2902}};dataP = {{1, 0.6739}, {5, 0.5277}, {10, 0.4307}, {15, 0.3324}, {20, 0.2902}};dataP = {{1, 0.6739}, {5, 0.5277}, {10, 0.4307}, {15, 0.3324}, {20, 0.2902}};�tP = FindFit[dataP,model, {a, b}, x];�tP = FindFit[dataP,model, {a, b}, x];�tP = FindFit[dataP,model, {a, b}, x];solP = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tP, y, x];solP = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tP, y, x];solP = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tP, y, x];solPk = Solve[(y[0]/.solP) == 0&&(y[20]/.solP) == 1, {C[1], C[2]}];solPk = Solve[(y[0]/.solP) == 0&&(y[20]/.solP) == 1, {C[1], C[2]}];solPk = Solve[(y[0]/.solP) == 0&&(y[20]/.solP) == 1, {C[1], C[2]}];dataM = {{1, 0.7}, {5, 0.43}, {10, 0.4}, {15, 0.3}, {20, 0.2}};dataM = {{1, 0.7}, {5, 0.43}, {10, 0.4}, {15, 0.3}, {20, 0.2}};dataM = {{1, 0.7}, {5, 0.43}, {10, 0.4}, {15, 0.3}, {20, 0.2}};�tM = FindFit[dataM,model, {a, b}, x];�tM = FindFit[dataM,model, {a, b}, x];�tM = FindFit[dataM,model, {a, b}, x];solM = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tM, y, x];solM = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tM, y, x];solM = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tM, y, x];solMk = Solve[(y[0]/.solM) == 0&&(y[20]/.solM) == 1, {C[1], C[2]}];solMk = Solve[(y[0]/.solM) == 0&&(y[20]/.solM) == 1, {C[1], C[2]}];solMk = Solve[(y[0]/.solM) == 0&&(y[20]/.solM) == 1, {C[1], C[2]}];dataL = {{1, 0.16}, {5, 0.12}, {10, 0.08}, {15, 0}, {20, 0}};dataL = {{1, 0.16}, {5, 0.12}, {10, 0.08}, {15, 0}, {20, 0}};dataL = {{1, 0.16}, {5, 0.12}, {10, 0.08}, {15, 0}, {20, 0}};�tL = FindFit[dataL,model, {a, b}, x];�tL = FindFit[dataL,model, {a, b}, x];�tL = FindFit[dataL,model, {a, b}, x];solL = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tL, y, x];solL = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tL, y, x];solL = DSolve[−y�[x]/y′[x] == model/.�tL, y, x];solLk = Solve[(y[0]/.solL) == 0&&(y[20]/.solL) == 1, {C[1], C[2]}];solLk = Solve[(y[0]/.solL) == 0&&(y[20]/.solL) == 1, {C[1], C[2]}];solLk = Solve[(y[0]/.solL) == 0&&(y[20]/.solL) == 1, {C[1], C[2]}];graf1 = Plot[{Evaluate[y[x]/.solV/.solVk],Evaluate[y[x]/.solP/.solPk],graf1 = Plot[{Evaluate[y[x]/.solV/.solVk],Evaluate[y[x]/.solP/.solPk],graf1 = Plot[{Evaluate[y[x]/.solV/.solVk],Evaluate[y[x]/.solP/.solPk],Evaluate[y[x]/.solM/.solMk],Evaluate[y[x]/.solL/.solLk]}, {x, 0, 20},Evaluate[y[x]/.solM/.solMk],Evaluate[y[x]/.solL/.solLk]}, {x, 0, 20},Evaluate[y[x]/.solM/.solMk],Evaluate[y[x]/.solL/.solLk]}, {x, 0, 20},PlotRange → {0, 1.05},PlotStyle→ {Red,Darker[Blue],Darker[Green],Orange},PlotRange → {0, 1.05},PlotStyle→ {Red,Darker[Blue],Darker[Green],Orange},PlotRange → {0, 1.05},PlotStyle → {Red,Darker[Blue],Darker[Green],Orange},AxesLabel → {Style[W, Itali
, 18], Style[u, Itali
, 18]},AxesLabel → {Style[W, Itali
, 18], Style[u, Itali
, 18]},AxesLabel → {Style[W, Itali
, 18], Style[u, Itali
, 18]},Ti
ksStyle → Dire
tive[Bla
k, 12]];Ti
ksStyle → Dire
tive[Bla
k, 12]];Ti
ksStyle → Dire
tive[Bla
k, 12]];Export[�uzitkove.pdf� , graf1];Export[�uzitkove.pdf� , graf1];Export[�uzitkove.pdf�, graf1];graf2 = Plot[{1,model/.�tP,model/.�tM,model/.�tL}, {x, 0, 20},graf2 = Plot[{1,model/.�tP,model/.�tM,model/.�tL}, {x, 0, 20},graf2 = Plot[{1,model/.�tP,model/.�tM,model/.�tL}, {x, 0, 20},PlotRange → {0, 1.05},PlotStyle→ {Red,Darker[Blue],Darker[Green],Orange},PlotRange → {0, 1.05},PlotStyle→ {Red,Darker[Blue],Darker[Green],Orange},PlotRange → {0, 1.05},PlotStyle → {Red,Darker[Blue],Darker[Green],Orange},AxesLabel → {Style[W, Itali
, 16], Style[�r(W)�, Itali
, 16]},AxesLabel → {Style[W, Itali
, 16], Style[�r(W)�, Itali
, 16]},AxesLabel → {Style[W, Itali
, 16], Style[�r(W)�, Itali
, 16]},Ti
ksStyle → Dire
tive[Bla
k, 12]];Ti
ksStyle → Dire
tive[Bla
k, 12]];Ti
ksStyle → Dire
tive[Bla
k, 12]];Export[�ARA.eps� , graf2];Export[�ARA.eps� , graf2];Export[�ARA.eps�, graf2];Export[�uzitkove.eps� , graf1];Export[�uzitkove.eps� , graf1];Export[�uzitkove.eps� , graf1];
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Príloha 3u1[x_]:=− (E∧20/(E∧x ∗ (−1 + E∧20))) + E∧20/(−1 + E∧20);u1[x_]:=− (E∧20/(E∧x ∗ (−1 + E∧20))) + E∧20/(−1 + E∧20);u1[x_]:=− (E∧20/(E∧x ∗ (−1 + E∧20))) + E∧20/(−1 + E∧20);u2[x_]:=− (16.7026/(1.37838 + 0.102327 ∗ x)∧8.77258) + 1.00034;u2[x_]:=− (16.7026/(1.37838 + 0.102327 ∗ x)∧8.77258) + 1.00034;u2[x_]:=− (16.7026/(1.37838 + 0.102327 ∗ x)∧8.77258) + 1.00034;u3[x_]:=− (4.28697/(1.30217 + 0.153653 ∗ x)∧5.50817) + 1.00126;u3[x_]:=− (4.28697/(1.30217 + 0.153653 ∗ x)∧5.50817) + 1.00126;u3[x_]:=− (4.28697/(1.30217 + 0.153653 ∗ x)∧5.50817) + 1.00126;u4[x_]:=1.28894 ∗ (4.66667 + 1.29983 ∗ x)∧0.230666− 1.83886;u4[x_]:=1.28894 ∗ (4.66667 + 1.29983 ∗ x)∧0.230666− 1.83886;u4[x_]:=1.28894 ∗ (4.66667 + 1.29983 ∗ x)∧0.230666− 1.83886;SetDire
tory[NotebookDire
tory[]];SetDire
tory[NotebookDire
tory[]];SetDire
tory[NotebookDire
tory[]];dataBCPP = Import[�data_burza.xlsx� ];dataBCPP = Import[�data_burza.xlsx� ];dataBCPP = Import[�data_burza.xlsx�];
x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10};x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10};x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10};ro = Table[dataBCPP[[1, i]], {i, 1, 229}];ro = Table[dataBCPP[[1, i]], {i, 1, 229}];ro = Table[dataBCPP[[1, i]], {i, 1, 229}];x0 = {2, 4, 6, 8, 10, 12};x0 = {2, 4, 6, 8, 10, 12};x0 = {2, 4, 6, 8, 10, 12};m1 = Table[(1/229) ∗ Sum[u1[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m1 = Table[(1/229) ∗ Sum[u1[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m1 = Table[(1/229) ∗ Sum[u1[{ro[[i]]}.x + x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m2 = Table[(1/229) ∗ Sum[u2[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m2 = Table[(1/229) ∗ Sum[u2[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m2 = Table[(1/229) ∗ Sum[u2[{ro[[i]]}.x + x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m3 = Table[(1/229) ∗ Sum[u3[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m3 = Table[(1/229) ∗ Sum[u3[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m3 = Table[(1/229) ∗ Sum[u3[{ro[[i]]}.x + x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m4 = Table[(1/229) ∗ Sum[u4[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m4 = Table[(1/229) ∗ Sum[u4[{ro[[i]]}.x+ x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];m4 = Table[(1/229) ∗ Sum[u4[{ro[[i]]}.x + x0[[j]]], {i, 1, 229}], {j, 1, 6}];podm = Table[And��Thread[x>=0]&&Total[x]==x0[[i]], {i, 1, 6}];podm = Table[And��Thread[x>=0]&&Total[x]==x0[[i]], {i, 1, 6}];podm = Table[And��Thread[x>=0]&&Total[x]==x0[[i]], {i, 1, 6}];t1b = Table[Maximize[{m1[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t1b = Table[Maximize[{m1[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t1b = Table[Maximize[{m1[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];s1 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t1b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s1 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t1b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s1 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t1b[[i, 2]], {i, 1, 6}];t2b = Table[Maximize[{m2[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t2b = Table[Maximize[{m2[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t2b = Table[Maximize[{m2[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];s2 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s2 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s2 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];t3b = Table[Maximize[{m3[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t3b = Table[Maximize[{m3[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t3b = Table[Maximize[{m3[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];s3 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t3b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s3 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t3b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s3 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t3b[[i, 2]], {i, 1, 6}];t4b = Table[Maximize[{m4[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t4b = Table[Maximize[{m4[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];t4b = Table[Maximize[{m4[[i, 1]], podm[[i]]}, x], {i, 1, 6}];s4 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t4b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s4 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t4b[[i, 2]], {i, 1, 6}];s4 = (Round[#1]&)/�(1000 ∗#1&)/�Table[x/.t4b[[i, 2]], {i, 1, 6}];r1[x_]:=1;r1[x_]:=1;r1[x_]:=1;r2[x_]:=(0.102327 ∗ x+ 1.37838)∧(−1);r2[x_]:=(0.102327 ∗ x+ 1.37838)∧(−1);r2[x_]:=(0.102327 ∗ x+ 1.37838)∧(−1);r3[x_]:=(0.153653 ∗ x+ 1.30217)∧(−1);r3[x_]:=(0.153653 ∗ x+ 1.30217)∧(−1);r3[x_]:=(0.153653 ∗ x+ 1.30217)∧(−1);r4[x_]:=(1.29983 ∗ x+ 4.6667)∧(−1);r4[x_]:=(1.29983 ∗ x+ 4.6667)∧(−1);r4[x_]:=(1.29983 ∗ x+ 4.6667)∧(−1);uzi1 = Table[m2[[i]]/.t1b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi1 = Table[m2[[i]]/.t1b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi1 = Table[m2[[i]]/.t1b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi2 = Table[m2[[i]]/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi2 = Table[m2[[i]]/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi2 = Table[m2[[i]]/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi3 = Table[m2[[i]]/.t3b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi3 = Table[m2[[i]]/.t3b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi3 = Table[m2[[i]]/.t3b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi4 = Table[m2[[i]]/.t4b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi4 = Table[m2[[i]]/.t4b[[i, 2]], {i, 1, 6}];uzi4 = Table[m2[[i]]/.t4b[[i, 2]], {i, 1, 6}];roz1 = Table[uzi2[[i]]− uzi1[[i]], {i, 1, 6}];roz1 = Table[uzi2[[i]]− uzi1[[i]], {i, 1, 6}];roz1 = Table[uzi2[[i]]− uzi1[[i]], {i, 1, 6}];roz3 = Table[uzi2[[i]]− uzi3[[i]], {i, 1, 6}];roz3 = Table[uzi2[[i]]− uzi3[[i]], {i, 1, 6}];roz3 = Table[uzi2[[i]]− uzi3[[i]], {i, 1, 6}];roz4 = Table[uzi2[[i]]− uzi4[[i]], {i, 1, 6}];roz4 = Table[uzi2[[i]]− uzi4[[i]], {i, 1, 6}];roz4 = Table[uzi2[[i]]− uzi4[[i]], {i, 1, 6}];
min = −0.43884;min = −0.43884;min = −0.43884;
max = 0.660377;max = 0.660377;max = 0.660377;
a = (Round[#1, 0.01]&)/�Table[x0[[i]] + min ∗x0[[i]], {i, 1, 6}];a = (Round[#1, 0.01]&)/�Table[x0[[i]] + min ∗x0[[i]], {i, 1, 6}];a = (Round[#1, 0.01]&)/�Table[x0[[i]] + min ∗x0[[i]], {i, 1, 6}];
b = (Round[#1, 0.01]&)/�Table[x0[[i]] + max ∗x0[[i]], {i, 1, 6}];b = (Round[#1, 0.01]&)/�Table[x0[[i]] + max ∗x0[[i]], {i, 1, 6}];b = (Round[#1, 0.01]&)/�Table[x0[[i]] + max ∗x0[[i]], {i, 1, 6}];d1 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]]− r1[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r1[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d1 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]] − r1[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r1[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d1 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]]− r1[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r1[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d3 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]]− r3[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r3[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d3 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]] − r3[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r3[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d3 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]]− r3[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r3[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d4 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]]− r4[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r4[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d4 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]] − r4[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r4[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];d4 = Table[Max[Abs[r2[a[[i]]]− r4[a[[i]]]],Abs[r2[b[[i]]] − r4[b[[i]]]]], {i, 1, 6}];PS1 = Table[(u2[b[[i]]] − u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d1[[i]] ∗ (b[[i]]− a[[i]])), {i, 1, 6}];PS1 = Table[(u2[b[[i]]] − u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d1[[i]] ∗ (b[[i]]− a[[i]])), {i, 1, 6}];PS1 = Table[(u2[b[[i]]]− u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d1[[i]] ∗ (b[[i]] − a[[i]])), {i, 1, 6}];PS3 = Table[(u2[b[[i]]] − u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d3[[i]] ∗ (b[[i]]− a[[i]])), {i, 1, 6}];PS3 = Table[(u2[b[[i]]] − u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d3[[i]] ∗ (b[[i]]− a[[i]])), {i, 1, 6}];PS3 = Table[(u2[b[[i]]]− u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d3[[i]] ∗ (b[[i]] − a[[i]])), {i, 1, 6}];PS4 = Table[(u2[b[[i]]] − u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d4[[i]] ∗ (b[[i]]− a[[i]])), {i, 1, 6}];PS4 = Table[(u2[b[[i]]] − u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d4[[i]] ∗ (b[[i]]− a[[i]])), {i, 1, 6}];PS4 = Table[(u2[b[[i]]]− u2[a[[i]]]) ∗ E∧(2 ∗ d4[[i]] ∗ (b[[i]] − a[[i]])), {i, 1, 6}];
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