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Uvod

Uz v minulosti bol pojem tuzitku pre ekonémov dobre znamy. Vyjadrovali nim
mieru Tudskej spokojnosti, preto bolo prirodzené, ze spotrebitelia svoje rozhod-
nutia robili tak, aby maximalizovali svoj uzitok, a boli tak ¢o najspokojnejsi.
Teodria uzitku poskytuje sposob ako vyjadrit preferencie spotrebitela (investo-
ra). Ako je uvedené napr. v [10], ordinalny princip uzitku vychédza z toho, ze
spotrebitelia dokdzu zoradit statky podla svojich preferencii, pritom vSak nepot-
rebujeme vediet, o kolko preferuju jeden statok pred druhym. Druhym pristupom
je koncept kardinalneho, meratelného, uzitku, ktory vyzaduje presnt hodnotu o
kol'ko je jeden statok preferovany pred druhym. Pomocou kardinélneho uzitku sa
¢asto skima Tudské chovanie v podmienkach neistoty a rizika. Uzitkovou funkci-
ou budeme rozumiet funkciu, ktord vyjadruje vztah medzi Gzitkom a majetkom
investora. Teoria oc¢akavaného uzitku navrhnutd von Neumannom a Morgenster-
nom, vid [7], sa aplikuje v ekonomickych ulohéch, ako je napriklad optimalizacia
portfolia.

Tato pracu zacneme zadefinovanim uzitkovej funkcie a rozliSime investorov
podla ich vztahu k riziku. Nasledne si ukdzeme ako suvisi tvar uzitkovej funkcie
investora od jeho postoja k riziku. V d'alSej ¢asti si zadefinujeme pojem rizikovej
prémie, ktort ako prvy odvodili, nezavisle na sebe, Arrow a Pratt, vid [9].

7 definicie rizikovej prémie si odvodime tvar miery absolatnej rizikovej averzie
investora, tzv. Arrow—Prattovej miery, a ukdzeme si ako znamienko tejto miery a
takisto rizikovej prémie zavisi od typu investora. f)alej si uvedieme ako je mozné
na zaklade miery rizikovej averzie porovnavat dvoch investorov. V druhej kapitole
sa budeme zaoberat klasifikdciou uzitkovych funkcii na zaklade miery absolitne;j
rizikovej averzie. Odvodime tvar uzitkovej funkcie, ktory je charakteristicky pre
investora s konStantnou mierou absolutnej rizikovej averzie a blizSie sa budeme
zaoberat aj tzv. HARA funkciami. V tretej kapitole budeme analyzovat azitkové
funkcie konkrétnych investorov. Tymi budu pre nas Studenti MFF, od ktorych
prostrednictvom dotaznika zistime ich hodnoty poistovacej prémie na rozli¢nych
trovniach pociato¢ného majetku. S vyuzitim vzfahov odvodenych v Kapitole 2
budeme schopni urcit vhodny tvar uzitkovej funkcie tychto investorov.

Standardn;’rm problémom investora je vybrat si z pripustnych investicii ta
najviac preferovani. Investori teda celia tilohe maximalizovat ocakavany uzitok
svojho koncového majetku s ohladom na vysku ich poc¢iato¢ného majetku. V po-
slednej kapitole tejto prace sa budeme zaoberat tlohou optimalizicie portfélia,
kde optimélne portfolio je to, ktoré maximalizuje ocakdvany uzitok investora.
Tuato dlohu vyriesime pre investorov s Gzitkovymi funkciami odvodenymi v Kapi-
tole 3 a ukdzeme rozdiely v optimélnom portfoliu pri pouziti roznych uzitkovych
funkcii. Na zaver tejto prace sa budeme zaoberat aproximaciou optimalneho oca-
kéavaného uzitku navrhnutou v [5].



1. Uzitkové funkcie a rizikova
averzia

1.1 Zakladné vlastnosti azitkovych funkcii

Uzitkové funkcie umoziiuji vyjadrit preferencie investora s ohladom na podstiipe-
né riziko a ocakavany vynos. Na urcitej hladine majetku investora urcuja uzitok,
ktory z tohto majetku ma, pricom uzitkom rozumieme subjektivnu hodnotu in-
vestora. Za uzitkovi funkciu budeme povazovat spojiti a neklesajicu funkciu
definovani na nejakom intervale redlnych ¢isel. Sformulujme si jej presnia defini-
ciu. Definicie a vety v tejto Casti, pokial nebude uvedené inak, budeme cerpat z
[5] a [6].

Definicia 1. Nech I je interval, I C R. Potom funkciv u : I — R, nazijvame
uzitkovd funkcia, ak u je spojitd a neklesajica na intervale 1.

Za hru, resp. investiciu budeme povazovat nahodnu veli¢inu w, ktora nadobuda
readlne hodnoty a ma pravdepodobnostné rozdelenie P, a distribu¢nu funkciu
F,(z) = Plw < z]. Naviac budeme predpokladat, Ze hra w mé kone¢nu stredna
hodnotu, tj. Fw < oo. Ak ma hra w nulovi stredntt hodnotu, takito hru nazveme
spravodliva.

Rozlisujeme dva pristupy ku hre: aditivny a multiplikativny. Rozdiel spociva
v tom, ze pri aditivnom pristupe, je vysledny majetok investora po hre w rovny
hodnote W +w, zatial ¢o pri pristupe multiplikativnom je jeho vysledny majetok
tvaru wW'.

Tvar uzitkovej funkcie zavisi od postoja investora k riziku. Ten je mozné cha-
rakterizovat napr. pomocou rizikovej averzie. Pod pojmom rizikova averzia ro-
zumieme neochotu prijat investiciu s neistym vynosom a uprednostnenie takej
investicie, ktorda ma sice mensi vynos, ale zato so sebou nesie mensie riziko. Tak-
ze, ak je investor rizikovo averzny, v pripade, ze mé na vyber dve investicie s
porovnatelnymi vynosmi, vyberie si tu, ktord je pre neho menej rizikova.

Vseobecne, podla vztahu investora k riziku, rozliSujeme tri typy investorov.

Definicia 2. Nech u je uzZitkovd funkcia a W je hladina majetku investora. Uva-
Zugme vhodni hru, ako ndhodni velicinu w, s rozdelenim P, tak, Ze existuju stred-
né hodnoty Eu(W+w) a Ew.

(i) Ak pre kazdi vhodni hru plati Eu(W+w) < u(W+Ew), potom investora s
takouto uZitkovou funkciou nazgvame rizikovo averzniy na hladine majetku W.

(it) Ak pre kaZdi vhodni hru plati Eu(W+w) > w(W+Ew), potom investora
s takouto uzitkovou funkciou nazgvame oblubugjici riziko na hladine majetku W.

(ii1) Ak pre kazdi vhodni hru plati Eu(W+w) = u(W+Ew), potom investora
s takouto uZitkovou funkciou nazgvame rizikovo neutrdlny na hladine magjetku W.



7 tejto definicie je zrejmé, Ze postoj investora k riziku moze byt na roznych
hladinach jeho majetku odlisny. Takisto vidime, Ze na spravanie investora nemé
vplyv konkrétna hra, ale len jeho uzitkova funkcia a hladina pociato¢ného ma-
jetku. Vlastnosti z Definicie 2 st teda len lokalne, preto si teraz zadefinujeme aj
vlastnostni globalne.

Definicia 3. Investor sa nazgva (globdlne) rizikovo averznyg (neutrdlny, oblubu-
juci riziko), pokial je rizikovo averzny (neutrdlny, oblubujici riziko) na kaZdej
hladine majetku.

V praxi sa najcastejSie stretavame s rizikovo averznymi investormi. Takyto
investor nie je ochotny riskovat v spravodlivej hre, pretoze strata urcitej casti
majetku mu sposobi vacsi pokles uzitku, ako by bol néarast jeho uzitku pri zis-
kani rovnakej sumy majetku. Rizikovo neutralne spravanie investora je typické
pre pripad, ked méa investor prili§ velky majetok v porovnani so sumou, ktord by
mohol v spravodlivej hre ziskat alebo stratit. A nakoniec investor oblubujuci rizi-
ko, s ktorym sa v praxi stretdvame najmenej, je typickym prikladom pre lotérie.
V takejto hre moze investor s velmi malou pravdepodobnostou a za velmi mala
cast svojho majetku ziskat obrovsku Cast bohatstva a preto je ochotny podstipit
aj vacsie riziko.

Teraz si uvedieme jednoduchy priklad, podla [11]. Predstavme si, Ze investor
mé majetok v hodnote 100 K¢ a uvazuje nad hrou w, pri ktorej s pravdepodob-
nostou % vyhra 50 K¢ a s rovnakou pravdepodobnostou moze pri tejto hre 50 K¢
stratif. Stredné hodnota tejto hry je rovnd Ew = 350 + 1(—50) = 0, a teda sa
jedné o spravodlivi hru. Tym padom je rovnako pravdepodobné, Ze na konci hry
bude mat majetok investora hodnotu 50 K¢ alebo 150 K¢é. O¢akavana hodnota in-
vestorovho majetku je 25043150 = 100 K¢ a o¢akavany uzitok su(50)+3u(150),
kde wu je uzitkova funkcia investora. Pre lepSie pochopenie si to znazornime na
Obréazku 1.1.

u

U(LS0)- b

UO0)- b ‘
JUGD+ U5 b T

uGo) b :

50 100 150
Obr. 1.1: Uzitkova funkcia rizikovo averzného investora.

Ocakavany uzitok z koncového majetku je priemer hodnot w(50) a u(150). Na
obrazku je znazorneny taktiez uzitok z ocakavanej hodnoty koncového majetku,
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teda hodnota uzitkovej funkcie v bode 100. Z obrézku vidime, Ze ocakavany tuzitok
je men§i ako azitok z ocakdvaného majetku. Plati

1 1 1 1

u(=150 + =50) = u(100) > —u(150) + =u(50).
2 2 2 2
Z tejto nerovnosti a Definicie 2 vyplyva, ze investor s uzitkovou funkciou zobra-

zenou na Obrazku 1.1 je rizikovo averzny, to znamena, ze preferuje isti ocakavanua
hodnotu jeho majetku pred hranim hry w. V pripade, Ze by jeho preferencie boli
opa¢né, jednalo by sa o investora oblubujuceho riziko. V takom pripade plati
(3150 + 350) = u(100) < 3u(150) + 3u(50) a teda oCakévany wzitok je VACH,
ako uzitok z ocakavanej hodnoty majetku. Uzitkova funkcia takéhoto investora je
zobrazend na Obrazku 1.2.

u

u(150) -

1 1 -
2u(50) +3 u(150)

u(100) -

u(50) -

50 100 150
Obr. 1.2: Uzitkova funkcia investora oblubujtceho riziko.

Vsimnime si, ze uzitkova funkcia rizikovo averzného investora je konkavna,
zatial ¢o funkcia investora oblubujtceho riziko je konvexna. Ak by sme uvazovali
rizikovo neutralneho investora, jeho tuzitkova funkcia by bola linedrna, a ocaka-
vany uzitok by sa rovnal uzitku z ocakavanej hodnoty majetku. Takyto investor
sa zaujima len o ocakdvani hodnotu jeho majetku. Zakrivenie uzitkovej funkcie
nam teda udava postoj investora k riziku. Zjednodusene povedané, ¢im je funkcia
viac konkavna, tym je investor viac rizikovo averzny, a naopak, ¢im je uzitkova
funkcia konvexnejsia, tym investor viac oblubuje riziko. Tato tvaha nas vedie k
formulovaniu Vety 1. Pre tplnost si v8ak najskor zadefinujeme konvexni, konkav-
nu, striktne konvexni a striktne konkavnu funkciu podla [8].

Definicia 4. Nech I je interval a f: I — R je redlna funkcia. Hovorime, Ze

(i) f je konveznd na intervale I, ak

Ve,ye I, A€ (0,1)  fAz+(1—-Ny) < M)+ 1 -Nf(y);  (1.1)
(ii) f je konkdvna, ak

Ve,ye I, A€ (0,1)  fAz+(1—-Ny) = AMf(z)+ (1 -Nf(y):  (1.2)
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(1ii) f je striktne konvexnd, ak
Ve,y e I, A€ (0,1)  fQz+(1=Ny) < Af(x)+ A =Nf(y);  (1.3)
(iv) f je striktne konkdvna, ak

Vo,y e I, A€ (0,1) fOz+ (1 =XNy) > Mf(x)+ (1 =N f(y). (1.4)

Veta 1. Nech u : I — R je wzitkovd funkcia. Potom investor s touto uZitkovou
funkciou je

(i) globdlne rizikovo averzny prdve vtedy, ked u je striktne konkdvna na intervale
I

(ii) globdlne rizikovo neutrdlny prdve vtedy, ked u je linedrna na intervale I,

(11i) globdlne oblubugici riziko prave vtedy, ked u je striktne konvexnd na intervale

L
Dékaz. Vid napr. |5]. O

1.2 Rizikové prémie

Uvazujme investora s pociatoénym majetkom W a uzitkovou funkciou u. Ri-
zikovou prémiou rozumieme ¢iastku, pri ktorej bude investor Tahostajny medzi
moznostou hrat hru w a ziskat istu ¢iastku Fw — (W, F,,)). Rizikova prémia hry
w zavisi na troch charakteristikach, a to na tvare uzitkovej funkcie, pravdepodob-
nostnom rozdeleni hry a na hodnote poc¢iato¢ného majetku.

Definicia 5. [6/ Nech u je uZitkovd funkcia investora a W je hodnota jeho ma-
jetku. Nech ezistuje strednd hodnota Eu(W + w). Potom existuje rizikovd prémia
m(W, F,) definovand ako rieSenie rovnice

u(W 4+ Ew — (W, F,)) = Eu(W + w). (1.5)

7 Definicie 5 priamo vyplyva pre kazda konStantu 6 rovnost
T(W,w) =n(W + 9, F,_s). (1.6)

Pri volbe 6 = Ew, ziskame rizikova prémiu pre spravodliva hru.

Pokial hra predstavuje pre investora velké riziko, proti ktorému sa chce poistit,
moZeme uvazovat tzv. poistna prémiu m;(W, F,) definovani ako

71 (W, E,) = 7(W, E,) — Euw. (1.7)

Investor s majetkom W je Tahostajny medzi platenim poistnej prémie a podstu-
penim rizika, ktoré mu prinésa hra. Ak je hra spravodliva, poistovacia prémia je
rovné prémii rizikovej.



Zaporna Ciastka poistovacej prémie 7, (W, F,,) = —m (W, F,,) sa niekedy oznacuje
ako penazny ekvivalent. Predstavuje najmensSiu sumu penazi, za ktora by bol in-
vestor ochotny predat moznost hrat hru w. Penazny ekvivalent mozeme vyjadrit
rovnicou

u(W + m,(W, F,)) = Eu(W +w). (1.8)

Podobne mozeme urcit hodnotu m,(W, w) ako najvyssiu sumu, ktord je inves-
tor ochotny zaplatit za tcast v hre w. Tito ¢iastku moézeme vyjadrit rovnicou

u(W) = Eu(W +w — m(W, F,)). (1.9)

Obdobne ako pre aditivny pristup ku hre, ktorym sme sa zaoberali doteraz,
definujeme rizikovd prémiu pre multiplikativny pristup. Multiplikativnou poisto-
vacou prémiou rozumieme c¢iastku, ktora splia

w(W — W, (W, F,)) = Bu(wW), (1.10)

kde u je uzitkova funkcia investora a W jeho majetok. Investor je indiferentny
medzi uc¢astou v hre w a zaplatenim istej ciastky Wr,(W, E,).

1.3 Miery rizikovej averzie

Rizikova prémia vyjadruje vztah investora k riziku. Zavisi vSak na zvolenej hre, a
preto si teraz odvodime, podla [9], mieru rizikovej averzie investora, ktora bude
zalezat len na hladine investorovho majetku a jeho postoji k riziku. Vo zvysku
tejto prace predpokladajme rizikovo averzného investora s dvakrat diferencovatel-
nou uzitkovou funkciou a majetkom W a spravodlivi hru w s dostato¢ne malym
rozptylom o2. f)alej predpokladajme, ze treti absolitny centralny moment hry w
je mensieho radu ako o2.

Z predpokladu spravodlivej hry dostavame dosadenim do definicie rizikovej
prémie nasledovny vztah:

w(W — 7(W, E,)) = Bu(W +w). (1.11)

Rozvinutim « pomocou Taylorovho rozvoja okolo bodu W ziskavame za vhodnych
podmienok rovnosti

w(W = x(W, F,)) = u(W) — (W, E)u' (W) + O(x*(W, F,)) (1.12)

Bu(W +w) = Blu(W) + wil (W) + 2w (W) + O(w)]

1
= u(W)+ §Uiu”(W) + o(c?). (1.13)
Symbol O(7%(W, F,,)) znamena, %e vyraz je nanajvys radu m2(W, F,) a o(c2),
Ze je vyraz radu mengieho ako 2.
Dosadenim do (1.11) ziskame

7T(VV, (.U) _ _30_2 U//(W)

275w (i1 o(a?). (1.14)




Za predpokladu, ze hra w nie je spravodlivé, a teda Fw = pu, pu # 0, dostavame
vdaka (1.11) a (1.6) vzfah pre l'ubovolnt hru s nenulovou strednou hodnotou pu
a dostatotne malym rozptylom o2

1 ,u"(W+p)
a(W,w) = —=02——"2 4+ 0(c2). 1.15
(W) = 508t 4 o) (1.15)

Odvodili sme vyjadrenie rizikovej prémie ako sicin rozptylu hry w a podielu
derivacii uzitkovej funkcie. Podstatné je, ze rozptyl zavisi len na hre a nezévisi
od uzitkovej funkcie, ani od hladiny majetku investora. Naopak podiel druhej a
prvej derivacie uzitkovej funkcie nezavisi na zvolenej hre, ale zato zavisi na hladine
majetku a uzitkovej funkcii.

Definicia 6. Nech u : I — R je dZitkovd funkcia rastica a dvakrdt diferenco-
vatelnd na intervale I. Potom funkciu r(W) s definiéngm oborom I, pre ktori

plati

(W) d

W)= — = ———logu' (W 1.16
(V) = =205 =~ i s/ (V) (1.16)
nazyvame miera absolitnes rizikovej averzie alebo Arrow-Prattova absoliutne rizi-
kovo averznd miera (ARA miera).

Z Definicie 6 a rovnice (1.14) je zrejmy priblizny vztah medzi ARA mierou a
rizikovou prémiou

T(W,w) =~ %O’iT(W). (1.17)

Znamienko ARA miery a takisto rizikovej prémie zavisi od typu investora.
Plati
(i) (W) > 0, m(W, F,) > 0 pre rizikovo averzného investora,
(i) 7(W) = 0, m(W, F,,) = 0 pre rizikovo neutralneho investora,
(iii) (W) < 0, m(W, F,,)) < 0 pre investora oblubujiceho riziko.
Myslienka dokazu tohto tvrdenia je zalozena na (1.17). Presny dokaz je uvedeny
v [9].

Rovnako ako ARA mieru by sme za mieru rizikovej averzie mohli zvolit funkciu

definovanu ako )

r(W)

Takejto miere budeme hovorit funkcia rizikovej obluby.

tW) =

(1.18)

Uvazujme investora, pre ktorého je hodnota rizikovej prémie kladné pre kazdua
hru na vSetkych hladinach majetku a ¢im vacsi je jeho majetok, tym je rizikova
prémia pre rovnaki hru mensia. To znamena, ze plati
(i) #(W,w) > 0 pre kazdé W a w,

(ii) m(W,w) je striktne klesajuca funkcia premennej W pre kazdé w.

Potom mozeme sformulovat nasledujicu vetu, podla [9)].

Veta 2. Nasledujice podmienky siu ekvivalentné

(i) Miera absolitnej rizikovej averzie r(W) je [striktne] klesajiica.

(1) Rizikovd prémia m(W,w) je [striktne] klesagica funkcia premennej W pre kaz-
di hru w.

Rovnakd ekvivalencia plati, ak nahradime klesajice funkcie za rastice a obmedzi-
me sa na nejaky inverval I, aby platilo, Ze W, W +w € I. Podmienky (i) a(ii) su
ekvivalentné aj v podobe uvedenej v hranatych zdatvorkdch.



Dokaz. Vid |9]. O

Aj pre multiplikativny pristup ku hre je mozné pre spravodlivi hru s malym
rozptylom, podobne ako pri aditivnom pristupe, odvodit priblizny vztah

EWU”(W) 2

(W, F,) ~ ~3 o (W) o

(1.19)

Vychadzajic z predchadzajiceho vztahu definujeme, podla |6], pre multiplika-
tivny pristup mieru rizikovej averzie ako sicin absolutne rizikovo averznej miery
a majetku investora.

Definicia 7. Nech u je uzitkovd funkcia a nech r(W) je miera absolitnej rizikovej
averzie odpovedajica u(W). Potom funkciu definovanid vztahom r,(W) = Wr(W)
nazgvame miera relativnej rizikovej averzie (RRA miera).

Investora, pre ktorého je r,(W) > 0, nazveme relativne rizikovo averzny. Za
predpokladu, ze majetok W nadobida len kladné hodnoty, investor je relativne
rizikovo averzny préave vtedy, ked je absolutne rizikovo averzny.

Absolutna aj relativna miera rizikovej averzie patria medzi lokalne miery ri-
zikovej averzie. Teraz si uvedieme priklad globalnej miery, a tym je Rubinstei-
nova rizikovo averzna miera. Podla [3| uvazujme hru w s normalnym rozdelenim
N(u,0?), potom Rubinsteinovou rizikovo averznou mierou budeme nazyvat fun-
kciu

WEW' (Ww)

Eu'(Ww)

Nevyhodou tejto miery je, ze okrem péar Specifickych pripadov, ma pomerne
zlozity tvar. Naopak jej pozitivna vlastnost sa vyuziva v tlohe maximalizacie
oCakévaného uzitku. Pokial maju dvaja investori rovnakd Rubinsteinovu mieru
rizika, tak maja aj rovnaké optiméalne portfolio.

Porovnéavat rizikova averziu dvoch investorov mézeme pomocou ich miery ab-
solutnej rizikovej averzie. Uvazujme dvoch investorov s uzitkovymi funkciami u; a
usy. Je prirodzené povazovat za menej rizikovo averzného investora toho, ktory je
menej ochotny podstipit riziko a teda si vzdy vyberie menej rizikovd investiciu,
ako druhy investor. Formalne zapisané, podla [6]:

R(W) = (1.20)

Definicia 8. Nech uy, uy su uZitkové funkcie dvoch investorov a nech ri, ro su
ich miery absolutnej rizikovej averzie. Pokial v nejakom bode W plati

(W) > ro(W)

potom investor s uzitkovou funkciou uy je lokdlne viac rizikovo averzny v bode W
ako investor s uzitkovou funkciou us.

Nakoniec tejto kapitoly si uvedme vetu, podla |2], ktord udava ekvivalentné
podmienky pre porovnanie rizikovej averzie dvoch investorov. Symbol C? oznacuje
triedu dvakréat diferencovatelnych funkcii.

Veta 3. Nasledujice styri podmienky su ekvivalentné:

(1) 11 (W) > ro(W) pre kazdé W,



(ii) 3g € C? pre ktoré g >0, ¢" < 0také, ze uy(W) = g(us(W)),
(1ii) T (W, F,) > ma(W, F,) pre kazdé W a kazdd hru w,

(iv) ui(uy *(x)) je konkdvna funkcia.

Dékaz. Vid [2].
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2. Klasifikacia azitkovych funkecii

Jednym zo sposobov ako klasifikovat uzitkové funkcie je podla miery rizikovej
averzie investora. Ak za mieru rizika rizikovo averzného investora pri aditivnom
pristupe ku hre budeme povazovat ARA mieru, potom takuto uzitkova funkciu
nazveme absolutne rizikovo averznou, teda ARA uzitkovou funkciou. Pokial sa
budeme zaoberat multiplikativnym pristupom ku hre a za mieru rizika rizikovo
averzného investora vezmeme relativne rizikovo averznu mieru, potom takiito
uzitkovi funkciu nazveme relativne rizikovo averzna (RRA) uzitkova funkcia.

Speciélnym pripadom je situacia, kedy je investor rizikovo averzny, ale so
vzrastajucim majetkom jeho rizikova prémia klesa. Teda napr. ¢im mé investor
vacsi majetok, tym mensiu ¢iastku pozaduje za to, aby pristipil na hranie spra-
vodlivej hry. Mieru rizika takéhoto investora nazveme DARA (decreasing absolute
risk aversion) mierou a jeho uzitkova funkciu DARA uzitkovou funkciou.

2.1 Uzitkové funkcie s konStantnou mierou riziko-
vej averzie

Dolezitym prikladom uzitkovych funkcii st funkcie s konstantnou mierou rizikovej
averzie, ¢i uz absolitnou, alebo relativnou. My sa budeme zaoberat pripadom
konStantnej miery absolitnej rizikovej averzie a funkcie s takouto mierou budeme
nazyvat CARA funkcie. V takomto pripade rizikova prémia nezavisi na majetku
investora W, ale iba na uvazovanej hre w.

Teraz si odvodime tvar CARA funkcie pre rizikovo averzného investora. Vie-
me, ze takyto investor mé kladnt mieru rizikovej averzie a preto budeme riesit
nasledovnu rovnicu

u//(W)

u' (W)

u' (W) + e/ (W) = 0.

RieSenie tejto diferencialnej rovnice je tvaru
UCARA(W) = CL€_CW + b. (2.1)

Aby funkcia ucaga splitala definiciu uzitkovej funkcie, musi pre i platit, ze
je neklesajica, a preto musime volit konstanty a <0, ¢ >0, b € R.
Tieto poznatky nam umoziuji sformulovat nasledujicu vetu, podla [5].

Veta 4. Dvakrdat diferencovatelnd uzitkovd funkcia je konStantne absolitne rizi-
kovo averznd prdve vtedy, ked je tvaru

UCARA(W) =ae” W +b a<0,c>0,b0€R. (22)

Konkrétne by pre investora rizikovo neutralneho, rizikovo averzného a oblu-
bujiceho riziko vyzerali uzitkové funkcie s konstatnou ARA mierou v uvedenom

poradi nasledovne.
u(W)~W pre r(W)=0 (2.3)
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u(W) ~ ==V pre r(W)=c>0 (2.4)
u(W)~e W pre r(W)=c<0 (2.5)

Zapis ug (W) ~ ug(W) znamend, Ze funkcie uq, ug st ekvivalentné, a teda, ze
existuju lubovolné konstanty a, b, (b > 0) také, ze uy (W) = a + bug(WW).

2.2 HARA funkcie

Vyznamnym a v praxi ¢asto vyuzivanym typom uzitkovych funkcii st hyperbo-
licky absolutne rizikovo averzné, tzv. HARA funkcie.

Definicia 9. [5/ Hovorime, Ze uZitkovd funkcia ugara je hyperbolicky absolitne
rizikovo averznd, ak pre jej absolutne rizikovi mieru platt

1
r(W) = aW +b

pre aW +b> 0. (2.6)

Pre a # 0 mozeme tvar HARA uzitkovej funkcie odvodit riesenim diferencial-
nej rovnice

u" (W) _d , B 1
W) —r(W) =———logu' (W) = WD

aw

Zintegrovanim a néslednou tpravou dostaneme
1

logu/ (W) = - log(aW +b) + ¢

(W) = co(aW +b)a. (2.7)

VyrieSenim poslednej rovnice ziskame tvar uzitkovej HARA funkcie:

U(W):ail(aW+b)%+d pre a#1,a#0,aW+b>0

uw(W) =clog(W+b)+d  pre W +b>0.

Aby bola funkcia neklesajica musime sa obmedzit na volbu konstant ¢ > 0 a
d € R. VoIbou a = 0 vidime, ze CARA funkcie su $pecidlnym pripadom HARA
funkcii. Tato skuto¢nost nas vedie k formulovaniu nasledujucej vety, podla [5].

Veta 5. Duvakrdt diferencovatelnd izitkovd funkcia je hyperbolicky absolitne rizi-
kovo averznd prdve vtedy, ked md jeden z nasledujicich tvarov

ugara(W) = afl(aVVij)a%1 +dprea#0, a#1, aW +b>0(2.8)
ugara(W) = clogW +b)+d pre W+b>0 (2.9)
ugara(W) = —ce tW +d pre b>0 (2.10)

kde ¢>0,deR.
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Iny zapis HARA funkcie je mozné odvodit, podla [2|, vyuzitim substiticie:
1 p

a=——, b=—, c=a’, d=0.
1—7 «

Konstantu d mozeme zvolit nulovi, pretoze jej hodnota nema vplyv pri prak-

tickom vyuziti HARA funkcii. Touto substiticiou dostaneme HARA funkciu de-

finovanu ako

1— aW
ugara(W) = S <—

L=y

5 +6) pre v#0, y#L (2.11)

Miera absolitnej rizikovej averzie takejto funkcie je potom tvaru

a(l —7)
r(W) = .
W)=+ Bl —7)
Funkcia absolutnej rizikovej obluby je linearna, z ¢oho je odvodeny alternativny
nazov HARA funkcii, a to LRT funkcie (linear risk tolerance).

1 W B

T(W):l—”y+a pre a#0, v#1. (2.13)

(2.12)

HW) =

Vol'bou konkrétnych hodnot parametrov a, b, ¢ dostaneme niekol'ko $pecific-
kych HARA funkcii. Uvedieme si ich aj s prisluSnou ARA mierou. Parameter d
zvolime vSade rovny 0.

(i) Mocninna HARA funkcia. Ziskame ju pre b = 0.

ugapa(W) = - i 1(aVV)a;1 kde ¢>0,a#0,a#1,aW >0 (2.14)
1

(ii) Kvadratickh HARA funkcia. Dostaneme ju volbou a = —1 do (2.8).

wara(W) = —%(b —W)?  pre ¢>0,b>W (2.16)

(W) = ﬁ (2.17)

(iii) Exponencidlna HARA funkcia. Konstantu a volime rovni 0.

ugara(W) = —ce™s”  pre ¢>0,b>0 (2.18)

1
r(W) = 3 (2.19)

(iv) Logaritmickda HARA funkcia. Volime a = 1.

ugapa(W) =clogW +b)+d  pre ¢>0,W+b>0 (2.20)

1
W)= 2.21
V) = s (221
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3. Analyza uzitkovej funkcie
Studenta MFF

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zostavenim azitkovej funkcie Studentov MFF,
dalej oznacovanych ako investori. Na zostavenie vhodnej uzitkovej funkcie inves-
tora, vyuzijeme znalost jeho averzie voci riziku, ktora je dana mierou rizikovej
averzie. Ako sme sa zmienili v Kapitole 2, existuje vztah medzi mierou absolitne;j
rizikove] averzie a rizikovou prémiou investora. Preto nadm na urcenie rizikovej
averzie postaci zistit hodnoty rizikovej prémie na réoznych hladinach investorovho
majetku a pomocou vztahu (1.14) uré¢it absolitne rizikovo averznt mieru. Aby
sme mohli vyuzit tento vztah musime uvazovat hru, ktorda ma dostatocne maly
rozptyl. Vzhladom k tomu, Ze sa budeme zaoberat spravodlivou hrou, zo vztahu
(1.7) vyplyva, Ze namiesto rizikovej prémie, moézeme pri poc¢itani pouzit hodnoty
poistovacej prémie.

Hodnoty poistovacej prémie investorov sme ziskali anketovym sposobom. Trid-
sat opytanych vyplnilo dotaznik, v ktorom sme uvazovali nasledujicu situaciu.
Predstavte si, ze mate isty pociato¢ny majetok W. Budete hrat hru w, pri kto-
rej s pravdepodobnostou % prehrate a s rovnakou pravdepodobnostou vyhréte.
Pokial hru prehrate, va§ majetok sa znizi o 1000 K¢, v pripade vyhry 1000
K¢ dostanete. Takato hra je spravodliva, pretoze jej stredn&d hodnota je rovné
Ew = % + %(—1) = 0. Vy vS8ak mate ti moc, Ze hru hrat nemusite, ale mozete
sa pred jej hranim poistit. Opytani odpovedali na otézku, kolko by boli ochot-
ni zaplatit, aby nemuseli hrat hru, a tak sa poistili pred pripadnou prehrou. V
kazdej otazke sme uvazovali rozny pociato¢ny majetok, a tak sme zistili hodnoty
poistovacej prémie na rozli¢nych hladindch majetku investorov. Konkrétne sme
uvazovali hladiny majetku rovné 1 000 K¢, 5 000 K¢, 10 000 K¢, 15 000 K¢, 20
000 K¢, 50 000 Ke, 100 000 K¢, 150 000 Ké a 200 000 K¢. Vysledky pre hladinu
majetku od 50 000K¢ vyssie sa ukézali ako nepouzitelné, takze d'alej budeme pra-
covat s najvyssou moznou troviou majetku 20 000 K¢. Presné znenie dotaznika
a odpovede 30 respondentov si uvedené v Prilohe 1.

Spomedzi vSetkych investorov sme vybrali Styroch, pre ktorych odhadneme
tvar uzitkovej funkcie. Prvym bude najviac rizikovo averzny investor. Podla Vety
3 vieme, Ze na porovnanie rizikovej averzie dvoch investorov nam staci porovnat
hodnoty ich poistovacej prémie. Takze najviac rizikovo averzného investora sme
vybrali tak, aby hodnota jeho poistovacej prémie na kazdej hladine majetku bo-
la vacsia, ako vSetkych ostatnych investorov. Tohto investora oznac¢ime I, jeho
poistovaciu prémiu 7 (W, F,,) a uzitkova funkciu u; (W). Dalej budeme skimat
uzitkovi funkciu uy (W) priemerného investora I . Hodnoty jeho poistovacej pré-
mie 7o (W, F,,) sme ur¢ili ako aritmeticky priemer v8etkych investorov. Za tretieho
investora sme vybrali medianového investora I3 , ¢ize takého, ktorého vyska pois-
tovacej prémie m3(W, F,,) je urCend ako median poistovacich prémii v8etkych in-
vestorov. Jeho uzitkovia funkciu oznac¢ime us(W). Poslednym investorom, ktorym
sa budeme zaoberat, bude najmenej rizikovo averzny, ktorého ur¢ime podobne
ako investora Iy, ale tentokrat budeme vyberat investora s najnizSou hodnotou
poistovacej prémie na kazdej hladine majetku W. Takyto investor bude oznaceny
I, jeho poistovacia prémia 7, (W, F,)) a uzitkova funkcia us(W). Investori 17 a I,

14



st skuto¢nymi investormi vybrati spomedzi 30 opytanych Studentov. Investorov
I5 a I3 sme urdili vypo¢tom a chapeme ich ako (priemerné a medianové) reprezen-
tativne pripady, ktoré ale nezodpovedaju ziadnemu z 30 opytanych respondentov.

V nasledujicej tabulke st uvedené hodnoty poistovacej prémie pre investorov

L, I, I, I .
Wo 1 5 10 15 20
nw(W,F,) | 05 0.5 0.5 0.5 0.5
(W, F,,) | 0.33695 | 0.26385 | 0.21535 | 0.1662 | 0.1451
ms(W,F,) | 035 | 0215 | 02 | 015 | 0.1
m(W,F,) | 008 | 006 | 0.04 0 0

Tabulka 3.1: Zistené hodnoty poistovacej prémie v tisicoch K¢.

Podla znamienka poistovacej prémie vieme, ze sa v prvych troch pripadoch
jednéd o rizikovo averzného investora. Investor I, sa tiez spociatku chova ako
rizikovo averzny, ale od hladiny majetku rovnej 15 000 K¢, sa sprava ako investor
rizikovo neutralny.

KedZze sa jedna o spravodliva hru na vypocet miery absolutnej rizikovej aver-
zie mozeme vyuzit vzfah (1.14). Rozptyl uvazovanej hry w je rovny 1. Takto
vypocitané hodnoty si zhrnieme do Tabulky 3.2. Hodnoty hladiny majetku su
udané v tisisoch K¢.

Wo 1 5 10 15 20
(W) | 1 1 1 1 1
r,(W) | 0.6739 | 0.5277 | 0.4307 | 0.3324 | 0.2902
(W) | 07 | 043 | 04 | 0.3 0.2
(W) | 016 | 0.12 | 0.08 0 0

Tabulka 3.2: Vypocitané hodnoty miery absolitnej rizikovej averzie.

Z Tabulky 3.2 vidime, Ze miera rizikovej averzie investora I; je konstantné. Pre
investorov Iy, I3 a I, musime tvar ARA miery odhadnit. Budeme predpokladat,
ze tato miera ma tvar r(W) = ﬁ, a teda sa jednd o HARA funkciu. Na
odhadnutie parametrov a, b pouzijeme software Mathematica a jej zabudovanu
funkciu, ktora odhaduje parametre funkcie pomocou met6dy najmensich stvorcov.
Tento priklad je uvedeny v Prilohe 2.

Dostali sme nasledovné predpisy ARA funkcii

(W) =1 (3.1)
1

W) = 3.2

(W) = (023277 1 1.37838 (3:2)
1

W) = 3.3

(W) = (153653 W + 1.30217 (3:3)
1

ra(W) (3.4)

~ 1.29983W + 4.66667
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Obr. 3.1: ARA miery - ¢ervenéd ri(W), modréa ro(W), zelena r3(W), oranzova
7’4(W).

Pre lepSie porovnanie si vSetky Styri miery rizikovej averzie zobrazime v jed-
nom obrazku.

Vidime, ze miera absolutnej rizikovej averzie investorov Iy, I3, I, ma klesajuci
charakter. To znamena, Ze ¢im vacsi majetok mé investor pred hranim hry w, tym
je viac ochotny podstupit riziko a naopak, neochotny platit za poistenie sa proti
hraniu tejto hry.

Z Obrazku 3.1 jasne vidime rozdiel medzi najviac a najmenej rizikovo averz-
nym investorom. Cervena ARA miera, ktord charakterizuje rizikovi averziu naj-
viac rizikovo averzného investora, nadobida v kazdom bode vécsiu hodnotu ako
ARA miery ostatnych investorov.

KedZze uz pozname mieru absolutnej rizikovej averzie investorov, dokazeme ur-
¢it aj tvar ich uzitkovych funkcii. Riesenim diferencialnej rovnice (W) = —Z/,/((XVV))
dostaneme predpis uzitkovej funkcie, ktory vSak bude zavisiet na dvoch konstan-
tach. Tie zvolime tak, aby v8etky funkcie prechadzali bodom [0,0] a v bode 20
nadobudali hodnotu 1. Takto budeme moct vypocitané funkcie lepsie porovnat.

Z Kapitoly 1.3 vieme, Ze pokial méa investor konstantna mieru absolutnej rizi-
kovej averzie, jeho uzitkova funkcia méa tvar (2.2). To nam potvrdzuje aj vypocet
ziskany prostrednictvom softwaru Mathematica. RieSenim diferenciélnej rovnice

tvaru — Zl,/((&/v)) = 1 pomocou tohto programu a dosadenim za konstanty sme dostali
takyto tvar uzitkovej funkcie investora Iy
20 20-W
e e

€20 —1 20 —71°

V ostatnych troch pripadoch bude mat uzitkova funkcia tvar (2.8). Jej predpis
1 u”(W)

sme znova ziskali rieSenim diferencialnej rovnice, tentokrat tvaru —— = PTUGR
Dosadenim za konstanty sme dostali nasledujice uzitkové funkcie
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16.7026

W) = 1.00034 — .

ua() (0.102327 W + 1.37833)5.77258 (3.6)
4.28697

W) = 1.00126 — -

ua(W) (0.153653 W + 1.30217)5-50817 (3.7)

ug(W) = 1.28894(1.29983 W + 4.66667)"2309% _ 1.83886. (3.8)

Vypocitané uzitkové funkcie si znazornime na Obréazku 3.2. Vidime, Ze naj-
menej rizikovo averzny investor méa uzitkova funkciu ,najmenej* konkdvnu. Jeho
uzitkové funkcia ma s narastajicim majetkom stale viac linearny charakter, preto-
ze investor je od hladiny majetku 15 000 K¢ rizikovo neutralny. Naopak "najviac"
konkévna je uzitkova funkcia investora, ktory je najviac rizikovo averzny. Od hod-
noty majetku 10 000 K¢, vSak tato funkcia takmer splyva s uzitkovymi funkciami
investorov Iy a Is.

u
10-

08"

0.6
04"

02!

0 5 10 15 20 W

Obr. 3.2: Uzitkové funkcie - cervena u; (W), modré uq (W), zelen us (W), oranzova
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4. Uloha optimalizacie portfdlia

Uzitkové funkcie mozeme vyuzit v tlohe zostavenia optimalneho portfolia, v ktorej
sa investor rozhoduje o rozdeleni svojho majetku medzi rozne investicie s rozli¢cnou
rizikovostou a jeho cielom je maximalizovat svoj uzitok.

Uvazujme investora, ktory sa rozhodol svoj majetok rozdelit medzi n investi-
cii za ucelom maximalizovat oCakavany uzitok z vysledného majetku a aditivny
pristup ku hre, ktort v naSom pripade predstavuje vyraz @ W. Tuto ulohu si
sformulujeme podla |[5].

max Eu(W, + ¢'W)

za podmienok Z W; =W,
i=1

W;>0,Vi=1,...n (4.1)

Wjy...pociatoCny majetok

o= (01,..., 0) ...ndhodny vektor vynosov investicii na jednotku majetku
W = (Wy,...,W,) ...rozdelenie majetku do investicii 1 az n

u ...uzitkova funkcia investora

Rovnako moézeme predpokladat multiplikativny pristup ku hre, vtedy bude
uloha maximalizacie ocakavaného uzitku tvaru

max Fu(Wy0'W)

za podmienok Z W; =1
i=1

W, >0,Vi=1,...n (4.2)

s tym rozdielom, ze v tomto pripade p; je sii¢tom vynosu investicie ¢ na jednotku
majetku a jednotky majetku.

V stvislosti s hfadanim extrémov funkcie, si sformulujeme podla |1] nasledu-
jucu vetu, ktord predstavuje postacujicu podmienku pre existenciu globalneho
extrému funkcie viacerych premennych.

Veta 6. Nech f : D — R je spojitd funkcia a D C R"™ je obmedzend a uzav-
retd mnozina. Potom f nadobida na mnozZine D globalne mazimum aj globdlne

Vzhl'adom k spojitosti uzitkovej funkcie a spojitosti funkcionélu strednej hod-
noty vidime, ze funkcia Eu(Wy+ @ W) v (4.1) je spojitda v W. NavySe podmienky
tlohy (4.1) ur¢uji mnozinu pripustnych rieseni, ktora je obmedzena a uzavreta.
Veta 6 teda zarucuje existenciu optimalneho rieSenia tlohy (4.1). Analogicky mo-
zeme odovodnit existenciu optiméalneho rieSenia tlohy (4.2).
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Nasledujtca veta, podla [5], odhaduje maximalnu o¢akavani odchylku, ktora
nastane pokial v tlohe (4.1) nahradime uzitkova funkciu u; funkciou g, pre ktoré
plati, Zze ich ARA miery sa od seba liSia maximalne o ¢.

Veta 7. Nech @ = (01,02, ---, 0n)" je ndhodny vektor vynosov n investicii, kto-
ré st obmedzené a Wy je pociatocny magjetok investora. Nech {(a,b) je interval
taky, ze Wo + @W € (a,b) pre lubovolné W; > 0, pre ktoré plati W =
Wo. Nech uy (W), ua(W) s dvakrdt diferencovatelné, rastice uzZitkové funkcie a
ri(W), ro(W) im prislichajice miery absolitne rizikovej averzie spliiujice

|1 (W) = (W) <0

pre kazdé W € {(a,b) a vopred zvolené . Potom pre optimdlne riesenie W1, resp.
W2, dilohy (4.1) pri pouZiti funkcii uy (W), resp. ua(W), plati

Eul(Wo + Q’Wl) — Eul(Wo + Qlwz) < [ul(b) — ul(a)](e%(b_“) — 1) (43)

Dékaz. Vid [5]. O

Teraz si uvedieme tlohu, v ktorej predpokladame, ze cenné papiere, do ktorych
planuje investor rozdelit svoj majetok, maja konkrétnu hodnotu, a teda nemo-
ze do nich investovat dplne I'ubovolnu sumu penazi. Budeme uvazovat aditivny

pristup ku hre.
max Eu(W, + o’ PW)

za podmienok p'W < W,
W, € Np,Vi=1,..,n (4.4)

Wjy...pociatoCny majetok

o = (01, -, 0n) ..ndhodny vektor vynosov investicii pripadajucich na jednotku
majetku

W = (W, ..., W,) ...pocet jednotlivych cennych papierov

u ...uzitkova funkcia investora

y4

) O

P = diag(p1,p2y .., Pn) = O ' (4.5)

Pn

kde p = (p1, ..., pn) je vektor cien cennych papierov.

4.1 Optimalne portfélio Studenta MFF

V tejto Casti sa budeme zaoberat zostavenim optiméalneho portfolia investorov,
ktorych uzitkové funkcie sme odvodili v Kapitole 3. Budeme uvazovat portfolio
tvorené desiatimi akciami, AAA Auto Group N.V. (AAA), CENTRAL EURO-
PEAN MEDIA ENTERPRISES LTD, (CETV), CEZ, a.s. (CEZ), Erste Group
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Bank AG (ERSTE), Komeré¢ni banka, a.s. (KOMB), Orco Property Group S.A.
(ORCO), PEGAS NONWOVENS SA (PEGAS), Philip Morris CR a.s. (PHILL),
Telefonica Czech Republic, a.s. (TELE), UNIPETROL, a.s. (UNI), s ktorymi sa
obchoduje na Prazskej burze cennych papierov v . SPADe od 9. 11. 2007 do 30.
3. 2012. Uvazujeme tyzdiiové vynosy tychto aktiv g,, 7 = 1,...,299 upravené o
dividendy. Data st prebraté z |4|. Pre lepsiu predstavu o vynosnosti uvazovanych
akcii si uvedieme v Tabulke 4.1 priemerné tyzdiiové vynosy a rozptyly tychto
VYNOSOV.

AAA CETV CEZ ERSTE | KOMB
priemer | -0.00204 | -0.00707 | -0.00063 | -0.00167 | 0.0018
rozptyl | 0.005106 | 0.009861 | 0.001639 | 0.006296 | 0.002932

ORCO | PEGAS | PHILL TELE UNI
priemer | -0.01006 | -0.00045 | 0.0035 | 0.000434 | -0.00143
rozptyl | 0.008769 | 0.001575 | 0,001346 | 0,000705 | 0,002551

Tabulka 4.1: Aritmeticky priemer a rozptyl vynosov akcii.

Ulohu budeme riegit v tvare (4.1), ktory si moézeme prepisat ako

229
1 3 /
Z — Imax @ 'LL(W() + 0; W)

i=1

10
za podmienok Z W; =W,
i=1

W;>0,Vi=1,..,10 (4.6)

Za pociatocny majetok investora zvolime postupne 2 000 K¢, 4 000 K¢, 6 000
K¢, 8 000 K¢, 10 000 K¢ a 12 000 K¢. Investor chce cely tento majetok investovat
do desiatich akcii, tak aby maximalizoval ocakavany uzitok z vysledného majet-
ku. Predpokladame, Ze nie je povoleny predaj nakratko, o ¢om hovori podmien-
ka W; > 0,Vi = 1,...,10. Ulohu maximalizicie vypo¢itame pomocou softwaru
Mathematica, zabudovanou funkciou Maximize. Zdrojovy kod tohto programu je
uvedeny v Prilohe 2. V nasledujticich Styroch tabulkdch si uvedieme vysledok
ulohy (4.6) pre investorov z Kapitoly 3. V kazdom riadku tabulky je uvedené
optimélne portfélio pri pociato¢nom majetku Wy, hodnota z udava ocakavany
uzitok investora pri takomto portfoliu.
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Wy z Wi | Wo | Wy | Wy | W5 | We | Wr | Wg | Wy | Wi
2000 | 0.865246 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 0
4000 | 0.981749 0 0 0 0 128 0 0 3358 | 514 0
6000 0.99752 0 0 0 0 32 0 0 | 3981 | 1987 0
8000 | 0.999662 | O 0 0 0 0 0 0 | 4623 | 3377 0
10000 | 0.999954 | 0 0 0 0 0 0 0 | 5307 | 4693 0
12000 | 0.999994 | 0 0 0 0 0 0 0 | 6069 | 5931 0

Tabulka 4.2: Optimalne portfélio najviac rizikovo averzného investora I; s uzit-
kovou funkciou (3.5).

Wy z Wi | Wy | Wy | Wy | W5 | We | Wr | Wg | Wy | Wi
2000 | 0.704242 | O 0 0 0 0 0 0 | 2000 0 0
4000 | 0.898529 | O 0 0 0 0 0 0 | 4000 0 0
6000 | 0.960998 | O 0 0 0 1741 0 0 | 5826 0 0
8000 | 0.983647 | O 0 0 0 |301] O 0 | 7156 | 543 0
10000 | 0.992694 0 0 0 0 275 0 0 8204 | 1521 0
12000 | 0.996606 0 0 0 0 246 0 0 9256 | 2498 0

Tabulka 4.3: Optimalne portfolio priemerného investora I, s uzitkovou funkciou
(3.6).

WO z Wl W2 W3 W4 W5 W6 W7 Wg Wg WlO
2000 | 0.69046 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 0
4000 | 0.88266 0 0 0 0 0 0 0 4000 0 0
6000 | 0.948983 | 0 0 0 0 41 0 0 9959 0 0
8000 | 0.975629 | 0 0 0 0 297 0O 0 7703 0 0
10000 | 0.98762 0 0 0 0 139 | O 0 9151 | 453 0
12000 | 0.993515 | 0 0 0 0 1393 | O 0 | 10414 | 1193 0

Tabulka 4.4: Optiméalne portfolio medidnového investora I3 s uZitkovou funkciou
(3.7).

W() z W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 Wg Wg W10
2000 | 0.198311 | O 0 0 0 0 0 0 2000 0 0
4000 | 0.347478 | O 0 0 0 0 0 0 4000 0 0
6000 | 0.46882 0 0 0 0 0 0 0 6000 0 0
8000 | 0.571984 | 0O 0 0 0 0 0 0 8000 0 0
10000 | 0.662227 | 0 0 0 0 0 0 0 | 10000 | O 0
12000 | 0.742756 | 0 0 0 0 0 0 0 | 12000 | O 0

Tabulka 4.5: Optiméalne portfolio najmenej rizikovo averzného investora I s uzit-
kovou funkciou (3.8).
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Z Tabulky 4.2 vidime, Ze najviac rizikovo averzny investor pri poc¢iato¢nom ma-
jetku 2 000 K¢ investuje vSetok svoj majetok do akcie Philip Morris CR a.s., ktora
mé najvacsi priemerny vynos. So zvySujucim sa pociatoénym majetkom ho vSak
deli aj medzi akciu Telefonica Czech Republic, a.s., ktora mé sice nizsi vynos, ale
kedZe tento investor je voc¢i riziku najviac averzny, neinvestuje svoj majetok len
do jednej akcie.

Priemerny investor a medianovy investor maji optimélne portfolio takmer
rovnaké. Dovodom je velmi podobna uzitkova funkcia, ¢o si mézeme viimnut na
Obréazku 3.2. Tito investori by po pociato¢ny majetok 4 000 K¢ investovali len do
akcie Philip Morris CR a.s.. Pri vys$Som pociatofnom majetku by svoj majetok
rozdelili sice do viacerych investicii, ale najvicsiu ¢iastku by vzdy investovali do
akcie Philip Morris CR as. s najvacsim priemernym vynosom.

Investor, ktory je najmenej rizikovo averzny by na kazdej hladine pociato¢ného
majetku investoval vSetko do akcie Philip Morris CR a.s., pretoze ma najvacsi
priemerny vynos. Tento investor sa skoro vobec nestara o rizikovost investicie, z
Obréazku 3.2 vidime, Ze jeho uzitkova funkcia je takmer linedrna a teda je tento
investor skoro rizikovo neutralny.

4.2 Aproximacia optimalneho oc¢akavaného tzitku

KedZe v praxi ¢asto nepozname presny tvar uzitkovej funkcie investora, mozeme
pouzit na vypocet jeho optimalneho portfolia nejaky odhad uzitkovej funkcie.
Ak pre tieto funkcie plati, Ze im prislichajice ARA miery sa liSia najviac o 4,
vieme podla Vety 7 odhadntt maximalnu odchylku ocakavaného uzitku, kto-
rej sa pri takomto vypocte dopustime. Vetu 7 si teraz aplikujeme na azitkové
funkcie vypocitané v Kapitole 3. Za skuto¢nu uzitkovi funkciu budeme pova-
zovat funkciu (3.6) priemeného investora. Oznacme si &; konstantu, ktord spliia
| ro(W) —ry(W) |< 0, prei = 1,3,4a VW € (a,b). Funkcie r;(WW) st ARA mie-
ry vypocitané v Kapitole 3 a interval (a,b) udava hodnoty koncového majetku,
ktoré moze W nadobudat po hre, ¢ize plati Wy + oW € (a,b) pre Tubovolné
W; > 0 spliujuce I’'W = W,. Tabulka 4.6 udava maximalne rozdiely ARA mier
na intervaloch (a,b) pre jednotlivé hodnoty pociato¢ného majetku.

W(] <a, b> 51 53 54
2000 | (1.12,3.32) | 0.417964 | 0.0302507 | 0.506467
4000 | (2.24,6.64) | 0.514052 | 0.0553642 | 0.490093
6000 | (3.37,9.96) | 0.582909 | 0.0640529 | 0.469776
8000 | (4.49,13.28) | 0.634674 | 0.0661648 | 0.448909
10000 | (5.61,16.6) | 0.675009 | 0.0654402 | 0.42856
12000 | (6.73,19.92) | 0.707323 | 0.0634738 | 0.409238

Tabulka 4.6: Rozdiely ARA mier.

Oznatme

li = EUQ(W(] + Qlwz) — EUQ(W(] + Q,Wi)

pre i = 1,3, 4 rozdiel ocakavaného uzitku investora s uzitkovou funkciou (3.6) pri
optimalnom portfoliu W? a tzitku tohto investora pri optimalnom portfoliu W,
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Portfolio W* odpovedéa optiméalnemu portfoliu investora s uzitkovou funkciou w;
z Kapitoly 3. Dalej si ozna¢me

pre 1 =

pi = [ug(D) — ug(a)] (=) —

1,3,4. V Tabulke 4.7 porovname skuto¢ny rozdiel ocakavaného uzitku

investorov po nahradeni uzitkovej funkcie priemerného investora I, funkciami
investorov Iy, I, a I, a odhad tohto rozdielu vypocitaného na zaklade Vety 7.

Wo L p1 I3 P3 ly P4
2000 | 3.507*10~ 1 2.211 1.087%10~ 11 | 0.402 | 1.989*10~ 1 | 3.265
4000 | 3.206*%10~° 21.175 -5.564%10712 [ 0.374 | 6.263*10~12 | 17.149
6000 | 2.899*10~° 289.322 2.225%10~7 | 0.310 | 3.806*10~7 | 65.134
8000 | 1.445*10°° 5450.46 6.150¥10~7 | 0.249 | 1.499*10-6 | 208.035
10000 | 7.094*10~© 128549 7.763%10~7 | 0.195 | 2.439*10°% | 570.848
12000 | 3.512%107% | 3.58607*10% | 4.794*10~7 | 0.151 | 2.38043*10° | 1378.95

Tabulka 4.7: Skuto¢na a vypocitana odchylka o¢akavaného uzitku.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali tematike azitkovych funkcii, ich tvaru v zavislosti
od postoja investora k riziku a ich klasifikaciou. Zadefinovany bol pojem rizikovej
prémie a miery rizikovej averzie investora. Na zaklade tychto poznatkov sme v
tretej kapitole urcovali vhodny tvar uzitkovej funkcie investorov podla ich hod-
noty poistovacej prémie. Ta sme ziskali anketovym sposobom. Zo vztahu medzi
poistovacou prémiou a mierou absolitnej rizikovej averzie sme ur¢ili ARA mieru
pre Styroch investorov, ktorych sme vybrali tak, aby mali rozny tvar uzitkovej
funkcie. Pre kazdého z nich sme vypocitali jeho tzitkovi funkciu. V poslednej ka-
pitole sme sa venovali tlohe optimalizacie portfolia investorov, ktorych azitkové
funkcie sme vypocitali. Uvazovali sme portfolio akcii, ktoré sa obchoduji na Praz-
skej burze cennych papierov v.SPADe. Zistili sme, ze investor, ktory je najviac
rizikovo averzny by svoj majetok rozdeloval do dvoch akcii, a to Philip Morris CR
a.s. a Telefonica Czech Republic, a.s.. Naopak najmenej rizikovo averzny investor
by vSetok svoj majetok investoval do investicie s najvacSim priemernym vyno-
som, ktord predstavuje akcia Philip Morris CR a.s., bez ohladu na jej rizikovost.
Ukéazalo sa, Ze investori, ktori mali velmi podobnu uzitkova funkciu, by si aj svo-
je optimalne portfolio zostavili priblizne rovnako. V poslednej casti tejto préce
sme odhadovali maximéalnu odchylku o¢akédvaného uzitku, v pripade, ze by sme za
uzitkovu funkciu investora zobrali int Gzitkova funkciu s priblizne rovnakou ARA
mierou. Za skuto¢na azitkovi funkciu investora sme povazovali uzitkova funkciu
priemerného investora z tretej kapitoly. Zistili sme, Ze najmensia odchylka je pri
investorovi medianovom, pretoze ma s priemernym investorom takmer rovnaku
uzitkova funkciu a takisto aj mieru absolatnej rizikovej averzie.
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Prilohy

K praci je prilozené CD, ktoré obsahuje tuto pracu v PDF formate, sibor Prilo-
hal, v ktorom je znenie dotaznika, pouzitého v tretej kapitole a odpovede na tento
dotaznik. f)alej obsahuje sibory Priloha2.nb, ktorym sme pocitali tvar ARA mier
a uzitkovych funkcii a Priloha3.nb, ktory pocita tlohu optimélizacie portfolia a
aproximéciu optimalneho oc¢akavaného uzitku. Stibor data burza.xlsx je potreb-
ny pre optimaliza¢nu ulohu, obsahuje tyZdenné vynosy akcii obchodovatelnych
na Prazskej burze cennych papierov v.SPADe.

Priloha 1 - Dotaznik

Predstavte si, Ze ste si prave zarobili na brigdde urcitd sumu penazi. Predtym, ako
Vam géf vyplati peniaze, si s nim zahrate hru. V tejto hre s pravdepodobnostou
% vyhrate a s rovnakou pravdepodobnostou prehrate. Na zaciatku hry sa stanovi
suma, o ktora budete hrat. Pokial hru prehréate, dand sumu budete musiet zaplatit
vy. Pokial hru naopak vyhrate, dohodnutu ¢iastku penazi Vam $éf daruje. Vy
mate ale ti moc, $éfa presved¢it, aby od tejto hry odstupil. A kedZe ste na svoje
peniaze velmi tazko pracovali, boli by ste radi, keby Vam aj niec¢o zostalo. To
vSak bude nieco stat a mna by zaujimalo, kol'ko ste ochotni zaplatit za to, Ze si
poistite svoj majetok a nebudete musiet riskovat, ze o jeho Cast pridete. Uvedme
si priklad: Nech je Va§ majetok rovny sume 10 000 K¢ a my budeme hrat o 1 000
K¢. To znamené, ze ak vyhrate, ¢o sa moze stat s polovi¢nou pravdepodobnostou,
dostanete odo mna 1 000 K¢ a tym sa V&S majetok zvysi na 11 000 K¢é. Avsak ak
prehrate, budete musiet 1 000 K¢ zaplatit vy a VAas majetok klesne na hodnotu
9 000 K¢. Kedze 1 000 K¢ nie je prave najmensia suma penazi, mozete uvazit
moznost sa proti tejto hre poistit. Moja otazka teda znie, kolTko najviac by ste mi
boli ochotny zaplatit, aby ste hrat nemuseli. Vasa odpoved moze napriklad zniet
200 Ké. Ak Vam navrhnem moznost zaplatit mi len 150 K¢, tym padom nehrat
hru, tak by ste mi ich radsej dali a ostali na sume 9 850 K¢. Ale ak by som Vam
navrhla sumu vo vyske 300 K¢, vy by ste sa rozhodli radsej hrat. Riskovali by ste
teda, ze prehrate dohodnutych 1 000 K¢.

Takze teraz naostro. Hrame sa hru opisant vyssie. Snazte sa rozmyslat tak,
akoby sme hrali o redlne peniaze. Vzdy budeme hrat o sumu 1 000 K¢.

V& majetok je rovny sume 1 000 (5 000, 10 000, 15 000, 20 000, 50 000, 100
000, 150 000, 200 000) Ké&. Kolko ste ochotny zaplatif, aby ste sa nemuseli hru
hrat, a tak sa poistit pred pripadnou prehrou?
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Wy | 1000 | 5000 | 10000 | 15000 | 20000 | 50000 | 100000 | 150000 | 200000
1 | 500 | 300 | 200 200 100 100 20 20 50
2 | 500 | 250 100 100 80 20 20 0 0
3 | 100 | 200 | 300 200 150 100 100 0 0
4 | 350 | 325 | 300 250 200 150 100 20 0
5 | 350 | 200 100 100 50 0 0 0 0
6 | 500 | 500 | 400 350 300 200 100 100 100
7 | 500 | 300 100 50 30 0 0 0 0
8 | 500 | 500 | 500 400 400 200 100 100 100
9 | 200 | 200 100 0 0 0 0 0 0
10 | 499 | 450 | 400 350 300 200 100 20 0
11 | 150 | 100 100 50 0 0 0 0 0
12 | 450 | 300 | 200 100 100 0 0 0 0
13 | 50 | 200 | 200 200 0 0 0 0 0
14 | 500 | 350 | 200 150 90 20 25 10 5
15 | 400 | 400 | 350 300 300 150 100 100 100
16 | 200 | 200 | 200 200 200 200 200 200 200
17 ] 300 | 300 | 250 200 200 100 100 0 0
18 | 100 | 100 150 150 200 200 150 150 150
19 | 380 | 230 120 86 23 0 0 0 0
20 | 200 | 100 20 0 0 0 0 0 0
21 | 400 | 400 | 350 350 300 100 0 0 0
22 | 300 | 200 150 100 100 20 30 20 10
23 | 350 | 250 | 200 150 100 0 0 0 0
24 1 500 | 500 | 500 500 200 200 200 200 200
25 | 300 | 200 100 0 0 0 0 0 0
26 | 400 | 200 100 50 0 0 0 0 0
27 1 350 | 200 | 200 100 100 100 100 100 100
28 | 200 | 200 100 100 100 100 20 20 50
29 | 80 60 40 0 0 0 0 0 0
30 | 500 | 200 | 400 200 400 200 100 20 0

Tabulka 4.8: Odpovede dotaznika.
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Priloha 2

konst = 1;

solV = DSolve[—y”[z]/y'[z] == 1, y, z];

solVk = Solve[(y[0]/.solV) == 0&&(y[20]/.s0lV) == 1, {C[1], C[2]}];
model = L4

dataP = {{1,0.6739}, {5,0.5277}, {10, 0.4307}, {15, 0.3324}, {20, 0.2002} };
fitP = FindFit[dataP, model, {a, b}, z];

solP = DSolve[—y”[z]/y'[z] == model/ fitP, y, z];

solPk = Solve[(y[0]/.solP) == 0&&(y[20]/.solP) == 1, {C[1], C[2]}];
dataM = {{1,0.7}, {5,0.43}, {10, 0.4}, {15,0.3}, {20,0.2} };

fitM = FindFit[dataM, model, {a, b}, z];

solM = DSolve[—y”[z]/y'[z] == model/ .fitM, y, z];

solMk = Solve[(y[0]/.solM) == 0&&(y[20]/.solM) == 1, {C[1], C[2]}];
dataL = {{1,0.16}, {5,0.12}, {10, 0.08}, {15, 0}, {20,0}};

fitL = FindFit[dataL, model, {a, b}, z];

solL. = DSolve[—y”[z]/y'[z] == model/ fitL, y, z];

solLk = Solve[(y[0]/.solL) == 0&&(y[20]/.solL) == 1,{C[1], C[2]}];
grafl = Plot[{Evaluate[y[z]/.solV/.s0lVk], Evaluate[y|z]/.solP/.solPk],
Evaluate[y[z]/.solM/.solMk], Evaluate[y[z]/.solL/.solLk|}, {z, 0, 20},
PlotRange — {0, 1.05}, PlotStyle — {Red, Darker[Blue|, Darker[Green], Orange},
AxesLabel — {Style[W, Italic, 18], Style[u, Italic, 18]},

TicksStyle — Directive[Black, 12]];

Export[“uzitkove.pdf”, grafl];

graf2 = Plot[{1, model/ .fitP, model/ .fitM, model/ fitL}, {z, 0, 20},

PlotRange — {0, 1.05}, PlotStyle — {Red, Darker[Blue|, Darker[Green], Orange},
AxesLabel — {Style[W, Italic, 16], Style[“r(W)”, Italic, 16]},

TicksStyle — Directive[Black, 12]];

Export[“ARA.eps”, graf2];

Export[“uzitkove.eps”, grafl];
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Priloha 3

ulx_|:= — (E"20/(E z % (—1 + E"20))) + E*20/(—1 + E"20);

u2lx_]:= — (16.7026/(1.37838 + 0.102327 * £)"8.77258) + 1.00034;
udfx_]:= — (4.28697/(1.30217 + 0.153653 * 2)"5.50817) + 1.00126;
ud[x_]:=1.28894 x (4.66667 + 1.29983 * £)"0.230666 — 1.83886;
SetDirectory [NotebookDirectory(]];

dataBCPP = Import[“data_ burza.xlsx”);

z = {x1,x2, x3, x4, x5, x6,x7, x8, x9, x10};

ro = Table[dataBCPP|[[1, 4]], {z, 1,229}];

X0 = {2,4,6,8,10,12};

m1 = Table[(1/229) * Sum[ul[{ro[[¢]]}.2 + xO[[5]]], {Z, 1,229}, {4, 1, 6};

m2 = Table[(1/229) * Sum[u2[{ro[[¢]]}.2 + xO[[5]]], {Z, 1,229}, {4, 1, 6}];

m3 = Table[(1/229) * Sum[u3[{ro[[¢]]}.z + xO[[7]]], {i, 1,229}], {4, 1, 6}];

m4 = Table[(1/229) * Sum[u4[{ro[[¢]]}.z + xO[[7]]], {i, 1,229}], {4, 1, 6}];
podm = Table[And@@Thread[z>=0]&& Total[z]==x0[[¢]], {1, 1, 6}];

t1b = Table[Maximize[{m1[[z, 1]], podm][[¢]]}, 2], {, 1, 6}];

s1 = (Round[#1]&)/@(1000 * #1&)/Q@Table[z/.t1b[[i, 2]], {1, 1, 6}];

t2b = Table[Maximize[{m2[[¢, 1]], podm[[¢]]}, z], {3, 1, 6}];

s2 = (Round[#1]&)/@(1000 * #1&)/@QTable[z/.t2b[[i, 2]], {i, 1, 6}];

t3b = Table[Maximize[{m3([z, 1]], podm][[i]]}, 2], {i, 1, 6}];

s3 = (Round[#1]&)/@(1000 * #1&)/Q@Table[z/.t3b][i, 2]], {4, 1, 6}];

t4b = Table[Maximize[{m4[[z, 1]], podm][¢]]}, 2], {, 1, 6}];

s4 = (Round[#1]&)/@(1000 * #1&)/@QTable[z/.t4b][[i, 2]], {, 1, 6}];
rl[x_]:=1;

r2[x_]:=(0.102327 %  + 1.37838)"(—1);

r3[x_]:=(0.153653 * = + 1.30217)"(—1);

rd[x_]:=(1.29983 x z + 4.6667)"(—1);

uzil = Table[m2[[#]]/.t1b][[, 2]], {2, 1, 6}];

uzi2 = Table[m2[[]]/.t2b][[, 2]], {2, 1, 6}];

uzi3 = Table[m2[[3]]/.t3b][[, 2]], {2, 1, 6}];

uzi4 = Table[m2([]]/.t4b][[, 2]], {¢, 1, 6}];

rozl = Table[uzi2[[i]] — uzil[[d]], {, 1, 6}];

roz3 = Table[uzi2[[i]] — uzi3[[d]], {, 1, 6}];

roz4 = Table[uzi2[[i]] — uzi4[[d]], {7, 1, 6}];

min = —(0.43884;

max = 0.660377;

a = (Round[#1, 0.01]&)/@Table[x0[[#]] + min *xO[[z]], {2, 1, 6}];

b = (Round[#1, 0.01]&)/@Table[x0[[¢]] + max *x0[[z]], {2, 1, 6}];

d1 = Table[Max[Abs[r2[a[[z]]] — r1[a[[]]]], Abs[r2[b[[c]]] — r1[b{[z]]]]], {z, 1, 6}];
d3 = Table[Max[Abs[r2[a|[z]]] — r3[a[[z]]]], Abs[r2([b[[c]]] — x3[b{[z]]]]], {z, 1, 6}];
d4 = Table[Max[Abs[r2[a[[z]]] — r4[a[[s]]]], Abs[r2(b{[z]]] — r4[b[[e]]]]], {z, 1, 6}];
PS1 = Table[(u2(b[[e]] — u2[a[[i]]]) * E"(2 * d1[[z]] * (¥[[#] — a[[2]])), {z, 1, 6}];
PS3 = Table[(u2(b[[]] — u2[a[[i]]]) * E"(2 * d3[[z]] * (¥[[#] - a[[i]])), {z, 1, 6}];
PS4 = Table[(u2(b[[e]] — u2[a[[i]l]) * E"(2 * d4[[z]] = (b[[i]] - a[[il])), {z, 1, 6}];
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