Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Jan Kubu

Testovani hypotéz ve finan¢nich ¢asovych radach

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky
Vedouci bakalarské prace: RNDr. Jitka Zichova, Dr.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Finan¢ni matematika
Praha 2012



Rad bych na tomto misté podékoval vedouci mé bakalaiské prace, RNDr. Jitce Zi-
chové, Dr., za cenné pripominky a podnéty k této praci, poskytnuti pottebné literatury
a jejl Cas straveny na konzultacich.



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou praci vypracoval samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych pramenti, literatury a dalsich odbornych zdrojt.

Beru na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze zdkona
¢. 121/2000 Sb., autorského zékona v platném znéni, zejména skutecnost, ze Univerzita
Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licenc¢ni smlouvy o uziti této prace jako skolniho
dila podle § 60 odst. 1 autorského zakona.

V PRAZE DNE 13. 5. 2012 JAN KuBU



Nazev prace: Testovani hypotéz ve financ¢nich ¢asovych fadach

Autor: Jan Kubt

Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Jitka Zichova, Dr., Katedra pravdépodobnosti a ma-
tematické statistiky

e-mail vedouciho: zichova@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Finan¢ni data maji ¢asto podobu c¢asovych tad, v takovych pfipadech se
jejich analyza provadi za pomoci statistickych metod pro casové fady. V praci jsou po-
psany vybrané parametrické a neparametrické testy hypotézy nahodné prochazky. Testy
jsou konstruovany proti obecnym alternativam vzajemné korelovanosti hodnot, ale i proti
alternativam trendu a alternativam cyklické struktury dat. Prace poskytuje teoreticka vy-
chodiska téchto testu a také jejich aplikace na realna financéni data.

Kli¢ova slova: Casova fada, testovani hypotéz, hypotéza ndhodné prochéazky.

Title: Hypotheses Testing in Financial Time Series

Author: Jan Kubi

Department: Department of probability and mathematical statistics

Supervisor: RNDr. Jitka Zichova, Dr., Department of probability and mathematical
statistics

Supervisor’s e-mail address: zichova@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: Financial data often take the form of time series. In such cases, their analysis
is performed using statistical methods for time series. The thesis describes selected pa-
rametric and nonparametric tests of random walk hypothesis. Tests are designed against
common mutual correlation alternatives but also against trend and cyclic data structure
alternatives. The thesis provides the theoretical basis of these tests and their application
to real financial data.

Keywords: Time series, hypothesis testing, random walk hypothesis.



Obsah

Uvod

1 Zakladni pojmy a metody
1.1 Casovaifada . . . . . . .. ..
1.2 Korela¢ni analyza . . . . . . . . ...

1.3 Testovani hypotéz . . . . . . . . . . . . .

2 Statistické testovani
2.1 Hypotéza ndhodné prochézky . . . . ... ... . ... ... ... ..
2.2 Odhad autokorela¢ni funkce . . . . . . .. ... ...
2.3 Testovani hypotézy ndhodné prochazky . . . . . .. .. .. .. ... ...
2.3.1 Autokorelacnitesty . . . . . . . ...
2.3.2 Spektralnitesty . . . . . .. ..o
2.3.3 Neparametrické testy . . . . . .. .. ..o
24 Trend vcasové fade€ . . . . . . . . . ..
2.4.1 Spektralni hustota financ¢ni casové rfady s trendem . . . . . . . ..

2.5 Testovani hypotézy nahodné prochéazky proti alternativé trendu v casové
fadé . . . . . e

2.5.1 Test ,T*“ hypotézy ndhodné prochazky proti alternativeé trendu .

2.5.2  Spektralni test ,,fo“ hypotézy ndhodné prochazky proti alternative
trendu . . ...

3 Aplikace testu na realna financ¢ni data
3.1 Prepocet vynost . . . . . . . . .. .
3.2 Analyzovand data . . . . . . ...

3.2.1 Index PX . . . .o,

10
10
11
12

14
14
15
17
17
18
20
22
24

25
25

27



3.3 Testy

3.3.5

Literatura

Kurz CZK/USD . . . . ..
Simulace . . . . . .. Lo
Autokorelaéni testy . . . . . . . . .. ...
Spektralni analyza . . . . .. .. .. oL
Neparametrické testy . . . . . . . . .. ... oL

Test hypotézy nahodné prochazky proti alternativeé trendu v ¢asové
fadé . . . . e

Shrnuti . . . . . .

Seznam tabulek

Seznam obrazku

38

39

40



Uvod

Financ¢ni data maji casto charakter c¢asové rady. Jejich zkouméani v takovych pripadech
provadime pomoci metod analyzy ¢asovych fad. Casto nas zajima existence néjaké za-
konitosti, ktera ¥idi vyvoj dat. Jeji nalezeni mize byt uzitecné naptiklad pro predikce
budouciho vyvoje, nebo pri vysvétlovani chovani dat v minulosti. Stochastickym mode-
lem miize byt rostouci nebo klesajici trend v ¢asové fade, cyklické opakovani vyvoje rady,
pripadné jen vysokéd mira korelace mezi hodnotami navzajem. Proti tomu stoji hypotéza
nahodné prochazky, ktera predpoklada, ze se hodnoty fady chovaji zcela ndhodné a nijak
na sobé vzajemné nezavisi. V praci se budeme zabyvat pravé testovanim této hypotézy
proti riznym alternativam.

Testy jsou prevzaty z knihy [9], kde je uveden jejich struény prehled. V textu prace jsou
provedena odvozeni vybranych vlastnosti testt, kterd v [9] nejsou zpracovana. V piipadé

vvvvvv

V prvni kapitole uvedeme definice zakladnich pojmt z oblasti ¢asovych fad, korelacni
analyzy a testovani hypotéz, které pak budeme pii testovani pouzivat. Ve druhé kapi-
tole se zamérime na teoretickd vychodiska pro analyzu dat. Nejprve uvedeme definici
hypotézy nahodné prochazky v té podobé, kterou budeme testovat. Seznamime se s bo-
dovymi odhady autokorela¢nich funkci a jejich vlastnostmi, ze kterych pak vyjdeme pfti
konstrukci autokorelac¢nich, spektralnich a trendovych testi. V sekci o autokorela¢nich
testech odvodime jak zakladni autokorela¢ni test, zkoumajici jen korelaci hodnot, které
po sobé bezprostiedné nasleduji, tak i testy, které berou v tivahu vice rtiznych korela¢nich
koeficientt. V sekci o spektralni analyze uvedeme definici spektralni hustoty a pomoci
jejiho odhadu sestavime test hypotézy ndhodné prochazky proti hypotéze cyklt konkrétni
periody, ale i komplexni test proti alternativé cykla rtiznych period.

Nez se pustime do testovani alternativy trendu, uvedeme jesté jeden neparametricky
test hypotézy ndhodné prochazky. V sekci o trendu v ¢asové fadé uvedeme na jednom pii-
kladé chovani kovariance dvou hodnot ¢asové fady s trendem. Poté v navaznosti na pred-
chozi ¢ast o spektralni analyze odvodime spektralni hustotu casové fady, ktera splituje nasi
hypotézu trendu v casové fadé. Nasledné diky znalosti rozdéleni logaritmického vérohod-
nostniho poméru vektoru autokorelacnich koeficientii za platnosti hypotézy trendu vuci
hypotéze nahodné prochazky zkonstruujeme test této hypotézy proti hypotéze trendu.
Pak s vyuzitim vysledkil ze sekce o spektralni analyze odvodime test proti hypotéze
trendu v Casové radé o nulové frekvenci.

V posledni kapitole vyuzijeme testy z druhé kapitoly k analyze dvou realnych finan¢nich
casovych Tad, ktera byla provedena s vyuzitim softwaru Wolfram Mathematica 8.0. Jedna



casova Tada je sestavena z hodnot kurzu ceské koruny k americkému dolaru za roky 2004-
2011. Druhéa casova fada je posloupnost hodnot burzovniho indexu PX prazské burzy
ve stejném Casovém obdobi. Pro srovnani jsme také simulovali fadu, ktera spliiuje nasi
hypotézu nahodné prochazky, a aplikovali nase testy také na ni. Vysledky vSech testt
jsou pak uvedeny ve shrnuti na konci prace.



Kapitola 1

Zakladni pojmy a metody

V této kapitole pfipomeneme pojmy a postupy souvisejici se statistickou analyzou ¢aso-
vych fad, které budeme pouzivat v dalsim textu. Vétsina definic je uvedena podle knihy
[2]. Symboly Z,R budeme znacit mnozinu celych respektive realnych ¢isel.

1.1 Casova rfada

Definice 1.1: Stochasticky proces

Stochasticky proces {Y;,t € T'} je mnozina ndhodnych veli¢in nebo vektort
na stejném pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) indexovand pomoci hod-
not ¢t z mnoziny 7' C R interpretovanych jako cas.

Definice 1.2: Casovd tada

Casova fada je posloupnost hodnot urcité veli¢iny (nebo veli¢in v piipadé
vicerozmérnych ¢asovych fad) pozorovana v uréitém c¢asovém intervalu s urci-
tou frekvenci zdznamu (kazdy obchodni den, v okamzicich transakei, mési¢né
apod.). Lze ji povazovat za realizaci stochastického procesu s celo¢iselnym
casem.

Definice 1.3: Stacionarita

Stacionarita ¢asové fady {X;}, t = 1,2,... znamend, Ze chovani této fady je
v jistém smyslu stochasticky ustalené.

Striktni stacionarita znamena, ze pravdépodobnostni chovani piislus-
ného stochastického procesu je invariantni vii¢i posuntim v case, tj. prav-
dépodobnostni rozdéleni vektoru (X, ..., Xy, ) je stejné jako rozdéleni
vektoru (X, 4n, ..., Xt,+1) pro libovolné realné ¢islo h, pfirozené ¢islo k
a cela cisla tq, ..., ty.
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(Slabd) stacionarita je méné omezujici nez striktni stacionarita, nebot
staci, aby prislusny proces byl invariantni vii¢i posuntim v c¢ase pouze
v ramci momentd do druhého tadu, tj. pro kazdé s a t

E(X}) = p = konst; (1.1a)

cov(Xs, Xy) = E(Xs — p)( Xy — p) = cov(Xgip, Xyon) VYh€Z, (1.1b)
specialné

var(X;) = o = konst. (1.1c)

Definice 1.4: Bily sum

Bily Ssum je posloupnost navzajem nekorelovanych nahodnych veli¢in s nulo-
vou stfedni hodnotou a konstantnim kladnym rozptylem.

Definice 1.5: Striktni bily sum

Strikntni bily Sum je posloupnost navzajem nezavislych nahodnych velic¢in
s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim kladnym rozptylem.

Definice 1.6: Linedrni proces

Linearni proces {X,}, t = 1,2, ... definujeme pfedpisem
Xt =&+ wlgtfl —+ w2€t,2 + .= (1 + wlB + wQBQ + ...)Et = w(B)€t, (12)

kde {g;}, t = 1,2, ... je bily Sum, v, i = 1,2, ... jsou parametry a B je operator
¢asového posunu. Linedrni proces {X;}, ¢ = 1,2, ... existuje pravé tehdy,
kdyz fada na pravé strané vztahu (1.2) konverguje. Proto predpokladdme

o
konvergenci mocninné fady (z) = > 2" pro |z| < 1.
k=1

1.2 Korelac¢ni analyza

Definice 1.7: Kovariance

Kovariance ndhodnych velicin X a Y, pro které existuji rozptyly, je

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)| = E(XY) — EXEY. (1.3)

Definice 1.8: Korelacni koeficient

Korela¢ni koeficient ndhodnych veli¢in X a Y s kone¢nymi kladnymi rozptyly
je
cov(X,Y)

- Vvar(X)y/var(Y)’

XY (1.4)
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Definice 1.9: Autokovariancni funkce

Autokovarianéni funkce (autokovariance) casové fady {X;}, t = 1,2, ... pro
zpozdéni 7 se definuje jako

Ve = cov( Xy, X)) = E(Xy — ) (Xypr — 1), T=..,-101,... (1.5)
Definice 1.10: Autokorelacni funkce

Autokorela¢ni funkce (autokorelace) ¢asové fady { X;}, t = 1,2, ... pro zpozdéni
7 se definuje jako

e cou(Xy, Xiir)

L , — o —1,0,1,.... 1.6
P Yo 02 var(Xy) ! (1.6)

1.3 Testovani hypotéz

Definice 1.11: Nulovad hypotéza

Nulova hypotéza oznacovana jako Hj je domnénka o urcitém pravdépodob-
nostnim modelu, kterd ma byt ovérena.

Definice 1.12: Alternativni hypotéza

Alternativni hypotéza oznacovana jako H; zahrnuje zbyvajici moznosti v da-
ném modelu.

Definice 1.13: Testova statistika

Testova statistika je vhodna funkce ndhodnych proménnych, jejiz pravdépo-
dobnostni rozdéleni za platnosti Hy zname.

Definice 1.14: Hladina vyznamnosti testu
Hladina vyznamnosti testu je pfedem zvolena (mald) pravdépodobnost chyby

prvniho druhu. Je to pravdépodobnost, zZe test zamitne H,, prestoze H, plati.
Znacime ji «, volime obvykle a = 0, 05.

Definice 1.15: Kriticky obor testu
Kriticky obor je mnozina hodnot testové statistiky, pro které zamitame Hy.

Jeho konstrukce vychazi z pravdépodobnostniho rozdéleni testové statistiky
a ze zvolené hladiny vyznamnosti testu.
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Definice 1.16: Statisticky test

Testova statistika spolu s prislusnym kritickym oborem definuji statisticky
test.

Definice 1.17: Sila testu

Doplnék pravdépodobnosti chyby druhého druhu, tedy pravdépodobnosti, Ze
test nezamitne Hy, kdyz H, neplati, do jedné, se nazyva sila testu. Jde tedy
o pravdépodobnost, Ze test zamitne H,, pokud H, neplati.

13



Kapitola 2

Statistické testovani

V této kapitole se vénujeme hypotéze ndhodné prochazky a riznym testiim pro jeji
ovéfeni. Vychazime z knihy [9].

2.1 Hypotéza nahodné prochazky

Ve finan¢ni analyze se zpracovavaji napiiklad casové fady vynosi z cennych papirt,
kurzi cennych papirti, ménovych kurzii apod. Takova data nelze povazovat za realizace
nezavislych stejné rozdélenych nadhodnych veli¢in. Testuji se proto obecnéjsi hypotézy
o charakteru pravdépodobnostniho modelu, z néhoz data pochéazeji.

Jedna z moznosti je nahradit stejné rozdéleni konstantni stfedni hodnotou a nezavislost
nekorelovanosti. V tomto smyslu zavedeme definici hypotézy ndhodné prochéazky.

Definice 2.1: Hypotéza nahodné prochazky pro casovou tadu X;, t =1,2, ...

ma tvar
HQ . EXt = EXt+T7 COU(Xt,XH_T) =0

pro vSechna t a 7 > 0.

Predpoklad nekorelovanosti zajistuje, ze hodnoty fady pozorované pred ¢asem ¢ nikterak
neovliviiuji pfedpovédi do budoucna, konstruované v case t. Hypotéza H, nepozaduje
stacionaritu procesu X;, rozptyl X; se miize v case ménit. Uvedena definice hypotézy
ndhodné prochézky byla pouzita napf. v préci [3].

Pro testovani hypotézy nadhodné prochazky byly navrzeny rizné pristupy souvisejici
mimo jiné s riznymi typy alternativ. Alternativnimi hypotézami mohou byt napiiklad
hypotéza (cenového) trendu nebo hypotéza cykliénosti dat, které budou formuloviny
v dalsim textu.

Méame-li k dispozici vice testii hypotézy ndhodné prochazky, mize se stat, ze pro stejna
data dojde u néekterych testd k zamitnuti nulové hypotézy a u nékterych nikoli. V prin-
cipu se tento problém fesi tak, ze jesté pred testovanim odhadneme nejpravdépodobnéjsi
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alternativni hypotézu a nasledné najdeme test, ktery ma proti této alternativé velkou
silu. Vysledek tohoto testu pak akceptujeme jako spravny.

2.2 (Odhad autokorela¢ni funkce

K testovani hypotézy nahodné prochazky potfebujeme znat odhad autokorela¢ni funkce
a jeho vlastnosti. Pro danou stacionarni ¢asovou fadu délky n se pouzivaji nasledujici
odhady.

Definice 2.2: Odhad autokovariancni funkce

Cr==> (X - X)X, —X)  7=0,1,..,n—1 (2.1)

kde

je odhad stredni hodnoty.

Definice 2.3: Odhad autokorelacni funkce

3
q

X)(Xppr — 7)/&()@—7)2 7=0,1,..,n—1 (2.3)

t=1 t=1

Nahrazenim nahodné veli¢iny X; pozorovanou hodnotou z; ziskdme ¢iselnou
hodnotu odhadnuté autokorelace, kterou budeme znacit r.

Rozdéleni odhadu autokoreladéni funkce

Pti hledani rozdéleni odhadu autokorelacni funkce vyjdeme z asymptotickych vysledki
pro n — oo v pripadé autokorelovaného linearniho procesu. Predpokladame, ze X; ma
konec¢ny rozptyl, ale ne nutné norméalni rozdéleni. Financéni ¢asova fada nemusi byt rea-
lizaci linedrné generovaného procesu. Vysledky pro lineadrni proces budou vsak uzitecné
pri zpracovani fad, které byly pfepocteny tak, aby se proces stal pfiblizné linearnim.
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Tvrzeni 2.4:

Necht X; je linedrni proces popsany v definici 1.6 a p, korela¢ni koeficient
veli¢in Xy, X, 7 > 0. Pak ma ndhodnd veli¢ina v/n(R, — p,) asymptotické
rozdéleni N(0,w,,), kde

o0

Wer =3 (P2 puporar + 20200 — 4prPupusr)- (2.4)

V=—00

Pro 7 # ¢ je asymptotickd kovariance veli¢in v/nR, a /nR¢ dana pfedpisem

o

Wre = Z (pvperffT + PvPotrre + 2PTP§P?, — 207 PupPore — zpfpvpv—i-ﬂ' (2'5)

V=—00

Néhodny vektor /n(Ry — p1,..., Re — pr) k > 1 ma asymptoticky mnoho-
rozmérné normalni rozdéleni s vyse uvedenymi momenty.

Dukaz:

Lze najit ve ¢lanku [1]. O

Tvrzeni 2.5:

Necht X; je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velidin.
Pak mé ndhodné veli¢ina /nR,, 7 > 0, asymptoticky rozdéleni N(0,1) a pro
T # £ jsou veli¢iny R, a R, asymptoticky nezavislé.

Dukaz:

Podle tvrzeni 2.4 ma /n(R, — p;) asymptotické rozdéleni N(0,w,,). Z ne-
zévislosti veli¢in X; plyne p, = 0 pro 7 > 0 a tedy /nR, mé asymptotické
rozdéleni N(0,w,,). Dle vztahu (2.4) je pro 7 > 0 w,, = p3 = 1 a \/nR, ma
asymptotické rozdéleni N(0,1).

Pro 7 # & maji podle tvrzeni 2.4 veli¢iny /nR, a \/nR asymptoticky mno-
horozmérné normalni rozdéleni N (0, Q). Q je jednotkovou matici, protoze
jeji prvky wye jsou podle (2.5) a vzhledem k nezavislosti veli¢in X, nulové
az na diagonalni prvky, které jsou rovny 1 podle predchézejici casti dikazu.
Protoze u mnohorozmérného normalniho rozdéleni implikuje nekorelovanost
veli¢in jejich nezévislost, jsou I?; a R¢ asymptoticky nezavislé. U

Nyni se podivejme na situaci u ¢asovych fad konecné délky n. Odhady autokorela¢ni
funkce nejsou nestranné, maji vychyleni radu %
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Tvrzeni 2.6:

Nechf X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin.

Pak plati
n—rt
ER, = —, 2.6

n(n—1) (2.6a)

1
varR, < —, 0<7<n, (2.6b)

n
cov(R;, Re) <0, 0< 21 <26 <n. (2.6¢)

Dikaz:

Je uveden ve ¢lanku [6]. O

Vychyleni odhadu R, v pripadé€ linedrniho procesu nemaé trividlni vyjadfeni. Informace
1ze najit v ¢lanku [4].

2.3 Testovani hypotézy nahodné prochazky

2.3.1 Autokorelac¢ni testy
Autokorelaéni test ,,r*

Populéarni a jednoduchy test pouziva jen prvni autokorelac¢ni koeficient. Hy je zamitnuta
na hladiné 5% pokud
Vvn|ry| > u(0,975) = 1, 96, (2.7)

kde dolni mez je 97,5%-ni kvantil rozdéleni N (0, 1). Test je zalozen na tvrzeni 2.5. Lze
jej pouzit, pokud jedina predpokladana zavislost je mezi hodnotami fady, které nasleduji
bezprostiredné po sobé.

Autokorelaéni test ,,N,“
Pokud uvazujeme vice koeficientt r., 7 = 1,2, ..., nékteré mohou byt statisticky vy-
znamné i za platnosti Hy. Méjme zjistény autokorelace rq,...r, a oznacme

k

N, => I(Var,| > 1,96), (2.8)

=1

kde I(y/n|r,| > 1,96) je 1, pokud je nerovnost splnéna, a 0 jinak.
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Za platnosti Hy se pocet statisticky vyznamnych vybérovych autokorelaci NV, fidi bino-
mickym rozdélenim s parametry k a p = P(y/n|r1| > 1,96) = 0,05. Najdeme-li k danému
poctu k cislo Ny takové, ze

k
k ) )
alk, No) = Z ( >o, 05" % 0,955 ~ 0, 05, (2.9)

: 1
i=Np

je kriticky obor testu H, urcen nerovnosti N, > N, tedy zamitame H, na hladiné
priblizné 5%, pokud N, > N,. Uvedme nékteré mozné volby k a Ny:

k 17 28 67 81
Ny 3 4 7 8
a(k, Noy) | 0,0503 | 0,0491 | 0,0497 | 0,0495

Tabulka 2.1: Nékteré pripustné hodnoty parametri Ny, k

Autokorela¢ni test ,,Q0;“
Ptirozenéjsi zptisob jak pouzit k korelacnich koeficientti v jedné testové statistice je
nasledujici.
Oznacme .
Qr = ani (2.10)
=1
Za platnosti Hy nastava na zakladé tvrzeni 2.5
n(R+ ...+ R}) ~ X} (2.11)

Na 5%-ni hladiné zamitdme H, pro Qi > x3(0,95), kde dolni mez je 95%-ni kvantil x>
rozdéleni o k stupnich volnosti.

2.3.2 Spektralni testy

Ani jeden z predchazejicich test nebyl konstruovan proti specifické alternativni hy-
potéze. Spektralni analyza je dalSim moznym piistupem vedle studia autokorelaci. Je
vhodna pro testovani hypotézy ndhodné prochazky proti alternativé cyklického chovani
casové Tady.

Model Ize psat ve tvaru
J
X = Z&j cos(w;t — B;) + €&, (2.12)
j=1

kde a;, 5; a w; jsou konstanty a €, jsou nekorelované nahodné veli¢iny. Cyklus j mé potom
frekvenci w; a periodu i—” casovych jednotek.
J
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Definice 2.7: Spektralni hustota

je funkce

s(w)=0/2m)[1+2) preos(rw)]  0<w< 2w (2.13)

T=1
kde 0% = var(X;).

Plati )
/ s(w) dw = o2, (2.14)
0
s(w) = s(2m — w). (2.15)
Proto stac¢i uvazovat pouze frekvence od 0 do m. V cyklickém modelu bude mit graf

funkce s(w) vrcholy s frekvenci w;. Pokud v8ak bude platit hypotéza ndhodné prochéazky,
s(w) bude konstantni pro vSechna w;. K testovani H, potfebujeme odhad funkce s(w).

Odhadem pro

f(w) = 27s(w)/o? (2.16)
Ie M-1
flw)=1+2 Z A1y cos(Tw) (2.17)

s kladnym a monotonné rostoucim A, zajistujicim konzistentni odhady. Tzv. Parzenovy
vahy jsou pro fixni M definovany predpisem

A\ =1-67*M —71)/M? 0<7<M/2 (2.18a)
A\ =2(M —7)%/M? M/2 <7< M. (2.18b)

Rovnice (2.17) ukazuje, Ze spektralni odhady jsou linearnimi funkcemi prvnich M-1
autokorelaci. V ¢lanku [7] je ukdzano, Ze odhady f(w;) a f(ws2) jsou korelované pravé

tehdy, kdyz

3T
|(,U1 — WQ‘ S M (219)

Uvazujme M, které je nasobkem 4. Testy jsou zaloZeny na odhadech (2.17) v bodech
w = 0,47 /M,87/M,....m = Mmr/M. Je mozné standardizovat tyto odhady za pouZziti
asymptotické teorie pro vybérové autokorelace. Ziskdme

M-1

f; = 1f(4jm/M) = 1]/, [ {4 ) s cos(djrm/M)]2/n} (2.20)

=1

j=0,1,.., M/A4.
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Spektralni test ,,f,*“ pro tydenni cykly

Za platnosti Hy jsou f; nezavislé s rozdélenim N (0, 1) pro velka n. Velmi ¢astymi jsou
tydenni cykly, kdy je w = 27 /5 a klademe j = M/10. Testovou statistiku (2.20) pro
j = M/10 oznac¢ime

M—-1

m =1/ 43 cos(gm')]z/n} (2.21)

=1

fw:[f(

(G20 )

V knize [9] je doporucen jednostranny test, kde na pétiprocentni hladiné zamitdme Hy,
kdyz f,, > u(0,95) = 1,65, kde dolni mez je 95%-ni kvantil N (0, 1).

Spektralni test ,, /N,

Néktefi autofi, jako naptiklad v ¢lanku [7], s¢itaji statisticky vyznamné koeficienty f;.
Obdobné jako u autokorelacniho testu ,,/NV,* oznacime

M/4

N, = T(f;| > 1,96). (2.22)

Jj=0

Testova statistika Ny, mé za platnosti Hy binomické rozdéleni. V analogii se vztahem
(2.9) najdeme k pevné zvolenému M takové ¢islo Ny, Ze plati pro k = M /4

"k
> ()0 05" % 0,95~ ~ 0, 05,
i=Np ¢

H, zamitame v pripadé, ze je Ny > Ny. Napriklad pro M = 100 je nejlepsi zvolit Ny = 4.
Pro M = 200 je nejlepsi Ny = 6.

2.3.3 Neparametrické testy
Protoze finan¢ni ¢asové fady nemaji norméalni a casto ani stacionarni rozdéleni, je

vhodné pouziti neparametrickych testti. Jejich nejpouzivanéjSim zastupcem je test za-
lozeny na iteracich.

Iteracni test
Definice 2.8: Iterace

Kladnd iterace
je sekvence po sobé jdoucich kladnych hodnot.

Nulova iterace
je sekvence po sobé jdoucich nulovych hodnot.
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Zdpornd iterace

je sekvence po sobé jdoucich zapornych hodnot.

Definice 2.9: Znaménko x;

Znaménko hodnoty casové fady definujeme predpisem

x, =1 pro xy > 0,
x; =0 pro xy =0,
rp =—1 pro xy < 0.

Definice 2.10: Zména znaménka hy

Zména znaménka v casové radé je

* *
hy =0 pro Ty = Lot

hy =1 Jinak.

Je-li hy = 1, znaci to novou iteraci. Proto

n—1

H=1+Y h (2.23)

t=1

je pocet vSech iteraci casové rady. Je to ndhodna veli¢ina, pro kterou plati nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 2.11:

Necht n; je pocet kladnych hodnot ¢asové fady, ny pocet nulovych hodnot
a n3 pocet zapornych hodnot. Predpokladejme platnost hypotézy Hj: X; je
striktni bily Sum s realizacemi z;.

Pak pro ndhodnou veli¢inu H plati pfi pevnych nq, no, ng
3
EH:n—i—l—Zn?/n (2.24)

J=1

3 3 3
varH = {Z nf(z n; +n+n’) — 2”2 n) —n’}/(n® —n). (2.25)
=1 j=1 j=1

21



Dikaz:
Viz préce [5]. O

Hypotéza H se testuje namisto ptivodni hypotézy Hj. Pro velkd n je ndhodna veli¢ina
H ptiblizné normalné rozdélena. Testova statistika tedy bude

K =(H—-FEH)/VvarH. (2.26)

H} zamitame na hladiné 5%, pokud je |K| > 1,96. Zaporné hodnoty K odpovidaji ma-
lému poc¢tu zmén ve znaménku u fad s trendem. Kladna K budou v fadach s castym
kolisanim hodnot. Pokud je alternativou pouze jedna ze zminénych moznosti, provadime
jednostranny test. Nevyhodou testu je mala sila, zptisobena ztratou informace pii pre-
chodu od z; k zj.

Dalsi neparametrické testy jsou popsany v knize [2].

2.4 Trend v dasové radé

Idea trendt v Casové fadé je specifickou alternativou k hypotéze ndhodné prochazky.
Trend je celkovy pohyb pevnym smérem nahoru nebo doli. Existence trendii znamena,
ze hodnoty fady plné a okamzité neodrazeji nové informace. Trendy zptisobuji pozitivni
autokorelaci, ktera by ale s rostoucim rozestupem mezi hodnotami fady méla klesat. Tedy

pr>0pr > prig, 1> p V7 > 0. (2.27)

Parametrické vyjadieni korelaci nas vede k definici hypotézy trendu.

Definice 2.12: Hypotéza trendu v casove radé

Hy:p, =Ap, A>0,0<p<l1, 7>0. (2.28)

Volby A a p doporucené v knize [9] jsou A = 0,03 a p =0, 95.

Priklad 2.13:

Uvazujme situaci, kdy je ndhodnd veli¢ina X; souctem autoregresni trendové
komponenty u; a nepfedpovidatelného rezidua e;.

Xy = g + ey, (2.29a)
fe = p = (-1 — p) + - (2.29Db)

Predpokladame, ze

Ele)] = Eln] = Eleersr] = Elmmsr] = Elems) = 0, s, t,7>0. (2.30)
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Z (2.29b) plyne

== P (2.31a)
k=0
a
T—1
fsr = p+ P (e — 1) + > P e (2.31b)
k=0

pro 7 > 0. Potom

CO’U(Xt, Xt+‘r) = E[XtXtJrq—] — E[Xt]E[XtJrT] =
dle (2.29a)

(bt + €) (egr + €r4r)] — Elpe + e Elperr + eqr] =
Ptfir + feopr + €pflipr + 1€y —

— (Bl + Eled) (Elpesr] + Elesy]) =
= Elpupieqr]) + Elpeeryr| + Elegpirr] + Eleieryr]—

— Elw]Elpusr] — Elpu] Elerir] — Eled Elpur]—

— Ele] Eleri.] =

= E|
=

dle (2.31a) a (2.30)
= Elpupiesr] — Elpu] Elpu-] =
= cov(pu, Putr) =

dle (2.31b)

T—1

= cov(ps, (1= p )+ p" e+ Y PP nesr—r) =
k=0

=

T—

= El(ue(1 = p")p) + Ep" ] + Elpe Y pFmir—i]—

(]

0

=
Il

T—

— B[] E[(L=pp+p e+ Y P miri] =
k=0

dle (2.31a) a (2.30)
=" [Bluf] - (Blw))?] =

= pTvar(u) V1 > 0.
(2.32)
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Tedy H; plati a vzhledem k (2.28), (1.6) a (2.32)

g P cov( Xy, Xytr)  var(uy) _
T var(Xy)  cov( Xy, Xiyr) (2.33)
_ var(u) '
var(X;)

2.4.1 Spektralni hustota finan¢ni ¢asové rady s trendem

Odvodime jesté funkci spektralni hustoty pro hypotézu trendu v casové fadé pii pa-
rametrickém vyjadfeni autokorelaci (2.28). Znacenim R[z] zde rozumime redlnou Cast
komplexniho ¢isla x. Dle (2.16) a (2.13) lze psat

flw)=1+ QZ,OT cos(Tw) =

T=1

=1+24 ZpT cos(Tw) =

T=1

=14+ 2A§R[Z P’ (cos(Tw) + isin(Tw))] =

=1

L 2R e -

T=1

=1+ QAS?[i (pe™)7] =

e’LUJ

— 14 24R]

| =

1 — pe
p(cos(w) +isin(w)) 1 — p(cos(w) — isin(w))
1 — p(cos(w) + isin(w)) p(cos(w) — isin(w))
pcos(w) — p? cos*(w) — sm2(w) _
= 2Al — 2pcos(w) + p? cos?(w) + p?sin’(w)

= 1+ 24R]

494 pcos(w) —
1 — 2pcos(w) + p?

2(pcos(w) — p?) — (1 — 2pcos(w) + p?) + (1 — 2pcos(w) + p?) _
1 — 2pcos(w) + p?

=1+A4A

A1 —p?)
1 — 2pcos(w) + p?

=1-A+ 0<w<2m.

(2.34)
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Spektralni hustota
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Obrazek 2.1: Spektralni hustota financéni ¢asové fady s trendem pro A = 0,03 a p = 0,95

2.5 Testovani hypotézy nahodné prochazky proti
alternativé trendu v casové radeé

Testy hypotézy nahodné prochazky proti alternativé trendu jsou konstruovany s pou-
zitim teoretickych rozdéleni odhadu autokorelacni funkce. Uvazujme k£ odhadid autoko-
rela¢nich funkci R = (Ry, Ry, ..., Ry). Podle tvrzeni 2.4 ma ndhodny vektor /n(R — p)
asymptoticky k-rozmérné normalni rozdéleni N (0, €2g). Pfitom za platnosti Hy mame
p = (0,0,....,0) a Qf = Ij je k-rozmérna jednotkova matice. Naopak za platnosti H; je
p = (Ap, Ap?, ..., Ap¥) a Q4 ~ I}, pokud je A malé. Podrobnéji je problematika pojed-
nana v ¢lanku [8].

2.5.1 Test ,, 7" hypotézy nahodné prochazky proti alternativeé
trendu

Alternativa H; ma dva nespecifikované parametry A a p. Predpokladejme, Ze parametry
jsou znamé, oznaCme je A* a p*. Uvazujme A* malé a Qp ~ I. Alternativa tedy je
H} : p; = A*p*7. Optimalni test H, proti H vyuziva logaritmicky vérohodnostni pomeér

I =log{L(R|H})/L(R|H,)}, (2.35)

kde L(R)|.) znaci vérohodnostni funkci vektoru R. S vyuzitim pfedpokladu asymptotické
normality ziskdavame

I =log L(R|H{) — log L(R|H,) ~
k k

vn n 2
~log | [ Y= expl—5 (R, — p,)°] —log [ |
=1 2 2 T=1

vnoon 2 - vnooomoy
1[10g\/%_§(RT_pT)]_;[logm_iRr]_

k k k
Z(QRTPT_p?—) :nZA*p*TRT_gZA*QP*2T:>
T=1 =1

=1

n
exp[—5 R?] =

NG
Nors

WE

3
Il

|3
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k
= I ~nA"Y p R, +1, (2.36)

T=1
kde I; je konstanta, nezavisla na R. Pii konkrétni hodnoté R = r je tedy H, zamitana,

pokud
k

Thpr = p7rs (2.37)
T=1

prekroc¢i hodnotu zavislou na zvolené hladiné testu a délce fady. Testovy parametr p*
volime subjektivné podle oc¢ekdavané hodnoty p. Parametry k a p* volime jesté pred vy-
poc¢tem r,. Jedna z moznosti jak volit k£ a p* je hledani hodnot vykazujicich velkou silu
testu v pripadech, ve kterych A, p a n patfi do mnoziny S pravdépodobnych hodnot tren-
dovych parametri a délek fady. Pro 0,01 < A < 0,04; 0,8 <p <0,975a250 <n <2000
je v ¢lanku [8] ukdzano, Ze nejlepsi volbou je k = 30 a p* = 0,92 a A* = 0,03.

Tvrzeni 2.14:

Uvazujme nahodnou veli¢inu

k
Tipr = > DR (2.38)
=1
Nahodné veli¢ina
* Tk,P*
T = (2.39)
1k )
I

ma za platnosti Hy asymptoticky rozdéleni N (0, 1).

Dukaz:

Dle tvrzeni 2.4 mé /n(R — p) asymptoticky rozdéleni Ny (0,Qg). Q2 ma

prvky wre, 7,6 = 1,2, .., k. Za platnosti Hy mame p = (0,0, ...,0) a Qy = Ij.

Z toho vyplyva, ze \/nR, mé asymptoticky rozdéleni N(0,1). Zfejmé je pro

n — oo var(p*"y/nR,) = p**"var(y/nR,) = p**". Nahodna veli¢ina /nT}, -
k

m4 proto asymptoticky rozdéleni N (0, ° p**7). Z toho plyne, Ze
T=1

T* — Tkvp*
1k
_ *2T
\Vnx?
mé asymptotické rozdéleni N (0, 1). O

V knize [9] je doporu¢eno provadét jednostranny test. Hy tedy zamitdme na hlading
5%, kdyz T* > u(0,95) = 1, 65.
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2.5.2 Spektralni test ,,fy* hypotézy nahodné prochazky proti
alternativé trendu

Testova statistika 7™ je zalozena na vazeném souctu odhadnutych autokorelaci pro
monoténné klesajici vahy. Nahradime-li vahy p*” Parzenovymi vahami (2.18) zminénymi
v sekci 2.3.2, ziskame statistiku o nulové frekvenci

fo= S A /(X X2 /m) 2, (2.40)

Stejné jako v sekei 2.3.2 zamitame H, na pétiprocentni hladiné, pokud fy > u(0,95) =
1,65.
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Kapitola 3

Aplikace testti na realna financ¢ni
data

3.1 Prepocet vynosu

Aby bylo mozné aplikovat testy zalozené na asymptotickych predpokladech o hodno-
tach casové tady, které byly uvedeny v kapitole 2, je tfeba upravit data, aby je bylo
mozno povazovat za fadu generovanou linedrnim procesem. V knize [9] je doporuceno
data centrovat a normovat pomoci nasledujici transformace

xt—f 1

Yy=—",T=— Ty, (3.1a)
V¢ n =1
Ti—1 — T
Oy = (1 = 7)01 + s ; ’a (3.1b)
1 20
@21 = 2—05 Z ’.Z’t — f’ (31C)

V [9] se dale doporu¢uje volba konstant 6 ~ 0,798, v = 0,04 pro akcie a v = 0,1
jinak. Protoze pfepocet dat neni pro prvnich 20 hodnot definovan, budeme pocitat odhad
korela¢niho koeficientu 7., pro takto transformovana data jen z hodnot y;, ¢ > 20.

S W=7 Werr — 7)
oy _ t=21 _ (32)

> (W —7)?

t=21

Tuto modifikaci vzorce r, pouzijeme ve vSech testech, které budeme pouzivat, aby byly
testy pocitany ze stejnych casovych fad a jejich vysledky byly lépe porovnatelné. Oznac¢me
n* = n — 20. Ve vSech statistickych testech aplikovanych na data pak nahrazujeme pocet
hodnot n poctem prepoctenych hodnot n*.
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Jinou moznosti jak transformovat data x;, t = 1, 2... je pfepocet na logaritmické vynosy

Ty

2 = log , =23, ..,n. (3.3)
Ti

3.2 Analyzovana data

3.2.1 Index PX

Burza cennych papirti Praha zvetejiiuje od 20. 3. 2006 index blue chip emisi PX. Jedna
se o cenovy index nejspolehlivéjsich a nejvynosnéjsich emisi obchodovanych na prazské
burze. Pred 20. 3. 2006 se nazyval tento index PX 50 a jeho historii index PX prevzal.
Na webové strance [11] je zvefejnéna casova fada hodnot indexu PX v ¢ase uzavieni
kazdého obchodniho dne od 7. 9. 1993. Pro analyzu vybereme casovou fadu hodnot
indexu za roky 2004 - 2011 (obr. 3.1). Délka fady je 2013 hodnot. Vice podrobnosti
o indexu je mozné najit na webovych strankach [11].

PX
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-
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1400 r’

12001 H
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1000
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S S RO S R A S R S t
500 1000 1500 2000

goow *‘“’:'

Obrazek 3.1: Casovéa fada indexu PX za roky 2004 - 2011

3.2.2 Kurz CZK/USD

Ceska narodni banka zvefejiiuje na webové strance [10] kazdy den devizové kurzy Geské
koruny. Casova fada hodnot kurzu ¢eské koruny k americkému dolaru ve 14:30 kazdého

dne za obdobi let 2004 - 2011 (obr. 3.2) je druhou fadou, kterou budeme analyzovat.
Délka tady je 2019 hodnot.

3.2.3 Simulace

Pro srovnani pouzijeme také uméle generovanou fadu, ktera splinuje hypotézu ndhodné
prochazky. Je to fada nezavislych veli¢in z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 2).
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Obréazek 3.2: Casova fada cen USD v CZK za roky 2004 - 2011
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Obrézek 3.3: Rada nadhodné generovanych hodnot délky 1000

Byla generovana v programu Wolfram Mathematica 8.0 pomoci funkce RandomReal [].
Pied simulaci byl generator pseudondhodnych é&sel nastaven na hodnotu 2012. Radu
oznac¢ime R a jeji délka je 1000 hodnot. Jeji graf vidime na obrazku 3.3

3.3 Testy

Na vSechny casové fady aplikujeme testy, ve kterych je vypocet odhadu autokorelacni
funkce (2.3) nahrazen odhadem (3.2) z divodi uvedenych v sekei 3.1.1. Kazdou ¢aso-
vou fadu testujeme nejprve netransformovanou a poté s aplikaci prepoctu (3.1) a (3.3).
Pribéhy fad transformovanych podle (3.1) vidime na obrazcich 3.4 - 3.6. Pribéhy fad
transformovanych podle (3.3) jsou na obréazcich 3.7 - 3.9. Data, na kterd nebyl apliko-
van zadny prepocet, znac¢ime Data,. Data transformovand dle (3.1) znacime Data, a
logaritmické vinosy vypoéitané z dat podle (3.3) znac¢ime Data,.
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Obrézek 3.4: Casova fada indexu PX transformovana dle (3.1)
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Obrézek 3.6: Casova fada nahodnych hodnot R transformovana dle (3.1)
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Obrazek 3.7: Casova fada indexu PX transformovana dle (3.3)

Obrazek 3.8: Casova fada cen USD transformovand dle (3.3)

Obrazek 3.9: Casova fada ndhodnjch hodnot R transformovana dle (3.3)
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3.3.1 Autokorelacni testy

4

Prvni test ,r1“ ma za testovou statistiku samotny prvni autokorelacni koeficient r;.

Podle kritéria (2.7) zamitneme Hj na hladiné 5% pro |ri| > \1/’%2.

Druhy autokorelacni test ,,N,.“, ktery pocita vyznamné autokorelacni koeficienty, zamita
Hy na hladiné 5% pri dosazeni po¢tu vyznamnych N, > Ny z prvnich k autokorelaci. N,
pocitdme podle (2.8) a Ny a k volime podle (2.9), a tabulky 2.1. Pro test jsme zvolili
No=T7ak=67. Pak a(67,7) = 0,0497.

Dalsi zptisob jak rozhodnout o hypotéze nahodné prochazky na zakladé hodnoty prvnich
k autokorelac¢nich koeficienttl je tfeti autokorelacni test ,,Qx“. Stejné€ jako v minulém testu
volime k = 67. Testovou statist<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>