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Abstrakt: V této préci studujeme vlastnosti feseni nestacionarnich Navierovych-Stokeso-
vych rovnic v pripadé osové symetrického proudéni. V prvni ¢asti se vénujeme proudéni
v celém R? a pripadu v, # 0. Je zndmo, ze pro v, spliujici Prodi-Serrinovu podminku
je TeSeni reguldrni. Totéz ovSem neplati pro thlovou slozku rychlosti v, kde se zatim ne-
podafilo dosdhnout optimalnich podminek. V této praci vylepsime dosud zndmé podminky
pro t a s tak, aby pro v, € L"*(Qy) bylo jiz Feseni reguldrni. Nedosdhneme vsak podminek
optimalnich a tak tento problém zustava nadale otevieny. Druhd cast prace se vénuje
piipadu proudéni v omezené oblasti 2 a v, = 0. V tomto piipadé pomoci techniky
sefezavaci funkce dokazeme vétu souvisejici s vnitini regularitou feseni.
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Abstract: In this thesis we study properties of solutions to the non-stationary Navier-
Stokes equations in the case of axisymmetric flow. In the first part we devote ourselves
to the flow in the whole R?® and the case of v, # 0. It is known that if v, satisfies the
so-called Prodi-Serrin condition then the solution is smooth. However, it is not known
whether the same holds for v, where the criteria are not optimal. In this thesis we improve
the conditions for ¢, s so that for v, € L"*(Qr) the solution is smooth. However, we still
don’t achieve optimal conditions and therefore this problem remains open. In the second
part we study the flow in a bounded domain € and the case v, = 0. Using the cut-off
function technique we prove a theorem related to the interior regularity of solution.
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Uvod

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou predmétem badani jiz vice nez 150 let a ve dvacatém
stoleti se jimi zabyvalo mnoho slavnych matematikt. Odvodil je jiz v roce 1822 francouzsky
inzenyr C.M.L.H. Navier, ovsem za tak neredlnych predpokladu, ze je tehdejsi fyzikové
odmitli pfijmout. Teprve o 23 let pozdéji dospél jinym postupem ke stejnym rovnicim
irsky matematik a fyzik G. Stokes. Jako prvni se matematickou teorii téchto rovnic zabyval
svédsky matematik C. Oseen, na jeho prace pak navéazal J. Leray, ktery dokazal existenci
a jednoznac¢nost klasického feSeni v R2. Ve tiech dimenzich se mu to nepovedlo a dokézal
pouze existenci tzv. turbulentniho feseni, coz je v dnesSnim jazyce vlastné slabé feseni
spliiujici silnou energetickou nerovnost. Na prace Leraye navazal po druhé svétové valce
némecky matematik E. Hopf, ktery rozsitil vysledky Leraye do omezenych oblasti. Podle
téchto dvou matematiku se slabému teseni nékdy tika také feseni Leray-Hopfovo.

Od té doby se témto rovnicim vénuje velké mnozstvi matematiki, z téch nejslavnéjsich
jmenujme O. Ladyzenskou, J.L. Lionse a jeho syna P.L. Lionse. V této préci se setkdme se
jmény Prodiho a Serrina, ktefi dokazali podminku, za které je feseni jednoznacéné (Prodi)
a regularni. Velkym piinosem v teorii Navierovych-Stokesovych rovnic byl také clanek
Caffarelliho, Kohna a Nirenberga, v némz zavedli pojem tzv. vhodného slabého feseni.
Systému Navierovych-Stokesovych rovnic se také vénuje ¢i vénovala cela fada ceskych
matematiku, predevsim Jindfich Necas, zakladatel oboru matematické modelovani na MFF
UK, dosahl mnoha tspéchu.

Pres vSechno snazeni vSak stale zustava oteviena otdzka jednoznacnosti a regularity
klasického teSeni ve tfech dimenzich pro libovolné velka data ulohy a pro libovolné dlouhy
casovy interval. Clayuv matematicky institut v Massachusetts dokonce v roce 2000 zatadil
tento problém mezi tzv. sedm problému milénia, za jejichz vyfeSeni vyhldsil odménu
1 000 000 dolaru. Navierovy-Stokesovy rovnice se tak ocitly mezi tak slavnymi problémy,
jako jsou Riemannova hypotéza, Poincarého hypotéza, ¢i problém P- a NP-tplnosti.

Osové symetrické proudéni je vhodnym specidlnim piipadem, ktery lezi pomyslné nékde
mezi dvéma a tfemi dimenzemi. Proto Ize ¢ekat, ze bude mit lepsi vlastnosti, nez obecné
3D proudéni. Jednou z téchto vlastnosti je i ta, které se budeme vénovat v prvni ¢asti této
prace. Jde o problém regularity feseni v celém R? za predpokladu, Ze jedna slozka feseni
ma lepsi nez standardni vlastnosti. Ve druhé casti se pak budeme vénovat specidlnimu
pripadu osové symetrického proudéni a proudéni v omezené oblasti. Ukazeme, ze v piipadé
takového proudéni se prvni singularita nevyskytne uvniti oblasti.



Kapitola 1
Zakladni pojmy a znaceni

V této kapitole pripomeneme zékladni pojmy tykajici se Navierovych-Stokesovych rovnic
a zavedeme znaceni pouzivané v celém textu.

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Pohybové rovnice nestlacitelné viskézni (newtonovské) tekutiny se nazyvaji Navierovy-
Stokesovy rovnice. Pusobi-li na tekutinu objemova sila f, lze napsat Navierovy-Stokesovy
rovnice v nasledujicim tvaru

@—FV'VV—I/AV—I—szf,

ot (1.1)

divv=0.

Velicina v = v(x,t) je vektor rychlosti v bodé x € Q a ¢case t € [0,T], p je tlakové pole,
v > 0 je viskozita. {2 pak znaci prislusnou geometrickou oblast, ve které se tekutina nachazi.
K rovnicim (1.1) pfipojime také pocateéni podminku:

v(x,0) =vq, x€. (1.2)

Déle musime uvazovat vhodné okrajové podminky - tedy néjaky vztah pro rychlost nebo
tlak na hranici oblasti €2. V praxi je volba vhodnych okrajovych podminek ¢asto problémem,
v tomto textu vSak pouzijeme pouze nulové okrajové podminky

v(y,t) =0, ye€oQt>D0. (1.3)

V piipade, kdy 2 neni omezend, uvazujeme v(x,t) — 0 pro |x| — oo, ve smyslu, ktery
upfesnime nize.
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1.2 Prostory funkci

Budeme pouzivat obvyklé znaceni pro Lebesgueovy prostory L4(€2) a Sobolevovy prostory
wma(Q), 1 < ¢ < oo,m = 0,1,.... Normu v prostoru W™4(Q2) budeme znacit ||-[[,, . o,
popifpadé pouze [|-[|,, ., pokud bude zfejmé, na jaké oblasti je pFislusny prostor uvazovan.
Pro m = 0 je W% = L a polozime |[|-||,, = ||]|,- C5°(€) znaci prostor viech nekonecné
diferencovatelnych funkei s kompaktnim nosicem v 2. Prostor Wi"?(Q2) je pak uzdvér
prostoru Cg°(£2) v norme ||-|,,, . o-

V textu budeme velmi ¢asto pracovat s vektorovymi funkcemi, znacenim vsak nebudeme
rozlisovat prostory skalarnich funkci od prostoru vektorovych (nebo tenzorovych) funkei.
Z kontextu bude vzdy zfejmé, o jaky prostor se jedna.

Oznacime Qr = Q x [0,T) pro néjaké T € (0, 00]. Budeme pouzivat prostory funkef
s nulovou divergenci, proto oznac¢ime

D(Q) ={aec C5°(Q) : diva(x) =0 v Q}
Dr(©2) ={b € C5°(Qr) : div b(x,t) =0 v Qr}

Déle oznacime H,(Q) uzavér D(2) v prostoru LY(Q) a H} uzavér D(Q) v prostoru
Wh4(Q). Nejcasteji budeme pouzivat ¢ = 2, proto pro jednoduchost polozime Ho() =
H(Q) a H}(Q) = HY(Q).

Zavedeme také nasledujici znaceni. Jsou-li f, g vektorové funkce na €2, polozime

(f,g)E/f-g,

Q
_ . dfi 0g;

ij=1

Kone¢né budeme pracovat také s Bochnerovymi prostory L%(a,b, X), kde (a,b) C R je
interval a X je Banachuv prostor, nejcastéji néjaky Lebesgueuv nebo Sobolevuv prostor.
Pro jednoduchost budeme znacit L™*(Qp) = L"(0,T, L*(Q2)).

1.3 Slabé resSeni

Predpokladejme, ze v(x,t), p(x,t) je klasické feseni (1.1) - (1.3). Vynasobenim (1.1) ¢ €
: ot
D(Q) a integrovanim [ [, dostaneme rovnost

/0 0 (VV, Vep) — (v Vv, ) ds = — / (£4)ds + (VD)) — (Vo) (14)

To nas motivuje k tomu, jak definovat slabé reseni Navierovych-Stokesovych rovnic.

Definice 1. Necht vy € H(Q), f € L*(Q7). Méfitelnou funkci v : Qp — R"(n = 2,3)
nazveme slabym tesenim problému (1.1) - (1.3) v Qr, jestlize
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e veVr=L*0,T,H)NL>0,T, H),

e v spliuje (1.4) pro viechna t € [0,7T") a vSechna 1 € D(Q)

vvvvvv

z nich zde zminime. Dukazy vSech zde zminénych vét lze nalézt napi. v [1].

Véta 1.3.1. Necht Q@ C R" je libovolnd oblast a necht T > 0. Pak pro kazdé vo € H(S),
f € L*(Qr) existuje alespori jedno slabé reseni problému (1.1) - (1.3). Toto Fesend splriuje
navic energetickou nerovnost

t t
||V(?f)||§+2’//O Vv (7)]5 dr < 2/0 (v(r), £(T) + Vol £ €[0,7].  (L5)
Ddle plati PI% |v(t) — voll, = 0.

Véta 1.3.2. Necht v je slabé veseni v Qp. Necht v € L**(Qr). Potom v spliuje energe-
tickou rovnost

V(D)2 + 2 / V()| dr =2 / VB + Ivoll2, Ve 0T (16)

Véta 1.3.3. Necht u,v jsou dvé slabd reseni v Qr odpovidagici stejnym datim vo,f. Necht
u, v spliuji energetickou nerovnost (1.5). Necht v spliiuje navic podminku

v € L™(Qr), pro néjakd r,s spliujici — + L <1, sé€n,00|,tE€[2 ]
ros
Potom v = u skoro vsude v Qp.

Podmince (i) z véty 1.3.3 se casto fiké Prodi-Serrinova podminka.

Véta 1.3.4. Necht Q je stejnomérné tiidy C>. Necht v je slabé veseni v Qr odpovidajici
datim £ = 0 a vo € H(Q). Necht navic v spliuje alespori jednu z ndsledujicich dvou
podminek

2
(i) v e L"), pro néjakd r,s spliujici — + < 1, sé&(n,o0
roos
(i) v eC([0,T], L"())
Potom v € C*(Q x (0,T7)).

V soucasnosti je regularita feseni dokdzana i v pifpadé v € L>3 pro = R? nebo € je
poloprostor.

Véta 1.3.5. Necht Q je stejnomérné tridy C*. Pak pro kazdé vy € H'(Q) existuje T > 0
a nejmeéné jedno slabé reseni v v Qp takove, Ze

v € L®(0,T, H'(Q)) N L2(0, T, W?2(Q)).

Cas T je omezen zdola konstantou, kterd zdvisi pouze na ||Vvy||,, vizkozité v a oblasti 2.
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Z véty 1.3.2 vyplyva, ze kazdé slabé feseni v dimenzi 2 spliuje energetickou rovnost a
patif do t¥idy C([0,T), L*(f2)), nebot

T T
/0 vttt < © / VIR Vv dt < oo.

Podle véty 1.3.3 je pak slabé feseni v dimenzi 2 jednoznacné ve tiidé vSech slabych feseni
a podle véty 1.3.4 je navic hladké, pokud ma oblast {2 hladkou hranici.

Naopak v dimenzi 3 je otazka jednoznacnosti a regularity slabého feSeni stédle oteviena,
nebot z interpola¢nich nerovnosti dostaneme pouze

v € L8¥3(0,T, L*(Q)) nebo v € L'%3(Qy).

1.4 Osové symetrické proudéni

Pro popis osové symetrického proudéni je vyhodné piejit z kartézskych (zi,xz9,x3) do
vélcovych (r, ¢, z) soufadnic

X1 =TCOSp
Ty =Tsing
I3 = Z.

Je-li g vektorova funkce, tak jeji valcové slozky (gr, g,, g.) jsou vyjadieny pomoci kartéz-
skych slozek (g1, g2, g3) jako

gr = g1 €08 + gaSin
Jpo = —g1SInQ + ga COS
g = gs.

Definice 2. Skalarni funkce h ve valcovych soutadnicich je osové symetrickd, jestlize
nezavisi na souradnici ¢, tedy h = h(r, z).

Definice 3. Vektorova funkce g = (g,, 9,, 9.) je osové symetrickd, jestlize jeji slozky jsou
osoveé symetrické.

Gradient vyjadreny v kartézskych souradnicich budeme znacit D f, zatimco V f bude
znacit gradient vyjddieny v soutadnicich vélcovych (v pfipadé osové symetrické funkce f
je tvoren pouze derivacemi podle r a z).
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Navierovy-Stokesovy rovnice (1.1) ve valcovych soufadnicich tvoii nasledujici systém
parcidlnich diferencidlnich rovnic

ov, n ov, n Uy ov, n ov,
ar " or r 0y Y52
1 0 ov, 1 0%, v, v, 2 0u,
— r Y + = fr
ror \' or r2 0% 022 r2 1?20y
v, vy, Uy % 8% 1 8p

EjLT@r r Op © 0z +7"%T+ 890

10 v, 1 0%, v, v, 2 0u, B
B [r@r( 87’>+ﬁ8g02 + 022 _7’_2+ﬁ% =fo (17)

1
——v
r

ov, . ov, N vy 0V, o dv,  Op . {1 0 <rc%z) N la%z N 82112] _
ot " or r Oy 9z | 0z ror \ Or r2 0p? 022 :
8vr+%+1%+8vz
or ro rdp 0z

=0

Budeme se zabyvat vyhradné osové symetrickym proudénim. Budeme tedy predpoklé-
dat, ze oblast §2 je osové symetricka a dale, ze prava strana f a po¢atecni podminka v jsou
osové symetrické funkce. Jak je ukdzéno v [3] (pro ptipad 2 = R3), feSeni Navierovych-
Stokesovych rovnic v je pak také osové symetrické a spliuje tedy ponékud jednodussi
systém parcialnich diferencidlnich rovnic

ov, ov, v, 1 +@_ 10 [ v, +82v7n_&_ _
rv v ror r@r 022 r?| T

ar U TV,

v, v, v, 10 ( dv, Pvy  v,|
ot o v z +7‘%UT [r@r( or * 022 r?) = /e (1.8)

v, v, ov, 0 10 [ Ov, 0*v, |
v v v D [ ( )+ v _

ot Uor Y Ta: TV Far Uar ) T o
ov,. n vy v, 0
or r 0z

Cleny, ve kterych se vyskytuje derivace podle soufadnice ¢ uz nepiseme, protoze vime, ze
jsou rovny nule. Nebudeme je psat ani v dalsim textu.

V piipadé osové symetrického proudéni je také vyhodné pracovat s rotaci rychlosti.
Vektor rot v v kartézskych soufadnicich oznac¢ime w. Oznacime také (w,,w,,w,) vélcové
soutradnice vektoru rot v. Plati tedy

B 8% _Ov, Ov, 10
T T YT e T T 7“(97"<T%>

Odvozenim z rovnic (1.8) dostavame, zZe tyto slozky rotace rychlosti spliuji



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A ZNACENI 7

Ow, 0w, Oow,  Ov, ov,

ot "o TV T ar T 9T
L0 (e, P ] O
ror or 022 72 0z
ow ow ow Uy 2
ot Ty TV, T et e

19 [ Ow, Pw, w,| Of, Of.
v {__ <T_> + 922 2| 9z or (1.9)

Ow, n Ow, N Ow,  Ouv, v,
Uy U, — LW, — —w,—
ot or

0z 0z
_ |19 (O i Pw.| _ 12( £2)
v r Or Tar 022 _rf)rrw

1.5 Pouzivané nerovnosti

V dukazech vét v celém textu budeme pouzivat velmi ¢asto nésledujici - vesmeés velmi
znamé - nerovnosti.

Véta 1.5.1 (Hélderova nerovnost). Necht p,q € [1,00] a o + o =1 (55 = 0). Necht
feLr(), ge LiYN). Pak fg € LY(Q) a plati

Ifglly < A1, gl

Véta 1.5.2 (Youngova nerovnost). Necht p,q € (1,00) a % é = 1. Necht ddle A, B > 0.
Pak
AP Bq
AB < — + —
p q

Véta 1.5.3 (Hardyho nerovnost). Necht a,b € R,a <b, f € LP(a,b),p > 1. Pak

/|f|%pmw

Véta 1.5.4 (Gronwallovo lemma). Necht g(t) € L*((0,T)) je nezdpornd funkce a necht f
je nezdapornd funkce, pro kterou plati

p
< -1 11l (o) -

ﬂU§K+LAf®MWk

pro 0 <t <T, kde K, L jsou kladné konstanty. Pak plati
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s < wesp (L [ atoas)
pro 0 <t <T.

Véta 1.5.5 (o vnoreni). Necht Q C R" je oblast s lipschitzovskou hranici, 1 < p < n a
q< %. Necht f € WIP(Q). Pak existuje konstanta C nezdvisld na f takovd, Ze

1fllg < C I,

Véta 1.5.6 (Interpolacni nerovnost). Necht 2 je oblast, 1 < p < ¢ <r < oo a f €
LP(Q)NL"(Q). Pak f € L1(Q) a

I A 1=
1l S HFISUALT kde = == + :
! P q P r
V celém textu se bude vyskytovat mnoho konstant. Budeme pro prehlednost vétsinu z
nich znacit C', hodnota konstanty C' se tedy muze ménit a to i v jedné formuli.



Kapitola 2

Podminka regularity pro v,

V této kapitole budeme pracovat v celém prostoru, tedy = R3. Navic budeme uvazovat

f = 0. Dokézeme zde vétu, kterda formuluje podminku, jakou musi spliiovat thlova slozka

rychlosti, aby celé feSeni mélo vyssi regularitu. Jiz celkem dlouhou dobu je znamo, ze

v piipadé, kdy je v, = 0, je feseni reguldrni - dukaz podali Uchovskii a Yudovich v [9],

témuz problému se vénovala také O. Ladyzenskd v [2] a jiny dikaz téhoz tvrzeni je v [3].

Pripomenme jesté jednou Prodi-Serrinovu podminku. Ta tkd, ze je-li v € L"*(Qr) pro
n

néjakd ¢, s spliujici — 4+ — < 1, t € [2,00], s € (n, 0], pak je Teseni regularni. V obecném
s

pripadé je dokézano, ze pokud radialni slozka rychlosti v, splnuje tuto podminku, pak je

feSeni regularni, coz formuluje néasledujici véta, kterou vyuzijeme a jejiz dikaz je uveden v

5].

Véta 2.0.7. Necht (v,p) je slabé Feseni Navier-Stokesovijch rovnic (1.1) v R?® splriugici
energetickou nerovnost (1.5) a necht pravd strana £ € L*(0,T,WY23(R3)) a poédtecni
podminka vy € W22(R3) jsou osové symetrické. Necht pravd strana £ spliiuje navic % €
L*2(Qr) a necht navic v, € L**(Qr) pro néjakd t € [2,00],s € (3,00],2/t +3/s < 1. Pak

v € L*0,T,W*(R3)) N L>(0, T, W2*(R?%)) a 2¥,Vp € L*(0, T, W"*(R?)).

Lze ocekavat, ze podobnd véta bude platit i pro thlovou slozku rychlosti v,. Zatim
se vSak takova véta nepodarila dokdzat a podminka na v, za které je reSeni reguldrni, je
v soucasnosti slabsi. M. Pokorny v [7] dokdzal nasledujici vétu.

Véta 2.0.8. Necht (v,p) je slabé reseni Navier-Stokesovijch rovnic (1.1) v R® splriujici
energetickou nerovnost (1.5) a necht £ = 0 a pocédtecni podminka vo € W2(R3) takovd,
Ze Vvg € LY(R?) a (vg),r € L™(R?), je osové symetrickd. Necht navic v, € L"*(Qr) pro
néjakdt € (2,00],s € (4,00],2/t+3/s < 1. Pakv € L?(0,T, W32(R3))NL>(0, T, W*2(R3))

a2, Vpe L0, T, W (R?)).

Zde toto kritérium lehce vylepsime. Véta, kterou zde dokédzeme, je nasledujici.

Véta 2.0.9. Necht (v,p) je slabé Feseni Navier-Stokesovijch rovnic (1.1) v R splriugici
energetickou nerovnost (1.5) a necht £ = 0 a pocédtecni podminka vo € W2(R3) takovd,

9
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Ze Vvg € LYR?) a (vg),r € L>(R?), je osové symetrickd. Necht navic v, € L“*(Qr) pro

néjaka
Lo (s J(10,] 2,8_38 2
35—10 S\ 3 s g

Pak v € L*(0, T, W3*(R3)) N L=(0, T, W**(R?)) a &, Vp € L*(0, T, W2(R?)).

Piedpoklady jsou tedy stejné jako v pfedchozi verzi kritéria, pouze podminka na v, je
jina. Parametr s piislusici prostorovym proménnym se pohybuje v rozmezi od % do 4 - to
predchozi kriterium vubec neumoznovalo. Piipady s > 4 uspokojivé tesi prave véta 2.0.8,
véta kterou zde dokazeme, tesi pripady, kdy s € (13—0,4]. Nejdulezitejsi jsou ziejmé krajni
pifpady, které zduraznime. Pokud tedy v, € L¥***(Qr) nebo v, € L5+ (Qr), je Fedent
regulérni.

Dikaz, ktery je v mnoha smérech velmi podobny dikazu véty 2.0.8, rozdélime pro
prehlednost do nékolika kroku. Nejprve vsak uvedeme nékolik dulezitych lemmat, o které
se v dukazu nasi véty opreme, ale jejichz dukazy zde uvadét nebudeme.

2.1 Neéekolik lemmat

Lemma 2.1.1. Necht v je dostatecné hladké vektorové pole. Pak existuje konstanta C(p)
nezavisld na v takovd, Ze pro 1 < p < oo plati

1Dvl, < C)(([[wll, + [|divvi],).

Lemma 2.1.2. Necht v je dostatecné hladké vektorové pole s nulovou divergenci. Pak
ezistuji konstanty C;(p),i =1,2 a C},j = 3,...,7 takové, Ze pro 1 < p < oo plati

Ve, + |

1

190,11, + |

| | <aillom,
w

Up
r

, = Gi0) lwell,

o ()] = arlo,

Yo
T

< Cu||Dvl|,
p

()],

Wy

02<p)HD2VHp§ r

_l’_
p

I, IVl + IVl + Ve, < Cs || D*v]],
0
or

()] = m,

r
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Lemma 2.1.3. Necht (v,p) je osové symetrické hladké veseni Navier-Stokesovijch rovnic
takové, ze (vg),r € L®(R®). Pak také v, € L>(Qr).

Dikazy téchto tif lemmat jsou uvedeny v [5].

Lemma 2.1.4. Necht v je dostateéné hladké osové symetrické vektorové pole. Pak pro kazdé
e€(0,1] al <p< oo existuje konstanta C(e) nezdvisld na v tak, Ze

i 2

r

e ([ v (2F)])-

Diikaz tohoto lemmatu je zaloZzen na Hardyho nerovnosti a je uveden v [7].

|we
rp+2—e

Yo

r

Lemma 2.1.5. Nechf 1 <p<oo a0 <qg< %. Pak ezistuje konstanta C(p,q) takovd, Ze

Diukaz tohoto lemmatu je zalozen na teorii Muckenhouptovych ttid. Prislusna teorie je
uvedena v [8] a jeji vyuziti v tomto konkrétnim piipadé je naznaceno v [7].

(%
Tl—&-q

w
< C(p, H—“’
S i

Lemma 2.1.6. Necht (v,p) je osové symetrické hladké reseni Navier-Stokesovych rovnic.
Necht navic Dvo € L*(R®). Pak Dv € LY (Qr) a D*v € LP'(Qr),1 <p < 2.

Dikaz je uveden v [4].

2.2 Dukaz - uvod

Vyjdeme z véty 1.3.5. Diky ni vime, Ze existuje ¢as to > 0 takovy, ze feSeni v je na (0, o)
regularni. Polozime tedy

t* = sup {t > O;na (0, 1) existuje osové symetrické reguldrni feseni rovnic (1.1)}

Pod pojmem regularni zde rozumime to, ze feseni ma vlastnosti, které formuluje dokazo-
vand véta. Vime tedy, ze t* > 0. Necht je tedy (v, p) slabé feSeni jako v dokazované véte
2.0.9. Diky vété o jednoznacnosti feseni vime, ze se toto slabé feSeni shoduje s reguldrnim
feSenim na kazdém kompaktnim podintervalu [0,¢*). Nyni existuji dvé moznosti. Bud je
t* = 0o a mame tak regularni feseni na libovolném ¢asovém intervalu, nebo je t* < oo. Tuto
moznost vSak v dukazu vylouc¢ime, nebot ukazeme, ze v, splituje na (0, t*) predpoklady véty
2.0.7.

Uvazujme nyni 0 < ¢ < t*. Pak tedy na (0,%) je (v,p) reguldrnim fesenim Navier-
Stokesovych rovnic. V ditkazu odvodime odhady w, a 2 v prostoru L a z nich potom
odhad pro v, v prislusném prostoru. Necht je tedy 1 < p < 2, vyndsobme rovnici (1.9)

Pro w, vyrazem % a integrujme (podle miry rdrdz). Budeme znacit krdtce [ f =
We

[ J3T frdrdz) a dostaneme
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Py ’Wso‘p _1 P 2 Ov, Wy
el [ Tl [ oGt @)

Pro L*>? odhad “£ vyndsobime stejnou rovnici vyrazem ) (r ‘w“’ ’p 2w 3 7’1 ——5, kde 9(r)

je sefezavaci funkce, ktera je rovna nule pobliz bodu r = 0. Danou rovnici integrujeme a

posléze vezmeme limitu ¢(r) — 1 (identickd funkce) a nakonec § — 0. Jak je ukdzdno

v [3], tak nemuzeme vzit piimo § = 0, nebot by nékteré integraly nebyly koneéné. Nakonec
We

dostaneme
) / 2\ |2 / 2 Ov, w, 1
VIil— <
1% r -~ UL,D 82 ‘w ’2 prp

Nyni secteme (2.1) a (2.2) a v dalsim postupu budeme odhadovat ¢leny na pravé strané.

1d

(2.2)

2.3 Dukaz - 1. ¢len

Nejprve odhadneme prvnf ¢len na pravé strané, tedy ¢len I; = [ U |w,|”. Pouzitim Holde-
rovy nerovnosti dostaneme

Wo

-1
s GiHUrHﬁ‘“WHp Hp%l:
—-Pp

W
I, < .

-1
e lenll ol

Ovérime podminku Holderovy nerovnosti:
6 — 1 -1
P + -+ b
6p 6 p

Déle pouzijeme interpolacni nerovnost. Protoze pro p € (1,2) je 5% - € (p, 3p), plati

I~

p 3 4p  12p  6p
Z véty o vnofeni je navic ||v,||g < C'[|w,||, a celkové tak dostavame

Wol |4
Y

P

T 13p

nebot

p—1||Ye Wy
B < el ol 2] |
Nakonec pouzijeme opét vnoteni
3 4 % L %
Yo el <o|lv ([Ze) (2.3)
r l3p T 6 T 9
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a dvakrat Youngovu nerovnost. Nejprve s koeficienty 4 a %:

N\ (12
e ()]
r 2

p
a podruhé v pravém ¢lenu s koeficienty —2Z 5 a 3p.

4(p 4-p°
g) 2 p)
2 p

Prvni ¢len je mozné zaclenit do levé strany puvodni nerovnosti (proto je ndsoben ko-
eficientem 0). Pro odhad druhého ¢lenu lze pouzit Gronwallovo lemma. Pfipomenme, zZe
|well, < Cllw|y, < C||Dv||, a z energetické nerovnosti (1.5) vime, ze Dv € L**(Qr).

p

(p—1) Wso 3

C(9)

r

sl (3
T

4 w,
+CO) ool (ool + ]2

4
Mocnina ¢lenu ||w, ||, je navic mensf nez 2 a proto je jisté ||wy,||3 (t) € L*((0,T)).

2.4 Dukaz - 2. a 3. ¢len

Nyni se budeme vénovat ¢lenum I a I3, kde

/2 (%SD W
v 0z ‘w<p|2_p

2 Ov, w, 1
= —U@a— 2—17_[) .
T z |w¢| r
Vzhledem k tomu, ze hlavni problémy, se kterymi se setkdvame, jsou v blizkosti osy, a navic

je vor € L®(Qr), je Iy ¢len lehéi - je odhadnutelny podobné jako I3. Proto se budeme déle
vénovat pouze clenu I3. Zvolme £ > 0 a napiSeme I3 v nasledujicim tvaru

vl (50) (7) (5:57)

2
X=p+1l——-—¢,
p

Y=<1;€+%)(2—p)7

2
Z=—-—+4+e-Y,
p

Y

kde

a=2-—np.
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Lehce ovérime, ze X +Y + Z = p + 1. Nyni pouZijeme Youngovu nerovnost na tii
uzavorkované vyrazy a to postupneé s koeﬁmenty pra ;”p, 2. Dostaneme tak
Wo [0
< L4 L :
I=C </ 2 +/7ap (1+e)+2 /‘32 rp(l;a) )
V prvnim ¢lenu je mocnina r rovna ;’TXI =p+2— 5’%1. Muzeme tedy pouzit tvrzeni

lemmatu 2.1.4. Celkové tak dostaneme

sl St et [ 5])

Dalsim pouzitim Youngovy nerovnosti lehce dostaneme dostatecné maly nasobek prvniho
¢lenu, abychom jej mohli zaclenit do levé strany. Pouzitim Gronwallova lemmatu navic
odhadneme i druhy clen a zbydou nam posledni dva cleny. Po pouziti Gronwallova lemmatu

totiz dostaneme nasledujici nerovnost
2 IANE
()
r

(ot |227) -+ //(“"*”p [ |71l
<0v0+0<//rp‘gi //' ) (2.4)

Abychom mohli odhadnout posledni dva ¢leny vyuzijeme dalsi rovnici. Tu dostaneme tes-

<1+s>
ro2

p(1+€)

2p—2
tovanim rovnice pro v, vyrazem | “0’ ? . Dostavame tuto rovnici
® rp(l+e)
2p P 2
2d [ |l 2p—1 [ ] n
P dt | re+e) p? Tif’(l;f)

i (2p)® —p*(1 +¢)? |Us0|2p S l+e¢ |Us0|2p Ur
(2p)2 V| elte+z 9 (i)

Dohromady s (2.4) tak dostaneme tuto nerovnost
2p
p_ ||“ell? Vg
<||w¢||p+ |5+ [ e ) 0

+C//<\ wol”

D
Y

p(l+e)
r- 2

_l_

o (=) 4]

v | i ' |U<p|2p vy
+ m SC(VO)—FC ; D) (2.5)
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2.5 Dukaz - 4. ¢len

Oznac¢me I, integral na pravé strané (2.5). Mame tedy

2\ ¢ 2 B
I, = |UT| |U<P| Y ’U@| i (‘U ’2)
4 rltk rp(l+e) rp(l+e)+2 ¥ ’

kde k € [0, 1] zatim nespeciﬁkujeme a=1- ]l? —t_Lkap= Lk,
Nechf 1 < a < 2 a I, odhadneme pomoci Holderovy nerovnostl S koeﬁ(nenty é %,
m. Dostaneme tak
2p @
Ur v ‘va
L< ||| e | (s || P 2.6)
1

Vénujme nejdiive pozornost prvnimu ¢lenu v sou¢inu na pravé strané (2.6). Protoze k < %,
lze tento ¢len odhadnout pomoci lemmatu 2.1.5

<C

Yo

ritkil, rk
Pfipomerime, ze na levé strané nerovnosti (2.5) mame k dispozici odhady norem vyrazu w,

% ) .. < . , . ,
a —2. Proto ted pouzijeme opét Holderovu nerovnost tak, abychom ziskali z normy vyrazu
r

w
;: souc¢in norem, které mame k dispozici na levé strané. Tedy
r
N k (1—k) a
a a —K)a
Woll _ [ lwel™\" _ we k| <
rk lla rka r v -
g f
W [|*
< (U1Lallglla)® = looelltisy | 52, (27)
kde —+— = 1. Dostali jsme tak sou¢in norem vyrazi, které potiebujeme. Normy jsou vsak

A A

obecné v jinych prostorech, nez potfebujeme, proto musime pouzit interpolacni nerovnosti.

Necht je Aa(l — k) € [p,3p] a A'ak € [p,3p]. Pak plati

1ol aaa sy < Nl el 2 (2.8)
Ze Yo ||| Le (2.9)
r Haak — I llp I 7 llgp
1 A 1= 3p — Aa(l — k) _ 3p— A'ak
kde —— = =+ —— a tedy A = logicky p = —————
A=k p  T3p MW SAa(l— k) O OBV = Tk

Dosazenim odhadu (2.7), (2.8), (2.9) do (2.6) dostaneme
| el
rp(l4e)t2

|Uwfp
rp(l+e)

A A
Yo ||| Le ™

A A
Iy < lwgll)" [lwell5,

rollp 1 r llsp —A)—1

B
logll? 2, (2.10)
a(l—a
1
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kde
\ _ 3p—Aa(l - k) \ _ 3Aa(l—k)—3p
e 2Aa ’ 2 2Aa ’
e 3p — Aak N = 3A'ak — 3p
5T 2Aa YT 240

V této chvili mame k dispozici normy vsech funkei v téch spravnych prostorech. Muzeme
tedy prejit k mocninam téchto norem a tedy k pouzivani Youngovy nerovnosti. Tu pouzijeme

na druhy, ¢tvrty a Sesty ¢len - druhy ¢len umocnime na )\ , ¢tvrty ¢len na )\ , Sesty ¢len
a % a zbytek na B, kde
Ao A 1
24248+ =1
p P B
Odtud B = b . Celkové tak ziskdme
pP—=0p—A— N\
4 = ||w‘ﬂ|| + rp 1+5)+2 +
1
2p
2B MB [|We |8 | vl
+CO) ol Nl =27 | S| @1

V prvnich dvou ¢lenech pouzijeme vnoteni podobné jako v (2.3) a volbou dostatecné malého
koeficientu 0 zatfidime, ze oba tyto Cleny a také clen tfeti pujdou zaclenit do levé strany

(2.6). Nakonec pouzijeme jesté jednou Youngovu nerovnost a to na zbyvajici sou¢in. Prvni

¢len v sou¢inu nechame, druhy ¢len umocnime na MLB, tfeti ¢len umocnime na )@LB a

posledni ¢len umocnime na ﬁ. Ovérime, ze je splnéna podminka v Youngové nerovnosti:

B(A1+A3+ )_ -
o _ _ _ o Aa k a
p p Bp— A — N\ p—Gp— (3 (;Aa) B 3A2Ak 3p>
3 1 3 1
_ e —ptop  h—atoep
p=Op-(3-3%) w-ata
) 1
protoze a + (3 + — = 1. Dostaneme tak
p
Nk we 5|’ 0|
1, < 6C (Hv (lwel )] + Hv (‘7 )H2+ s |+
C 5 2B P WSO |U§9|2p
+ CO) ol wollt + [ <2| + 1z ]| -
1
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Polozmenynit = 2B a s = W Je-li tedy v, € L"*(Qr), muzeme pouzit Gronwallovo

lemma a dostaneme tak konecné prvni findlni odhad

2
o+ |22+ [ Lol o0+
#llp r llp 7“17(1""5)

2

t p » |2 g
+c/ /(@+/‘V|ww\2 —l—‘V(‘& ) +
T r
0
U ’ |Uso|2p
+ ‘V Tp(? +m SC(VQ) (212)

2.6 Dukaz - jesté jeden odhad

To ovsem jesté neni vSe. Chceme totiz ukazat, ze v, spliuje Prodi-Serrinovu podminku a
to zatim nevime. Ukazeme to vSak s pomoci toho, co uz mame, konkrétné tedy s pomoci

3 ‘ 39 ,
(2.12). Dokézeme, ze w, € L3 a V|wy|t € L*? coz znamend w, € L33, Interpolaci
mezi L3 a L33 (s koeficientem \ = %) dostaneme w,, € L*1. Nakonec pouzitim vnoteni
a lemmatu 2.1.2 ziskdme v, € L3 a tedy v, spliiuje Prodi-Serrinovu podminku.
forlly < V0 lls < C s

Uvédomme si, ze toto nemuzeme ziskat z odhadu, ktery uz mame k dispozici, pouhym
dosazenim p = % Totiz zadanym hodnotam ¢ a s odpovida pevné p, které muze byt mensi

nez % (ve skutecnosti se hodnoty p pohybuji velmi blizko jednic¢ky). Proto musime tento

odhad udélat zvlast. Nicméné odhady ¢lenti na pravé strané uz nebudou tézké.

Abychom tedy dostali nalezitosti do piislusnych prostort, ndsobme rovnici pro w,, vyrazem

_1
|wy| ™2 wy,. Dostaneme tak

3
2d 3 \w¢|5 8 3\ |2
sl v [ e g [ 9 ()] <
, 3 2 0 _1
S‘/U_|W<p|g +’/—v - wol 2 wy| =15+ I (2.13)
T

r ¥ Oz
Pro odhad I5 pouzijeme faktu, ze existuje 19 > 0 takové, ze w—rf je omezené v Lo g v

LY3040) pro 0 < 5 < 1y. Pouzijeme Holderovu nerovnost s koeficienty 3(1 + ), 3&—;2) a
3:
w 1 w 1
=) () oot < e[, Il ol
o= | [ () @t e ol ool

o ’ - . . e - , 3
Prostiedni ¢len budeme interpolovat mezi prostory L? a L? a pouzijeme vnoteni Wh2 « L3

2n 2n
14n 14+n
[[or]]

1530‘

Yo
r

3
27
w
3(14n) || SD“%
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I; pak lze odhadnout pomoci Gronwallova lemmatu, muzeme totiz Youngovou nerovnosti

zvysit mocninu vyrazu |lw,||s na zddouci 2 a soucin dvou zbyvajicich vyrazu je jiste v L!
2

v ¢ase.

2n 3
L<C ez (o3 +1)

Podobné pro I pouzijeme informaci z (2.12). Odtud totiz vime, ze existuje 7; > 0
147

r 13(14n)

|U<p|

THTn(1+5)

takové, ze pro 0 < n < ny je € L>? a gradient tohoto vyrazu patif do L>2.

- . e ... . ) v, 1+n
Ve skutecnosti pouzijeme pouze slabsi informace, a to tytéz informace pro vyraz |—
r2
Tyto informace jsou skutecné slabsi, protoze problémy jsou hlavné v okoli r = 0. Odhad
opét zacneme Holderovou nerovnosti

2 Ov 1 (v 0 (v, \ "
o= | 22 b < 0| [t (%) a—(—*”) <

<C

1
6(1-n)|| 6 1+n +n 147
1 ) v 1 U (Y
scnwwuaH(—“) V| =C||w@||3'| ) v
2 [\ V7 ) NG ) NG ,
1 _
kde ¢ = 6?77 < 6. Pouzitim vnoteni W12 — L¢ pak dostaneme
n
Vg 147 1+§

1
I < C Iy ||V

ﬁ

Podobné jako v odhadu ptedchoziho integralu /s vhodnym pouzitim Youngovy nerovnosti
dosdhneme zvyseni mocniny vyrazu ||w,||s na zddouci % a konecné pouzitim Gronwallova
2

2

lemmatu dokonc¢ime odhad tohoto ¢lenu.

2.7 Dukaz - zaveér

Nejprve si vyjadiime ¢t a s pomoci p, k,a a €.

2 2
5= ¢ - (2.14)
al—a—p)—1 a-—p
D B dap

t=2B=

p—Pp—Aa—N  2ap(l—03)—3a+3p

Hlavné nés zajima vyraz

(2.15)
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Pripomenme, Ze a < % Funkce s(a) z podminky (2.14) je klesajici pro libovolné piipustné
hodnoty p a a. Proto s(£) < s(a) a tedy

4p
4p 4p
§> 5 h— = : 2.16
% —-p 2—Fkp (2.16)
Naopak z podminky (2.15) je
3 _1+k ¢ 6
Sl 8 s 0 2.17
s 2 2 = +k—c¢ (2.17)

cvv s

ktera tyto podminky spliuji. Funkce s(k) z podminky (2.16) je rostouci na intervalu [0, 1]
a funkce s(k) z podminky (2.17) je tamtéz klesajici. Nejlepsiho vysledku tedy dosdhneme,
budou-li se funkéni hodnoty rovnat.

4p 6 _ 6+2ep—2p

10p
= = k , © 7z odpovida s > ———
Gy — 5 ¢emuz odpovida s S —

Toto ¢islo je nejmensi, pokud p — 1 a navic € — 0. Tehdy dostavame

- 10
§> —.
3
Z podminky (2.16) vyjadiime k
2s — 4 2 4 4
p<Z P2 Z 9 =
sp p S s

a dosadime to do (2.15), ¢imz dostaneme konecné podminku, kterd je formulovana ve véteé.

2 3 1+k ¢ 1 2 3 2
T LT
t s 2 2 2 S 2 s
Odtud také dostaneme )
S
t > .
35 — 10

Abychom dukaz mohli plné uzaviit, zbyva ovérit jesté spravnost pouziti interpolaci (2.8)
a (2.9) pti odhadu integralu I,. Tam jsme totiz potiebovali, aby platilo

Aa(1 — k) € [p, 3p) a  Aakelp3p).

Zatim nevime, zda jsme schopni najit takovou dvojici A, A", kterd tyto podminky spliuje.
Uz naopak vime, ze nejlepsi vysledky dosahneme volbou parametru p co nejblize jednicce.
Chceme proto, aby

Aa(1 - k) € (1,3] a  Adake(1,3].
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7 druhé podminky muzeme usoudit, ze potiebujeme, aby A" < %, protoze ak < 2. Ponévadz
A a A’ jsou sdruzené koeficienty, tak ndm to dd i podminku na A - konkrétné A > 3. Zaroven
viak potiebujeme, aby Aa(l — k) € (1, 3], proto nutné musi byt

a(l—k) <1

Odtud 5
a—ak<1:a<1+ak<3:k>§.

Zdéa se, ze jsme tak dostali dalsi vyrazné omezeni, ale neni tomu tak, jak se vzapéti
presvédcime. Vzpomenme na to, jakd je zavislost s(k). Mame

4 6

P a §2 ———,
2—kp 1+k—c¢

S >

zajimaji nés pouze s € (%,4] a nejlepsi vysledky dostaneme, kdyz p je blizko jednicce.

7 téchto dvou podminek dostaneme, ze pro s € (13—0, %) jsou vsechna piipustnd k > 2.

3
Pro s € [%,4] se uz nékterd k stanou neptipustnd. To vSak nevadi, protoze malym hod-

notam k odpovidaji velké hodnoty t. To plati, protoze pro pevné s je

~ev s

- plati totiz nésledujici jednoduché

Lemma 2.7.1. Necht v € L'"* pro néjakd t,, s takovd, Ze

D 2
—+ —<C.
S tl

Pak v € L™* pro ty, s takovd, Ze
D 2
Yii_o0.
S tQ

Diikaz. Dukaz plyne z Holderovy nerovnosti. Totiz
1 1
T i T W4y
()" < ([ o) i <o
0 0

V naSem piipadé toto lemma pouzijeme pro D =5 a C' < %, ale blizko tohoto ¢isla.
Pak jisté budeme moci dosdhnout toho, aby pouzité k bylo vétsi nez % Omezeni k > % tak
vlastné zadnym omezenim neni.

]



Kapitola 3

Vnitini regularita pro v, =0

V této kapitole se budeme vénovat specidlnimu pripadu osové symetrického proudéni,
kdy v, = 0. Pod pojmem osové symetricka vektorova funkce budeme v této kapitole
rozumét pravé takovou osové symetrickou funkci, jejiz thlova slozka je identicky rovna
nule. V tomto specidlnim ptipadé se systém Navierovych-Stokesovych rovnic zapsanych ve
vélcovych soufadnicich (1.8) jesté vice zjednodusi na systém

O\ O Ov Op  [10 (O | Do we]
ot Ur or vs 0z  Or v ror " or 922 r2| T
ov ov ov dp 10 ov 0%
? 2z et S - # | = 3.1
at U or T 9: Tz ”[rar (Tar>+az2] - (31)
ov, vy ov, 0
o r 0z

Opét s vyhodou vyuzijeme také rotace rychlosti. Tentokrat je nenulova pouze slozka w, = w

a rovnice, kterou tato slozka spliiuje je nasledujici
Ow Ow ow v, s {1 0 ( 8w) 9w w] _, (3.2)

o s e Y e Uar ) Ta T

kde g = %fr — %fz.
z T
Oproti predchozi kapitole budeme tentokrat uvazovat omezenou oblast 2. Hlavnim

cilem této kapitoly je dokazat tuto vétu.

Véta 3.0.2. Necht vo € WH2(Q),divvg =0 a f € L*(0, T, W"*(Q)) tak, ze £ € L**(Qr).
Necht vy, f jsou osové symetrické. Necht v je slabé Fesend spliujici energetickou nerovnost
a necht t* je pruni cas, ve kterém se objevi singularita (v niZe uvedeném smyslu). Pak se
tato singularita nevyskytne uvnitr oblasti €.

Vysvétlime nejprve, co vlastné véta tvrdi. Vime, ze feSeni je na kratkém casovém in-
tervalu regularni. Muzeme tedy definovat t* jako supremum z casu, na kterych je feSeni
regularni (nize presné fekneme, co budeme chapat pod pojmem regularni feseni). Ukazeme,

21
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ze TeSeni je na intervalu (0, t*] reguldrni uvnitt oblasti €2, jinymi slovy je reguldrni na kazdé
kompaktni (osové symetrické) podmnoziné 2. To tedy znamend, Ze singularita, kterd se v
case t* objevi (pokud takovy konecny cas existuje), se jisté objevi na hranici oblasti a ne
uvnitf.

Pod pojmem regulérni feseni na intervalu (0,¢) budeme chapat to, ze plati

v € L®(0,t, Wh(Q)) N L*(0,t, W>2()).

Pokud mluvime o singularité, pak tento pojem chapeme tak, ze feseni neni regularni.

V dukazu pouzijeme techniku sefezavaci funkce. Samotné schema dukazu bude velmi
podobné tomu, které jsme pouzili v predchozi kapitole k dukazu kriteria regularity pro
v,. Opét vyjdeme z véty o regularité pro mald data a dokdzeme piislusné odhady tykajici
se rotace rychlosti w. V dikazu budeme také ¢asto pouzivat nékteré nerovnosti uvedené
ve druhé kapitole.

Necht K je tedy libovolnd ale pevnad kompaktni osové symetrickd podmnoZina (.
Oznacme Q. = Q\ K, tedy Q@ = K U Q.. Po cely dukaz budeme pracovat se sefezavaci
funkei ¢ € C=(R?). Tato funkce je rovnd konstantni jednicce na K a konstantn{ nule v
R3 \ €, jejf nosic¢ je také kompaktni osové symetrickd mnozina. Samotna funkce ¢ je pak
také osové symetrickd. Definujeme tedy

t* = sup {t > 0; v je reguldrni feseni na (0,¢)}

Z véty o regularité pro mald data vime, ze t* > 0. Plat{ tedy v ¢ L>(0,¢*, W2(Q)) N
L2(0,t*, W*2(Q)). V dalsim budeme tedy pracovat na casovém intervalu (0,t), kde ¢ < t*.

3.1 Dikaz - prvni odhad

3.1.1 Uvod
w(t)¢|)?

Klicovym krokem v dukazu je odhad normy ||—=—|| konstantou, kterd bude zaviset

pouze na pocatecni podmince vy a pravé strané f. Abychom toto ziskali, zvolime € > 0,
2

‘ P .. , w . . . <
vynasobime rovnici (3.2) pro w vyrazem —— a zintegrujeme pres (). Budeme se vénovat
2

jednotlivym ¢lentim zvlast a opét symbolem [ f budeme rozumét fQ frdrdz

Casovd derivace:
2 1 d 2
24t

wg

prl—e/2

wg
rl—e/2

Oow 5 1 1d /

—Ww —_

ot r2=e 2t )
Konvektioni élen:

2 2 2 2 2 2,2
/(Uﬁ_wﬂﬁ_w_&w)ﬁ:/(&@w ¢ v ¢ _WC)drdz:

or 0z r r2-e 2 Or rl-e 2 0z rl-e r orl-e
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B w0 [(vC? 0 (v,¢? vy w22 B
[ (5 G ()« 3 (55)) - s o

w2 % ov, W oo 0 1—ewtn.? oWt ov, WP ou, 0 v Wi
- _= - = = drdz =

23

2 rl—c Or 2 rl=e Jr 2 e 2 rle 9z  27rl—< 9z popl-e

drdz =

w? (2 ov, OJv, v, w1 o¢? o¢? e wu,C?
z/ A el <vri+vzi> _ Wt
2 rl-e 2 r2-e

or 0z ' r 9 pl-e or 0z

=0

1 [ w? o¢? o¢? w? v
2 / (a— +a_) Teamt

Elipticky c¢len: Nejprve pro prehlednost zavedeme nésledujici znaceni

O ( w¢\ Ow ¢ I w £ wq
or (r1—5/2> ~ Or rl-e/2 + Or ri—¢/2 + (5 o 1) r2—c/2

0 [ wC 2_ ow\? (2 OC\? w2 £ 2 2(? ow 0C 1
(5 (—/)> - (a_) +(a—) rz—si(i—l) e T2 e t
A

(&

-~ -~
-

5 c D

2 2
W & gl

or r3—¢
0 w( 1 Ow ¢
0z (r1€/2> pl-e/2 ((%g—{—w&z)

o ( wC \\* 1 fow\®, 2 owd 1 ,[3\
(a (—/)) = (a_) CH vy Se, T <a—)

) N——
TV TV
G H I
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Teprve nyni se vénujme samotnému eliptickému ¢lenu
Pw Pw 10w w) w
_ Tt drdz =
V/g]((ﬁr2+8z2+7‘3r T2) T2—5)Tr :
Ow 0 [ w? Ow 0 [ wC? Ow wC? W
= drdz =
V/ <87‘ or <r1—6) o 0z 0z (7’1—5 or r2—c * e

B Ow (0w ¢ 0C w C2 ow 1 ¢ Ow
v [ (5 (Gt + e - 05 ) + o (W + 527 -

2 2 W22
8ww§+ <7’d7"dz—V/A—i—D—i—E—kG—i—H—i— C rdrdz =
Or r3—¢ = pi=e Q
e w2C2
—v [ (A+D+E+G+H+C+ 1—(5—1> S B4+ F+I1-B—F—1I)rdrdz=
Q reTe

B wC wC w? oc\®  [OC\® 18¢?
G ER) (G ER) -=(G) () -5
€a<2 w2 82 w2C2
—5570375 + (5— Z) 7"45) Td’l"dZ

Prvni dva ¢leny a také posledni ¢len ponechdme na levé strané (maji kladné znaménko),
ostatni prevedeme na pravou stranu a bude potieba je odhadnout.

Dohromady dostavame rovnici

1d 2 2<2 gCQw

5%/ /‘ (15/2) +V<6_Z)/r4a_/r2—a+

e [WCv, e [ w? OC* w?r (v, 00 v, 0 o\ ? oC\?>  18¢?
i) / REEALS / wﬁ*/ (55*55* (a—) *(a—) Ty

Cleny na pravé strané budeme odhadovat postupné.

w(

rl—e/2

3.1.2 Prvni ¢len

Prvni ¢len odhadneme za pomoci predpokladu na pravou stranu rovnice. Dostaneme tak
9w g w¢ . - g 92
= [ 25 i< o)|2 <2
/ ri-e /TTlE/QCM _CHTH2 _CHTH2+

Po zintegrovani fot pak vyuzijeme Gronwallovo lemma.

2

w(

1—€/2
ri=e/2||,

W

1—¢/2
ri=e/2||,
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3.1.3 Druhy ¢len

22
o R

r2—¢/2

wg

1—¢/2
ri=e/2 ||,

2 r2=e p

|

< (.UC 2 C V D2 CUC ? CUC ? C D2 2 wc ?
sc =2 , + Ce || Vv, H VH2 rl—e/2 - r2—<c/2 ) +Ce H V||2 rl—c/2 )
Zde jsme vyuzili nasledujici nerovnost
1 1
Izl < ClIVEI3 [ D25 (3.3)

kterd je dokazana v [6]. Prvni ¢len muzeme zahrnout do levé strany. Protoze se pohybu-
jeme na kratkém casovém intervalu, je v € L?(0,¢, W??) a na druhy ¢len muzeme pouzit
Gronwallovo lemma.

3.1.4 Treti ¢len

5/ W' OC _ / we JOC 1
Y9 ] oy ~ V¢ ) rmenYar e

Uvédomme si nejprve, ze tento vyraz je nulovy na K a nenulovy pouze na €).. Budeme chtit
pouzit Holderovu nerovnost s koeficienty 2, 2 a co. Zaméime se na vyraz, ktery chceme
odhadnout v L*°, tedy %7%5/2. Derivace setezavaci funkce je omezend v kazdém bodé, ale
mocnina 7 ve jmenovateli je problémem v okoli osy, tedy v okoli bodu r = 0. Na okoli osy
véak muzeme pouzit Taylortiv rozvoj derivace sefezévaci funkce. Ozna¢ime-li ¢ parcialni
funkei ¢ zavislou pouze na r (a tedy s konstantim z), plati
2
%(r} = %(O) —i—r%(?), e (0,r)

Protoze jsou €2 a K osové symetrické mnoziny, je také ¢ osové symetrickd funkce. Ta je
navic hladkd, proto nutné musi byt %(O) = 0. Tedy daleko od osy (pro r € [n,00) pro
pevné n > 0) je vyraz %7’1_;5/2 omezeny a blizko osy (pro r € (0,7)) nam pomuze Tayloruv

. 9%¢C & v s~ /
rozvoj a dostaneme tak 7372, coz je téz omezené.
Holderova a Youngova nerovnost tedy vede na

w¢ o0¢ 1 <
ve 7,275/2“}E,4175/2—CVE

Prvni ¢len muzeme zaclenit do levé strany, zatimco druhy ¢len lze odhadnout normou gra-
dientu rychlosti v L? a po zintegrovan{ v ¢ase vyuzitim energetické nerovnosti odhadnout
konstantou, ktera zavisi pouze na pocatecni podmince a pravé strané.

2
2
+C HW||2 .
2

W
r2—e/2
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3.1.5 Ctvrty a paty ¢len

Oba ¢leny budeme odhadovat stejnym postupem, ten staci ukazat na jednom z nich. Aby
se ndm podafilo tento ¢len odhadnout, musime polozit ¢ = £°. Po tomto dosazen{ si ziskany
vyraz rozdélime takto

B (,UQ Uy 8C2 B wgg w%£8 % 1 35
e () (—m_ﬁm) ) () ()

Pouzijeme Holderovu nerovnost s koeficienty 2, 6, 247, 18, = a co. Dostaneme tak
8
wé? we ||° 1 1 o0&
1< |22 ol || 1l | == (152
T 2 r 6 ro_1s ||54 T oo

7

Protoze se pohybujeme na oblasti odrazené od nekoneéna (pokud neni piimo €2 omezen4,
Ize jisté volit ¢ s kompaktnim nosicem), 1ze predposledni ¢len odhadnout konstantou, kterd
zavisi pouze na nosici (. Posledni ¢len 1ze také odhadnout konstantou. Pouzijeme-li navic
ekvivalenci norem w a Vv a vnoreni dostaneme

wé? we \|? 10
Ir=c ri=ei2||, \ (Tl_gp) , IVvlly
Youngovou nerovnosti dale dosdhneme
2 2
w¢’ w€®
I <c||V (7’1—5/2> 2—1—0‘ - HVVH2
2
w@ w@ 2
<c V(Tl_—a/z) +C||Vv ||2—|—C" Ry ||VV||2

Prvni ¢len lze zahrnout do levé strany, druhy ¢len po zintegrovani v ¢ase odhadnout kon-
stantou a na posledni soucin lze aplikovat Gronwallovo lemma.

3.1.6 Sesty a sedmy ¢len

Tyto dva cleny se stejné jako v predchozim ptipadé odhadnou naprosto stejnym postupem a
ukazeme jej pouze na prvinim z nich. Postupovat budeme velmi podobné, jako v predchozim
pripadé. Mame tak

o] 8 S 65 (5) ) 6

Dany vyraz odhadneme pomoci Holderovy nerovnosti s koeficienty 2, 574, 9, 2 a 0o. Ziskdme
tak

(%)

7
9

1

T%(l_%)

wé?
1—¢/2
ri=e/2|],

wé?
1-—2/2
ri=el2 |,

J<C

2
]l




KAPITOLA 3. VNITRNI REGULARITA PRO V,=0 27

Naprosto stejnym argumentem jako v predchozim pripadé lze zduvodnit odhadnuti po-
slednich dvou ¢lent konstantou. Stejné pouzijeme také vnoreni a ekvivalenci norem a do-

staneme tak
wfg
\Y (,rl—s/Q )

Youngovou nerovnosti s koeﬁmenty =2 a 18 a druhym pouzitim této nerovnosti s koeficienty
2

u 11 dostaneme
w£9 % w€9
\V4 Vv i <c||V
(7”15/2) 2 H I2* = H (7"15/2)

9
Prvni ¢len lze zahrnout do levé strany, druhy odhadnout pomoci Gronwallova lemmatu a
tfeti po zintegrovani v ¢ase odhadnout konstantou.

7
wé? o
7’1_6/2

J<C

2
V2

2

+C

2

wé?
+C||VV||2

T17£/2

w£9

J<e¢ +C

3.1.7 Osmy clen

Pro odhad posledniho ¢lenu pouzijeme podobny postup jako v pfedchazejicich ¢lenech a
priddme také myslenku ze clenu tfetiho. Chceme tedy odhadnout ¢len

2 2
K:_V/ w” 10

r2—cpy Or

Rozdil oproti tfetimu ¢lenu je v tom, zZe nemame k dispozici zadné € a protoze budeme s ¢
vzapéti konvergovat k nule, nemuzeme jej tam ani zadnym trikem dostat, aniz by se nam
jinde nevyskytla konstanta zavisejici pravé na . Proto musime pracovat jinak - konkrétne
podobné jako v patém ¢lenu.

wé? wgfg 1 1 0¢1
weof(35) (50) @) () (51)

Holderovu nerovnost pouzijeme s koeficienty 2, 247, 18, 27 a 00. Duvod, pro¢ muzeme odhad-

nout normu posledniho ¢lenu v L, je stejny jako ve tretlm ¢lenu. Stejné tak predposledni
¢len opét odhadneme konstantou. Dostaneme tak

8
wfg g

1—e/2
ri=e/2||,

wé?

1
—7z|| vl
rl—e/2 6

K<C

Analogicky jako drive dokonc¢ime odhad vnorenim, ekvivalenci norem a Youngovou nerov-

nosti.
w§9
\ (7’1_5/2>

2

w&d
v(+5)
rl—e/2 ,

2 2

+CHVVH§.

% §9

1- 5/2

w&?

1—¢/2
r 2

1
K<c IVvli; <c

o2

+e|
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3.1.8 Zaveér

Pouzitim vSech vyse uvedenych odhadu a integrovanim v case dostaneme pro vSechna
€ (0,7)
w¢() |I”

rl—e/2

w((s) |’

rl- 5/2

ds

2

<0(v0,fexp( / |D*v(r HQdT)

Pravé strana je omezend, takze zde muzeme provést limitu e — 0. Na levé strané je |r;j—§/2\

<Cvof) +e/ IVvIE,

a z Gronwallova lemmatu pak

we(t) |1”

rl—e/2

omezené vyrazem ‘“’TC| pro r € (0,1) a vyrazem |w(| pro r > 1. Proto muzeme nechat ¢
konvergovat k nule na levé strané. Z Lebesgueovy véty pak dostaneme

< o), (3.4

2

3.2 Dikaz - druhy odhad

Druhy pottebny odhad ziskdme ndsobenim rovnice pro w (3.2) vyrazem w(? a integrovanim.
Zase se budeme vénovat pro piehlednost jednotlivym ¢astem rovnice zvI4st.

w((t)

r

Casovd derivace:
Ow 2 _ 2

Tento vyraz ponechame na levé strané.

Konvektivni clen:

ow ow Ur 9.9 [0 (W 9 0 [w? 9
vr wC +UZ wC w{rdrdz—/ar(2>vrCr+a 5 v, r—

2 2 2
v,w?Cdrdz = —/% < ai +r (%ZC +r aC + 2u,¢ ) drdz =

w? d¢* a¢?
__/?<UTW+U282> w(rdrdz

Tar

Vsechny vyrazy budeme odhadovat na pravé strané.
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Elipticky clen:

2 2 22
gzwc +a C+1g°: =S drdz =

B aw 9] o Ow 0 o 0w, w3(?
=v aar('rwg)—l—aa (rw()—arwg“—ir
B Ow Ow 2C2 Ow0C?  OwdC? B
_V/<8r) <+<8z> ¢+ +W<EE+8Z az>rdrdz_
w2 ) 2 ) 2o\ [foc\?
[ (5 W) () - ((7) + (5)
Prvni tfi ¢leny maji dobré znaménko a nechame je na levé strané, zbyly vyraz odhadneme
na pravé strané. Dohromady tak dostavame rovnici

w(

S+ (\ :
2 2

e [ G ) T ()

Cleny na pravé strané budeme odhadovat postupné, ale zde uz to nebude tak obtizné, jako
v prvnim odhadu. Tedy

— VUV

drdz =

ot ||V<w<>H§> =

2 2 2 2
/ g0 < [lgCI2 4 C 2 < lgl2 + w2

Prvni ¢len je po zintegrovani v case z predpokladu omezeny a druhy lze odhanout Gron-
wallovym lemmatem.

ac\*  [ac\
[ ((8_4) T (a—c) ) < Wl IVCIE < CIvv

Gradient sefezavaci funkce odhadneme konstantou, pouzijeme ekvivalenci norem a pro od-
had gradientu rychlosti po zintegrovani v case staci energetickd nerovnost.

Dalsi dva ¢leny se odhadnou podobné, proto ukazeme postup jen na jednom z nich.
Polozime opét ¢ = £°.

1= / w%r%—f: / (wg”) (whed) (wh) >(52—5)

Pouzijeme Holderovu nerovnost s koeficienty 2, 12, 4, 6 a co. Dostaneme tak

1 1
I < Cllad]ly flwdlls w3 llorlls
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protoze norma derivace sefezavaci funkce v L* je omezena konstantou. Dale pouzijeme
standardné vnoreni a ekvivalenci norem. Dostavame

1 3
I < Cllwdl [V (w3 Vvl -

Koneéné Youngovou nerovnosti dostaneme ptislusné mocniny norem

I< ||V (@Oly+Cllwls Vvl < eIV @Ol + Cllwcllz Vvl + C IVl

Prvni clen lze zahrnout do levé strany a dalsi dva odhadneme Gronwallovym lemmatem.
Nakonec odhadneme posledni zbyvajici ¢len

1= [ (%) woe.

Zde pouzijeme opét Holderovu nerovnost s koeficienty 2, oo, 2. Pro odhad normy v L*
pak pouzijeme jiz jednou vyse zminénou nerovnost (3.3). Mame tak

w¢

r

i<

IV D20 lwl,
2

O prvni normé vime, ze 1ze odhadnout konstantou. Déle se tak muzeme vénovat gradientum
z vyrazu v(. Plati

V (v() = Vv( + v @ V.
Normu tohoto vyrazu proto muzeme lehce odhadnout nasobkem normy Vv, protoze ( i
jejl gradient jsou omezené funkce. Pouzitim této ivahy a Youngovy nerovnosti dostavame

J < CID*vO)|3 I9VI3 < ¢ |05 + C Vv

Na levé strané nemame k dispozici plny druhy gradient vyrazu v(, takze budeme muset
jesté pouzit dalsi odhady, abychom konecéné dostali to, co potiebujeme. K tomu nam po-
slouzi lemma, které je podobné 2.1.1, jen pracuje s druhymi derivacemi. Plati totiz

[D*(vO)|, < C(ID (xot (Ol + 1D (div (vO))Il,) -

Dukaz této nerovnosti piimo plyne z dukazu podobné nerovnosti (pro piipad funkce s nu-
lovou divergenci) uvedeného v [3]. Jednoduchym rozderivovanim druhého ¢lenu a odhad-
nutim derivaci sefezavaci funkce konstantou nakonec dostaneme odhad

|1D*(vQ)|[, < C (1D (ot (V) + V¥, + [Ivl,) -
Déle vyuzijeme dalsi lemma, dokézané v [3].
Lemma 3.2.1. Euxistuji konstanty Ky, Ky takové, Ze pro kazZdy osove symetricky vektor u
a kazdy bod a = (ay,as) € R%, r = /a2 + a2 > 0 je
do(a) do(a)
or 0z
K, [rotu(a)] < |o(a)

kde o je jedind nenulovd sloZka rotace u vyjddrené ve vdilcovych soutadnicich.

o(a)

K, |D(rotu(a))| < +

)

r

.
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Oznac¢ime-li @ jedinou nenulovou slozku vektoru rot (v({) vyjadieného ve véalcovych
soutadnicich, muzeme diky tomuto lemmatu napsat

|20l < & (Ivally + | 2], + 199l + 1v11.)

Zbyva tak posledni véc a tou je ptejit od norem w k normam w(. K tomu staci rozderivovat
rot (v(). Tim dostaneme dva ¢leny, z nichz jeden je w( a druhy obsahuje derivaci sefezavaci
funkce. Zatimco ve ¢lenu Vi lehce odhadneme derivaci sefezavaci funkce konstantou, se
druhym c¢lenem budeme muset pracovat slozitéji. Zatim tedy mame

wC Up 8C Vz aC
: 2 2l Vv, + ||v||2)‘

+ r 0z T Or|l,

2

Do), < © (HV(wOIb

Na odhad prostiedniho clenu pouzijeme Tayloruv rozvoj, podobné jako uz jednou vyse.
Takto lze odhadnout normu H i BCH konstantou. Koneéné podobny argument pouzijeme
na radialni slozku rychlosti v,. Je totiz v,.(0, z) = 0 a tak pobliz osy lze odhadnout normu
} “z||, eradientem rychlosti v L?, zatimco daleko od osy je %—g omezené konstantou. Tim

jsme vyresﬂl v této casti posledni problém, protoze jsme dostali

1020, < C (Hv Ol + H

Vv, + Hv||2> |

Ptipomenme, ze mame

J<c HD2(VC)H§ +C|Vv|3.

Konstantu ¢ muzeme volit libovolné malou, takze ji zvolime takovou, abychom po dosazeni
odhadu druhého gradientu v( mohli piislusny ¢len zahrnout do levé strany. Zbylé cleny
po zintegrovani v ¢ase odhadneme konstantou.

- o s~ , . . t
Kdyz vse vyse uvedené provedeme a integrujeme fo, dostaneme nakonec

lwe(B)]2 + /

3.3 Dukaz - zaveér

|| + IV @0 () dr < CE,vo).

2

Nakonec stejnym postupem jako pii odhadovani poslediho ¢lenu ukézeme, ze ze ziskané
nerovnosti plyne zavér dokazované véty. Dostaneme tak

t
2
ledtol+ [ ID*r)(r) [ < Cit.vo)
Podobné se vyporddame s prvnim ¢lenem, podle lemmatu 2.1.1 je

DOl < C(l[rot (vO)I, + [|div (vO) ;) < Cllwlly + [1vlly),
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kde jsme pouzili jednak divv = 0, jednak odhad derivace sefezavaci funkce konstantou
a také lemma 3.2.1. Nakonec prejdeme od @ k w, coz se projevi pouze dalsim zvétsenim
konstanty C. Tim skon¢ime s nerovnosti

1DV, < Cllwlly +1Ivil) < Cllwdlly + vl,)-

Pouzitim této nerovnosti nakonec dostaneme pozadovany vysledek

1D+ / | D2vO) )| dr < C(Evo).

Na levé strané prejdeme k lim sup a dostaneme

hmsup||VC le /||VH22<OO

Tim jsme tedy ukazali
v( € L>®(0,t*, WH2(Q)) N L*(0,t*, W*%(Q))

a tim je véta dokazana, protoze vime, ze se v Case t* objevi singularita a zaroven jsme
ukézali, Ze uvnitt oblasti feSeni zustane regularni.

Poznamka. V souvislosti s pravé dokazanou vétou se nabizi otazka, zdali je feSeni uvnitt
oblasti  reguldrni na libovolném ¢asovém intervalu. Na tuto otdzku odpovéd neddme, ale
zminime se o jistém specialné zkonstruovaném teseni. Uvazujme systém dif. rovnic

g—ZJrv Vv — vAv 4+ eA*v + Vp =,

div v =0.

Tedy Navierovy-Stokesovy rovnice zregularizujeme pouzitim biharmonického operatoru. K
témto rovnicim je tieba pridat dalsi okrajovou podminku, napiiklad % = 0. Regenim to-
hoto systému je funkce s lepsimi vlastnostmi, nez které ma teseni obycejnych Navierovych-
Stokesovych rovnic (je jednoznaéné a reguldrni) - samoziejmeé toto feseni bude zaviset na .
Budeme-li pak s € konvergovat k nule, dostaneme specialni feseni Navierovych-Stokesovych
rovnic. Takto zkonstruované teseni je reguldrni uvniti oblasti na libovolném c¢asovém in-
tervalu. Ditkaz tohoto tvrzeni by probihal velmi podobné jako diikaz, kterému jsme se ted
vénovali, nebot ¢len eA?v by v odhadech nedélal z4dné potize.
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