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Úvod

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou předmětem bádáńı již v́ıce než 150 let a ve dvacátém
stolet́ı se jimi zabývalo mnoho slavných matematik̊u. Odvodil je již v roce 1822 francouzský
inženýr C.M.L.H. Navier, ovšem za tak nereálných předpoklad̊u, že je tehdeǰśı fyzikové
odmı́tli přijmout. Teprve o 23 let později dospěl jiným postupem ke stejným rovnićım
irský matematik a fyzik G. Stokes. Jako prvńı se matematickou teoríı těchto rovnic zabýval
švédský matematik C. Oseen, na jeho práce pak navázal J. Leray, který dokázal existenci
a jednoznačnost klasického řešeńı v R2. Ve třech dimenźıch se mu to nepovedlo a dokázal
pouze existenci tzv. turbulentńıho řešeńı, což je v dnešńım jazyce vlastně slabé řešeńı
splňuj́ıćı silnou energetickou nerovnost. Na práce Leraye navázal po druhé světové válce
německý matematik E. Hopf, který rozš́ı̌ril výsledky Leraye do omezených oblast́ı. Podle
těchto dvou matematik̊u se slabému řešeńı někdy ř́ıká také řešeńı Leray-Hopfovo.

Od té doby se těmto rovnićım věnuje velké množstv́ı matematik̊u, z těch nejslavněǰśıch
jmenujme O. Ladyženskou, J.L. Lionse a jeho syna P.L. Lionse. V této práci se setkáme se
jmény Prodiho a Serrina, kteř́ı dokázali podmı́nku, za které je řešeńı jednoznačné (Prodi)
a regulárńı. Velkým př́ınosem v teorii Navierových-Stokesových rovnic byl také článek
Caffarelliho, Kohna a Nirenberga, v němž zavedli pojem tzv. vhodného slabého řešeńı.
Systému Navierových-Stokesových rovnic se také věnuje či věnovala celá řada českých
matematik̊u, předevš́ım Jindřich Nečas, zakladatel oboru matematické modelováńı na MFF
UK, dosáhl mnoha úspěch̊u.

Přes všechno snažeńı však stále z̊ustává otevřena otázka jednoznačnosti a regularity
klasického řešeńı ve třech dimenźıch pro libovolně velká data úlohy a pro libovolně dlouhý
časový interval. Claẙuv matematický institut v Massachusetts dokonce v roce 2000 zařadil
tento problém mezi tzv. sedm problému milénia, za jejichž vyřešeńı vyhlásil odměnu
1 000 000 dolar̊u. Navierovy-Stokesovy rovnice se tak ocitly mezi tak slavnými problémy,
jako jsou Riemannova hypotéza, Poincarého hypotéza, či problém P- a NP-úplnosti.

Osově symetrické prouděńı je vhodným speciálńım př́ıpadem, který lež́ı pomyslně někde
mezi dvěma a třemi dimenzemi. Proto lze čekat, že bude mı́t lepš́ı vlastnosti, než obecné
3D prouděńı. Jednou z těchto vlastnost́ı je i ta, které se budeme věnovat v prvńı části této
práce. Jde o problém regularity řešeńı v celém R3 za předpokladu, že jedna složka řešeńı
má lepš́ı než standardńı vlastnosti. Ve druhé části se pak budeme věnovat speciálńımu
př́ıpadu osově symetrického prouděńı a prouděńı v omezené oblasti. Ukážeme, že v př́ıpadě
takového prouděńı se prvńı singularita nevyskytne uvnitř oblasti.
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Kapitola 1

Základńı pojmy a značeńı

V této kapitole připomeneme základńı pojmy týkaj́ıćı se Navierových-Stokesových rovnic
a zavedeme značeńı použ́ıvané v celém textu.

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Pohybové rovnice nestlačitelné viskózńı (newtonovské) tekutiny se nazývaj́ı Navierovy-
Stokesovy rovnice. Působ́ı-li na tekutinu objemová śıla f, lze napsat Navierovy-Stokesovy
rovnice v následuj́ıćım tvaru

∂v

∂t
+ v · ∇v− ν∆v +∇p = f,

div v = 0.
(1.1)

Veličina v = v(x, t) je vektor rychlosti v bodě x ∈ Ω a čase t ∈ [0, T ], p je tlakové pole,
ν > 0 je viskozita. Ω pak znač́ı př́ıslušnou geometrickou oblast, ve které se tekutina nacháźı.
K rovnićım (1.1) připoj́ıme také počátečńı podmı́nku:

v(x, 0) = v0, x ∈ Ω. (1.2)

Dále muśıme uvažovat vhodné okrajové podmı́nky - tedy nějaký vztah pro rychlost nebo
tlak na hranici oblasti Ω. V praxi je volba vhodných okrajových podmı́nek často problémem,
v tomto textu však použijeme pouze nulové okrajové podmı́nky

v(y, t) = 0, y ∈ ∂Ω, t > 0. (1.3)

V př́ıpadě, kdy Ω neńı omezená, uvažujeme v(x, t) → 0 pro |x| → ∞, ve smyslu, který
upřesńıme ńıže.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ POJMY A ZNAČENÍ 3

1.2 Prostory funkćı

Budeme použ́ıvat obvyklé značeńı pro Lebesgueovy prostory Lq(Ω) a Sobolevovy prostory
Wm,q(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞,m = 0, 1, .... Normu v prostoru Wm,q(Ω) budeme značit ‖·‖m,q,Ω,
popř́ıpadě pouze ‖·‖m,q, pokud bude zřejmé, na jaké oblasti je př́ıslušný prostor uvažován.

Pro m = 0 je W 0,q ≡ Lq a polož́ıme ‖·‖0,q ≡ ‖·‖q. C
∞
0 (Ω) znač́ı prostor všech nekonečně

diferencovatelných funkćı s kompaktńım nosičem v Ω. Prostor Wm,q
0 (Ω) je pak uzávěr

prostoru C∞0 (Ω) v normě ‖·‖m,q,Ω.
V textu budeme velmi často pracovat s vektorovými funkcemi, značeńım však nebudeme

rozlǐsovat prostory skalárńıch funkćı od prostor̊u vektorových (nebo tenzorových) funkćı.
Z kontextu bude vždy zřejmé, o jaký prostor se jedná.

Označ́ıme ΩT = Ω × [0, T ) pro nějaké T ∈ (0,∞]. Budeme použ́ıvat prostory funkćı
s nulovou divergenćı, proto označ́ıme

D(Ω) = {a ∈ C∞0 (Ω) : div a(x) = 0 v Ω}
DT (Ω) = {b ∈ C∞0 (ΩT ) : div b(x, t) = 0 v ΩT}

Dále označ́ıme Hq(Ω) uzávěr D(Ω) v prostoru Lq(Ω) a H1
q uzávěr D(Ω) v prostoru

W 1,q(Ω). Nejčastěji budeme použ́ıvat q = 2, proto pro jednoduchost polož́ıme H2(Ω) =
H(Ω) a H1

2 (Ω) = H1(Ω).
Zavedeme také následuj́ıćı značeńı. Jsou-li f,g vektorové funkce na Ω, polož́ıme

(f,g) ≡
∫

Ω

f · g,

(∇f,∇g) ≡
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂fi

∂xj

∂gi

∂xj

.

Konečně budeme pracovat také s Bochnerovými prostory Lq(a, b,X), kde (a, b) ⊂ R je
interval a X je Banach̊uv prostor, nejčastěji nějaký Lebesgue̊uv nebo Sobolev̊uv prostor.
Pro jednoduchost budeme značit Lr,s(ΩT ) ≡ Lr(0, T, Ls(Ω)).

1.3 Slabé řešeńı

Předpokládejme, že v(x, t), p(x, t) je klasické řešeńı (1.1) - (1.3). Vynásobeńım (1.1) ψ ∈
D(Ω) a integrováńım

∫ t

0

∫
Ω

dostaneme rovnost

∫ t

0

−ν (∇v,∇ψ)− (v · ∇v,ψ) ds = −
∫ t

0

(f,ψ) ds+ (v(t),ψ)− (v0,ψ) (1.4)

To nás motivuje k tomu, jak definovat slabé řešeńı Navierových-Stokesových rovnic.

Definice 1. Necht’ v0 ∈ H(Ω), f ∈ L2(ΩT ). Měřitelnou funkci v : ΩT → Rn(n = 2, 3)
nazveme slabým řešeńım problému (1.1) - (1.3) v ΩT , jestliže
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• v ∈ VT ≡ L2(0, T,H1) ∩ L∞(0, T,H),

• v splňuje (1.4) pro všechna t ∈ [0, T ) a všechna ψ ∈ D(Ω)

V současnosti je dokázáno mnoho vět, týkaj́ıćıch se slabého řešeńı, ty nejd̊uležitěǰśı
z nich zde zmı́ńıme. Důkazy všech zde zmı́něných vět lze nalézt např. v [1].

Věta 1.3.1. Necht’ Ω ⊂ Rn je libovolná oblast a necht’ T > 0. Pak pro každé v0 ∈ H(Ω),
f ∈ L2(ΩT ) existuje alespoň jedno slabé řešeńı problému (1.1) - (1.3). Toto řešeńı splňuje
nav́ıc energetickou nerovnost

‖v(t)‖2
2 + 2ν

∫ t

0

‖∇v(τ)‖2
2 dτ ≤ 2

∫ t

0

(v(τ), f(τ)) + ‖v0‖2
2 , t ∈ [0, T ]. (1.5)

Dále plat́ı lim
t→0

‖v(t)− v0‖2 = 0.

Věta 1.3.2. Necht’ v je slabé řešeńı v ΩT . Necht’ v ∈ L4,4(ΩT ). Potom v splňuje energe-
tickou rovnost

‖v(t)‖2
2 + 2ν

∫ t

0

‖∇v(τ)‖2
2 dτ = 2

∫ t

0

(v(τ), f(τ)) + ‖v0‖2
2 , ∀t ∈ [0, T ]. (1.6)

Věta 1.3.3. Necht’ u,v jsou dvě slabá řešeńı v ΩT odpov́ıdaj́ıćı stejným dat̊um v0, f . Necht’

u, v splňuj́ı energetickou nerovnost (1.5). Necht’ v splňuje nav́ıc podmı́nku

v ∈ Lr,s(ΩT ), pro nějaká r, s splňuj́ıćı
2

r
+
n

s
≤ 1, s ∈ [n,∞], t ∈ [2,∞]

Potom v = u skoro všude v ΩT .

Podmı́nce (i) z věty 1.3.3 se často ř́ıká Prodi-Serrinova podmı́nka.

Věta 1.3.4. Necht’ Ω je stejnoměrně tř́ıdy C∞. Necht’ v je slabé řešeńı v ΩT odpov́ıdaj́ıćı
dat̊um f ≡ 0 a v0 ∈ H(Ω). Necht’ nav́ıc v splňuje alespoň jednu z následuj́ıćıch dvou
podmı́nek

(i) v ∈ Lr,s(ΩT ), pro nějaká r, s splňuj́ıćı
2

r
+
n

s
≤ 1, s ∈ (n,∞]

(ii) v ∈ C([0, T ], Ln(Ω))

Potom v ∈ C∞(Ω× (0, T ]).

V současnosti je regularita řešeńı dokázána i v př́ıpadě v ∈ L∞,3 pro Ω = R3 nebo Ω je
poloprostor.

Věta 1.3.5. Necht’ Ω je stejnoměrně tř́ıdy C2. Pak pro každé v0 ∈ H1(Ω) existuje T > 0
a nejméně jedno slabé řešeńı v v ΩT takové, že

v ∈ L∞(0, T,H1(Ω)) ∩ L2(0, T,W 2,2(Ω)).

Čas T je omezen zdola konstantou, která záviśı pouze na ‖∇v0‖2, vizkozitě ν a oblasti Ω.
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Z věty 1.3.2 vyplývá, že každé slabé řešeńı v dimenzi 2 splňuje energetickou rovnost a
patř́ı do tř́ıdy C([0, T ), L2(Ω)), nebot’∫ T

0

‖v(t)‖4
4 dt ≤ C

∫ T

0

‖v(t)‖2
2 ‖∇v(t)‖2

2 dt <∞.

Podle věty 1.3.3 je pak slabé řešeńı v dimenzi 2 jednoznačné ve tř́ıdě všech slabých řešeńı
a podle věty 1.3.4 je nav́ıc hladké, pokud má oblast Ω hladkou hranici.

Naopak v dimenzi 3 je otázka jednoznačnosti a regularity slabého řešeńı stále otevřená,
nebot’ z interpolačńıch nerovnost́ı dostaneme pouze

v ∈ L8/3(0, T, L4(Ω)) nebo v ∈ L10/3(ΩT ).

1.4 Osově symetrické prouděńı

Pro popis osově symetrického prouděńı je výhodné přej́ıt z kartézských (x1, x2, x3) do
válcových (r, ϕ, z) souřadnic

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ
x3 = z.

Je-li g vektorová funkce, tak jej́ı válcové složky (gr, gϕ, gz) jsou vyjádřeny pomoćı kartéz-
ských složek (g1, g2, g3) jako

gr = g1 cosϕ+ g2 sinϕ
gϕ = −g1 sinϕ+ g2 cosϕ

gz = g3.

Definice 2. Skalárńı funkce h ve válcových souřadnićıch je osově symetrická, jestliže
nezáviśı na souřadnici ϕ, tedy h = h(r, z).

Definice 3. Vektorová funkce g = (gr, gϕ, gz) je osově symetrická, jestliže jej́ı složky jsou
osově symetrické.

Gradient vyjádřený v kartézských souřadnićıch budeme značit Df , zat́ımco ∇f bude
značit gradient vyjádřený v souřadnićıch válcových (v př́ıpadě osově symetrické funkce f
je tvořen pouze derivacemi podle r a z).
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Navierovy-Stokesovy rovnice (1.1) ve válcových souřadnićıch tvoř́ı následuj́ıćı systém
parciálńıch diferenciálńıch rovnic

∂vr

∂t
+ vr

∂vr

∂r
+
vϕ

r

∂vr

∂ϕ
+ vz

∂vr

∂z
− 1

r
v2

ϕ +
∂p

∂r
−

− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vr

∂r

)
+

1

r2

∂2vr

∂ϕ2
+
∂2vr

∂z2
− vr

r2
− 2

r2

∂vϕ

∂ϕ

]
= fr

∂vϕ

∂t
+ vr

∂vϕ

∂r
+
vϕ

r

∂vϕ

∂ϕ
+ vz

∂vϕ

∂z
+

1

r
vϕvr +

1

r

∂p

∂ϕ
−

− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vϕ

∂r

)
+

1

r2

∂2vϕ

∂ϕ2
+
∂2vϕ

∂z2
− vϕ

r2
+

2

r2

∂vr

∂ϕ

]
= fϕ (1.7)

∂vz

∂t
+ vr

∂vz

∂r
+
vϕ

r

∂vz

∂ϕ
+ vz

∂vz

∂z
+
∂p

∂z
− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vz

∂r

)
+

1

r2

∂2vz

∂ϕ2
+
∂2vz

∂z2

]
= fz

∂vr

∂r
+
vr

r
+

1

r

∂vϕ

∂ϕ
+
∂vz

∂z
= 0

Budeme se zabývat výhradně osově symetrickým prouděńım. Budeme tedy předpoklá-
dat, že oblast Ω je osově symetrická a dále, že pravá strana f a počátečńı podmı́nka v0 jsou
osově symetrické funkce. Jak je ukázáno v [3] (pro př́ıpad Ω = R3), řešeńı Navierových-
Stokesových rovnic v je pak také osově symetrické a splňuje tedy poněkud jednodušš́ı
systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic

∂vr

∂t
+ vr

∂vr

∂r
+ vz

∂vr

∂z
− 1

r
v2

ϕ +
∂p

∂r
− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vr

∂r

)
+
∂2vr

∂z2
− vr

r2

]
= fr

∂vϕ

∂t
+ vr

∂vϕ

∂r
+ vz

∂vϕ

∂z
+

1

r
vϕvr − ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vϕ

∂r

)
+
∂2vϕ

∂z2
− vϕ

r2

]
= fϕ

∂vz

∂t
+ vr

∂vz

∂r
+ vz

∂vz

∂z
+
∂p

∂z
− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vz

∂r

)
+
∂2vz

∂z2

]
= fz

∂vr

∂r
+
vr

r
+
∂vz

∂z
= 0

(1.8)

Členy, ve kterých se vyskytuje derivace podle souřadnice ϕ už neṕı̌seme, protože v́ıme, že
jsou rovny nule. Nebudeme je psát ani v daľśım textu.

V př́ıpadě osově symetrického prouděńı je také výhodné pracovat s rotaćı rychlosti.
Vektor rot v v kartézských souřadnićıch označ́ıme w. Označ́ıme také (ωr, ωϕ, ωz) válcové
souřadnice vektoru rot v. Plat́ı tedy

ωr = −∂vϕ

∂z
, ωϕ =

∂vr

∂z
− ∂vz

∂r
, ωz =

1

r

∂

∂r
(rvϕ).

Odvozeńım z rovnic (1.8) dostáváme, že tyto složky rotace rychlosti splňuj́ı
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∂ωr

∂t
+ vr

∂ωr

∂r
+ vz

∂ωr

∂z
− ∂vr

∂r
ωr −

∂vr

∂z
ωz−

− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂ωr

∂r

)
+
∂2ωr

∂z2
− ωr

r2

]
= −∂fϕ

∂z

∂ωϕ

∂t
+ vr

∂ωϕ

∂r
+ vz

∂ωϕ

∂z
− vr

r
ωϕ +

2

r
vϕωr−

− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂ωϕ

∂r

)
+
∂2ωϕ

∂z2
− ωϕ

r2

]
=
∂fr

∂z
− ∂fz

∂r
(1.9)

∂ωz

∂t
+ vr

∂ωz

∂r
+ vz

∂ωz

∂z
− ∂vz

∂z
ωz −

∂vz

∂r
ωz−

− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂ωz

∂r

)
+
∂2ωz

∂z2

]
=

1

r

∂

∂r
(rfϕ)

1.5 Použ́ıvané nerovnosti

V d̊ukazech vět v celém textu budeme použ́ıvat velmi často následuj́ıćı - vesměs velmi
známé - nerovnosti.

Věta 1.5.1 (Hölderova nerovnost). Necht’ p, q ∈ [1,∞] a 1
p

+ 1
q

= 1 ( 1
∞ = 0). Necht’

f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω). Pak fg ∈ L1(Ω) a plat́ı

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Věta 1.5.2 (Youngova nerovnost). Necht’ p, q ∈ (1,∞) a 1
p

+ 1
q

= 1. Necht’ dále A,B > 0.
Pak

AB ≤ Ap

p
+
Bq

q
.

Věta 1.5.3 (Hardyho nerovnost). Necht’ a, b ∈ R, a < b, f ∈ Lp(a, b), p > 1. Pak∥∥∥∥ 1

x− a

∫ x

a

|f(ξ)| dξ
∥∥∥∥

p,(a,b)

≤ p

p− 1
‖f‖p,(a,b).

Věta 1.5.4 (Gronwallovo lemma). Necht’ g(t) ∈ L1((0, T )) je nezáporná funkce a necht’ f
je nezáporná funkce, pro kterou plat́ı

f(t) ≤ K + L

∫ t

0

f(s)g(s)ds

pro 0 ≤ t ≤ T , kde K,L jsou kladné konstanty. Pak plat́ı
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f(t) ≤ K exp

(
L

∫ t

0

g(s)ds

)
pro 0 ≤ t ≤ T .

Věta 1.5.5 (o vnořeńı). Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast s lipschitzovskou hranićı, 1 ≤ p < n a
q ≤ np

n−p
. Necht’ f ∈ W 1,p(Ω). Pak existuje konstanta C nezávislá na f taková, že

‖f‖q ≤ C ‖f‖1,p.

Věta 1.5.6 (Interpolačńı nerovnost). Necht’ Ω je oblast, 1 ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞ a f ∈
Lp(Ω) ∩ Lr(Ω). Pak f ∈ Lq(Ω) a

‖f‖q ≤ ‖f‖λ
p ‖f‖

1−λ
r , kde

1

q
=
λ

p
+

1− λ

r
.

V celém textu se bude vyskytovat mnoho konstant. Budeme pro přehlednost většinu z
nich značit C, hodnota konstanty C se tedy může měnit a to i v jedné formuli.



Kapitola 2

Podmı́nka regularity pro vϕ

V této kapitole budeme pracovat v celém prostoru, tedy Ω = R3. Nav́ıc budeme uvažovat
f ≡ 0. Dokážeme zde větu, která formuluje podmı́nku, jakou muśı splňovat úhlová složka
rychlosti, aby celé řešeńı mělo vyšš́ı regularitu. Již celkem dlouhou dobu je známo, že
v př́ıpadě, kdy je vϕ ≡ 0, je řešeńı regulárńı - d̊ukaz podali Uchovskii a Yudovich v [9],
témuž problému se věnovala také O. Ladyženská v [2] a jiný d̊ukaz téhož tvrzeńı je v [3].
Připomeňme ještě jednou Prodi-Serrinovu podmı́nku. Ta ř́ıká, že je-li v ∈ Lt,s(ΩT ) pro

nějaká t, s splňuj́ıćı
2

t
+
n

s
≤ 1, t ∈ [2,∞], s ∈ (n,∞], pak je řešeńı regulárńı. V obecném

př́ıpadě je dokázáno, že pokud radiálńı složka rychlosti vr splňuje tuto podmı́nku, pak je
řešeńı regulárńı, což formuluje následuj́ıćı věta, kterou využijeme a jej́ıž d̊ukaz je uveden v
[5].

Věta 2.0.7. Necht’ (v, p) je slabé řešeńı Navier-Stokesových rovnic (1.1) v R3 splňuj́ıćı
energetickou nerovnost (1.5) a necht’ pravá strana f ∈ L2(0, T,W 1,2(R3)) a počátečńı
podmı́nka v0 ∈ W 2,2(R3) jsou osově symetrické. Necht’ pravá strana f splňuje nav́ıc rot f

r
∈

L2,2(ΩT ) a necht’ nav́ıc vr ∈ Lt,s(ΩT ) pro nějaká t ∈ [2,∞], s ∈ (3,∞], 2/t + 3/s ≤ 1. Pak
v ∈ L2(0, T,W 3,2(R3)) ∩ L∞(0, T,W 2,2(R3)) a ∂v

∂t
,∇p ∈ L2(0, T,W 1,2(R3)).

Lze očekávát, že podobná věta bude platit i pro úhlovou složku rychlosti vϕ. Zat́ım
se však taková věta nepodařila dokázat a podmı́nka na vϕ, za které je řešeńı regulárńı, je
v současnosti slabš́ı. M. Pokorný v [7] dokázal následuj́ıćı větu.

Věta 2.0.8. Necht’ (v, p) je slabé řešeńı Navier-Stokesových rovnic (1.1) v R3 splňuj́ıćı
energetickou nerovnost (1.5) a necht’ f ≡ 0 a počátečńı podmı́nka v0 ∈ W 2,2(R3) taková,
že ∇v0 ∈ L1(R3) a (v0)ϕr ∈ L∞(R3), je osově symetrická. Necht’ nav́ıc vϕ ∈ Lt,s(ΩT ) pro
nějaká t ∈ (2,∞], s ∈ (4,∞], 2/t+3/s < 1. Pak v ∈ L2(0, T,W 3,2(R3))∩L∞(0, T,W 2,2(R3))
a ∂v

∂t
,∇p ∈ L2(0, T,W 1,2(R3)).

Zde toto kritérium lehce vylepš́ıme. Věta, kterou zde dokážeme, je následuj́ıćı.

Věta 2.0.9. Necht’ (v, p) je slabé řešeńı Navier-Stokesových rovnic (1.1) v R3 splňuj́ıćı
energetickou nerovnost (1.5) a necht’ f ≡ 0 a počátečńı podmı́nka v0 ∈ W 2,2(R3) taková,

9
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že ∇v0 ∈ L1(R3) a (v0)ϕr ∈ L∞(R3), je osově symetrická. Necht’ nav́ıc vϕ ∈ Lt,s(ΩT ) pro
nějaká

t ∈
(

4s

3s− 10
,∞
]
, s ∈

(
10

3
, 4

]
,

2

t
+

3

s
<

3

2
− 2

s
.

Pak v ∈ L2(0, T,W 3,2(R3)) ∩ L∞(0, T,W 2,2(R3)) a ∂v
∂t
,∇p ∈ L2(0, T,W 1,2(R3)).

Předpoklady jsou tedy stejné jako v předchoźı verzi kritéria, pouze podmı́nka na vϕ je
jiná. Parametr s př́ısluš́ıćı prostorovým proměnným se pohybuje v rozmeźı od 10

3
do 4 - to

předchoźı kriterium v̊ubec neumožňovalo. Př́ıpady s > 4 uspokojivě řeš́ı právě věta 2.0.8,
věta kterou zde dokážeme, řeš́ı př́ıpady, kdy s ∈ (10

3
, 4]. Nejd̊uležitěǰśı jsou zřejmě krajńı

př́ıpady, které zd̊urazńıme. Pokud tedy vϕ ∈ L8+ε,4(ΩT ) nebo vϕ ∈ L∞, 10
3

+ε(ΩT ), je řešeńı
regulárńı.

Důkaz, který je v mnoha směrech velmi podobný d̊ukazu věty 2.0.8, rozděĺıme pro
přehlednost do několika krok̊u. Nejprve však uvedeme několik d̊uležitých lemmat, o které
se v d̊ukazu naš́ı věty opřeme, ale jejichž d̊ukazy zde uvádět nebudeme.

2.1 Několik lemmat

Lemma 2.1.1. Necht’ v je dostatečně hladké vektorové pole. Pak existuje konstanta C(p)
nezávislá na v taková, že pro 1 < p <∞ plat́ı

‖Dv‖p ≤ C(p)(‖w‖p + ‖div v‖p).

Lemma 2.1.2. Necht’ v je dostatečně hladké vektorové pole s nulovou divergenćı. Pak
existuj́ı konstanty Ci(p), i = 1, 2 a Cj, j = 3, ..., 7 takové, že pro 1 < p <∞ plat́ı

‖∇vr‖p +
∥∥∥vr

r

∥∥∥
p
≤ C1(p) ‖ωϕ‖p∥∥∥∥ ∂∂r (vr

r

)∥∥∥∥
p

≤ C3

∥∥D2v
∥∥

p

‖∇vϕ‖p +
∥∥∥vϕ

r

∥∥∥
p
≤ C4 ‖Dv‖p∥∥∥∥ ∂∂r (vϕ

r

)∥∥∥∥
p

≤ C5

∥∥D2v
∥∥

p

C2(p)
∥∥D2v

∥∥
p
≤
∥∥∥ωr

r

∥∥∥
p
+
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
p
+ ‖∇ωr‖p + ‖∇ωϕ‖p + ‖∇ωz‖p ≤ C6

∥∥D2v
∥∥

p∥∥∥∥ ∂∂r (ωϕ

r

)∥∥∥∥
p

≤ C7

∥∥D3v
∥∥

p
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Lemma 2.1.3. Necht’ (v, p) je osově symetrické hladké řešeńı Navier-Stokesových rovnic
takové, že (v0)ϕr ∈ L∞(R3). Pak také vϕ ∈ L∞(ΩT ).

Důkazy těchto tř́ı lemmat jsou uvedeny v [5].

Lemma 2.1.4. Necht’ v je dostatečně hladké osově symetrické vektorové pole. Pak pro každé
ε ∈ (0, 1] a 1 < p <∞ existuje konstanta C(ε) nezávislá na v tak, že∥∥∥∥ |ωϕ|p

rp+2−ε

∥∥∥∥
1

≤ C(ε)

(∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p
+

∥∥∥∥∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∥∥∥∥2

2

)
.

Důkaz tohoto lemmatu je založen na Hardyho nerovnosti a je uveden v [7].

Lemma 2.1.5. Necht’ 1 < p <∞ a 0 ≤ q < 2
p
. Pak existuje konstanta C(p, q) taková, že∥∥∥ vr

r1+q

∥∥∥
p
≤ C(p, q)

∥∥∥ωϕ

rq

∥∥∥
p
.

Důkaz tohoto lemmatu je založen na teorii Muckenhouptových tř́ıd. Př́ıslušná teorie je
uvedena v [8] a jej́ı využit́ı v tomto konkrétńım př́ıpadě je naznačeno v [7].

Lemma 2.1.6. Necht’ (v, p) je osově symetrické hladké řešeńı Navier-Stokesových rovnic.
Necht’ nav́ıc Dv0 ∈ L1(R3). Pak Dv ∈ L∞,1(ΩT ) a D2v ∈ Lp,1(ΩT ), 1 ≤ p < 2.

Důkaz je uveden v [4].

2.2 Důkaz - úvod

Vyjdeme z věty 1.3.5. Dı́ky ńı v́ıme, že existuje čas t0 > 0 takový, že řešeńı v je na (0, t0)
regulárńı. Polož́ıme tedy

t∗ = sup {t > 0; na (0, t) existuje osově symetrické regulárńı řešeńı rovnic (1.1)}

Pod pojmem regulárńı zde rozumı́me to, že řešeńı má vlastnosti, které formuluje dokazo-
vaná věta. Vı́me tedy, že t∗ > 0. Necht’ je tedy (v, p) slabé řešeńı jako v dokazované větě
2.0.9. Dı́ky větě o jednoznačnosti řešeńı v́ıme, že se toto slabé řešeńı shoduje s regulárńım
řešeńım na každém kompaktńım podintervalu [0, t∗). Nyńı existuj́ı dvě možnosti. Bud’ je
t∗ = ∞ a máme tak regulárńı řešeńı na libovolném časovém intervalu, nebo je t∗ <∞. Tuto
možnost však v d̊ukazu vylouč́ıme, nebot’ ukážeme, že vr splňuje na (0, t∗) předpoklady věty
2.0.7.

Uvažujme nyńı 0 < t̄ < t∗. Pak tedy na (0, t̄) je (v, p) regulárńım řešeńım Navier-
Stokesových rovnic. V d̊ukazu odvod́ıme odhady ωϕ a ωϕ

r
v prostoru L∞,p a z nich potom

odhad pro vr v př́ıslušném prostoru. Necht’ je tedy 1 < p < 2, vynásobme rovnici (1.9)
pro ωϕ výrazem ωϕ

|ωϕ|2−p a integrujme (podle mı́ry rdrdz). Budeme značit krátce
∫
f ≡∫∞

−∞

∫∞
0
frdrdz) a dostaneme
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1

p

d

dt
‖ωϕ‖p

p + ν

∫
|ωϕ|p

r2
+

4(p− 1)

p2
ν

∫ ∣∣∣∇ |ωϕ|
p
2

∣∣∣2 =

∫
vr

r
|ωϕ|p +

∫
2

r
vϕ
∂vϕ

∂z

ωϕ

|ωϕ|2−p . (2.1)

Pro L∞,p odhad ωϕ

r
vynásob́ıme stejnou rovnici výrazem ψ(r)

∣∣ωϕ

r

∣∣p−2 ωϕ

r
1

r1−δ , kde ψ(r)
je seřezávaćı funkce, která je rovna nule pobĺıž bodu r = 0. Danou rovnici integrujeme a
posléze vezmeme limitu ψ(r) → 1 (identická funkce) a nakonec δ → 0. Jak je ukázáno
v [3], tak nemůžeme vźıt př́ımo δ = 0, nebot’ by některé integrály nebyly konečné. Nakonec
dostaneme

1

p

d

dt

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p
+

4(p− 1)

p2
ν

∫ ∣∣∣∣∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∣∣∣∣2 ≤
∣∣∣∣∣
∫

2

r
vϕ
∂vϕ

∂z

ωϕ

|ωϕ|2−p

1

rp

∣∣∣∣∣ . (2.2)

Nyńı sečteme (2.1) a (2.2) a v daľśım postupu budeme odhadovat členy na pravé straně.

2.3 Důkaz - 1. člen

Nejprve odhadneme prvńı člen na pravé straně, tedy člen I1 =
∫

vr

r
|ωϕ|p. Použit́ım Hölde-

rovy nerovnosti dostaneme

I1 ≤
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
6p

6−p

‖vr‖6

∥∥|ωϕ|p−1
∥∥

p
p−1

=
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
6p

6−p

‖vr‖6 ‖ωϕ‖p−1
p

Ověř́ıme podmı́nku Hölderovy nerovnosti:

6− p

6p
+

1

6
+
p− 1

p
= 1.

Dále použijeme interpolačńı nerovnost. Protože pro p ∈ (1, 2) je 6p
6−p

∈ (p, 3p), plat́ı∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
6p

6−p

≤
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥1− p
4

p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥ p
4

3p
,

nebot’
1− p

4

p
+

p
4

3p
=

4− p

4p
+

p

12p
=

6− p

6p
.

Z věty o vnořeńı je nav́ıc ‖vr‖6 ≤ C ‖ωϕ‖2 a celkově tak dostáváme

I1 ≤ ‖ωϕ‖2 ‖ωϕ‖p−1
p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥ 4−p
4

p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥ p
4

3p
.

Nakonec použijeme opět vnořeńı∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥ p
4

3p
=

∥∥∥∥∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

∥∥∥∥ 1
2

6

≤ C

∥∥∥∥∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∥∥∥∥ 1
2

2

(2.3)
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a dvakrát Youngovu nerovnost. Nejprve s koeficienty 4 a 4
3
:

I1 ≤ δ

∥∥∥∥∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∥∥∥∥2

2

+ C(δ) ‖ωϕ‖
4
3
2 ‖ωϕ‖

4(p−1)
3

p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥ 4−p
3

p
,

a podruhé v pravém členu s koeficienty 3p
4(p−1)

a 3p
4−p

:

I1 ≤ δ

∥∥∥∥∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∥∥∥∥2

2

+ C(δ) ‖ωϕ‖
4
3
2

(
‖ωϕ‖p

p +
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p

)
.

Prvńı člen je možné začlenit do levé strany p̊uvodńı nerovnosti (proto je násoben ko-
eficientem δ). Pro odhad druhého členu lze použ́ıt Gronwallovo lemma. Připomeňme, že
‖ωϕ‖2 ≤ C ‖w‖2 ≤ C ‖Dv‖2 a z energetické nerovnosti (1.5) v́ıme, že Dv ∈ L2,2(ΩT ).

Mocnina členu ‖ωϕ‖2 je nav́ıc menš́ı než 2 a proto je jistě ‖ωϕ‖
4
3
2 (t) ∈ L1((0, T )).

2.4 Důkaz - 2. a 3. člen

Nyńı se budeme věnovat člen̊um I2 a I3, kde

I2 =

∣∣∣∣∣
∫

2

r
vϕ
∂vϕ

∂z

ωϕ

|ωϕ|2−p

∣∣∣∣∣ a

I3 =

∣∣∣∣∣
∫

2

r
vϕ
∂vϕ

∂z

ωϕ

|ωϕ|2−p

1

rp

∣∣∣∣∣ .
Vzhledem k tomu, že hlavńı problémy, se kterými se setkáváme, jsou v bĺızkosti osy, a nav́ıc
je vϕr ∈ L∞(ΩT ), je I2 člen lehč́ı - je odhadnutelný podobně jako I3. Proto se budeme dále
věnovat pouze členu I3. Zvolme ε > 0 a naṕı̌seme I3 v následuj́ıćım tvaru

I3 = 2

∣∣∣∣∫ (ωp−1
ϕ

rX

)(
vα

ϕ

rY

)(
∂vϕ

∂z

v1−α
ϕ

rZ

)∣∣∣∣ ,
kde

X = p+ 1− 2

p
− ε,

Y =

(
1 + ε

2
+

1

p

)
(2− p) ,

Z =
2

p
+ ε− Y,

α = 2− p.
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Lehce ověř́ıme, že X + Y + Z = p + 1. Nyńı použijeme Youngovu nerovnost na tři
uzávorkované výrazy a to postupně s koeficienty p

p−1
, 2p

2−p
, 2. Dostaneme tak

I3 ≤ C

(∫
ωp

ϕ

r
pX
p−1

+

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2
+

∫ ∣∣∣∣ ∂∂z
∣∣∣∣ vp

ϕ

r
p(1+ε)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2
)
.

V prvńım členu je mocnina r rovna pX
p−1

= p + 2 − εp−1
p

. Můžeme tedy použ́ıt tvrzeńı
lemmatu 2.1.4. Celkově tak dostaneme

I3 ≤ C

(∫ ∣∣∣∣∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∣∣∣∣2 +

∫ ∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣p +

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2
+

∫ ∣∣∣∣ ∂∂z
∣∣∣∣ vp

ϕ

r
p(1+ε)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2
)
.

Daľśım použit́ım Youngovy nerovnosti lehce dostaneme dostatečně malý násobek prvńıho
členu, abychom jej mohli začlenit do levé strany. Použit́ım Gronwallova lemmatu nav́ıc
odhadneme i druhý člen a zbydou nám posledńı dva členy. Po použit́ı Gronwallova lemmatu
totiž dostaneme následuj́ıćı nerovnost

(
‖ωϕ‖2

2 +
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p

)
(t) + c

∫ t

0

∫ (
|ωϕ|p

r2
+

∫ ∣∣∣∇ |ωϕ|
p
2

∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∣∣∣∣2
)
≤

≤ C(v0) + C

(∫ t

0

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2
+

∫ t

0

∫ ∣∣∣∣∇ ∣∣∣∣ vp
ϕ

r
p(1+ε)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2
)
. (2.4)

Abychom mohli odhadnout posledńı dva členy využijeme daľśı rovnici. Tu dostaneme tes-

továńım rovnice pro vϕ výrazem
|vϕ|2p−2 vϕ

rp(1+ε)
. Dostáváme tuto rovnici

2

p

d

dt

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)
+

2p− 1

p2
ν

∫ ∣∣∣∣∇ ∣∣∣∣ vp
ϕ

r
p(1+ε)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 +

+
(2p)2 − p2(1 + ε)2

(2p)2
ν

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2
=

(
−1− 1 + ε

2

)∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)

vr

r
.

Dohromady s (2.4) tak dostaneme tuto nerovnost(
‖ωϕ‖p

p +
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p
+

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)

)
(t)+

+ c

∫ t

0

∫ (
|ωϕ|p

r2
+

∫ ∣∣∣∇ |ωϕ|
p
2

∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇ ∣∣∣∣ vp
ϕ

r
p(1+ε)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 +

+
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2

)
≤ C(v0) + C

∫ t

0

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)

|vr|
r
. (2.5)
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2.5 Důkaz - 4. člen

Označme I4 integrál na pravé straně (2.5). Máme tedy

I4 =

∫ (
|vr|
r1+k

)(
|vϕ|2p

rp(1+ε)

)α(
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2

)β (
|vϕ|2

)
,

kde k ∈ [0, 1] zat́ım nespecifikujeme, α = 1− 1
p
− ε

2
− 1−k

2
a β = ε

2
+ 1−k

2
.

Necht’ 1 < a < 2
k

a I4 odhadneme pomoćı Hölderovy nerovnosti s koeficienty a, 1
α
, 1

β
,

a
a(1−α−β)−1

. Dostaneme tak

I4 ≤
∥∥∥ vr

r1+k

∥∥∥
a

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)

∥∥∥∥∥
α

1

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)+2

∥∥∥∥∥
β

1

‖vϕ‖2
2a

a(1−α−β)−1
. (2.6)

Věnujme nejdř́ıve pozornost prvńımu členu v součinu na pravé straně (2.6). Protože k < 2
a
,

lze tento člen odhadnout pomoćı lemmatu 2.1.5∥∥∥ vr

r1+k

∥∥∥
a
≤ C

∥∥∥ωϕ

rk

∥∥∥
a
.

Připomeňme, že na levé straně nerovnosti (2.5) máme k dispozici odhady norem výraz̊u ωϕ

a
ωϕ

r
. Proto ted’ použijeme opět Hölderovu nerovnost tak, abychom źıskali z normy výrazu

ωϕ

rk
součin norem, které máme k dispozici na levé straně. Tedy

∥∥∥ωϕ

rk

∥∥∥
a

=

(∫
|ωϕ|a

rka

) 1
a

=

∫ ∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ka

︸ ︷︷ ︸
g

∣∣∣ωϕ

∣∣∣(1−k)a

︸ ︷︷ ︸
f


1
a

≤

≤ (‖f‖A ‖g‖A′ )
1
a = ‖ωϕ‖1−k

Aa(1−k)

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥k

A′ak
, (2.7)

kde
1

A
+

1

A′ = 1. Dostali jsme tak součin norem výraz̊u, které potřebujeme. Normy jsou však

obecně v jiných prostorech, než potřebujeme, proto muśıme použ́ıt interpolačńı nerovnosti.
Necht’ je Aa(1− k) ∈ [p, 3p] a A

′
ak ∈ [p, 3p]. Pak plat́ı

‖ωϕ‖Aa(1−k) ≤ ‖ωϕ‖λ
p ‖ωϕ‖1−λ

3p a (2.8)∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
A′ak

≤
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥µ

p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥1−µ

3p
, (2.9)

kde
1

Aa(1− k)
=

λ

p
+

1− λ

3p
a tedy λ =

3p− Aa(1− k)

2Aa(1− k)
a analogicky µ =

3p− A
′
ak

2A′ak
.

Dosazeńım odhad̊u (2.7), (2.8), (2.9) do (2.6) dostaneme

I4 ≤ ‖ωϕ‖λ1

p ‖ωϕ‖λ2

3p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥λ3

p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥λ4

3p

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)

∥∥∥∥∥
α

1

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)+2

∥∥∥∥∥
β

1

‖vϕ‖2
2a

a(1−α−β)−1
, (2.10)
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kde

λ1 =
3p− Aa(1− k)

2Aa
, λ2 =

3Aa(1− k)− 3p

2Aa
,

λ3 =
3p− A

′
ak

2A′a
, λ4 =

3A
′
ak − 3p

2A′a
.

V této chv́ıli máme k dispozici normy všech funkćı v těch správných prostorech. Můžeme
tedy přej́ıt k mocninám těchto norem a tedy k použ́ıváńı Youngovy nerovnosti. Tu použijeme
na druhý, čtvrtý a šestý člen - druhý člen umocńıme na p

λ2
, čtvrtý člen na p

λ4
, šestý člen

na 1
β

a zbytek na B, kde

λ2

p
+
λ4

p
+ β +

1

B
= 1.

Odtud B =
p

p− βp− λ2 − λ4

. Celkově tak źıskáme

I4 ≤ δ

(
‖ωϕ‖p

3p +
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

3p
+

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)+2

∥∥∥∥∥
1

)
+

+ C(δ) ‖vϕ‖2B
2a

a(1−α−β)−1
‖ωϕ‖λ1B

p

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥λ3B

p

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)

∥∥∥∥∥
αB

1

. (2.11)

V prvńıch dvou členech použijeme vnořeńı podobně jako v (2.3) a volbou dostatečně malého
koeficientu δ zař́ıd́ıme, že oba tyto členy a také člen třet́ı p̊ujdou začlenit do levé strany
(2.6). Nakonec použijeme ještě jednou Youngovu nerovnost a to na zbývaj́ıćı součin. Prvńı
člen v součinu necháme, druhý člen umocńıme na p

λ1B
, třet́ı člen umocńıme na p

λ3B
a

posledńı člen umocńıme na 1
αB

. Ověř́ıme, že je splněna podmı́nka v Youngově nerovnosti:

B

(
λ1

p
+
λ3

p
+ α

)
=

λ1 + λ3 + αp

p− βp− λ2 − λ4

=

3p−(1−k)Aa
2Aa

+ 3p−kA
′
a

2A′a
+ αp

p− βp−
(

3Aa(1−k)−3p
2Aa

+ 3A′ak−3p

2A′a

) =

=
3p
2a
− 1

2
+ αp

p− βp−
(

3
2
− 3p

2a

) =
3p
2a
− 1

2
+ αp

3p
2a
− 1

2
+ αp

= 1,

protože α+ β +
1

p
= 1. Dostaneme tak

I4 ≤ δC

(∥∥∥∇(|ωϕ|
p
2

)∥∥∥2

2
+

∥∥∥∥∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∥∥∥∥2

2

+

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)+2

∥∥∥∥∥
1

)
+

+ C(δ) ‖vϕ‖2B
2a

a(1−α−β)−1

(
‖ωϕ‖p

p +
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p
+

∥∥∥∥∥ |vϕ|2p

rp(1+ε)

∥∥∥∥∥
1

)
.
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Položme nyńı t = 2B a s = 2a
a(1−α−β)−1

. Je-li tedy vϕ ∈ Lt,s(ΩT ), můžeme použ́ıt Gronwallovo
lemma a dostaneme tak konečně prvńı finálńı odhad(

‖ωϕ‖p
p +

∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥p

p
+

∫
|vϕ|2p

rp(1+ε)

)
(t)+

+ c

∫ t

0

∫ (
|ωϕ|p

r2
+

∫ ∣∣∣∇ |ωϕ|
p
2

∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇(∣∣∣ωϕ

r

∣∣∣ p
2

)∣∣∣∣2 +

+

∣∣∣∣∇ ∣∣∣∣ vp
ϕ

r
p(1+ε)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 +
|vϕ|2p

rp(1+ε)+2

)
≤ C(v0). (2.12)

2.6 Důkaz - ještě jeden odhad

To ovšem ještě neńı vše. Chceme totiž ukázat, že vr splňuje Prodi-Serrinovu podmı́nku a
to zat́ım nev́ıme. Ukážeme to však s pomoćı toho, co už máme, konkrétně tedy s pomoćı

(2.12). Dokážeme, že ωϕ ∈ L∞, 3
2 a ∇ |ωϕ|

3
4 ∈ L2,2, což znamená ωϕ ∈ L

3
2
, 9
2 . Interpolaćı

mezi L∞, 3
2 a L

3
2
, 9
2 (s koeficientem λ = 1

2
) dostaneme ωϕ ∈ L3, 9

4 . Nakonec použit́ım vnořeńı
a lemmatu 2.1.2 źıskáme vr ∈ L3,9 a tedy vr splňuje Prodi-Serrinovu podmı́nku.

‖vr‖9 ≤ C ‖∇vr‖ 9
4
≤ C ‖ωϕ‖ 9

4

Uvědomme si, že toto nemůžeme źıskat z odhadu, který už máme k dispozici, pouhým
dosazeńım p = 3

2
. Totiž zadaným hodnotám t a s odpov́ıdá pevné p, které může být menš́ı

než 3
2

(ve skutečnosti se hodnoty p pohybuj́ı velmi bĺızko jedničky). Proto muśıme tento
odhad udělat zvlášt’. Nicméně odhady člen̊u na pravé straně už nebudou těžké.

Abychom tedy dostali náležitosti do př́ıslušných prostor̊u, násobme rovnici pro ωϕ výrazem

|ωϕ|−
1
2 ωϕ. Dostaneme tak

2

3

d

dt
‖ωϕ‖

3
2
3
2

+ ν

∫
|ωϕ|

3
2

r2
+

8

9
ν

∫ ∣∣∣∇(|ωϕ|
3
4

)∣∣∣2 ≤
≤
∣∣∣∣∫ vr

r
|ωϕ|

3
2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 2

r
vϕ
∂vϕ

∂z
|ωϕ|−

1
2 ωϕ

∣∣∣∣ ≡ I5 + I6 (2.13)

Pro odhad I5 použijeme faktu, že existuje η0 > 0 takové, že ωϕ

r
je omezené v L∞,1+η a v

L1+η,3(1+η) pro 0 < η ≤ η0. Použijeme Hölderovu nerovnost s koeficienty 3(1 + η), 3(1+η)
1+2η

a
3:

I5 =

∣∣∣∣∫ (ωϕ

r

)
(vr) (ωϕ)

1
2

∣∣∣∣ ≤ C
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
3(1+η)

‖vr‖ 3(1+η)
1+2η

‖ωϕ‖
1
2
3
2

.

Prostředńı člen budeme interpolovat mezi prostory L2 a L3 a použijeme vnořeńıW 1, 3
2 ↪→ L3

I5 ≤ C
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
3(1+η)

‖ωϕ‖
3
2
− 2η

1+η
3
2

‖vr‖
2η

1+η

2 .
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I5 pak lze odhadnout pomoćı Gronwallova lemmatu, můžeme totiž Youngovou nerovnost́ı
zvýšit mocninu výrazu ‖ωϕ‖ 3

2
na žádoućı 3

2
a součin dvou zbývaj́ıćıch výraz̊u je jistě v L1

v čase.

I5 ≤ C
∥∥∥ωϕ

r

∥∥∥
3(1+η)

‖vr‖
2η

1+η

2

(
‖ωϕ‖

3
2
3
2

+ 1
)

Podobně pro I6 použijeme informaci z (2.12). Odtud totiž v́ıme, že existuje η1 > 0

takové, že pro 0 < η ≤ η1 je
|vϕ|1+η

r
1+η
2

(1+ε)
∈ L∞,2 a gradient tohoto výrazu patř́ı do L2,2.

Ve skutečnosti použijeme pouze slabš́ı informace, a to tytéž informace pro výraz

∣∣∣∣vϕ

r
1
2

∣∣∣∣1+η

.

Tyto informace jsou skutečně slabš́ı, protože problémy jsou hlavně v okoĺı r = 0. Odhad
opět začneme Hölderovou nerovnost́ı

I6 =

∣∣∣∣∫ 2

r
vϕ
∂vϕ

∂z
|ωϕ|−

1
2 ωϕ

∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∫
|ωϕ|

1
2

(
vϕ√
r

)1−η
∂

∂z

(
vϕ√
r

)1+η
∣∣∣∣∣ ≤

≤ C ‖ωϕ‖
1
2
3
2

∥∥∥∥∥
(
vϕ√
r

)6(1−η)
∥∥∥∥∥

1
6

1

∥∥∥∥∥∇
∣∣∣∣ vϕ√
r

∣∣∣∣1+η
∥∥∥∥∥

2

= C ‖ωϕ‖
1
2
3
2

∥∥∥∥∥
(
vϕ√
r

)1+η
∥∥∥∥∥

c
6

c

∥∥∥∥∥∇
∣∣∣∣ vϕ√
r

∣∣∣∣1+η
∥∥∥∥∥

2

,

kde c = 6
1− η

1 + η
< 6. Použit́ım vnořeńı W 1,2 ↪→ Lc pak dostaneme

I6 ≤ C ‖ωϕ‖
1
2
3
2

∥∥∥∥∥∇
∣∣∣∣ vϕ√
r

∣∣∣∣1+η
∥∥∥∥∥

1+ c
6

2

.

Podobně jako v odhadu předchoźıho integrálu I5 vhodným použit́ım Youngovy nerovnosti
dosáhneme zvýšeńı mocniny výrazu ‖ωϕ‖ 3

2
na žádoućı 3

2
a konečně použit́ım Gronwallova

lemmatu dokonč́ıme odhad tohoto členu.

2.7 Důkaz - závěr

Nejprve si vyjádř́ıme t a s pomoćı p, k, a a ε.

s =
2a

a(1− α− β)− 1
=

2ap

a− p
(2.14)

t = 2B =
p

p− βp− λ2 − λ4

=
4ap

2ap(1− β)− 3a+ 3p

Hlavně nás zaj́ımá výraz

2

t
+

3

s
= 1− β − 3

2p
+

3

2a
+

3a− 3p

2ap
= 1− β =

1 + k

2
− ε

2
(2.15)
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Připomeňme, že a < 2
k
. Funkce s(a) z podmı́nky (2.14) je klesaj́ıćı pro libovolné př́ıpustné

hodnoty p a a. Proto s( 2
k
) < s(a) a tedy

s >
4p
k

2
k
− p

=
4p

2− kp
. (2.16)

Naopak z podmı́nky (2.15) je

3

s
≤ 1 + k

2
− ε

2
⇒ s ≥ 6

1 + k − ε
(2.17)

Podmı́nky (2.16) a (2.17) muśı platit zároveň a nás samozřejmě zaj́ımaj́ı co nejnižš́ı s,
která tyto podmı́nky splňuj́ı. Funkce s(k) z podmı́nky (2.16) je rostoućı na intervalu [0, 1]
a funkce s(k) z podmı́nky (2.17) je tamtéž klesaj́ıćı. Nejlepš́ıho výsledku tedy dosáhneme,
budou-li se funkčńı hodnoty rovnat.

4p

2− kp
=

6

1 + k − ε
⇒ k =

6 + 2εp− 2p

5p
, čemuž odpov́ıdá s >

10p

2 + p− εp

Toto č́ıslo je nejmenš́ı, pokud p→ 1 a nav́ıc ε→ 0. Tehdy dostáváme

s >
10

3
.

Z podmı́nky (2.16) vyjádř́ıme k

k <
2s− 4p

sp
=

2

p
− 4

s
< 2− 4

s

a dosad́ıme to do (2.15), č́ımž dostaneme konečně podmı́nku, která je formulovaná ve větě.

2

t
+

3

s
=

1 + k

2
− ε

2
<

1

2
+ 1− 2

s
=

3

2
− 2

s
.

Odtud také dostaneme

t >
4s

3s− 10
.

Abychom d̊ukaz mohli úplně uzavř́ıt, zbývá ověřit ještě správnost použit́ı interpolaćı (2.8)
a (2.9) při odhadu integrálu I4. Tam jsme totiž potřebovali, aby platilo

Aa(1− k) ∈ [p, 3p] a A
′
ak ∈ [p, 3p].

Zat́ım nev́ıme, zda jsme schopni naj́ıt takovou dvojici A,A
′
, která tyto podmı́nky splňuje.

Už naopak v́ıme, že nejlepš́ı výsledky dosáhneme volbou parametru p co nejbĺıže jedničce.
Chceme proto, aby

Aa(1− k) ∈ (1, 3] a A
′
ak ∈ (1, 3].
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Z druhé podmı́nky můžeme usoudit, že potřebujeme, aby A
′ ≤ 3

2
, protože ak < 2. Poněvadž

A a A
′
jsou sdružené koeficienty, tak nám to dá i podmı́nku na A - konkrétně A ≥ 3. Zároveň

však potřebujeme, aby Aa(1− k) ∈ (1, 3], proto nutně muśı být

a(1− k) < 1

Odtud

a− ak < 1 ⇒ a < 1 + ak < 3 ⇒ k >
2

3
.

Zdá se, že jsme tak dostali daľśı výrazné omezeńı, ale neńı tomu tak, jak se vzápět́ı
přesvědč́ıme. Vzpomeňme na to, jaká je závislost s(k). Máme

s >
4p

2− kp
a s ≥ 6

1 + k − ε
,

zaj́ımaj́ı nás pouze s ∈ (10
3
, 4] a nejlepš́ı výsledky dostaneme, když p je bĺızko jedničce.

Z těchto dvou podmı́nek dostaneme, že pro s ∈ (10
3
, 18

5
) jsou všechna př́ıpustná k > 2

3
.

Pro s ∈ [18
5
, 4] se už některá k stanou nepř́ıpustná. To však nevad́ı, protože malým hod-

notám k odpov́ıdaj́ı velké hodnoty t. To plat́ı, protože pro pevné s je

t =
2

1+k
2
− 3

s
− ε

2

.

Je vidět, že č́ım vyšš́ı uvažujeme k, t́ım menš́ı je t a t́ım kvalitněǰśı informaci tak źıskáme
- plat́ı totiž následuj́ıćı jednoduché

Lemma 2.7.1. Necht’ v ∈ Lt1,s pro nějaká t1, s taková, že

D

s
+

2

t1
< C.

Pak v ∈ Lt2,s pro t2, s taková, že

D

s
+

2

t2
= C.

D̊ukaz. Důkaz plyne z Hölderovy nerovnosti. Totiž(∫ T

0

‖v‖t2
s

) 1
t2

≤
(∫ T

0

‖v‖t1
s

) 1
t1

T
t1−t2
t1t2 <∞

V našem př́ıpadě toto lemma použijeme pro D = 5 a C < 3
2
, ale bĺızko tohoto č́ısla.

Pak jistě budeme moci dosáhnout toho, aby použité k bylo větš́ı než 2
3
. Omezeńı k > 2

3
tak

vlastně žádným omezeńım neńı.



Kapitola 3

Vnitřńı regularita pro vϕ ≡ 0

V této kapitole se budeme věnovat speciálńımu př́ıpadu osově symetrického prouděńı,
kdy vϕ ≡ 0. Pod pojmem osově symetrická vektorová funkce budeme v této kapitole
rozumět právě takovou osově symetrickou funkci, jej́ıž úhlová složka je identicky rovna
nule. V tomto speciálńım př́ıpadě se systém Navierových-Stokesových rovnic zapsaných ve
válcových souřadnićıch (1.8) ještě v́ıce zjednoduš́ı na systém

∂vr

∂t
+ vr

∂vr

∂r
+ vz

∂vr

∂z
+
∂p

∂r
− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vr

∂r

)
+
∂2vr

∂z2
− vr

r2

]
= fr

∂vz

∂t
+ vr

∂vz

∂r
+ vz

∂vz

∂z
+
∂p

∂z
− ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vz

∂r

)
+
∂2vz

∂z2

]
= fz

∂vr

∂r
+
vr

r
+
∂vz

∂z
= 0.

(3.1)

Opět s výhodou využijeme také rotace rychlosti. Tentokrát je nenulová pouze složka ωϕ ≡ ω
a rovnice, kterou tato složka splňuje je následuj́ıćı

∂ω

∂t
+ vr

∂ω

∂r
+ vz

∂ω

∂z
− vr

r
ω − ν

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂ω

∂r

)
+
∂2ω

∂z2
− ω

r2

]
= g, (3.2)

kde g = ∂fr

∂z
− ∂fz

∂r
.

Oproti předchoźı kapitole budeme tentokrát uvažovat omezenou oblast Ω. Hlavńım
ćılem této kapitoly je dokázat tuto větu.

Věta 3.0.2. Necht’ v0 ∈ W 1,2(Ω), div v0 = 0 a f ∈ L2(0, T,W 1,2(Ω)) tak, že g
r
∈ L2,2(ΩT ).

Necht’ v0, f jsou osově symetrické. Necht’ v je slabé řešeńı splňuj́ıćı energetickou nerovnost
a necht’ t∗ je prvńı čas, ve kterém se objev́ı singularita (v ńı̌ze uvedeném smyslu). Pak se
tato singularita nevyskytne uvnitř oblasti Ω.

Vysvětĺıme nejprve, co vlastně věta tvrd́ı. Vı́me, že řešeńı je na krátkém časovém in-
tervalu regulárńı. Můžeme tedy definovat t∗ jako supremum z čas̊u, na kterých je řešeńı
regulárńı (ńıže přesně řekneme, co budeme chápat pod pojmem regulárńı řešeńı). Ukážeme,

21



KAPITOLA 3. VNITŘNÍ REGULARITA PRO Vϕ ≡ 0 22

že řešeńı je na intervalu (0, t∗] regulárńı uvnitř oblasti Ω, jinými slovy je regulárńı na každé
kompaktńı (osově symetrické) podmnožině Ω. To tedy znamená, že singularita, která se v
čase t∗ objev́ı (pokud takový konečný čas existuje), se jistě objev́ı na hranici oblasti a ne
uvnitř.

Pod pojmem regulárńı řešeńı na intervalu (0, t) budeme chápat to, že plat́ı

v ∈ L∞(0, t,W 1,2(Ω)) ∩ L2(0, t,W 2,2(Ω)).

Pokud mluv́ıme o singularitě, pak tento pojem chápeme tak, že řešeńı neńı regulárńı.
V d̊ukazu použijeme techniku seřezávaćı funkce. Samotné schema d̊ukazu bude velmi

podobné tomu, které jsme použili v předchoźı kapitole k d̊ukazu kriteria regularity pro
vϕ. Opět vyjdeme z věty o regularitě pro malá data a dokážeme př́ıslušné odhady týkaj́ıćı
se rotace rychlosti ω. V d̊ukazu budeme také často použ́ıvat některé nerovnosti uvedené
ve druhé kapitole.

Necht’ K je tedy libovolná ale pevná kompaktńı osově symetrická podmnožina Ω.
Označme Ωε = Ω \ K, tedy Ω = K ∪ Ωε. Po celý d̊ukaz budeme pracovat se seřezávaćı
funkćı ζ ∈ C∞(R3). Tato funkce je rovná konstantńı jedničce na K a konstantńı nule v
R3 \ Ω, jej́ı nosič je také kompaktńı osově symetrická množina. Samotná funkce ζ je pak
také osově symetrická. Definujeme tedy

t∗ = sup {t > 0;v je regulárńı řešeńı na (0, t)}

Z věty o regularitě pro malá data v́ıme, že t∗ > 0. Plat́ı tedy v /∈ L∞(0, t∗,W 1,2(Ω)) ∩
L2(0, t∗,W 2,2(Ω)). V daľśım budeme tedy pracovat na časovém intervalu (0, t), kde t < t∗.

3.1 Důkaz - prvńı odhad

3.1.1 Úvod

Kĺıčovým krokem v d̊ukazu je odhad normy

∥∥∥∥ω(t)ζ

r

∥∥∥∥2

2

konstantou, která bude záviset

pouze na počátečńı podmı́nce v0 a pravé straně f . Abychom toto źıskali, zvoĺıme ε > 0,

vynásob́ıme rovnici (3.2) pro ω výrazem
ωζ2

r2−ε
a zintegrujeme přes Ω. Budeme se věnovat

jednotlivým člen̊um zvlášt’ a opět symbolem
∫
f budeme rozumět

∫
Ω
frdrdz

Časová derivace: ∫
∂ω

∂t
ωζ2 1

r2−ε
=

1

2

d

dt

∫ ∣∣∣∣ ωζ

r1−ε/2

∣∣∣∣2 =
1

2

d

dt

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

Konvektivńı člen:∫ (
vr
∂ω

∂r
+ vz

∂ω

∂z
− vr

r
ω

)
ωζ2

r2−ε
=

∫ (
vr

2

∂ω2

∂r

ζ2

r1−ε
+
vz

2

∂ω2

∂z

ζ2

r1−ε
− vr

r

ω2ζ2

r1−ε

)
drdz =
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=

∫ (
−ω

2

2

(
∂

∂r

(
vrζ

2

r1−ε

)
+

∂

∂z

(
vzζ

2

r1−ε

))
− vr

r

ω2ζ2

r1−ε

)
drdz =

=

∫ (
−ω

2

2

ζ2

r1−ε

∂vr

∂r
− ω2

2

vr

r1−ε

∂ζ2

∂r
+

1− ε

2

ω2vrζ
2

r2−ε
− ω2

2

ζ2

r1−ε

∂vz

∂z
− ω2

2

vz

r1−ε

∂ζ2

∂z
− vr

r

ω2ζ2

r1−ε

)
drdz =

=

∫ −ω2

2

ζ2

r1−ε

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z
+
vr

r︸ ︷︷ ︸
=0

− ω2

2

1

r1−ε

(
vr
∂ζ2

∂r
+ vz

∂ζ2

∂z

)
− ε

2

ω2vrζ
2

r2−ε

 drdz =

= −1

2

∫
ω2

r2−ε

(
vr
∂ζ2

∂r
+ vz

∂ζ2

∂z

)
+ ε

ω2

r2−ε

vr

r
ζ2

Eliptický člen: Nejprve pro přehlednost zavedeme následuj́ıćı značeńı

∂

∂r

(
ωζ

r1−ε/2

)
=
∂ω

∂r

ζ

r1−ε/2
+
∂ζ

∂r

ω

r1−ε/2
+
(ε

2
− 1
) ωζ

r2−ε/2

(
∂

∂r

(
ωζ

r1−ε/2

))2

=

(
∂ω

∂r

)2
ζ2

r2−ε︸ ︷︷ ︸
A

+

(
∂ζ

∂r

)2
ω2

r2−ε︸ ︷︷ ︸
B

+
(ε

2
− 1
)2 ω2ζ2

r4−ε︸ ︷︷ ︸
C

+ 2ω
∂ω

∂r
ζ
∂ζ

∂r

1

r2−ε︸ ︷︷ ︸
D

+

+ (ε− 2)ω
∂ω

∂r

ζ2

r3−ε︸ ︷︷ ︸
E

+ (ε− 2)ζ
∂ζ

∂r

ω2

r3−ε︸ ︷︷ ︸
F

∂

∂z

(
ωζ

r1−ε/2

)
=

1

r1−ε/2

(
∂ω

∂z
ζ + ω

∂ζ

∂z

)
(
∂

∂z

(
ωζ

r1−ε/2

))2

=
1

r2−ε

(
∂ω

∂z

)2

ζ2︸ ︷︷ ︸
G

+
2

r2−ε
ω
∂ω

∂z
ζ
∂ζ

∂z︸ ︷︷ ︸
H

+
1

r2−ε
ω2

(
∂ζ

∂z

)2

︸ ︷︷ ︸
I
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Teprve nyńı se věnujme samotnému eliptickému členu

− ν

∫
Ω

((
∂2ω

∂r2
+
∂2ω

∂z2
+

1

r

∂ω

∂r
− ω

r2

)
ωζ2

r2−ε

)
rdrdz =

= ν

∫
Ω

(
∂ω

∂r

∂

∂r

(
ωζ2

r1−ε

)
+
∂ω

∂z

∂

∂z

(
ωζ2

r1−ε

)
− ∂ω

∂r

ωζ2

r2−ε
+
ω2ζ2

r3−ε

)
drdz =

= ν

∫
Ω

(
∂ω

∂r

(
∂ω

∂r

ζ2

r2−ε
+
∂ζ2

∂r

ω

r2−ε
+ (ε− 1)

ωζ2

r3−ε

)
+
∂ω

∂z

1

r2−ε

(
ω
∂ζ2

∂z
+
∂ω

∂z
ζ2

)
−

−∂ω
∂r

ωζ2

r3−ε
+
ω2ζ2

r4−ε
rdrdz = ν

∫
Ω

A+D + E +G+H +
ω2ζ2

r4−ε

)
rdrdz =

= ν

∫
Ω

(
A+D + E +G+H + C +

(
1−

(ε
2
− 1
)2
)
ω2ζ2

r4−ε
+B + F + I −B − F − I

)
rdrdz =

=

∫
Ω

((
∂

∂r

(
ωζ

r1−ε/2

))2

+

(
∂

∂z

(
ωζ

r1−ε/2

))2

− ω2

r2−ε

((
∂ζ

∂r

)2

+

(
∂ζ

∂z

)2

− 1

r

∂ζ2

∂r

)
−

−ε
2

∂ζ2

∂r

ω2

r3−ε
+

(
ε− ε2

4

)
ω2ζ2

r4−ε

)
rdrdz

Prvńı dva členy a také posledńı člen ponecháme na levé straně (maj́ı kladné znaménko),
ostatńı převedeme na pravou stranu a bude potřeba je odhadnout.

Dohromady dostáváme rovnici

1

2

d

dt

∫ ∣∣∣∣ ωζ

r1−ε/2

∣∣∣∣2 + ν

∫ ∣∣∣∣∇( ωζ

r1−ε/2

)∣∣∣∣2 + ν

(
ε− ε2

4

)∫
ω2ζ2

r4−ε
=

∫
gζ2ω

r2−ε
+

+
ε

2

∫
ω2ζ2

r2−ε

vr

r
+ν

ε

2

∫
ω2

r3−ε

∂ζ2

∂r
+

∫
ω2

r2−ε

(
vr

2

∂ζ2

∂r
+
vz

2

∂ζ2

∂z
+ ν

((
∂ζ

∂r

)2

+

(
∂ζ

∂z

)2

− 1

r

∂ζ2

∂r

))

Členy na pravé straně budeme odhadovat postupně.

3.1.2 Prvńı člen

Prvńı člen odhadneme za pomoćı předpoklad̊u na pravou stranu rovnice. Dostaneme tak∫
gζ2ω

r2−ε
=

∫
g

r

ωζ

r1−ε/2
ζr

ε
2 ≤ C

∥∥∥g
r

∥∥∥
2

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥g
r

∥∥∥2

2
+

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

Po zintegrováńı
∫ t

0
pak využijeme Gronwallovo lemma.



KAPITOLA 3. VNITŘNÍ REGULARITA PRO Vϕ ≡ 0 25

3.1.3 Druhý člen

ε

2

∫
ω2ζ2

r2−ε

vr

r
≤ ε ‖vr‖∞

∥∥∥∥ ωζ

r2−ε/2

∥∥∥∥
2

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

≤

≤ c

∥∥∥∥ ωζ

r2−ε/2

∥∥∥∥2

2

+ Cε ‖∇v‖2

∥∥D2v
∥∥

2

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

≤ c

∥∥∥∥ ωζ

r2−ε/2

∥∥∥∥2

2

+ Cε
∥∥D2v

∥∥2

2

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

Zde jsme využili následuj́ıćı nerovnost

‖z‖∞ ≤ C ‖∇z‖
1
2
2

∥∥D2z
∥∥ 1

2

2
, (3.3)

která je dokázána v [6]. Prvńı člen můžeme zahrnout do levé strany. Protože se pohybu-
jeme na krátkém časovém intervalu, je v ∈ L2(0, t,W 2,2) a na druhý člen můžeme použ́ıt
Gronwallovo lemma.

3.1.4 Třet́ı člen

ν
ε

2

∫
ω2

r3−ε

∂ζ2

∂r
= νε

∫
ωζ

r2−ε/2
ω
∂ζ

∂r

1

r1−ε/2

Uvědomme si nejprve, že tento výraz je nulový na K a nenulový pouze na Ωε. Budeme cht́ıt
použ́ıt Hölderovu nerovnost s koeficienty 2, 2 a ∞. Zaměřme se na výraz, který chceme
odhadnout v L∞, tedy ∂ζ

∂r
1

r1−ε/2 . Derivace seřezávaćı funkce je omezená v každém bodě, ale
mocnina r ve jmenovateli je problémem v okoĺı osy, tedy v okoĺı bod̊u r = 0. Na okoĺı osy
však můžeme použ́ıt Taylor̊uv rozvoj derivace seřezávaćı funkce. Označ́ıme-li ζ̄ parciálńı
funkci ζ závislou pouze na r (a tedy s konstant́ım z), plat́ı

∂ζ̄

∂r
(r) =

∂ζ̄

∂r
(0) + r

∂2ζ̄

∂r2
(r̃), r̃ ∈ (0, r)

Protože jsou Ω a K osově symetrické množiny, je také ζ osově symetrická funkce. Ta je
nav́ıc hladká, proto nutně muśı být ∂ζ̄

∂r
(0) = 0. Tedy daleko od osy (pro r ∈ [η,∞) pro

pevné η > 0) je výraz ∂ζ
∂r

1
r1−ε/2 omezený a bĺızko osy (pro r ∈ (0, η)) nám pomůže Taylor̊uv

rozvoj a dostaneme tak ∂2ζ
∂r2 r

ε
2 , což je též omezené.

Hölderova a Youngova nerovnost tedy vede na

νε

∫
ωζ

r2−ε/2
ω
∂ζ

∂r

1

r1−ε/2
≤ cνε

∥∥∥∥ ωζ

r2−ε/2

∥∥∥∥2

2

+ C ‖ω‖2
2 .

Prvńı člen můžeme začlenit do levé strany, zat́ımco druhý člen lze odhadnout normou gra-
dientu rychlosti v L2 a po zintegrováńı v čase využit́ım energetické nerovnosti odhadnout
konstantou, která záviśı pouze na počátečńı podmı́nce a pravé straně.
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3.1.5 Čtvrtý a pátý člen

Oba členy budeme odhadovat stejným postupem, ten stač́ı ukázat na jednom z nich. Aby
se nám podařilo tento člen odhadnout, muśıme položit ζ = ξ9. Po tomto dosazeńı si źıskaný
výraz rozděĺıme takto

I =

∫
ω2

r2−ε

vr

2

∂ζ2

∂r
=

∫ (
ωξ9

r1−ε/2

)
(vr)

(
ω

8
9 ξ8

r
8
9
(1−ε/2)

)(
ω

1
9

)( 1

r
1
9
− ε

18

)(
∂ξ

∂r

)
Použijeme Hölderovu nerovnost s koeficienty 2, 6, 27

4
, 18, 54

7
a ∞. Dostaneme tak

I ≤
∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

‖vr‖6

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥ 8
9

6

‖ω‖
1
9
2

∥∥∥∥ 1

r
1
9
− ε

18

∥∥∥∥
54
7

∥∥∥∥∂ξ∂r
∥∥∥∥
∞
.

Protože se pohybujeme na oblasti odražené od nekonečna (pokud neńı př́ımo Ω omezená,
lze jistě volit ζ s kompaktńım nosičem), lze předposledńı člen odhadnout konstantou, která
záviśı pouze na nosiči ζ. Posledńı člen lze také odhadnout konstantou. Použijeme-li nav́ıc
ekvivalenci norem ω a ∇v a vnořeńı dostaneme

I ≤ C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥ 8
9

2

‖∇v‖
10
9

2 .

Youngovou nerovnost́ı dále dosáhneme

I ≤ c

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥2

2

+ C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥ 9
5

2

‖∇v‖2
2 ≤

≤ c

∥∥∥∥∇( ωζ

r1−ε/2

)∥∥∥∥2

2

+ C ‖∇v‖2
2 + C

∥∥∥∥ ωζ

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

‖∇v‖2
2

Prvńı člen lze zahrnout do levé strany, druhý člen po zintegrováńı v čase odhadnout kon-
stantou a na posledńı součin lze aplikovat Gronwallovo lemma.

3.1.6 Šestý a sedmý člen

Tyto dva členy se stejně jako v předchoźım př́ıpadě odhadnou naprosto stejným postupem a
ukážeme jej pouze na prvńım z nich. Postupovat budeme velmi podobně, jako v předchoźım
př́ıpadě. Máme tak

J = ν

∫
ω2

r2−ε

(
∂ζ

∂r

)2

= ν

∫ (
ωξ9

r1−ε/2

)(
ω

7
9 ξ7

r
7
9(1− ε

2)

)(
ω

2
9

)( 1

r
2
9(1− ε

2)

)(
∂ξ

∂r

)2

Daný výraz odhadneme pomoćı Hölderovy nerovnosti s koeficienty 2, 54
7
, 9, 27

7
a∞. Źıskáme

tak

J ≤ C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥ 7
9

6

‖ω‖
2
9
2

∥∥∥∥ 1

r
2
9(1− ε

2)

∥∥∥∥
27
7

∥∥∥∥∥
(
∂ξ

∂r

)2
∥∥∥∥∥
∞
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Naprosto stejným argumentem jako v předchoźım př́ıpadě lze zd̊uvodnit odhadnut́ı po-
sledńıch dvou člen̊u konstantou. Stejně použijeme také vnořeńı a ekvivalenci norem a do-
staneme tak

J ≤ C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥ 7
9

2

‖∇v‖
2
9
2

Youngovou nerovnost́ı s koeficienty 18
7

a 18
11

a druhým použit́ım této nerovnosti s koeficienty
11
9

a 11
2

dostaneme

J ≤ c

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥2

2

+C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥ 18
11

2

‖∇v‖
4
11
2 ≤ c

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥2

2

+C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

+C ‖∇v‖2
2

Prvńı člen lze zahrnout do levé strany, druhý odhadnout pomoćı Gronwallova lemmatu a
třet́ı po zintegrováńı v čase odhadnout konstantou.

3.1.7 Osmý člen

Pro odhad posledńıho členu použijeme podobný postup jako v předcházej́ıćıch členech a
přidáme také myšlenku ze členu třet́ıho. Chceme tedy odhadnout člen

K = −ν
∫

ω2

r2−ε

1

r

∂ζ2

∂r

Rozd́ıl oproti třet́ımu členu je v tom, že nemáme k dispozici žádné ε a protože budeme s ε
vzápět́ı konvergovat k nule, nemůžeme jej tam ani žádným trikem dostat, aniž by se nám
jinde nevyskytla konstanta závisej́ıćı právě na ε. Proto muśıme pracovat jinak - konkrétně
podobně jako v pátém členu.

K ≤ C

∫ (
ωξ9

r1−ε/2

)(
ω

8
9 ξ8

r
8
9
(1−ε/2)

)(
ω

1
9

)( 1

r
1
9
− ε

18

)(
∂ξ

∂r

1

r

)
Hölderovu nerovnost použijeme s koeficienty 2, 27

4
, 18, 27

8
a∞. Důvod, proč můžeme odhad-

nout normu posledńıho členu v L∞, je stejný jako ve třet́ım členu. Stejně tak předposledńı
člen opět odhadneme konstantou. Dostaneme tak

K ≤ C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥
2

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥ 8
9

6

‖ω‖
1
9
2 .

Analogicky jako dř́ıve dokonč́ıme odhad vnořeńım, ekvivalenćı norem a Youngovou nerov-
nost́ı.

K ≤ c

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥2

2

+C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥ 9
5

2

‖∇v‖
1
5
2 ≤ c

∥∥∥∥∇( ωξ9

r1−ε/2

)∥∥∥∥2

2

+C

∥∥∥∥ ωξ9

r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

+C ‖∇v‖2
2 .
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3.1.8 Závěr

Použit́ım všech výše uvedených odhad̊u a integrováńım v čase dostaneme pro všechna
τ ∈ (0, t) ∥∥∥∥ωζ(τ)r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

≤ C(v0, f) + ε

∫ τ

0

‖∇v‖2
1,2

∥∥∥∥ωζ(s)r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

ds

a z Gronwallova lemmatu pak∥∥∥∥ ωζ(t)r1−ε/2

∥∥∥∥2

2

≤ C(v0, f) exp

(
ε

∫ t

0

∥∥D2v(τ)
∥∥2

2
dτ

)
.

Pravá strana je omezená, takže zde můžeme provést limitu ε→ 0. Na levé straně je
∣∣ ωζ
r1−ε/2

∣∣
omezené výrazem

∣∣ωζ
r

∣∣ pro r ∈ (0, 1) a výrazem |ωζ| pro r ≥ 1. Proto můžeme nechat ε
konvergovat k nule na levé straně. Z Lebesgueovy věty pak dostaneme∥∥∥∥ωζ(t)r

∥∥∥∥2

2

≤ C(v0, f). (3.4)

3.2 Důkaz - druhý odhad

Druhý potřebný odhad źıskáme násobeńım rovnice pro ω (3.2) výrazem ωζ2 a integrováńım.
Zase se budeme věnovat pro přehlednost jednotlivým částem rovnice zvlášt’.

Časová derivace: ∫
∂ω

∂t
ωζ2 =

1

2

d

dt
‖ωζ‖2

2

Tento výraz ponecháme na levé straně.

Konvektivńı člen:∫
vr
∂ω

∂r
ωζ2 + vz

∂ω

∂z
ωζ2 − vr

r
ω2ζ2rdrdz =

∫
∂

∂r

(
ω2

2

)
vrζ

2r +
∂

∂z

(
ω2

2

)
vzζ

2r−

vrω
2ζ2drdz = −

∫
ω2

2

(
vrζ

2 + r
∂vr

∂r
ζ2 + rvr

∂ζ2

∂r
+ r

∂vz

∂z
ζ2 + rvz

∂ζ2

∂z
+ 2vrζ

2

)
drdz =

= −
∫
ω2

2

(
vr
∂ζ2

∂r
+ vz

∂ζ2

∂z

)
+
vr

r
ω2ζ2rdrdz

Všechny výrazy budeme odhadovat na pravé straně.
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Eliptický člen:

− ν

∫
∂2ω

∂r2
ωζ2 +

∂2ω

∂z2
ωζ2 +

1

r

∂ω

∂r
ωζ2 − ω2ζ2

r2
rdrdz =

= ν

∫
∂ω

∂r

∂

∂r

(
rωζ2

)
+
∂ω

∂z

∂

∂z

(
rωζ2

)
− ∂ω

∂r
ωζ2 +

ω2ζ2

r
drdz =

= ν

∫ (
∂ω

∂r

)2

ζ2 +

(
∂ω

∂z

)2

ζ2 +
ω2ζ2

r2
+ ω

(
∂ω

∂r

∂ζ2

∂r
+
∂ω

∂z

∂ζ2

∂z

)
rdrdz =

= ν

∫
ω2ζ2

r2
+

(
∂

∂r
(ωζ)

)2

+

(
∂

∂z
(ωζ)

)2

− ω2

((
∂ζ

∂r

)2

+

(
∂ζ

∂z

)2
)

Prvńı tři členy maj́ı dobré znaménko a necháme je na levé straně, zbylý výraz odhadneme
na pravé straně. Dohromady tak dostáváme rovnici

1

2

d

dt
‖ωζ‖2

2 + ν

(∥∥∥∥ωζr
∥∥∥∥2

2

+ ‖∇ (ωζ)‖2
2

)
=

=

∫
gωζ2 + ν

∫
ω2

((
∂ζ

∂r

)2

+

(
∂ζ

∂z

)2
)

+

∫
ω2

2

(
vr
∂ζ2

∂r
+ vz

∂ζ2

∂z

)
+
vr

r
ω2ζ2

Členy na pravé straně budeme odhadovat postupně, ale zde už to nebude tak obt́ıžné, jako
v prvńım odhadu. Tedy ∫

gωζ2 ≤ ‖gζ‖2
2 + ‖ωζ‖2

2 ≤ ‖g‖2
2 + ‖ωζ‖2

2

Prvńı člen je po zintegrováńı v čase z předpoklad̊u omezený a druhý lze odhanout Gron-
wallovým lemmatem.∫

ω2

((
∂ζ

∂r

)2

+

(
∂ζ

∂z

)2
)
≤ ‖ω‖2

2 ‖∇ζ‖
2
∞ ≤ C ‖∇v‖2

2

Gradient seřezávaćı funkce odhadneme konstantou, použijeme ekvivalenci norem a pro od-
had gradientu rychlosti po zintegrováńı v čase stač́ı energetická nerovnost.

Daľśı dva členy se odhadnou podobně, proto ukážeme postup jen na jednom z nich.
Polož́ıme opět ζ = ξ9.

I =

∫
ω2vr

∂ζ2

∂r
=

∫ (
ωξ9
) (
ω

1
2 ξ

9
2

)(
ω

1
2

)
(vr)

(
ξ

7
2
∂ξ

∂r

)
Použijeme Hölderovu nerovnost s koeficienty 2, 12, 4, 6 a ∞. Dostaneme tak

I ≤ C ‖ωζ‖2 ‖ωζ‖
1
2
6 ‖ω‖

1
2
2 ‖vr‖6 ,



KAPITOLA 3. VNITŘNÍ REGULARITA PRO Vϕ ≡ 0 30

protože norma derivace seřezávaćı funkce v L∞ je omezená konstantou. Dále použijeme
standardně vnořeńı a ekvivalenci norem. Dostáváme

I ≤ C ‖ωζ‖2 ‖∇ (ωζ)‖
1
2
2 ‖∇v‖

3
2
2 .

Konečně Youngovou nerovnost́ı dostaneme př́ıslušné mocniny norem

I ≤ c ‖∇ (ωζ)‖2
2 + C ‖ωζ‖

4
3
2 ‖∇v‖2

2 ≤ c ‖∇ (ωζ)‖2
2 + C ‖ωζ‖2

2 ‖∇v‖2
2 + C ‖∇v‖2

2 .

Prvńı člen lze zahrnout do levé strany a daľśı dva odhadneme Gronwallovým lemmatem.
Nakonec odhadneme posledńı zbývaj́ıćı člen

J =

∫ (
ωζ

r

)
(vrζ) (ω) .

Zde použijeme opět Hölderovu nerovnost s koeficienty 2, ∞, 2. Pro odhad normy v L∞

pak použijeme již jednou výše zmı́něnou nerovnost (3.3). Máme tak

J ≤
∥∥∥∥ωζr

∥∥∥∥
2

‖∇(vζ)‖
1
2
2

∥∥D2(vζ)
∥∥ 1

2

2
‖ω‖2 .

O prvńı normě v́ıme, že lze odhadnout konstantou. Dále se tak můžeme věnovat gradient̊um
z výrazu vζ. Plat́ı

∇ (vζ) = ∇vζ + v ⊗∇ζ.
Normu tohoto výrazu proto můžeme lehce odhadnout násobkem normy ∇v, protože ζ i
jej́ı gradient jsou omezené funkce. Použit́ım této úvahy a Youngovy nerovnosti dostáváme

J ≤ C
∥∥D2(vζ)

∥∥ 1
2

2
‖∇v‖

3
2
2 ≤ c

∥∥D2(vζ)
∥∥2

2
+ C ‖∇v‖2

2

Na levé straně nemáme k dispozici plný druhý gradient výrazu vζ, takže budeme muset
ještě použ́ıt daľśı odhady, abychom konečně dostali to, co potřebujeme. K tomu nám po-
slouž́ı lemma, které je podobné 2.1.1, jen pracuje s druhými derivacemi. Plat́ı totiž∥∥D2(vζ)

∥∥
2
≤ C (‖D (rot (vζ))‖2 + ‖D (div (vζ))‖2) .

Důkaz této nerovnosti př́ımo plyne z d̊ukazu podobné nerovnosti (pro př́ıpad funkce s nu-
lovou divergenćı) uvedeného v [3]. Jednoduchým rozderivováńım druhého členu a odhad-
nut́ım derivaćı seřezávaćı funkce konstantou nakonec dostaneme odhad∥∥D2(vζ)

∥∥
2
≤ C (‖D (rot (v)ζ)‖2 + ‖∇v‖2 + ‖v‖2) .

Dále využijeme daľśı lemma, dokázané v [3].

Lemma 3.2.1. Existuj́ı konstanty K1, K2 takové, že pro každý osově symetrický vektor u
a každý bod a = (a1, a2) ∈ R2, r =

√
a2

1 + a2
2 > 0 je

K1 |D(rotu(a))| ≤
∣∣∣∣∂σ(a)

∂r

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂σ(a)

∂z

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣σ(a)

r

∣∣∣∣ ,
K2 |rotu(a)| ≤ |σ(a)|

kde σ je jediná nenulová složka rotace u vyjádřené ve válcových souřadnićıch.
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Označ́ıme-li ω̄ jedinou nenulovou složku vektoru rot (vζ) vyjádřeného ve válcových
souřadnićıch, můžeme d́ıky tomuto lemmatu napsat∥∥D2(vζ)

∥∥
2
≤ C

(
‖∇ω̄‖2 +

∥∥∥ ω̄
r

∥∥∥
2
+ ‖∇v‖2 + ‖v‖2

)
.

Zbývá tak posledńı věc a tou je přej́ıt od norem ω̄ k normám ωζ. K tomu stač́ı rozderivovat
rot (vζ). T́ım dostaneme dva členy, z nichž jeden je ωζ a druhý obsahuje derivaci seřezávaćı
funkce. Zat́ımco ve členu ∇ω̄ lehce odhadneme derivaci seřezávaćı funkce konstantou, se
druhým členem budeme muset pracovat složitěji. Zat́ım tedy máme∥∥D2(vζ)

∥∥
2
≤ C

(
‖∇(ωζ)‖2 +

∥∥∥∥ωζr
∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥vr

r

∂ζ

∂z
+
vz

r

∂ζ

∂r

∥∥∥∥
2

+ ‖∇v‖2 + ‖v‖2

)
.

Na odhad prostředńıho členu použijeme Taylor̊uv rozvoj, podobně jako už jednou výše.
Takto lze odhadnout normu

∥∥1
r

∂ζ
∂r

∥∥
∞ konstantou. Konečně podobný argument použijeme

na radiálńı složku rychlosti vr. Je totiž vr(0, z) = 0 a tak pobĺıž osy lze odhadnout normu∥∥vr

r

∥∥
2

gradientem rychlosti v L2, zat́ımco daleko od osy je 1
r

∂ζ
∂z

omezené konstantou. T́ım
jsme vyřešili v této části posledńı problém, protože jsme dostali∥∥D2(vζ)

∥∥
2
≤ C

(
‖∇(ωζ)‖2 +

∥∥∥∥ωζr
∥∥∥∥

2

+ ‖∇v‖2 + ‖v‖2

)
.

Připomeňme, že máme

J ≤ c
∥∥D2(vζ)

∥∥2

2
+ C ‖∇v‖2

2 .

Konstantu c můžeme volit libovolně malou, takže ji zvoĺıme takovou, abychom po dosazeńı
odhadu druhého gradientu vζ mohli př́ıslušný člen zahrnout do levé strany. Zbylé členy
po zintegrováńı v čase odhadneme konstantou.

Když vše výše uvedené provedeme a integrujeme
∫ t

0
, dostaneme nakonec

‖ωζ(t)‖2
2 +

∫ t

0

∥∥∥∥ωζr (τ)

∥∥∥∥2

2

+ ‖∇ (ωζ) (τ)‖2
2 dτ ≤ C(f ,v0).

3.3 Důkaz - závěr

Nakonec stejným postupem jako při odhadováńı posled́ıho členu ukážeme, že ze źıskané
nerovnosti plyne závěr dokazované věty. Dostaneme tak

‖ωζ(t)‖2
2 +

∫ t

0

∥∥D2(vζ)(τ)
∥∥2

2
dτ ≤ C(f ,v0).

Podobně se vypořádáme s prvńım členem, podle lemmatu 2.1.1 je

‖D(vζ)‖2 ≤ C(‖rot (vζ)‖2 + ‖div (vζ)‖2) ≤ C(‖ω̄‖2 + ‖v‖2),
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kde jsme použili jednak div v = 0, jednak odhad derivace seřezávaćı funkce konstantou
a také lemma 3.2.1. Nakonec přejdeme od ω̄ k ω, což se projev́ı pouze daľśım zvětšeńım
konstanty C. T́ım skonč́ıme s nerovnost́ı

‖D(vζ)‖2 ≤ C(‖ω̄‖2 + ‖v‖2) ≤ C(‖ωζ‖2 + ‖v‖2).

Použit́ım této nerovnosti nakonec dostaneme požadovaný výsledek

‖D(vζ)‖2
2 +

∫ t

0

∥∥D2(vζ)(τ)
∥∥2

2
dτ ≤ C(f ,v0),

Na levé straně přejdeme k lim sup a dostaneme

lim sup
t→t∗−

‖vζ(t)‖2
1,2 +

∫ t

0

‖v‖2
2,2 <∞.

T́ım jsme tedy ukázali

vζ ∈ L∞(0, t∗,W 1,2(Ω)) ∩ L2(0, t∗,W 2,2(Ω))

a t́ım je věta dokázána, protože v́ıme, že se v čase t∗ objev́ı singularita a zároveň jsme
ukázali, že uvnitř oblasti řešeńı z̊ustane regulárńı.

Poznámka. V souvislosti s právě dokázanou větou se nab́ıźı otázka, zdali je řešeńı uvnitř
oblasti Ω regulárńı na libovolném časovém intervalu. Na tuto otázku odpověd’ nedáme, ale
zmı́ńıme se o jistém speciálně zkonstruovaném řešeńı. Uvažujme systém dif. rovnic

∂v

∂t
+ v · ∇v − ν∆v + ε∆2v +∇p = f,

div v = 0.

Tedy Navierovy-Stokesovy rovnice zregularizujeme použit́ım biharmonického operátoru. K
těmto rovnićım je třeba přidat daľśı okrajovou podmı́nku, např́ıklad ∂v

∂n
= 0. Řešeńım to-

hoto systému je funkce s lepš́ımi vlastnostmi, než které má řešeńı obyčejných Navierových-
Stokesových rovnic (je jednoznačné a regulárńı) - samozřejmě toto řešeńı bude záviset na ε.
Budeme-li pak s ε konvergovat k nule, dostaneme speciálńı řešeńı Navierových-Stokesových
rovnic. Takto zkonstruované řešeńı je regulárńı uvnitř oblasti na libovolném časovém in-
tervalu. Důkaz tohoto tvrzeńı by prob́ıhal velmi podobně jako d̊ukaz, kterému jsme se ted’

věnovali, nebot’ člen ε∆2v by v odhadech nedělal žádné pot́ıže.
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