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5.2.1 Modelované sezónnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.2.2 Konstrukce kubických splin̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Kapitola 1

Úvod

Jedńım z hlavńıch úkol̊u centrálńı banky v ekonomickém prostřed́ı je dosažeńı a
udržeńı cenové stability, tj. vytvářeńı ńızkoinflačńıho prostřed́ı v ekonomice. Při
plněńı svého ćıle využ́ıvá Česká národńı banka (ČNB) několik měnověpolitických
nástroj̊u. Efektivita využit́ı nástroj̊u měnové politiky záviśı na kvalitě odhadu
vývoje poptávky a nab́ıdky po peněźıch (tzv. likvidita trhu). Celková likvidita trhu
se skládá z několika komponent, které lze rozdělit na dvě skupiny podle možnost́ı
jejich kontroly. Prvńı skupinu tvoř́ı veličiny, které jsou přesně předpověditelné,
respektive předem známé, např́ıklad vyplývaj́ı z již sjednaných obchod̊u. Druhou
skupinu tvoř́ı takzvané autonomńı veličiny, které nejsou pod př́ımou kontrolou
centrálńı banky. Jednou z nejh̊uře predikovatelných autonomńıch veličin je právě
objem oběživa, tedy celková hodnota bankovek a minćı v držeńı komerčńıch bank
a nebankovńıch subjekt̊u.

Poptávka po oběživu se měńı v závislosti na celé řadě faktor̊u. Zpravidla stoupá
před výplatami a klesá koncem měśıce. Naopak v pr̊uběhu týdne poptávka vzr̊ustá
a největš́ı bývá před v́ıkendem. Tento efekt bývá umocněn pokud je v pátek nebo
v ponděĺı svátek. Faktor̊u ovlivňuj́ıćıch poptávku po oběživu je však mnohem v́ıce,
např́ıklad turistický ruch, podmı́nky pro výběr z bankomat̊u atd. V současné době
jsou denńı predikce objemů oběživa v ČNB realizovány pomoćı tzv. expertńıch
odhad̊u. Jedná se o expertńı sledováńı předchoźıch hodnot a změn v měnové bázi
a následné vyhodnoceńı. Ćılem práce je vyřešeńı tohoto úkolu aplikaćı ekonome-
trických a statistických teoríı. Jedná se předevš́ım o podrobnou analýzu časové
řady oběživa, nalezeńı relevantńıch exogenńıch proměnných a následně vytvořeńı
vhodného stochastického modelu vývoje objemu oběživa předevš́ım s d̊urazem na
jeho předpov́ıdaćı schopnost.

V kapitole 2 práce je stručně shrnuta problematika peněz, centrálńıho banko-
vnictv́ı a d̊uvody modelováńı objemu oběživa.

V kapitolách 3, 4 a 5 jsou prezentovány sestavené stochastické modely objemu
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oběživa. U každého modelu jsou vysvětleny teoretické základy a je popsáno jeho
sestaveńı, včetně odhadu parametr̊u. Následně je provedena verifikace a testováńı
model̊u. Na konci každé kapitoly je část věnovaná predikci pomoćı vytvořeného
modelu a jsou shrnuty obdržené výsledky.

Kapitola 6 je věnována kombinovaným model̊um, které d́ıky tomu, že využ́ıvaj́ı
informace obsažené v d́ılč́ıch modelech, dávaj́ı lepš́ı výsledky předpověd́ı. Porovná-
ńı model̊u, včetně k tomu použitých kritéríı, je popsáno v kapitole 7, kde je zároveň
vybrán finálńı model.

Pro př́ıpravu dat byl použit program Microsoft Office Excel 2002. Model
ARIMA byl zpracován v programu Matlab 6.5, předevš́ım s použit́ım aplikačńıho
baĺıčku System Identifacation Toolbox. Pro GARCH model byl použit baĺıček
GARCH Toolbox ze stejného programu. Největš́ı část práce – STS model byl
naprogramován v systému Mathematica 5.0 s použit́ım aplikačńıho baĺıčku Time
Series. Kombinováńı model̊u a jejich porovnáńı je zpracováno taktéž v systému
Mathematica 5.0. Všechna data, výsledky a použité skripty jsou uložené v CD
př́ıloze.
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Kapitola 2

Modelováńı objemu oběživa

Obsah této kapitoly je věnován vysvětleńı problematiky peněz, centrálńıho
bankovnictv́ı a modelováńı poptávky po oběživu. Podrobné a aktuálńı informace
lze nalézt na internetových stránkách ČNB.

2.1 Funkce peněz

Peńıze představuj́ı všeobecně přij́ımaný prostředek směny. Za peńıze můžeme tedy
považovat vše, co je v určitém čase a mı́stě využ́ıváno ekonomickými subjekty
při směně statk̊u. Dále maj́ı funkci zúčtovaćı jednotky, tj. lze jimi vyjádřit cenu
ostatńıch statk̊u, a slouž́ı jako uchovatel hodnoty.

Nejstarš́ı peńıze se objevily zhruba před jedenácti tiśıci lety, kdy funkci peněz
zastával dobytek a zemědělské plodiny. Forma peněz se během historie postupně
vyv́ıjela. Dnešńı peńıze jsou penězi nekrytými, neboli penězi s nuceným oběhem,
které jsou přij́ımány proto, že jsou zákonem předepsaným platidlem. Maj́ı dvě
základńı formy - hotovostńı a převládaj́ıćı bezhotovostńı. Při tomto děleńı je nutné
si uvědomit jejich velmi úzkou vzájemnou vazbu. V podstatě lze hotovostńı peńıze
uložeńım do banky přeměnit na bezhotovostńı a naopak. Obě formy jsou také
emitovány v zásadě stejně, předevš́ım úvěrem. Jediným zásadńım rozd́ılem je, že
hotovostńı peńıze, až na drobné vyj́ımky v některých zemı́ch, může emitovat pouze
centrálńı banka. Bezhotovostńı peńıze oproti tomu mohou emitovat i jiné instituce,
např́ıklad obchodńı banky.
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2.2 Centrálńı bankovnictv́ı

Pod pojmem centrálńı bankovnictv́ı rozumı́me dvoustupňový bankovńı systém,
kde prvńım stupněm je centrálńı banka, tzv. banka bank, a druhým stupněm
obchodńı a daľśı banky, které slouž́ı ostatńım subjekt̊um a podnikaj́ı na rozd́ıl
od centrálńı banky za účelem zisku. V České republice je podle Ústavy centrálńı
bankou ČNB, v Evropské měnové unii plńı tuto úlohu Evropská centrálńı banka
(ECB). Hlavńım ćılem ČNB je cenová stabilita, která je d̊uležitá pro správný chod
ekonomiky. Podobně jako ostatńı centrálńı banky se i ČNB zaměřuje předevš́ım na
stabilitu spotřebitelských cen. V praxi se stabilitou nerozumı́ neměnnost cen, ale
jejich mı́rný r̊ust. Při plněńı své základńı měnověpolitické úlohy, tedy cenové stabi-
lity, voĺı centrálńı banka jeden z několika možných měnověpolitických režimů. ČNB
použ́ıvá poč́ınaje rokem 1998 režim ćılováńı inflace, proto jsou také v našem modelu
použita data až od tohoto roku. Hlavńımi rysy ćılováńı inflace jsou střednědobost
této strategie, využ́ıváńı prognózy inflace a veřejné explicitńı vyhlášeńı inflačńıho
ćıle, či posloupnosti ćıl̊u. Pro dosažeńı ćıl̊u má ČNB k dispozici několik měnově-
politických nástroj̊u, kterými jsou operace na volném trhu, automatické facility a
repo sazba a povinné minimálńı rezervy. Pro téma této diplomové práce je d̊uležitý
prvńı z nich.

O operaci na volném trhu hovoř́ıme, je-li jednou ze dvou obchoduj́ıćıch stran
centrálńı banka a druhou domáćı bankovńı subjekt. Operace na volném trhu jsou
většinou prováděny ve formě tzv. repo operaćı, při kterých ČNB přij́ımá od bank
přebytečnou likviditu1 a bankám předává dohodnuté cenné paṕıry. Obě strany se
zároveň zavazuj́ı, že po uplynut́ı doby splatnosti proběhne zpětná transakce, v ńıž
ČNB jako dlužńık vrát́ı věřitelské bance zap̊ujčenou jistinu zvýšenou o dohodnutý
úrok a věřitelská banka vrát́ı ČNB poskytnuté cenné paṕıry. Tento hlavńı měnový
nástroj se provád́ı ve formě tendr̊u2, kde ČNB přij́ımá nab́ıdky až do výše prediko-
vaného přebytku likvidity. Horizont predikce je jeden den, což souviśı s t́ım, že se
vyhlášeńı repo tendru provád́ı každý pracovńı den.

1Obecně mohou centrálńı banky v režimu ćılováńı inflace peńıze z oběhu nejen stahovat, ale
také do oběhu dodávat. Stav, kdy pro udržeńı úrokových sazeb potřebuje ČNB likviditu stahovat,
je dán vývojem počátku 90. let, kdy ČNB pustila do ekonomiky množstv́ı peněz za účelem udržeńı
stability devizového kurzu

2Tendr je zp̊usob operace, kdy banky neznaj́ı podmı́nky (objem, popř. ani cenu) nab́ızených,
resp. poptávaných cenných paṕır̊u daľśıch bank a nemohou tak vlastńı nab́ıdky upravovat. Jedná
se o tzv. obálkovou metodu. Nab́ıdky bank vypořádá ČNB podle americké aukčńı procedury, tj.
přijme přednostně nab́ıdky požaduj́ıćı nejnižš́ı úrokovou sazbu a to až do výše predikovaného
přebytku likvidity na daný den. V př́ıpadě, že objem objednaný bankami přesáhne predikovaný
přebytek likvidity, ČNB nab́ıdky za nejvyšš́ı sazby bud’ zcela odmı́tne, nebo proporcionálně
zkrát́ı.
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2.3 Modelováńı objemu oběživa

V souvislosti s ř́ızeńım likvidity se setkáváme s pojmem měnová báze. Měnová
báze je tvořena hotovostńımi penězi a bezhotovostńımi penězi. Jej́ı zdroje se děĺı
na autonomńı faktory a měnověpolitické faktory. Mezi autonomńı faktory patř́ı
např́ıklad vněǰśı sektor, vládńı sektor a pohledávky za nebankovńımi subjekty.
Mezi měnověpolitické faktory řad́ıme závazky z repo operaćı, automatické facili-
ty a krátkodobé úvěry na zachováńı likvidity. Jak je ř́ızena likvidita? Komerčńı
banky maj́ı u ČNB tzv. clearingové účty (CU), jejichž jednu část tvoř́ı pevně
určená výše povinných minimálńıch rezerv. Množstv́ı peněz přesahuj́ıćı tuto hod-
notu, které neńı nijak úročeno, nazýváme přebytek likvidity. Přebytek likvidity
se do ekonomiky může dostat např. zvýšeńım devizových rezerv ČNB nebo státńı
emiśı. V ideálńım př́ıpadě by byl přebytek likvidity nulový, což ale v praxi neplat́ı.
Proto je z d̊uvodu udržeńı krátkodobých úrokových sazeb třeba tuto přebytečnou
likviditu stáhnout, což se řeš́ı pomoćı repo tendr̊u zmı́něných v předchoźı kapitole.

Objem oběživa je největš́ı autonomńı veličinou měnové báze a ovlivňuje
množstv́ı peněz na clearingových účtech. Konkrétně tak, že o kolik se zvýš́ı ob-
jem oběživa, o tolik se sńıž́ı množstv́ı bezhotovostńıch peněz na CU a naopak.
Predikce objemu oběživa, jež budou poptávat komerčńı banky, je tedy nutná k
určeńı výše repo tendru na stažeńı přebytečné likvidity. Tato poptávka vykazuje
sezónńı charakter (Obr. 2.1) souvisej́ıćı např́ıklad s větš́ı poptávkou po oběživu v
obdob́ı Vánoc. Daľśı vlivy jsou popsány v následuj́ıćıch kapitolách.

V současné době jsou denńı predikce objemů oběživa v ČNB realizovány pomoćı
expertńıch odhad̊u, tj. expertńıho sledováńı předchoźıch hodnot a změn v měnové
bázi a následného vyhodnoceńı. V této práci je popsáno řešeńı tohoto úkolu aplikaćı
ekonometrických a statistických teoríı, přičemž denńı objemy oběživa jsou chápány
jako prvky časové řady. Jak již bylo naznačeno, základem jsou data z let 1998 až
2003, přičemž data do roku 2002 jsou použita pro konstrukci model̊u a data za rok
2003 jsou ponechána zvlášt’ na testováńı jejich předpov́ıdaćı schopnosti.
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Kapitola 3

ARIMA model

Prvńım modelem, který je použit pro modelováńı poptávky po oběživu, je ARIMA
model. Jeho základem je kombinace stochastické části vycházej́ıćı z Box-Jenkinsovy
(BJ) metodologie s deterministickou regresńı komponentou. Tento model dává
základńı představu o chováńı časové řady oběživa a poskytuje výchoźı bod pro
daľśı modely.

V prvńı části jsou nejdř́ıve stručně nast́ıněny principy BJ metodologie a násled-
ně popsán model. V třet́ı části je model ověřen a jsou popsány k tomu použité
statistiky. Nakonec je provedena predikce pomoćı sestaveného modelu.

3.1 Základy BJ metodologie

Box-Jenkinsova metodologie pracuje se stacionárńımi náhodnými procesy. Podle
Woldovy věty lze totiž každý nedeterministický stacionárńı proces {yt} rozložit na
čistě náhodnou složku a deterministickou část

yt =
∞∑

j=0

ψtεt−j + Dt,

kde ψ0 = 1,
∑∞

j=0 ψ2
t < ∞, {εt} je proces nezávislých stejně rozdělených náhodných

veličin s rozděleńım N(0, σ2) a pro všechna s a t plat́ı Cov(εs, Dt) = 0, εt = Ptεt,
Dt = PsDt a Dt jsou deterministické (Dt − Pt−1Dt = 0 pro všechny t). Pn znač́ı
operátor nejlepš́ı lineárńı predikce při znalosti pozorováńı yt, t ≤ n. Náhodnou
složku Woldovy dekompozice označovanou jako MA(∞) proces, lze při dostatečně
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velkých p a q dobře aproximovat procesem

ỹt =

p∑
i=1

φiỹt−i +

q∑
j=1

θjεt−j + εt,

ekvivalentně zapsáno
φ(B)ỹt = θ(B)εt,

kde B je operátor zpětného posunut́ı. {ỹt} se nazývá ARMA(p,q) proces a je
základńım kamenem BJ metodologie. ARMA proces má nulovou středńı hodnotu.
Podmı́nka stacionarity je, že všechny kořeny polynomu φ(B) lež́ı vně jednotkového
kruhu a podmı́nka invertibility je totožná pro polynom θ(B). Podrobnosti lze nalézt
v [1].

3.2 ARIMA model poptávky po oběživu

Při konstrukci modelu je třeba nejdř́ıve řadu stabilizovat, pak nalézt vhodnou
strukturu stochastické části a relevantńı vysvětluj́ıćı proměnné a následně správně
odhadnout jejich vliv na poptávku po oběživu. Jednotlivé kroky jsou popsány
podrobněji v podkapitolách. Model vycháźı z model̊u popsaných v [2] a [12].

3.2.1 Stabilizace řady

Při pohledu na graf časové řady oběživa (Obr. 2.1) je zřejmé, že se jedná o řadu
silně nestacionárńı, která obsahuje nejen trend, ale i řadu sezónńıch vliv̊u. Nesta-
cionaritu potvrzuj́ı rovněž korelogramy (Obr. 3.1 a 4.1). Protože chceme při mode-
lováńı využ́ıt BJ metodologie, která pracuje se stacionárńımi řadami, je třeba řadu
vhodným zp̊usobem stabilizovat. Jako nejvhodněǰśı transformaci jsme vyhodnotili
prvńı diferenci

yd
t = ∆yt = yt − yt−1 = (1−B)yt, t = 2, . . . , n.

Řadu yd
t (Obr. 3.2) dále již neupravujeme, stále př́ıtomnou nestacionaritu odstra-

ńıme přidáńım relevantńıch vysvětluj́ıćıch proměnných. Po odečteńı jejich vlivu je
časová řada již téměř stacionárńı.

Daľśı možnou transformaćı by bylo dodatečné použit́ı diference se zpožděńım
jednoho roku, tj. 252 dńı, protože časová řada oběživa obsahuje určitou meziročńı
závislost. Pak by ale bylo nutné použ́ıt sezónńı SARIMA model, což software
Matlab neumožnuje. Tato varianta byla zpracována v [11].
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Při testováńı stacionarity jsme také použili Goldfeld-Quandt̊uv test pro testo-
váńı konstantnosti rozptylu. Výsledné p-hodnoty (p13 = 0.5834 a p31 = 0.4166)
hypotézu homoskedascity nezamı́taj́ı. Přesto lze pozorovat mı́rný nár̊ust variance
řady v pr̊uběhu času, který by se dal odstranit logaritmováńım řady, př́ıpadně
Box-Coxovou transformaćı. Žádná z uvedených variant ale nepřinesla zlepšeńı
předpov́ıdaćı schopnosti modelu.

3.2.2 Struktura modelu

Zvolený model poptávky po oběživu je kombinaćı ARMA procesu diferencované
časové řady a regresńıch proměnných a je možno jej zapsat ve tvaru

φ(B)δ(B)yt = dt + θ(B)εt,

kde regresńı komponenta je sumou jednotlivých kalendářńıch vliv̊u dt =
∑k

i=1 dt,i a
dt,i jsou funkćı pevného vektoru nezávislých

”
časově závislých“ proměnných. Poly-

nomy φ(B) a θ(B) určuj́ı strukturu a řád stochastické ARMA komponenty, δ(B)
je diferenčńı operátor a {εt} je proces nezávislých stejně rozdělených náhodných
veličin s normálńım rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a rozptylem σ2.
ARMA(p, q) proces d-krát diferencované časové řady nazýváme ARIMA(p, d, q)
proces. V našem př́ıpadě je p = 11, d = 1, q = 1 a

φ(B) = 1− φ1B − φ3B
3 − φ4B

4 − φ10B
10 − φ11B

11,
θ(B) = 1− θ1B

1,
δ(B) = 1−B.

Č́ıselné hodnoty koeficient̊u polynomů jsou uvedeny v CD př́ıloze. Určeńı řád̊u p

a q ARMA modelu jsme provedli na základě pr̊uběh̊u autokorelačńı funkce (ACF)
a parciálńı autokorelačńı funkce (PACF) diferencované časové řady a následným
porovnáńım výsledk̊u v úvahu přicházej́ıćıch model̊u.

Do modelu jsme zahrnuli pět r̊uzných kalendářńıch vliv̊u a konstantńı člen
pro zachyceńı nenulové středńı hodnoty řady prvńıch diferenćı. Č́ıselné hodnoty
regresńıch koeficient̊u w jsou opět uvedeny v CD př́ıloze. Výběr a formulace mode-
lovaných kalendářńıch vliv̊u byla provedena na základě zkušenost́ı s modelováńım
poptávky po oběživu v ČNB a ECB a dále analýzou signifikantnosti parametr̊u a
struktury rezidúı.

Konstatńı člen Konstatńı člen udávaj́ıćı rychlost r̊ustu časové řady oběživa je
modelován regresńı proměnnou, která je vektorem jedniček, tedy dt,1 = w1

pro všechna t.
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Vliv dn̊u v týdnu Časová řada poptávky po oběživu vykazuje určitý týdenńı
cyklus, např́ıklad ve čtvrtek je nejvyšš́ı poptávka po oběživu z d̊uvodu plněńı
bankomat̊u na v́ıkend. Pro zachyceńı tohoto vlivu jsme použili čtyři v pod-
statě indikátorové proměnné hpo

t , hut
t , hst

t , hct
t . Prvńı z nich nabývá hodnoty 1,

je-li ponděĺı, -1 pro pátek a 0 jinak. Daľśı proměnné maj́ı analogické hodnoty
pro úterý, středu a čtvrtek. Takto definované proměnné zajist́ı čistou týdenńı
sezonalitu, tj. aby součet vliv̊u všech dn̊u v týdnu byl nulový.

dt,2 = wpohpo
t + wuthut

t + wsthst
t + wcthct

t .

Vliv pořad́ı dne v měśıci Závislost hodnot řady na pořad́ı dne v měśıci je ovliv-
něna např́ıklad termı́ny vypláceńı mezd. Při modelováńı měśıčńıho vlivu jsme
stejně jako v ECB (viz [2]) použili trigonometrické funkce ve tvaru

dt,3 =

p∑
j=1

(
wsin

j sin
2πjmt

Mt

+ wcos
j cos

2πjmt

Mt

)
,

kde mk udává pořad́ı dne v měśıci a Mt je počet dńı v daném měśıci. Hodnota
p muśı být dostatečně velká, aby dobře zachytila modelovanou sezónnost.
Bylo ukázáno v [13], že p = 8 je dostačuj́ıćı.

Vliv státńıch svátk̊u a dn̊u volna Pr̊uběh poptávky po oběživu ovlivňuj́ı také
státńı svátky a dny volna. Jsou to Nový rok, Velikonoce, Svátek práce, Den
v́ıtězstv́ı nad fašismem, Den slovanských věrozvěst̊u Cyrila a Metoděje, Den
upáleńı mistra Jana Husa, Den české státnosti, Den vzniku samostatného
československého státu, Den boje za svobodu a demokracii a Vánoce. Kom-
ponenty svátk̊u maj́ı tvar

dt = w(B)ht,

kde w(B) je polynom udávaj́ıćı zpožděńı, tj. o kolik časových index̊u po-
suneme proměnnou vpřed a vzad, a ht je indikátorová proměnná konkrétńıho
svátku. Tvary polynomů w(B) jsou uvedeny v tabulce 3.1. Celkový vliv všech
svátk̊u a dn̊u volna dostaneme sečteńım d́ılč́ıch komponent.

Vliv mimořádných událost́ı V historii významně ovlivnili časovou řadu po-
ptávky po oběživu dvě mimořádné události. Jsou to krach IPB a problém
Y2K (problém roku 2000, jednalo se o obavu z nefunkčnosti některých poč́ı-
tačových programů při přechodu z 31.12.1999 na 1.1.2000). Jejich formulace
v modelu je stejná jako u státńıch svátk̊u a dn̊u volna, tvary polynomů w(B)
jsou taktéž v tabulce 3.1.

3.2.3 Odhad parametr̊u modelu

Protože parametry modelu jsou neznámé, je třeba je odhadnout. Nejvhodněǰśı
je použ́ıt metodu maximálńı věrohodnosti. Parametry ARMA složky a regresńı
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Dn̊u před Dn̊u po Polynom posunut́ı
státńı svátky a dny volna 4 4 (w0 + w1B + . . . + w8B

8)B−4

krach IPB 4 4 (w0 + w1B + . . . + w8B
8)B−4

problém Y2K 10 4 (w0 + . . . + w14B
14)B−10

B je operátor zpětného posunut́ı a wi jsou r̊uzná pro jednotlivé svátky

Tabulka 3.1: Počty dn̊u modelovaných před a po svátćıch a událostech

koeficienty se odhaduj́ı současně. Vzhledem k předpokladu normálńıho rozděleńı
lze věrohodnostńı funkci vyjádřit jako

L(w, φ, θ, σ2) = (2π)−n/2|Γ−1/2
n | exp

{
−1

2
(Y − Ŷ )′Γ−1

n (Y − Ŷ )

}
,

kde Γn(φ, θ, σ2) je kovariančńı matice procesu W = Y − Ŷ , Y znač́ı pozorováńı
časové řady a Ŷ odhad řady modelem. Vzhledem k jej́ı složitosti je nutné věrohod-
nostńı funkci maximalizovat numericky. K tomu je použita funkce armax softwaru
Matlab. Po odhadu parametr̊u modelu je ověřováno, zda neńı některý odhadnutý
koeficient nesignifikantńı. K testováńı je použita statistika

ti =
b̂i

si

,

kde b̂i je odhad i-tého parametru a si jeho směrodatná odchylka, i = 1, 2, . . . , k.
Nulová hypotéza je, že skutečný parametr je nulový, a při jej́ı platnosti má statisti-
ka ti t-rozděleńı o n−k stupńıch volnosti. Vybrán je vždy ten nejv́ıce nesignifikantńı
parametr, fixován na 0 a znovu je proveden odhad ostatńıch parametr̊u. Postupuje
se stejně, až neńı žádný koeficient nesignifikantńı. Zvolená hladina
významnosti je α = 10%.

3.3 Verifikace modelu

V této kapitole je ověřována oprávněnost použit́ı našeho modelu a testována kvalita
modelu. Použita je řada statistik a test̊u, bĺıže jsou popsány jen ty, které nejsou
standardně známé. Hladinu významnosti test̊u voĺıme α = 5%.

Předpokladem ARIMA modelu je, že {εt} je posloupnost nezávislých stejně
rozdělených náhodných veličin s normálńım rozděleńım. Pro testováńı normality
rezidúı jsme použili Kolmogorov-Smirnov̊uv test, Lilliefors̊uv test a Jarque-Ber̊uv
test. Současně jsme analyzovali histogram (Obr. 3.7) a QQ-graf (Obr. 3.6). Pro
připomenut́ı uved’me, že prvńı dva testy jsou založeny na empirické distribučńı
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funkci, třet́ı na šikmosti a špičatosti normálńıho rozložeńı. Všechny testy hypo-
tézu normálńıho rozložeńı zamı́taj́ı, rezidua maj́ı předevš́ım výraznou špičatost.
Konstantnost rozptylu jsme ověřovali Goldfeld-Quandtovým testem, který nulovou
hypotézu konstantnosti rozptylu zamı́tá. Za nejd̊uležitěǰśı ukazatel považujeme
vzájemnou nezávislost rezidúı. Analýza korelogramů (Obr. 3.4 a 3.5) dává uspo-
kojivé výsledky, drobnou korelovanost lze pozorovat pouze pro ročńı frekvence,
což potvrzuje i Ljung-Box̊uv test. Pro úplnost uvád́ıme i výsledky Ljung-Boxova
testu pro kvadráty rezidúı a ověřeńı stacionarity a invertibility procesu. Všechny
hodnoty statistik jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Principem Ljung-Boxova testu je, že při platnosti hypotézy nekorelovanosti
jsou hodnoty autokorelačńı funkce normálně rozložené. Statistika Ljung-Boxova
testu má pak tvar

Q = n(n + 2)
L∑

j=1

ρ̂2(j)/(n− j),

kde n je délka časové řady, L počet frekvenćı autokorelačńı funkce zahrnutých do
statistiky a ρ̂2(j) výběrová autokorelačńı funkce na frekvenci j. Při platnosti H0

má Q statistika ch́ı-kvadrát rozložeńı o L stupńıch volnosti.

Pro srovnáváńı kvality alternativńıch model̊u jsme použili věrohodnost mode-
lu, AIC a BIC kritérium. Zároveň jsme prováděli analýzu nenormovaných rezidúı
(Obr. 3.9), zvláště odchylek přesahuj́ıćıch 1 mld. Kč. Důležitá vlastnost je
předpov́ıdaćı schopnost, měřená středńı kvadratickou chybou předpovědi. Při jedno-
krokové předpovědi za rok 2003 (Obr. 3.8) jsme zaznamenali pět odchylek
výrazně větš́ıch než 1 mld. Kč. Jedná se o 14.3.2003, 15.5.2003, 5.6.2003, 18.11.2003
a 12.12.2003. Nejzaj́ımavěǰśı z nich je 14.3.2003, protože velká chyba predikce
v tento den nastává i u ostatńıch model̊u.

AIC (Akaike’s information criterion) a BIC (Bayes information criterion) jsou
kritéria určená pro správnou identifikaci modelu, hlavně pro určeńı počtu paramet-
r̊u modelu, např́ıklad řád̊u p a q u ARMA modelu. Vycházej́ı z věrohodnosti mode-
lu, ale penalizuj́ı vzr̊ustaj́ıćı počet parametr̊u. BIC je historicky pozděǰśı úpravou
kritéria AIC, u kterého docháźı k tendenci přeurčeńı modelu oproti skutečnosti.
Spoč́ıtaj́ı se jako

AIC = −2 log L + 2 ppar

a
BIC = −2 log L + log(n) ppar,

kde log L je logaritmická věrohodnost a ppar počet parametr̊u. Ćılem je minimálńı
hodnota těchto kritéríı.
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Obrázek 3.6: QQ-graf rezidúı
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3.4 Predikce

Vzhledem k lineárńı struktuře modelu lze ARIMA modely snadno předpov́ıdat.
Mějme ARIMA proces {yt}, který lze diferencováńım převést na ARMA proces {yd

t }

(1−B)dyt = yd
t , t = 1, . . . , n.

Chceme-li vyjádřit z předchoźı rovnice yt v závislosti na yd
t a minulosti ys, s < t

dostáváme

yt = yd
t −

d∑
j=1

(
d

j

)
(−1)j yt−j, t = 1, . . . , n,

z čehož můžeme napsat nejlepš́ı lineárńı předpověd’ yt+h při znalosti pozorováńı
časové řady do času t. Znač́ıme ji Ptyt+h a máme

Ptyt+h = Pty
d
t+h −

d∑
j=1

(
d

j

)
(−1)j Ptyt+h−j, t = 1, . . . , n, h > 0.

V našem př́ıpadě d = 1 a

Ptyt+h = Pty
d
t+h + Ptyt+h−1.

Následně vzhledem k tomu, že {yd
t } je ARMA proces s regresńı komponentou plat́ı

Pty
d
t+h = dt+h +

p∑
i=1

φiPty
d
t+h−i +

q∑
j=1

θjPtεt+h−j.

Nyńı stač́ı rekurzivně pokračovat pro časové okamžiky t + h, t + h − 1, . . . , t + 1,
přičemž využijeme Pty

d
s = yd

s , s ≤ t a zároveň Ptεs = 0, s > t a Ptεs = ε̂s, s ≤ t,
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kde

ε̂s = yd
s − ds −

p∑
i=1

φiy
d
s−i −

q∑
j=1

θj ε̂s−j, s = 1, . . . , t

a ε̂s = 0, yd
s = 0 pro s ≤ 0.

Poptávka po oběživu se v současné době v ČNB předpov́ıdá vždy na následuj́ıćı
den, tedy o jeden krok dopředu. V souvislosti s přechodem na jednotnou evropskou
měnu euro, a tedy užš́ımu zapojeńı České republiky do Evropské měnové unie,
ale bude nutno provádět předpověd’ vždy o jeden a dva týdny dopředu, tedy o
5, respektive 10 dńı vpřed. Proto je provedena předpověd’ s krokem h = 1, 5, 10.
Kvalita předpovědi je měřena kritériem použ́ıvaným v ČNB, tj. odmocninou střed-
ńı kvadratické chyby předpovědi (root mean squared error), za testovaćı rok 2003,

RMSE =

√∑
ε̂2

t

m
,

kde ε̂t jsou chyby predikce a m = 252 je počet pozorováńı časové řady (pracovńıch
dńı) v testovaném roce. Středńı kvadratická chyba se s velikost́ı kroku zvyšuje,
č́ıselné hodnoty jsou uvedeny v tabulce 4.1.
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Obrázek 3.8: Rezidua jednokrokové predikce v roce 2003 (černě), hranice ±1 mld.
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Obrázek 3.9: Rezidua transformované řady v letech 2000-2002 • m - mld. Kč
• d - denńı index
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Kapitola 4

GARCH model

Často použ́ıvanými modely pro modelováńı finančńıch časových řad, např́ıklad
cen akcíı, jsou modely typu GARCH. Ačkoliv časová řada poptávky po oběživu
neńı klasickou finančńı řadou, obsahuje některé jej́ı typické znaky, a proto jsme se
rozhodli tento typ modelu použ́ıt.

Náš model se skládá z ARMA složky, která je z velké části totožná s prvńım
modelem poptávky po oběživu, a GARCH složky, jej́ıž principy jsou vysvětleny
v prvńı části této kapitoly. Na prvńı pohled se může zdát, že se jedná pouze o
rozš́ı̌reńı ARIMA modelu. Protože je však možné GARCH složku použ́ıt samostat-
ně a časová řada se i jinak transformuje, jak je ukázáno v druhé části této kapitoly,
považujeme tento model za samostatný model. V třet́ı části kapitoly je model
verifikován a ve čtvrté části je zmı́něn postup při predikci.

4.1 Základńı principy

Jak již bylo naznačeno, finančńı časové řady maj́ı několik typických vlastnost́ı.
Definujme nejdř́ıve výnos (return) od času t− 1 do času t jako

rt =
st

st−1

− 1,

kde st je hodnota časové řady v čase t, např́ıklad cena akcie, u které se nevypláćı
dividenda. Potom typické znaky pro finančńı časové řady jsou:

• Časová řada neńı stacionárńı, ale vykazuje lokálńı trendy.
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• Hladina výnos̊u je přibližně stabilńı. Extrémńı hodnoty se vyskytuj́ı ve
shlućıch nerovnoměrně rozložených v čase.

• Výnosy rt se zdaj́ı být nekorelované, ale |rt| a r2
t vykazuj́ı významnou ko-

relovanost.

• Rozděleńı rt je leptokurtické, tj. má šikmost K > 3.

Jestliže předpokládáme hypotézu efektivńıho trhu (viz [7]), dostaneme, že výnosy
nelze předpov́ıdat. Např́ıklad pokud bychom chtěli aplikovat AR(p) model na
modelováńı ceny akcíı dostali bychom všechny koeficienty φi = 0, i = 1, . . . , p.
V praxi je však např́ıklad kromě odhadu hodnoty třeba modelovat volatilitu ceny
akcíı. K tomu se daj́ı dobře využ́ıt modely typu ARCH a GARCH.

Náhodný proces {yt} nazýváme ARCH (autoregressive conditional heterosce-
dastic process) proces řádu p, jestliže

E(yt| Ft−1) = µ,

Var(yt| Ft−1) = σ2
t = ω +

p∑

k=1

αky
2
t−k,

εt = yt

σt
je proces nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin, ω,

α1, . . . , αp > 0 a Ft−1 reprezentuje minulost, Ft−1 = σ{yk, k ≤ t−1}. Bez omezeńı
obecnosti můžeme uvažovat µ = 0. Jestliže druhou rovnici v předchoźı definici
nahrad́ıme rovnićı

Var(yt| Ft−1) = σ2
t = ω +

p∑

k=1

αky
2
t−k +

q∑

k=1

βkσ
2
t−k,

dostaneme GARCH (generalized ARCH) proces řádu p, q. Znač́ıme krátce
ARCH(p), respektive GARCH(p,q). V následuj́ıćıch dvou tvrzeńıch uved’me několik
základńıch vlastnost́ı těchto proces̊u, které potvrzuj́ı správnost jejich aplikace na
finančńı časové řady.

Tvrzeńı 1. Necht’ {yt} je stacionárńı GARCH(p,q) proces s σ2 = Var(yt) < ∞,
potom

σ2 =
ω

1−
p∑

k=1

αk −
q∑

k=1

βk

a je-li nav́ıc p = q = 1, L(εt) = N(0, 1), E(y4
t ) < ∞ a K šikmost {yt}, plat́ı

K = 3 +
6α2

1− 3α2 − 2αβ − β2
> 3, pro α > 0.
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Tvrzeńı 2. Necht’ {yt} je stacionárńı GARCH(p,q) proces s E(y4
t ) < ∞ a mějme

dále m = max(p, q), αj = 0, j > p a βj = 0, j > q, potom je

wt = y2
t − σ2

t

proces nezávislých stejně N(0, konst.) rozdělených náhodných veličin a

y2
t = ω +

m∑

k=1

γky
2
t−k −

q∑

k=1

βkwt−k + wt

ARMA(m,q) proces s γk = αk + βk.

Důkazy obou tvrzeńı lze nalézt v [7]. Z prvńıho tvrzeńı je možno odvodit nutnou
a zároveň postačuj́ıćı podmı́nku pro stacionaritu GARCH procesu, která zńı

p∑

k=1

αk +

q∑

k=1

βk < 1 a ω, α1, . . . , αp, β1, . . . , βq > 0.

Protože však v praxi předpoklad nezávislosti hodnoty časové řady na minulosti
často neplat́ı a také se objevuj́ı r̊uzné vněǰśı vlivy, je třeba model vhodně rozš́ı̌rit,
např́ıklad na ARMA(r,m)-GARCH(p,q) proces {yt} s nenulovou středńı hodnotou
µ a vysvětluj́ıćı exogenńı proměnnou {xt}, který má tvar

yt = µ +
l∑

k=0

γkxt−k +
r∑

k=1

φkyt−k +
m∑

k=1

θkηt−k + ηt,

ηt = σtεt,

σ2
t = ω +

p∑

k=1

αky
2
t−k +

q∑

k=1

βkσ
2
t−k,

(4.1)

kde {εt} je proces nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin.

4.2 GARCH model poptávky po oběživu

Podobně jako u ARIMA modelu je třeba časovou řadu poptávky po oběživu {yt}
nejdř́ıve stabilizovat, poté nalézt vhodnou strukturu modelu a následně odhadnout
jeho parametry, čemuž obsahově odpov́ıdaj́ı jednotlivé podkapitoly.

4.2.1 Stabilizace řady

Jak již bylo naznačeno, u model̊u typu GARCH se použ́ıvá pro stabilizaci nesta-
cionárńı řady jej́ı prvńı relativńı diference, kterou jsme na straně 23 u finančńıch
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časových řad označili jako výnos. Alternativńım a námi použitým zp̊usobem je ale
transformace

ỹt = log
yt

yt−1

.

Důvodem použit́ı této metody u finančńıch časových řad oproti klasickému dife-
rencováńı je složené úročeńı, a tedy hypotetický součinový tvar časové řady, který
se při použit́ı logaritmu převede do součtového tvaru. Podrobnosti lze nalézt v [7].

0 50 100 150 200 250 300
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

l

PACF

Obrázek 4.1: PACF časové řady
oběživa (červeně), hranice významnosti
(modře) • l - zpožděńı
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Obrázek 4.2: Transformovaná řada
• m - mld. Kč • d - denńı index

4.2.2 Struktura modelu

Námi zkonstruovaný model je model ARMA(11,1)-GARCH(1,1) s několika vy-
světluj́ıćımi exogenńımi proměnnými, jehož matematický zápis odpov́ıdá rovnićım
(4.1). Nav́ıc jsme předpokládali, že veličiny {εt} maj́ı normované normálńı
rozděleńı. Přesné hodnoty všech koeficient̊u jsou uvedeny v CD př́ıloze, zde pouze
uved’me, že v našem modelu je

µ 6= 0, ω 6= 0

a AR polynom má tvar

φ(B) = 1− φ1B − φ2B
2 − φ4B

4 − φ7B
7 − φ10B

10 − φ11B
11.

Určeńı řád̊u ARMA složky jsme provedli na základě stejných kritéríı jako u ARIMA
modelu. Řád GARCH komponenty odpov́ıdá běžně použ́ıvanému řádu GARCH
model̊u časových řad.
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Deterministickou část tvoř́ı exogenńı vysvětluj́ıćı proměnné, které jsme stejně
jako u ARIMA modelu využili k zachyceńı r̊uzných sezónńıch vliv̊u, a také je-
jich tvar z̊ustal v podstatě stejný. Jsou to Vliv dn̊u v týdnu, Vliv pořad́ı dne
v měśıci, Vliv státńıch svátk̊u a dn̊u volna a Vliv mimořádných událost́ı. Jedinou
změnou je sloučeńı Nového roku, Svátku práce, Dne v́ıtězstv́ı nad fašismem, Dne
slovanských věrozvěst̊u Cyrila a Metoděje, Dne upáleńı mistra Jana Husa, Dne
české státnosti, Dne vzniku samostatného československého státu a Dne boje za
svobodu a demokracii a jejich implementace jako v́ıcenásobné opakováńı jednoho
pevného svátku. Důvodem pro sloučeńı byla velká výpočetńı náročnost modelu.

4.2.3 Odhad parametr̊u modelu

Parametry modelu jsme odhadli metodou maximálńı věrohodnosti s postupným
vyřazováńım nesignifikantńıch parametr̊u stejným zp̊usobem jako u ARIMA mode-
lu. Pro úplnost uved’me věrohodnostńı funkci modelu GARCH(1,1), která se pak
zkombinuje s věrohodnostńı funkćı ARMA modelu, č́ımž dostaneme věrohodnostńı
funkci našeho modelu poptávky po oběživu. Tuto funkci je třeba numericky maxi-
malizovat, my jsme použili funkci garchfit programu Matlab. Při předpokladu
normovaného normálńıho rozložeńı veličin {εt} má podmı́něná věrohodnostńı
funkce procesu GARCH(1,1) {yt} tvar

L(ω, α, β| ε1) =
n∏

t=2

1√
2πσ2

t

exp

(
− y2

t

2σ2
t

)
,

přičemž podmı́něná a nepodmı́něná věrohodnostńı funkce se lǐśı při dostatečně
dlouhé časové řadě zanedbatelně. Vı́ce o věrohodnostńıch funkćıch ARIMA a
GARCH proces̊u lze nalézt např́ıklad v [7].

4.3 Verifikace modelu

V této kapitole je uvedeno ověřeńı platnosti přijatých předpoklad̊u. Základńım
předpokladem je, že veličiny

εt =
ηt

σt

jsou nezávislé stejně rozložené s normovaným normálńım rozděleńım. Nazvěme
{εt} normovanými reziduii. Aplikujeme testy na normalitu Kolmogorov-Smirnov̊uv
test, Lillefors̊uv test a Jarque-Ber̊uv test a analyzujeme histogram (Obr. 4.5)
a QQ - graf. I když dva testy hypotézu normálńıho rozložeńı stále zamı́taj́ı, je
zde zřejmá větš́ı evidence pro oprávněnost předpokladu normality oproti ARIMA
modelu. Konstantnost rozptylu Goldfeld-Quandt̊uv test zamı́tá, což je zp̊usobeno
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Obrázek 4.4: PACF normovaných rezidúı (červeně), hranice významnosti (modře)
• l - zpožděńı

předevš́ım větš́ım rozptylem samotné transformované řady v roce 1998. Možným
řešeńım tohoto problému by bylo zkráceńı časové řady právě o tento rok. Před-
poklad nezávislosti je přibližně splněn, což ukazuj́ı výsledky Ljung-Boxova testu a
korelogramy (Obr. 4.3 a 4.4). Ljung-Box̊uv test pro kvadráty rezidúı poukazuje na
typické vlastnosti finančńıch časových řad. Samozřejmě jsme také ověřili staciona-
ritu modelu. Č́ıselné výsledky jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Kvalitu model̊u jsme porovnávali věrohodnost́ı modelu, AIC a BIC kritériem.
Zároveň jsme analyzovali graf nenormovaných rezidúı (Obr. 4.7). Důležitá vlast-
nost je samozřejmě předpov́ıdaćı schopnost, měřená středńı kvadratickou chybou
předpovědi. Při jednokrokové předpovědi za rok 2003 (Obr. 4.6) jsme zazname-
nali čtyři odchylky výrazně větš́ı než 1 mld. Kč. Jedná se o 14.3.2003, 5.6.2003,
18.11.2003 a 12.12.2003.
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Obrázek 4.5: Histogram rezidúı

4.4 Predikce

Předpověd’ budoućı hodnoty časové řady pomoćı GARCH modelu záviśı pouze
na jeho ARMA složce, nebot’ podle předpokladu je {εt} proces nezávislých stejně
rozdělených náhodných veličin s normovaným normálńım rozložeńım. Proto ozna-
čujeme čisté GARCH modely za nepředpov́ıdatelné, nebot’ u nich plat́ı

Pt−1yt = E(yt|Ft−1) = Eyt = µ (= 0).

Naopak možnost využit́ı GARCH komponenty by byla při odhadu volatility.
Postup předpov́ıdáńı ARMA procesu byl již popsán na straně 20.

Opět jsme provedli předpověd’ s krokem h = 1, 5, 10. Velikost středńı kvadra-
tické chyby se s rostoućım krokem značně zvyšuje, č́ıselné hodnoty jsou uvedeny
v tabulce 4.1. Řešeńım by mohlo být zřejmě zvýšeńı řádu AR komponenty, což plat́ı
i u ARIMA modelu, změna by ale zároveň vedla ke zhoršeńı chyby jednokrokové
předpovědi, kterou jsme zvolili za hlavńı kritérium.
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model ARIMA GARCH

Nenormovaná rezidua
Středńı hodnota 0.00038733 9.6617x10−5

Rozptyl 0.20951 9.2609x10−6

Normovaná rezidua
Středńı hodnota -6.185x10−17 0.012291
Rozptyl 1 0.99186

Šikmost -0.14759 -0.28308

Špičatost 5.7854 5.2802

Kolmogorov-Smirnov test Zamı́tá H0 Nezamı́tá H0

p-hodnota 0.014344 0.14907
Lilliefors test Zamı́tá H0 Zamı́tá H0

p-hodnota NaN1 NaN1

Jarque-Bera test Zamı́tá H0 Zamı́tá H0

p-hodnota 0 0

Goldfeld-Quandt test Zamı́tá H0 Zamı́tá H0

p13-hodnota 0.025101 3.2898x10−10

p31-hodnota 0.9749 1

Ljung-Box test rezidua
Q(5) p-hodnota 0.72279 0.09926
Q(10) p-hodnota 0.74724 0.13377
Q(22) p-hodnota 0.63773 0.001668
Q(261) p-hodnota 0.27431 5.0804x108

Ljung-Box test kvadrát rezidúı
Q(5) p-hodnota 0 0
Q(10) p-hodnota 0 0
Q(22) p-hodnota 0 0
Q(261) p-hodnota 2.7641x1010 0

Log. věrohodnost 75.7097 5645.7958
AIC -1.4194 -11163.5917
BIC 384.0551 -10834.6534

Chyby předpověd́ı [mld. Kč]
RMSE krok 1 0.48066 0.50111

RMSE krok 1 v ČNB 0.43787 0.43787
RMSE krok 5 1.2867 1.5057
RMSE krok 10 1.8952 2.2858

Stacionarita Ano Ano
Invertibilita Ano Ano

1Procedura lillietest v Matlab v některých př́ıpadech nevraćı p-hodnotu, ale
pouze udává výsledek testu.

Tabulka 4.1: Tabulka výsledk̊u model̊u
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Kapitola 5

STS model

Obsahem této kapitoly je třet́ı model použitý pro modelováńı časové řady oběživa.
Jedná se o strukturovaný model časové řady (STS - structural time series model),
tedy o jej́ı rozklad na trend, sezónńı a nepravidelnou složku. Tento model se vyjádř́ı
jako stavový model (state space model). Pomoćı Kalmanových rekurźı a metody
maximálńı věrohodnosti se odhadnou jeho parametry a provede předpověd’.

V prvńı části této kapitoly je popsána obecná teorie stavových model̊u časových
řad, která vycháźı z [6]. V druhé je prezentován konkrétńı použitý model pro
modelováńı časové řady oběživa. Třet́ı a čtvrtá část je věnována jeho verifikaci a
předpovědi řady pomoćı modelu.

5.1 Teorie stavových model̊u časových řad

5.1.1 Základńı model

Obecný lineárńı Gaussovský stavový model lze zapsat jako

yt = Zt αt + εt, εt ∼ N(0, Ht),
αt+1 = Tt αt + Rt ηt, ηt ∼ N(0, Qt), t = 1, . . . , n,

(5.1)

kde yt je p × 1 vektor pozorováńı a αt je nepozorovaný m × 1 vektor nazývaný
stavový vektor. Principem modelu je, že vývoj modelu v čase je určen vektorem αt

podle druhé rovnice (5.1). Protože ale αt nelze pozorovat př́ımo, muśıme založit
analýzu na pozorovaném yt. Prvńı rovnice (5.1) se nazývá rovnice pozorováńı,
druhá se nazývá stavová rovnice. Matice Zt, Tt, Rt, Ht a Qt jsou považovány za
známé a chybové členy εt a ηt za seriálně nezávislé a nezávislé na sobě pro všechna t.
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Matice Zt a Tt−1 mohou záviset na y1, . . . , yt−1. Dále předpokládáme, že počátečńı
stavový vektor α1 je N(a1, P1) rozdělený, nezávislý na ε1, . . . , εn a η1, . . . , ηn. Pro
začátek považujme a1 a P1 za známé.

Jeden z nejjednodušš́ıch stavových model̊u je model lokálńıho lineárńıho trendu
(local linear trend model)

yt = µt + εt, εt ∼ N(0, σ2
ε),

µt+1 = µt + νt + ξt, ξt ∼ N(0, σ2
ξ ),

νt+1 = νt + ζt, ζt ∼ N(0, σ2
ζ ),

(5.2)

Když σ2
ξ = σ2

ζ = 0, potom νt+1 = νt = ν0 a µt+1 = µt + ν0. Trend je tedy
přesně lineárńı a model se redukuje do modelu deterministického lineárńıho trendu
s náhodným šumem. Tvar (5.2) se σ2

ξ > 0 a σ2
ζ > 0 oproti tomu umožnuje změny

hladiny a trendu v čase. Rovnice (5.2) lze přepsat do tvaru

yt =
(

1 0
) (

µt

νt

)
+ εt,

(
µt+1

νt+1

)
=

[
1 1
0 1

](
µt

νt

)
+

(
ξt

ζt

)
,

což je speciálńı př́ıpad (5.1).

Výhodou stavových model̊u je možnost jejich spojováńı v komplexněǰśı modely.
Jako stavový model lze kromě lokálńıho lineárńıho trendu totiž zapsat např́ıklad
měśıčńı sezónnost modelovanou pomoćı kubických splin̊u (kapitola 5.2.2). Tyto
jednotlivé stavové modely lze za předpokladu vzájemné nezávislosti αi

1, {εt} a
{ηi

t} , i = 1, 2 spojit do jednoho stavového modelu

αt =
(

α1
t α2

t

)′
(5.3)

a
Zt =

(
Z1

t Z2
t

)
,

Tt = diag
(

T 1
t , T 2

t

)
,

Rt = diag
(

R1
t , R2

t

)
,

Qt = diag
(

Q1
t , Q2

t

)
,

(5.4)

kde αi
t je stavový vektor, {ηi

t} náhodný člen a Zi
t , T i

t , Ri
t a Qi

t jsou matice stavového
modelu lokálńıho lineárńıho trendu (i = 1) a měśıčńı sezónnosti (i = 2). Značeńı
odpov́ıdá definici (5.1). Postup lze analogicky rozš́ı̌rit na libovolný počet stavových
model̊u, což použijeme při konstrukci STS modelu poptávky po oběživu.

5.1.2 Kalmanovy rekurze

Základńı tři úlohy analýzy časové řady stavovými modely jsou filtrováńı, vyhla-
zováńı a predikce. Jde o problém nalezeńı nejlepš́ıho (ve smyslu nejmenš́ı středńı
kvadratické chyby) lineárńıho odhadu stavového vektoru αt při znalosti pozorováńı
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• y1, . . . , yt−1 při predikci,

• y1, . . . , yt při filtrováńı,

• y1, . . . , yn, n > t při vyhlazováńı.

Ve stavových modelech se tyto úlohy řeš́ı r̊uznými skupinami Kalmanových rekurźı.
Ty využ́ıvaj́ı markovské vlastnosti stavových model̊u a jsou výpočetně efektivńı.
Základem je Kalman̊uv filtr. Následuje jeho odvozeńı ([6]), značeńı je stejné jako
v základńım tvaru (5.1).

Ćılem bude odvodit podmı́něné rozděleńı αt+1 za podmı́nky Yt pro t = 1, . . . , n,
kde Yt = {y1, . . . , yt}, což je jednokroková predikce. Na závěr drobným přeformu-
lováńım dostaneme zároveň i výsledek úlohy filtrováńı. Jelikož rozděleńı všech ná-
hodných veličin je normálńı, podmı́něné rozděleńı podmnožiny veličin podmı́něné
jinou podmnožinou těchto veličin je také normálńı. Požadované rozděleńı je tedy
určeno znalost́ı at+1 = E(αt+1|Yt) a Pt+1 = Var(αt+1|Yt). Předpokládejme, že αt

za podmı́nky Yt−1 má rozděleńı N(at, Pt). Jelikož αt+1 = Tt αt + Rt ηt, dostáváme

at+1 = E(Tt αt + Rt ηt|Yt)
= Tt E(αt|Yt),

(5.5)

Pt+1 = Var(Tt αt + Rt ηt|Yt)
= Tt Var(αt|Yt)T

′
t + Rt QtR

′
t,

(5.6)

pro t = 1, . . . , n. Označme

vt = yt − E(yt|Yt−1) = yt − E(Zt αt + εt|Yt−1) = yt − Zt at.

Potom je vt chyba jednokrokové předpovědi yt za podmı́nky Yt−1. Když Yt−1 a
vt jsou známé, pak také Yt je známé. Tedy E(αt|Yt) = E(αt|Yt−1, vt). Následně
E(vt) = 0 a Cov(yj, vt) = E[yj E(vt|Yt−1)

′] = 0, pro j = 1, . . . , t−1. Z v́ıcerozměrné
normálńı regrese dostáváme

E(αt|Yt) = E(αt|Yt−1, vt)
= E(αt|Yt−1) + Cov(αt, vt)[Var(vt)]

−1 vt

= at + Mt F
−1
t vt,

(5.7)

kde Mt = Cov(αt, vt) a Ft = Var(vt). Dále

Mt = Cov(αt, vt) = E[E{αt(Zt αt + εt − Zt at)
′|Yt−1}]

= E[E{αt(αt − at)
′ Z ′

t|Yt−1}] = Pt Z
′
t

a
Ft = Var(Zt αt + εt − Zt at) = Zt PtZ

′
t + Ht.
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Předpokládejme, že Ft je nesingulárńı. Tato podmı́nka je běžně splněna pro všechny
dobře formulované modely, v́ıce v [6]. Substitućı v (5.5) a (5.7) vyjde

at+1 = Tt at + Tt MtF
−1
t vt

= Tt at + Kt vt, t = 1, . . . , n,
(5.8)

kde
Kt = Tt MtF

−1
t = TtPtZ

′
tF

−1
t .

Tedy at+1 je lineárńı funkce at a vt. Podobně máme

Var(αt|Yt) = Var(αt|Yt−1, vt)
= Var(αt|Yt−1)− Cov(αt, vt)[Var(vt)]

−1Cov(αt, vt)
′

= Pt −Mt F
−1
t M ′

t

= Pt − Pt Z
′
t F−1

t Zt Pt.

Substitućı do (5.6) dostaneme

Pt+1 = Tt Pt L
′
t + Rt Qt R

′
t, t = 1, . . . , n, (5.9)

kde
Lt = Tt −Kt Zt.

Rekurze (5.8) a (5.9) jsou základem Kalmanova filtru pro model (5.1).

Pro přehlednost všechny rovnice jsou

vt = yt − Zt at, Ft = Zt Pt Z
′
t + Ht,

Kt = Tt Pt Z
′
t F−1

t , Lt = Tt −Kt Zt, t = 1, . . . , n,
at+1 = Tt at + Kt vt, Pt+1 = Tt Pt L

′
t + Rt Qt R

′
t,

(5.10)

kde a1 je vektor středńıch hodnot a P1 je variančńı matice počátečńıho stavového
vektoru α1. Rekurze (5.10) nazýváme (standardńı) Kalman̊uv filtr. Přeformulo-
váńım Kalmanova filtru lze nyńı lehce odvodit rekurentńı rovnice pro samotné
filtrováńı. Označme odhad stavového vektoru at|t = E(αt|Yt) a jemu př́ıslušné
variančńı matice Pt|t = Var(αt|Yt). Dostaneme souběžný Kalman̊uv filtr

vt = yt − Zt at, Ft = Zt Pt Z
′
t + Ht,

Mt = Pt Z
′
t

at|t = at + Mt F
−1
t vt, Pt|t = Pt −Mt F

−1
t M ′

t , t = 1, . . . , n,
at+1 = Tt at|t, Pt+1 = Tt Pt|t T ′

t + Rt Qt R
′
t.

Daľśı skupinou rekurentńıch rovnic je Kalman̊uv filtr pro vyhlazováńı. Jejich
výsledkem je odhad αt při znalosti celé časové řady. Označme y = (y′1, . . . , y

′
n)′.

Necht’ α̂t = E(αt| y) a Vt = Var(αt−α̂t) = Var(αt| y) pro t = 1, . . . , n. Za podmı́nky
známého rozděleńı počátečńıho stavového vektoru α1 ∼ N(a1, P1) má Kalman̊uv
filtr pro vyhlazováńı tvar

rt−1 = Z ′
t F−1

t vt + L′t rt, Nt−1 = Z ′
t F−1

t Zt + L′t Nt Lt,
α̂t = at + Pt rt−1, Vt = Pt − Pt Nt−1 Pt,

(5.11)
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pro t = n, . . . , 1, s inicializaćı rn = 0 a Nn = 0. Při samotném výpočtu postupu-
jeme následovně. Nejdř́ıve projdeme řadu dopředně standardńım Kalmanovým fil-
trem, následně zpětně Kalmanovým filtrem pro vyhlazováńı a t́ım źıskáme odhady
α̂t a Vt. Při dopředném pr̊uchodu muśıme uložit veličiny vt, Ft, Kt, at a Pt pro
t = 1, . . . , n. Alternativně lze uložit pouze at a Pt a ostatńı veličiny dopoč́ıtat při
zpětném pr̊uchodu, což je použitý zp̊usob v našem modelu časové řady oběživa.

Třet́ı úloha, a to predikce pomoćı Kalmanova filtru je popsána v kapitole 5.4.

Značnou výhodou tohoto př́ıstupu je možnost analýzy časové řady v př́ıpadě,
že neńı kompletńı a jej́ı pozorováńı v některých časových okamžićıch chyb́ı. Před-
pokládejme, že máme obecný stavový model, kde pozorováńı yj, j = τ, . . . , τ ∗− 1,
chyb́ı, pro 1 < τ < τ ∗ ≤ n. Pro filtrováńı v časech t = τ, . . . , τ ∗ − 1 stač́ı použ́ıt
v Kalmanově filtru vektor vt = 0 a matici Kt = 0 pro tyto časové okamžiky.
Dostaneme

at+1 = Tt at, Pt+1 = Tt Pt T
′
t + Rt Qt R

′
t, t = τ, . . . , τ ∗ − 1.

Podobně pro zpětné vyhlazovaćı rekurze máme

rt−1 = T ′
t rt, Nt−1 = T ′

t Nt Tt, t = τ ∗ − 1, . . . , τ.

Ostatńı rekurzivńı rovnice z̊ustanou nezměněny. Ověřeńı těchto výsledk̊u lze nalézt
v [6]. V našem modelu byl vzhledem k již hotové implementaci Kalmanova fil-
tru použit alternativńı př́ıstup, který je s popsaným ekvivalentńı. Byl použit
přeformulovaný model

y∗t =

{
0 t ∈ {τ, . . . , τ ∗ − 1},
yt jinak,

Z∗
t =

{
0 t ∈ {τ, . . . , τ ∗ − 1},
Zt jinak,

ε∗t =

{
δt t ∈ {τ, . . . , τ ∗ − 1},
εt jinak,

kde {δt} je proces nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin s δt ∼ N(0, I),
nezávislých na α1, εs, ηs pro t, s = 1, . . . , n. Ostatńı části modelu z̊ustávaj́ı nezmě-
něny. V př́ıpadě v́ıce chyběj́ıćıch část́ı pozorováńı časové řady se tyto př́ıstupy
analogicky rozš́ı̌ŕı.

5.1.3 Inicializace Kalmanova filtru

V předcházej́ıćıch dvou kapitolách jsme považovali rozděleńı počátečńıho stavu za
známé, α1 ∼ N(a1, P1), a1 a P1 známé. To však ve většině praktických aplikaćı,
včetně modelu poptávky po oběživu, neplat́ı. Proces řeš́ıćı tento problém se nazývá
inicializace. V obecném př́ıpadě má počátečńı stav modelu tvar

α1 = a + Aδ + R0 η0, η0 ∼ N(0, Q0), (5.12)
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kde m× 1 vektor a je známý, δ je q× 1 vektor neznámých veličin, m× q matice A

a m× (m− q) matice R0 jsou selekčńı matice. Selekčńı matice jsou matice, jejichž
sloupce jsou sloupce jednotkové matice Im a dané dohromady daj́ı množinu g

sloupc̊u matice Im tak, že g ≤ m a A′ R0 = 0. Matice Q0 je pozitivně semidefinitńı
a známá. Reprezentace konstantńı části je a, Aδ představuje nestacionárńı část
a R0 η0 stacionárńı část. V modelu poptávky po oběživu je celý počátečńı stav
neznámý a veličiny stavového vektoru nestacionárńı, tedy A = Im a α1 = δ.
Vektor δ může být považován za pevný vektor neznámých parametr̊u, tedy

δ ∼ N(konst., 0), (5.13)

nebo jako vektor náhodných veličin s normálńım rozděleńım s nulovými středńımi
hodnotami a nekonečnými rozptyly. Prvńı zp̊usob odvodil Rosenberg a je v́ıce
diskutován v [6]. Druhým zp̊usobem se mimo jiné zabýval De Jong v [4] a nazývá
se difusńı inicializace. Vycháźı z předpokladu

δ ∼ N(0, κ Iq), (5.14)

kde κ → ∞. Při modelováńı poptávky po oběživu byly použity obě varianty. Ve
finálńım modelu byla zvolena difusńı inicializace, ačkoliv výsledky obou variant
byly v podstatě rovnocenné.

Jednou možnost́ı řešeńı je rozš́ıřený Kalman̊uv filtr (augmented Kalman fil-
ter), jehož základem je rozš́ı̌reńı pozorovaného vektoru časové řady následuj́ıćım
zp̊usobem. Pro dané δ aplikujme Kalman̊uv filtr s a1 = E(α1) = a + Aδ,
P1 = Var(α1) = P∗ = R0 Q0 R′

0 a označme výslednou hodnotu at jako aδ,t. Jelikož
aδ,t je lineárńı funkce pozorováńı a a1 = a + Aδ můžeme psát

aδ,t = aa,t + AA,t δ,

kde aa,t je hodnota at výstupu Kalmanova filtru, u kterého je a1 = a, P1 = P∗ a
kde j-tý sloupec AA,t je hodnota at výstupu fitru, u kterého je vektor pozorováńı
nulový a a1 = Aj, P1 = P∗, kde Aj je j-tý sloupec matice A. Označme hodnotu vt

výstupu Kalmanova filtru, u kterého je a1 = a + Aδ, P1 = P∗ jako vδ,t. Podobně
jako pro aδ,t můžeme psát

vδ,t = va,t + VA,t δ,

kde va,t a VA,t jsou dané výsledkem stejných filtr̊u jako aa,t a AA,t. Matice (aa,t, AA,t)
a (va,t, VA,t) mohou být spočteny jediným pr̊uchodem Kalmanova filtru, do něhož
vstupuje vektor pozorováńı yt rozš́ı̌rený nulovými hodnotami. Toto je možné,
protože v každém filtru produkuj́ıćım jednotlivý sloupec (aa,t, AA,t) je použita
stejná inicializačńı variančńı matice P1 = P∗, a tedy výstup týkaj́ıćı se rozptylu,
který označ́ıme jako Fδ,t, Kδ,t a Pδ,t+1 je stejný. Nahrazeńım rovnic Kalmanových
filtr̊u pro vt a at odpov́ıdaj́ıćımi rovnicemi pro matice (aa,t, AA,t) a (va,t, VA,t)
dostaneme

(va,t, VA,t) = (yt, 0)− Zt (aa,t, AA,t),
(aa,t+1, AA,t+1) = Tt (aa,t, AA,t) + Kδ,t (va,t, VA,t),

(5.15)
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kde (aa,1, AA,1) = (a,A). Rekurze pro Ft, Kt a Pt+1 z̊ustanou stejné jako v kla-
sickém Kalmanově filtru, tedy

Fδ,t = Zt Pδ,t Z
′
t + Ht,

Kδ,t = Tt Pδ,t Z
′
t F−1

δ,t , Lδ,t = Tt −Kδ,t Zt,

Pδ,t+1 = Tt Pδ,t L
′
δ,t + Rt Qt R

′
t,

(5.16)

pro t = 1, . . . , n a Pδ,1 = P∗. Index δ je přidán proto, že daná veličina je vypoč́ıtána
za předpokladu daného δ a nikoliv, že na δ př́ımo matematicky záviśı. Jako rozš́ı-
řený Kalman̊uv filtr budeme označovat rovnice (5.15) a (5.16).

Necht’ nyńı plat́ı (5.14). Pro dané κ máme

at+1 = E(αt+1|Yt) = aa,t+1 + AA,t+1 δ̄t,

kde δ̄t = E(δ|Yt). Dále

log p(δ|Yt) = log p(δ) + log p(Yt| δ)− log p(Yt)

= log p(δ) +
t∑

j=1

log p(vδ,j)− log p(Yt)

= − 1

2κ
δ′δ − b′tδ −

1

2
δ′ SA,t δ + členy nezávislé na δ,

kde

bt =
t∑

j=1

V ′
A,j F−1

δ,j va,j, SA,t =
t∑

j=1

V ′
A,j F−1

δ,j VA,j. (5.17)

Diferencováńım vzhledem k δ a položeńım rovno 0 dostaneme maximálně věro-
hodný odhad a při normálńımu rozložeńı veličin máme

δ̄t = −
(

SA,t +
1

κ
Iq

)−1

bt. (5.18)

Tedy

Pt+1 = E[(at+1 − αt+1)(at+1 − αt+1)
′]

= E[{aa,t+1 − αt+1 + AA,t+1(δ − δ̄t)}{aa,t+1 − αt+1 + AA,t+1(δ − δ̄t)}′]
= Pδ,t+1 + AA,t+1Var(δ|Yt)A

′
A,t+1

= Pδ,t+1 + AA,t+1

(
SA,t +

1

κ
Iq

)−1

A′
A,t+1,

jelikož Var(δ|Yt) = (SA,t + 1
κ
Iq)

−1. Pro κ →∞ dostáváme

δ̄t = −S−1
A,t bt,

Var(δ|Yt) = S−1
A,t,

v př́ıpadě, že SA,t je nesingulárńı. Výpočet bt a SA,t lze snadno přidat k rozš́ı̌renému
Kalmanovu filtru. Potom

at+1 = aa,t+1 − AA,t+1 S−1
A,t bt,

Pt+1 = Pδ,t+1 + AA,t+1 S−1
A,t A

′
A,t+1,
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při κ →∞. Pro nedegenerativńı modely existuje d takové, že pro t < d je SA,t sin-
gulárńı, takže hodnoty at+1 a Pt+1 dané předchoźımi rovnicemi neexistuj́ı. Naopak
pro t ≥ d je SA,t nesingulárńı, hodnoty ad+1 a Pd+1 existuj́ı a následně hodnoty
at+1 a Pt+1 pro t > d mohou být vypoč́ıtány standardńım Kalmanovým filtrem.

Obvykle je d menš́ı než délka sezóny modelované časovou řadou, a tedy mnohem
menš́ı než délka pozorované časové řady. V modelu poptávky po oběživu je však
potřeba d = 828, což jsou tři sezóny (roky) a polovina pozorované časové řady.
Důvodem je zřejmě souběh tř́ı modelovaných vliv̊u ve stejném obdob́ı, a to na konci
kalendářńıho roku. Jedná se o ročńı sezónnost, Nový rok a problém Y2K. Takto
dlouhá inicializace znemožňuje použit́ı jinak výpočetně efektivněǰśıho přesného
inicializačńıho Kalmanova filtru (exact initial Kalman filter), protože u něj docháźı
k velkým numerickým chybám. Eventuálńı možnost postupu by byla použit́ı jeho
verze s rozkladem variančńıch matic na mocninný součin Pt = P̃t P̃t

′
(square root

filter), a zaručit tak jejich pozitivńı semidefinitnost, podrobnosti lze nalézt v [6].

5.1.4 Odhad parametr̊u modelu

Model poptávky po oběživu, stejně jako všechny praktické modely, záviśı na nezná-
mých parametrech. V této kapitole ukážeme, jak lze tyto parametry odhadnout
metodou maximálńı věrohodnosti. Pro zřejmost uved’me, že např́ıklad u lokálńıho
lineárńıho modelu (5.2) jsou neznámé parametry velikosti rozptyl̊u σ2

ε , σ2
ξ a σ2

ζ .

Nejdř́ıve odvod’me věrohodnostńı funkci v př́ıpadě, že rozděleńı počátečńıho
stavového vektoru je známé, α1 ∼ E(a1, P1), a1 a P1 jsou známé. Pak věrohodnost
modelu je

L(y) = p(y1, . . . , yn) = p(y1)
n∏

t=2

p(yt|Yt−1),

kde Yt = {y1, . . . , yt}. Pro praktický výpočet pak použijeme logaritmickou věro-
hodnostńı funkci

log L(y) =
n∑

t=1

log p(yt|Yt−1),

kde p(y1|Y0) = p(y1). Pro model (5.1) máme E(yt|Yt−1) = Ztat, vt = yt − Ztat a
Ft = Var(yt|Yt−1). Substituováńım N(Ztat, Ft) za p(yt|Yt−1) dostaneme

log L(y) = −np

2
log 2π − 1

2

n∑
t=1

(log |Ft|+ v′t F
−1
t vt). (5.19)

Hodnoty vt, Ft, a tedy celá log L(y), se vypoč́ıtaj́ı pomoćı Kalmanova filtru.
Předpokládáme jen, že Ft je nesingulárńı pro t = 1, . . . , n. Jestliže tato podmı́nka
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neńı splněna automaticky, je obvykle možné předefinovat model tak, aby splněna
byla. V našem modelu poptávky po oběživu se ale tento problém nevyskytl.

V difusńım př́ıpadě řešeném rozš́ı̌reným Kalmanovým filtrem je sdružená hus-
tota δ a y pro dané κ

p(δ, y) = p(δ)p(y| δ)
= p(δ)

n∑
t=1

p(vδ,t)

= (2π)(np+q)/2κ−q/2

n∏
t=1

|Fδ,t|−1/2×

× exp

[
−1

2

(
δ′δ
κ

+ Sa,n + 2b′nδ + δ′SA,nδ

)]
,

kde vδ,t, bn, SA,n jsou definovány v předcházej́ıćı kapitole a

Sa,n =
n∑

t=1

v′a,t F
−1
δ,t va,t.

Z (5.18) známe δ̄n = − (SA,n + κ−1Iq)
−1

bn a exponent předcházej́ıćıho výrazu může
být přepsán jako

−1

2
[Sa,n + (δ + δ̄n)′(SA,n + κ−1Iq)(δ − δ̄n)− δ̄′n(SA,n + κ−1Iq)δ̄n].

Odintegrováńım δ dostaneme marginálńı hustotu y. Logaritmická věrohodnostńı
funkce má tvar

log L(y) = −np

2
log 2π − q

2
log κ− 1

2
log |SA,n + κ−1Iq| −

−1

2

n∑
t=1

log |Fδ,t| − 1

2
[Sa,n − δ̄′n(SA,n + κ−1Iq)δ̄n].

Přičteńım q
2
log κ a pro κ → ∞ dostaneme difusńı logaritmickou věrohodnostńı

funkci

log Ld(y) = −np

2
log 2π − 1

2
log |SA,n| − 1

2

n∑
t=1

log |Fδ,t|

= −1

2
(Sa,n − b′nS−1

A,nbn).

(5.20)

V předchoźı kapitole jsme ukázali, že rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr může být přerušen
v časovém okamžiku t = d. Můžeme tedy použ́ıt parciálńı věrohodnost založenou
na Yd a následně přidat př́ıspěvky inovaćı vd+1, . . . , vn ze standardńıho Kalmanova
filtru. Odhad parametr̊u pak źıskáme numerickou maximalizaćı této věrohodnostńı
funkce. V našem modelu poptávky po oběživu jsme použili funkci NMinimize

programu Mathematica. Numerická maximalizace je značně výpočetně a časově
náročná, možným zrychleńım by bylo např́ıklad použit́ı EM algoritmu, nebo převod
problému do spektrálńı domény.
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5.2 STS model poptávky po oběživu

Pro modelováńı poptávky po oběživu jsme použili STS model

yt = µt + γt + εt,

kde µt je model lokálńıho lineárńıho trendu (5.2), γt je stochastická sezónńı kompo-
nenta a nepravidelná složka εt je proces nezávislých náhodných veličin s normálńım
rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a rozptylem σ2

ε . Sezónńı komponenta je
sumou pěti subkomponent γt =

∑5
i=1 γi

t, které modeluj́ı rozd́ılné sezónńı vlivy.
Jedná se o sezónnost dn̊u v týdnu, měśıčńı sezónnost, ročńı sezónnost, státńı svátky
a dny volna a mimořádné události. Každá subkomponenta má tvar

γi
t = zi

tδ
i
t,

kde zi
t je pevný 1×gi vektor nezávislých

”
časově závislých“ proměnných. Hodnoty

zi
t jsou definovány vždy přes celé obdob́ı které modeluj́ı, např́ıklad 5 dn̊u pro

sezónnost dne v týdnu, a jejich hodnoty se periodicky opakuj́ı pro celou časovou
řadu. Aby se zajistilo, že γi

t je čistě sezónńı komponenta, muśı být součet zi
t přes

celé sezónńı obdob́ı nulový vektor, tedy u sezónnosti dne v týdnu
∑t+4

k=t z
i
k = 0.

δi
t je časově proměnlivý parametr, který sleduje náhodnou procházku

δi
t = δi

t−1 + χi
t,

kde χi
t je gi × 1 vektor sériálně nezávislých normálně rozdělených náhodných pro-

ces̊u s nulovou středńı hodnotou a kovariančńı matićı E(χi
tχ

i
t‘) = σ2

i I. Ne všechny
sezónńı komponenty v modelu jsou stochastické, některé jsou uvažovány jako de-
terministické, a potom je σ2

i = 0. Jednotlivé komponenty se spoj́ı podle (5.3) a
(5.4) a matice stavového zápisu modelu pak jsou

Zt = (1 0 z1
t z2

t z3
t z4

t z5
t ) Ht = σ2

ε

Tt =




(
1 1
0 1

)
0

0 I


 Rt = I

Qt = diag(σ2
ξ , σ

2
ζ , σ

2
1, . . . , σ

2
1, σ

2
2, . . . , σ

2
2, σ

2
3, . . . , σ

2
3, 0, . . . , 0).

Aby bylo možné modelovat všechny měśıce a roky, je nutné uvážit měśıc s
23 (pracovńımi) dny a tedy rok s 276 dny. Jestliže má některý měśıc méně než 23
dn̊u, považujeme tyto dny za chyběj́ıćı pozorováńı. Pro ilustraci uved’me 31. duben,
nebo 29. únor v nepřestupných letech, pokud se samozřejmě jedná o pracovńı dny.
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5.2.1 Modelované sezónnosti

Sezónnost dn̊u v týdnu K zachyceńı této závislosti jsme použili model
γ1

t = z1
t δ

1
t , kde z1

t je vektor 1 × 4 a jeho prvńı prvek nabývá 1, je-li den t

ponděĺı, −1 pátek a 0 pro ostatńı dny. Prvky 2, 3 a 4 nabývaj́ı stejných hod-
not pro úterý, středu a čtvrtek. Z definice je zřejmé, že

∑t+4
k=t z

1
k je nulový

vektor. Sezónnost dn̊u v týdnu je uvažována jako stochastická, a tedy δ1
t je

vektor sleduj́ıćı náhodnou procházku s rozptylem σ2
1.

Měśıčńı sezónnost Pro modelováńı jsme zvolili kubické spliny proměnlivé v čase,
jejichž přesná konstrukce je popsána v daľśı kapitole. Nejd̊uležitěǰśım fak-
torem je zde určeńı počtu uzl̊u a jejich správné umı́stěńı v rámci modelo-
vaného obdob́ı. Na základě korelogramů, kvality proložeńı a předpov́ıdaćı
schopnosti modelu jsme vybrali počet šesti uzl̊u a rozmı́stěńı (0), 3, 9, 11,
15, 19, 23. Nula je zde uvedena pouze z d̊uvodu objasněńı navázáńı dvou
obdob́ı, jedná se vlastně o uzel na pozici 23 předcházej́ıćı sezóny. Vzhledem
k periodicitě kubických splin̊u muśı mı́t spliny v deterministickém př́ıpadě
v prvńım (0) a posledńım (23) uzlu stejnou hodnotu. Z tohoto d̊uvodu je
d̊uležité, aby časová řada na začátku modelovaného obdob́ı měla přibližně
stejné hodnoty a tedy žádný prudký trend. Proto prvńı den v modelovaném
měśıci neodpov́ıdá prvńımu dni v kalendářńım měśıci, ale je posunut až na
5. den kalendářńıho měśıce. Umı́stěńı chyběj́ıćıch dn̊u do celkového počtu
23 dn̊u za měśıc je založeno na stejném principu. V modelu poptávky po
oběživu jsme umı́stili tyto chyběj́ıćı pozorováńı mezi 4. a 5. den v měśıci.
Měśıčńı komponenta je rovněž stochastická s parametrem σ2

2.

Ročńı sezónnost Jako př́ıklad závislosti poptávky po oběživu na ročńım obdob́ı
uved’me letńı prázdniny, kde docháźı k zvýšeńı poptávky z d̊uvodu turi-
stického ruchu. Zde jsme stejně jako u měśıčńı závislosti využili kubické
spliny. Rozmı́stěńı i počet uzl̊u jsme použili stejné jako v modelu ECB,
tj. 16 uzl̊u s umı́stěńım (0), 1, 23, 99, 121, 140, 166, 202, 207, 213, 220,
226, 231, 234, 239, 246 a 276. S počátkem modelovaného roku v posledńım
únorovém dnu. Důležitá je zde velká koncentrace uzl̊u okolo Vánoc a konce
roku, aby se zachytil prudký nár̊ust poptávky po oběživu v tomto obdob́ı.
Oproti tomu je jen několik uzl̊u ve zbývaj́ıćı části roku, kde koĺısáńı řady je
menš́ı. Zvětšeńım počtu uzl̊u se dá sice dosáhnout lepš́ı kvality proložeńı, ale
zároveň se zhorš́ı předpov́ıdaćı schopnost modelu. Parametr rozptylu stocha-
stické části označ́ıme jako σ2

3.

Státńı svátky a dny volna Vliv státńıch svátk̊u a dn̊u volna je modelován de-
terministickými vysvětluj́ıćımi proměnnými. Tato komponenta má tvar
γt = z4

t δ
4
t , kde z4

t je v podstatě indikátor daného svátku a δ4
t je konstantńı

vektor určuj́ıćı samotnou velikost vlivu svátku na poptávku po oběživu.
Rozměr vektoru z4

t zálež́ı na počtu modelovaných dn̊u volna a modelovaných
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Obrázek 5.1: Pr̊uběhy sezónńıch komponent • m - mld. Kč
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dn̊u před, respektive po jednotlivém svátku, v našem př́ıpadě 1 × 34. Hod-
nota na všech pozićıch vektoru z4

t nabývá bud’ 1, jedná-li se o modelovaný
den, nebo

−počet výskyt̊u modelovaného dne v roce

počet zbývaj́ıćıch dn̊u v roce
,

aby bylo zajǐstěno
∑t+275

k=t z4
k = 0. Interpretace je, že zvýšená poptávka při

svátku se rovnoměrně rozlož́ı úbytkem poptávky v pr̊uběhu zbytku roku.
Vzhledem k výpočetńı náročnosti modelu jsou Svátek práce, Den osvobozeńı,
Den slovanských věrozvěst̊u Cyrila a Metoděje a Den upáleńı mistra Jana
Husa, Den české státnosti, Den vzniku samostatného československého státu
a Den boje za svobodu a demokracii uvažovány jako v́ıcenásobné opakováńı
jednoho pevného svátku.

Svátek Dn̊u před Dn̊u po Polynom posunut́ı
Nový rok 4 4 (w0 + w1B + . . . + w8B

8)B−4

Velikonoce 4 4 (w0 + w1B + . . . + w8B
8)B−4

Vánoce 4 4 (w0 + w1B + . . . + w8B
8)B−4

pevný svátek 4 2 (w0 + w1B + . . . + w6B
6)B−4

B je operátor zpětného posunut́ı a wi jsou r̊uzná pro jednotlivé svátky

Tabulka 5.1: Počty dn̊u modelovaných před a po jednotlivých svátćıch

Mimořádné události Stejně jako v ARIMA a GARCH modelu jsme zahrnuli
dvě mimořádné události, krach IPB a problém Y2K, které měly vliv na výši
poptávky po oběživu. Zde ale vzhledem k rekurzivńı povaze modelu maj́ı
tyto události roku 2000 pouze minimálńı vliv na současnost. Jejich forma
v modelu je analogická státńım svátk̊um a dn̊um volna, pouze s rozd́ılem, že
záporný výraz složek vektoru z4

t určený k vynulováńı vlivu během roku se
zde nahrad́ı 0, protože nemá žádný reálný smysl. Označ́ıme z5

t a δ5
t .

Událost Dn̊u před Dn̊u po Polynom posunut́ı
IPB 4 4 (w0 + w1B + . . . + w8B

8)B−4

Y2K 10 4 (w0 + w1B + . . . + w14B
14)B−10

B je operátor zpětného posunut́ı a wi jsou r̊uzná pro jednotlivé svátky

Tabulka 5.2: Počty dn̊u modelovaných před a po mimořádných událostech

5.2.2 Konstrukce kubických splin̊u

Ćılem kubických splin̊u je sestrojit funkci g(x), která aproximuje neznámou funkci
f(x) tak, že je složeńım polynomiálńıch funkćı diferencovatelných do řádu 3 a
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má prvńı dvě derivace spojité. Funkce f(x) je zadána souřadnicemi uzl̊u (x†i , y
†
i ),

i = 0, 1, . . . , k. Množinu (x†0, . . . , x
†
k) nazveme rozmı́stěńım uzl̊u.
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d
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m

Obrázek 5.2: Použité rozmı́stěńı uzl̊u měśıčńı komponenty • m - mld. Kč
• d - denńı index

Nejdř́ıve předpokládejme, že souřadnice uzl̊u jsou známé, a tedy pevně dané a
rozmı́stěńı je v rostoućım pořad́ı

x†0 < x†1 < · · · < x†k.

Označme hj = x†j−x†j−1, dj(x) prvńı a d2
j(x) druhou derivaci funkce splin̊u g(x) na

intervalu [x†j−1, x
†
j] a aj = d2

j(x
†
j), j = 1, . . . , k. Kubické spliny jsou směśı polynomů

třet́ıho řádu, a tedy jejich druhá derivace na intervalu [x†j−1, x
†
j] je lineárńı funkce

d2
j(x) =

x†j − x

hj

aj−1 +
x− x†j−1

hj

aj, j = 1, . . . , k.

Výraz pro prvńı derivaci a samotnou funkci splin̊u dostaneme integraćı s podmı́n-
kami g(x†j) = y†j a g(x†j−1) = y†j−1. Plat́ı

dj(x) = −
[

1

2

(x†j − x)2

hj

− hj

6

]
aj−1 +

[
1

2

(x− x†j−1)
2

hj

− hj

6

]
aj

a

gj(x) = (x†j − x)
[(x†j − x)2 − h2

j ]

6hj

aj−1 +
x†j − x

hj

y†j−1

+(x− x†j−1)
[(x− x†j−1)

2 − h2
j ]

6hj

aj +
x− x†j−1

hj

y†j ,

(5.21)

kde x†j−1 ≤ x ≤ x†j, j = 1, . . . , k. Posledńı rovnici lze zapsat ve vektorovém zápisu

gj(x) = rj(x)′ y† + sj(x)′ a,
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kde a = (a0, . . . , ak)
′, y† = (y†0, . . . , y

†
k) a vektory rj(x) a sj(x) maj́ı na všech

pozićıch 0, kromě j-té a (j + 1)-vé pozice, které odpov́ıdaj́ı př́ıslušným vahám
v rovnici (5.21). Využijeme podmı́nku spojitosti prvńı derivace dj(x

†
j) = dj+1(x

†
j)

a dostaneme soustavu k − 1 rovnic

hj

hj + hj+1

aj−1 + 2aj +
hj+1

hj + hj+1

aj+1 =

6y†j−1

hj(hj + hj+1)
− 6y†j

hjhj+1

+
6y†j+1

hj+1(hj + hj+1)
, j = 1, 2, . . . , k − 1.

K soustavě k − 1 rovnic o k + 1 neznámých je třeba přidat daľśı dvě podmı́nky,
aby byla řešitelná. Jelikož chceme periodickou funkci splin̊u, muśı být

y†0 = y†k, d1(x
†
0) = dk(x

†
k), d2

1(x
†
0) = d2

k(x
†
k).

Z druhé podmı́nky plyne

hk

h1 + hk

ak−1 + 2ak +
h1

h1 + hk

a1 =
6y†k−1

hk(h1 + hk)
− 6y†k

h1hk

+
6y†1

h1(h1 + hk)
.

Posledńı podmı́nku přeṕı̌seme jako a0 = ak, a t́ım máme soustavu k rovnic o k

neznámých, jej́ıž řešeńı v maticovém tvaru je

a = P−1 Qy†,

kde

P =




2 h2

h1+h2
0 · · · 0 h1

h1+h2
h2

h2+h3
2 h3

h2+h3
· · · 0 0

0 h3

h3+h4
2 · · · 0 0

0 0 h4

h4+h5
· · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 2 hk

hk−1+hk
h1

h1+hk
0 0 · · · hk

h1+hk
2




Q =




− 6
h1h2

6
h2(h1+h2)

0 · · · 0 6
h1(h1+h2)

6
h2(h2+h3)

− 6
h2h3

6
h3(h2+h3)

· · · 0 0

0 6
h3(h3+h4)

− 6
h3h4

· · · 0 0

0 0 6
h4(h4+h5)

· · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · − 6

hk−1hk

6
hk(hk−1+hk)

6
h1(h1+hk)

0 0 · · · 6
hk(h1+hk)

− 6
h1hk




Nyńı můžeme vyjádřit funkci splin̊u jako lineárńı funkci y†

gj(x) = wj(x)′ỹ†, (5.22)
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kde

wj(x)′ = r̃j(x)′ + s̃j(x)′P−1Q, x†j−1 ≤ x ≤ x†j, j = 1, . . . , k

a k × 1 vektory ỹ†, r̃j a s̃j jsou upravené vektory y†, rj a sj vzhledem k y†0 = y†k.
Parametr x je bod, ve kterém chceme funkci g(x) vypoč́ıtat, a j znač́ı, mezi kterými
dvěma uzly tento bod lež́ı. Rovnici(5.22) přeṕı̌seme do tvaru sezónńı komponenty
stavového modelu

γt = w′
tγ
†,

kde t je časový okamžik, ve kterém se model nacháźı. Parametr t určuje, ve které
části obdob́ı (např. který den v roce) se časová řada nacháźı, a j dále neṕı̌seme,
protože je zřejmé, mezi kterými uzly t lež́ı. Dále potřebujeme zajistit, že celkový
vliv sezónnosti za obdob́ı bude nula. Proto vypust́ıme posledńı prvek vektoru γ† a
výsledný vektor označ́ıme δ. Následně i-tý prvek 1× (k− 1) vektoru zt vypočteme
jako

zti = wti − wtkw∗i/w∗k, i = 1, . . . , k − 1,

pro všechny dny t v modelovaném obdob́ı, a kde w∗i je i-tý prvek vektoru

w∗ =
∑

obdob́ı

wl, např. pro rok w∗ =
276∑

l=1

wl.

Nakonec přestaneme uvažovat souřadnice uzl̊u za pevné, ale umožńıme jejich
proměnlivost v čase. Předpokládejme, že sleduj́ı náhodnou procházku

γ†t = γ†t−1 + χt,

kde χt je vektor seriálně nekorelovaných náhodných veličin s nulovou středńı hod-
notou a kovariančńı matićı

Var(χt) = σ2
χ(I − (1/w′

∗w∗)w∗w
′
∗).

Parametr σ2
χ udává rychlost s jakou se spline může měnit a celá kovariančńı matice

zaručuje, že w′
∗χt = 0. Stejně jako u splinu neměnného v čase označ́ıme vektor γ†t

zkrácený o posledńı prvek δt a dostaneme definitivńı tvar periodického kubického
splinu proměnného v čase

γt = ztδt.

5.2.3 Alternativńı modelováńı měśıčńı sezónnosti

Jako alternativńı zp̊usob zachyceńı vlivu dne v měśıci jsme mı́sto proložeńı ku-
bických splin̊u použili trigonometrické funkce. Sezónńı komponenta při délce sezó-
ny s má pak tvar

γt =

bs/2c∑
j=1

γjt,
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kde
γj,t+1 = γjt cos λj + γ∗jt sin λj + ωjt,
γ∗j,t+1 = −γjt sin λj + γ∗jt cos λj + ω∗jt, j = 1 . . . , bs/2c,

λj = 2πj
s

a ωjt, ω∗jt jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, σ2
ω). V modelu

poptávky po oběživu je s = 23 a bylo by tedy třeba k = 11 subkomponent γjt,
ale lze ukázat (viz [13]), že k = 8 plně postačuje. Předchoźı rovnice zaṕı̌seme do
stavového modelu se stavovým vektorem

αt = (γ1t, γ
∗
1t, γ2t, . . . , γ

∗
8t)

a maticemi

Zt = (1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0), Tt = diag(C1, C2, . . . , C8),
Rt = I16, Qt = σ2

ωI16,

kde

Cj =

(
cos λj sin λj

− sin λj cos λj

)
, j = 1, . . . , 8.

Připojeńı komponenty do modelu poptávky po oběživu se provede známým zp̊u-
sobem.
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Obrázek 5.3: Měśıčńı sezónnost - trigonometrické funkce • m - mld. Kč
• d - denńı index

5.3 Verifikace modelu

Při testováńı správnosti a kvality modelu jsme použili řadu nástroj̊u, jejichž č́ıselné
hodnoty jsou uvedeny v souhrnné tabulce na konci kapitoly věnované STS modelu.
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Protože se ve velké části jedná o již popsaná kritéria u ARIMA a GARCH model̊u,
je uveden pouze jejich výčet. Hladinu významnosti u test̊u mějme α = 5%.

Předpokladem stavového modelu je, že chybové členy εt a ηt jsou normálně
rozdělené a seriálně nezávislé s konstantńımi rozptyly. Vzhledem k těmto předpo-
klad̊um muśı být standardizované chyby jednokrokové předpovědi

et =
vt√
Ft

, t = 1, . . . , n,

také normálně rozdělené a seriálně nezávislé s jednotkovým rozptylem. Normalitu
jsme testovali pomoćı Kolmogorov-Smirnovova testu, Lillieforsova testu, Jarque-
Berova testu a vykresleńım histogramu a QQ - grafu (Obr. 5.7 a 5.6). Všechny testy,
podobně jako u ostatńıch model̊u, hypotézu normálńıho rozložeńı zamı́taj́ı. Pro
ověřeńı neměnnosti rozptylu jsme použili Goldfeld-Quandt̊uv test, který nulovou
hypotézu nezamı́tá. Seriálńı nekorelovanost jsme analyzovali pomoćı korelogramů
(Obr. 5.4 a 5.5) a Ljung-Boxova testu pro rezidua a také pro jejich druhé moc-
niny. Výsledky lze charakterizovat jako uspokojivé, významněǰśı korelovanost se
objevuje jen u ročńıch frekvenćı.

Při srovnáváńı kvality jednotlivých model̊u jsme použili věrohodnost modelu,
AIC a BIC kritérium. Zároveň jsme prováděli analýzu grafu nenormovaných rezidúı
jednokrokové predikce (Obr. 5.8 a 5.9), zvláště odchylek přesahuj́ıćıch 1 mld. Kč.
Důležitá vlastnost je samozřejmě předpov́ıdaćı schopnost, měřená středńı kvadra-
tickou chybou předpovědi. Při jednokrokové předpovědi za rok 2003 jsme zazna-
menali tři odchylky výrazně větš́ı než 1 mld. Kč. Jedná se o 14.3.2003, 9.5.2003
a 7.11.2003. Posledńı dvě zřejmě souviśı s určitou ztrátou informace zp̊usobenou
vložeńım chyběj́ıćıch dńı, prvńı z nich se nepodařilo uspokojivě vysvětlit.

Všechny testy, histogram a QQ-graf byly provedeny na normovaných rezidúıch
{et}. Normovaná rezidua uvažujeme bez nulových rezidúı v časových okamžićıch
vložených chyběj́ıćıch dńı, protože by došlo k nežádoućımu zkresleńı výsledk̊u.
Ostatńı statistiky provád́ıme na nenormovaných rezidúıch {vt} včetně nul na
mı́stech vložených chyběj́ıćıch dńı, protože zde jde bud’ pouze o relativńı vztah
mezi veličinami, nebo tato varianta nab́ıźı větš́ı přehlednost výstup̊u.

5.4 Predikce

Po zkonstruováńı a ověřeńı modelu nyńı chceme časovou řadu poptávky po oběživu
předpov́ıdat. Přesněji formulováno naj́ıt nejlepš́ı odhad yn+j, j > 0, za předpokladu
znalosti y1, . . . , yn, ve smyslu středńı kvadratické chyby. Označme jej yn+j a ze
standardńıch znalost́ı v́ıme, že yn+j = E(yn+j| y). Pro j = 1 se jedná o výstup
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Obrázek 5.4: ACF rezidúı (červeně), hranice významnosti (modře) • l - zpožděńı
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Obrázek 5.5: PACF rezidúı (červeně), hranice významnosti (modře) • l - zpožděńı
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Obrázek 5.6: QQ-graf rezidúı
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Obrázek 5.7: Histogram rezidúı

Kalmanova filtru, uvažme tedy j > 1. Jelikož yn+j = Zn+j αn+j + εn+j, dostáváme

yn+j = Zn+j E(αn+j| y).

Označme an+j = E(αn+j| y) a P n+j = E[(an+j − αn+j)(an+j − αn+j)
′| y]. Současně

odvod́ıme

F n+j = E[(yn+j − yn+j)(yn+j − yn+j)
′| y]

= E[{Zn+j(an+j − αn+j)− εn+j}{Zn+j(an+j − αn+j)− εn+j}′]
= Zn+jP n+jZ

′
n+j + Hn+j.

Dále stač́ı určit rekurze pro výpočet an+j a P n+j. Z αn+j = Tn+j−1αn+j−1 +
Rn+j−1ηn+j−1 plyne

an+j = Tn+j−1E(αn+j−1| y) = Tn+j−1an+j−1

a
P n+j = E[(an+j − αn+j)(an+j − αn+j)

′| y]
= Tn+j−1E[(an+j−1 − αn+j−1)(an+j−1 − αn+j−1)

′| y]T ′
n+j−1

+Rn+j−1E(ηn+j−1η
′
n+j−1)R

′
n+j−1

= Tn+j−1Pn+j−1T
′
n+j−1 + Rn+j−1Qn+j−1R

′
n+j−1.

Takto můžeme postupovat pro n + j, n + j − 1, . . . , n + 2, až an+1 = an+1 a
P n+1 = Pn+1. Všimneme si, že odvozené rovnice jsou rovnice Kalmanova filtru,
jestliže vk = 0 a Kk = 0 pro k = n + 1, . . . , j − 1. Pro predikci lze tedy použ́ıt
standardńı Kalman̊uv filtr, u kterého považujeme pozorováńı yt, t > n za chyběj́ıćı.

V našem modelu poptávky po oběživu jsme provedli předpovědi s krokem
j = 1, 5, 10, tj. stejně jako u ostatńıch model̊u. Středńı kvadratická chyba před-
povědi se s velikost́ı kroku zvyšuje, č́ıselné hodnoty jsou uvedeny v tabulce 5.3.
Vzhledem k lepš́ım výsledk̊um uvažujeme v daľśıch kapitolách jen STS model s
měśıčńı sezónnost́ı modelovanou kubickými spliny.
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Obrázek 5.8: Rezidua jednokrokové predikce v roce 2003 (černě), hranice
±1 mld. Kč (červeně) • m - mld. Kč • d - denńı index
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Obrázek 5.9: Rezidua jednokrokové predikce v letech 2001-2003 (černě), hranice
±1 mld. Kč (červeně) • m - mld. Kč • d - denńı index
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Model s kubickými spliny s trigon. funkcemi

Nenormovaná rezidua
Středńı hodnota -0.01422 -0.01317
Rozptyl 0.25276 0.27983

Normovaná rezidua
Středńı hodnota 0.02114 0.00041
Rozptyl 0.76767 0.59438

Šikmost 0.10879 -0.01544

Špičatost 4.73427 5.39046

Kolmogorov-Smirnov test Zamı́tá H0 Zamı́tá H0

p-hodnota 0.00857 0.00053
Lilliefors test Zamı́tá H0 Zamı́tá H0

p-hodnota 0.048 NaN1

Jarque-Bera test Zamı́tá H0 Zamı́tá H0

p-hodnota 2.6312x10−14 0

Goldfeld-Quandt test Nezamı́tá H0 Nezamı́tá H0

p13-hodnota 0.64623 0.79926
p31-hodnota 0.35377 0.20074

Ljung-Box test rezidua
Q(5) p-hodnota 0.08078 0.00024
Q(10) p-hodnota 0.03555 0.00039
Q(22) p-hodnota 0.01281 0.00011
Q(261) p-hodnota 0 0

Ljung-Box test kvadrát rezidúı
Q(5) p-hodnota 7.2217x10−6 0.00032
Q(10) p-hodnota 0.0004 0.00578
Q(22) p-hodnota 0.01707 0.13595
Q(261) p-hodnota 0.66782 0.96007

Log. věrohodnost -1.79053x106 730.341
AIC 6487.77 -2.3201
BIC 6488.47 -1.6168

Chyby předpověd́ı [mld. Kč]
RMSE krok 1 0.47018 0.50443

RMSE krok 1 v ČNB 0.43787 0.43787
RMSE krok 5 1.0122 1.22207
RMSE krok 10 1.45305 1.56971

1Procedura lillietest v Matlab v některých př́ıpadech nevraćı p-hodnotu, ale
pouze udává výsledek testu.

Tabulka 5.3: Tabulka výsledk̊u model̊u
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Kapitola 6

Kombinace model̊u

V předcházej́ıćıch kapitolách jsme zkonstruovali tři r̊uzné modely pro predikci
poptávky po oběživu. Nyńı bychom mohli podle určitého kritéria, např. velikosti
středńı kvadratické chyby předpovědi, nebo kombinaćı v́ıce kritéríı rozhodnout,
který model považujeme za nejlepš́ı a ten dále použ́ıvat pro predikci řady. T́ım by-
chom ale žádným zp̊usobem nevyužili dodatečnou informaci obsaženou v ostatńıch
modelech, danou jinou strukturou těchto model̊u, či použit́ım jiných vysvětluj́ıćıch
exogenńıch proměnných. Zvláště pokud by chyby předpověd́ı dvou model̊u byly
negativně korelované, mohli bychom jejich kombinaćı dosáhnout výrazně lepš́ı
předpovědi časové řady oproti předpovědi obou jednotlivých model̊u. Námi použitá
metoda kombinaćı model̊u je založená na regresńı metodě navržené v [8]. Pro pozo-
rovanou časovou řadu yt, t = 1, . . . , T mějme dvě alternativńı předpovědi fa

t a f b
t ,

t = 1, . . . , T . Kombinované předpovědi konstruujeme ve tvaru

ŷt = αfa
t + (1− α)f b

t ,

pro t = 1, . . . , T . Váhy alternativńıch model̊u nalezneme pomoćı metody nej-
menš́ıch čtverc̊u. Vzhledem ke skutečnosti dlouhé inicializace Kalmanova filtru
u STS modelu a jeho následné adaptace po přechodu z rozš́ı̌reného na standardńı
Kalman̊uv filtr hledáme optimálńı váhy pouze na části časové řady připadaj́ıćı na
rok 2002.

Model/Předpověd’ 1 krok vpřed 5 krok̊u vpřed 10 krok̊u vpřed
sts - arima 0.434918 0.904458 1.23999
sts - garch 0.448697 0.901731 1.29987
arima - garch 0.476364 1.24903 1.84795

Tabulka 6.1: RMSE předpověd́ı kombinovaných model̊u v mld. Kč
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sts - arima sts - garch arima - garch
RMSE krok 1 0.435519 0.449314 0.480947

Tabulka 6.2: RMSE předpověd́ı kombinovaných model̊u po čtvrtlet́ıch v mld. Kč

Vzhledem k tomu, že časová řada vykazuje sezonńı vlivy, nab́ıźı se možnost
nestanovovat váhy předpověd́ı model̊u stejné pro všechna t = 1, . . . , T , ale proměn-
livé po obdob́ıch, a t́ım využ́ıt př́ıpadné lepš́ı vlastnosti jednotlivých model̊u v
těchto obdob́ıch. My jsme provedli děleńı na čtvrtlet́ı, a tedy určili váhy
α1Q, . . . , α4Q. Kvalita predikce se ovšem nezvýšila. Podrobněǰśı děleńı na měśıce
jako v ECB jsme neaplikovali, protože pro analýzu použ́ıváme pouze hodnoty roku
2002 a v jednotlivých měśıćıch nemáme dostatek pozorováńı. Kvalita předpověd́ı
měřená odmocninou středńı kvadratické chyby se kombinaćı jednotlivých model̊u
zlepšila, výsledky uvád́ıme v tabulce 6.1 a 6.2. Č́ıselné hodnoty koeficient̊u α a
daľśı statistiky regresńı analýzy lze nalézt v CD př́ıloze.
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Obrázek 6.1: Rezidua jednokrokové predikce sts-arima modelu v roce 2003 (černě),
hranice ±1 mld. Kč (červeně) • m - mld. Kč • d - denńı index
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Obrázek 6.2: Jednokroková předpověd’ sts-arima modelu (červeně) a skutečnost
(černě) v roce 2003 • m - mld. Kč • d - denńı index

10 20 30 40 50 60
d

240

245

250

255

260

265

m

Obrázek 6.3: Jednokroková předpověd’ sts-arima modelu (červeně) a skutečnost
(černě) v 4. čtvrtlet́ı 2003 • m - mld. Kč • d - denńı index
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Kapitola 7

Porovnáńı model̊u

Jak již bylo naznačeno v předcházej́ıćıch částech práce, hlavńım kritériem pro
porovnáńı model̊u bude jejich předpov́ıdaćı schopnost. Použitými statistikami jsou
odmocnina středńı kvadratické chyby předpovědi, Diebold-Marian̊uv test pro poro-
vnáńı přesnosti předpověd́ı a počet odchylek předpovědi větš́ıch než 1 mld. Kč.
Nelze nav́ıc ř́ıci, že by některý z model̊u byl statisticky v́ıce správný. Problémy
s nenormalitou rezidúı nastaly u všech model̊u, řešeńım by mohl být předpoklad
jiného rozděleńı rezidúı, např́ıklad t-rozděleńı. Zamı́tnut́ı konstantnosti rozptylu
rezidúı u ARIMA a GARCH modelu nepovažujeme za velký problém, nebot’ k
němu docháźı v d̊usledku větš́ıho rozptylu časové řady oběživa v roce 1998, kdy
pravděpodobně docházelo k adaptaci na nový měnověpolitický režim ČNB. Zkráce-
ńı časové řady jsme neprovedli z d̊uvodu zachováńı konzistence podklad̊u jed-
notlivých model̊u.

Středńı kvadratická chyba, včetně výsledných hodnot, již byla uvedena u jed-
notlivých model̊u, zbývá tedy objasnit Diebold-Marian̊uv test. Tento test je určen
pro testováńı nulové hypotézy stejné předpov́ıdaćı schopnosti dvou model̊u a vy-
cháźı z centrálńı limitńı věty pro stacionárńı náhodné procesy. Diebold a Mariano
pracuj́ı s obecnou chybovou funkćı (loss function), my jsme použili kvadratickou
chybovou funkci. Testová statistika má pak tvar

SDM =
d̄√

2πf̂d(0)

T

d→ N(0, 1),

kde d̄ = 1
T

∑T
t=1 d̂i, d̂i = ê2

A,i − ê2
B,i, i = 1, . . . , T , êA,i jsou chyby predikce modelu

A, êB,i jsou chyby predikce modelu B, T je délka predikovaného intervalu a f̂d(0) je
konzistentńı odhad spektrálńı hustoty procesu {di} na frekvenci 0. Předpokladem
je zde stacionarita procesu {di}. Odhad 2πf̂d(0) dostaneme jako váženou sumu
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Modely/Předpověd’ 1 krok vpřed 5 krok̊u vpřed 10 krok̊u vpřed
STS vs ARIMA 0.362 0.063 0.063

GARCH 0.000 0.001 0.000
sts-arima 0.977 0.995 0.992
sts-garch 0.984 0.990 0.979
arima-garch 0.421 0.094 0.070

ARIMA vs GARCH 0.000 0.006 0.011
sts-arima 0.998 0.980 0.974
sts-garch 0.891 0.980 0.966
arima-garch 0.938 0.842 0.891

GARCH vs sts-arima 1.000 1.000 1.000
sts-garch 1.000 1.000 1.000
arima-garch 1.000 1.000 0.999

sts-arima vs sts-garch 0.158 0.532 0.049
arima-garch 0.006 0.030 0.026

sts-garch vs arima-garch 0.143 0.028 0.034

Tabulka 7.1: Výsledky Diebold-Marianova testu

dostupných výběrových autokovarianćı γ̂d(τ),

2πf̂d(0) =

(T−1)∑

τ=−(T−1)

l

(
τ

S(T )

)
γ̂d(τ),

kde funkce l( τ
S(T )

) přǐrazuje váhy autokovariančńı funkci na jednotlivých zpoždě-

ńıch a je nazývána jádrem (kernel) a St udává zpožděńı, po kterém autokovari-
ance zanedbáváme (truncation lag). Stejně jako Diebold a Mariano jsme použili
jednotkové (obdélńıkové) jádro

l

(
τ

S(T )

)
=

{
1 pro | τ

S(T )
| ≤ 1

0 jinak

a S(T ) = (k−1) v př́ıpadě k-krokové předpovědi, nebot’ dle teoretických výsledk̊u
jsou chyby optimálńı k-krokové předpovědi nejvýše (k − 1)-závislé. V praxi toto
sice z mnoha d̊uvod̊u nemuśı platit, přesto použit́ı této hodnoty S(T ) dává dobré
výsledky, podrobnosti lze naj́ıt v [5]. Vypočtené hodnoty Diebold-Marianova testu,
převedené na pravděpodobnosti, jsou uvedeny v tabulce 7.1. Jestliže je hodnota
malá, např́ıklad pro hladinu testu α = 5% menš́ı než 0.025, potom zamı́táme
nulovou hypotézu ve prospěch modelu A, tj. předpověd’ modelem A je stati-
sticky přesněǰśı než modelem B. Je-li naopak hodnota velká, zamı́táme nulovou
hypotézu ve prospěch modelu B. V tabulce 7.2 následuj́ı četnosti překročeńı hra-
nice 1 mld. Kč u chyb předpověd́ı jednotlivými modely.

Z výsledk̊u je patrné, že nejlepš́ım modelem je sts-arima model, a to pro všechny
provedené horizonty předpověd́ı. Při jednokrokové předpovědi je předpověd’
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Model/Předpověd’ 1 krok vpřed 5 krok̊u vpřed 10 krok̊u vpřed
STS 11 63 98
ARIMA 9 95 130
GARCH 44 122 185
sts-arima 10 59 89
sts-garch 8 62 87
arima-garch 10 96 138

Tabulka 7.2: Počet chyb predikce větš́ıch než 1 mld. Kč

sts-arima modelem statisticky významně přesněǰśı než všechny ostatńı modely,
s vyj́ımkou sts-garch modelu. Nejhorš́ım modelem je samotný model GARCH,
který je signifikantně horš́ı než ostatńı modely a také počet chyb predikce přesa-
huj́ıćıch 1 mld. Kč je výrazně větš́ı než u ostatńıch model̊u. Všechny kombinace
model̊u vykazuj́ı lepš́ı výsledky než př́ıslušné samostatné modely. Největš́ı př́ınos z
kombinace model̊u lze pozorovat u sts-garch a sts-arima modelu. Naopak u kombi-
nace arima-garch je zlepšeńı předpovědi minimálńı, nebot’ struktura obou model̊u
je velmi podobná.

Budeme tedy považovat sts-arima za náš finálńı model. Při analýze predikce
(Obr. 6.1) je zaj́ımavé, že k největš́ım odchylkám predikce od skutečnosti nedocháźı
v obdob́ı Vánoc, ale v květnu a červnu, nebot’ právě kvalita zachyceńı vlivu obdob́ı
Vánoc se podařila zvýšit kombinaćı model̊u. Největš́ı odchylka, téměř 2 mld. Kč,
nastala 14.3.2003 a je v této části roku zcela ojedinělá. V ostatńıch měśıćıch je
predikce modelem velmi přesná. Srovnáme-li finálńı model s triviálńı předpověd́ı,
kdy jako předpověd’ yt+1 při znalosti y1, . . . , yt bereme yt, která má RMSE jedno-
krokové předpovědi 1.09739, sńıžili jsme chybu predikce na necelých 40% oproti
této triviálńı předpovědi.
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Kapitola 8

Závěr

Ćılem této práce bylo vytvořeńı stochastického modelu, který by mohl být použit
pro předpov́ıdáńı nejvýznamněǰśıho autonomńıho faktoru ovlivňuj́ıćıho likviditu
peněžńıho trhu v ČR. T́ımto faktorem je objem oběživa, neboli objem hotovostńıch
peněz držených mimo centrálńı banku.

Jak již bylo zmı́něno, tato časová řada vykazuje velké množstv́ı sezónńıch
závislost́ı, které se navzájem kombinuj́ı a zp̊usobuj́ı četné komplikace při tvorbě
modelu. Při nalezeńı relevantńıch vysvětluj́ıćıch proměnných jsme vycházeli ze
zkušenost́ı expert̊u ČNB, předchoźıch model̊u ([2] a [12]) a vlastńı analýzy časové
řady. Náročnost správného zachyceńı sezónnost́ı potvrzuje např́ıklad 75 nenulových
parametr̊u u ARIMA modelu.

Zkonstruovali jsme tři r̊uzné modely. Jsou jimi ARIMA model, založený na
Box-Jenkinsově metodologii, GARCH model, kterým jsme se snažili postihnout
některé rysy rezidúı ARIMA modelu a STS model založený na zcela odlǐsném
př́ıstupu k časovým řadám pomoćı stavových prostor̊u a Kalmanových rekurźı.
Všechny tři modely dávaj́ı dobré výsledky. Nejlepš́ı z nich je STS model, který
po zkombinováńı s ARIMA modelem vytvář́ı finálńı model. Oproti tomu aplikace
GARCH modelu nesplnila očekáváńı. Finálńı sts-arima model dosáhl nepatrně
menš́ı chyby jednokrokové predikce než expertńı odhad prováděný v ČNB.

V práci byl zkonstruován stochastický model oběživa, který dává výsledky
na úrovni dosud použ́ıvaných odhad̊u. Přidá-li se k výsledk̊um modelu expertńı
zkušenost, zkoriguje se předpověd’ modelem v kritických obdob́ıch roku a při
mimořádných událostech. Vznikne tak lepš́ı odhad poptávky po peněźıch, který
umožńı efektivněǰśı aplikaci měnověpolitických nástroj̊u ČNB. Vytvořený model
nab́ıźı zároveň predikci s deľśım časovým horizontem, která bude nutná v souvi-
slosti se zavedeńım jednotné evropské měny euro.
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