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Kapitola 1

Úvod

Riziko selháńı, pojem jenž se proĺıná celou předkládanou diplomovou
praćı, znač́ı pravděpodobnost, že protistrana finančńıho kontraktu nedostoj́ı
svým závazk̊um a povinnostem ze smlouvy pro ni plynoućım. Pokud tato
eventuelita nastatne, mluv́ıme o tzv. defaultu protistrany. Pro účely předklá-
dané diplomové práce omeźıme pojem úvěrového rizika na změnu kreditńı
kvality (zlepšeńı nebo zhoršeńı kreditńı ratingové úrovně) nebo výskyt de-
faultu u smluvńı protistrany.
Institucemi, jichž se kreditńı riziko týká předevš́ım, jsou finančńı instituce
obecně a banky obzvláště. A pro bankovńı sektor neńı kreditńı riziko jen t́ım
nejstarš́ım, ale zřejmě také t́ım největš́ım z rizik. Ani dlouhá doba, během
ńıž se instituce s t́ımto rizikem potýkaj́ı, však neznamená, že by tyto byly s
to je dostatečně efektivně ř́ıdit.
Od poloviny osmdesátých let byly v technické literatuře publikovány modely
založené na portfolio selection theory s ćılem aplikovat znalosti o tržńım ri-
ziku na riziko úvěrové, jež bylo v portfoliu zakomponované. Ale modelováńı
kreditńıho rizika portfolia, se všemi svými specifickými rysy a úskaĺımi, se
nedostalo do popřed́ı zájmu akademik̊u a odborńık̊u dř́ıve, než po lednu 1996,
kdy byly Basel Commitee on Banking Supervision uznány modely interńıho
rizika tržńıho.
V tomto mezidob́ı však bylo vyvinuto a stalo se dostupnými několik model̊u a
softwarových nástroj̊u určených k měřeńı a posuzováńı kreditńıho rizika. Mezi
nejvýznamněǰśı z nich patř́ı model CreditMetricsTM od J.P.Morgan a také
model CreditRisk+ vyvinutý Credit Suisse Financial Products. (Mezi daľśı
významné modely kreditńıho rizika se pak řad́ı CreditPortfolioV iewTM

tv̊urc̊u Wilson a McKinley a PortfolioManagerTM společnosti KMV.)
A právě aplikace model̊u CreditMetrics a CreditRisk+ na modelové i reálné
portfolia a jejich nab́ızej́ıćı se srovnáńı je ústředńım tématem této práce.
Prvńı kapitoly obsahuj́ı nástin teorie, na ńıž se oba modely zakládaj́ı, dále
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přicháźı na řadu srovnáńı matematických rámc̊u, v nichž jsou obě meto-
dologie budovány, jejich vzájemná převoditelnost a kalibrace model̊u která
uzav́ırá teoretickou část porovnáváńı. Dále následuje popis užitých mode-
lových portfolíı a rozbor programového zpracováńı obou model̊u. V závěru
pak přicháźı na řadu vyhodnoceńı źıskaných výsledk̊u a vysloveńı závěr̊u
z jejich porovnáńı plynoućıch.
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Kapitola 2

Teorie

2.1 Modelováńı očekávané a neočekávané ztráty

Pro zodpovězeńı otázek: ”Jak velkému kreditńımu riziku je banka vysta-
vena v př́ıpadě nedostáńı závazk̊u dlužńıkem?” a ”Jak velkou ztrátu pravdě-
podobně utrṕı v tomto př́ıpadě na svých aktivech?” je třeba nejprve definovat
několik pojm̊u. A právě zavedeńı těchto pojm̊u si klade za ćıl prvńı kapitola

2.1.1 Očekávaná ztráta

Prvńım ze zmı́něných pojmů je Očekávaná ztráta (Expexted Loss – EL).
Očekávaná ztráta, kterou banka v př́ıpadě selháńı dlužńıka utrṕı, můžeme
definovat jako součin pravděpodobnosti selháńı dlužńıka (defaultu) a rozd́ılu
mezi částkou, kterou je dlužńık smluvně zavázán uhradit, a částkou, kterou
bude dlužńık schopen uhradit v př́ıpadě defaultu. Jako prvńı linii obrany proti
nesolventnosti tedy banka vyhrazuje částku ekvivalentńı očekávané ztrátě.
Tato částka se označuje jako Loan loss reserve. Druhým zp̊usobem, jak je
možno na očekávanou ztrátu nahĺıžet, je prostřednictv́ım hodnoty rizikové
pohledávky v(t, T ), jak uvád́ı rovnice 2.1

v(t, T ) = p(t, T )[δ + (1 − δ)Qt(τ > T )]

= p(t, T )[1 − (1 − δ)Qt(τ ≤ T )] (2.1)

Zde p(t, T ) je hodnota bezrizikové pohledávky, t je čas, v němž pohledávku
hodnot́ıme, T je doba splatnosti a Qt(τ ≤ T ) je pravděpodobnost, že k
defaultu dojde před vypršeńım doby splatnosti T . V př́ıpadě defaultu je pak
banka schopna źıskat pouze pod́ıl δ (kde 0 < δ < 1) z celkové hodnoty
pohledávky. Tento pod́ıl se označuje jako recovery rate. Úpravou rovnice (2.1)
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dostáváme

p(t, T ) − v(t, T ) = p(t, T )[(1 − δ)Qt(τ ≤ T )] (2.2)

Levá strana rovnice (2.2) znač́ı rozd́ıl mezi bezrizikovou a rizikovou hodno-
tou pohledávky. Tento rozd́ıl je hodnota, kterou věřitel očekává, že ztrat́ı v
př́ıpadě selháńı schopnosti dlužńıka dostát svým závazk̊um. Proto se prává
strana rovnice (2.2) nazývá Očekávaná ztráta – EL.

EL = p(t, T )[(1 − δ)Qt(τ ≤ T )] (2.3)

S Očekávanou ztrátou se váže také daľśı termı́n, kterým je Expozice banky
(Exposure). ”Jak velké ztrátě banka čeĺı v př́ıpadě selháńı dlužńıka dostát
svým závazk̊um nebo v př́ıpadě zhoršeńı jeho kreditńıho ratingu?” je otázka,
na kterou nám expozice dává odpověd’. Určeńı části z této expozice, kte-
rou nebude banka v př́ıpadě defaultu pravděpodobně schopna źıskat zpět, je
jednou z našich předńıch priorit. Tuto část nazýváme Ztráta daná selháńım
(Loss given default - LGD). Určeńı LGD sestává ze dvou hlavńıch část́ı:

• výpočtu očekávané ztráty

• odhadu neočekávané ztráty

2.1.2 Ztráta v př́ıpadě defaultu

V př́ıpadě neschopnosti dlužńıka dostát svým závazk̊um, věřitel źıská zpět
jen část δ z rizikové pohledávky. Je však konvenćı, ptát se, jaká část je ztra-
cena sṕı̌se, než jakou část je možno źıskat zpět. Na základě této konvence
pak zavád́ıme Ztrátu v př́ıpadě defaultu (Loss Given Default – LGD). Která
neńı nic jiného, než

LGD ≡ 1 − δ (2.4)

Rovnici očekávané ztráty (2.3) pak můžeme přepsat jako

EL = p(t, T ) × LGD × Qt(τ ≤ T ) (2.5)

2.1.3 Neočekávaná ztráta

Bez ohledu na to, jak prudentńı je banka při realizováńı svých každodenńıch
obchodńıch aktivit, stále existuj́ı faktory, které zp̊usobuj́ı nejistotu v hodnotě
ztráty na daném bankovńım portfoliu. Tuto nejistotu, nebo vhodněji řečeno
nestálost výše ztrát, lze popsat v́ıce zp̊usoby. Bud’to Neočekávanou ztrátou
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(Unexpected loss – UL) nebo pomoćı kvantil̊u daných rozděleńı četnost́ı a
výše ztrát dle metody VaR (Value-at-Risk).
Z matematického hlediska jde, pokud mluv́ıme o neočekávané ztrátě, o stan-
dardńı odchylku ze změny hodnoty aktiv na konci lh̊uty splatnosti. To zna-
mená, že neočekávaná ztráta je ve své podstatě odhadnutým rozptylem po-
tenciálńı ztráty hodnoty portfolia okolo očekávané ztráty. Pro schopnost
banky dostát svým závazk̊um je tedy zcela nezbytné, aby vyhradila do-
statečný kapitál na pokryt́ı těchto fluktuaćı v hodnotě svých portfolíı. Můžeme
tedy definovat neočekávanou ztrátu, ULH , hodnoty aktiva VH v časovém ho-
rizontu tH jako standardńı odchylku z daného nepodmı́něného aktiva ve zmı́-
něném horizontu:

ULH ≡
√

var[VH ] = 〈V 2
H〉 − 〈VH〉2 (2.6)

Na rozd́ıl od kvantifikováńı nestálosti výše ztrát pomoćı neočekávané ztráty,
je př́ıstup k tomuto problému metodou VaR založen na stanoveńı objemu
ztráty, který nebude s danou pravděpodobnost́ı překročen.
Definujme, pro 0 < k < 1, k-tý kvantil rozložeńı náhodné veličiny X jako
hodnotu x takovou, že splňuje:

P (X ≤ x) ≥ k a současně P (X ≥ x) ≥ 1 − k (2.7)

V souladu s touto definićı je pak −V aRα pro niž plat́ı

P (L > −V aRα) = α (2.8)

prahovou hodnotou již překroč́ı náhodná hodnoty velikosti ztráty v portfoliu
L jen s určitou malou pravděpodobnost́ı α. Tud́ıž −V aR je 100α procentńım
kvantilem distribuce L.
Následuj́ıćı obrázek 2.1 pak graficky ilustruje oba zmı́něné př́ıstupy.

2.1.4 Ekonomický kapitál

Množstv́ı kapitálu potřebného k uchráněńı banky před nesolventnost́ı,
jež nazýváme Ekonomický (nebo také Rizikový) kapitál (Economic capital -
EC), je úzce spjato předevš́ım s velikost́ı neočekávané ztráty. Pro dosažeńı
náležité kapitalizace pro každou obchodńı linii banky je potřeba určit konfi-
denčńı intervaly odpov́ıdaj́ıćı bankou požadovanému kreditńımu ratingu. To
je nutné, nebot’ požadovaný bankovńı kreditńı rating př́ımo koresponduje s
danou pravděpodobnost́ı kapitálové náročnosti.
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Obrázek 2.1: Nestálost výše ztrát, ”EL” - očekávaná ztráta, ”UL” -
neočekávaná ztráta, ”99% quantile” - 99%-ńı kvantil rozložeńı výše ztráty
(osa X: výše ztrát, osa Y: pravděpodobnost)

Požadovaný rating Konfidenčńı interval
AAA 99,99%
AA 99,79%
A 99,90%

BBB 99,70%

Tabulka 2.1: Konfidenčńı intervaly

Tabulka 2.1 uvád́ı př́ıklad konfidenčńıch interval̊u na základě ratingu insti-
tuce.

Výše uvedené konfidenčńı intervaly jsou toliko indikaćı historických prav-
děpodobnost́ı defaultu koresponduj́ıćıch s jednotlivými ratingovými katego-
riemi. Ve skutečnosti pak tyto pr̊uměry koĺısaj́ı v závislosti jak na čase, tak
na ekonomických cyklech.
Př́ıpadná otázka v této chv́ıli zńı: ”Jaké minimálńı množstv́ı ekonomického
kapitálu má banka držet, aby se dostatečně chránila před vlivem neočekávaných
ztrát?” Matematicky to může přepsat následovně: Jestliže LT je náhodná
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veličina reprezentuj́ıćı ztrátu a z je konfidenčńı interval, jaká minimálńı hod-
nota v ekonomického kapitálu na časovém horizontu T je nutná k ochráněńı
solventnosti banky tak aby

P{LT ≤ v} = z (2.9)

Obrázek 2.2 pak je při prezentaci ekonomického kapitálu přechodem od
vyjádřeńı matematického ke grafickému a následný obrázek 2.3 ilustruje kryt́ı
jednotlivých část́ı celkové ztráty, kterou banka v d̊usledku default̊u utrṕı.

50 100 150 200 250 300 350 400

0.0025

0.005

0.0075

0.01

0.0125

0.015

Economic
capital

EL 99% quantile

Obrázek 2.2: Ekonomický kapitál, ”EL” - očekávaná ztráta, ”Economic ca-
pital” - ekonomický kapitál, ”99% quantile” - 99%-ńı kvantil rozložeńı výše
ztráty (osa X: výše ztrát, osa Y: pravděpodobnost)

2.1.5 Regulatorńı požadavek

Jak již bylo uvedeno dř́ıve, ztráty, kterým banka čeĺı, mohou být rozděleny
na očekávané a neočekávané. Tyto ztráty banka kryje kapitálem k tomu
určeným. Druhým, z námi zmiňovaných druh̊u kapitálu, je Regulatorńı ka-
pitál (Regulatory capital – RC). Na rozd́ıl od ekonomického, který vziká na
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A B C

Obrázek 2.3: Kryt́ı ztráty ”EL” - očekávaná ztráta, ”99% quantile” - 99%-ńı
kvantil rozložeńı výše ztráty, ”A” - část pokryta oceněńım a provizemi, ”B” -
část pokryta kapitálem a / nebo provizemi, ”C” - část kvantifikována a kont-
rolována koncentračńımi limity (osa X: výše ztrát, osa Y: pravděpodobnost)

základě odhadu vypracovaného bankou samotnou, regulatorńı kapitál je sta-
novován bankovńım regulátorem, jako minimálńı kapitál potřebný k ochráně
solventnosti banky před neočekávanými ztrátami. V minulosti se oba tyto
odhady podstatně lǐsily, nebot’ pravidla pro určováńı regulatorńıho kapitálu
BIS-88 postrádaly dostatečnou citlivost na jednotlivá rizika. Avšak i přesto,
že nověǰśı stadardy Basel I. a Basel II. jsou v těchto ohledech mnohem cit-
livěǰśı, př́ıstup předevš́ım k riziku plynoućımu z koncentrace expozice v port-
foliu je stále odlǐsný od interńıch model̊u kreditńıho rizika, a tud́ıž se při
některých méně diverzifikovaných portfolíıch mohou lǐsit i oběma metodolo-
giemi poč́ıtané hodnoty kapitálu.
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Kapitola 3

Přehled model̊u kreditńıho
rizika

Již v krátkém čase od svého veřejného uvedeńı v roce 1997 se oba dva
modely J. P. Morgan’s CreditMetrics a Credit Suisse’s CreditRisk+ staly
významnými posuzovaćımi kriterii při interńım modelováńı kreditńıho rizika.
Záměrem tv̊urc̊u obou těchto model̊u byla kvantifikace stejného rizika, přesto
se navzájem lǐśı jak ve svých omezeńıch a distribučńıch předpokladech, tak
v navrhovaných postupech řešeńı a kalibraćıch. Tud́ıž, při hodnoceńı kre-
ditńıho rizika shodného portfolia kreditńıch expozic, budou obecně oba mo-
dely přinášet r̊uzné výsledky. Bohužel, oba modely nelze př́ımo porovnat,
nebot’ každý z nich je prezentován v odlǐsném matematickém rámci. Mo-
del CreditMetrics se ve své podstatě zakládá na určeńı pohybu latentńıch
proměných, kdy předpokládáme, že tyto proměné závisej́ı na vněǰśıch rizi-
kových faktorech. Závislost na stejných rizikových faktorech, pak u modelu
CreditMetrics dává vzniknout korelaćım kreditńıch jev̊u mezi jednotlivými
dlužńıky. Oproti tomu, model CreditRisk+ je založen na pr̊umyslových po-
jistných modelech náhodného rizika. Mı́sto latentńıch proměných zde má
každý dlužńık vlastńı pravděpodobnost defaultu, která se může s časem
měnit v závislosti na makroekonomických faktorech, které p̊usob́ı v pozad́ı.
Podle mı́ry citlivosti dvou dlužńık̊u na určitou skupinu faktor̊u se budou
společně měnit i jejich pravděpodobnosti default̊u. Tato souvstažnost ve
změně pravděpodobnost́ı je prezentována korelacemi mezi defaulty.
Jak CreditMetrics tak CreditRisk+ se zabývaj́ı stejnou problematikou kvan-
tifikace kreditńıho rizika, každý z uvedených model̊u však mluv́ı poněkud
odlǐsným jazykem.
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3.1 CreditRisk+

V následuj́ıćı části se budeme podrobněji zabývat modelem CreditRisk+,
jenž byl vyvinut a v roce 1996 veřejnosti představen společnost́ı Credit Suisse
Financial Products. Zmı́něný model bere v potaz velikost expozice a jej́ı dobu
splatnosti, stejně jako informaci o systematickém riziku dlužńıka a jeho kre-
ditńı kvalitě. Je tak založen na portfoliovém př́ıstupu kvantifikace kreditńıho
rizika.

Metodologie CreditRisk+ je založena na dvoustavovém modelu, kdy dlužńık
na konci sledovaného obdob́ı může být pouze ve stavech selhal (default) nebo
dostál svým, ze smlouvy plynoućım, povinnostem. Stav dlužńıka na konci pe-
riody můžeme tedy popsat náhodnou veličinou s alternativńım rozděleńım a
stanovit, že pA(x) udává pravděpodobnost, že dlužńık A nebude schopen
dostát svým závazk̊um a bude se na konci periody nacházet ve stavu default.
pA(x) tedy uvažujeme jako podmı́něnou náhodnou veličinu.
Korelace default̊u jsou v modelu CreditRisk+ ř́ızeny vektorem rizikových
faktor̊u. Tento má obecně K složek a tvar vektoru x = (x1, . . . , xK). Defaulty
jednotlivých dlužńık̊u jsou pro daný vektor rizikových parametr̊u vzájemně
nezávislé a výše uvedená podmı́něná pravděpodobnost pA(x) je funkćı ra-
tingového stupně ζA dlužńıka A, realizace x rizikových faktor̊u a také váhového
vektoru wA1, . . . , wAK , který udává citlivost dlužńıka A na jednotlivé rizikové
faktory. Tato funkce má pak tvar:

pA(x) = p̄ζ(A)

(

K
∑

k=1

xkwAk

)

(3.1)

kde p̄ζ(A) je nepodmı́něná pravděpodobnost defaultu dlužńıka A, který patř́ı
do ratingového stupně ζ , a kde x jsou nezáporné vektory o jednotkové středńı
hodnotě.
Intuitivně nám pak tato specifikace ř́ıká, že rizikové faktory x slouž́ı ke
zvýšeńı nebo sńıžeńı nepodmı́něné pravděpodobnosti pζ(A). Hodnoty xk vyšš́ı
než jedna tedy zvyšuj́ı pravděpodobnost defaultu každého dlužńıka úměrně
velikosti wAk - jeho citlivosti na tento faktor.
Dale je nutné požadovat, aby byl součet náhodných veličin wAk, přes k =
1, . . . , K roven jedné. T́ım je zaručena platnost rovnosti:

E[pi(x)] = p̄ζ(i) (3.2)

Pro analýzu ztrát, na portfoliu vznikaj́ıćıch, zavavedeme nyńı prvńı ze dvou
vytvořuj́ıćıch funkćı pravděpodobnost́ı, a to vytvořuj́ıćı funkci pravděpodob-
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nosti výskytu n default̊u v portfoliu:

F (z) =
∞

∑

n=0

p(N = n)zn (3.3)

Kde N je náhodné č́ıslo reprezentuj́ıćı počet default̊u.
Než se dostaneme k této nepodmı́něné funkci pomocné proměnné z, je nutno
odvodit podmı́něnou vytvořuj́ıćı funkci F (z|x) pro celkový počet default̊u v
portfoliu závislou na rizikovém parametru x. Pro jednotlivé dlužńıky jde o
Bernoulliovskou vytvořuj́ıćı funkci pravděpodobnost́ı:

FA(z|x) = (1 − pA(x) + pA(x)z) = (1 + pA(x)(z − 1)) (3.4)

Užit́ım aproximace

log(1 + y) ≈ y pro y ≈ 0 (3.5)

a jej́ı aplikaćı na náš př́ıpad

log(1 + pA(x)(z − 1)) ≈ pA(x)(z − 1) (3.6)

pak můžeme psát že:

FA(z|x) = exp(log(1 + pA(x)(z − 1))) ≈ exp(pA(x)(z − 1)) (3.7)

Kdy na pravé straně dostáváme pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkci ná-
hodné veličiny Poissonova rozložeńı s parametrem pA(x). Tato úprava nám
tedy ř́ıká, že pokud pA(x) je malé, můžeme ignorovat omezeńı, že dlužńık
může zdefaultovat jen jednou, a reprezentovat jeho default jako Poissonovsky
rozloženou náhodnou veličinu sṕı̌se, než jako Bernoulliovskou. Exponenciálńı
forma pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkce je pak esenciálńı při výpočtech
uvnitř modelu.
Podmı́něně na x, defaulty jednotlivých dlužńık̊u jsou vzájemně nezávislé,
proto můžeme vytvořuj́ıćı funkci pravděpodobnost́ı celkového počtu default̊u
v kmeni vyjádřit jako:

F (z|x) =
∏

A

FA(z|x) =
∏

A

exp(pA(x)(z − 1)) = exp(µ(x)(z − 1)) (3.8)

kde µ(x) ≡ ΣApA(x).
Vytvořuj́ıćı funkce pravděpodobnost́ı má pro nás velice d̊uležitou vlastnost,
a to že:
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• Jestliže Fκ(z|x) je vytvořuj́ıćı funkćı náhodné veličiny κ za
podmı́nky x, a x má hustotu h(x), pak nepodmı́něná pravděpodobnostńı
vytvořuj́ıćı funkce κ je Fκ(z) =

∫

x
Fκ(z|x)h(x)dx.

Můžeme tedy,abychom dostali nepodmı́něnou pravděpodobnostńı vytvo-
řuj́ıćı funkci F (z), integrovat F (z|x) podle x a odstranit tak vliv rizikových
faktor̊u, které jsou z předpokladu nezávislé a maj́ı Gama rozložeńım s jed-
notkovou středńı hodnotou a rozptylem σ2

k, k = 1, . . . , K. Snadno se tedy
dostáváme k rovnosti

F (z) =
K
∏

k=1

( 1 − δk

1 − δkz

)1/σ2

k

(3.9)

kde δk ≡ σ2
kµk

1 + σ2
kµk

a µk ≡ ΣAwAkp̄ζ(A) (3.10)

Vyjádřeńı vytvořuj́ıćı funkce pravděpodobnost́ı rozděleńı počtu default̊u in-
dikuje, že celkový počet default̊u v portfoliu je součtem K nezávislých nega-
tivně-binomicky rozložených náhodných veličin.
Pro určeńı distribuce, vztahuj́ıćı se k této vytvořuj́ıćı funkci pravděpodobnost́ı,
je možno rozvinout F (z) do Taylorovy řady. Pokud jsou tedy pravděpodobnosti
jednotlivých default̊u malé, avšak ne nutně navzájem ekvivalentńı, dosta-
neme pravděpodobnost výskytu n default̊u v portfoliu jako koeficient u zn

ve zmı́něném Taylorově rozvoji funkce v bodě 0.
Druhou ze zmiňovaných vytvořuj́ıćıch funkćı pravděpodobnost́ı je pak G(z),
vytvořuj́ıćı funkce pravděpodobnosti výše ztrát.
Předpokládejme že LGD je konstatńı část λ z celkového objemu expozice.
Necht’ dále LA znač́ı velikost expozice u dlužńıka A. Abychom mohli využ́ıt
výhod výpočetńıho modelu, je třeba vyjádřit objemy expozic λLA jako ce-
loč́ıselné násobky pevné jednotky ztráty (např. milion korun). Základńı jed-
notku ztráty, tzv. standardizovanou expozici znač́ıme ν0 a jej́ı celoč́ıselné
násobky pak jako standardizované expozičńı úrovně. Standardizovaná expo-
zice dlužńıka A značená ν(A) je pak ekvivalentńı hodnotě λLA/ν0 zaokrouh-
lené na nejbližš́ı celé č́ıslo.
Označme tedy GA vytvořuj́ıćı funkci pravděpodobnost́ı ztráty u dlužńıka A.
Pak pravděpodobnost ztráty ν(A) jednotek na portfoliu, skládaj́ıćım se pouze
z onoho dlužńıka, muśı být rovna pravděpodobnosti defaultu tohoto dlužńıka,
tedy:

GA(z|x) = FA(zν(A)|x) (3.11)
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Užit́ım podmı́něné nezávislosti default̊u nyńı dostáváme podmı́něnou vy-
tvořuj́ıćı funkci pravděpodobnost́ı v celém portfoliu

G(z|x) =
∏

A

GA(z|x) = exp
(

K
∑

k=1

xk

∑

A

p̄ζ(A)wAk(z
ν(A) − 1)

)

(3.12)

A jako už v předchoźım př́ıpadě i zde se zbav́ıme závislosti na rizikových
parametrech x integraćı a dostáváme tak

G(z) =

K
∏

k=1

( 1 − δk

1 − δkPk(z)

)1/σ2

k

kde Pk(z) =
1

µk

∑

A

wikp̄ζ(A)z
ν(A) (3.13)

kde δk a µk jsou opět definovány jako v rovnici (3.9).
Nepodmı́něná pravděpodobnost výskytu n jednotek ztrát ν0 v celém portfo-
liu je, jako v minulém př́ıpadě, dána koeficientem u zn v Taylorově rozvoji
řady G(z) v bodě 0.
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3.2 CreditMetrics

Následuj́ıćı kapitola nás seznámı́ s metodologíı modelu CreditMetrics z
d́ılny investičńı společnosti J.P. Morgan. Tento model hodnot́ı kreditńı ri-
ziko portfolia na základě změny hodnoty aktiva dané změnou kreditńı kvality
dlužńıka. Př́ıstup tv̊urc̊u z J.P Morgan se lǐśı od předchoźıho modelu jǐz v
tom, že zahrnuje nejen možný default dlužńıka, ale postihuje také potenciálńı
změnu jeho kreditńı kvality prezentovanou pohybem mezi jednotlivými ra-
tingovými kategoriemi. Pro naše srovnávaćı účely však bude výhodné omezit
se při výpočtech pouze na stavy selhal (default) / bez problém̊u dostál svým
závazk̊um.

Model CreditMetrics spoč́ıvá v simulaci hodnot portfolia metodami Monte
Carlo a jejich následným porovnáńım s tzv. prahovými hodnotami, jejichž
překročeńı znamená posun klienta do jiné kategorie. Výstupen plného mo-
delu CreditMetrics tedy neńı změna hodnoty portfolia daná jen defaulty
jednotlivých dlužńık̊u, ale změna tržńı hodnoty aktiv daná defaulty nebo
přechody dlužńık̊u mezi jednotlivými ratingovými kategoriemi. Nejdř́ıve si
však objasněme myšlenkový proces, který za touto metodou stoj́ı.
Jde o matematický rámec, vyvinutý v roce 1974 Robertem Mertonem, zaklá-
daj́ıćı se na př́ıstupu k oceňováńı općı, jenž aplikujeme při hodnoceńı aktiv
korporátńıch klient̊u. Předpokládá se, že hodnota těchto aktiv, označme ji Vt,
se chová jako standardńı geometrický Brown̊uv pohyb, který můžeme popsat
rovnićı jako:

Vt = V0exp

{(

µ − σ2

2

)

t + σ
√

tZt

}

(3.14)

kde Zt ∼ N(0, 1) a kde µ a σ2 jsou středńı hodnota a rozptyl r̊ustu hod-
noty aktiv této společnosti, kterou můžeme zapsat jako dVt/Vt. Vt má tedy
logaritmicko-normálńı rozložeńı se středńı hodnotou pro niž v čase t plat́ı:

E(Vt) = V0exp{µt} (3.15)

Je však nutno uvést daľśı předpoklad, a to že daná společnost má v našem
př́ıpadě velice jednoduchou kapitálovou strukturu. Plat́ı pro ni, že je fi-
nancována pouze ze jměńı St a jednoho úvěrového instrumentu s nulovým
kupónem a dobou splatnosti T . Tento instrument má nominálńı hodnotu F
a současnou třžńı hodnotu Bt.
Za těchto předpoklad̊u pak default může nastat pouze v okamžiku splatnosti
úvěru T , pokud hodnota aktiv Vt je v tomto okamžiku nižš́ı než smlouvou
stanovená platba jeho závatk̊u F .
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Obrázek 3.1, převzatý z M. Crouhy a kolektiv [2], pak ilustruje distribuci
hodnoty aktiv v okamžiku splatnosti úvěru T a také pravděpodobnost de-
faultu, kterou znač́ı šedá plocha pod F .

Obrázek 3.1: Distribuce hodnoty aktiv

Poněvadž v́ıme, že znormovaná a následně zlogaritlomaná výše zisk̊u

log

(

Vt

V0

)

má normálńı rozložeńı N((µ − σ2

2
)t, σ

√
t), můžeme pro klienta A

po zavedeńı pDef znač́ıćı pravděpodobnost defaultu a VDef znač́ıćı kritickou
hodnota aktiv takovou, že plat́ı

pDef = Pr[Vt ≤ VDef ] (3.16)
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tvrdit, že default nastává, pokud Zt splňuje rovnost:

pDef = Pr

[

log(VDef/V0) − (µ − (σ2/2))t

σ
√

t
≥ Zt

]

= Pr

[

Zt ≤ − log[V0/VDef ] + [µ − (σ2/2)]t

σ
√

t

]

≡ N(−d2) (3.17)

kde normalizovaný zisk

r =
log(Vt/V0) − (µ − (σ2/2))t

σ
√

t
(3.18)

má N(0,1) rozložeńı. −d2 je zde prahová hodnota odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušnému
kvantilu normovaného normálńıho rozložeńı pravděpodobnosti selháńı dlužńıka
daného ratingu. Pro kritickou hodnotu aktiv VDef , jej́ıž překročeńı znač́ı de-
fault, pak plat́ı rovnost:

d2 ≡
log(V0/VDef) + (µ − (σ2/2))t

σ
√

t
(3.19)

V př́ıpadě plného modelu CreditMetrics bychom pak tuto metodu rozš́ı̌rili
zahrnut́ım změn kreditńı kvality klienta. To na př́ıkladu ilustruje obrázek 3.2
znázorňuj́ıćı distribuci hodnoty aktiv firmy s počátečńım ratingem BB a jej́ı
př́ıpadný přechod do jiné ratingové kategorie, nebo zdefaultováńı.

Jak je z obrázku zřejmé, rozš́ı̌reńı modelu spoč́ıvá v rozškálováńı dis-
tribuce do několika odd́ıl̊u takovým zp̊usobem, že pokud bychom provedli
náhodný výběr z této distribuce, dostali bychom hodnoty př́ıslušné tabulky
pravděpodobnost́ı přechod̊u. Hodnoty těchto pravděpodobnost́ı pak kore-
sponduj́ı s prahovými hodnotami ZAAA až ZCCC .
Avšak pro naše účely modelováńı náhodných scénář̊u vývoje platebńı schop-
nosti klienta zaved’me v modelu CreditMetrics pro každého dlužńıka náhodné
č́ıslo yA s normovaným normálńım rozložeńım. Stav dlužńıka na konci pozo-
rované periody je pak dán polohou yA a př́ıslušné prahové hodnoty. V př́ıpadě
defaultu předpokládejme, že výše ztráty, kterou věřitel utrṕı je pevný pod́ıl
λ z nominálńı hodnoty dluhu. T́ım se dostáváme k druhému výraznému ome-
zeńı, nebot’ v plné verzi model umožňuje p̊usobeńı idiosynchronńıho rizika na
ztráty. V př́ıpadě, že nedojde k defaultu, ale v našem př́ıpadě z̊ustává hod-
nota dluhu nezměněna, a naše upravená verze je tak, než modelem změny
tržńı hodnoty, sṕı̌se modelem ztrát hodnoty z̊ustatkové.
Hodnota aktiv yA dlužńıka A na časovém horizontu je modelována jako
lineárńı funkce vektoru rizikových faktor̊u x a idiosynchronńıch faktor̊u ǫA.
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Obrázek 3.2: Hodnota aktiv firmy s počátečńım ratingem BB

Vektor x vnáš́ı do modelu korelace p̊usobeńım vněǰśıch faktor̊u, ovlivňuj́ıćıch
jednotlivé dlužńıky. Relativńı citlivost dlužńıka A na danou sadu rizikových
faktor̊u x je dána váhovým vektorem wA. Naopak ǫA prezentuje v modelu
faktor pro každého dlužńıka ryze specifický. Můžeme tedy shrnout:

yi = xwA + ηAǫA (3.20)

s poznámkou, že ηA udává váhu idiosynchronńıho efektu pro dlužńıka.
Dle předpokladu má vektor rizikových paramtr̊u x normálńı rozložeńı s nulo-
vou středńı hodnotou a kovariančńı matićı Ω. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že na diagonále Ω jsou jednotky tak, aby marginálńı rozložeńı
jednotlivých faktor̊u byla N(0, 1). Opět bez újmy na obecnosti lze položit
rozptyl yA roven jedné (např., že w′

iΩwi + η2
i = 1).

V plném modelu je, jak už bylo zmı́něno dř́ıve, s každou počátečńı kategoríı
ζ daného dlužńıka, spojena také prahová hodnota Cζ. V našem př́ıpadě se
však omeźıme na prahovou hodnotu pouze jednu a zavedeme, že pokud la-
tentńı proměnná yA dlužńıka A klesne pod Cζ(A), dojde k defaultu. Můžeme
následně psát, že selhává schopnost dlužńıka dostát svým závazk̊um pokud

xwA + ηAǫA < Cζ(A) (3.21)

Hodnoty Cζ jsou v modelu nastaveny tak, aby nepodmı́něná pravděpodobnost
defaultu dlužńıka z ratingové kategorie ζ byla rovna p̄ζ . To znamená, že
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p̄ζ = Φ(Cζ)), kde Φ je distribučńı funkce normovaného normálńıho rozložeńı
a p̄ζ je nepodmı́něná pravděpodobnost defaultu dlužńıka z ratingové katego-
rie ζ .
Metoda CreditMetrics dále spoč́ıvá v aplikaci simulaćı typu Monte Carlo.
Abychom obdrželi náhodný výběr z portfolia, realizujeme nejprve náhodný
výběr vektoru x s v́ıcerozměrným rozložeńım N(0,Ω). Následně provedeme
náhodný výběr sady vzájemně nezávislých stejně rozložených idiosynchronńıch
náhodných veličin ǫ.
Daľśım krokem po realizaci těchto náhodných výběr̊u je určeńı hodnoty la-
tentńı proměnné yi, kterou následně porovnáme s prahovými hodnotami
Cζ(A) a zjist́ıme tak statut dlužńıka, jenž dále prezentujeme veličinou DA,
která nabývá hodnot jedna pro default a nula v př́ıpadě dostáńı dlužńıka
svým závazk̊um.
Ztráta na modelovaném portfoliu pro tento výběr je pak dána jako

∑

A

DAλLA (3.22)

Pro odhad výsledk̊u pak mnohokrát opakujeme celý proces. Ztráty na port-
foliu dané každým z náhodných výběr̊u jsou následně uspořádány tak, aby
konečně utvořily kumulativńı distribuci ztrát portfolia.

3.3 Rozd́ıly mezi modely

V této kapitole se jǐz zaměř́ıme na srovnáńı obou metod kvantifikace kre-
ditńıho rizika. Budeme se zde zabývat předevš́ım rozd́ılnost́ı obou metodo-
logíı, také však jejich vzájemnou převoditelnost́ı. K praktickému srovnáńı
funkčnosti model̊u na portfolíıch r̊uzné kvality a kvantity se dostaneme až
v následuj́ıćıch odd́ılech.

Modely CreditMetrics a CreditRisk+ se lǐśı jak v distribučńıch předpokladech,
formách užitých funkćı, technikách řešeńı, navrhovaných metodách kalibraćı,
tak i v použitém matematickém jazyce.
Oba modely mohou být promı́tnuty do svého protěǰsku, což však proka-
zuje, že rozd́ıl mezi latentńı proměnnou v reprezentaci CreditMetrics a
korelovanými pravděpodobnostmi defaultu v modelu CreditRisk+ je rozd́ıl
prezentace a ne podstaty. Podobně, metody pro kalibraci parametr̊u, navr-
hované v technických dokumentech Credit Suisse Financial Products [1] a
G. M. Grupton [5], jsou uživatel̊um velmi nápomocny avšak nejsou nutným
předpokladem funkčnosti metodologíı.
Oproti tomu, distribučńı předpoklady a formy funkćı jsou model̊um vlastńı a

21



neodvozené. V obou modelech volba distribuce systémových rizikových fak-
tor̊u x a forma funkce podmı́něné pravděpodobnosti defaultu pA(x) dohro-
mady dávaj́ı tvar sdruženým distribućım default̊u dlužńık̊u např́ıč portfo-
liem. Specifikace modelu CreditMetrics o normálńım rozložeńı vektoru x
a distribučńı funkci př́ısluš́ıćı pA(x), ve své podstatě volitelné, mohou být
subjektivńı, nicméně silně ovlivňuj́ı dosahované výsledky. Je možné nahra-
dit mnoharozměrné rozložeńı rozložeńım normálńım a stále aplikovat metody
Monte Carlo modelu CreditMetrics. Každopádně, i když by byly parame-
try překalibrovány na stejnou středńı hodnotu a rozptyl ztráty na portfoliu,
celkový tvar rozložeńı ztráty se bude lǐsit a tud́ıž se budou lǐsit i hodnoty
percentil̊u v koncových oblastech. Volba gamma rozložeńı a forem funkćı
podmı́něných pravděpodobnost́ı defaultu jsou podobně charakteristické pro
CreditRisk+.
Zbylé odlǐsnosti mezi těmito dvěma modely můžeme připsat na vrub rozd́ıl̊um
v metodách řešeńı. Aplikace Monte Carlo v modelu CreditMetrics je flexi-
bilńı avšak výpočetně náročněǰśı. CreditRisk+ oproti tomu nab́ıźı efektivitu
řešeńı, která je však vykoupena dodatečnými omezeńımi a aproximacemi. Z
těchto odlǐsnost́ı můžeme za hlavńı považovat, že:

• CreditMetrics je model přirozeně otevřený v́ıce-stavovým výsledk̊um a
nejistotě ve výši nazpět źıskaných finanćı, kdežto uzavřený CreditRisk+

model je pouze dvou-stavový s pevnou výš́ı recovery rate.

• CreditRisk+ zavád́ı ”Poissonovskou aproximaci” na podmı́něné rozložeńı
default̊u.

• CreditRisk+ zaokrouhluje expozice jednotlivých dlužńık̊u na nejbližš́ı
prvek konečné množiny předem daných hodnot.

Při promı́táńı modelu CreditRisk+ lze zkonstruovat verzi metody Monte
Carlo, která se vyhne Poissonovské a expozičńı aproximaci a umožńı užit́ı ri-
zikovosti výše ztrát. Je už méně př́ımočaré, avšak stále dobře možné vytvořit
mnohorozměrné zobecněńı metody Monte Carlo i celého modelu CreditRisk+.
Nebot’ výpočetńı výhody mohou být pro některé uživatele modelu CreditRisk+

směrodatné, je třeba efekt aproximaćı na přesnost tohoto modelu přesněji
kvantifikovat. Proto se v daľśıch částech budeme zabývat i simulacemi, kterými
bychom uvedený efekt objasnili.
Za zmı́nku také stoj́ı, že s předpokladem nezávislosti odvětvových rizikových
faktor̊u v metodologii CreditRisk+ nedojde k žadné ztrátě na obecnosti. V
obou modelech je vektor vah w nezávislý, až na omezeńı daná měř́ıtkem. V
CreditMetrics může být vektor odvětvových rizikových faktor̊u x ortogona-
lizován a korelace zakonponovány do w. Avšak se zavedeńım ortogonality do
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CreditRisk+ je třeba klást větš́ı d̊uraz na identifikaci a kalibraci odvětvových
rizik v tomto modelu.

3.3.1 Promı́tnut́ı CreditMetrics do CreditRisk+

CreditRisk+ je ve své podstatě modelem rizika default̊u. Každý z dlužńık̊u
má na konci periody, v ńıž jej sledujeme, jen dva možné stavy selhal (de-
fault) a nebo dostál svým, ze smlouvy plynoućım, závazk̊um. Pro promı́tnut́ı
modelu CreditMetrics do modelu CreditRisk+ tedy muśıme uvažovat jen
omezený model CreditMetrics s pouze dvěma stavy a fixńı expozićı. Dále je
nutno slučit jednotlivé expozice každého dlužńıka tak, aby každému dlužńıkovi
v portfoliu odpov́ıdala právě jedna expozice. Necht’ tedy index A znač́ı dlužńıka
A a necht’ ζA je jeho počátečńı ratingový stupeň. Pro každý ratingový stupeň
pζ necht’ znač́ı nepodmı́něnou pravděpodobnost defaultu na daném časovém
horizontu. Dále budiž x vektorem rizikových faktor̊u CreditMetrics a Σ
kovarinčńı matićı x. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že na
diagonále Σ jsou jednotky, tak aby marginálńı distribuce měly normálńı
rozložeńı N(0,1). Jak jsme již zńımili v podrobném popisu modelu
CreditMetrics, stav dlužńıka A je reprezentován latentńı proměnnou yA za-
danou jako

yA = xwA + σAǫA (3.23)

Bez újmy na obecnosti nyńı můžeme zavést, že yA má rozptyl roven jedné.
(např. že w

′

AΣwA + σ2
A = 1). S každým ratingovým stupněm je také aso-

ciována prahová hodnota Cζ a default dlužńıka A popisuje výše uvedená
rovnice 3.21.
Necht’ pA(x) je pravděpodobnost defaultu dlužńıka A při vektoru rizikových
faktor̊u x. Toto je dáno rovnićı

pA(x) = Φ((Cζ(A) − xwA)/σA) (3.24)

kde Φ je distribučńı funkce normálńıho rozložeńı.
Nyńı můžeme př́ımo aplikovat metodologii CreditRisk+. Nejprve odvod́ıme
vytvořuj́ıćı funkci podmı́něné pravděpodobnosti F (z|x) pro celkový počet
default̊u v portfoliu. Defaulty jednotlivých dlužńık̊u jsou vzájemně nezávislé.
Závisej́ı pouze na vektoru x. Tud́ıž

F (z|x) =
∏

A

FA(z|x) =
∏

A

(1 − pA(x) + pA(x)z)

≈
∏

A

epA(x)(z−1) = eµ(x)(z−1) (3.25)
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kde µ(x) ≡ ΣApA(x). Abychom źıskali vytvořuj́ıćı funkci nepodmı́něné prav-
děpodobnosti F (z), integrujeme nyńı podle x

F (z) =

∫

∞

−∞

F (z|x)φΣ(x)dx (3.26)

kde φΣ je distribučńı funkce v́ıcerozměrného normálńıho rozděleńı N(0,Σ).
Nepodmı́něná pravděpodobnost, že se v daném portfoliu vyskytne právě n
default̊u, je dána koeficientem u zn v Taylorově rozvoji F (z):

F (z) =

∫

∞

−∞

∞
∑

n=0

exp(−µ(x))
µ(x)nzn

n!
φΣ(x)dx

=
∞

∑

n=0

1

n!

(
∫

∞

−∞

exp(−µ(x))µ(x)nφΣ(x)dx

)

zn (3.27)

Tyto integrály jsou analiticky těžko určitelné a v praxi bývaj́ı aproximovány
použit́ım metodiky Monte Carlo.
Závěrečný krok v modelu CreditRisk+ bude určeńı vytvořuj́ıćı funkce prav-
děpodobnosti ztrát G(z). Necht’ tedy LA je ztráta daná defaultem na ex-
pozici za dlužńıkem A. Zaokrouhĺıme LA na nejbližš́ı prvek ze standardi-
zované množiny výš́ı ztrát {ν1, . . . , νm}. Dále rozdělme portfolio na části
Sj (j = 1, . . . , m) dle výše expozic. (Dlužńık A je v subportfoliu Sj právě
tehdy, když LA = νj). At’ Gj je vytvořuj́ıćı funkćı pravděpodobnost́ı ztrát
uvnitř subportfolia Sj . Pravděpodobnost ztráty nνj v Sj se muśı rovnat
pravděpodobnosti n default̊u v Sj, tedy koeficient u znνj v rozvoji Gj(z|x)
muśı odpov́ıdat koeficientu u zn v rozvoji FSj

(z|x):

Gj(z|x) = FSj
(zνj |x) =

∏

A∈Sj

FA(zνj |x)

=
∏

A∈Sj

exp(pA(x)(zνj − 1)) = exp(µj(x)(zνj − 1)) (3.28)

kde µj ≡ ΣA∈Sj
pA(x). A nebot’ jsou vzájemně nezávislé jednotlivé defaulty,

jsou stejně tak vzájemně nezávislé i ztráty subportfolíı a tud́ıž

G(z|x) =
∏

j

Gj(z|x) = exp
(

∑

j

µj(x)(zνj − 1)
)

= exp
(

µ(x)(P (z|x) − 1)
)

(3.29)

kde P (z|x) ≡
(

Σjµj(x)zνj
)

/µ(x). A konečně tedy źıskáváme x pro určeńı
G(z). Nepodmı́něná pravděpodobnost výskytu právě n ztrát v celém portfo-
liu je opět dána koeficientem u zn v Taylorově rozvoji G(z) v bodě 0.
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3.3.2 Promı́tnut́ı CreditRisk+ do CreditMetrics

Překlad opačným směrem je podobně př́ımočarý. Necht’ x je vektor ri-
zikových faktor̊u CreditRisk+. Předpokládejme, že tyto faktory jsou orto-
gonálńı a xk (k = 1, ..., n) maj́ı Gama(αk, βk) rozděleńı. Necht’ také µk =
αkβk je očekávaná hodnota xk.
Použijeme tentokrát nejobecněǰśı reprezentaci modelu CreditRisk+, která
umožňuje závislost pravděpodobnosti defaultu dlužńıka A na v́ıce než jen jed-
nom faktoru. Necht’ wA je n-rozměrný prvek reprezentuj́ıćı váhy rizikových
faktor̊u pro dlužńıka A. Pravděpodobnost defaultu tohoto dlužńıka je pak
dána jako

pA(x) = pζ(A)

n
∑

k=1

xk

µk
wAk. (3.30)

Tak jako v jedno-faktorové verzi modelu CreditRisk+, je i zde pζ(A) ne-
podmı́něná pravděpodobnost defaultu.
Abychom se mohli přesunout do rámce modelu CreditMetrics přǐrad́ıme
dlužńıku A latentńı proměnou yA definovanou jako:

yA =

( n
∑

k=1

xk

µk
wAk

)

−1

ǫA (3.31)

Rizikové faktory ǫA jsou vzájemně nezávislé, stejně rozložené náhodné veličiny
s exponenciálńım rozložeńım s parametrem 1. Dlužńık A pak defaultuje právě
tehdy, když yA < pζ(A). Pravděpodobnost defaultu je dána:

P (yA < pζ(A)|x) = P

(

ǫA < pζ(A)

n
∑

k=1

xk

µk
wAk|x

)

= 1 − exp

(

− pζ(A)

n
∑

k=1

xk

µk
wAk

)

≈ pζ(A)

n
∑

k=1

xk

µk

wAk = pA(x) (3.32)

kde druhý řádek rovnice jsme dostali použit́ım distribučńı funkce exponenci-
álńıho rozložeńı a posledńı řádek pak spoč́ıvá v užit́ı rovnic (3.25) uvedených
výše. Ona pravděpodobnost defaultu je tedy jednoduše pζ(A).
Ve specifikaci klasického CreditMetrics modelu je latentńı proměnná zadána
jako suma náhodných veličin o normálńım rozložeńı. Pokud promı́táme
CreditRisk+ do rámce CreditRisk, latentńı proměnná nabývá formu v́ı-
cerozměrné veličiny, ale podstata z̊ustává stejná. V modelu CreditMetrics
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jsou prahové hodnoty Cζ určeny jako funkce přidružených nepodmı́něných
pravděpodobnost́ı pζ. Zde, oproti tomu, jsou prahové hodnoty dány pouze
pravděpodobnostmi pζ . Až na tyto výjimky je pak proces identický. Simu-
lace portfolia bude sestávat z náhodných výběr̊u sady odvětvových rizikových
faktor̊u a sady idiosynkratických rizikových faktor̊u. Odsud jsou pak spočteny
latentńı proměnné nálež́ıćı dlužńıkovi a následně určeny výskyty default̊u.

3.3.3 Kalibrace model̊u

V každém modelu kreditńıh rizika portfolia je struktura korelaćı prav-
děpodobnost́ı default̊u podstatným determinantem distribuce ztrát. Zvláštńı
pozornost je tedy třeba věnovat vzájemné konzistenci kalibraćı parametr̊u,
které tyto korelace definuj́ı.
Pro jednoduchost jsme v našich modelech uvažovali pouze jeden faktor sys-
tematického rizika x. Uvnitř každé ratingové kategorie pak jsou jednotliv́ı
dlužńıci, až na velikost expozice, ze statistického hlediska totožńı. Znamená
to pro nás, že každý klient ratingové kategorie ζ má nepodmı́něnou prav-
děpodobnost defaultu p̄ζ a má také stejné váhy systematického faktoru wζ.
Velikosti těchto vah pak záviśı na volbě modelu. Hodnoty p̄ jsme nastavili
podle pr̊uměrných ročńıch pravděpodobnost́ı defaultu z Moody’s Investors
Service [6].
Kalibrace vah wζ pak prob́ıhá zpětně od historických volatilit pravděpodobnost́ı
default̊u. Nejprve se odhadnou rozptyly Vζ podmı́něných pravděpodobnost́ı
default̊u pζ(x). Pro kalibračńı účely je pak nejvýhodněǰśı vyjádřit volatilitu
pomoćı normalizované standardńı odchylky

√

Vζ/p̄ζ.
Druhý krok při určeńı vah wζ je pak závislý na modelu. V našem připadě při
kalibraci vah modelu CreditMetrics užijeme následuj́ıćı předpoklad:

Vζ ≡ V ar[pζ(x)] = Φ(Cζ , Cζ, w
2
ζ) − (p̄ζ)

2 (3.33)

kde Φ(z1, z2, ρ) je podmı́něná distribučńı funkce dvourozměrného normálńıho
rozděleńı náhodné veličiny Z ≡ [Z1, Z2]

′, pro niž plat́ı:

E[Z] =

[

0
0

]

a V ar[Z] =

[

1 ρ
ρ 1

]

(3.34)

a kdy p̄ζ jsou výše zńıněné historické pravděpodobnosti defaultu a ρ předpo-
kládané mı́ry korelace.
Při daných prahových hodnotách Cζ , které jsou funkcemi p̄ − ζ a normali-
zovaných volatilitách

√

Vζ/p̄ζ, jsou nezáporné váhy wζ jednoznačně určeny
nelineárńı rovnićı 3.33. Důkaz uvedeného tvrzeńı je možno dohledat v M. B.
Gordy [4].
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V modelu CreditRisk+ s jedńım faktorem systematického a specifického idi-
osynchronńıho rizika lze parametrizaci flexibilně provést jako model se dvěma
rizikovými faktory v němž má prvńı faktor nulovou volatilitu, a tud́ıž je vždy
roven jedné, jak uvád́ı publikace Credit Suisse Financial Products [1]. Jako na
prvńı faktor se zde odkazujeme na faktor specifický. Necht’ wζ jsou váhy u x2,
které jsou jednotné mezi klienty jednoho ratingového stupně, avšak mohou
se lǐsil mezi stupni, pak váhy u x1 muśı být 1−wζ . Pro zjednodušeńı značeńı
můžeme položit prvńı rizikový faktor x1 identicky roven jedné, přeznačit
druhý faktor x2 na x a standardńı odchylku σ2 faktoru x2 na σ. Po tomto
přeznačeńı pak v modelu CreditRisk+ pro rozptyl pravděpodobnosti de-
faultu dlužńıka z ratingové kategorie ζ plat́ı:

Vζ = V ar[p̄ζ(1 − wζ + wζx)] = (p̄ζwζσ)2 (3.35)

Tud́ıž normalizovaná volatilita
√

Vζ/p̄ζ je rovna wζσ.
Vzhledem k σ jsou váhy wζ jednoznačně určeny, avšak nám stále scháźı daľśı
informace pro volbu parametru σ. Role σ jako takové je však z tohoto po-
hledu v modelu téměř zanedbatelná, nebot’ pro volatilitu pravděpodobnosti
defaultu je určuj́ıćı pouze součin wζσ. Jsou to však hodnoty vyšš́ıch mo-
ment̊u rozložeńı pA(x), které na parametru sigma záviśı př́ımo a ne pouze
prostřednictv́ım součinu wζσ, nebot’ σ ovlivňuje nejen velikost, ale také tvar
rozložeńı x. Dı́ky tomu jsou pak na volbu σ velmi citlivé koncové pravděpo-
dobnosti ztrát.
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Kapitola 4

Aplikace model̊u

V následuj́ıćıch kapitolách se dostáváme z teoretické do roviny praktické.
Na portfolia fiktivńı i na reálný kmen poskytnutý Českou spořitelnou a.s. apli-
kujeme modely CreditRisk+ a CreditMetrics. Ještě před samotnou aplikaćı
obou metod je však podrobně popsán účel a postup konstrukce fiktivńıch port-
folíı doplněn o popis programového zpracováńı obou model̊u.

4.1 Parametry model̊u

Za účelem srovnáváńı chováni obou popisovaných výpočetńıch model̊u
kreditńıho rizika byla vytvořeno sada fiktivńıch typových portfolíı předem de-
finovaných vlastnost́ı. Výsledky aplikaćı model̊u CreditRisk+ a CreditMetrics
na těchto kmenech jsou hlavńımi indiciemi pro interpretaci obou metodologíı.
Nejdř́ıve však je nutno upřesnit několik parametr̊u na nichž byly oba modely
zbudovány.

4.1.1 Ratingové škály

Rozlǐseńı kvality klient̊u ve všech kmenech bylo užito jejich rozděleńı do
ratingových kategoríı. Každé z těchto kategoríı pak byly vlastńı jak pravdě-
podobnost defaultu klienta tak rozptyl této pravděpodobnosti.
Pro stratifikaci dlužńık̊u se nejčastěji už́ıvaj́ı škály Moody’s Investors Service
a Standard&Poors (S&P). Převod mezi oběma zmı́něnými škálami udává ta-
bulka 4.1:

Kromě výše uvedených ratingových kategoríı ještě Moody’s použ́ıvá ”1”
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S&P AAA AA A BBB BB B CCC CC D
Moody’s Aaa Aa A Baa Ba B Caa Ca C

Tabulka 4.1: Převod mezi ratingovými kategoriemi

pro indikaci mı́rně lepš́ı a ”3” pro indikaci mı́rně horš́ı kvality, např́ıklad
rating A1 je tedy o málo vyšš́ı, než A, kdežto A3 je o málo nižš́ı. Škála S&P
může být obdobně modifikována užit́ım ”+” a ”-”, kde ”+” znač́ı mı́rně vyšš́ı
a ”-” mı́rně nižš́ı kvalitu.

4.1.2 Pravděpodobnosti default̊u

Pro každou z ratingových kategoríı, které se v datech vyskytly, byly z Mo-
ody’s Investors Service [6] převzaty historické pravděpodobnosti defaultu.
Metodou, uvedenou v kapitole Kalibrace model̊u pak byly modely nasta-
veny tak, aby dávaly totožné hodnoty nepodmı́něných očekávaných ztrát
pro klienty daných ratingových kategoríı. Daľśım ćılem kalibraćı rozptyl̊u
bylo dosažeńı 50%-ńı korelace uvnitř odvětv́ı při zachováńı nulové korelace
mezi odvětv́ımi. Všechny tyto ůdaje shrnuje tabulka 4.2.

Moody’s Rating Pst. Defaultu v % Rozptyl (×10−4)
Aaa 0,00 0,00000
Aa2 0,05 0,207427
A2 0,03 0,103493
A3 0,04 0,153099
Baa1 0,20 1,365110
Baa2 0,14 0,841263
Baa3 0,49 4,586375
Ba1 0,68 7,126199
Ba2 0,62 6,294839
Ba3 2,28 35,455038
B1 3,20 54,999703
B2 6,78 141,110839
B3 11,43 261,054749
Caa 22,52 526,936123

Tabulka 4.2: Pravděpodobnosti default̊u a jejich rozptyly

Je třeba uvést,že doby do splatnosti byly u všech účt̊u ve všech portfolíıch
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paušálně nastaveny jako jednoleté a že kromě ratingových klasifikaćı a veli-
kost́ı expozic byly u každé položky všech kmen̊u obsaženy také informace o
př́ıslušnosti klienta k odvětv́ım ze škály znázorněné v tabulce 4.3.

Zemědělstv́ı a lesnictv́ı Těžeba nerostných surovin Výroba zbož́ı

Energetika a dodávky vody Stavebńı pr̊umysl Doprava a spoje

Informace Bankovnictv́ı a pojǐst’ovnictv́ı Reality

Služby Veřejný sektor Zdarvotnictv́ı a sociálńı služby

Soukromá klientela Ubytovaćı a restaturačńı služby Ostatńı činnosti

Tabulka 4.3: Odvětv́ı
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4.2 Testovaćı portfolia

V následuj́ıćım odd́ıle bude podrobně popsána konstrukce fiktivńıch port-
folíı jež jsme vytvořili pro testováńı citlivosti model̊u na:

• velikost portfolia

• kvalitu portfolia

• koncentrace klient̊u portfolia

4.2.1 Portfolia r̊uzné velikosti

Prvńı sada fiktivńıch kmen̊u byla vytvořena pro testováńı model̊u na
portfolíıch r̊uzných počt̊u klient̊u. Toto testováńı mělo odhalit velikost efektu
zkresleńı daného aproximaćı empirického rozložeńı Poissonovým v modelu
CreditRisk+. Všichni klienti z oněch čtyř kmen̊u pak měli jednotnou jak
expozici, tak ratingovou skladbu. Počet klient̊u portfolíı byl odstupňován
následovně:

Portfolio XL L M S
Počet klient̊u 2000 1000 500 200

Tabulka 4.4: Objemy portfolíı

Abychom ještě zvýraznili vliv testovaného efektu, respektive omezili vlivy
ostatńı, byla tato portfolia modelována při nastaveńıch nulové úrovně korelaćı
v obou modelech.

4.2.2 Portfolia r̊uzné kvality

Čtyři fiktivńı portfolia jsme zkonstruovali pro odhaleńı rozd́ıl̊u chováńı
model̊u při vyhodnocováńı kmen̊u r̊uzné ratingové skladby. Pro dosažeńı ma-
ximálńıho akcentu na kvalitativńı skladbu portfolíı jsme tedy odstranili vlivy
koncentrace uvnitř portfolia jednotným nastaveńım expozic všech klient̊u.
Kvalitativńı skladba těchto čtyř kmen̊u pak byla následuj́ıćı:

Každé z výše uvedených portfolíı obsahovalo 4000 položek reprezentuj́ıćı
úvěry jednotlivých klient̊u a distribuce ratingových kategoríı, kterou shrnuje
obrázek 4.1, byla převzata z M. B. Gordy [4].
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Rating S&P AAA AA A BBB BB B CCC
Pod́ıl expozic klient̊u 3,82% 5,9% 29,26% 37,92% 19,08% 2,72% 1,3%

Tabulka 4.5: Portfolio vysoké kvality

Rating S&P AAA AA A BBB BB B CCC
Pod́ıl expozic klient̊u 2,92% 5% 13,38% 31,16% 32,44% 11,12% 3,98%

Tabulka 4.6: Portfolio pr̊uměrné kvality

Rating S&P AAA AA A BBB BB B CCC
Pod́ıl expozic klient̊u 1% 1,54% 3,7% 16,54% 38,06% 32,36% 6,8%

Tabulka 4.7: Portfolio ńızké kvality

Rating S&P AAA AA A BBB BB B CCC
Pod́ıl expozic klient̊u 0,5% 1,02% 3,16% 13,2% 35,6% 37,02% 9,5%

Tabulka 4.8: Portfolio velmi ńızké kvality

4.2.3 Portfolia r̊uzné mı́ry koncentrace klient̊u

Stejně tak, jako byla prvńı sada portfoĺı konstruovaná pro posouzeńı vlast-
nost́ı model̊u na kmenech r̊uzné ratingové skladby, byl druhý set navržen pro
testováńı při r̊uzné mı́̌re koncentrace klient̊u v portfoliu. Jelikož koncentrace
má významný vliv na tvar rozložeńı ztrát a potažmo tedy i na hodnoty kvan-
til̊u, je třeba zmapovat citlivost obou model̊u na mı́ru koncentrace expozice
uvnitř portfolia. Obrázek 4.2 pak ilustruje odlǐsnost normálńıho rozložeńı a
rozložeńım výše ztrát s charekteristickým těžkým koncem typickým pro ne-
dostatečně diverzifikované portfolio.

Nejprve pro pr̊uměrně kvalitńı, a pak pro vysoce kvalitńı kmeny, byly
sestaveny trojice portfolíı. V prvńım z nich měly všechny expozice jednotnou
velikost. V druhém př́ıpadě byly expozice jednotné, až na deset procent kli-
ent̊u ratingu BB (respektive BBB v př́ıpadě portfolia vysoké kvality), jejichž
expozice byly pětinásobné a bylo tedy mezi nimi koncentrováno přes 35%
celkové expozice kmene. Ve třet́ım př́ıpadě pak expozice zńıměných deseti
procent klient̊u byla oproti ostatńım patnácti-násobná a bylo mezi těmito
deseti procenty klient̊u koncentrováno 62,5% celkové expozice portfolia.
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Obrázek 4.1: Skladba portfolíı

Tabulka 4.9 pak dává přehled zmı́něných koncentraćı:

Portfolio pr̊uměrné kvality Portfolio vysoké kvality
Hladina ńızká středńı vysoká ńızká středńı vysoká
Koncentrace v 10% 10% 35,7% 62,5% 10% 35,7% 62,5%

Tabulka 4.9: Koncentrace v portfolíıch

4.3 Portfolio dat České Spořitelny a.s.

V následuj́ıćım odd́ıl bude popsáno portfolio reálných dat, které nám po-
slouž́ı k otestováńı obou model̊u v prostřed́ı, pro něž jsou primárně kon-
struovány.

Kmen reálných dat byl poskytnut Českou Spořitelnou a.s., a jedná se o část
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Obrázek 4.2: Odlǐsnost rozložeńı, graf ”1” - Normálńı rozložeńı, graf
”2” - ztráty zp̊usobené úvěrovými riziky (osa X: výše ztrát, osa Y:
pravděpodobnost)

historických dat České Spořitelny a.s. obsahuj́ıćıch expozice banky za kor-
porátńımi klienty.
Vzorek obsahuje 2826 klient̊u a jejich ratingy jsou namapovány na stup-
nici Moody’s. Stupnice je v našem př́ıpadě ještě modifikována podrobněǰśım
rozškálováńım každého z hlavńıch stupň̊u na alfanumerické stupně. Dále pak
je každý klient klasifikován odvětv́ım podle tabulky 4.3, které nejlépe charak-
terizuje předmět jeho podnikátelské aktivity. Datový vzorek obsahuje také
informace o době splatnosti úvěr̊u, velikostech obrat̊u jednotlivých klient̊u a
jejich úrokových měrách, které jsme však v našem př́ıpadě nevyužili. Naopak
pro nás zásadńı informaćı byly objemy expozic, jejichž suma dosahovala 615
632 326,6 Kč a distribuce ratingových kategoríı v portfoliu, kterou uvád́ı ta-
bulka 4.10.
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Rating Počet klient̊u % z celku Objem expozice v Kč % z celku
Aaa 67 2,37 4 585 399,6 0,74
A2 83 2,94 43 358 190,0 7,03
Baa1 130 4,60 36 321 803,9 5,89
Baa2 155 5,48 73 710 222,8 11,96
Baa3 146 5,17 66 906 734,4 10,85
Ba1 319 11,29 50 721 818,6 8,23
Ba2 407 14,40 90 883 184,8 14,74
Ba3 357 12,63 55 931 973,7 9,07
B1 244 8,63 42 041 719,9 6,82
B2 634 22,44 115 483 168,4 18,73
B3 165 5,84 24 581 014,5 3,99
Caa 57 2,02 7 700 430,6 1,25
C 62 2,19 4 306 665,6 0,70

Tabulka 4.10: Distribuce ratingových kategoríı v portfoliu České spořitelny
a.s.

Následuj́ıćı obrázek 4.3 pak názorně sumarizuje popsanou distribuci.

Obrázek 4.3: Skladba portfolia České spořitelny a.s.

35



4.3.1 Úprava dat

Před samotnou modelovaćı fáźı bylo nutné data upravit a klasifikovat.
Klasifikace spoč́ıvala v přǐrazeńı pravděpodonosti defaultu a jej́ıho rozptylu
každé z položek na základě ratingové úrovně, na ńıž se daný klient nacházel.
Jednotlivé hodnoty byly přǐrazovány na základě historických pozorováńı shr-
nutých v tabulce 4.2. Dlužńıky pak ještě, pro zjednodušeńı numerických
výpočt̊u v modelu CreditRisk+, bylo třeba rozdělit dle velikost́ı expozic do
několika kategoríı. Tyto byly konstruovány tak, aby celé portfolio rozčlenili
na skupiny klient̊u podobných objemů expozic, avšak tak, aby počty klient̊u
ani sumy očekávaných ztrát v každé skupině nebyly př́ılǐs ńızké. Jako vhodný
počet těchto odd́ıl̊u se nakonec ukázalo č́ıslo deset. Tabulka 4.11 udává po-
drobný popis těchto kategoríı.

Kategorie č́ıslo: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
µ 0,1 2 3 4 5 6 7,8 9-12 13-20 21 . . .
Počet klient̊u 2466 132 41 44 25 27 25 20 21 25
Objem ν (×104) 480,4 153,2 81,8 145,7 119,2 85,5 122,5 90,3 128,6 331,3

Tabulka 4.11: Expozičńı kategorie

Kde µ je velikost expozice klienta dělená dvaceti a zaokrouhlená na nej-
bližš́ı celý násobek ×104, a ν je očekávaná ztráta za klientem.
Kontingenčńı tabulky hodnot µ a jejich rozptyl̊u, které vznikly rozškálováńım
celého portfolia dle objemových kategoríı expozic a odvětv́ı, pak již sloužily
jako vstupńı data modelu CreditRisk+. Na rozd́ıl od těchto kontingenčńıch
tabulek byly vstupem modelu CreditMetrics tabulky obsahuj́ıćı výčet kli-
ent̊u s jejich ratingovými kategoriemi, objemy expozic a odvětv́ımi, do nichž
klienti spadali.

4.4 Programové zpracováńı

V této části se dostáváme k popisu programového zpracováńı dat modely.
Uvedeme zde jak charakteristiku použitých programu, tak i formu vstup̊u a
výstup̊u a předevš́ım pak samotnou konstrukci model̊u.
Hned na začátku je třeba poznamenat, že každý z model̊u byl vytvořen

v odlǐsném programovaćım jazyce, formát výstupńıch parametr̊u je však
totožný, a můžeme proto v závěrečné kapitole přistoupit k jejich společné
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interpretaci.

4.4.1 CreditRisk+ - Mathematica

Pro naprogramováńı modelu CreditRisk+ byl zvolen software Mathema-
tica pochazej́ıćı z d́ılny Wolfram Research. Ćılem obou model̊u bylo extra-
hovat z dat údaje charakteristické pro distribuci výše škod. Skript programu
lze naj́ıt na přiloženém mediu.
V modelu CreditRisk+ jsme postupovali následovnými kroky:

1. Načteńı dat

2. Vytvořeńı polynomů Poissonova rozložeńı aproximaćı empirického roz-
ložeńı výše ztrát

3. Vygenerováńı vytvořuj́ıci funkćı pravděpodobnost́ı výš́ı ztrát pro model
se zahrnut́ım i bez zahrnut́ı vlivu korelaćı uvnitř odvětv́ı

4. Rozvinut́ı vytvořuj́ıćıch funkćı v řady v bodě 0

5. Vytvořeńı funkce kumulativńı hustoty rozložeńı výše ztrát postupným
sč́ıtáńım koeficient̊u u rozvinutých řad vytvořuj́ıćıch funkćı pravděpo-
dobnost́ı

6. Určeńı 95%-ńıho a 99%-ńıho kvantilu identifikaćı mı́sta překročeńı hod-
not 0, 95 a 0, 99 pravděpodobnost́ı funkcemi kumulativńıch hustot a
následnou lineárńı aproximaćı

7. Derivováńı rozvinutých řad vytvořuj́ıćıch funkćı (následným dosazeńım
jednotky za pomocnou proměnnou tak dostáváme středńı hodnotu výše
ztrát)

8. Shrnut́ı źıskaných výsledk̊u

4.4.2 CreditMetrics - SAS

Pro zpracováńı simulačńıho modelu CreditMetrics, který již neměl pra-
covat se zmı́něnými kontingenčńımi tabulkami, ale př́ımo s datovými sety s
údaji jednotlivých klient̊u, se jako vhodněǰśı varianta jevil programový baĺık
SAS vytvořen společnost́ı SAS Institute Inc.
Jak již bylo zmı́něno, do programu vstupovala data ve formě tabulky obsa-
huj́ıćı u každeho klienta:
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1. ratingovou klasifikaci

2. informaci o odvětv́ı do něhož klient spadá

3. velikost expozice

kromě tabulek s daty jednotlivých portfolíı byly daľśımi informacemi
do výpočtu vstupuj́ıćımi tabulka mapuj́ıćı prahové hodnoty (kvantily od-
pov́ıdaj́ıćı pravděpodobnostem default̊u) všech užitých ratingových stupň̊u.
Očekávaná korelace uvnitř odvětv́ı byla nastavena na úroveň 50%. Postup
simulace portfolíı pak byl následovný:

1. Načteńı všech tabulek

2. Přeformátováńı Moody’s rating̊u na č́ıselné hodnoty a následné setř́ıděńı
dle těchto hodnot

3. Generováńı dvou vektor̊u náhodných č́ısel z normovaného normálńıho
rozložeńı. Prvńı z nich, vektor rizikových faktor̊u odvětv́ı, o rozměru
1×(počet odvětv́ı) a druhy, vektor idiosynchronńıch rizikových faktor̊u,
o rozměru 1×(počet klient̊u).

4. Výpočet hodnoty latentńı proměnné každého dlužńıka

5. Jej́ı porovnáńı s prahovými hodnotami a následná klasifikace default
no-default

6. Nasč́ıtáńı hodnot nezdefaultovaných expozic

7. Deset tiśıc opakováńı celého procesu simulace portfolia (krok̊u 3. až 6.)

8. Uspořádáńı všech vypočtených scénář̊u

9. Vyhodnoceńı středńı hodnoty ztráty portfolia, stejně jako 95%-ńıho a
99%-ńıho kvantilu výše ztrát

4.5 Výsledky výpočt̊u a simulaćı

V této kapitole se dostáváme k prezentaci výsledk̊u źıskaných aplikaćı obou
model̊u jak na tři sady fiktivńı portfolíı, tak na portfolio reálných dat České
spořitelny a.s.. Srovnáńı je provedeno na výstupńıch datech obou model̊u,
jimǐz jsou:

• Středńı hodnota výše ztrát na portfoliu (v Kč)

38



• 95%-ńı kvantil rozložeńı výše ztrát (v Kč)

• 99%-ńı kvantil rozložeńı výše ztrát (v Kč)

Kde obě hodnoty kvantil̊u jsou vždy ošetřeny odečteńım středńı hodnoty ztráty.
Každá sada výsledk̊u je shrnuta do tabulky v ńı̌z jsou uvedeny velikosti para-
metr̊u vypočtené oběma modely a kde každá z hodnot je prezentována jak ve
tvaru nominálńım (sloupec Nom.), tak ve sloupci Rel. jako procentuálńı část
z celkového objemu portfolia.

4.5.1 Portfolia r̊uzné velikosti

V prvńı, ze sad fiktivńıch kmen̊u, je určuj́ıćım prvkem objem pozorováných
dat. Na čtyřech portfolíıch měly testy napovědět, jaký má tento faktor vliv
na nepřenost vznikaj́ıćı aproximaćı výše pospaným Poissonovým rozložeńım.
Pro doćıleńı maximálńıho akcentu na faktor objemu byly v této sadě na-
staveny korelace uvnitř odvětv́ı jednotně na 0%. Hodnota portfolia byla v
modelu CreditMetrics v tomto př́ıpadě simulována pomoćı 100 000 scénář̊u.

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 2 847,6 6,8 2 843,8 6,8
95%-ńı kvantil (v Kč) 397,8 0,9 390,1 0,9
99%-ńı kvantil (v Kč) 573,5 1,4 558,1 1,3

Tabulka 4.12: Portfolio XL - 2 000 klient̊u, objem expozice: 42 000 Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 1 423,8 6,8 1 426,5 6,8
95%-ńı kvantil (v Kč) 279,8 1,3 274,5 1,3
99%-ńı kvantil (v Kč) 407,0 1,9 398,5 1,9

Tabulka 4.13: Portfolio L - 1 000 klient̊u, objem expozice: 21 000 Kč

Z vypočtených výsledk̊u vyplývá, že středńı hodnoty výš́ı ztrát oba mo-
dely poč́ıtaj́ı jen s minimálńı odchylkou při jakémkoliv počtu klient̊u a jej́ı re-
lativńı hodnoty z̊ustaváj́ı konstantně na 6, 8%. Avšak při pohledu na položky
ve sloupce kvantil̊u spatřujeme zřejmý trend přibližováńı se hodnot se vzr̊u-
staj́ıćım počtem klient̊u v kmeni. Tento trend plat́ı jak u 95%-ńıch tak u
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CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 711,9 6,8 711,9 6,8
95%-ńı kvantil (v Kč) 196,7 1,9 191,0 1,9
99%-ńı kvantil (v Kč) 289,4 2,8 275,1 2,6

Tabulka 4.14: Portfolio M - 500 klient̊u, objem expozice: 10 500 Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 284,7 6,8 284,1 6,8
95%-ńı kvantil (v Kč) 123,1 2,9 135,8 3,2
99%-ńı kvantil (v Kč) 184,9 4,4 177,8 4,2

Tabulka 4.15: Portfolio S - 200 Klient̊u, objem expozice: 4 200 Kč

99%-ńıch kvantil̊u.
Výsledky tedy můžeme shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

1. Oba modely potvrzuj́ı naše očekáváńı, že s rostoućı diverzifikaćı klesaj́ı
relativńı hodnoty VaR

2. Modely se lǐśı zejména d́ıky:

• limitované četnosti simulaćı v rámci CreditMetrics

• nepřesnosti vznikaj́ıćı d́ıky menš́ımu počtu klient̊u, kdy při apro-
ximaci s Poissonovým rozložeńım se toto nepřibližuje dostatečně.

4.5.2 Portfolia r̊uzné kvality

Daľśı serie fiktivńıch testovaćıch kmen̊u byla zkonstruována pro posou-
zeńı chováńı obou model̊u při r̊uzných ratingových skladbách portfolíı.
Všechna portfolia maj́ı v těchto př́ıpadech jednotný objem expozice, každé
se skládá ze 4 000 dlužńık̊u a korelace mezi jednotlivými odvětv́ımi byly v
nastaveny na hladinu 50%. V modelu CreditMetrics bylo pro každý kmen
simulováno 10 000 scénář̊u vývoje.
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CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 488,1 0,6 490,8 0,6
95%-ńı kvantil (v Kč) 840,7 1,0 580,2 0,7
99%-ńı kvantil (v Kč) 1 490,2 1,8 1 105,2 1,3

Tabulka 4.16: Portfolio vysoké kvality, 4 000 klient̊u, objem expozice: 84 000
Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 1 594,8 1,9 1 599,9 1,9
95%-ńı kvantil (v Kč) 1 556,5 1,9 1 340,1 1,6
99%-ńı kvantil (v Kč) 2 521,0 3,0 2 054,1 2,4

Tabulka 4.17: Portfolio pr̊uměrné kvality, 4 000 klient̊u, objem expozice: 84
000 Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 3 167,7 3,8 3 144,8 3,8
95%-ńı kvantil (v Kč) 2 152,2 2,6 3 155,3 3,8
99%-ńı kvantil (v Kč) 3 360,2 4,0 4 415,3 5,3

Tabulka 4.18: Portfolio ńızké kvality, 4 000 klient̊u, objem expozice: 84 000
Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 4 200,3 5,0 4 216,7 5,0
95%-ńı kvantil (v Kč) 2 485,3 3,0 3 343,3 4,0
99%-ńı kvantil (v Kč) 3 836,8 4,6 5 443,3 6,5

Tabulka 4.19: Portfolio velmi ńızké kvality, 4 000 klient̊u, objem expozice: 84
000 Kč

Źıskané výsledky opět můžeme shrnout do několika bod̊u:

1. Zhoršováńı kvality portfolia se podle očekáváńı odráž́ı v rostoućı hod-
notě očekávané ztráty. Celé kmeny pak svými očekávanými ztrátami
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odpov́ıdaj́ı investićım o ratingových klasifikaćıch:

• Kmen nejlepš́ı kvality . . . Baa3 - Ba1

• Kmen pr̊uměrné kvality . . . Ba2 - Ba3

• Kmen ńızké kvality . . . B1

• Kmen velmi ńızké kvality . . . B2

2. Relativně ńızká korelace v dané sadě portfolíı drž́ı neočekávanou ztrátu
pod hranićı regulatorńıho očekáváńı (8%).

3. Oba modely dávaj́ı shodné výsledky v oblasti očekávané ztráty. Rozd́ıl
mezi výpočty model̊u hodnot 95%-ńıch a 99%-ńıch kvantil̊u lze připsat
na vrub odlǐsné reprezentaci korelaćı mezi klienty a chybám vznikaj́ıćım
při simulaćıch metodou Monte Carlo.

4.5.3 Portfolia r̊uzné mı́ry koncentrace klient̊u

Posledńı sada fiktivńıch portfolíı je určena k testováńı model̊u při r̊uzné
mı́̌re koncentrace expozice v kmenu. Tato sada se skládá ze dvou seríı. Prvńı
serie je situována v portfoliu pr̊uměrné kvality, druhá pak v portfoliu vysoké
kvality.
I v tomto př́ıpadě bylo v modelu CreditMetrics provedeno 10 000 simu-
laćı a korelace mezi klienty uvnitř jednotlivých odvětv́ı byly opět na 50%-ńı
hladině. Výsledky výpočt̊u, prezentované stejnou formou, jako v minulých
př́ıpadech, jsou pak následuj́ıćı:

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 1 594,8 1,9 1 616,8 1,9
95%-ńı kvantil (v Kč) 1 556,5 1,9 1 743,2 2,1
99%-ńı kvantil (v Kč) 2 521,0 3,0 2 583,2 3,1

Tabulka 4.20: Portfolio pr̊uměrné kvality, ńızká koncentrace, 4 000 klient̊u,
objem expozice: 84 000 Kč

Předchoźı výsledky kapitoly 4.5.2 poukázaly, že portfolio pr̊uměrné kva-
lity odpov́ıdá klientským rating̊um Ba2 - Ba3, neboli spodńı hranici Ba.
V testováńı jsme byly navyšovány expozice deseti procent klient̊u s ratingem
Ba. Výsledky ukazuj́ı, že se zvyšuj́ıćı se koncentraćı nar̊ustaj́ı hodnoty VaR95
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CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 2010,0 1,7 2 216,3 1,9
95%-ńı kvantil (v Kč) 2 277,9 1,9 3 243,7 2,8
99%-ńı kvantil (v Kč) 4 135,4 3,5 5 343,7 4,5

Tabulka 4.21: Portfolio pr̊uměrné kvality, středńı koncentrace, 4 000 klient̊u,
objem expozice: 117 600 Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 2 929,0 1,5 3 618,3 1,8
95%-ńı kvantil (v Kč) 5 338,4 2,6 9 201,7 4,6
99%-ńı kvantil (v Kč) 11 350,1 5,6 12 141,7 6,0

Tabulka 4.22: Portfolio pr̊uměrné kvality, vysoká koncentrace, 4 000 klient̊u,
objem expozice: 201 600 Kč

a VaR99 podle očekáváńı. Dále pak posilováńım kvality portfolia docháźı i
k poklesu očekávané ztráty, neboli portfolio se posouvá od spodńı hranice
ratingu Ba v́ıce k jej́ımu středu Ba2.

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 488,1 0,6 477,2 0,6
95%-ńı kvantil (v Kč) 839,6 1,0 782,8 0,9
99%-ńı kvantil (v Kč) 1 508,3 1,8 1 622,8 1,9

Tabulka 4.23: Portfolio vysoké kvality, ńızká koncentrace, 4 000 klient̊u, ob-
jem expozice: 84 000 Kč

Při testováńı citlivosti portfolia lepš́ı kvality na zvyšováńı koncentrace se
opět potvrdilo očekáváńı nár̊ustu obou hodnot VaR. Při této kvalitě portfolia
se ovšem neprojevila tak výrazně změna očekávané ztráty, nebot’ rozd́ıly mezi
pravděpodobnostmi default̊u rating̊u Baa a Ba již nejsou významné.
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CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 696,4 0,6 699,2 0,6
95%-ńı kvantil (v Kč) 1 312,1 1,1 2 240,8 1,9
99%-ńı kvantil (v Kč) 2 376,7 2,0 3 500,3 3,0

Tabulka 4.24: Portfolio vysoké kvality, středńı koncentrace, 4 000 klient̊u,
objem expozice: 117 600 Kč

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v Kč) 1 214,0 0,6 1 212,7 0,6
95%-ńı kvantil (v Kč) 3 169,9 1,6 5 927,3 2,9
99%-ńı kvantil (v Kč) 6 339,7 3,1 7 187,3 3,6

Tabulka 4.25: Portfolio vysoké kvality, vysoké koncentrace, 4 000 klient̊u,
objem expozice: 201 600 Kč

4.5.4 Portfolio reálných dat České spořitelny a.s.

Výsledk̊u, jež jsme obdrželi při aplikaci model̊u CreditRisk+ a
CreditMetrics na testovaćı portfolia, nyńı můžeme využ́ıt při prezentaci a
vyhodnoceńı dat źıskaných modelováńım portfolia reálného.
Pro reálné portfolio dat České spořitelny a.s. bylo opět provedeno 10 000
simulaćı metodou Monte Carlo. V tabulce 4.26 jsou zaznamenány oběma
modely spočtené hodnoty při korelaci uvnitř odvětv́ı o velikosti 50%. Pro
názornost a objasněńı dosažených hodnot výpočt̊u pak tabulka 4.28 srovnává
velikosti očekáváné a neočekávané ztráty v modelu CreditMetrics při r̊uzných
úrovńıch korelaćı uvnitř odvětv́ı.

CreditRisk+ CreditMetrics

Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v 104 Kč) 1 738,8 3,0 1 735,9 3,0
95%-ńı kvantil (v 104 Kč) 2 649,7 4,3 2 992,3 4,9
99%-ńı kvantil (v 104 Kč) 4 648,1 7,5 5 187,3 8,4

Tabulka 4.26: Portfolio České spořitelny a.s., 2 826 klient̊u, objem expozice:
61 653,23×104 Kč
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Rozd́ıly vypočtených hodnoty kvantil̊u normované velikost́ı expozice na-
pov́ıdaj́ı, při srovnáńı s výsledky u testovaćıch portfolíı, o vyšš́ı koncentraci
expozic v portfoliu nebo o nižš́ı kvalitě portfolia z hlediska ratingové skladby.
Obě tyto doměnky lze potvrdit jednak srovnáńım tabulky 4.10 skladby port-
folia České spořitelny a.s. se statistikami 4.5 až 4.8, kdy tento kmen je svým
charakterem velmi bĺızký portfoli̊um ńızké až velmi ńızké kvality. Doměnku
o vysoké koncentraci pak potvrzuje následuj́ıćı tabulka 4.27, z ńıž je patrno,
že 10% největš́ıch klient̊u znamená 74% celkové expozice. Při definici hypo-
tetických portfolíı pro testováńı koncentrace jsme měli obdobný ukazatel u
nejv́ıce koncentrovaného portfolia 62, 5%.
Jelikož hodnoty VaR99 indikuj́ı, že koncentrace rizika v portfoliu je nad
očekáváńı regulatorńıho požadavku, provedli jsme daľśı testováńı a zahrnuli
jsme hladinu spolehlivosti 99, 9% odpov́ıdaj́ıćı regulatorńımu požadavk.
Koncentrace rizika je ovlivňována dvěma faktory, prvńım jsou výše expozice
největš́ıch klient̊u a druhým korelace mezi nimi. Jelikož výše expozic nelze
ovlivnit, provedli jsme citlivostńı analýzu ohledně r̊uzných korelaćı mezi kli-
enty, jej́ıž výsledky ukazuje tabulka 4.28. Z výsledk̊u můžeme vyvodit, že
korelace přibližně 10 až 30 procent jsou v oblasti regulatorńıho očekáváńı.
Korelace nad úroveň 30% by již vyžadovaly kapitál vyš̌śı, než jaký stano-
vuje regulatorńı požadavek (Tedy, podle Opatřeńı ČNB č.2/2002 vyhláška
333/2002, 8% rizikově vážených aktiv.)
Z výsledk̊u citlivostńı analýzy lze tedy konstatovat, že při recesivńı fázi ekono-
mického cyklu by banka měla držet v́ıce kapitálu, než regulatorńı minimum.

Objem expozice v Kc % z celku
Celé portfolio 616 532 322,6 100
10% největš́ıch klient̊u 456 364 045,4 74,02

Tabulka 4.27: Koncentrace v portfoliu České spořitelny a.s.

Shrut́ım poznatk̊u źıskaných modelováńım reálného portfolia České spo-
řitelny a.s. dospějeme k těmto závěr̊um:

1. Reálné portfolio odpov́ıdá svou skladbou kmen̊um pr̊uměrné až nižš́ı
kvality.

2. Výsledky 95%-ńıho i 99%-ńıho kvantilu přesahuj́ı hodnoty všech hypo-
tetických portfolíı, což odpov́ıdá struktuře portfolia z hlediska koncen-
trace.
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korelace 10% korelace 30% korelace 50%

Nom. Rel.% Nom. Rel.% Nom. Rel.%

Očekávaná ztráta (v 104 Kč) 1 748,5 3,0 1 728,9 3,0 1 735,9 3,0
95%-ńı kvantil (v 104 Kč) 1 398,4 2,3 2 130,9 3,5 2 992,3 4,9
99%-ńı kvantil (v 104 Kč) 2 226,1 3,6 3 586,9 5,8 5 187,3 8,4
99,9%-ńı kvantil (v 104 Kč) 3 003,3 4,9 5 839,0 9,5 8 763,7 14,2

Tabulka 4.28: Hodnoty výstupńıch parametr̊u při r̊uzné koncentraci klient̊u
v portfoliu České spořitelny a.s.

3. Z regulatorńıho očekáváńı 8% z objemu celkové expozice kmene na
hladině významnosti 99, 9% vyplývá, že koncentrace v portfoliu je při
50%-ńı korelaci klient̊u nad očekáváńım regulatorńıho požadavku.

4. Nižš́ı hladiny korelace znamenáj́ı významné sńıžeńı hodnot obou kvan-
til̊u.
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Kapitola 5

Závěr

V předkládáné diplomové práci se pojednává o dvou ucelených metodo-
logíıch modelováńı kreditńıho rizika. Jak CreditRisk+ z d́ılny Credit Suisse
Financial Products, tak CreditMetrics tv̊urc̊u z J. P. Morgan, oba v práci po-
psané modely, zauj́ımaj́ı významné postaveńı při kvantifikováńı rizika, jehož
správné ř́ızeńı je základńım kamenem úspěšného chodu finančńıch institućı.
Práce je rozčleněna do tř́ı logických odd́ıl̊u. Prvńım z nich je úvodem do
teorie, na které oba modely buduj́ı své metodologie, a je zde také zmı́něn
regulatorńı požadavek a jeho souvislost s kvantifikaćı kreditńıho rizika popi-
sovanými interńımi modely.
Druhý odd́ıl již konkrétně pojednává o matematickém rámci obou model̊u,
zabývá se jak jejich rozd́ıly, tak i vzájemnou převoditelnost́ı a kalibraćı pa-
rametr̊u pro doćıleńı srovnatelnosti výsledk̊u.
Posledńı odd́ıl nacháźı své zaměřeńı v parametrizaci model̊u CreditRisk+

a CreditMetrics, popisu testovaćıch portfolíı i portfolia reálných dat České
spořitelny a.s., nastiňuje jak byly modely zpracovány po programové stránce
a předevš́ım pak prezentuje a komentuje výsledky, jichž bylo modelováńım
dosaženo.
Samotné testováńı obou př́ıstup̊u ke kvantifikaci kreditńıho rizika bylo usku-
tečněno na třech sadách fiktivńıch portfolíı a jednom kmenu dat reálných.
Výsledky pak potvrdily několik empirických očekáváńı. Prvńım z nich bylo,
že se stoupaj́ıćı diverzifikaćı dojde k poklesu hodnot VaR, které byly ve
většině př́ıpad̊u testovány na 95 a 99 procentńıch kvantilech. Dále pak, že
s poklesem kvality kmenu po stránce ratingové skladby dojde k navyšováńı
očekávané ztráty.
Ve výsledćıch jednotlivých model̊u se objevily rozd́ıly, avšak oba modely po-
tvrzovaly výše uvedené očekáváńı. Rozd́ıly mezi modely se připisuj́ı zejména
na vrub rozd́ılnosti reprezentace korelace v modelech, která se projevuje
předevš́ım v hodnotách vysokých kvantil̊u rozložeńı výše ztrát, a zjednodušeńı
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reprezentace expozic v modelu CreditRisk+.
Portfolio reálných historických dat České spořitelny a.s. ukazovalo, že jeho
kvalita se řad́ı mezi testovaćı hypotetická portfolia s pr̊uměrnou až nižš́ı kva-
litou. Pro testováńı koncentrace rizika bylo použita korelace mezi klienty 50%
což se ukázalo ve srovnáńı s regulatorńım požadavkem jako jako nadměrný
předpoklad. Provedená citlivostńı analýza následně ukázala, že korelace mezi
10 až 30% je v rámci regulatorńıho očekáváńı.
Diplomová práce ukázala citlivost obou zkoumaných model̊u při VaR95 a
VaR99 na koncentraci rizika plynoućım jak z významných expozic, tak z
korelaćı mezi klienty. Přirozeným pokračováńım této práce by mohlo být
modelováńı korelaćı dlužńık̊u a a zakomponováńı do ř́ızeńı úvěrového port-
folia.
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Praha 1994
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