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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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nosti a matematické statistiky
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Úvod

Dobrým marketingovým tahem dnešńıch obchodńık̊u je přidáváńı sběratelských
kartiček k jednotlivým výrobk̊um či k celému nákupu. Pod́ıvejme se však na tento
problém z pohledu matematika.

Je přirozené ptát se, kolik výrobk̊u muśıme zakoupit, abychom źıskali úplnou
sb́ırku kartiček. Inverzńı problém k této úloze je, kolik r̊uzných kartiček źıskáme,
když nakouṕıme daný počet výrobk̊u. Tento problém se dá formulovat v́ıce zp̊u-
soby a zabývali se j́ım již de Moivre, Laplace či Euler v 18. stolet́ı. Např́ıklad
Problem 18 v de Moivrově spisu De Mensura Sortis, viz [6], formuluje úlohu
dvou hráč̊u, kteř́ı háźı několikrát v́ıcestěnnou kostkou a maj́ı určený pevný počet
r̊uzných stěn, které muśı hráči padnout. Hledána je pravděpodobnost, že při
daném počtu hod̊u kostkou padne určitý počet r̊uzných stěn. Kromě úlohy dvou
hráč̊u o házeńı kostkami se na tuto úlohu můžeme koukat i jako na okupačńı pro-
blém. Ten spoč́ıvá ve vytahováńı č́ısel z osud́ı a umist’ováńı mı́čk̊u do přihrádek
s vytaženým č́ıslem: Vylosujeme č́ıslo z osud́ı, do přihrádky s t́ımto č́ıslem umı́s-
t́ıme mı́ček a č́ıslo vrát́ıme do osud́ı. Je-li v přihrádce alespoň jeden mı́ček, je

”
okupována“. Můžeme se ptát, kolik r̊uzných přihrádek je okupováno po určitém
počtu tažeńı č́ısel. Jinak se můžeme ptát na situaci, kolik mı́čk̊u potřebujeme,
abychom zaplnili všechny přihrádky. Na podobném principu funguje i tzv. na-
rozeninový problém, který řeš́ı, jestli se ve stanovené skupině lid́ı najde dvojice,
která slav́ı narozeniny týž den. V naš́ı formulaci úlohy nás zaj́ımá, kolik lid́ı
potřebujeme, abychom pro každý den v roce měli osobu, která v ten den bude
slavit narozeniny.

Úlohu ze začátku minulého odstavce formulujeme jako úlohu sb́ıráńı kar-
tiček s obrázky, tzv. Coupon’s collector problem, kdy budeme nakupovat výrobky,
ve kterých jsou umı́stěny kartičky. Jde o posloupnost nezávislých nákup̊u, při
kterých uvažujeme, že v každém nákupu máme pro každý typ kartičky stej-
nou pravděpodobnost jej́ıho obdržeńı, tzn. nesnižuje se nám pravděpodobnost,
že obdrž́ıme typ kartičky, který již máme. V anglicky psané literatuře je tato
úloha někdy známá také pod pojmem The dixie cup problem. To podle keĺımk̊u
jedné společnosti prodávaj́ıćı zmrzlinu, která umist’ovala obrázky známých hráč̊u
na v́ıčka svých obal̊u zmrzliny. Dnes se obrázky přibaluj́ı do žvýkaček, přidávaj́ı
se k nákupu u pokladny, děti si je leṕı do svého sběratelského alba a je okolo
toho hodně marketingu. Zákazńık by si měl spoč́ıtat, kolik výrobk̊u muśı koupit,
aby źıskal úplnou sadu obrázk̊u přibalených k výrobk̊um, a pak se rozhodnout,
zda-li se mu vyplat́ı se do sb́ıráńı kartiček či obrázk̊u v̊ubec pouštět. Výpočty,
které zákazńıkovi napomáhaj́ı k rozhodnut́ı, nalezne na následuj́ıćıch stranách,
ale zda-li se mu takové nákupy kartiček vyplat́ı, si již muśı zvážit sám.

Tato práce je inspirována kapitolou 5.3 v [2], ve které se autor zabývá př́ıpa-
dem, kdy přidávané kartičky jsou rovnoměrně rozdělené, tj. každá má stejnou
pravděpodobnost obdržeńı. Stejný př́ıpad je podrobněji rozeb́ırán v kapitole 1:
V podkapitole 1.1 je uveden výpočet, kolik výrobk̊u si bude muset zákazńık
ve středńı hodnotě koupit, pokud chce jednu sadu kartiček. Pokud si přeje na-
sb́ırat jen vybrané typy kartiček, pak je výpočet pro tento př́ıpad uveden v pod-
kapitole 1.2. Rozhodne-li se zákazńık nakoupit jen určitý počet výrobk̊u, pak
pravděpodobnost, že mezi nimi bude úplná sb́ırka kartiček, najde v podkapito-

2



le 1.3. K úloze źıskáváńı jedné úplné sb́ırky je v podkapitole 1.4 ukázáno limitńı
rozděleńı pro velký počet r̊uzných kartiček bĺıž́ıćı se nekonečnu. V podkapitole 1.5
je popsána situace, ve které je již nasb́ırána jedna úplná sb́ırka a ptáme se, kolik
typ̊u kartiček chyb́ı, abychom měli v́ıce kompletńıch sb́ırek. Pokud zákazńıkovi
nebude stačit jen jedna sada kartiček, ale bude si přát nasb́ırat hned několik sad
najednou, pak výpočet středńı hodnoty počtu zakoupených výrobk̊u takových,
že z nich lze sestavit několik sb́ırek, najde v podkapitole 1.6. Př́ıpad, kdy kartičky
nejsou rovnoměrně rozdělené, je rozeb́ırán v kapitole 2. Tam najdeme – podkapi-
tola 2.1 – objasněńı techniky vnořeńı do Poissonova procesu a spočtenou středńı
hodnotu a rozptyl počtu nákup̊u, které zákazńık potřebuje k źıskáńı několika
úplných sad kartiček. V podkapitole 2.2 je odvozen středńı počet chyběj́ıćıch typ̊u
kartiček v nerovnoměrném př́ıpadě a je zde určena výpočetně jednodušš́ı horńı a
dolńı mez.

V literatuře se daj́ı naj́ıt r̊uzná daľśı zobecněńı základńı úlohy sběratele, které
už nejsou v této práci zmı́něny. Např́ıklad př́ıpad, kdy výrobce přibaluje hned
několik kartiček do jednoho výrobku najednou, je zkoumán v [10] nebo v [16].

Některé vzorce a úlohy jsou doplněny o ilustračńı výpočty a obrázky. Všechny
byly provedeny pomoćı programu Mathematica, viz [17].
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1. Rovnoměrně náhodně
rozdělené kartičky

1.1 Chceme źıskat jednu úplnou sb́ırku kartiček

Mějme sadu r̊uzných typ̊u kartiček, které budeme umist’ovat do baleńı výrobk̊u.
Nejprve předpokládejme, že počet typ̊u kartiček v sadě je pevný a předem dán.
Celkový počet r̊uzných typ̊u kartiček označme n. Předpokládejme, že kartičky
do výrobk̊u přibalujeme rovnoměrně a náhodně. Zaj́ımá nás, jaká je středńı hod-
nota počtu výrobk̊u, které zákazńık muśı zakoupit, aby měl doma úplnou sadu
kartiček.

Předpokládejme, že již máme sb́ırku i r̊uzných typ̊u kartiček. Označme X

i

počet výrobk̊u, které muśıme dokoupit, abychom źıskali typ kartičky, který ještě
nemáme ve sb́ırce. Pak

S

n

= 1 +X1 +X2 + · · ·+X

n�1

znač́ı celkový počet zakoupených výrobk̊u potřebných k źıskáńı celé sb́ırky. Vši-
mněme si, že X

i

je počet pokus̊u, které potřebujeme k źıskáńı prvńıho úspěchu
v řadě nezávislých pokus̊u. Pravděpodobnost, že źıskáme výrobek, který ještě
nemáme, je

p

i

=
n� i

n

, i = 1, . . . , n� 1.

Tud́ıž pravděpodobnost, že X

i

nabude hodnoty k, je

P (X
i

= k) = p

i

(1� p

i

)k�1

pro k = 1, 2, . . . , a tedy X

i

má geometrické rozděleńı s parametrem p

i

. Pravdě-
podobnosti p

i

jsou navzájem r̊uzné, a tak X

i

nejsou stejně rozdělené veličiny.
Pro jednoduchost daľśıho zápisu položme X0 = 1.

Jelikož plat́ı

EX

i

=
1X

k=1

kP (X
i

= k) =
1X

k=1

kp

i

(1� p

i

)k�1 = p

i

1X

k=1

k(1� p

i

)k�1 =

= �p

i

" 1X

k=0

(1� p

i

)k
#0

= �p

i


1

(1� (1� p

i

))

�0
= �p

i


1

p

i

�0
=

�p

i

�p

2
i

=
1

p

i

=

=
1

n�i

n

=
n

n� i

,

dostaneme

ES

n

= E(1 +X1 +X2 + · · ·+X

n�1) = E1 + EX1 + EX2 + · · ·+ EX

n�1 =

= 1 +
n

n� 1
+

n

n� 2
+ · · ·+

n

2
+

n

1
=

= n

✓
1

n

+
1

n� 1
+

1

n� 2
+ · · ·+

1

2
+ 1

◆
.
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Nyńı můžeme zjistit, jak se chová středńı hodnota počtu zakoupených výrobk̊u
potřebných k źıskáńı celé sady kartiček při zvětšuj́ıćım se počtu typ̊u kartiček.
Podle vzorce na straně 84 v [2] v́ıme, že pro n ! 1 je

ES

n

= n

✓
lnn+ � +

1

2n
+

1

12n2
+ o(n�4)

◆
,

kde

� = lim
n!1

"
nX

i=1

1

i

� lnn

#
= 0,577 215 66 . . .

je Eulerova konstanta.
Pro výpočet rozptylu X

i

nejprve spočteme EX

2
i

. Použijeme k tomu derivaci
rovnosti

1X

k=1

k(1� p

i

)k =
1� p

i

(1� (1� p

i

))2
.

Ta po úpravě vyjde

�

1X

k=0

k

2(1� p

i

)k�1 = �

2� p

i

p

3
i

.

Pak plat́ı

EX

2
i

=
1X

k=1

k

2
p

i

(1� p

i

)k�1 = p

i

1X

k=1

k

2(1� p

i

)k�1 = p

i

2� p

i

p

3
i

=
2� p

i

p

2
i

=

=
2� n�i

n

(n�i

n

)2
=

n(n+ i)

(n� i)2
=

n

2 + ni

(n� i)2
,

z čehož máme

varX
i

= EX

2
i

� (EX

i

)2 =
n

2 + ni

(n� i)2
�

✓
n

n� i

◆2

=
ni

(n� i)2
.

Jelikož náhodné veličiny X

i

jsou nezávislé, můžeme rozptyl S
n

spoč́ıtat jako

varS
n

=
n�1X

i=0

varX
i

=
n�1X

i=0

ni

(n� i)2
= n

n�1X

i=0

i

(n� i)2
.

Protože rozptyl S
n

můžeme rozepsat následovně

varS
n

= n

n�1X

i=0

i

(n� i)2
= n

nX

i=1

n� i

i

2
= n

2
nX

i=1

1

i

2
� n

nX

i=1

1

i

=

= n

2

 
⇡

2

6
�

1X

i=n+1

1

i

2

!
� n [lnn+ � + o(1)] ,

a protože plat́ı

1

n+ 1
=

Z 1

n+1

1

x

2
dx 

1X

i=n+1

1

i

2


Z 1

n

1

x

2
dx =

1

n

,
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20 40 60 80 100
n

5000

10000

15000

Obrázek 1.1: Rozptyl S
n

pro n = 23 (tučně) v porovnáńı s členem n

2 ⇡2

6 (slabě)

je
1X

i=n+1

1

i

2
=

1

n

+ o

✓
1

n

◆
, n ! 1,

tedy

varS
n

= n

2


⇡

2

6
�

✓
1

n

+ o

✓
1

n

◆◆�
� n [lnn+ � + o(1)] =

= n

2⇡
2

6
� n lnn� n(1 + �) + o(n), n ! 1.

Prvńı člen tohoto rozvoje můžeme nazývat hrubou aproximaćı, viz [2], vzorec 5.13.
Porovnáńı r̊ustu rozptylu S

n

s touto aproximaćı najdeme v obrázku 1.1.

1.2 Źıskáváme vybrané typy kartiček v jedné

sadě

Budeme cht́ıt jen předem daných l typ̊u kartiček z celkového rozsahu n typ̊u kar-
tiček. Potřebný počet zakoupených výrobk̊u k źıskáńı l-tice typ̊u kartiček můžeme
zapsat jako

S

l,n

= X

0
0 +X

0
1 + · · ·+X

0
l�1,

kdeX
0
0 je počet výrobk̊u, které muśıme koupit, abychom dostali prvńı typ kartičky

z l-tice typ̊u, kterou si přejeme. PotomX

0
0 má geometrické rozděleńı s parametrem

l

n

. DáleX 0
1 je počet výrobk̊u, které muśıme zakoupit, abychom dostali typ kartičky

r̊uzný od typu kartičky, kterou jsme dostali v předchoźı várce nákup̊u, a zároveň
to muśı být typ kartičky ze žádané l-tice typ̊u kartiček. Pak X

0
1 má geometrické

rozděleńı s parametrem l�1
n

. Obecně X 0
i

je počet výrobk̊u, které muśıme zakoupit,
abychom poté, co již máme i typ̊u kartiček z dané l-tice typ̊u, dostali (i+1)-ńı typ
kartičky ze žádané l-tice typ̊u. Pak X

0
i

má geometrické rozděleńı s parametrem

p

0
i

=
l � i

n

, i = 0, . . . , l � 1.
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Středńı hodnota počtu výrobk̊u, které muśıme zakoupit, abychom dostali typ
kartičky, který ještě nemáme, ze žádané l-tice typ̊u kartiček, je

EX

0
i

=
1X

k=1

kP (X 0
i

= k) =
1X

k=0

kp

0
i

(1� p

0
i

)k�1 =
1

p

0
i

=
n

l � i

.

Středńı hodnota celkového počtu výrobk̊u, které muśıme koupit, abychom
źıskali žádanou l-tici typ̊u kartiček, je rovna

ES

l,n

= E(X 0
0 +X

0
1 + · · ·+X

0
l�1) =

l�1X

i=0

EX

0
i

=
l�1X

i=0

n

l � i

= n

✓
1 + · · ·+

1

l

◆
.

K výpočtu rozptylu S

l,n

použijeme následuj́ıćı rovnosti

EX

0
i

2 =
1X

k=1

k

2
p

0
i

(1� p

0
i

)k�1 =
2� p

0
i

p

0
i

2 =
2� l�i

n

( l�i

n

)2
=

n

2(2n� l + i)

n(l � i)2
= n

2n� l + i

(l � i)2
,

varX 0
i

= EX

0
i

2
� (EX

0
i

)2 = n

2n� l + i

(l � i)2
�

✓
n

l � i

◆2

= n

n� l + i

(l � i)2
,

pak rozptyl S
l,n

je roven:

varS
l,n

=
l�1X

i=0

varX 0
i

= n

l�1X

i=0

n� l + i

(l � i)2
.

1.3 Souvislost s okupačńım rozděleńım

Uvažujme, že jsme zakoupili r výrobk̊u. Zaved’me náhodnou veličinu M(r), r =
0, 1, . . . označuj́ıćı počet typ̊u kartiček, které jsme źıskali do sb́ırky po r nákupech.
Náhodná veličina M(r) má tzv. okupačńı rozděleńı. Název tohoto rozděleńı po-
cháźı z interpretace úlohy v řeči urnových model̊u, kdy M(r) je počet obsa-
zených (okupovaných) přihrádek při rovnoměrném náhodném umist’ováńı r kouĺı
do n přihrádek, v́ıce informaćı lze nalézt v [8]. Definujme náhodnou veličinu
N(r) = n � M(r) znač́ıćı počet typ̊u kartiček, které nám chyb́ı ve sb́ırce po r

nákupech.

Lemma 1.3.1. Posloupnost N(r), r = 0, 1, 2, . . . je Markov̊uv řetězec a pravdě-
podobnosti přechodu jsou

P

�
N(r) = m|N(r � 1) = m

�
= 1�

m

n

a
P

�
N(r) = m� 1|N(r � 1) = m

�
=

m

n

, m = 0, 1, . . . , n.

D̊ukaz. Nejprve si uvědomı́me, že markovská vlastnost je splněna, neboli dle [15],
pro každé j, i 2 {0, . . . , n} plat́ı:

P

�
N(r) = j|N(r � 1) = i, N(r � 2), . . . , N(0)

�
= P

�
N(r) = j|N(r � 1) = i

�
,

protože při znalosti celé historie počtu chyběj́ıćıch kartiček do času r � 1 nám
stač́ı pro určeńı podmı́něné pravděpodobnosti znát N(r � 1).
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Pro N(r) nastane právě jedna ze dvou možnost́ı N(r) = N(r � 1) nebo
N(r) = N(r � 1) � 1. Necht’ m 2 {0, 1, . . . , n} je pevné. Pravděpodobnost
P

�
N(r) = m|N(r � 1) = m

�
označuje pravděpodobnost situace, že při r-tém

nákupu nekouṕıme žádný z m typ̊u, které ve sb́ırce nemáme. Pravděpodobnost,
že při r-tém nákupu kouṕıme jeden typ z m typ̊u je m

n

, tj.

P

�
N(r) = m� 1|N(r � 1) = m

�
=

m

n

.

Pravděpodobnost jevu doplňkového je 1� m

n

, tedy

P

�
N(r) = m|N(r � 1) = m

�
= 1�

m

n

.

Věta 1.3.2. Definujeme-li posloupnost náhodných veličin

T (r) = N(r)

✓
n

n� 1

◆
r

, r = 0, 1, 2, . . . ,

pak je tato posloupnost martingal.

D̊ukaz. Protože N(r), r = 0, 1, 2, . . . je Markov̊uv řetězec, plat́ı pro libovolné
m 2 {0, 1, . . . , n} následuj́ıćı rovnosti:

E[N(r)|N(r � 1) = m,N(r � 2), . . . , N(1), N(0)] = E[N(r)|N(r � 1) = m] =

= mP

�
N(r) = m|N(r � 1) = m

�
+ (m� 1)P

�
N(r) = m� 1|N(r � 1) = m

�
=

= m

⇣
1�

m

n

⌘
+ (m� 1)

m

n

=
mn�m

2

n

+
m

2
�m

n

= m

n� 1

n

.

Protože N(r)  n pro každé r = 0, 1, . . . , je EN(r) < 1, a protože T (r) je
vytvořena z N(r) vynásobeńım kladným reálným č́ıslem, je E|T (r)| = ET (r) <
1. Dále plat́ı:

E


N(r)

✓
n

n� 1

◆
r

����N(r � 1) = m

�
=

✓
n

n� 1

◆
r

E

⇥
N(r)

��
N(r � 1) = m

⇤
=

=

✓
n

n� 1

◆
r

m

n� 1

n

= m

✓
n

n� 1

◆
r�1

,

což pro t = m

�
n

n�1

�
r�1

dává

E[T (r)
��
T (r � 1) = t, . . . , T (1), T (0)] =

= E

"
N(r)

✓
n

n� 1

◆
r

����N(r � 1)

✓
n

n� 1

◆
r�1

= t, . . . , N(0)

#
=

= E

"
N(r)

✓
n

n� 1

◆
r

����N(r � 1) = t

✓
n� 1

n

◆
r�1

, . . . , N(0)

#
=

= E

"
N(r)

✓
n

n� 1

◆
r

����N(r � 1) = t

✓
n� 1

n

◆
r�1
#
= t.
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Tedy pro libovolné r = 1, 2, . . . máme rovnost

E[T (r)
��
T (r � 1), . . . , T (1), T (0)] = T (r � 1).

Nyńı v́ıme, že posloupnost T (r), r = 0, 1, 2, . . . je martingal.

Důsledek 1.3.3. Plat́ı

EN(r) = n

✓
n� 1

n

◆
r

, r = 0, 1, 2, . . .

D̊ukaz. Pro r = 0 je

T (0) = N(0)

✓
n

n� 1

◆0

= N(0) = n.

Protože posloupnost T (r), r = 0, 1, 2, . . . je martingal, má konstantńı středńı
hodnotu, která je rovna

ET (r) = ET (0) = En = n.

Protože plat́ı

ET (r) =

✓
n

n� 1

◆
r

EN(r),

ekvivalentńı úpravou dostaneme

ET (r)

✓
n� 1

n

◆
r

= EN(r),

kde ET (r) = n, což dává

EN(r) = n

✓
n� 1

n

◆
r

.

Lemma 1.3.1, věta 1.3.2 a d̊usledek 1.3.3 jsou zformulovány v článku [10],
kde také najdeme odvozeńı daľśıch momentových charakteristik.

Ptejme se, jaká je pravděpodobnost, že zákazńık zakoupil celou sb́ırku kar-
tiček, kouṕı-li si r výrobk̊u najednou, zde r � n. Značme tuto pravděpodobnost
P

r,n

= P

�
M(r) = n

�
= P

�
N(r) = 0

�
. Můžeme ji využ́ıt k zjǐstěńı rozděleńı S

n

,
plat́ı totiž

P (S
n

= r) = P

r,n

� P

r�1,n.

Věta 1.3.4. Necht’ n 2 N a r 2 N, r � n. Pak

P (S
n

= r) =
nX

i=0

(�1)i+1

✓
n

i

◆✓
1�

i

n

◆
r�1

i

n

.

9



D̊ukaz. Označme A

i

situaci, že po nákupu r kartiček nám chyb́ı i-tý typ kar-
tičky. Protože při vyb́ıráńı kartiček jde o variace s opakováńım, kterých je n

r, je
pravděpodobnost této situace rovna

P (A
i

) =
(n� 1)r

n

r

a pravděpodobnost, že nám chyb́ı k typ̊u kartiček, k  n, je rovna

P (A1 \ · · · \ A

k

) =
(n� k)r

n

r

.

Pravděpodobnost, že při koupi r výrobk̊u najednou dostaneme kompletńı sadu
n kartiček, spočteme pomoćı doplňkové pravděpodobnosti s využit́ım principu
inkluze a exkluze, tj.

1� P

r,n

= P (
n[

i=1

A

i

) =
nX

k=1

(�1)k�1
X

I2({1,...,n}
k

)

P (
\

i2I

A

i

) =

=
nX

k=1

(�1)k�1

✓
n

k

◆
(n� k)r

n

r

=
nX

k=1

(�1)k�1

✓
n

k

◆✓
1�

k

n

◆
r

=

= 1�

"
nX

k=0

(�1)k
✓
n

k

◆✓
1�

k

n

◆
r

#
,

kde
�{1,...,n}

k

�
je množina všech k-prvkových podmnožin množiny {1, . . . , n}.

Tedy

P

r,n

=
nX

i=0

(�1)i
✓
n

i

◆✓
1�

i

n

◆
r

a pro S

n

plat́ı:

P (S
n

= r) = P

r,n

� P

r�1,n =

=
nX

i=0

(�1)i
✓
n

i

◆✓
1�

i

n

◆
r

�

nX

i=0

(�1)i
✓
n

i

◆✓
1�

i

n

◆
r�1

=

=
nX

i=0

(�1)i
✓
n

i

◆✓
1�

i

n

◆
r�1✓

1�
i

n

� 1

◆
=

=
nX

i=0

(�1)i+1

✓
n

i

◆✓
1�

i

n

◆
r�1

i

n

.

Hodnoty P

r,n

jsou pro n = 23 znázorněny v obrázku 1.2 a hodnoty P (S
n

= r)
jsou pro stejné n zobrazeny na obrázku 1.3 spolu se středńı hodnotou. Pro n = 23
je ES

n

.

= 85,89. Můžeme si všimnout, že rozděleńı S
n

má kladnou šikmost a
že nejpravděpodobněǰśı doba čekáńı je kratš́ı než očekávaná doba čekáńı, nebot’
modus S

n

pro n = 23 je roven 72.

10



ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
Ê
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊ
ÊÊÊÊ
ÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ

ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ
ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ

50 100 150 200 250 300
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Pr,n

Pr,n

Obrázek 1.2: Pravděpodobnost obdržeńı celé sb́ırky při koupi r kartiček pro n =
23
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Obrázek 1.3: Pravděpodobnost, že potřebujeme právě r výrobk̊u k źıskáńı celé
sady, s vyznačenou středńı hodnotou S

n

, ES

n

.

= 85,89, pro n = 23
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1.4 Limitńı chováńı počtu výrobk̊u potřebných

k źıskáńı jedné sady

V předchoźı podkapitole jsme odvodili rozděleńı náhodné veličiny S

n

. Pro velká
n je výpočet pravděpodobnost́ı P (S

n

= r) numericky náročněǰśı. Následuj́ıćı věta
dává limitńı aproximaci pro velká n.

Věta 1.4.1. Pro každé x 2 R plat́ı rovnost

lim
n!1

P

✓
S

n

� n lnn

n

< x

◆
= e� e�x

.

D̊ukaz. Důkaz provedeme podle [4].
Označme ⌘

n

, n 2 N, reálnou náhodnou veličinu

⌘

n

=
S

n

� ES

n

n

.

Nejprve vyjádřeme charakteristickou funkci X
j

, které má geometrické rozděle-
ńı s parametry p

j

= n�j

n

, j = 1, . . . , n� 1:

E

eitXj =
1X

k=1

eitk
p

j

(1� p

j

)k�1 =
p

j

1� p

j

1X

k=1

⇥
eit(1� p

j

)
⇤
k

, t 2 R.

Protože pro j = 1, . . . , n� 1 plat́ı

|

eit(1� p

j

)| = |

eit
j

n

|  |

eit
||

j

n

| =
j

n

< 1,

můžeme seč́ıst geometrickou řadu

1X

k=1

⇥
eit(1� p

j

)
⇤
k

=
eit (1� p

j

)

1� eit(1� p

j

)
,

pak pro E

eitXj máme

E

eitXj =
p

j

1� p

j

·

eit (1� p

j

)

1� eit(1� p

j

)
=

p

j

eit

1� eit(1� p

j

)
=

n�j

n

eit

1� eit(1� n�j

n

)
=

=
n�j

n

eit

1� j

n

eit
=

(n� j) eit

n� j

eit
.

Protože X

j

jsou nezávislé, plat́ı

E

eitSn = E

eit(1+X1+···+X

n�1) = E

⇥
eit eit(X1+···+X

n�1)
⇤
= eit

E

eit(X1+···+X

n�1) =

= eit
n�1Y

j=1

E

eitXj = eit
n�1Y

j=1

(n� j) eit

n� j

eit
= eitn

n�1Y

j=1

n� j

n� j

eit
.
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Pak charakteristická funkce ⌘
n

, označme ji '
n

(t), je rovna

'

n

(t) = E

eit⌘n = E

eit
S

n

�ES

n

n = E

h
ei

t

n

S

n e�i t
n

ES

n

i
= e�i t

n

ES

n

E

ei
t

n

S

n =

= e�i t
n

n(
P

n

k=1
1
k

) eit
n�1Y

j=1

n� j

n� j

ei
t

n

=

 
nY

k=1

e�
it
k

!
eit

n�1Y

j=1

n� j

n� j

ei
t

n

=

=
nY

k=1

e�
it
k

n�1Y

j=0

(n� j) ei
t

n

n� j

ei
t

n

=
nY

k=1

e�
it
k

nY

j=1

j

ei
t

n

n� (n� j) ei
t

n

=

=
nY

k=1

e�
it
k

nY

j=1

j

n

e�i t
n

�(n� j)
=

nY

k=1

e�
it
k

nY

j=1

j

j + n(e�i t
n

�1)
=

=
nY

k=1

e�
it
k

nY

j=1

1

1 + n

j

(e�i t
n

�1)
=

1
Q

n

k=1 e
it
k

⇣
1 + n

k

(e�i t
n

�1)
⌘
.

Půjdeme-li s n do nekonečna, dostaneme

lim
n!1

'

n

(t) = lim
n!1

1
Q

n

k=1 e
it
k

⇣
1 + n

k

(e�i t
n

�1)
⌘ =

= lim
n!1

1
Q

n

k=1 e
it
k

⇣
1 + n

k

⇣
e
�it
n �1
� it

n

�it
n

⌘⌘ =
1

Q1
k=1 e

it
k

�
1 + �it

k

� =

=
1

Q1
k=1 e

it
k

�
1� it

k

� . (1.1)

V následuj́ıćım značme lim
n!1 '

n

(t) symbolem �(t).
Nyńı potřebujeme větu 14.21 z [11], která ř́ıká následuj́ıćı.

Tvrzeńı 1.4.2. Označme P̂

X

charakteristickou funkci náhodné veličiny X a oz-

načme X

n

D
���!

n!1
X konvergenci v distribuci náhodných veličin X

n

k X. Necht’

X

n

jsou pro n 2 N reálné náhodné veličiny a necht’ P̂
X

n

(t) ���!
n!1

 (t) pro každé

t 2 R. Je-li  (t) spojitá v bodě 0, potom existuje reálná náhodná veličina X tak,

že X

n

D
���!

n!1
X a P̂

X

=  .

Použijeme tvrzeńı 1.4.2 pro X

n

= ⌘

n

, X = ⌘, P̂
X

n

(t) = '

n

(t),  (t) = �(t).
Funkce �(t) je spojitá v bodě 0:

lim
t!0

�(t) = lim
t!0

1
Q1

k=1 e
it
k

�
1� it

k

� =
1Q1

k=1 e
0
=

1Q1
k=1 1

= 1 = �(0),

a tedy existuje reálná náhodná veličina ⌘ taková, že ⌘
n

D
���!

n!1
⌘ a P̂

⌘

= �.

Použijeme-li ekvivalentńı definici funkce �:

�(z) =
e��z

z

1Y

k=1

⇣
1 +

z

k

⌘�1
e

z

k

pro z = �it, pak použit́ım vztahu

z�(z) = �(1 + z)
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dostaneme z (1.1) rovnost

�(t) = e��it(�it)
e�it

�it

1
Q1

k=1 e
it
k

�
1� it

k

� = e�it� �(1� it),

kde � je Eulerova konstanta.
Necht’ F1(x) je distribučńı funkce Gumbelova rozděleńı, tj. F1(x) = e� e�x

,
x 2 R, pak př́ıslušná charakteristická funkce má dle [5], strany 65, tvar

Z 1

�1
eixt dF1(x) = �(1� it), t 2 R.

Tedy �(t) je charakteristická funkce náhodné veličiny ⌘ = X � �, kde X má
Gumbelovo rozděleńı a � je Eulerova konstanta, jej́ıž hodnotu jsme připomněli
v podkapitole 1.1.

Následně využijeme větu 13.12 z [11]:

Tvrzeńı 1.4.3. Pro reálné náhodné veličiny X

n

, n 2 N a X s př́ıslušnými distri-

bučńımi funkcemi F
n

a F plat́ı: X
n

D
���!

n!1
X právě tehdy, když lim

n!1 F

n

(x) =

F (x) pro každý x 2 R bod spojitosti F .

Podle tvrzeńı 1.4.2 v́ıme, že ⌘
n

= S

n

�ES

n

n

D
���!

n!1
⌘. Protože P (⌘ < x) =

P (X � � < x) = P (X < x + �), je distribučńı funkce ⌘ rovna funkci e� e�(x+�)
.

Tato funkce je spojitá v každém bodě x 2 R, a tedy pro každé x 2 R máme podle
tvrzeńı 1.4.3:

lim
n!1

P

✓
S

n

� ES

n

n

< x

◆
= P (⌘ < x).

Rovnost platila pro každé x 2 R, tedy plat́ı i pro každé x� � 2 R, pak

lim
n!1

P

✓
S

n

� ES

n

n

< x� �

◆
= P (⌘ < x� �) = F1(x)

a také plat́ı následuj́ıćı vztahy

lim
n!1

P

✓
S

n

� n[lnn+ � + o(1)]

n

< x� �

◆
= F1(x),

lim
n!1

P

✓
S

n

� n lnn� n� � o(n)

n

+ � < x

◆
= F1(x),

lim
n!1

P

✓
S

n

� n lnn� n� � o(n) + n�

n

< x

◆
= F1(x),

lim
n!1

P

✓
S

n

� n lnn

n

< x

◆
= F1(x).

Tedy pro každé x 2 R máme rovnost

lim
n!1

P

✓
S

n

� n lnn

n

< x

◆
= e� e�x

.
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Necht’ f1(x) je hustota Gumbelova rozděleńı. Pro ilustraci limitńı věty srov-
nejme hodnoty P (S

n

= r) s funkćı g(r) = f1(
r�n lnn

n

). Výsledek je vykreslen
pro př́ıpad n = 23 na obrázku 1.4. Tučně je na něm znázorněn diskrétńı graf
pro P (S

n

= r) a slabou čárou je na něm znázorněna vhodně normovaná hustota
g(r) Gumbelova rozděleńı.
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0.010
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PHSn = rL

Obrázek 1.4: Porovnáńı rozděleńı S23 (tučně) a př́ıslušné limitńı aproximace hus-
totou Gumbelova rozděleńı (slabě)

1.5 Počet chyběj́ıćıch typ̊u kartiček v neúplných

sadách

Nyńı uvažujme okamžik, kdy jsme právě nasb́ırali jednu úplnou sadu kartiček, tzn.
od každého typu kartičky máme alespoň jednu kartičku. Budeme cht́ıt zjistit, kolik
kartiček máme ve sb́ırce od i-tého typu, i = 1, . . . , n. Nazývejme m-tou sadou,
m = 1, 2, . . . , množinu typ̊u kartiček, které jsme již obdrželi m-krát. Postupujme
podle článku [1].

Označme Um

n

počet typ̊u kartiček, které ještě nemáme v m-té sadě, kde uvažu-
jeme m � 2, nebot’ prvńı sadu již máme nasb́ıránu celou. Pro n pevné je U

m

n

neklesaj́ıćı posloupnost́ı v m.

Př́ıklad. Nakoupili jsme 11 výrobk̊u s kartičkami, z nichž čtyři kartičky byly typu
1, jedna kartička byla typu 2, čtyři kartičky byly typu 3 a dvě kartičky byly typu 4.
Kartičku typu 2 jsme źıskali jako posledńı. Předpokládejme, že v́ıce typ̊u kartiček
výrobce do výrobk̊u nepřibaluje a spočtěme U

m

n

.

Řešeńı. Máme čtyři r̊uzné typy kartiček, tzn. n = 4, a od každého typu alespoň
jednu kartičku. Takovouto situaci můžeme zaznamenat v obrázku 1.5.
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Obrázek 1.5: Ilustrace k př́ıkladu U

m

n

pro n = 4

Prázdné mı́sto nad sloupcem odpov́ıdaj́ıćım typu kartičky ř́ıká, že nám ten-
to typ kartičky chyb́ı k źıskáńı úplné m-té sady. Na jednotlivých hladinách od-
pov́ıdaj́ıćıch m = 2, 3, . . . snadno spočteme hodnoty U

m

4 :

U

2
4 = 1,

U

3
4 = 2,

U

4
4 = 2

a pro každé j � 5 je U

j

4 = 4.

4

Věta 1.5.1. Pro každé m � 2 plat́ı

EU

m

n

=
nX

i=1

✓
n

i

◆
(�1)i+1

i

m�1
.

D̊ukaz. Označ́ıme-li Am

i

jev, kdy máme ve sb́ırce alespoň m kartiček od i-tého
typu kartičky, pak U

m

n

můžeme ekvivalentně napsat jako

U

m

n

= n�

nX

i=1

1(Am

i

) =
nX

i=1

[1� 1(Am

i

)] , (1.2)

kde 1(Am

i

) je indikátor jevu A

m

i

, tj.

1(Am

i

) =

(
1, jestliže A

m

i

nastane,

0, jestliže A

m

i

nenastane.

Nalezeńı kartičky ve výrobku má pro i-tý typ kartičky pravděpodobnost 1
n

. Pak
pravděpodobnost, že nastane A

m

i

je stejná pro každé i 2 {1, . . . , n} a středńı
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hodnotu U

m

n

můžeme spoč́ıst následovně

EU

m

n

= E

 
n�

nX

i=1

1(Am

i

)

!
= n�

nX

i=1

E1(Am

i

) = n�

nX

i=1

P (Am

i

) =

= n� nP (Am

n

) = n [1� P (Am

n

)] .

Necht’ Bn

m,i

znač́ı jev, kdy ve sb́ırce už máme alespoň m kartiček od n-tého
typu kartičky a ještě jsme nekoupili výrobek s prvńı kartičkou i-tého typu. Pak

P (Am

n

) = P

 
n�1[

i=1

B

n

m,i

!

a pro m � 2 pomoćı principu inkluze a exkluze máme

P (Am

n

) =
n�1X

i=1

(�1)i+1
X

I2({1,...,n�1}
i

)

P

 
\

l2I

B

n

m,l

!
=

=
n�1X

i=1

(�1)i+1

✓
n� 1

i

◆✓
1

i+ 1

◆
m

,

protože vyb́ıráme jednu kartičku n-tého typu z (i + 1) typ̊u kartiček m-krát, je
pravděpodobnost pr̊uniku ( 1

i+1)
m.

Tedy

EU

m

n

= n [1� P (Am

n

)] = n

"
1�

n�1X

i=1

(�1)i+1

✓
n� 1

i

◆✓
1

i+ 1

◆
m

#
=

= n+
n�1X

i=1

(�1)i+2

✓
n

i

◆
(n� i)

✓
1

i+ 1

◆
m

=

=
n�1X

i=0

(�1)i+2

✓
n

i

◆
(n� i)

✓
1

i+ 1

◆
m

=

=
nX

k=1

(�1)k+1

✓
n

k

◆
k

✓
1

k

◆
m

=
nX

k=1

(�1)k+1

✓
n

k

◆
1

k

m�1
,

což jsme chtěli ukázat.

Poznámka. Plat́ı:
EU

m

n

���!

m!1
n.

D̊ukaz. Prvńı člen (i = 1) součtu ve větě 1.5.1 je roven n. Všichni ostatńı sč́ıtanci
jdou pro m ! 1 k 0. Z aritmetiky limit neklesaj́ıćı posloupnost EU

m

n

konverguje
k n pro m ! 1.

Pr̊uběh EU

m

n

pro př́ıpad n = 23 je vykreslen v obrázku 1.6.

17



5 10 15 20 25
m

5

10

15

20

EUnm

Obrázek 1.6: Hodnoty EU

m

n

v závislosti na m při pevném n = 23

1.6 Několik sad kartiček

Uvažujme nyńı situaci, ve které chceme nasb́ırat v́ıce sad kartiček, avšak nebu-
deme nutně cht́ıt úplné sady o n typech kartiček, budeme cht́ıt nasb́ırat jen sady
vybraných typ̊u kartiček. Chtějme tedy jen l, l  n, typ̊u kartiček a každý typ
z této l-tice chtějme nasb́ırat m-krát. Důležitým př́ıpadem této situace je situace,
kdy chceme nasb́ırat úplných m sad o n r̊uzných typech kartiček, tj. l = n.

Označme počet výrobk̊u, které muśı zákazńık koupit, aby měl doma úplných
m sad tvořených l typy kartiček, v závislosti na rozsahu jedné sady symbolem
S

m

l,n

. Ve speciálńım př́ıpadě l = n značme S

m

n,n

= S

m

n

. Chceme-li jen l, l  n typ̊u
kartiček ze sady o celkovém počtu n typ̊u, pak bez újmy na obecnosti můžeme
označit kartičky, které chceme, 1, 2, . . . , l a kartičky, které nejsou v námi vybrané
l-tici, l + 1, . . . , n. Pak pro jakýkoliv počet takovýchto sad plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.6.1. Pro každé m 2 N, n 2 N, l 2 N takové, že l  n, plat́ı

ES

m

l,n

= n

Z 1

0

⇥
1� (1� �

m

(t) e�t)l
⇤
dt,

kde

�

m

(t) =
m�1X

k=0

t

k

k!
, t 2 R.

Speciálně pro l = n plat́ı

ES

m

n

= n

Z 1

0

[1� (1� �

m

(t) e�t)n] dt.

D̊ukaz. Definujme B

i

jevy takové, že po koupi i kartiček stále nemáme celou
sb́ırku m l-tic, avšak při koupi (i+1)-ńı kartičky již celou takovou sb́ırku źıskáme.
Pak B

i

jsou po dvou disjunktńı a
S1

i=0 Bi

dává celý pravděpodobnostńı prostor.
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Označme p
i

pravděpodobnost, že po nákupu i kartiček stále nebudeme mı́t m
úplných l-tic kartiček. Označ́ıme-li N

i

počet možnost́ı, jak koupit i výrobk̊u, aniž
bychom mezi nimi źıskali kompletńıch m sad l-tic, pak

p

i

=
N

i

n

i

.

Středńı hodnotu ES

m

l,n

můžeme spoč́ıst následovně

ES

m

l,n

=
1X

i=0

(i+ 1)P (B
i

) =
1X

i=0

(i+ 1)(p
i

� p

i+1) =

= p0 � p1 + 2p1 � 2p2 + 3p2 � 3p3 + · · · =
1X

i=0

p

i

.

Budeme-li nakupované typy kartiček značit x1, . . . , xn

, pak k daľśım výpočt̊um
můžeme použ́ıt multinomickou větu ze strany 81 v [13], která ř́ıká, že pro každé
x1, . . . , xn

2 R a pro každé k 2 N plat́ı vztah

(x1 + x2 + · · ·+ x

n

)k =
X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0

✓
k

k1, . . . , kn

◆
x

k1
1 · · · x

k

n

n

, (1.3)

kde
�

k

k1,...,kn

�
je multinomický koeficient, který je roven

✓
k

k1, . . . , kn

◆
=

k!

k1! · · · kn!
.

Odebereme-li na pravé straně výrazu (1.3) všechny sč́ıtance, které maj́ı moc-
niny u všech činitel̊u sb́ırané l-tice kartiček větš́ı nebo rovny m, odstrańıme t́ım
všechny zp̊usoby, jak źıskat kompletńıch m sad sb́ırané l-tice typ̊u kartiček. Pak
tedy N

i

můžeme vyjádřit jako součet výrazu

X

k1+···+k

n

=i

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

✓
i

k1, . . . , kn

◆
x

k1
1 · · · x

k

n

n

při dosazeńı (1, . . . , 1) za (x1, . . . , xn

), tj.

N

i

=
X

k1+···+k

n

=i

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

✓
i

k1, . . . , kn

◆
=

X

k1+···+k

n

=i

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

i!

k1! · · · kn!
,

a středńı hodnotu ES

m

l,n

můžeme spoč́ıtat jako

ES

m

l,n

=
1X

i=0

p

i

=
1X

i=0

N

i

n

i

=
1X

i=0

1

n

i

X

k1+···+k

n

=i

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

i!

k1! · · · kn!
=

=
1X

i=0

1

n

i

X

k1+···+k

n

=i

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} k

j

<m

✓
i

k1, . . . , kn

◆
.
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Položme

F = ex1+···+x

n

� [ex1
��

m

(x1)] · · · [e
x

l

��

m

(x
l

)] exl+1+···+x

n

,

kde �
m

(t) je definováno ve zněńı věty. Pak F můžeme ekvivalentně vyjádřit jako

F = ex1
· · ·

exn

�

1X

k1=m

x

k1
1

k1!
· · ·

1X

k

l

=m

x

k

l

l

k

l

!
exl+1

· · ·

exn =

=
1X

k1=0

x

k1
1

k1!
· · ·

1X

k

n

=0

x

k

n

n

k

n

!
�

1X

k1=m

x

k1
1

k1!
· · ·

1X

k

l

=m

x

k

l

l

k

l

!

1X

k

l+1=0

x

k

l+1

l+1

k

l+1!
· · ·

1X

k

n

=0

x

k

n

n

k

n

!
=

=
1X

k1=0

· · ·

1X

k

n

=0

x

k1
1 · · · x

k

n

n

k1! · · · kn!
�

1X

k1=m

· · ·

1X

k

l

=m

1X

k

l+1=0

· · ·

1X

k

n

=0

x

k1
1 · · · x

k

n

n

k1! · · · kn!
=

=
X

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

x

k1
1 · · · x

k

n

n

k1! · · · kn!
=

1X

k=0

1

k!

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

k!

k1! · · · kn!
x

k1
1 · · · x

k

n

n

.

Vid́ıme, že pokud ve výrazu F dosad́ıme (1, . . . , 1) za (x1, . . . , xn

), pak se od ES

m

l,n

lǐśı jen jmenovatelem.
Analogicky jako jsme zjednodušili F , uprav́ıme výraz

n

Z 1

0

⇥
et(x1+···+x

n

)
�(etx1

��

m

(tx1)) · · · (e
tx

l

��

m

(tx
l

)) etxl+1
· · ·

etxn

⇤
e�nt dt =

= n

Z 1

0

"
etx1

· · ·

etxn

�

 1X

k=m

(tx1)k

k!
· · ·

1X

k=m

(tx
l

)k

k!

!
etxl+1

· · ·

etxn

#
e�nt dt =

= n

Z 1

0

2

66664

1X

k=0

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} k

j

<m

(tx1)k1 · · · (txn

)kn

k1! · · · kn!

3

77775
e�nt dt =

=
1X

k=0

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

x

k1
1 · · · x

k

n

n

k1! · · · kn!
k!n

Z 1

0

t

k

k!
e�nt dt.

Protože plat́ı vztah

n

Z 1

0

t

i

i!
e�nt dt =

1

n

i

, i = 0, 1, 2, . . . ,

můžeme jej ještě upravit
1X

k=0

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} k

j

<m

x

k1
1 · · · x

k

n

n

k1! · · · kn!
k!n

Z 1

0

t

k

k!
e�nt dt =

=
1X

k=0

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

x

k1
1 · · · x

k

n

n

k1! · · · kn!
k!

1

n

k

.
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Dosazeńım (1, . . . , 1) za (x1, . . . , xn

) dostaneme

1X

k=0

1

n

k

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} kj<m

k!

k1! · · · kn!
=

1X

k=0

1

n

k

X

k1+···+k

n

=k

k1,...,kn�0
min

j2{1,...,l} k

j

<m

✓
k

k1, . . . kn

◆
,

což je ES

m

l,n

. Neboli

ES

m

l,n

= n

Z 1

0

⇥
e(1+···+1)t

�(et ��
m

(t))l e(n�l)t
⇤
e�nt dt =

= n

Z 1

0

h
ent

�

elt
�
1� e�t

�

m

(t)
�
l

e(n�l)t
i
e�nt dt

= n

Z 1

0

h
1�

�
1� e�t

�

m

(t)
�
l

i
dt.

Speciálně pro l = n máme

ES

m

n

= n

Z 1

0

⇥
e(1+···+1)t

�(et ��
m

(t))n
⇤
e�nt dt =

= n

Z 1

0

⇥
ent

�

ent(1� �

m

(t) e�t)n
⇤
e�nt dt =

= n

Z 1

0

⇥
1� (1� �

m

(t) e�t)n
⇤
dt.

Důkaz jsme provedli podle článku [14], kde je dokázán pro speciálńı př́ıpad
l = n.

Pro př́ıpad m = 1 je S1
n

= S

n

a věta 1.6.1 dává stejný výsledek jako v podka-
pitole 1.1:

ES

1
n

= n

Z 1

0

⇥
1� (1� �1(t) e

�t)n
⇤
dt = n

Z 1

0

⇥
1� (1� e�t)n

⇤
dt =

= n

Z 1

0

(1� 1 + e�t)
n�1X

k=0

(1� e�t)k dt = n

n�1X

k=0

Z 1

0

e�t(1� e�t)k dt =

= n

n�1X

k=0

Z 1

0

u

k du = n

n�1X

k=0

1

k + 1
= n

✓
1 +

1

2
+ · · ·+

1

n

◆
= ES

n

.

Dı́vejme se na ES

m

n

pro pevné m jako na funkci nejprve v proměnné n, pak
pro pevné n bude ES

m

n

funkćı proměnné m. Hodnoty této funkce pro malá m

a malá n můžeme numericky spoč́ıst. Výsledky zaznamenáme do tabulky 1.1.
Věta 1.6.1 dává vyjádřeńı středńı hodnoty ES

m

n

pro pevná m 2 N a n 2 N.
Asymptotické chováńı je studováno v [14], kde je dokázáno, že pro m pevné
a n ! 1 plat́ı

ES

m

n

= n [lnn+ (m� 1) ln lnn+ C

m

+ o(1)] .

Přitom C

m

má podle [4] tvar

C

m

= � � ln(m� 1)!.
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Numerické hodnoty ES

m

n

m\n 5 10 15 20 25

1 11,417 29,290 49,773 71,955 95,399
2 19,041 46,230 76,480 108,697 142,368
3 25,987 61,366 100,149 141,104 183,658
4 32,603 75,633 122,354 171,420 222,209
5 39,015 89,362 143,653 200,442 259,062

Tabulka 1.1: Numericky vyjádřené ES

m

n

pro malé m a malé n

V [4] je kromě limitńıho chováńı středńı hodnoty nav́ıc zkoumáno limitńı chováńı
celého rozděleńı.

Pro každé x 2 R plat́ı

lim
n!1

P

✓
S

m

n

n

< lnn+ (m� 1) ln lnn+ x

◆
= exp

✓
�

e�x

(m� 1)!

◆
.

Jedná se o zobecněńı věty 1.4.1. Polož́ıme-li m = 1, je S

1
n

= S

n

, pak pro každé
x 2 R plat́ı

lim
n!1

P

✓
S

n

n

< lnn+ x

◆
= e�e�x

,

tedy stejně jako v podkapitole 1.4.
Jiná metoda k řešeńı úloh souvisej́ıćıch s problémem sběratele je založena

na vnořeńı do Poissonova procesu a v článku [7] ji Lars Holst využ́ıvá k d̊ukazu
vztah̊u z této podkapitoly. Vnořeńı do Poissonova procesu bude objasněno v pod-
kapitole 2.1.
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2. Nerovnoměrně náhodně
rozdělené kartičky

2.1 Poissonizace

Nyńı budeme náhodně nakupovat výrobky s kartičkami r̊uzných typ̊u a v náku-
pech nepolev́ıme, ani když nasb́ıráme úplnou sadu n kartiček. Nákupy kartiček
uvažujeme v nepravidelných časových okamžićıch a tyto okamžiky budeme po-
važovat za okamžiky Poissonova procesu, a tak nákupy kartiček vnoř́ıme do Pois-
sonova procesu dle [7]. Výhodou této metody je, že nemuśıme předpokládat pouze
rovnoměrné rozděleńı, ale i-tou kartičku uvažujeme s pravděpodobnost́ı p

i

, p

i

> 0,
kde

P
n

i=1 pi = 1.
Mějme Poisson̊uv proces P s intenzitou 1. Dle strany 101 v [15] v́ıme, že ve-

ličiny Z1, Z2, . . . označuj́ıćı doby mezi nákupy kartiček jsou nezávislé náhodné
veličiny, které maj́ı exponenciálńı rozděleńı se stejným parametrem jako je inten-
zita Poissonova procesu, tedy s parametrem 1.

Uvažujme Poisson̊uv proces nákup̊u i-tých typ̊u kartiček, označme jej P

i

pro i = 1, . . . , n. Pak jeho intenzita je p

i

. Námi sledovaný proces P nákupu kar-
tiček je pak složeńım n nezávislých Poissonových proces̊u nákup̊u jednotlivých
typ̊u kartiček.

Ptáme se, kolik kartiček muśıme nakoupit, abychom źıskali m sb́ırek všech
typ̊u kartiček, kde m 2 N je pevně dáno. Pro každé i = 1, . . . , n, zavedeme
náhodnou veličinu T

i

označuj́ıćı čas, ve kterém nastane událost nákupu m-té
kartičky i-tého typu do sb́ırky. Pak T

i

má Erlangovo rozděleńı s parametry m

a p

i

, které má dle strany 55 v [5] hustotu

f

T

i

(t) =
p

m

i

t

m�1

(m� 1)!
e�p

i

t

, t � 0,

distribučńı funkci rovnou

F

T

i

(t) = 1� e�p

i

t

m�1X

j=0

(p
i

t)j

j!
, t � 0

a prvńı dva momenty rovny

ET

i

=
m

p

i

,

ET

2
i

=
m(m+ 1)

p

2
i

.

Připomeňme, že S

m

n

označuje počet nákup̊u potřebných k źıskáńı m celých
sb́ırek kartiček. Označ́ıme-li

T

n:n = max(T1, . . . , Tn

),

pak T

n:n je doba, kdy jsme obdrželi m sb́ırek, a můžeme ji vyjádřit jako součet
S

m

n

dob mezi nákupy

T

n:n =
S

m

nX

j=1

Z

j

.
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Pro nezáporné náhodné veličiny plat́ı:

T

n:n = max(T1, . . . , Tn

)  T1 + · · ·+ T

n

, (2.1)

z čehož pro středńı hodnotu plyne

ET

n:n  E(T1 + · · ·+ T

n

) = ET1 + · · ·+ ET

n

=
m

p1
+ · · ·+

m

p

n

=
nX

i=1

m

p

i

.

Odhadli jsme ji konečným součtem konečných sč́ıtanc̊u, a proto je ET

n:n konečná.
Pro druhý moment T

n:n z odhadu (2.1) a z nezávislosti T1, . . . , Tn

máme:

ET

2
n:n  E(T1 + · · ·+ T

n

)2 =
nX

i=1

ET

2
i

+
X

i 6=j

ET

i

T

j

=
nX

i=1

ET

2
i

+
X

i 6=j

ET

i

ET

j

=

=
nX

i=1

m(m+ 1)

p

2
i

+
X

i 6=j

m

2

p

i

p

j

.

Ten jsme odhadli konečným součtem konečných sč́ıtanc̊u, tedy i druhý moment
T

n:n je konečný.
Protože Sm

n

a Z1, Z2, . . . jsou nezávislé, můžeme středńı hodnotu T

n:n spoč́ıst
pomoćı podmı́něné středńı hodnoty a tvrzeńı 7.21 v [11] následovně:

ET

n:n = E [E [T
n:n|S

m

n

]] = E

"
E

"
S

m

nX

j=1

Z

j

|S

m

n

##
= E [Sm

n

· EZ1] = ES

m

n

, (2.2)

nebot’ EZ1 = 1.
Ověřili jsme, že ET

2
n:n je konečný, tud́ıž dle věty 3.26 v [3] plat́ı:

varT
n:n = var[E(T

n:n|S
m

n

)] + E[var(T
n:n|S

m

n

)].

Podle tvrzeńı 7.21 v [11] v́ıme, že plat́ı vztahy

E[T
n:n|S

m

n

] = S

m

n

EZ1,

var[T
n:n|S

m

n

] = S

m

n

varZ1.

Tedy máme

varT
n:n = var[Sm

n

EZ1] + E[Sm

n

varZ1] = (EZ1)
2 varSm

n

+ varZ1ES

m

n

.

Protože Z1 má exponenciálńı rozděleńı s parametrem 1, v́ıme, že plat́ı EZ1 = 1
a varZ1 = 1, což dává rovnost

varT
n:n = varSm

n

+ ES

m

n

,

a protože ES

m

n

= ET

n:n, viz vztah (2.2), dostáváme

varT
n:n = varSm

n

+ ET

n:n. (2.3)

Z těchto vztah̊u můžeme formulovat zobecněńı věty 1.6.1, ve které byly prav-
děpodobnosti rovnoměrné, tj. platilo p1 = · · · = p

n

= 1
n

.
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Věta 2.1.1. Prvńı dva momenty S

m

n

jsou konečné a plat́ı:

ES

m

n

=

Z 1

0

"
1�

nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!#
dt

a

varSm

n

= 2

Z 1

0

t

"
1�

nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!#
dt� ES

m

n

(ES

m

n

+ 1).

D̊ukaz. Konečnost moment̊u S

m

n

plyne z konečnosti moment̊u T

n:n a předchoźıch
vztah̊u (2.2) a (2.3).

Jelikož T1, . . . , Tn

jsou nezávislé s Erlangovým rozděleńım ([5], strana 55), pro
distribučńı funkci T

n:n plat́ı:

F

T

n:n(t) = P (T
n:n  t) = P ( max

j2{1,...,n}
T

j

 t) = P (T1  t, . . . , T

n

 t) =

= P (T1  t) · · ·P (T
n

 t) =

=

 
1� e�p1t

m�1X

j=0

(p1t)j

j!

!
· · ·

 
1� e�p

n

t

m�1X

j=0

(p
n

t)j

j!

!
=

=
nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!
.

Pak protože T
n:n je reálná nezáporná náhodná veličina, můžeme dle lemmatu

5.7 v [11] poč́ıtat

ET

n:n =

Z 1

0

[1� F

T

n:n(t)] dt =

Z 1

0

"
1�

nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!#
dt.

Celkem máme:

ES

m

n

= ET

n:n =

Z 1

0

"
1�

nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!#
dt.

Podobně nyńı vyjádř́ıme rozptyl. Dle lemmatu 3.4 v [9] plat́ı:

ET

2
n:n = 2

Z 1

0

t[1� F

T

n:n(t)] dt,

pak pro rozptyl Sm

n

ze vztahu (2.3) máme:

varSm

n

= varT
n:n � ET

n:n = ET

2
n:n � (ET

n:n)
2
� ET

n:n =

= 2

Z 1

0

t

"
1�

nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!#
dt� (ES

m

n

)2 � ES

m

n

=

= 2

Z 1

0

t

"
1�

nY

k=1

 
1� e�p

k

t

m�1X

j=0

(p
k

t)j

j!

!#
dt� ES

m

n

(ES

m

n

+ 1).
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2.2 Dolńı a horńı aproximace středńıho počtu

chyběj́ıćıch kartiček

Připomeňme značeńı z podkapitoly 1.5, že ve sb́ırce, která již obsahuje alespoň
jednu kartičku každého druhu, je A

m

i

jev, kdy jsme nasb́ırali alespoň m kartiček
od i-tého typu kartičky. Necht’m je pevné a necht’ T

i

je doba nákupum-té kartičky
i-tého typu. Doplněk jevu A

m

i

znamená, že ve chv́ıli, kdy jsme právě nasb́ırali
celou jednu sadu, máme méně než m kartiček i-tého typu. Neboli v čase T

i

= t

už muśıme mı́t alespoň jednu kartičku od každého typu r̊uzného od i, což má
pravděpodobnost Y

k 6=i

�
1� e�p

k

t

�
.

Proto pro m � 2 je

1� P (Am

i

) =

Z 1

0

f

T

i

(t)
Y

k 6=i

(1� e�p

k

t) dt =

=

Z 1

0

p

i

e�p

i

t

(p
i

t)m�1

(m� 1)!

Y

k 6=i

(1� e�p

k

t) dt. (2.4)

Poznamenejme, že Um

n

bylo definováno v podkapitole 1.5. Pro vyjádřeńı střed-
ńı hodnoty U

m

n

použijeme vztah (1.2):

EU

m

n

= E

 
n�

nX

i=1

1(Am

i

)

!
= n�

nX

i=1

E1(Am

i

) = n�

nX

i=1

P (Am

i

) =

=
nX

i=1

[1� P (Am

n

)] =
nX

i=1

"Z 1

0

p

i

e�p

i

t

(p
i

t)m�1

(m� 1)!

Y

k 6=i

(1� e�p

k

t) dt

#
.

V této podkapitole budeme cht́ıt naj́ıt vhodnou horńı a dolńı mez pro EU

m

n

.
Postupujme podle článku [1]. Nejprve definujme Schurovu konkávńı funkci, nebot’
jej́ı vlastnosti se nám hod́ı pro nalezeńı horńı meze pro EU

m

n

.

Definice. Necht’ x, y 2 Rn. Uspořádáme-li složky vektor̊u x a y sestupně, tj.
x[1] � · · · � x[n] pro vektor x a y[1] � · · · � y[n] pro vektor y, pak řekneme, že x

a y jsou v relaci x � y, jestlǐze splňuj́ı vztahy:

kX

j=1

x[j] 

kX

j=1

y[j] pro k = 1, . . . , n� 1,

nX

j=1

x[j] =
nX

j=1

y[j].

Reálnou funkci � definovanou na množině A ⇢ Rn nazveme Schurovou kon-
kávńı funkćı na množině A, jestlǐze plat́ı implikace

x � y na A ) �(x) � �(y). (2.5)
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Nyńı připomeňme vlastnost symetrie: Aby � byla symetrická, muśı jej́ı defi-
ničńı obor být symetrický a pro každou permutaci ⇧ : {1, . . . , n} ! {1, . . . , n}
muśı platit rovnost

�(x1, . . . , xn

) = �(x⇧(1), . . . , x⇧(n)).

Poznámka. Necht’ I ⇢ R. Jestlǐze � je Schurova konkávńı funkce na I

n, pak je
symetrickou funkćı na I

n.

D̊ukaz. Permutováńı na množině I

n, kde I ⇢ R, neměńı relaci �, nebot’ x � ⇧x
a zároveň ⇧x � x pro každou permutačńı matici ⇧. Uspořádáńı x � ⇧x implikuje
�(x) � �(⇧x) a uspořádáńı ⇧x � x implikuje �(⇧x) � �(x) . Celkem tedy máme,
že �(x) = �(⇧x) pro všechny permutačńı matice ⇧.

Budeme potřebovat některé vlastnosti Schurovy konkávńı funkce, konkrétně
větu 3.A.4 z [12].

Tvrzeńı 2.2.1. Necht’ I ⇢ R je otevřený interval a necht’ � : In ! R je spojitě
diferencovatelná funkce. Pak � je Schurova konkávńı funkce na n-rozměrném in-
tervalu I

n právě tehdy, když � je symetrická funkce na I

n a zároveň �(i)(x) =
@�(x)
@x

i

je neklesaj́ıćı v i = 1, . . . , n pro všechna x 2 I

n splňuj́ıćı x1 � · · · � x

n

.

Ekvivalentně: � je Schurova konkávńı funkce na I

n právě tehdy, když � je
symetrická funkce na I

n a zároveň pro všechna x 2 I

n plat́ı:

(x1 � x2)
⇥
�(1)(x)� �(2)(x)

⇤
 0. (2.6)

Lemma 2.2.2. Funkce �(y) =
Q

r

j=1(1 �

e� eyj ) je Schurova konkávńı funkce
proměnné y = (y1, . . . , yr).

D̊ukaz. Funkce �(y) je definována pro každé y 2 Rr a prohozeńı pořad́ı činitel̊u
v součinu součin neovlivńı, tedy funkce � je symetrickou funkćı.

Nyńı si připrav́ıme vztahy pro následné ověřeńı Schurovy podmı́nky (2.6).
Zderivujeme-li funkci 1� e� eu podle u, dostaneme

@

@u

(1� e� eu) = �

e� eu(� eu) = eu e� eu
, u 2 R.

Tedy pro �(y1, . . . , yr) =
Q

r

j=1(1� e� eyj ) máme

@�

@y

i

(y) =
@

@y

i

rY

j=1

(1� e� eyj ) = eyi e� eyi
rY

k=1
k 6=i

(1� e� eyk ).

Zderivujme funkci f(u) = eu e� eu

1�e� eu podle u, dostaneme

@

@u

f(u) =
@

@u

eu e� eu

1� e� eu
= eu

e� eu(1� e� eu)� eu e� eu(1� e� eu)� eu e�2 eu

(1� e� eu)2
=

= eu e� eu 1� e� eu
�

eu

(1� e� eu)2
.
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Činitelé e� eu , eu a 1
(1�e� eu )2

jsou zřejmě kladńı a protože pro každé reálné x > 0

plat́ı nerovnost 1 �

e�x

< x, pro x = eu plat́ı 1 �

e� eu
<

eu, a tedy funkce

1� e� eu
�

eu je záporná. Znaménko derivace f je záporné, tud́ıž funkce eu e� eu

1�e� eu je
klesaj́ıćı. Tedy pro y1 < y2 plat́ı

ey1 e� ey1

1� e� ey1
>

ey2 e� ey2

1� e� ey2
.

Po úpravě dostaneme

ey1 e� ey1 (1� e� ey2 ) > ey2 e� ey2 (1� e� ey1 )

a převedeńım na levou stranu źıskáme

ey1 e� ey1 (1� e� ey2 )� ey2 e� ey2 (1� e� ey1 ) > 0. (2.7)

Nyńı ověř́ıme Schurovu podmı́nku

(y1 � y2)
⇥
�(1)(y)� �(2)(y)

⇤
 0

pro všechna y 2 Rr. Zvolme y 2 Rr pevné, pak

(y1 � y2)
⇥
�(1)(y)� �(2)(y)

⇤
=

= (y1 � y2)

2

64ey1 e� ey1
rY

k=2

(1� e� eyk )� ey2 e� ey2
rY

k=1
k 6=2

(1� e� eyk )

3

75 =

= (y1 � y2)

"
ey1 e� ey1 (1� e� ey2 )

rY

k=3

(1� e� eyk )�

�

ey2 e� ey2 (1� e� ey1 )
rY

k=3

(1� e� eyk )

#
=

= (y1 � y2)
⇥
ey1 e� ey1 (1� e� ey2 )� ey2 e� ey2 (1� e� ey1 )

⇤ rY

k=3

(1� e� eyk ), (2.8)

nebot’

�(1)(y) =
@�

@y1
(y) = ey1 e� ey1

rY

k=2

(1� e� eyk )

a

�(2)(y) =
@�

@y2
(y) = ey2 e� ey2

rY

k=1
k 6=2

(1� e� eyk ).

Pro každé reálné x plat́ı 0 > �

ex, tedy i vztah e0
>

e� ex
, což převedeńım

na jednu stranu dává 1�e� ex
> 0. Součin kladných funkćı je kladná funkce, tud́ıžQ

r

k=3(1� e� eyk ) je kladná funkce. Pro y1 < y2 je rozd́ıl y1 � y2 < 0 a pro funkci
ey1 e� ey1 (1� e� ey2 )� ey2 e� ey2 (1� e� ey1 ) máme z (2.7), že je kladná pro y1 < y2.
Jelikož (2.8) zachovává znaménko při prohozeńı proměnných y1 a y2, dostáváme
pro každé y1, y2 2 R, y1 6= y2:

(y1 � y2)
⇥
�(1)(y)� �(2)(y)

⇤
< 0.

Tedy Schurova podmı́nka je splněna.
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Uvažujme situaci, kdy pravděpodobnosti nákupu jednotlivých typ̊u kartiček
jsou skoro rovnoměrně rozdělené, tj. (p1, . . . , pn) jsou bĺızko ( 1

n

, . . . ,

1
n

). Nyńı se bu-
deme snažit aproximovat EU

m

n

, nebot’ výpočet k tomu potřebného integrálu (2.4)
je poněkud složitý.

Věta 2.2.3. Označme

v(a1, . . . , an) =
n�1X

r=0

✓
n� 1

r

◆
(�1)r

nX

i=1

✓
p

i

p

i

+ ra

i

◆
m

,

pak pro každé n 2 N a každé m � 2 plat́ı:

v(q1, . . . , qn)  EU

m

n

 v(g1, . . . , gn),

kde q

i

= min
k 6=i

p

k

a g

i

=
⇣Q

k 6=i

p

k

⌘ 1
n�1

, i = 1, . . . , n.

D̊ukaz. Je-li q
i

= min
k 6=i

p

k

, pak q

i

 p

i

pro každé i = 1, . . . , n, a tedy součinQ
k 6=i

(1 �

e�p

k

t) můžeme odhadnout zdola výrazem (1 �

e�q

i

t)n�1, nebot’ počet
činitel̊u v součinu je n � 1. Pro vektory x = (ln g

i

t, . . . , ln g
i

t) 2 Rn�1 a y =
(ln p1t, . . . , ln pi�1t, ln pi+1t, . . . , ln pnt) 2 Rn�1 plat́ı

n�1X

j=1

x[j] =
n�1X

j=1

ln g
j

t = (n� 1) ln g
j

t = (n� 1) ln

2

4
 
Y

k 6=i

p

k

! 1
n�1

t

3

5 =

= (n� 1) ln

 
Y

k 6=i

p

k

! 1
n�1

+ (n� 1) ln t = ln

 
Y

k 6=i

p

k

!
+ ln tn�1 =

=
X

k 6=i

ln p
k

+ ln tn�1 =
X

k 6=i

ln p
k

t =
n�1X

j=1

y[j],

a tedy splňuj́ı druhou podmı́nku definice pro relaci x � y, Nerovnost součtu
složek ukážeme pro r < n následovně: Jelikož plat́ı rovnost

ln g
i

= ln

 
Y

k 6=i

p

k

! 1
n�1

=
1

n� 1

X

k 6=i

ln p
k

,

pak pro p1 � · · · � p

n�1 je

ln p1 �
1

n� 1

X

k 6=i

ln p
k

,

ln p1 + ln p2 �
2

n� 1

X

k 6=i

ln p
k

,

obecně pro r < n dostáváme nerovnost

ln p1 + · · ·+ ln p
r

�

r

n� 1

X

k 6=i

ln p
k

,
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která dává
rX

j=1

y[j] �

rX

j=1

x[j].

Dohromady máme x � y. Funkce �(y) =
Q

r

j=1(1� e� eyj ) je pro y = (ln p1t, . . . ,
ln p

i�1t, ln pi+1t, . . . , ln pnt) rovna

�(y) =
Y

k 6=i

(1� e� eln p

k

t

) =
Y

k 6=i

(1� e�p

k

t)

a pro x = (ln g
i

t, . . . , ln g
i
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n�1Y
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(1� e� eln g

i

t

) =
n�1Y

k=1

(1� e�g

i

t) = (1� e�g

i

t)n�1
.

Použit́ım lemmatu 2.2.2 a vztahu 2.5 pro x � y máme:

�(y) =
Y

k 6=i

(1� e�p

k

t)  (1� e�g

i

t)n�1 = �(x).

Celkem jsme dostali nerovnosti:
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k

t)  (1� e�g

i

t)n�1
.
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Označ́ıme-li � = p

i
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, pak integrál

Z 1
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(p
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i

) e�(p
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+rg

i

)t [(pi + rg

i

)t]m�1

(m� 1)!
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Z 1

0

�

e��t

(�t)m�1
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je roven jedné, jelikož integrand je hustota Erlangova rozděleńı s parametrym a �.
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Dohromady jsme pro 1� P (Am

i

) dostali následuj́ıćı horńı mez
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e�t
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Celkem jsme dostali nerovnosti
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což můžeme ještě upravit na následuj́ıćı meze

v(q1, . . . , qn)  EU

m

n

 v(g1, . . . , gn).

V obrázku 2.1 znázorńıme konkrétńı hodnoty EU

m

n

pro n = 5 a pravděpodob-
nosti (p1, . . . , pn) rovny 0,2; 0,15; 0,15; 0,25; 0,25 a vykresĺıme i horńı a dolńı mez
pro EU

m

n

z věty 2.2.3.
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m s mezemi

Obrázek 2.1: Hodnoty EU

m

n

společně s mezemi pro n = 5 a (p1, . . . , p5) =
(0,2; 0,15; 0,15; 0,25; 0,25)
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Závěr

Problém sb́ıráńı kartiček za účelem źıskáńı jedné nebo v́ıce sad kartiček či jen
neúplné sady kartiček byl rozeb́ırán v celé práci.

Nejprve jsme se zabývali problémem sběratele kupón̊u v diskrétńım př́ıpadě,
viz kapitola 1. Všechny kartičky nám v celé této kapitole přicházely se stejnou
pravděpodobnost́ı v diskrétńıch pravidelných časech a k veškerým výpočt̊um nám
stačily metody klasické pravděpodobnosti. Jednu podkapitolu jsme věnovali li-
mitńım výpočt̊um pro počet kartiček jdoućı k nekonečnu a zjistili jsme, že v ta-
kovém př́ıpadě má celkový počet zakoupených výrobk̊u potřebných k źıskáńı celé
sb́ırky kartiček Gumbelovo rozděleńı.

V kapitole 2 jsme použili metodu vnořeńı do Poissonova procesu. Uvažujeme
v ńı, že nákupy kartiček neprob́ıhaj́ı v diskrétńıch okamžićıch, ale uvažujeme je
ve spojitém časovém úseku, ve kterém jsou doby nákup̊u náhodně rozmı́stěny. Ta-
to metoda se ukázala býti výhodněǰśı, nebot’ se dá přirozeně použ́ıt i pro obecněǰśı
př́ıpad źıskáváńı kartiček, tj. v př́ıpadě, kdy obdržeńı jednotlivých kartiček nemá
stejnou pravděpodobnost. Zjistili jsme, že tato metoda převád́ı klasické úlohy
na studium pořádkových statistik.

Kdybychom si přáli daľśı zobecněńı problému sběratele kupón̊u, mohli bychom
se zabývat př́ıpadem, kdy sběratel kartičky dostává nikoliv po jedné kartičce, jak
je uvažováno v celé práci, ale po větš́ım počtu kartiček najednou. Mohli bychom
také zkoumat optimálńı strategii, pokud by byla možnost dokoupit si za jistou
cenu chyběj́ıćı kartičky, v́ıce viz [16], nebo uvažovat př́ıpad, kdy by mohl sběratel
do jisté mı́ry ovlivnit, jakou kartičku si vybere.
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[4] Erdös, P.; Rényi, A.: On a classical problem of probability theo-
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