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Závěr 47
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Úvod

Ćılem této práce je seznámit se se spojitými finančńımi modely, které jsou každo-
denně použ́ıvány at’ už samy, či ve spojeńı se složitěǰśımi modely, např. při oce-
ňováńı cenných paṕır̊u citlivých na změnu úrokových sazeb, při oceňováńı firem
nebo při ř́ızeńı rizik. Konkrétně zde budou zkoumány modely vývoj̊u cen a modely
úrokových sazeb. Tyto modely jsou formulovány ve tvaru stochastických diferen-
ciálńıch rovnic, které jsou uvedeny společně s obecnými charakteristikami jed-
notlivých vybraných model̊u v prvńı části této práce. Simulace těchto finančńıch
model̊u se prováděj́ı v diskrétńıch časových kroćıch, a proto prvńım krokem při
jakékoli simulaci je třeba se dobrat zjǐstěńı, jak diskretizovat spojitý stochastický
proces.

U všech model̊u bude uvedeno Eulerovo diskretizačńı schema a v př́ıpadech,
kde je to vhodné, i diskretizačńı schema Milsteinovo. Tyto simulace jsou provádě-
ny např. z d̊uvodu analýzy situaćı vhodných pro použit́ı daného modelu. Dále lze
tyto modely použ́ıt pro odhadováńı budoućıch hodnot, např. ceny akcíı či výnos̊u
z vládńıch dluhopis̊u. Pro tyto účely je třeba určitým zp̊usobem odhadnout para-
metry konkrétńıho modelu. Vzhledem k tomu, že většinou jsou k dispozici data
diskrétńı, je nutné použ́ıt diskrétńı verze spojitých finančńıch model̊u.

V následuj́ıćı části se vhodně zvoĺı parametry a provedou simulace všech uve-
dených model̊u. T́ım se zanalyzuje chováńı jednotlivých model̊u při dané volbě
parametr̊u. Ćılem práce sice neńı srovnávat jednotlivé diskretizačńı metody, po-
kuśıme se však alespoň stručně okomentovat př́ıpadné vizuálńı rozd́ıly v těchto
simulaćıch. V závěru práce se zaměř́ıme na simulaci vývoje úrokových sazeb dle
vybraných model̊u s parametry, odhadnutými na základě reálných dat. Výsledné
simulace následně porovnáme s jedinečnou trajektoríı, specifikovanou pozoro-
vanými daty.

Všechny výpočty budou provedeny pomoćı softwarového produktu Wolfram
Mathematica 8.
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1. Spojité finančńı modely

1.1 Modely vývoj̊u cen

Modely úrokových sazeb se odlǐsuj́ı od model̊u, kterými lze popsat vývoj cen či
výnos̊u t́ım, že se úrokové sazby z dlouhodobého hlediska vždy vracej́ı na hladinu
svého dlouhodobého pr̊uměru. Maj́ı tedy na rozd́ıl od model̊u vývoj̊u cen a výnos̊u
tzv. vlastnost návratu do středu (mean-reverting property). Rozd́ılné jsou také v
členu udávaj́ıćım volatilitu, který je v modelech úrokových sazeb většinou závislý
př́ımo na úrokové sazbě.

Začněme spojitým modelem ceny libovolného aktiva, který je uveden v [1].
Tento model je často nazýván jako geometrický Brown̊uv model a je popsán
stochastickou diferenciálńı rovnićı

dP (t)

P (t)
= µdt+ σdW (t) (1.1)

s parametry µ a σ představuj́ıćı koeficienty trendu a volatility, kde dále proměnná
P (t) označuje cenu libovolného aktiva v čase t a W (t) je Wiener̊uv proces, který
je definován dle [1] jako stochastický proces {W (t), t ≥ 0} se spojitými trajekto-
riemi, pro který plat́ı:

1. W (0) = 0 s pravděpodobnost́ı 1.

2. Pro kladné s, t jsou změny W (t) − W (s) rozděleny normálně se středńı
hodnotou 0 a rozptylem |t− s|.

3. Náhodné veličinyW (t0),W (t1)−W (t0),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tn)−W (tn−1)
jsou nezávislé pro libovolné 0 < t0 < t1 < . . . < tn <∞.

Výnosem aktiva za časový úsek délky ∆t se rozumı́ změna hodnoty tohoto
aktiva P (t+ ∆t)− P (t). Odtud již neńı daleko k definici mı́ry výnosnosti, která
se v mnohých literaturách označuje jinými zp̊usoby. Jelikož tato kapitola vycháźı
z knihy [1], budeme se držet označeńı z tohoto zdroje. Mı́ru výnosnosti lze tedy
definovat jako

R(t) =
P (t+ ∆t)− P (t)

P (t)
. (1.2)

Z rovnice (1.2) lze źıskat jinou definici mı́ry výnosnosti r?(t). Nejprve se označ́ı
dle [1]

1 +R(t) =
P (t+ ∆t)

P (t)
=: exp(r?(t)).

Odtud se dostává úpravami

r?(t) = ln(1 +R(t)) = ln
P (t+ ∆t)

P (t)
= lnP (t+ ∆t)− lnP (t) =: p(t+ ∆t)− p(t),

kde p(t) jsou dle [1] nazývány logaritmickými cenami.
Nyńı již lze formulovat model vývoje právě těchto logaritmických cen. Postup

v knize [1] nab́ıźı použit́ı Itôovy formule, která ř́ıká, že pro f = f(P, t) je

df =

(
∂f

∂P
µP +

1

2

∂2f

∂P 2
σ2P 2 +

∂f

∂t

)
dt+

∂f

∂P
σPdW. (1.3)
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Polož́ı-li se f(P ) := lnP , bude rovnice (1.3) vypadat

d lnP =

(
1

P
µP − 1

2

1

P 2
σ2P 2

)
dt+

1

P
σPdW.

Po úpravě lze vyjádřit spojitý model vývoje logaritmických cen ve tvaru stochas-
tické diferenciálńı rovnice

d lnP (t) =

(
µ− 1

2
σ2

)
dt+ σdW (t), (1.4)

neboli

d p(t) =

(
µ− 1

2
σ2

)
dt+ σdW (t), (1.5)

kde µ− 1
2
σ2 je trend, σ je koeficient volatility a W (t) je Wiener̊uv proces.

1.2 Modely úrokových měr

Oceňováńı derivát̊u citlivých na změny hodnot úrokových sazeb je založeno na
dvou odlǐsných metodologíıch, jak lze nahlédnout v [4].

Prvńı skupina model̊u, která ceny dluhopis̊u, tedy momentálńı časovou struk-
turu úrokových sazeb, vydává sṕı̌se jako výstupy než jako vstupy, se nazývá
rovnovážné modely (equilibrium models). Proto se těmto model̊um také ř́ıká en-
dogenńı modely časové struktury, jak je uvedeno v [16]. V této skupině model̊u
jsou např́ıklad Cox-Ingersoll-Ross̊uv model z roku 1985, Vaš́ıčk̊uv model z roku
1977, Dothan̊uv model z roku 1978.

Druhá skupina model̊u se obecně nazývá nearbitrážńı modely. Jejich ćılem
je namodelovat celou časovou strukturu úrokových sazeb takovým zp̊usobem, že
se ceny dluhopis̊u vkládaj́ı jako vstupy těchto model̊u. Ř́ıká se jim tedy proto
také exogenńı modely, jelikož je zde patrné ovlivněńı z vněǰsku a dle [16] obvykle
vznikaj́ı vhodným modifikováńım endogenńıch model̊u, což se později ukazuje
jako např́ıklad změna konstantńıch parametr̊u na parametry závislé na čase. Z
této skupiny zle uvést např́ıklad Brace-Gatarek-Musiel̊uv model z roku 1997,
Heath-Jarrow-Morton̊uv model z roku 1992, Ho-Lee̊uv z roku 1986, Hull-White̊uv
z roku 1993.

1.2.1 Rovnovážné modely

Merton̊uv model

Ve finančńı literatuře se nejprve objevovaly modely okamžitých úrokových sazeb,
jejichž parametry nebyly závislé na čase. Uvád́ıme model z roku 1973, který
se nazývá Merton̊uv model. V článku [3] je tento model ve tvaru stochastické
diferenciálńı rovnice

dr(t) = αdt+ σdW (t), (1.6)

kde W (t) je Wiener̊uv proces. Jedná se tedy o Brown̊uv pohyb s trendem α a
koeficientem rozptylu σ2. Robert Merton sv̊uj model, ve kterém předpokládá,
že změny úrokové sazby jsou z normálńıho rozděleńı, použil v [7] k odvozeńı
modelu cen bezkupónových dluhopis̊u. V tomto modelu je podmı́něný rozptyl
úrokové sazby konstantńı. Nevýhodou Mertonova modelu je bezpochyby možnost
nabýváńı záporných hodnot úrokových sazeb, což mu bylo často vytýkáno.
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Vaš́ıčk̊uv model

Daľśım modelem, kterému bylo vytýkáno, že dle něj úrokové sazby mohou nabývat
záporných hodnot s kladnou pravděpodobnost́ı, je Vaš́ıčk̊uv model. Ve finančni-
ctv́ı se jedná o matematický jednofaktorový model, který popisuje vývoj krátko-
dobých úrokových sazeb na základě pouze jednoho zdroje tržńıho rizika. Oldřich
Vaš́ıček ho v roce 1977 představil v článku [8] k odvozeńı modelu cen bez-
kupónových dluhopis̊u. Vaš́ıček předpokládá, že okamžitá úroková sazba se vyv́ıj́ı
jako Ornstein-Uhlenbeck̊uv proces s konstantńımi koeficienty a lze ho tedy psát
ve tvaru

dr(t) = a(b− r(t))dt+ σdW (t), (1.7)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a a, b, σ jsou parametry. V tomto modelu je také
podmı́něný rozptyl úrokové sazby konstantńı. Avšak předevš́ım Vaš́ıčk̊uv mo-
del dokáže zachytit pro modely úrokových sazeb d̊uležitou vlastnost návratu ke
středu. Z této vlastnosti vyplývá, že úrokové sazby se vždy nakonec vraćı na
úroveň dlouhodobého pr̊uměru. V (1.7) chápeme parametr b jako tuto dlouho-
dobou úroveň a parametr a jako rychlost, jakou proces k této úrovni směřuje.
Parametr σ udává volatilitu procesu.

Možnost nabýváńı záporných hodnot úrokovou sazbou je jistě nevýhodou to-
hoto modelu, avšak vývoj úrokových měr ve Vaš́ıčkově modelu má také několik
zvláštnost́ı, kv̊uli kterým je velice obĺıbený. Rovnice (1.7) je lineárńı a lze ji ex-
plicitně vyřešit. Dále pravděpodobnostńı rozděleńı krátkodobých sazeb, jejichž
vývoj rovnice (1.7) popisuje, je normálńı. V [16] se uvád́ı, že úspěch Vaš́ıčkova
modelu spoč́ıval v tom, že d́ıky němu šlo analyticky oceňovat dluhopisy a op-
ce na dluhopisy. Ostatně tento model je dodnes využ́ıván při oceňováńı općı na
dluhopisy, futures, općı na futures a jiných finančńıch derivát̊u.

Vaš́ıčk̊uv model lze také nalézt v upravené podobě. Např́ıklad v článku [3] je
uveden ve tvaru

dr(t) = (α + βr(t))dt+ σdW (t). (1.8)

Dothan̊uv model

Model, ve kterém je vyřešen problém záporných úrokových sazeb ve Vaš́ıčkově
modelu, se nazývá Dothan̊uv model. Jak je uvedeno v [16], Dothan nejdř́ıve uvedl
model krátkodobých sazeb v podobě geometrického Brownova pohybu bez trendu

dr(t) = σr(t)dW (t), (1.9)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a σ je kladná konstanta. Následně se tento mo-
del rozš́ı̌ril na model, který uvedli již dř́ıve Fischer Black a Myron Scholes v
[13] a nazývá se geometrický Brown̊uv pohyb. V tomto modelu je popsán vývoj
úrokových sazeb následuj́ıćı stochastickou diferenciálńı rovnićı

dr(t) = βr(t)dt+ σr(t)dW (t), (1.10)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a β ∈ R je konstanta.
Problém záporných sazeb je v Dothanově modelu vyřešen lognormálńım roz-

děleńım pravděpodobnost́ı úrokových sazeb r(t). Dále je v tomto modelu zahrnuta
informace, že podmı́něný rozptyl úrokové sazby je úměrný r2(t).
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Cox-Ingersoll-Ross̊uv model

Typický př́ıklad modelu na srovnáńı s Vaš́ıčkovým modelem dle [16] je Cox-
Ingersoll-Ross̊uv model, který se často nazývá CIR model podle počátečńıch
ṕısmen př́ıjmeńı jeho autor̊u. John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll a Stephen A.
Ross jej uvedli v [9] a od té doby se stal významným modelem. V tomto odmoc-
ninovém procesu, jak se také někdy CIR model nazývá, je podmı́něný rozptyl
úrokové sazby r(t) úměrný r(t). Tento model byl také mohutně použ́ıván při
rozv́ıjeńı model̊u oceňováńı derivát̊u citlivých na vývoj úrokových sazeb a podle
něj se krátkodobé úrokové sazby vyv́ıjej́ı dle následuj́ıćı stochastické diferenciálńı
rovnice

dr(t) = a(b− r(t))dt+ σ
√
r(t)dW (t), (1.11)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a a, b, σ jsou konstantńı parametry.
V článku [3] lze nalézt CIR model v následuj́ıćım upraveném tvaru

dr(t) = (α + βr(t))dt+ σ
√
r(t)dW (t). (1.12)

Rozd́ıl mezi CIR a Vaš́ıčkovým modelem je v tom, že CIR model v prvé
řadě zaručuje nabýváńı pouze kladných hodnot úrokových sazeb, avšak muśı být
splněna podmı́nka 2ab > σ2, a dále v rozděleńı pravděpodobnost́ı r(t), které je v
Cox-Ingersoll-Rossově modelu necentrálńı χ2 rozděleńı.

Modifikovaný Cox-Ingersoll-Ross̊uv model

V [2] a [3] je uveden modifikovaný Cox-Ingersoll-Ross̊uv model, který byl před-
staven ve studii [12] o cenných paṕırech závislých na proměnných sazbách. Tento
model je často nazýván jako CIR VR model, kde VR znamená proměnná sazba
(variable rate) a vyplývá z názvu studie. Proces vývoje úrokových sazeb je v něm
popsán následuj́ıćı stochastickou diferenciálńı rovnićı

dr(t) = σr3/2(t)dW (t), (1.13)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a parametr σ je kladná konstanta.

Brennan-Schwartz̊uv model

Při odvozováńı numerického modelu cen směnitelných dluhopis̊u v [10] použili
pánové Brennan a Schwartz model, který je popsán následuj́ıćı stochastickou
diferenciálńı rovnićı

dr(t) = κ(θ − r(t))dt+ σr(t)dW (t), (1.14)

kde W (t) je Wiener̊uv proces, parametr θ specifikuje dlouhodobou úroveň úrokové
sazby, jej́ıž vývoj tento model popisuje a κ je rychlost, jakou se proces s volatilitou
σ na tuto úroveň přibližuje. Tento model má tedy vlastnost návratu ke středu
a obsahuje informaci, že podmı́něný rozptyl úrokových sazeb v tomto modelu je
úměrný r2(t).

Brennan-Schwartz̊uv model lze uvést také v upraveném tvaru

dr(t) = (α + βr(t))dt+ σr(t)dW (t) (1.15)

s parametry α, β, σ konstantńımi v čase, kde W (t) je Wiener̊uv proces.
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Exponenciálńı Vaš́ıčk̊uv model

Vycháźıme z [16], kde je uveden exponenciálńı Vaš́ıčk̊uv model. Za předpokladu,
že logaritmus úrokových sazeb r(t) splňuje Ornstein-Uhlenbeck̊uv proces, je tento
lognormálńı model krátkodobých sazeb alternativou k Dothanovu modelu (1.9).
Necht’ plat́ı

dy(t) = (θ − ay(t))dt+ σdW (t), (1.16)

kde θ, a, σ jsou konstanty a W (t) je Wiener̊uv proces. Potom polož́ı-li se r(t) :=
exp y(t) pro ∀t a použije-li se Itôova formule, vývoj krátkodobé sazby je popsán
stochastickou diferenciálńı rovnićı

dr(t) = r(t)(θ +
σ2

2
− a ln r(t))dt+ σr(t)dW (t). (1.17)

V tomto modelu je okamžitá krátkodobá úroková sazba popsána jako exponen-
ciála procesu, který je naprosto shodný s Vaš́ıčkovým modelem a proto se nazývá
exponenciálńı Vaš́ıčk̊uv.

Stejně jako v Dothanově modelu (1.9) je krátkodobá úroková sazba r(t) lo-
gnormálně rozdělena, ale na rozd́ıl od něj se proces vývoje r(t) vždy vraćı na
hladinu dlouhodobého pr̊uměru.

Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders̊uv model

Pro porovnáńı výkonu široké škály známých model̊u zachycuj́ıćıch stochastické
chováńı krátkodobých sazeb použ́ıvaj́ı pánové Chan, Karolyi, Longstaff a Sanders
v článku [3] obecný spojitý model vývoje krátkodobých sazeb, který je nazýván
Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders̊uv model a často se zkracuje na CKLS model
podle prvńıch ṕısmen př́ıjmeńı jeho autor̊u. Jejich př́ıstup využ́ıvá faktu, že mno-
ho model̊u krátkodobých úrokových sazeb lze zahrnout do stochastické diferen-
ciálńı rovnice

dr(t) = (α + βr(t))dt+ σrγ(t)dW (t), (1.18)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a α, β, σ a γ jsou konstantńı parametry.
Jak si lze u výše uvedených model̊u všimnout, často se některý z parametr̊u

α, β rovná nule a parametr γ = 0, 1
2
, 1, 3

2
. Mnoho model̊u lze tedy źıskat z rovnice

(1.18) jednoduchým dosazeńım parametr̊u α, β, γ.
V článku [4] je uveden upravený tvar CKLS modelu (1.18)

dr(t) = k(θ − r(t))dt+ σrγ(t)dW (t), (1.19)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a k, θ, σ a γ jsou konstantńı parametry.

1.2.2 Nearbitrážńı modely

Hull-White̊uv model

Hull a White byli prvńı, kteř́ı ve svých studíıch poukazovali na špatné vlastnosti
endogenńıch model̊u. Podle nich tyto modely nevyhovovaly reálné termı́nované
struktuře úrokových sazeb. Dle [16] naráželi konkrétně na Vaš́ıčk̊uv model (1.7).
Potřeba existence modelu, který by dokázal přesně popsat výnosovou křivku z
momentálně vypozorovaných dat, vedla k myšlence zavedeńı časově závislých pa-
rametr̊u právě ve Vaš́ıčkově modelu.
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Prvńım Hull-Whiteovým modelem je tedy model krátkodobých sazeb před-
stavený v roce 1990, který předpokládá, že okamžitá krátkodobá úroková sazba
se vyv́ıj́ı dle stochastické diferenciálńı rovnice

dr(t) = (ϑ(t)− a(t)r(t))dt+ σ(t)dW (t), (1.20)

kde parametry a(t), b(t), σ(t) již nejsou konstanty jako v modelu (1.7), nýbrž
jsou závislé na čase a W (t) je Wiener̊uv proces.

V [11] se uvád́ı Hull-White̊uv model v upraveném tvaru

dr(t) = α(t)(β(t)− r(t))dt+ σ(t)dW (t) (1.21)

a stejně jako (1.20) zahrnuje fakt, že rozděleńı krátkodobých úrokových sazeb je
podobně jako ve Vaš́ıčkově modelu (1.7) normálńı.

V [16] je uvedeno, že Hull a White sami uvedli, že model (1.20) může někdy
vést k nereálným situaćım a proto se také často uvád́ı model

dr(t) = (ϑ(t)− ar(t))dt+ σdW (t), (1.22)

kde parametry a a σ jsou kladné konstanty a pouze ϑ(t) je časově závislý.
Nevýhodou model̊u (1.20) – (1.22) je bezpochyby nenulová pravděpodobnost

toho, že by r(t) mohlo nabýt záporných hodnot, avšak tato pravděpodobnost je
v praxi velice mizivá, jak je ukázáno v [16].

Hull-White̊uv model je považován za jeden z historicky nejd̊uležitěǰśıch mo-
del̊u úrokových sazeb, který se stále použ́ıvá např́ıklad při ř́ızeńı rizik.

Druhý model, jehož p̊uvodńı verzi rozš́ı̌rili a který formulovali v témže ro-
ce Hull a White, je model Cox-Ingersoll-Ross̊uv (1.11). Okamžité krátkodobé
úrokové sazby se podle něj vyv́ıj́ı dle stochastické diferenciálńı rovnice

dr(t) = (ϑ(t)− a(t)r(t))dt+ σ(t)
√
r(t)dW (t), (1.23)

kde parametry a(t), σ(t) a ϑ(t) jsou závislé na čase.
Řešeńı této rovnice však neńı možné vyjádřit v explicitńım tvaru. Stejný pro-

blém má i zjednodušená verze modelu (1.23)

dr(t) = (ϑ(t)− ar(t))dt+ σ
√
r(t)dW (t) (1.24)

s konstantńımi parametry a, σ a jediným závislým parametrem na čase ϑ(t).
Dle [16] neexistuje analytické vyjádřeńı pro ϑ(t) z hlediska pozorované výnosové
křivky. Dále se v [16] uvád́ı, že neńı jisté, že numerická aproximace ϑ(t) by udržela
hodnoty r(t) pozitivńı. Tyto d̊uvody zapř́ıčinily, že modely (1.23) a (1.24) nebyly
tak úspěšné jako modely (1.20) – (1.22).

Ho-Lee̊uv model

Prvńı, kteř́ı navrhli nearbitrážńı model časové struktury úrokových sazeb od-
lǐsný od endogenńıch model̊u generuj́ıćıch momentálńı časovou strukturu sazeb,
jak je uvedeno v [5] a [17], byli Ho a Lee. Hlavńı výhodou jejich př́ıstupu je,
že umožňuje zužitkovat veškeré informace o časové struktuře při oceňováńı fi-
nančńıch derivát̊u. Podle Ho-Leeova modelu krátkodobé úrokové sazby splňuj́ı
stochastickou diferenciálńı rovnici

dr(t) = θ(t)dt+ σdW (t), (1.25)
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kde θ(t) je parametr závislý na čase t a parametr σ > 0 je konstanta. θ(t) definu-
je pr̊uměrný směr, kterým se krátkodobé sazby pohybuj́ı v čase t. Nedostatkem
Ho-Leeova modelu je, že nemá vlastnost návratu ke středu, kterou lze pozorovat
např́ıklad u Vaš́ıčkova modelu, a také že nezaručuje kladné hodnoty úrokových sa-
zeb. Rozděleńı pravděpodobnost́ı úrokové sazby r(t) v tomto modelu je normálńı.

Black-Derman-Toẙuv model

Pánové Black, Derman a Toy v roce 1990 formulovali daľśı exogenńı jednofak-
torový model krátkodobých úrokových sazeb. Ve své studii tito pánové uvedli
diskrétńı př́ıstup k vývoji úrokových sazeb, podle kterého má vývoj těchto sazeb
odpov́ıdat pozorované časové struktuře úrokových sazeb a také časové struktuře
volatilit spotových sazeb. Dle [17] má spojitá verze tvar stochastické diferenciáńı
rovnice

d ln r(t) = (θ(t) +
σ′(t)

σ(t)
ln r(t))dt+ σ(t)dW (t), (1.26)

kde W (t) je Wiener̊uv proces, θ(t), σ(t) jsou parametry závislé na čase, σ′(t) je
derivace σ(t) podle času t.

V literatuře lze nalézt v́ıce tvar̊u Black-Derman-Toyova modelu. V [17] se
uvád́ı vývoj logaritmu krátkodobých úrokových sazeb podle následuj́ıćı stochas-
tické diferenciálńı rovnice

d ln r(t) = θ(t)dt+ σdW (t), (1.27)

kde W (t) je Wiener̊uv proces, parametr θ(t) je závislý na čase a σ je nezáporná
konstanta. Jedná se o omezený tvar Black-Derman-Toyova modelu, který má
přesně popsat pouze momentálńı výnosovou křivku.

Výhodou Black-Derman-Toyova modelu ve tvaru (1.26) i (1.27) je samozřejmě
lognormálńı rozděleńı pravděpodobnost́ı krátkodobých úrokových sazeb.

Black-Karasinského model

Fischer Black a Piotr Karasinski také poukazovali na stinné stránky záporných
úrokových sazeb, a proto tito pánové představili v roce 1991 matematický model,
který se nazývá Black-Karasinského model a je jeden z daľśıch lognormálńıch
jednofaktorových model̊u úrokových sazeb. Black a Karasinski předpokládali,
že se okamžitá krátkodobá úroková sazba vyv́ıj́ı jako exponenciála Ornstein-
Uhlenbeckova modelu s parametry závislými na čase. Tento model se použ́ıvá
předevš́ım při oceňováńı exotických finančńıch derivát̊u citlivých na chováńı ú-
rokových sazeb. Někdy se uvád́ı, že tento model je zobecněńım Black-Derman-
Toyova modelu. Black-Karasinského model má následuj́ıćı tvar

d ln r(t) = (θ(t)− φ(t) ln r(t))dt+ σ(t)dW (t), (1.28)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a parametry θ(t), φ(t) a σ(t) závislé na čase lze
chápat opět jako ćıl úrokových sazeb, rychlost jakou se k němu bĺıž́ı a volatilitu
procesu krátkodobých sazeb.

Jak je uvedeno v [16] lze model (1.28) uvést ve tvaru

d ln r(t) = (θ(t)− φ ln r(t))dt+ σdW (t), (1.29)

kde φ a σ jsou konstantńı parametry a pouze θ je parametr závislý na čase.
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2. Diskrétńı verze spojitých
finančńıch model̊u

Diskretizace spojitých finančńıch model̊u se použ́ıvá z těchto d̊uvod̊u:

1. Data, která máme k dispozici, jsou pozorovaná v diskrétńıch časových kro-
ćıch. Nejobvykleǰśı jsou dny, týdny, měśıce a roky.

2. Odhad parametr̊u model̊u popsaných v předchoźı kapitole se provád́ı na
základě těchto diskrétně pozorovaných dat.

Ve zdroj́ıch, které jsme měli k dispozici, jsme nalezli 3 diskretizačńı metody,
které byly komentovány pro použit́ı při diskretizaci spojitých finančńıch model̊u.
Nejpouž́ıvaněǰśı se zdála být Eulerova metoda. Dále uvád́ıme Milsteinovu meto-
du a Runge-Kuttovu metodu, která je popsána mimo jiné v [14]. V následuj́ıćı
kapitole budou tedy uváděny diskrétńı verze spojitých finančńıch model̊u pomoćı
Eulerovy a Milsteinovy metody. Jejich odvozeńı lze nalézt např́ıklad v [15] a [14].

Jak jsme již zmı́nili, diskretizace spojitých finančńıch model̊u slouž́ı předevš́ım
k usnadněńı odhad̊u parametr̊u těchto model̊u. K tomuto účelu se použ́ıvaj́ı statis-
tické metody, kterých se v literatuře objevuje poměrně hodně. Lǐśı se předevš́ım
t́ım, zdali se odhaduj́ı parametry konstantńı nebo parametry, které se měńı s
časem. V [19] lze nalézt přehled těchto parametrických i neparametrických me-
tod.

2.1 Modely vývoj̊u cen

Na modelu ceny nějakého aktiva (1.1), který je uveden v předchoźı kapitole jako
prvńı, ukážeme Eulerovo diskretizačńı schema. Vycházeli jsme z [1], [15], [14] a z
[18].

Necht’ se simuluje P (t) přes interval [0, T ], který je ekvidistantně rozdělen
zp̊usobem 0 = t1 < t2 < . . . < tn = T . Ekvidistantně proto, aby šlo označit pro
∀i = 1, . . . , n−1 př́ır̊ustky ti+1−ti jako ∆t. Dále necht’ ∆P (t) := P (t+∆t)−P (t)
a ∆W (t) := W (t+∆t)−W (t) označuje výnos aktiva a změnu hodnoty Wienerova
procesu za časový úsek délky ∆t. Integrováńım (1.1) od času t do t+∆t se dostane

P (t+ ∆t) = P (t) +

∫ t+∆t

t

µP (u)du+

∫ t+∆t

t

σP (u)dW (u). (2.1)

Eulerovou diskretizaćı se nazývá daľśı krok, ve kterém se aproximuj́ı oba inte-
grandy µP (u) a σP (u) přes interval [t, t + ∆t] jejich hodnotou µP (t) a σP (t) z
levého kraje tohoto intervalu. Tento krok a následná úprava vypadaj́ı následovně

P (t+ ∆t) ≈ P (t) + µP (t)

∫ t+∆t

t

du+ σP (t)

∫ t+∆t

t

dW (u)

= P (t) + µP (t)∆t+ σP (t)∆W (t). (2.2)

Odtud již lze psát diskrétńı verzi modelu (1.1) ve tvaru

∆P (t)

P (t)
= µ∆t+ σ∆W (t). (2.3)
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Jelikož z definice Wienerova procesu plyne, že rozděleńı ∆W je N(0,∆t), potom
lze (2.3) psát jako

∆P (t)

P (t)
= µ∆t+ σε

√
∆t, (2.4)

přičemž náhodná veličina ε má rozděleńı N(0, 1).
Eulerova diskretizace se použije i pro model (1.4). Vycháźıme z knihy [1].

Následuj́ıćımi úpravami dostáváme

lnP (t+ ∆t)− lnP (t) = ln
P (t+ ∆t)

P (t)

= p(t+ ∆t)− p(t)

= (µ− 1

2
σ2)∆t+ σε

√
∆t, (2.5)

diskrétńı verzi spojitého modelu vývoje logaritmů cen (1.4) ve tvaru

lnP (t+ ∆t)− lnP (t) = (µ− 1

2
σ2)∆t+ σε

√
∆t (2.6)

a diskrétńı verzi spojitého modelu vývoje logaritmických cen (1.5) ve tvaru

p(t+ ∆t)− p(t) = (µ− 1

2
σ2)∆t+ σε

√
∆t, (2.7)

kde v obou př́ıpadech je ε ∼ N(0, 1).

2.2 Modely úrokových měr

Merton̊uv model

Diskrétńı verze Mertonova modelu (1.6) pomoćı Eulerova diskretizačńıho sche-
matu má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + α∆t+ σ∆W (t)

= r(t) + α∆t+ σε
√

∆t, (2.8)

kde ε ∼ N(0, 1).

Vaš́ıčk̊uv model

Pomoćı Eulerova diskretizačńıho schematu lze dospět k diskrétńı verzi modelu
(1.7) ve tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + a(b− r(t))∆t+ σ∆W (t), (2.9)

neboli
r(t+ ∆t) = r(t) + a(b− r(t))∆t+ σε

√
∆t, (2.10)

kde ε ∼ N(0, 1).
Upravená verze Vaš́ıčkova modelu (1.8) má diskrétńı verzi, kterou lze psát ve

tvaru
r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+ σ∆W (t), (2.11)
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neboli
r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+ σε

√
∆t, (2.12)

kde ε ∼ N(0, 1).
Diskrétńı verze Mertonova a Vaš́ıčkova modelu jsme uvedli pouze za pomoćı

Eulerova diskretizačńıho schematu, protože Milsteinovo diskretizačńı schema u
těchto a daľśıch model̊u, jejichž difuzńı člen neńı závislý na úrokové mı́̌re, splývá
právě s Eulerovou diskretizaćı.

Dothan̊uv model

Při diskretizaci Dothanova modelu lze samozřejmě také použ́ıt Eulerova postupu.
U modelu (1.9) dospějeme ke tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + σr(t)∆W (t). (2.13)

Ten se dá přepsat na

r(t+ ∆t) = r(t) + σr(t)ε
√

∆t, (2.14)

kde ε ∼ N(0, 1).
Model (1.10) má diskrétńı verzi

r(t+ ∆t) = r(t) + βr(t)∆t+ σr(t)∆W (t), (2.15)

která se úpravou změńı na

r(t+ ∆t) = r(t) + βr(t)∆t+ σr(t)ε
√

∆t, (2.16)

kde ε ∼ N(0, 1).
Diskrétńı verzi Dothanova modelu lze uvést také pomoćı Milsteinova diskreti-

začńıho schematu, které je odvozeno a popsáno mimo jiné v [15], [14] a [18]. Jed-
noduše spoč́ıvá v tom, že se snaž́ı vylepšit aproximaci difuzńıho členu. Použ́ıvá
se k tomu stochastický Taylor̊uv rozvoj. Milsteinovo schema přidává třet́ı člen k
Eulerovu schematu. V [15] tento třet́ı člen pro stochastickou diferenciálńı rovnici

dX(t) = a(X(t))dt+ b(X(t))dW (t), (2.17)

vypadá následovně

1

2
b′(X(t))b(X(t))[(∆W (t))2 −∆t], (2.18)

kde b′(X(t)) je derivace b(X(t)) dle X(t), což je v našem př́ıpadě model̊u úroko-
vých sazeb právě tato úroková sazba.

Použit́ım Milsteinovy metody bude diskrétńı verze Dothanova modelu (1.9)
vypadat takto

r(t+ ∆t) = r(t) + σr(t)ε
√

∆t+
1

2
σ2r(t)[(∆W (t))2 −∆t]. (2.19)

Za použit́ı faktu, že rozděleńı ∆W je N(0,∆t), lze (2.19) psát jako

r(t+ ∆t) = r(t) + σr(t)ε
√

∆t+
1

2
σ2r(t)∆t(ε2 − 1). (2.20)
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kde ε ∼ N(0, 1).
Následný Dothan̊uv model (1.10) dle Milsteinovy diskretizace má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + βr(t)∆t+ σr(t)ε
√

∆t+
1

2
σ2r(t)[(∆W (t))2 −∆t] (2.21)

neboli

r(t+ ∆t) = r(t) + βr(t)∆t+ σr(t)ε
√

∆t+
1

2
σ2r(t)∆t(ε2 − 1). (2.22)

kde ε ∼ N(0, 1).

Cox-Ingersoll-Ross̊uv model

V př́ıpadě CIR modelu (1.11) a jeho upraveného tvaru (1.12) je také difuzńı člen
závislý na úrokové mı́̌re a lze proto jeho diskrétńı verzi vyjádřit pomoćı obou
schemat.

Eulerovo schema pro model (1.11) je ve tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + a(b− r(t))∆t+
√
r(t)σ∆W (t), (2.23)

neboli
r(t+ ∆t) = r(t) + a(b− r(t))∆t+

√
r(t)σε

√
∆t, (2.24)

kde ε ∼ N(0, 1).
Milsteinovo schema pro model (1.11) má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + a(b− r(t))∆t+
√
r(t)σε

√
∆t+

1

4
σ2∆t(ε2 − 1), (2.25)

kde ε ∼ N(0, 1).
Spojitý model (1.12) lze diskretizovat pomoćı Eulerova a Milsteinova schema-

tu následovně

r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+
√
r(t)σε

√
∆t (2.26)

a

r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+
√
r(t)σε

√
∆t+

1

4
σ2∆t(ε2 − 1), (2.27)

kde ε ∼ N(0, 1).

Modifikovaný Cox-Ingersoll-Ross̊uv model

Eulerovou diskretizaćı lze psát diskrétńı verzi modelu (1.13) zp̊usobem

r(t+ ∆t) = r(t) + σr3/2(t)∆W (t), (2.28)

neboli
r(t+ ∆t) = r(t) + σr3/2(t)ε

√
∆t, (2.29)

kde ε ∼ N(0, 1).
Použije-li se Milsteinova diskretizace, rozš́ı̌ŕı se diskrétńı verze CIR VR modelu

(2.29) o třet́ı člen a dostane se tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + σr3/2(t)ε
√

∆t+
3

4
σ2r2(t)∆t(ε2 − 1), (2.30)

kde ε ∼ N(0, 1).
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Brennan-Schwartz̊uv model

Diskrétńı verzi modelu (1.14) můžeme psát pomoćı Eulerova schematu ve tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + κ(θ − r(t))∆t+ σr(t)∆W (t)

= r(t) + κ(θ − r(t))∆t+ σr(t)ε
√

∆t, (2.31)

kde ε ∼ N(0, 1).
Kdyby se použilo Milsteinovo schema, dostala by se diskrétńı verze modelu

(1.14) v následuj́ıćım tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + κ(θ − r(t))∆t+ σr(t)∆W (t) +
1

2
σ2r(t)((∆W (t))2 −∆t)

= r(t) + κ(θ − r(t))∆t+ σr(t)ε
√

∆t+
1

2
σ2r(t)∆t(ε2 − 1),

(2.32)

kde ε ∼ N(0, 1).
Diskrétńı verze modelu (1.15), která je upravenou verźı (2.31), má dle Eule-

rovy a Milsteinovy diskretizace tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+ σr(t)ε
√

∆t (2.33)

a

r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+ σr(t)ε
√

∆t+
1

2
σ2r(t)∆t(ε2 − 1), (2.34)

kde ε ∼ N(0, 1).

Exponenciálńı Vaš́ıčk̊uv model

Dále uvád́ıme diskrétńı verzi exponenciálńıho Vaš́ıčkova modelu (1.17), která po-
moćı Eulerova schematu vypadá

r(t+ ∆t) = r(t) + r(t)(θ +
σ2

2
− a ln r(t))∆t+ σr(t)∆W (t), (2.35)

neboli

r(t+ ∆t) = r(t) + r(t)(θ +
σ2

2
− a ln r(t))∆t+ σr(t)ε

√
∆t, (2.36)

kde ε ∼ N(0, 1).
Milsteinovou diskretizaćı se dospěje ke tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + r(t)(θ +
σ2

2
− a ln r(t))∆t+ σr(t)ε

√
∆t+

1

2
σ2r(t)∆t(ε2 − 1),

(2.37)
kde ε ∼ N(0, 1).
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Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders̊uv model

Použit́ım Eulerovy a Milsteinovy metody lze také źıskat diskrétńı verze CKLS
modelu (1.18) a jeho upravené verze (1.19) následuj́ıćımi zp̊usoby.

Eulerovo schema

r(t+ ∆t) = r(t) + (α + βr(t))∆t+ σrγ(t)ε
√

∆t, (2.38)

r(t+ ∆t) = r(t) + κ(θ − r(t))∆t+ σrγ(t)ε
√

∆t, (2.39)

kde ε ∼ N(0, 1).
Milsteinovo schema

r(t+ ∆t) = r(t) + (α+ βr(t))∆t+ σrγ(t)ε
√

∆t+
γ

2
σ2rγ−1(t)∆t(ε2 − 1), (2.40)

r(t+ ∆t) = r(t) + κ(θ − r(t))∆t+ σrγ(t)ε
√

∆t+
γ

2
σ2rγ−1(t)∆t(ε2 − 1), (2.41)

kde ε ∼ N(0, 1).

Hull-White̊uv model

Diskrétńı verze modelu (1.20) využit́ım Eulerovy metody lze psát ve tvaru

r(t+ ∆t) = r(t) + (ϑ(t)− a(t)r(t))∆t+ σ(t)∆W (t)

= r(t) + (ϑ(t)− a(t)r(t))∆t+ σ(t)ε
√

∆t, (2.42)

kde ε ∼ N(0, 1).
Upravený tvar (1.21) spojitého modelu (1.20) lze diskretizovat využit́ım Eu-

lerovy metody následovně

r(t+ ∆t) = r(t) + α(t)(β(t)− r(t))∆t+ σ(t)∆W (t)

= r(t) + α(t)(β(t)− r(t))∆t+ σ(t)ε
√

∆t, (2.43)

kde ε ∼ N(0, 1).
Dále bychom uvedli diskrétńı verzi zjednodušeného Hull-Whiteova modelu

(1.22). Ta má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + (ϑ(t)− ar(t))∆t+ σε
√

∆t, (2.44)

kde ε ∼ N(0, 1). Neuvád́ıme zde diskrétńı verze model̊u (1.20) – (1.22), které
vzniknou pomoćı Milsteinovy diskretizace, protože v těchto modelech nezáviśı
difuzńı člen na úrokové sazbě a tedy proto Eulerova diskretizace splývá s Milstei-
novou diskretizaćı.

Naopak tomu je ve White-Hullově modelu (1.23) a (1.24). Difuzńı členy jsou
σ(t)

√
r(t) a σ

√
r(t). Proto uvedeme Eulerovu i Milsteinovu diskretizaci.

Eulerova diskretizace modelu (1.23) má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + (ϑ(t)− a(t)r(t))∆t+ σ(t)ε
√
r(t)∆t, (2.45)

kde ε ∼ N(0, 1).
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Milsteinova diskretizace modelu (1.23) má tvar

r(t+∆t) = r(t)+(ϑ(t)−a(t)r(t))∆t+σ(t)ε
√
r(t)∆t+

1

4
σ2(t)∆t(ε2−1), (2.46)

kde ε ∼ N(0, 1).
Eulerova diskretizace modelu (1.24) má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + (ϑ(t)− ar(t))∆t+ σε
√
r(t)∆t, (2.47)

kde ε ∼ N(0, 1).
Milsteinova diskretizace modelu (1.24) má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + (ϑ(t)− ar(t))∆t+ σε
√
r(t)∆t+

1

4
σ2∆t(ε2 − 1), (2.48)

kde ε ∼ N(0, 1).

Ho-Lee̊uv model

Diskrétńı verze modelu (1.25) je stejná při aplikaci Eulerova a Milsteinova sche-
matu ze stejného d̊uvodu jako výše. Má tvar

r(t+ ∆t) = r(t) + θ(t)∆t+ σ∆W (t)

= r(t) + θ(t)∆t+ σε
√

∆t, (2.49)

kde ε ∼ N(0, 1).

Black-Derman-Toẙuv model

V Black-Derman-Toyově modelu (1.26) a (1.27) neńı difuzńı člen závislý na
úrokové sazbě. Proto diskrétńı verze těchto model̊u splývaj́ı při použit́ı Eulerovy
a Milsteinovy diskretizačńı metody. Diskrétńı verze modelu (1.26) vypadá

ln r(t+ ∆t) = ln r(t) + (θ(t) +
σ′(t)

σ(t)
ln r(t))∆t+ σ(t)ε

√
∆t, (2.50)

modelu (1.27)

ln r(t+ ∆t) = ln r(t) + θ(t)∆t+ σε
√

∆t, (2.51)

kde ε ∼ N(0, 1).

Black-Karasinského model

V př́ıpadě diskretizace modelu (1.28) pomoćı Eulerova diskretizačńıho schematu
lze dospět ke tvaru

ln r(t+ ∆t) = ln r(t) + (θ(t)− φ(t) ln r(t))∆t+ σ(t)∆W (t), (2.52)

což lze upravit na

ln r(t+ ∆t) = ln r(t) + (θ(t)− φ(t) ln r(t))∆t+ σ(t)ε
√

∆t, (2.53)

kde ε ∼ N(0, 1).
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Diskrétńı verze zjednodušeného Black-Karasinského modelu (1.29) po použit́ı
Eulerovy diskretizace bude vypadat

ln r(t+ ∆t) = ln r(t) + (θ(t)− φ ln r(t))∆t+ σε
√

∆t, (2.54)

kde ε ∼ N(0, 1).
U obou těchto diskretizaćı lze použ́ıt Milsteinovo schema, avšak žádného

zlepšeńı se nedoćıĺı.
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3. Numerické ilustrace

3.1 Simulace

V této kapitole se budeme věnovat simulaćım jednotlivých model̊u úrokových
měr. Využ́ıvá se k tomu jejich diskrétńıch verźı, které jsou připraveny v druhé
kapitole, jelikož se simulace prováděj́ı v diskrétńıch časech. Dále také software
Wolfram Mathematica 8, ve kterém jsme se rozhodli programovat tyto simulace,
protože se v tomto programu velice dobře pracuje, je intuitivńı, rychlý a výborně
spolupracuje s uživatelem.

3.1.1 Modely úrokových měr

Rovnovážné modely

Pro vhodnou ilustraci chováńı úrokových sazeb podle jednotlivých rovnovážných
model̊u nasimulujeme z počátečńı hodnoty a pevně zvolených parametr̊u α, β,
γ a σ sto trajektoríı vývoje úrokových sazeb o délce 50. Jelikož všechny dis-
krétńı verze rovnovážných model̊u vzniklých Eulerovou diskretizaćı kromě tvaru
exponenciálńıho Vaš́ıčkova modelu (2.36) lze zahrnout do diskrétńı verze Chan-
Karolyi-Longstaff-Sandersova modelu (2.38), naprogramujeme funkci pod názvem
CKLS pro tento model a pro ostatńı modely bude vždy stačit omezit některé pa-
rametry určitým zp̊usobem tak, aby se úroková sazba vyv́ıjela podle konkrétńıho
modelu. Tvar diskrétńıch verźı jednotlivých model̊u pomoćı Milsteinovy diskre-
tizace neńı stejný jako tvar CKLS modelu (2.41). Lǐśı se však od tvaru Eulerova
diskretizačńıho schematu CKLS modelu jen ve třet́ım členu. Takže vždy uprav́ıme
funkci CKLS přidáńım konkrétńıho třet́ıho členu tak, aby vyhovovala jednot-
livé Milsteinově diskretizaci. Jako vstupy funkce CKLS vždy vkládáme konkrétńı
hodnoty parametr̊u α, β, γ a σ, které jsou u rovnovážných model̊u konstantńı.
Tyto parametry voĺıme dle našeho uvážeńı, tak aby bylo možné studovat chováńı
jednotlivých model̊u. Počátečńı hodnotu r(0) = 0.05 voĺıme pro všechny simula-
ce stejnou. Jej́ı hodnota je zvolena tak, aby výstupy model̊u mohly být reálné.
Všechny následuj́ıćı simulace lze provést pro libovolnou hodnotu ∆t. My jsme zde
položili ∆t = 1 z d̊uvodu názornosti a možnosti porovnáńı všech simulaćı. Aby
bylo možné porovnávat volby parametr̊u, použ́ıváme v Mathematice před každým
spuštěńım simulováńı vývoje úrokových sazeb zabudovanou funkci SeedRandom,
která nastav́ı generátor náhodných č́ısel z námi určeného pravděpodobnostńıho
rozděleńı na stejnou počátečńı hodnotu. Všechny výpočty jsou tud́ıž reproduko-
vatelné ve stejné podobě.

Merton̊uv model (2.8) lze vyjádřit z CKLS modelu (2.38) položeńım pa-
rametr̊u β, γ = 0. V prvńı simulované variantě se dále polož́ı α = 0.0081 a
σ =

√
0.0493. Ve druhé variantě budou parametry α = 0.0055 a σ =

√
0.0004.

Stručný přehled těchto parametr̊u lze vidět v tabulce (3.1). Mnoho trajektoríı
vývoj̊u úrokových sazeb v Mertonově modelu s parametry prvńı varianty na
obrázku (3.1) dosahuje vysokých nereálných hodnot a také i záporných hodnot,
což je u modelu úrokových sazeb velký nedostatek. Parametry druhé varianty
jsou zvoleny tak, že je patrný trend, kterým se úrokové sazby vyv́ıjej́ı, což lze
pozorovat na obrázku (3.2). Zde se také hodnoty úrokových sazeb dostávaj́ı do
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Merton̊uv model α β γ σ

1. varianta 0.0081 0 0
√

0.0493

2. varianta 0.0055 0 0
√

0.0004

Tabulka 3.1: Parametry prvńı a druhé varianty Mertonova modelu. Zdroj: Vlastńı
tvorba.
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t
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2
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rHtL

Obrázek 3.1: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Mertonova modelu
s parametry prvńı varianty.

záporných hodnot, avšak méně než v prvńı variantě, kde lze nav́ıc pozorovat
mnohem větš́ı rozptyl.

Volbou parametru γ = 0 se stane z CKLS modelu (2.38) Vaš́ıčk̊uv model
(2.12). Pomoćı tohoto modelu simulujeme vývoj úrokových sazeb, ve kterém
ostatńı parametry voĺıme v prvńı variantě α = 0.0030, β = −0.0021, σ =

√
0.0489

a ve druhé variantě α = 0.0154, β = −0.1779 a σ =
√

0.0004, viz. tabulka (3.2).
Vývoj úrokových sazeb ve Vaš́ıčkově modelu s parametry zvolenými jako v prvńı
variantě, který je na obrázku (3.3) se výrazně lǐśı od vývoje s parametry zvo-
lenými ve druhé variantě na obrázku (3.4). V prvńı variantě hodnoty úrokové
sazby nabývaj́ı záporných hodnot a rozptyl hodnot je veliký. Ve druhé variantě je
rozptyl hodnot úrokových sazeb, které se drž́ı své ćılové úrovně, malý a záporných
hodnot se nabývá v málo př́ıpadech.

Diskrétńı verze Dothanova modelu (2.16) dle Eulerovy diskretizace se źıská z
diskrétńı verze CKLS modelu (2.38) položeńım parametru α = 0 a γ = 1. V prvńı

Vaš́ıčk̊uv model α β γ σ

1. varianta 0.0030 -0.0021 0
√

0.0489

2. varianta 0.0154 -0.1779 0
√

0.0004

Tabulka 3.2: Parametry prvńı a druhé varianty Vaš́ıčkova modelu. Zdroj: Vlastńı
tvorba.

19



10 20 30 40 50
t

0.2

0.4

0.6

rHtL

Obrázek 3.2: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Mertonova modelu
s parametry druhé varianty.
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Obrázek 3.3: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Vaš́ıčkova modelu
s parametry prvńı varianty.
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Obrázek 3.4: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Vaš́ıčkova modelu
s parametry druhé varianty.

Dothan̊uv model α β γ σ

1. varianta 0 -0.01058 1
√

0.004

2. varianta 0 0.00656 1
√

0.008

Tabulka 3.3: Parametry prvńı a druhé varianty Dothanova modelu. Zdroj: Vlastńı
tvorba.

variantě simulováńı trajektorie vývoje úrokových sazeb polož́ıme β = −0.01058
a σ =

√
0.004. Ve druhé variantě jsou parametry β = 0.00656 a σ =

√
0.008,,

viz. tabulka (3.3). Při simulováńı dle Milsteinovy diskretizace použijeme také
parametry z prvńı a druhé varianty, aby šlo provést porovnáńı.

Na všech 4 obrázćıch (3.5), (3.6), (3.7) a (3.8) ani po 50 kroćıch nenabývaj́ı
hodnoty úrokových sazeb nereálných a předevš́ım záporných hodnot. Na obrázku
(3.5) lze pozorovat jistý trend, který je klesaj́ıćı. Na obrázku (3.8) Milsteinova
diskretizace ve spojeńı s naš́ı volbou parametr̊u zapř́ıčinila větš́ı rozptyl hodnot
úrokových sazeb, než u hodnot na obrázku (3.6), kde se provedla Eulerova dis-
kretizace. Na obrázku (3.7) je tomu přesně naopak. Lze pozorovat menš́ı rozptyl
než na obrázku (3.5).

Diskrétńı verzi Cox-Ingersoll-Rossova modelu taktéž nasimulujeme s pomoćı
Eulerova (2.26) a Milsteinova diskretizačńıho schematu (2.27). Diskrétńı verze
CKLS modelu (2.38) zahrnuje diskrétńı verzi CIR modelu pomoćı Eulerova sche-
matu, jestliže se zvoĺı parametr γ = 0.5. V prvńı variantě se generuje vývoj
úrokových sazeb s parametry α = 0.0139, β = −0.00933, σ =

√
0.0174. Ve druhé

voĺıme parametry α = 0.0189, β = −0.2339 a σ =
√

0.0043. Přehledný soupis
parametr̊u jednotlivých variant lze nalézt v tabulce (3.4). Na obrázćıch (3.9) a
(3.10) je sto simulaćı trajektorie o délce 50 s parametry prvńı a druhé varianty
Eulerovou diskretizaćı a na obrázćıch (3.11) a (3.12) je totéž Milsteinovou dis-
kretizaćı. Podmı́nka pro zaručeńı nenabýváńı záporných hodnot úrokových sazeb
pro diskrétńı verzi upraveného CIR modelu 2α > σ2 je splněna v obou vari-
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Obrázek 3.5: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Dothanova modelu
s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.6: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Dothanova modelu
s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.

Cox-Ingersoll-Ross̊uv model α β γ σ

1. varianta 0.0139 -0.00933 0.5
√

0.0174

2. varianta 0.0189 -0.2339 0.5
√

0.0043

Tabulka 3.4: Parametry prvńı a druhé varianty Cox-Ingersoll-Rossova modelu.
Zdroj: Vlastńı tvorba.
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Obrázek 3.7: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Dothanova modelu
s parametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.8: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Dothanova modelu
s parametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.9: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CIR modelu s pa-
rametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.

Modifikovaný CIR model α β γ σ

1. varianta 0 0 1.5
√

0.0006

2. varianta 0 0 1.5
√

0.5778

Tabulka 3.5: Parametry prvńı a druhé varianty modifikovaného CIR modelu.
Zdroj: Vlastńı tvorba.

antách. Avšak v prvńı variantě lze pozorovat několik trajektoríı, které nabývaj́ı
záporných hodnot. Těchto situaćı je však pouze nepatrné množstv́ı oproti počtu
simulovaných trajektoríı a jsou zapř́ıčiněny stochastickým rázem tohoto procesu
vývoje úrokových sazeb. Na obrázćıch (3.11) a (3.12) již vývoje úrokových sazeb
záporných hodnot nenabývaj́ı.

Porovnává-li se Milsteinova a Eulerova diskretizace, lze ř́ıci, že u obou dvojic
simulaćı se stejnými parametry je jen nepatrný rozd́ıl v rozptylu hodnot. Vývoj
úrokových sazeb v CIR modelu s parametry prvńı varianty se lǐśı od vývoje
s parametry zvolenými ve druhé variantě t́ım, že v prvńı variantě se hodnoty
vzdaluj́ı v́ıce od hladiny trendu, než je tomu ve druhé variantě.

Diskrétńı verze modifikovaného Cox-Ingersoll-Rossova modelu (2.29) lze vyjá-
dřit diskrétńı verźı CKLS modelu (2.38) položeńım parametr̊u α, β = 0 a γ = 3

2
.

V prvńı variantě necht’ σ =
√

0.0006 a ve druhé σ =
√

0.5778, jak lze přehledně
vidět v tabulce (3.5).

Diskrétńı verze modifikovaného CIR modelu (2.29) s parametry prvńı varianty,
jak lze vidět na obrázku (3.13), zaručuje, že se hodnoty úrokových sazeb př́ılǐs
nevzdáĺı od počátečńı hodnoty r(0) = 0.05 ani po 50 kroćıch.

Na obrázku (3.14) lze pozorovat, že hodnoty úrokových sazeb se drž́ı na
úrovni počátečńı hodnoty s mı́rným klesaj́ıćım trendem a i přesto, že jsou bĺızko
záporných hodnot, tuto hranici nepřekroč́ı. Nelze však ř́ıci, že tento model vy-
kazuje vysokou stabilitu, jelikož některé trajektorie úrokových sazeb nabývaj́ı
vysokých hodnot a poté je velice rychle ztráćı.
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Obrázek 3.10: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CIR modelu s pa-
rametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.11: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CIR modelu s pa-
rametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.12: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CIR modelu s pa-
rametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.13: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze modifikovaného
CIR modelu s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.14: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze modifikovaného
CIR modelu s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.

Brennan-Schwartz̊uv model α β γ σ

1. varianta 0.0105 -0.0003 1
√

0.0036

2. varianta 0.0242 -0.3142 1
√

0.1185

Tabulka 3.6: Parametry prvńı a druhé varianty Brennan-Schwartzova modelu.
Zdroj: Vlastńı tvorba.

Simulace diskrétńı verze modifikovaného Cox-Ingersoll-Rossova modelu Mil-
steinovou diskretizaćı (2.30) jsou na obrázćıch (3.15) a (3.16). Nelze vypozorovat
velký rozd́ıl mezi Eulerovou a Milsteinovou diskretizaćı.

Simulace diskrétńı verze Brennan-Schwartzova modelu (2.33), který vznikne z
CKLS modelu položeńım parametru γ = 1 pomoćı Eulerovy diskretizace, jsou vy-
kresleny na obrázku (3.17) s parametry prvńı varianty α = 0.0105, β = −0.0003
a σ =

√
0.0036 a s parametry druhé varianty α = 0.0242, β = −0.3142 a

σ =
√

0.1185, viz. tabulka (3.6), na obrázku (3.18). Simulace diskrétńı verze
Brennan-Schwartzova modelu (2.34), které vzniknou Milsteinovou diskretizaćı,
jsou vykresleny na obrázku (3.19) a (3.20).

Diskrétńı verze CKLS modelu (2.38) a (2.41) nezahrnuje diskrétńı verze ex-
ponenciálńıho Vaš́ıčkova modelu (2.35) a (2.37). Naprogramujeme novou funkci,
která simuluje vývoj úrokových sazeb podle exponenciálńıho Vaš́ıčkova modelu.
Prvńı variantu parametr̊u voĺıme α = 0.002, β = 0.0038 a σ =

√
0.0005, viz.

tabulka (3.7). Simulace exponenciálńıho Vaš́ıčkova modelu s těmito parametry
je na obrázku (3.21). Na obrázku (3.22) je simulace exponenciálńıho Vaš́ıčkova
modelu s parametry α = 0.06, β = 0.906026 a σ =

√
0.02007.

Při simulaci diskrétńı verze CKLS modelu pomoćı Eulerova schematu (2.38)
a Milsteinova schematu (2.41) zvoĺıme parametry prvńı varianty α = 0.0331,
β = −0.0079, γ = 1.649 a σ = 0.02 a druhé varianty α = 0.0112, β = −0.05921,
γ = 1.2999 a σ =

√
0.0006324, viz. tabulka (3.8). Lze spatřit, že rozd́ıl ve vývoji

úrokových sazeb dle Eulerovy a Milsteinovy diskretizace neńı v CKLS modelu
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Obrázek 3.15: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze modifikovaného
CIR modelu s parametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.16: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Modifikovaného
CIR modelu s parametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.

Exponenciálńı Vaš́ıčk̊uv model α β σ

1. varianta 0.002 0.0038
√

0.0005

2. varianta 0.06 0.906026
√

0.02007

Tabulka 3.7: Parametry prvńı a druhé varianty exponenciálńıho Vaš́ıčkova mode-
lu. Zdroj: Vlastńı tvorba.
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Obrázek 3.17: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Brennan-
Schwartzova modelu s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.18: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Brennan-
Schwartzova modelu s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.

CKLS model α β γ σ
1. varianta 0.0331 -0.0079 1.649 0.02

2. varianta 0.0112 -0.05921 1.2999
√

0.0006324

Tabulka 3.8: Parametry prvńı a druhé varianty CKLS modelu. Zdroj: Vlastńı
tvorba.
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Obrázek 3.19: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Brennan-
Schwartzova modelu s parametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.20: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Brennan-
Schwartzova modelu s parametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.21: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze exponenciálńıho
Vaš́ıčkova modelu s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.22: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze exponenciálńıho
Vaš́ıčkova modelu s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.23: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze exponenciálńıho
Vaš́ıčkova modelu s parametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.24: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze exponenciálńıho
Vaš́ıčkova modelu s parametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.25: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CKLS modelu
s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.

patrný. Parametry prvńı varianty zapř́ıčinily nereálný pohyb úrokových sazeb
na obrázku (3.25) a (3.27). Na obrázćıch (3.26) a (3.28) lze pozorovat hladinu
úrokové sazby, na které se vývoj těchto sazeb usadil.

Nearbitrážńı modely

Při simulováńı vývoje úrokových sazeb podle nearbitrážńıch model̊u použ́ıváme
stejný postup popsaný výše pro rovnovážné modely. U následuj́ıćıch simulaćı je
vyřešena jejich vysoká časová náročnost použit́ım dynamické rekurze, která je
možným řešeńım tohoto problému. Také zde je umožněna reprodukovatelnost
všech výpočt̊u ve stejné podobě.

Pr̊uběh sta trajektoríı o délce 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova modelu krá-
tkodobých úrokových sazeb (2.44) pomoćı Eulerovy diskretizace s počátečńı hod-
notou r(0) = 0.05 a parametry prvńı varianty a = 0.9, σ =

√
0.000004 je nasi-

mulován na obrázku (3.29). Na obrázku (3.30) je simulace téhož jen s parametry
druhé varianty a = 0.9, σ =

√
0.004.

Odlǐsnost simulaćı na obrázćıch (3.29) a (3.30) je patrná. Hodnoty parametr̊u
výrazně ovlivnily pr̊uběh vývoje úrokových sazeb. Na obrázku (3.29) hodnota pa-
rametru σ =

√
0.000004 zp̊usobila, že úrokové sazby výrazně nepřesáhnou hladinu

0.09 ani po padesáti kroćıch, zat́ımco na obrázku (3.30) téměř okamžitě hodnoty
úrokových sazeb nabývaj́ı mnohem větš́ıch hodnot, něž je tomu v reálném světě.
Nav́ıc rozptyl hodnot na obrázku (3.30) je větš́ı než na (3.29) a úrokové sazby se
zde také dostávaj́ı do záporných č́ısel.

Pomoćı Eulerovy a Milsteinovy diskretizace je na obrázćıch (3.31), (3.32) a
(3.33), (3.34) nasimulován pr̊uběh sta trajektoríı o délce 50 diskrétńı verze Hull-
Whiteova modelu krátkodobých úrokových sazeb (2.47), což odpov́ıdá Eulerově
diskretizaci, či (2.48), což odpov́ıdá Milsteinově diskretizaci, s počátečńı hodnotou
r(0) = 0.05 a parametry v prvńı variantě β = 0.9, σ =

√
0.000004 a ve druhé

variantě β = 0.9, σ =
√

0.004.
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Obrázek 3.26: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CKLS modelu
s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.27: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CKLS modelu
s parametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.28: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze CKLS modelu
s parametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.29: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova
modelu (2.44) s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.30: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova
modelu (2.44) s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.31: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova
modelu (2.47) s parametry prvńı varianty dle Eulerovy diskretizace.
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Obrázek 3.32: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova
modelu (2.47) s parametry druhé varianty dle Eulerovy diskretizace.

Na obrázćıch (3.31) a (3.33) nelze vypozorovat rozd́ıl mezi Eulerovou a Mil-
steinovou diskretizaćı. Na obou obrázćıch je patrný stejný trend a hladina úrokové
sazby, na kterou vývoj sazeb mı́̌ŕı.

Rozd́ıl mezi Eulerovou a Milsteinovou diskretizaćı je nepatrný i na obrázćıch
(3.32) a (3.34). Pouze rozptyl hodnot na obrázku (3.34) je menš́ı než na obrázku
(3.32).

Nasimulované trajektorie úrokových sazeb dle model̊u (2.47) a (2.48) s para-
metry prvńı i druhé varianty nabývaj́ı pouze kladné hodnoty.

Ve všech verźıch Hull-Whiteova modelu se za parametr ϑ(t) závislý na čase t

dosazovala hodnota aritmetického pr̊uměru ze známých hodnot ϑ(t) = r(0)+...+r(t)
t+1

,
t = 0, . . . , 50.

Pohyb úrokových sazeb simulujeme pomoćı diskrétńı verze Ho-Leeova mode-
lu (2.49) na obrázćıch (3.35), (3.36) a (3.37). Nasimulujeme tři varianty tohoto
modelu pro stejnou hodnotu parametru σ =

√
0.00004. V prvńı variantě zvoĺıme

θ(0) = r(0), θ(t) = r(0)+...+r(t)
t+1

− r(t − 1), t = 1, . . . , 50. Ve druhé variantě je

θ(t) =

√
r(t)

100
, t = 0, . . . , 50 a ve třet́ı θ(t) = sin r(t)

100
, t = 0, . . . , 50. Všechny tři va-

rianty vykazuj́ı r̊uzné, avšak reálné výsledky. Vývoje úrokových sazeb z obrázk̊u
(3.35) – (3.37) maj́ı trend, kterým se tyto sazby pohybuj́ı.

Simulace sta trajektoríı o délce 50 diskrétńı verze Black-Derman-Toyova mo-
delu (2.51) je vyobrazena na obrázćıch (3.38) a (3.39). Parametry pro simulaci z
obrázku (3.38) jsou zvoleny θ(t) = 3r(t)− 4r(t− 1), t = 1, . . . , 50, θ(0) = 0.004,
σ = 0.09 a označeny jako prvńı varianta. Parametry označené jako druhá varianta
jsou θ(t) = log(1+0.1r(t), t = 0, . . . , 50 a σ = 0.029 a je jich použito pro simulaci
z obrázku (3.39).

Přednost́ı Black-Derman-Toyova modelu je, že úrokové mı́ry nabývaj́ı pou-
ze kladných hodnot. Tuto vlastnost lze pozorovat předevš́ım na obrázku (3.38).
Na tomto obrázku a také na obrázku (3.39) se simulované trajektorie vývoje
úrokových sazeb pohybuj́ı určitým trendem, od kterého se ani po padesáti kroćıch
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Obrázek 3.33: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova
modelu (2.48) s parametry prvńı varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.34: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Hull-Whiteova
modelu (2.48) s parametry druhé varianty dle Milsteinovy diskretizace.
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Obrázek 3.35: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Ho-Leeova modelu
s parametry prvńı varianty.
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Obrázek 3.36: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Ho-Leeova modelu
s parametry druhé varianty.
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Obrázek 3.37: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Ho-Leeova modelu
s parametry 3. varianty.

př́ılǐs neodchyluj́ı.
Při simulaci vývoje úrokových sazeb podle diskrétńı verze Black-Karasinského

modelu (2.54), je použit parametr závislý na čase ve tvaru θ(t) = log r(0)+...+log r(t)
t+1

,
t = 0, . . . , 50. Ostatńı parametry jsou v prvńı variantě φ = 1.1, σ = 0.0825 a ve
druhé variantě φ = 0.93, σ = 0.097.

Simulace vývoj̊u úrokových sazeb podle Black-Karasinského modelu na obráz-
ćıch (3.40) a (3.41) vykazuj́ı stabilitu. Na obrázku (3.40) je zvolen parametr σ
tak, aby trend, kterým se sazby pohybuj́ı, byl rostoućı. Na obrázku (3.41) je tomu
přesně naopak. V obou dvou př́ıpadech je rozpoznatelná hladina dlouhodobého
pr̊uměru úrokových sazeb, na které se sazby ustálily. Vlastnost návratu na střed,
kterou Black-Karasinského model má, je tedy zcela zřetelná.

3.2 Reálná data

V této kapitole provedeme porovnáńı několikanásobných simulaćı vybraných mo-
del̊u s odhadnutými parametry z reálných dat a jedinečné trajektorie dané právě
těmito daty.

Budeme zde volit ∆t = 1
252

, protože, jak je uvedeno v [19], často se vńımá jed-
notka času jako jeden rok. Jelikož ńıže použ́ıváme denńı reálná data a pracovńıch
dn̊u je v roce přibližně 252, je tato úprava na mı́stě.

Jako prvńı použijeme diskrétńı verzi modelu Vaš́ıčkova (2.10). Reálná data
jsme źıskali ze zdroje [22] ze zprávy H.15, která, jak uvád́ı [22], obsahuje úrokové
sazby vybraných nástroj̊u amerického ministerstva finanćı, soukromého peněžńıho
trhu a kapitálového trhu a je vydávána týdně. My použijeme úrokové sazby swap̊u
s dobou splatnosti 1 rok. Tyto sazby jsou ročńı v podobě desetinného č́ısla a
jsou zaznamenávány denně v obchodovaćıch dnech vždy v 11:00. Použ́ıvaj́ı se v
situaćıch, kdy si subjekty mezi sebou směňuj́ı nejčastěji fixńı a variabilńı úrokové
platby ve shodné měně. Časový interval, který pokrývaj́ı je od 3.7.2000 až do
16.7.2012.
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Obrázek 3.38: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Black-Derman-
Toyova modelu s parametry prvńı varianty.
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Obrázek 3.39: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Black-Derman-
Toyova modelu s parametry druhé varianty.
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Obrázek 3.40: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Black-Kara-
sinského modelu s parametry prvńı varianty.
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Obrázek 3.41: Simulace sta trajektoríı délky 50 diskrétńı verze Black-Kara-
sinského modelu s parametry druhé varianty.
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Jednoletý swap Veličina Počet dat Pr̊uměr Rozptyl
Hodnoty r(t) 3011 0.0268 0.00036
Hodnoty r(t+1)-r(t) 3010 -0.00002 2.0729 ∗ 10−7

Jednoletý swap Směrod. odchylka Medián Maximum Minimum
Hodnoty 0.0191277 0.0239 0.0713 0.0035
Hodnoty 0.00045 0. 0.0032 -0.0041

Tabulka 3.9: Některé statistické charakteristiky úrokových sazeb jednoletých
swap̊u. Zdroj: Vlastńı tvorba.

V tabulce (3.9) uvád́ıme některé statistické charakteristiky těchto reálných
dat.

K odhadu parametr̊u využijeme znalosti, že diskrétńı verze Vaš́ıčkova modelu
(2.10) lze napsat ve tvaru lineárńı regresńı rovnice

r(t+ ∆t) = r(t) + a(b− r(t))∆t+ σεt
√

∆t

= ab∆t︸ ︷︷ ︸
α

+ (1− a∆t)︸ ︷︷ ︸
β

r(t) + ε∗t , (3.1)

kde ε∗t ∼ N(0, σ2∆t).
Označme naše reálná data rti pro i = 0, . . . , N , kde v tomto př́ıpadě je N =

3010, a přepǐsme (3.1) na indexový tvar

rti+1
= rti + a(b− rti)∆t+ σεti

√
∆t

= ab∆t︸ ︷︷ ︸
α

+ (1− a∆t)︸ ︷︷ ︸
β

rti + ε∗ti , (3.2)

kde ε∗ti ∼ N(0, σ2∆t).
Odtud lze sestavit lineárńı regresńı model Y = XB+E, kde v tomto př́ıpadě je

Y =


rt1
rt2
...
rtN

 , X =


1 rt0
1 rt1
...

...
1 rtN−1

 , B =

(
α
β

)
, E =


ε∗t1
ε∗t2
...
ε∗tN


s ε∗ti , i = 1, . . . , N nezávislými, stejně rozdělenými náhodnými veličinami, pro
které plat́ı E[ε∗ti ] = 0, V ar[ε∗ti ] = σ2. Odhad parametru B se nalezne metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u. Tento odhad vypadá následovně

B̂ = (XTX)−1XTY. (3.3)

Odhad parametru σ̂ se nalezne jako směrodatná odchylka residúı.
Odhady parametr̊u Vaš́ıčkova modelu jsou α̂ = 0.236289, β̂ = 0.00322973 a

σ̂ = 0.0193403.
Jak lze vidět na obrázku (3.42), na kterém je ilustrováno porovnáńı jedinečné

trajektorie reálných hodnot úrokových sazeb jednoletých swap̊u se čtyřiceti si-
mulacemi vývoj̊u těchto úrokových sazeb podle Vaš́ıčkova modelu, neńı Vaš́ıčk̊uv
model v tomto př́ıpadě vhodný pro simulaci reálného vývoje úrokových sazeb.
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Obrázek 3.42: Porovnáńı simulace čtyřiceti trajektoríı diskrétńı verze Vaš́ıčkova
modelu s reálnými daty.

Daľśı model, jehož vývoj simulujeme s parametry odhadnutými z reálných dat
stejných jako u Vaš́ıčkova modelu, je Cox-Ingersoll-Ross̊uv model. Jelikož tento
model je jedńım z mála model̊u krátkodobých úrokových sazeb, jehož podmı́něnou
hustotu přechodu známe v uzavřeném tvaru, použijeme k odhadováńı jeho para-
metr̊u metodu maximálńı věrohodnosti.

Vycházejme tedy z postup̊u pro odhad parametr̊u CIR modelu uvedených
v [19] a [20], kde použ́ıvaj́ı právě metodu maximálńı věrohodnosti ve spojeńı s
hustotou přechodu tohoto modelu, která udává hustotu úrokové sazby rti+1

v čase
ti+1, jestliže známe hodnotu rti v čase ti. V př́ıpadě CIR modelu má tato hustota,
která je taktéž někdy nazývána podmı́něná hustota, tvar

p(rti+1
|rti ; θ,∆t) = ce−u−v(

v

u
)
q
2 Iq(2

√
uv), (3.4)

kde

c =
2a

σ2(1− e−a∆t)
,

u = crtie
−a∆t,

v = crti+1
,

q =
2ab

σ2
− 1,

kde Iq(2
√
uv) je modifikovaná Besselova funkce prvńıho stupně a řádu q a θ =

(a, b, σ).
Logaritmická věrohodnostńı funkce pro metodu maximálńı věrohodnosti z po-

stupu dle [19] a [20] má tedy tvar

l(θ) =
N−1∑
i=0

ln p(rti+1
|rti ; θ,∆t) (3.5)
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Obrázek 3.43: Porovnáńı jedinečné trajektorie reálných dat se čtyřiceti simulacemi
diskrétńı verze CIR modelu s parametry odhadnutými dle prvńıho postupu.

a odtud již najdeme maximálně věrohodný odhad θ̂ parametru θ maximali-
zováńım logaritmické věrohodnostńı funkce l(θ) následuj́ıćım zp̊usobem:

θ̂ ≡ (α̂, µ̂, σ̂) = arg max
θ

l(θ). (3.6)

Odhady parametr̊u jsou α̂ = 0.264666, µ̂ = 0.00604528 a σ̂ = −0.0493562.
Tyto hodnoty parametr̊u splňuj́ı podmı́nku pro nenabýváńı záporných hodnot
úrokových sazeb, jak lze pozorovat na obrázku (3.43), kde je ilustrováno porovnáńı
jedinečné trajektorie reálných dat se čtyřiceti simulacemi vývoje úrokových sazeb
dle diskrétńı verze CIR modelu (1.11) s námi odhadnutými parametry.

Dle zdroje [21] lze volit pro metodu maximálńı věrohodnosti logaritmickou
věrohodnostńı funkci ve tvaru

l(θ) =
N−1∑
i=0

ln [φ(rti+1
;m(rti ,∆t|θ), v(rti ; ∆t|θ)], (3.7)

kde

φ(y;m, v) =
e

−(y−m)2

2v

√
2πv

,

m(rti ,∆t|θ) = rtie
−a∆t + b(1− e−a∆t),

v(rti ,∆t|θ) = rti
σ2

a
(e−a∆t − e−2a∆t) + b

σ2

2a
(1− e−a∆t)2.

Maximalizováńım této logaritmické věrohodnostńı funkce dostaneme odhady
â = 0.26706, b̂ = 0.00594167 a σ̂ = −0.0493148, které se jen velice nepatrně
lǐśı od předchoźıch odhad̊u. Tyto hodnoty parametr̊u také splňuj́ı podmı́nku pro
nenabýváńı záporných hodnot úrokových sazeb, jak lze pozorovat na obrázku
(3.44), kde je ilustrováno porovnáńı jedinečné trajektorie reálných dat se čtyřiceti
simulacemi vývoje úrokových sazeb dle diskrétńı verze CIR modelu (1.11) s těmito
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Obrázek 3.44: Porovnáńı jedinečné trajektorie reálných dat se čtyřiceti simulacemi
diskrétńı verze CIR modelu s parametry odhadnutými dle druhého postupu.

odhadnutými parametry. Tyto simulace jsou taktéž téměř totožné se simulacemi
na obrázku (3.43).

Jak lze vidět na obrázćıch (3.42) a (3.43), resp. (3.44) ani jeden zvolený model
neńı vhodný pro simulaci vývoje reálných úrokových sazeb. Cox-Ingersoll-Ross̊uv
model se zdá být přesto vhodněǰśı, jelikož zaručuje nabýváńı pouze kladných
úrokových sazeb, což Vaš́ıčk̊uv model nezaručuje.

Výše použité odhady parametr̊u jsme použili z d̊uvodu nejsnadněǰśı imple-
mentace, proto, že jsou dostačuj́ıćı pro studované simulace v této práci a také
proto, abychom prostudovali v́ıce možných zp̊usob̊u odhad̊u parametr̊u.
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Závěr

V této práci byly prostudovány některé typy spojitých finančńıch model̊u. Byly
uvedeny dva modely vývoj̊u cen aktiv (model vývoje cen, model vývoje loga-
ritmických cen), některé jednofaktorové modely krátkodobých sazeb ze skupiny
rovnovážných model̊u (Merton̊uv model, Vaš́ıčk̊uv model, Cox-Ingersoll-Ross̊uv
model) a několik jednofaktorových model̊u krátkodobých sazeb ze skupiny near-
bitrážńıch model̊u (Hull-White̊uv model, Ho-Lee̊uv model, Black-Derman-Toẙuv
model). U většiny z nich byly zhodnoceny jejich výhody a nevýhody. Aby by-
lo možné ilustrovat simulace těchto spojitých finančńıch model̊u, byly na jejich
základě formulovány jejich diskrétńı verze za pomoci Eulerova a Milsteinova dis-
kretizačńıho schematu.

Ve většině vyobrazených simulaćıch vývoje krátkodobých sazeb dle diskrétńıch
verźı model̊u vzniklých pomoćı Eulerova schematu a Milsteinova schematu by-
ly vypozorovány pouze nepatrné vizuálńı rozd́ıly. Použit́ım Milsteinova diskreti-
začńıho schematu došlo pouze v Dothanově modelu s parametry druhé varian-
ty k nevelkému, ale přeci jen pozorovatelnému, zvýšeńı rozptylu hodnot oproti
použit́ı Eulerova schematu. V ostatńıch simulaćıch platilo, že použit́ım Milstei-
nova schematu se bud’ dospělo k menš́ımu rozptylu anebo rozd́ıl rozptylu nebyl
pozorovatelný.

Co však simulované vývoje úrokových sazeb ovlivnilo mnohem v́ıce, byly hod-
noty parametr̊u. Některé zapř́ıčinily nereálný vývoj krátkodobých úrokových sa-
zeb, jako např́ıklad při simulaci diskrétńı verze CKLS modelu s parametry prvńı
varianty: již po méně než deseti kroćıch byly zaznamenány velmi vysoké hodno-
ty. Jiné volby parametr̊u vedly ke stabilńımu vývoji úrokových sazeb, jenž lze
pozorovat např́ıklad při simulaci diskrétńı verze Hull-Whiteova modelu (2.48) s
parametry prvńı varianty. Obecně se tedy dá ř́ıci, že se v našich simulaćıch near-
bitrážńı modely zdaj́ı být stabilněǰśı a vyznačuj́ı zřetelněǰśı trend nežli modely
rovnovážné.

Na závěr se provedly odhady parametr̊u Vaš́ıčkova a Cox-Ingersoll-Rossova
modelu z reálných dat, jež byly použity při porovnáváńı vývoje specifikovaného
těmito daty a nasimulovaných trajektoríı dle těchto model̊u s odhadnutými para-
metry. Jak lze vidět na těchto př́ıkladech, Vaš́ıčk̊uv model, Cox-Ingersoll-Ross̊uv
model a ani žádný jiný zmı́něný model neńı schopen zachytit výkyvy vývoje
reálných úrokových sazeb či vývoj̊u cen akcíı, které jsou zp̊usobené ekonomickým
vývojem, kriźı, pádem vlády, válkou atp. K tomuto by bylo možné použ́ıt myšlenky
z článku [2], který by stál společně s parametrickými a předevš́ım neparamet-
rickými metodami odhad̊u parametr̊u za daľśı studium a výhledově by mohl být
brán jako jeden z podklad̊u pro diplomovou práci.
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