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Uvod

Téma prace vyuziti Markovskych fetézcl v bankovnictvi mne zaujalo, nebot’ jiZ né-
kolik let pracuji v oblasti fizen{ kreditniho rizika, ale s matematickou teorii souvisejici
s touto problematikou jsem zatim neméla moZnost se seznamit. Proto jsem rdda vyu-
Zila prilezitosti trochu hloubéji proniknout do této problematiky.

Rizeni kreditniho rizika je zvI43t' v poslednich letech jednou z kli¢ovych oblas-
ti v bankovnictvi. Financni instituce se snazi uvérové riziko kvantifikovat a jednim
z ndstroju je hodnoceni klienta pomoci interniho ratingu, ktery vyjadfuje uréitou miru
pravdépodobnosti, Ze klient nebude schopen v budoucnu dostat svym zavazkim. Fi-
nan¢ni instituce se pak soustedi na sledovéni vyvoje tivérového portfolia globalné dle
jednotlivych stupiiti interniho ratingu a snazi se odhadnout, jak se bude toto rozdéle-
ni v budoucnu ménit. Hlavnim néstrojem jsou poznatky z teorie Markovovych procesii.

Cilem této prace je seznamit se s teorii Markovovych fetézctli, ddle popsat dnes
nejcastéji pouzivané metody pro modelovani prechodii mezi ratingy, které z této teorie
vychdzeji, a pomoci aplikace na skuteCnych datech jednotlivé metody pouZit a ziskané
vysledky porovnat.

Préce je rozd€lena do Ctyt kapitol, prvni kapitola je vénovana stru¢nému tuvodu do
teorie nahodnych procesi, ve druhé kapitole jsou uvedeny zaklady Markovovych pro-
cesu s diskrétni mnoZinou stavi, a to jak s diskrétnim, tak i spojitym Casem.

Ve tieti kapitole jsou nejdfive vysvétleny zdkladni pojmy z oblasti fizeni tivérového
rizika a déle jsou teoreticky popsany jednotlivé metody pro modelovani prechodti mezi
ratingy. Témito metodami jsou metoda kohorty zaloZena na teorii Markovova fetézce
s diskrétnim Casem, duracni metoda zaloZend na teorii homogennitho Markovova fe-
tézce se spojitym Casem a neparametricky Aalentiv-Johansentliv odhad, ktery vychazi
s nehomogenniho Markovova fetézce se spojitym Casem.

V posledni kapitole pak jsou teoretické poznatky pouzity pro vypocet odhadi ma-
tic pravdépodobnosti prechodu mezi ratingy na skutenych bankovnich datech a je
diskutovano, jak se jednotlivé vysledky lisi. Déle je jeden z odhadt pouzit jako znama
matice pravdépodobnosti prechodu pro simulaci vzorku dat. Ze simulovanych dat jsou
spocitany nové odhady matic pravdépodobnosti prechodu a ovéieno, s jakou presnosti
jsou jednotlivé metody schopné odhadnout ptivodni matici pravdépodobnosti piecho-
du.



1. Nahodné procesy

Markovovy fetézce, které jsou hlavni naplni této prace, tvori rozsahlou tfidu ndhodnych
procest, proto je jim vénovana dvodni kapitola.
Zaklady stochastickych procest je mozné nalézt ve skriptech [6]], [14]. Uvod do te-

orie pravdépodobnosti véetné Markovovych procesi je v [5]], podrobnéjsi vyklad teorie
pravdépodobnosti a stochastickych procest podava [10]].

1.1 Zakladni vlastnosti

Néhodny proces mizeme chépat jako zobecnéni ndhodné veli¢iny. Casto je nahodny
proces posloupnosti ndhodnych veliin v Case, tedy zatimco ndhodna veli€ina je redlna
funkce elementarniho jevu, ndhodny proces je navic jeste€ funkci casu. Nahodné proce-
sy tak vyjadiuji dynamiku ndhodnych jevi.

Prikladem nahodného procesu miize byt Browntiv pohyb hmotné Castice, posloup-
nost ndhodnych hodu hraci kostkou, zmény v poctu zakaznikd Cekajicich na obsluhu
apod.

Misto pojmu ndhodny proces se také pouziva pojem stochasticky proces nebo prav-
dépodobnostni proces.

Definice 1.1. Necht’ (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a necht’ 7" je neprazdnou
podmnoZzinou mnoZiny redlnych ¢isel R. Pak soubor ndhodnych veli¢in {X;, ¢t € T'}
definovanych na (€2, A, P) se nazyva redlny ndhodny proces.

Jak uz bylo feceno vyse, na ndhodny proces se miZeme divat jako na funkci dvou
proménnych - elementarniho jevu w a ¢asu t. Pro pevné zvolené t € T je X,(.) ndhodna
veli¢ina definovana na €. Pro pevné zvolené w € Q je X()(w) redlnou funkci ¢asu
t € T. Funkce X (w) se nazyva trajektorii nebo také realizaci ndhodného procesu.

1.2 Distribu¢ni funkce nahodného procesu

Dale definujeme distribu¢ni funkci ndhodného procesu.

Definice 1.2. Necht' {X;, ¢t € T} je ndhodny proces, n € N, t;,ts,...,t, € T a
(X4, X4y, - - ., Xy, ) ndhodny vektor, jehoZ distribu¢ni funkce je definovand predpisem

Ftl,tg,‘..,tn(x17x27 . ,fL'n) = P(th < $1,Xt2 < Zo,... ,th < .I'n)

Jestlize déle pro systém distribu¢nich funkei {F}, +, .+, (z1, T2, ..., 2,)} jsou splnény
ndasledujici tzv. Kolmogorovovy podminky konzistence:

e pro libovolnou permutaci 7 mnoziny {1,2,...,n} plati

Ftﬂ'(l)vtw(2)7”~7t7r(n) ($W(1)> Tr(2)s - - - 7x7r(n)) = Fi oot (T1, T2y, ),



e n-rozmérnd distribu¢ni funkce ndhodného vektoru je marginalni distribu¢ni funk-
ci (n+1)-rozmérného ndhodného vektoru, tj.

B Fygotnitni (B0, @25 oo Ty Tpg1) = Fiy gy (X1, T2,y 0, T).
Tp+41—700
Pak F}, 4, 4, (%1, 29,...,x,) se nazyva n-rozmérnou distribucni funkci ndhodného

procesu {X,, t € T}.

Rozdé€leni ndhodného procesu je jednoznacné urceno rozdélenim vSech konecné
rozmérnych nahodnych vektord (X, Xy,,..., X, ). Kazdy ndhodny proces urCuje
konzistentni systém distribu¢nich funkci.

Véta 1.3 (Kolmogorov). Necht’ {Fy, ...+, (%1, %2, ..., z,)} je konzistentni systém dis-
tribucnich funkci. Potom existuje ndhodny proces {X;, t € T} takovy, Ze pro kaZdé
n € N, libovolnd ty,ts,...,t, €T alibovolnd x|, x>, ..., x, plati

P(th < xlthg < To, ... ,th < .Tn) = Ft1,t27...,tn($1a Lo, ... 7l'n).
Dukaz 1ze nalézt v [[17, Véta1.10.3].

1.3 Klasifikace nahodnych procesu

Klasifikace ndhodnych procesi se odviji od struktury mnoZiny stavi S, vlastnosti mno-
ziny T a vztahu zavislosti mezi nahodnymi veli¢inami X, pfi riznych ¢ € T

Podle typu mnoZiny 7' rozliSujeme ndhodny proces

e s diskrétnim Casem resp. casovou radou, je-li mnozina stavi 1" diskrétni, tj. T' =
Ny resp. T' = Z,

e se spojitym Casem, je-li T interval, tj. T = [a, b] C R.

Mnozina stavii ndhodného procesu S je mnozina hodnot ndhodnych veli¢in X;.
Podle struktury mnoZziny S rozliSujeme

e ndhodny proces s diskrétnimi stavy, jestlize mnoZina hodnot ndhodného procesu
je konecnd nebo spocetnd, tedy vSechny ndhodné veli¢iny X, nabyvaji pouze
diskrétnich hodnot

e ndhodny proces se spojitymi stavy, jestlize ndhodné veli¢iny X; nabyvaji hodnot
z néjakého intervalu

Hézeni kostkou je pfiklad ndhodného procesu s diskrétnim Casem, ktery je pred-
stavovan poradovymi Cisly jednotlivych hodd a s diskrétni mnoZinou stavi, kterd je
tvofena pocCty ok na kostce a nabyva proto hodnot S = {1,2,3,4,5,6}. Sledujeme-li
vyvoj poctu zdkaznikil ve front€, jedna se o ndhodny proces se spojitym ¢asem, kde
mnozina 7" je déna sledovanym obdobim, a mnozina stavu je S = {0,1,2,...}. Po-
kud budeme zaznamendvat venkovni teplotu v pravidelnych intervalech, jde o piiklad
ndhodného procesu s diskrétnim ¢asem, kterym je poradové Cislo naméfenych hodnot,
a spojitou mnozinou stavd (venkovni teplota). Obecné proces vyvoje venkovni teploty
muiZeme chapat jako ndhodny proces se spojitym Casem a spojitou mnoZinou stavd.

Déle uvedeme zdkladni ptiklady ndhodnych procesti podle typu zavislosti mezi
ndhodnymi veli¢inami pfi riznych casech (dle [6]):
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e Procesy s nezdvislymi prirustky. Nazyvame tak proces, pro ktery plati, Ze ndhod-
né veliciny
Xy — Xy, Xpy — Xy, oo, X, — Xy,
jsou nezavislé prokazdé t; € T,j = 1,2,... ., nat; <ty < ... <th_1 <ty
Jsou-li napfiklad Y3, Y5, ..., Y, hodnoty ndhodného vybéru, poloZme X; =
Vi, Xe, =Y1+Y,,... Xy, =Y1+Yo+ ... +Y,,.... Pak jde o proces s nezi-
vislymi pifristky, kde 7" = {1,2,...,n}a X, ,, — Xy, = Y,p1,n=1,2,....

n

e Markovovy procesy. Ndhodny proces { X;, t € T'} nazveme Markovovym pro-
cesem, jestlize mé takovou vlastnost, Ze jeho stav v budoucim Case ¢t > s zavisi
pouze na stavu v soucasném case s a nikoli na stavech v predeSlém Case u < s,
kde s,t,u € T, je to tedy proces ,,bez paméti*“. Formalné

P(Xt < CL‘th = ina Ce 7Xt = ilaXto = Zo) = P(Xt < G’th = /ln)

1

prokazdéty < t; < ... <t, <t,a € R, prokteré plati P(X;, =in,..., Xy, =
io) > 0.



2. Markovovy retézce

Markovovy procesy jsou pojmenované po Andreji Andrejevici Markovovi (1856-1922),
ruském matematikovi, ktery se zabyval ndhodnymi procesy.

Hlavnim zdrojem latky o Markovovych fetézcich pro tuto kapitolu byla skripta [6],
[L1] a [14]. Velmi obséhle jsou stochastické a Markovovy procesy zpracovdny v knize

[4].

Bez omezeni na obecnosti budeme déle pojem Markoviv Fetézec pouZivat pro
Markoviv proces s diskrétnimi stavy, v kterémzto pripadé ndhodné veliciny {X;,t €
T} nabyvaji pouze celoCiselnych hodnot, které tvofi mnoZinu stavii S Markovova
fetézce. S je konecnd nebo nejvyse spoletnd, tedy S = {1,2,...,N} nebo S =

1,2,...}.

2.1 Markovovy retézce s diskrétnim casem

2.1.1 Zakladni vlastnosti

Definice 2.1. Necht' {X,,, n € T} je ndhodny proces s diskrétnimi stavy a S € N
je mnoZina jeho stavl. Rekneme, Ze X je Markoviiv Fetézec s diskrétmim casem a
mnozinou stavd S, jestlize T' = Ny a je splnéna tato podminka

P(Xpi1=1X0 =6, X1 =in1,...,Xo =1d0) = P(Xpp1 = j| X, =) (2.1)

pro viechna n € T a v8echny stavy iy, ..., 1,1,] € S, takové, 7e P(X,, =1, X, 1 =
Z.n—la--wXO = Zo> > 0.

Podminka (2.1)) vyjadfuje tzv. markovskou vlastnost, kterd znamend, Ze pravdépo-
dobnost, s jakou proces prejde do néjakého stavu v ndsledujicim Case n + 1, zdvisi
pouze na jeho stavu v pfitomném Case n a nezaleZi na tom, v jakych stavech se ndhod-
ny proces nachdzel dfive, tj. v asechn — 1,n — 2,...,1,0.

Zména stavu procesu se nazyvd prechodem. Retézec se ze stavu i v nasledujicim
¢asovém okamzZiku dostane do stavu j s pravdépodobnosti p;;(n,n + 1), tato pravde-
podobnost se nazyva pravdépodobnosti prechodu 1. rddu ze stavu i do stavu j, tedy

pij(n,n+1) = P(X,41 = j|X,, = 7).
Obecné podminénd pravdépodobnost
pij(n,n+m) = P(Xpim = j|Xn = 1)
se nazyva pravdépodobnosti prechodu m-tého vddu, tj. pravdépodobnost pfechodu ze

stavu ¢ v Case n do stavu j v ¢ase n + m.

Definice 2.2. Necht' {X,,, n € Ny} je Markovuv fetézec s diskrétnim ¢asem a mno-
Zinou stavl S. Rekneme, ze X je homogenni Markovuv fetézec, jestlize podminéné
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pravdépodobnosti p;;(n, n + m) nezdleZi na vychozim Case n, ale jen na rozdilu stavi
&f = D (m)
m. Pak znatime p;; = pij(n,n + 1), resp. p;;

rekneme, Ze Markovtv fetézec je nehomogenni.

= pij(n,n + m). V opalném piipadé

Ve zbylé ¢asti tohoto odstavce budeme predpokladat jen homogenni Markoviiv fe-
tézec s diskrétnim Casem.

Podminéné pravdépodobnosti p;; miZeme uspofddat do Ctvercové matice P =
{pij, 1,7 € S}, kterou nazveme matici pravdépodobnosti prechodu. ProtoZe pro kazdé
i,J € S plati

pij = 0, sz'j =1,
j€S
jde o stochastickou matici (prvky matice jsou nezaporné a soucet prvki v kazdém rad-
ku matice je roven jedné).

Véta 2.3 (pravdépodobnost piechodu n-tého tadu). Necht’ {X,, n € Ny} je homo-
(0)
0 — 1,

i

genni Markovitv Fetézec s matici pravdépodobnosti prechodu P. Necht’ p
pz(?) =0proi # ja pgjl-) = pi;. Potom pro podminéné pravdépodobnosti n-tého
Fadu p" = P(Xopsn = j| X = i) plati

ij

Py = Zp%_”pkj, i,j €S (2.2)
keS

pro v§echnan,m € Ny a P(X,, =1) > 0.
Dtikaz je uveden v [14] Véta 2.2].

(n)

Ze vztahu (2.2) plyne, 7e matice P™ prvki p; ; Je stochastickd matice a plati

pm = pin=l) p=pp-t = pn

Jak uvadi [14)} str. 20], vztah (2.2)) 1ze zobecnit na identitu

m+n m n
pIm =" p
keS

pro vSechna m,n € Ny, kterd se nazyvd Chapmanovou-Kolmogorovovou rovnosti.
Maticové lze rovnost vyjadfit jako P(m+7) = p(m) p(),

Pravdépodobnosti, s jakymi Markoviiv fetézec nabyva jednotlivych stavii v poca-
te¢nim Case p; = P(Xo = i), i € S, urCuji pocdtecni rozdéleni Markovova fetézce
{X,,n € Ny}. Toto rozdéleni budeme znalit p = {p;,7 € S}.

Ziejmé plati
pi 2 0, Zpi = 1.
i€s
Nepodminéné pravdépodobnosti p;(n) = P(X,, = i) nazveme absolutnimi prav-
dépodobnostmi v Case n. Vektor absolutnich pravdépodobnosti budeme znacit p(n) =

{pi(n)7i € S}



Pro tyto nepodminéné pravdépodobnosti plati vztah [14), str. 20]

pj(n) = P(Xn :]> = ZP(XO =k, X, :])
kesS
=Y P(X, = jlXo = k)P(Xy = k)
kesS

= .

kesS

Vektorové miZzeme vztah mezi vektorem absolutnich pravdépodobnosti a pocatec-
nim rozdélenim vyjadrit nasledovné:

pm)’ =p’P",n € N,.

Prvky matice P" Ize v konecné rozmérném piipadé pocitat napt. podle Perronova
vzorce (Ize nalézt napt. v [[14, Dodatek B, Véta B.6]).

2.1.2 Klasifikace stavu Markovova retézce

Dosazitelnost stavii. Nejprve klasifikujeme stavy Markovova fetézce podle typu pie-
chodti mezi nimi.

Definice 2.4. Rekneme, Ze stav j je dosaZitelny ze stavu i, jestlize existuje n € N
takové, Ze pE;L) > 0, tento jev budeme znacit i — j. Rekneme, Ze stavy i a j jsou
vzdjemné dosaZitelné, jestlize stav i je dosaZitelny z j a naopak, coZ budeme znacit

14> 7.

Definice 2.5. Rekneme, Ze neprazdnd mnozina stavii C' C S je uzavitend, jestlize pro
kazdé i € C akazdé j takové, ze i — j,je j € C.

Definice 2.6. Stav i se nazyva absorpcni, jestlize jednobodova mnoZzina {i} je uzavie-
n4, to je pravdépodobnost p; = 1.

Definice 2.7. Markovuv fetézec je nerozloZitelny, jestlize kazdé dva jeho stavy jsou
vzajemné dosazitelné. V opaéném piipadé je rozloZitelny.

Definice 2.8. Rekneme, Ze stav i je periodicky s periodou d > 1, jestliZe d je nejvétsi
spole¢ny délitel mnoziny {n € N : pl(l" ) > 0}. JestliZze nejvétsim spolecnym délitelem

je d =1, pak se stav ¢ nazyva aperiodicky.

Dosazitelnost mezi jednotlivymi stavy lze zndzornit orientovanym grafem, ve kte-
rém jsou jednotlivé stavy reprezentoviny jeho vrcholy a orientovand hrana vede mezi
vrcholem 7 a vrcholem j pravé tehdy kdyz i # j a p;; > 0. Stav k je pak dosaZitelny
ze stavu [ pravé tehdy kdyZ z vrcholu [ vede orientovand cesta do vrcholu k.

Pravdépodobnosti navratu. UvaZzujme Markoviv fetézec, ktery se v ¢ase m na-
chdzi ve stavu ¢ a po n krocich se dostane poprvé do stavu j. Pravdépodobnost, Ze se
tak stane, nazveme pravdépodobnosti prvniho dosaZeni stavu j ze stavu © po n krocich

(n)

a znaCime ji f;;”, pak

fz(]n) = P(Xm+n :j7Xm+n71 #j,...,XWH,l #]|Xm = Z)



Pravdépodobnost fi(i”) nazveme pravdépodobnosti prvniho ndvratu do stavu © po n kro-
cich.

Pravdépodobnost f;;, s jakou fetézec, ktery se nachdzi v Case m ve stavu ¢, vstou-
pi po konecné mnoha krocich poprvé do stavu j nazveme pravdépodobnost prvniho
dosaZeni stavu j ze stavu i (po kone¢né mnoha krocich), a plati pro ni vztah

fij = Zfi(jn)u i,J €S.
n=1

Podobné pravdépodobnost f;; nazveme pravdépodobnosti prvniho ndvratu do stavu i
(po kone¢né mnoha krocich).

Definice 2.9. Necht' {X,n € N} je Markoviv fetézec s kone¢nou nebo spocetnou
mnozinou stavii S. Néhodnou veli¢inu 7;(1) = inf{n > 0 : X,, = j, 4,5 € S}
nazveme casem (dobou) prvniho ndvratu do stavu j.

Veli¢ina 7;(1) znaci poCet krokt, po kterych se fetézec poprvé vrati do stavu j,
nabyva tedy hodnot 1,2, ..., v piipadé, Ze takové n, ve kterém by se fetézec vratil do
stavu j, neexistuje, klademe 7;(1) = oo. Nahodnd veli¢ina 7;(k), k-ty ndvrat do stavu
J, se rovna Casu, ve kterém nastane k-ty ndvrat do stavu j nebo oo v pfipadé, Ze se
Markoviv fetézec do stavu j nevrati alespon k-krat.

Nahodnd veli¢ina 7;(1) md pravdépodobnostni rozdéleni { f ;") . f;”) = Py(1;(1)

Definice 2.10. Necht' { X, },,>1 je Markoviv fetézec s kone¢nou nebo spocetnou mno-
Zinou stava S. Stav i € S nazveme

i) trvalym, jestlize pravdépodobnost prvniho ndvratu do stavu j je 1, tzn. P(7;(1) <
o) =1,

ii) trvalym nenulovym, jestliZe je stav trvaly a zdroveni E;7;(1) < oo,
iil) trvalym nulovym, jestliZe je stav trvaly a zaroveni E;7;(1) = oo,

iv) prechodnym, jestlize pravdépodobnost, Ze se fetézec do stavu j nikdy nevrati neni
nenulovd, resp. ndvrat do stavu j nent jisty jev, tedy P(7;(1) < oo) < 1.

2.2 Markovovy retézce se spojitym casem

2.2.1 Zakladni vlastnosti

Jak uz bylo zminéno vyse, o ndhodny proces se spojitym Casem se jednd, pokud mno-
zina T je interval, budeme uvazovat T' = [0, 00).

Definice 2.11. Necht' {X;, ¢t € T'} je ndhodny proces s diskrétnimi stavy a mnoZinou
téchto stavli S. Rekneme, Ze X, je Markoviv Fetézec se spojitym casem a spocetnou
mnozinou stavt S, jestlize ' = [0, 00) a je splnéna podminka

P(Xy=jlXs=1,Xy, =tn,..., Xy, =11) = P(Xy = j|Xs =1) (2.3)
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provsechna0 < t; < ... <, < s < tavSechny stavy ¢y,...,1,,2,7 € 5, takova,
23P(Xt1 :il,...,th :Z.naXS :i,Xt :]) > 0.

Podminka (2.3)) vyjadiuje opét markovskou viastnost ndhodného procesu.

Podobné¢ jako v pfipadé Markovovych fetézci s diskrétnim ¢asem budeme podmi-
nénou pravdépodobnost P(X; = j| X, = i), Ze fetézec, ktery je v Case s ve stavu 1,
bude v Case t, t > s, ve stavu j, znaCit p;;(s, t) a budeme ji nazyvat pravdépodobnosti
prechodu ze stavu i do stavu j v case t. Zfejmé plati

pij(sat) Z 07 Zplj(sat) =1

jes

Také absolutni pravdépodobnosti p;(t) jsou pravdépodobnosti rozdéleni ndhodné
veli¢iny Xy, tzn. p;(t) = P(X; = j),j € S, t € T, a pocdtecni pravdépodobnosti p,
jsou pravdépodobnosti p; = p;(0) = P(Xo =j),j € S.

Pravdépodobnosti p;;(s,t) lze pii pevnych s,¢ uspofddat do stochastické matice
pravdépodobnosti pfechodu P(s,t), definujeme p;;(0) = 1, p;;(0) = O proi # j a
tedy P(0) = 1.

Véta 2.12. Necht’ {X;,t > 0} je Markoviiv Fetézec se spojitym casem. Pro absolutni
pravdépodobnosti p;(t) a pravdépodobnosti piechodu p;(s,t) plati

pi(t) =D pr(s)prj(s.t), s <t, j €S, (2.4)
kes

pij(s,t) = Zplkslpkj(lt)s<l<th€S (2.5)
keS

Diikaz dle [6]]. Plati P(X, = k,X; = j) = pr(s)p;(s,t), vztah (2.4) dostaneme
sumaci podle k. Analogicky z rovnosti P(X; =14, X; = k, Xy = j) = pie(s, )pr; (1, 1)
sumaci podle £ dostaneme vztah (2.5).

0

Definice 2.13. Necht' {X;,¢t > 0} je Markoviv fetézec se spojitym ¢asem a mnozi-
nou stavii S. Rekneme, Ze fetézec je homogenni, jestlize plati, Ze pravdépodobnosti
pfechodu p;;(s,v) zdvisi jen na rozdilu v — s = ¢, j. p;;(s,v) = p;;(t), pro vSechna
v > s > 0aprokazdé i,j € S.V opacném piipadé fekneme, Zze Markoviv fetézec je
nehomogenni.

Vztahy (2.4), (2.5) mizeme pro homogenni Markovilv fetézec psit jako

pils+1) =Y pi(s)pi;(t), 5,6 >0, j €S, (2.6)
keS

pij(s +1) = Zpik(s)pkj(t), s, t>0,14,j€8S. (2.7)
keS

Maticové
P(s+t) = P(s)P(t).

Jednd se opét o Chapmanovu-Kolmogorovovu rovnost.
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2.2.2 Intenzity prechodu a Kolmogorovovy rovnice
Homogenni Markovuv Fetézec

V pripadé homogennich Markovovych fetézci s diskrétnim Casem byla matice prav-
dépodobnosti prechodu zavisla pouze na poctu ,,Casovych intervald‘ nikoli na jejich
délce. Naproti tomu matice pravdépodobnosti pfechodu Markovovych fetézct se spo-
jitym Casem je prave funkci délky Casovych intervalli mezi zménami stavii. Pokud je
Markovuyv fetézec ve stavu ¢ v Case s a do dalSiho stavu se dostane v Case s + t, je ¢
doba setrvdni ve stavu 1.

Doba setrvani ve stavu 7 je vzhledem k markovské vlastnosti nezdvisla na dobé
setrvani v predchozich stavech, tedy je ,,bez paméti®, a tedy je to ndhodnd veli¢ina
s exponencidlnim rozdélenim s parametrem ;.

Podivejme se déle na vztah mezi parametrem ¢; a pravdépodobnostmi pirechodu
pi (t).
Véta 2.14. Necht’ {X;,t > 0} je Markoviiv Fetézec se spojitym Casem a mnoZinou
stavii S a matici pravdépodobnosti prechodu P(t) s prvky p;;(t), pro které plati

tl_lf(i pij(t) = 45,

kde dodefinujeme p;;(0) = 0, tedy p;;(t) jsou prot € T spojité zprava v bodé nula
pro vSechnai,j € S. Pak pro kaZdé i € S existuje limita

1 —py(t)
4i = tlg(i 7 (2.8)
kterd vsak miiZe byt i nekonecnd. A pro kazdé i,j € S, i # j existuji konecné limity
o pi(t)
qij = t1—1>%1+ e (2.9)

Diikaz lze nalézt v [[7, Véta I11.2.4 a Véta I1.2.5].

Definice 2.15. Rikame, 7e homogenni Markoviiv fetézec je konzervativni, jestlize pro
vSechna ¢ € S plati

G =Y (2.10)
i#j
Pro feté€zce s kone¢nou mnoZzinou stavu plati vztah (2.10) vZdy, coz fika nasledujici
véta.

Véta 2.16. Homogenni Markoviiv retézec s konecnym poctem stavii je konzervativni.

Dukaz 1ze nalézt v [6, Véta 9.7].

Daéle uvazujme jen konzervativni Markoviv fetézec s kone¢nym poctem stavii.

Definice 2.17 (Intenzity pfechodu). Nezédporna Cisla ¢;; definovanad ve Vété se
nazyvaji (dil¢imi) intenzitami prechodu ze stavu i do stavu j, nezdporné Cislo ¢; se
nazyva celkovou intenzitou prechodu ze stavu i. Matice Q = {¢;;,7,7 € S}, kde
Qi = —q;, se nazyva matici intenzit prechodu nebo také infinitezimdlni matici nebo
generujici matici procesu.
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Radkové souéty matice intenzit u konzervativniho Markovova fetézce jsou ziejmé
rovny nule.

Jak uz jsme uvedli v dvodu odstavce, je ¢; parametr exponencidlniho rozdéleni
ndhodné veli¢iny doby setrvani ve stavu :.

Véta 2.18. (1) Je-li q; = 0, potom p;;(t) = 1 pro vSechna t > 0.
(2) Je-li g; € (0,00), pak doba setrvdni ve stavu i md exponencidlni rozdéleni se
stredni hodnotou %.

Dukaz 1ze nalézt v [14], Véta 3.5].

Definice 2.19. Rekneme, 7e stavi € S je absorpcni, jestlize q; = 0. Rekneme, 7e stav
i € S je stabilni, jestlize q; € (0, 00) a nestabilni, jestlize q; = oo.

Pravdépodobnost, Ze béhem intervalu (s, s + h), h > 0 nastane pfechod ze stavu
i do n&jakého jiného stavu je ¢;h + o(h), kde ¢; je parametr exponencidlniho rozdé-
leni doby setrvani ve stavu i. Oznaéme pravdépodobnost, Ze fetézec prejde ze stavu
i nejprve do stavu j, jako ¢;;. Pro podminénou pravdépodobnost prechodu do stavu j
plati

P(Xoyn = j|Xs = i) = qig;;h + o(h) = qi;h + o(h),
z ¢ehoz plyne pro ¢; # 0
4;; = q—?pmz#ya

q;i = 0.

Pokud je ¢; = 0, setrvava fetézec ve stavu ¢ nekone¢né dlouho, tedy jde o absorpcni
stav, a proto pro pravdépodobnosti, Ze fetézec prejde (nejprve) do néjakého jiného
stavu ¢;;, plati

q;‘j:Oproi#ja
q; = 1.

Prvky ¢;; miZeme uspofddat do matice Q)*.

Oznacme Casové okamziky, ve kterych dojde ke zméné stavu fetézce { X;,t > 0}
jako sg, s1, ... a definuyme posloupnost Yy = Xy, Y1 = X,,,..., Y, = X, ,.... Pak
{Y,,n € Ny} je homogenni Markovilv fetézec s diskrétnim ¢asem s mnoZinou stavi
S a matici pravdépodobnosti pfechodu Q* ([14]). Retézec {Y,,n € Ny} se nazyva
vnofeny diskrétni Fetézec procesu { X, t > 0}.

Pokud zndme matici intenzit pfechodu (), mizeme v pripadé kone¢né mnoZiny sta-
vl vZdy odvodit matici pravdépodobnosti pfechodu P(t) Markovova fetézce. Tomu se
budeme vénovat v ndsledujici ¢asti tohoto odstavce. V piipadé spocetné mnoziny stavil
Markovova fetézce je hleddni jeho matice pravdépodobnosti pfechodu P(t) sloZité&jsi

a vysledek nemusi byt jednoznacny.
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Véta 2.20 (Kolmogorovovy diferencidlni rovnice). Pro konzervativni homogenni Mar-
kovitv retézec X, plati:
(1) Systém primych (prospektivnich) Kolmogorovovych rovnic

Pt = pi(t)ars, i.5 € S, (2.11)
ics
maticové P'(t) = P(t)Q.
(2) Systém opacnych (retrospektivnich) Kolmogorovovych rovnic

P (t) =" qupns (1), i.j € S, (2.12)

i€S
maticové P'(t) = QP(t).

Dikaz lze nalézt v [14, Véta 3.9.].

Véta 2.21. Necht’ mdme matici () s konecnou dimenzi, pro jejiz prvky plati ¢;; > 0,1 #
jagi=—y, i Uij- Pak existuje jediné FeSeni soustavy primych a opacnych Kolmo-
gorovovych rovnic uvedenych ve Vété stejné pro obé soustavy, které vyhovuje
pocdtecni podmince P(0) = 1. Toto FeSeni predstavuje matici pravdépodobnosti pie-
chodu P(t) konzervativniho homogenniho Markovova fetézce { X;,t > 0} s konecnou
mnoZinou stavi.

Dukaz 1ze nalézt v [[14], Véta 3.10].

Soustavy Kolmogorovovych rovnic uvedené ve Vété[2.20]jsou soustavy homogen-
nich linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s konstantnimi koeficienty. Jejich obecné
feSeni ma tedy tvar

P(t) = P(0)e?,

kde vyraz e?! je zkricend notace pro

0 thk
2

k=0

Pokud feSeni vyhovuje pocate¢ni podmince P(0) = I, miZeme ho zapsat ve tvaru
P(t) = e¥'. (2.13)

Vyraz (2.13) miizeme urcit pomoci Perronova vzorce (ktery je mozné nalézt napf.
v [14, Dodatek B, véta B.6]) nebo pomoci vlastnich ¢isel matice ().

Nehomogenni Markovuv Fetézec
Vice podrobnosti k nehomogennimu Markovovu fetézci 1ze nalézt v [1].
V piipadé nehomogenniho Markovova fetézce pravdépodobnosti prechodu p;; (s, s+

t) zavisi nejen na velikosti intervalu ¢, ale i na vychozim ¢asovém okamziku s. Pfed-
pokladejme, Ze pro kazdé i,j € S v kazdém Casovém okamziku s existuje intenzita
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prechodu tak, jak je definovand ve Vété [2.8] intenzity piechodu se tak stanou funkci
Casu s a tedy

. Dig(s,s+t) ., .
Qij(s): lim p]( )727&]7 27]65-
t—04
Protoze pfedpokldddme, Ze intenzita prechodu g;; existuje pro vSechny dvojice 7, j,
miZeme definovat ¢;(s) = — > _,; ¢ij(s). Prvky ¢;;(s) miZeme usporddat do matice

Q(s). V piipadé kone¢né mnoZziny stavi S pro Kolmogorovovy diferencidlni rovnice
s pocatecni podminkou P(s, s) = I plati

OP(s,t) .. P(s,t+h)—P(s,t) . P, t+h)—-1

tedy maji tvar (derivace znaci parcidlni derivaci dle t)
P'(s,t) = P(s,1)Q(t), (2.14)
P'(s,t) = —Q(t)P(s,1). (2.15)

Jejich feSeni neni ale uz tak elegantni jako v pfipadé homogenniho Markovova
retézce, zde uvedeme reSeni zminéné v [[13]].

Definice 2.22. Definujeme kumulativni intenzity prechodu a;;(t) ze stavu i v ¢ase s do
stavu j v caset, i,j € S jako

a5 (t) = / 45 (5)ds,
ai(t) == q;(t).

JF
Kumulativni intenzity pfechodu mtizeme usporadat do matice A(t).

Resenim Kolmogorovovych rovnic (2.14) je pak

P(s,t) = s 4(I + dA(t))
= lim Mg (I + A(ts) — A(ti-1)),

max(ti—ti_ 1)—>0

kde s =1ty <--- <t, =tal jejednotkovd matice dimenze stavového prostoru S.
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3. Uvérové riziko a jeho modelovani

V prvni ¢4sti této kapitoly zavedeme zédkladni pojmy z oblasti finan¢nich rizik, ve dru-
hé ¢asti uvedeme nejcastéji pouzivané metody modelovani vyvoje dvérového rizika.

3.1 Zakladni pojmy

Obecné pojem rizika miZeme chapat jako néjakou moznost, Ze nastane urcita, pro nas
nepiizniv4, udalost. Konkrétné termin finan¢ni riziko pouzivdme v kontextu finan¢nich
transakci a predstavuje méfitelnou moZznost, Ze ve spojeni s danou transakci dojde
k vys$$im ndklada nebo ztraté. Stru¢né popiseme nejdiilezitéj$i druhy financnich rizik

e 1ivérové (kreditni) riziko predstavuje riziko, Ze dluznik porusi podminky dané
transakce, z ¢ehoz vériteli vznikne naklad nebo ztrita,

e trini riziko je riziko, Ze finan¢ni transakce povede ke ztraté v disledku nepfiz-
nivého vyvoje trznich rizikovych faktort (tj. ceny akcii, irokové sazby, ménovy
kurz apod.)

e operacni riziko predstavuje moZnost, Ze instituce utrpi ztratu v disledku selhdni
vnitinich procesu, lidi, externich mimotadnych udalosti (pozar, povodei apod.),

e riziko likvidity predstavuje riziko neschopnosti hradit svoje zdvazky z nedostatku
hotovosti v dobé jejich splatnosti.

Diéle se budeme vénovat uvérovému riziku, které je hlavnim rizikem v bankovnim
sektoru. Banky poskytuji uvéry, nakupuji dluhopisy a dalsi cenné papiry, coZ je spoje-
no s nejistotou, zda dluznik bude schopen dostat svym zavazkiim. Pro banku je dilezité
toto riziko sledovat a kvantifikovat.

3.1.1 Interni rating

Pro ohodnoceni tvérového rizika banka vytvari vlastni systém internich ratingu. Po-
Cet stupnti resp. Skdla interniho ratingu a jejich definice miiZze byt riznd. Nejcastéji se
vyzaduje, aby kazdy ratingovy stupen (rating) vyjadfoval urcitou konstantni pravde-
podobnost selhdni (defaultu) dluznika, tzn. pravdépodobnost, Ze dluZnik nebude scho-
pen dostat v ur¢itém casovém horizontu svym zavazkiim. Definice selhani dluznika se
ovSem miiZze mezi bankami lisit, dluznik je v defaultu napf. pokud je jeho pohlediavka
vice nez 90 dni po splatnosti.

Casto se pro stanoveni interniho ratingu vychdzi ze skére, které je vystupem skorin-
gového modelu. Skéringovy model pomoci logistické regrese kazdého klienta bodové
ohodnoti, pocet bodi (tj. skére) vyjadiuje pravdépodobnost selhdni. Pfi tvorbé modelu
logistické regrese se vychazi z informaci o klientovi, které ma banka k dispozici, podle
toho také délime skéringové modely na dva zakladni typy
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e aplikacni skoringovy model je zaloZeny na statickych informacich jako jsou so-
ciodemografické udaje, tidaje z finan¢nich vykazi apod. Tento skéring se nej-
Castéji pouziva pri posuzovani zadosti o Gvér Zadatell, ktefi jsou pro banku novi
a s nimiz nema Zadnou predchozi zkuSenost (z pohledu dvérového rizika),

e behaviordlni skoringovy model vyuziva udaje o chovani klienta, napf. o jeho
platebni mordlce, primérné vysi zistatku na kreditnim ucté za néjaké obdobi
apod.

3.1.2 Naklady banky spojené s ivérovym rizikem

Banky maji povinnost vytvaret zdroje ke kryti moznych ztrat plynoucich z dvérovych
rizik. Témito zdroji jsou:

e Opravné poloZky, ty tvori banka na vrub nédkladi k jednotlivym dvérovym po-
hledavkam a sniZuji (opravuji) jejich hodnotu. Vyse opravné polozky zavisi pre-
devS§im na velikosti pohledavky, kterou kryje, a jeji pravdépodobnosti selhdni
méfeno internim ratingem, jak bylo popsdno vyse. Konkrétni zplisob vypoctu
opravnych poloZek si kazda banka stanovuje sama.

e Rezervy, ty banka tvori na vrub ndkladd, ale vytvareji se na stran€ pasiv. Nemusi
se tedy tvorit individudlné pro konkrétni pohledavky.

e Kapitdl. Banka je povinna drzet ur¢itou vysi kapitdlu v zavislosti na objemu a
rizikovosti svych aktiv.

K fizeni aktiv a pasiv je tedy potieba, aby banka uméla dobie odhadnout budouci
vyvoj rizikovosti svého portfélia. Proto se snazi odhadnout pravdépodobnosti prechodu
mezi jednotlivymi ratingovymi stupni, k ¢emuz Casto pouZziva pravé poznatky teorie
Markovovych procesi.

3.2 Metody modelovani prechodu mezi ratingovymi stup-

nm

Predpokladejme, Ze posloupnost ratingu jednoho dluznika u dané instituce Ize repre-
zentovat Markovovym fetézcem {X;,t € T'} s mnoZinou stavl S. Zména ratingu pak
predstavuje prechod mezi stavy fetézce. Déle predpoklddejme, Ze dluZniky je mozné
rozdélit do homogennich segmentt, v ramci kterych sleduji stejny Markovuv fetézec.

MnoZinu stava S tvoif jednotlivé ratingové stupné 1,2, ..., K sefazené dle pravde-
podobnosti selhani, kde stupeinl 1 necht’ ma nejmensi pravdépodobnost selhdni a stupen
K znadi samotny stupen v selhédni (dédle default) dluZnika. Pro fizeni kreditniho rizika
se nesleduji vystupy z defaultniho stupné, resp. ndklady spojené s klienty v defaultu se
vyhodnocuji pomoci jinych metod, proto povaZzujme tento stav za absorpcni.

Vyvoj ratingu dluZznika mizeme povazovat za fetézec s diskrétnim Casem, pokud
zaznamendvame konkrétni hodnoty ratingu v danych intervalech (napf. na konci mési-
ce) nebo za fetézec se spojitym ¢asem, pokud mame informaci o datu zmény ratingu a
chceme zohlednit délku intervalu, po kterou se dluznik nachdzel v daném ratingovém
stupni.
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Déle uvedeme nékteré piistupy k odhadu matice pravdépodobnosti prechodu mezi
ratingy.

3.2.1 Metoda kohorty

Casto pouZivanou metodou pro vypocet matice pravdépodobnosti prechodu mezi ra-
tingy je metoda kohorty. Tato metoda predpokladé diskrétni ¢as a homogenitu Marko-
vova fetézce. Spoc¢iva ve vypoctu relativnich Cetnosti prechodu mezi ratingy na pocat-
ku a na konci sledovaného obdobi.

Necht’ p;; je teoretickd pravdépodobnost pfechodu mezi ratingovym stupném ¢ a 7,
n; je pocet dluzniki s ratingem 7 na zacdtku obdobi a n;; je pocet dluzniki, ktefi méli
na zaCatku obdobi rating 7 a na konci obdobi rating j. Odhad p;; ziskdme maximalizaci
vérohodnostni funkce

Lp) =[] vy’

ijes

respektive jejtho logaritmu
log L(P) = Z nij 1ngij7
i,jeS

a to vzhledem k podmince ) jesbij = 1 prokazdé i € S. Ulohu méizeme fesit pro
kazdé ¢ samostatné. Pro hleddni maxima pouZijeme metodu Lagrangeovych multipli-
katort. Lagrangeova funkce pro kazdé i € S je

K K
L(pir; pizs - - -, Dirc; A) = Znij log pij + A(1 — Zpij)-
j=1 g=1

Derivovanim L podle p;; proj = 1,2,..., K dostaneme soustavu K rovnic
oL
Opij  Dij

a tedy

Derivovanim L podle A ziskdme ptivodni podminku
= K
oL
7=1
Pouzijeme-1i podminku (3.2) na soustavu rovnic (3.1]) dostaneme
K K
> mig = A iy
j=1 j=1
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Dosadime do (3.1) a ziskdme vysledny odhad pro p;; jako

A Ny

pz] - n; .

Kohortni metoda tedy porovnava pocty klientl, kterym se zménil rating z ¢ na j

mezi poc¢atkem a koncem sledovaného obdobi, s poctem klientd v ratingu ¢ na zacatku
obdobi.

Casto se tato metoda pouzivd pro odhad pravdépodobnosti defaultu a kalkulaci
opravnych poloZek, v tom pripadé se pocty klienti vazi objemem pohleddvek dluzni-
ka. Zména ratingu dluznika s vétSim objemem pohledavek, pak bude mit vyssi vahu
v celkovém podilu a zvysi p;;.

Metoda je relativné jednoduchd pro zpracovani, ale je kritizovdna pro fadu nedo-
statkd:

e Pokud nepozorujeme prechod mezi stavy 7 a j na poCatku a na konci sledovaného
obdobi, je pravdépodobnost prechodu mezi ¢ a j rovna nule a to i pfesto, Ze stav
J je dosaZitelny ze stavu ¢ pres néjaky jiny stav (tj. p;; = 0 a pfitom existuje stav
k € S takovy, Ze p;, > 0 a pi; > 0).

e Tato metoda nezohlediuje situaci, kdy za sledované obdobi dojde k vice pre-
chodiim mezi ratingy, naptiklad se rating zméni 1 — 2 — 3, pak tato zména
bude zachycena jen v pravdépodobnosti pfechodu mezi ratingy 1 a 3 a nikoli
v pravdépodobnostech pfechodu mezi ratingy 1 a 2, resp. 2 a 3.

e Zména ratingu u nékterych portfolif nemusi nastdvat pfili§ Casto, proto musime

pro ziskani odhadi volit delsi casové obdobi a nemame moZnost pouZit matici
na krat$i obdobi.

e Dvé matice spocitané na dvou po sobé ndsledujicich ¢asovych intervalech [0, a]
a [a, b] a na celkovém intervalu [0, b] nemusi spliiovat Chapmanovu-Kolmogoro-
vovu rovnici. Coz je ale spiSe povazovano za nedostatek odhadu nez za poruSeni
predpokladii o markovském chovani.

3.2.2 Durac¢ni metoda

Tento a nasledujici odstavec vychézi z ¢lanku [[13]]. Durani metoda je zaloZena na ho-
mogennim Markovove fetézci se spojitym casem. Zohlediuje dobu setrvéani v jednotli-
vych ratingovych stupnich béhem sledovaného obdobi. Z teorie Markovovych fetézct
se spojitym Casem vime, Ze pro matici pravdépodobnosti piechodu plati nésledujici
vztah

P(t) = e, t >0,

kde @ je matice intenzit {g;; }, 7, j jsou jednotlivé ratingové stupné.

Zbyva odhadnout ¢leny matice intenzit (). Pokud pouZijeme odhad pomoci maxi-
malizace vérohodnostni funkce [12]], dostaneme
ni;(T)

Gis = )
T TYis)ds

9
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kde Y;(s) je pocet dluzniku s ratingem ¢ v Case s a n;;(1’) je celkovy pocet prechodi
mezi ratingem ¢ a j za sledované obdobi, kde i # 7. V Citateli je tedy pocet vSech
prechodli mezi stavy ¢ a j za celé sledované obdobi a ve jmenovateli délka obdobi, po
kterou mél dluznik rating :.

VétSinu nevyhod zminénych pro kohortni metodu tato metoda fesi.
e Pokud je stav ¢ dosaZitelny ze stavu 7, je i pravdépodobnost p;; nenulova.

e Do odhadu zahrneme vSechny informace o zméné ratingu a navic zohlednime,
kdy ke zméné ratingu doSlo. Pravdépodobnost piechodu p;; se bude lisit pro
pripad, kdy ke zméné ratingu doslo na zac¢atku obdobi nebo ke konci obdobi.

e Matici intenzit miZeme spocitat na zaklad¢ dat za libovolné€ dlouhé obdobi a za
zdkladni jednotku mizeme zvolit jeden den, tj. £ = 1, a matici pravdépodobnosti
prechodu pak prepocitat na obdobi 7' podle potieby.

3.2.3 Aalenuv-Johansenuv odhad

Podrobnosti k neparametrickému Aalenové-Johansenoveé odhadu je mozno nalézt v [[1]],
odhad Kaplaniv-Meierav je v ¢lanku [9], pékné srovnani téchto neparametrickych od-
hadu uvadi [2].

Pouziti duracni metody predpoklddd ¢asovou homogenitu vyvoje ratingu, tento
predpoklad vSak nemusi byt Casto splnén, zvlast pokud chceme odhadnout matici
pravdépodobnosti prechodu na delsi ¢asové obdobi. Proto autofi ¢lanku [[13] pred-
stavuji neparametricky Aalendv-Johanseniv odhad, ktery je zaloZen na Kaplanoveé-
Meieroveé odhadu (v anglictin€ také oznaCovan jako Product Limit Estimator). Aalentv-
Johansenliv odhad mliZeme povaZovat za zobecnéni Kaplanova-Meierova odhadu na
nehomogenni Markovtiv fetézec s konecnou mnoZinou stava.

M¢jme nehomogenni Markovuv fetézec se spojitym Casem a mnoZinou stavd S de-
finovanou na zacatku odstavce. Prvky matice pravdépodobnosti prechodu P(s, t) jsou
pravdépodobnosti prechodu ze stavu 7 v Case s do stavu j v Case t. Necht’ pozorujeme
m prechodti mezi Casovymi okamziky s a ¢, pak mtizeme P(s,t) odhadnout jako

m
P(s,t) = [ + AA(T)),

i=1

kde T; je okamZik pfechodu béhem intervalu [s, t] a

AN (TY) AN12(T;) AN13(T3) . AN1,(T3)
Y1 (Tz) Y1 (TL) Y1 (Tz) b¢! (TL)
ANQl(Ti) _ANQA(T»L') ANQS(TZ') . Ang(Ti)
R Y2(T;) Ya(T5) Y2 (T5) Y2(T;)
ANp-1.1(Ti) ANp_12(Th) L _ANy 1 (Ti)  ANp-1,(Th)
Yp—1(T3) Yp—1(T3) Yp—1(T3) Yp—1(T3)

kde Y (T;) je celkovy pocet dluznikd ve stavu k tésné pred Casem T;. Clen AN, k. (T3)
vyjadiuje pocet vSech dluznikd, ktefi v Case 7; prejdou ze stavu k do nékterého jiné-
ho stavu. Diagondlni prvky tedy vyjadiuji pomér dluzniki, kterym se v nasledujicim
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okamZiku zméni rating, vii¢i v§em dluzniktim ve vychozim stavu k. Vyraz AN}, ;(7;)
znaci pocet prechodii ze stavu h do stavu j v Case 75, tedy prvky mimo diagonélu pred-
stavuji podil dluznikd, u kterych nastala zména ratingu do stavu j na vSech dluznicich
ve vychozim ratingu h té€sné pred zménou ratingu.

Stejné jako v predchozich ptipadech jsou prvky posledniho fadku matice rovny
nule, nebot’ defaultni stav je absorpéni. Je zfejmé, Ze soucet prvkl v fadku matice
I+ AA(Ti) je roven jedné, a tedy vyslednd matice pravdépodobnosti je korektni sto-
chastickd matice.

Tato metoda je vlastné kohortni metoda za extrémné kratké obdobi. V kohortni
metodé také sledujeme podil poctu dluzniki, ktefi presli z ptivodniho stavu na zacatku
obdobi do jiného stavu na konci obdobi, a to vic¢i v§em dluznikim v pivodnim stavu
na pocatku sledovaného obdobi, v tomto ptipadé ale zkrdtime sledované obdobi nato-
lik, abychom zachytili v§echny pfechody mezi stavy.

Za predpokladu, Ze je Markoviv fetézec po Castech homogenni, miZeme matici

AA(E) pocitat pro kazdé homogenni obdobi 7; takové, Ze se klientovi béhem tohoto
obdobi zménf rating pravé jednou.
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4. Empiricka cast

V této kapitole pouZijeme metody uvedené v predchozi kapitole k odhadu matic prav-
dépodobnosti prechodu mezi ratingovymi stupni na zdkladé skute¢nych tdaji o klien-
tech jedné banky. Vysledné matice pravdépodobnosti pfechodu dle jednotlivych metod
se pokusime interpretovat a porovnat mezi sebou.

Data byla zpracovana v aplikaci SAS®) Software, verze 9.2 Iﬂ

4.1 Data

Poskytnutd bankovni data obsahuji idaje o podnikatelskych subjektech za obdobi 2010/12
az 2011/12 v mési¢nich intervalech, k dispozici mame ndsledujici informace:

e identifikator mésice, ke kterému se data vztahuji,

e identifikator klienta,

e interni rating klienta,

e datum posledni revize ratingu,

e identifikdtor uctu klienta,

e vySe rozvahové pohleddvky klienta na daném tuctu ke konci mésice,

e vySe podrozvahové pohleddvky klienta na daném uctu ke konci mésice.

Kazdé pozorovani predstavuje pravé jeden ucet klienta.

Interni rating ma tfinact nedefaultnich stupiti, oznacenych od 1 (rating s nejnizsi
pravdépodobnosti defaultu) do 13 (rating s nejvyssi pravdépodobnosti defaultu). De-
faultni stupen je oznaCen jako K. Kazdy klient ma pravé jeden rating, a to i v pfipade,
kdy za nim banka eviduje vice pohledavek.

Ratingy 1 az 11 jsou pridélované pfi hodnoceni klienta, naproti tomu ratingy 12,
13 resp. K jsou pridélovany automaticky v pfipadé, Ze je klient v prodleni vice nez 30,
60 resp. 90 dni. Defaultni stupeni miiZe byt navic udélen i v ptipadé, Ze u klienta doslo
k néjaké jiné uddlosti, kterd mu vyznamné omezuje schopnost naddle splacet pohle-
davku (napf. je na klienta vyhlasen konkurz).

Datum posledni revize ratingu je datum, kdy byl klientovi naposledy pridélen ra-
ting. Rating je vysledkem hodnoceni ratingovym nastrojem nebo expertnim odhadem
nebo se pridéluje automaticky v ptipadé prodleni klienta. Standardni frekvence revi-
ze ratingu podnikatelskych subjektid je jeden rok, nebot’ do hodnoceni Casto vstupuji
finan¢ni udaje z vyro¢ni zpravy, dafiového pfiznani apod. Ekonomicka situace klienta
se muze zménit kdykoliv mezi jednotlivymi revizemi ratingu, pokud klient neni v pro-
dleni se splacenim, projevi se vSak v datech aZ v momenté nové revize ratingu.

!Programy, které byly pouZity pro prici s datovym souborem, vypocty odhadd a zpracovani vysledki
do tabulek uvedenych v této préici, jsou pfiloZeny na CD.
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ProtoZe budeme sledovat zmény ratingu, ktery je vztaZen ke klientovi a nikoli k po-
hleddvce, upravime pro dalsi zpracovani datovy soubor tak, aby kazdé pozorovéni od-
povidalo pravé jednomu klientovi a nikoli jednomu tuctu klienta. Rozvahovou resp.
podrozvahovou pohledavku, kterou mame po jednotlivych tctech, secteme do celkové
rozvahové resp. podrozvahové pohledavky klienta.

Dle typu pohleddvky miiZeme rozliSovat aktivni a pasivni klienty. Rekneme, Ze
klient je v daném mésici aktivni, jestliZe jeho rozvahové pohleddvka je nenulova. Ta-
kovy klient musi spldcet a proto se jeho rating miize zménit i na stupné 12, 13 a K.
v pripadé, Ze klient ma nulovou rozvahovou pohledavku a nenulovou podrozvahovou
pohledavku, nemusi nic splacet a nemiiZze se proto dostat do prodleni. MtzZe u ného
nicméné nastat revize ratingu a rating mize byt zménén na néktery z ratingd 1 az 11,
horsi rating dostane jen vyjimecné (napf. je na klienta vyhldSen konkurz). Budeme te-
dy pracovat jen s aktivnimi klienty.

Tabulky [4.1] a [4.2] ukazuji rozdéleni aktivnich klientd do jednotlivych ratingovych
stupiiii v poctech a objemech pohleddvek za obdobi 2010/12 az 2011/12.

Obdobi (YYMM)

Pocet 1012 1101 1102 1103 1104 1105 1106 1107 1108 1109 1110 1111 1112

1 136 163 173 126 130 138 1 2 2 3 4 5 4
380% 413% 437 % 318% 320% 343% 002% O004% 005% O007% 009% 012% 010%

2 4 9 g ) 12 12 13 9 10 g ) g 9
010% 022% 020% O017% 029% 029% 032% 022% 025% 020% 017% 019% 022%

3 72 76 73 A7 A7 55 51 44 38 44 44 41 40
185% 192% 184% 118% 1.15% 136% 1.27% 1.08% 095% 1.10% 109% 1.01% 1.00%

4 72 80 80 79 86 83 83 94 101 110 112 118 "7
188% 202% 202% 199% 211 % 206% 206% 231% 253% 275% 278% 253% 295 %

5 154 165 171 196 203 200 197 214 198 199 210 219 215
396% 418% 432% 496% 500% 4597% 491% 527% 496% 498 % 522% 544% S542%

6 223 221 212 220 242 230 242 247 246 246 253 252 247
574% 5B60% 536% 556% 596 % 571% 603% 608% 617% 616% 629% B26% 623%

7 31 304 308 308 314 308 305 332 329 330 336 343 341
B01% 771% 7.78% 779% 7V.73% 765% 7EB0% B17% B825% B827% 835 % B53% 860%

8 370 363 385 370 380 378 3E8 an 391 M7 413 403 422
953% 920% B922% 936% 961% 939% 517% 1012% 981% 1045% 1027 % 10.02% 1064 %

9 349 356 357 371 393 380 370 411 390 379 377 368 361
899% 903% 502% 939% 968% 944% 522% 1012% 978% 949% 937 % B915% 910%

10 394 381 384 363 392 377 381 385 387 383 387 391 382
1015% 59B6% 970% 918% 966% 937% 59560% 948% 971% 5959% 9B62% 972% 963%

11 904 877 913 923 947 958 1103 1034 1058 1036 1045 1047 1002
2329% 2224 % 23.08% 2336% 2334% 2381% 2750% 2546% 2654% 2596 % 2598 % 26.04 % 2527 %

12 359 386 352 382 344 335 342 329 289 287 289 286 297
925% 979% B90% 966% B47% B832% B52% B810% T725% 719% T18% 71 % T749%

13 204 218 205 202 218 220 20 216 202 191 194 189 192
525% 555 % 518% 511% 537% 546% 501% 532% 6506% 478% 482% 470% 484%

K 328 342 354 357 339 348 353 332 344 357 350 350 335
847 % B67% B95% 903% B35% BE5% BB0% B817% B63% B854 % 870% BT0% 8B845%

Celkem 3881 3942 3955 3951 4057 4022 4010 4060 3985 3930 4021 4020 3964

100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 %

Tabulka 4.1: Distribuce klientt dle ratingu v poctech

Rating 1 je jen velmi malo zastoupen a od 2011/06 jsou pocty téméf nulové. Hlav-
nim divodem je datova chyba, kdy jeden ze zdrojovych systému vygeneruje novému
klientovi automaticky rating 1. Pozorovéni s ratingem 1 vylou¢ime, nebot’ tento rating
neni skute¢nym ohodnocenim klienta a prechod do jiného ratingu neznamena zvySeni
pravdépodobnosti defaultu.

Pro rating 2 je jen velmi mdlo pozorovani, proto ho slou¢ime s ratingem 3.
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Obdobi (YY)

mil CZK 1012 1101 1102 1103 1104 1105 1106 1107 1108 1109 1110 1111 1112
1 361 486 " 145 96 85
027% 038%% 008% O010% O007% O006% 000% O000% O0O00% O000% 000% O0.00% 0.00%
2 3 30 25 118 134 145 176 35 35 33 33 1 54
000% 002% O001% 008% O009% 010% 012% 002% 002% 002% 002% 0.00% 0.03%
3 17998 18782 18663 12913 12983 13284 13766 11854 11451 11482 12871 13133 14104
1348% 1378 % 1359% 953% 952% 964% 1008% B58% 831% B25% B89 % 898 % 981 %
4 4037 4884 4 608 4548 5188 5301 4 870 7 156 7120 6822 8114 9 361 9437
302% 358% 335% 335% 380% 3B4% 356% G518% G516% 490% GE6E% G640% E56%
5 3059 3 506 4520 9926 9757 9 E626 9474 9625 9 362 9589 10046 10888 10995
229% 257% 329% 732% V.16E% 6598% 694% 696% 679% 689% TO01% T744% T6E5%
g 12121 12111 12288 11772 113995 12582 13537 13375 13216 13489 13854 11405 12082
908% B8B88% B95% B68% BB0% 913% 591% 968% 959% 9E69% 970% 780% B839%
7 9185 9137 9300 9 406 9452 11144 9 505 9595 10622 9808 9816 9628 9378
6BB% 670% B677% 694% 693% B808% 696% 694% 770% 704% 6B85% 658% B52%
8 15041 14884 14314 14885 15140 14928 12859 12913 13543 15253 14673 15333 17092
11.26% 1092 % 1042% 1098% 1111 % 1083 % S941% 935% 982% 1096 % 1024% 1048% 1189 %
9 10528 11885 12320 12327 12593 11589 13168 13789 14570 14218 155961 15907 16649
788% B70% B857% 909% 924% 841% 5S64% 998% 1057% 1021 % 11.14% 1087 % 1158 %
10 1109 10321 10034 9 851 9 984 9945 10108 10302 10863 9 B46 9430 10488 9629
831% 757% 730% 7.04% V32% 721% 740% 746% TBE% TO7% 658% 7.17% B70%
11 20270 18907 21009 19969 20288 20652 20776 20211 18597 19186 20014 20190 18245
1518 % 1461 % 1529 % 1473 % 1489% 1498 % 1521 % 1463 % 1349% 1376% 13597 % 1380% 1269 %
12 10675 10978 108925 10485 9574 9 06E 9244 R 9491 9 469 9724 10723 7758
799 % B808% 795% 773% v02% 657% 677% 7.10% 683% 68B0% 679% 733% 539%
13 6 545 6789 6630 6755 6529 6753 5 865 6 686 5953 6777 5 E00 6222 6194
490% 498% 482% 498% 479% 4590% 429% 484% 432% 4B6% 391 % 425% 431%
K 12566 12569 125580 12682 12528 12674 13159 12749 12960 13224 13000 12922 12097
941% 5922% 913% 936% 919% 919% 5H64% 923% 940% 550% 907% 883% B84 %
Celkem 133450 136246 137320 135488 136249 137791 136513 138107 137792 139174 143181 146217 143701

100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 %

Tabulka 4.2: Distribuce klienti dle ratingu v objemu pohledavek

Rating 3 je sice velmi mdlo zastoupen v poctech klientd, ale v objemech je jeho
podil vyrazny. Jde zfejmé o vétsi korporatni klienty, ktefi mohou Cerpat vétsi objem
uvérovych prostredkl praveé proto, Ze maji velmi dobry rating (napft. dcefiné spolec-
nosti nadnarodnich bankovnich instituci).

Dale mtizeme pozorovat nartst poctu ratingu 11 v obdobi 2011/06, pfi podrobnéjsi
analyze zjistime, Ze jde o klienty, u kterych neni vyplnéno datum zmény ratingu. v tom-
to pfipadé byl narist zptisoben zménou zpracovani dat, kdy rating 11 byl zvolen jako
implicitni hodnota v pfipadé, Ze klientovi jeSté nebyl udélen rating. s tim také souvisi
snizeni poc¢tu klientd v ratingu 1, kterym namisto chybného ratingu je udélen rating 11.
Rating 11 byl zvolen proto, Ze jde o nejhorSi stupen, ve kterém klient jeSté neni v pro-
dleni, coZ vyjadiuje konzervativni piistup banky k fizeni dvérového rizika. ProtoZe ani
v tomto pripadé rating nevyjadiuje skute¢nou miru pravdépodobnosti selhdni klienta,
vylou¢ime i tato pozorovani ze vzorku dat.

Protoze defaultni rating povaZujeme za absorpcni, ozna¢ime kazdého klienta jako
defaultniho ve vSech mésicich nésledujicich po jeho prvnim vyskytu.

V tabulce |4.3|najdeme pocty aktivnich klientd po vySe uvedenych tpravich

e vylouceni klientd s ratingem 1,

slouceni klientd s ratingem 2 a 3,

vylouceni klientl s neplatnym datem posledni revize ratingu,

e oznaceni defaultnich klientli po prvnim vyskytu defaultu.
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Obdobi (YY)

Pocet 1012 1101 1102 1103 1104 1105 1106 1107 1108 1109 1110 1111 1112

3 7B 85 81 53 58 BB 64 53 48 52 a1 43 43
221% 244% 233% 151% 161% 186% 1.75% 142% 131% 142% 138% 133% 135%

4 72 80 80 78 86 83 83 94 101 10 112 118 17
210% 230% 230% 223% 239% 234% 227% 252% 277% 301% 304% 321% 322%

5 154 165 171 196 203 200 197 214 198 199 210 219 215
449% 475 % 4592% 560% 5B65% G5B5% 539% 574% 543% 545% 571% 597 % 592%

6 223 221 212 220 242 230 242 247 246 246 253 252 247
650% B3 % 611% B629% E674% 650% E62% 6E63% 675% 673% 6B8% 687 % 680%

7 31 304 308 308 314 308 304 332 329 329 334 342 338
907 % B875% BB % B880% B75% B870% B32% B891% 903% 901% 909% B833% 931%

8 370 363 385 370 380 37 367 408 388 414 411 400 418
1079 % 1045 % 1052 % 1058 % 1087 % 10.65% 1004% 1095% 1065% 11.34% 1118 % 1091% 1151 %

9 349 356 357 37 393 379 370 409 388 379 377 368 361
1018% 1025 % 1029 % 1060 % 1095% 10.71% 10.12% 1098 % 1065% 1038 % 1026 % 1004% 994 %

10 394 381 384 363 391 375 380 382 386 382 385 330 379
11.49% 1097 % MO0E% 1038% 1090% 1059% 1040% 1025% 1060% 1046 % 1047 % 1064 % 1044 %

11 586 570 600 595 606 610 739 693 705 686 694 686 664
17.09% 1641 % 17.29% 17.01% 1689% 17.24% 2022% 1860% 1936% 1B7V9 % 188B8% 1871% 1829 %

12 359 384 349 377 341 331 336 316 281 279 279 274 280
1047 % 11.05% 1006% 1078% 950% 935% 919% B48% 771% 764% 759% 747% 771%

13 204 216 199 188 200 203 181 191 175 167 165 158 157
595% 622% 573% 537% 557% 573% 495% 512% 480% 457 % 449% 431% 432%

K 328 347 363 378 363 376 380 385 396 407 403 408 404
9B60% 999% 10.46% 1080% 10.11 % 1062% 1067 % 1033% 1087 % 11.15% 1096% 11.15% 11.13 %

Celkem 3427 3472 3469 3497 3587 3538 3653 3724 3641 3650 3674 3665 3629

100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 % 100.00 %

Tabulka 4.3: Distribuce klientd dle ratingu v poctech po tpravach

4.2 Odhad matice pravdépodobnosti prechodu mezi ra-
tingy

Miizeme predpoklddat, Ze klienti tvoii rizikové homogenni segment, tedy sleduji stej-
ny Markovuyv fetézec. Matice pravdépodobnosti pfechodu mezi ratingy spoc¢itime pro
pravdépodobnosti po jednom roce, coz je standardni doba, kterd se pouziva pri fizeni
kreditniho rizika. Jako pocatecni rating zvolime rating na konci mésice 2010/12, pre-
chody mezi ratingy budeme Cerpat z ostatnich mésict 2011/01 az 2011/12.

U klienta, ktery splati pohleddvku, nemiiZe nastat zména ratingu, tedy nevime, jak
by se jeho rating zménil, pokud by zustal aktivni, tento jev se nazyva cenzorovani.
Abychom cenzorovani eliminovali, vylou¢ime z dat klienty, ktefi v pribéhu obdobi
prestali byt aktivni, tj. matice pravdépodobnosti pfechodu budeme odhadovat jen na
zakladé ratingti klientq, ktef{ jsou aktivni na konci kazdého mésice sledovaného obdo-
bi.

N4&s datovy soubor po tpravach obsahuje primérné 3600 klientl kazdy mésic. Po
vylouceni klienti, ktefi nemaji souvislou historii, se poCet pozorovani snizi na 2664.
v tabulce jsou vedle celkového poctu aktivnich klientl jesté pocty nedefaultnich
klientl a pocet prechodl mezi ratingy v daném mésici.

Matice pravdépodobnosti pfechodu spocitdime ve dvou variantdch

e v poctech klientti, které dale pouZijeme pro porovnani odhadi,

e v poctech vdzenych pohleddvkou klienta, kdy pohleddvku klienta vezmeme v mé-
sici zmény ratingu. Tyto matice pravdépodobnosti se ve finan¢nich institucich
pouzivaji velice Casto ke kalkulaci ndkladii na klienty v selhdni. Ndklady v tako-
vém pripad€ musi odraZet velikost pohledavky, kterou ptestal klient splacet.
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Pocet
Poéet klienti Poéet  Podil
Obdobi klienth <= K zmén zmén

1012 2664 2423 . .
1M 2664 2420 150 B.20%
1102 2664 2412 120 4.98%
1103 2664 2400 181 7.54%
1104 28B4 2394 130 5.43%
11058 2BB4 2388 177 T41%
1106 2BB4 2373 183 B.13%
1107 2BB4 2363 205 BEE%
1108 2BB4 2348 200 BA52%
1103 2664 2336 178 T.B2%
1110 28B4 2329 145 B.23%
111 2664 2320 232 10.00%
1112 2864 2308 201 B.72%

Tabulka 4.4: Pocty klientd, ktefi jsou aktivni souvisle celé obdobi 12/2010 az 12/2011

Dile k jednotlivym metodam.

4.2.1 Metoda kohorty

Touto metodou sledujeme prechod mezi ratingem, ktery mél klient na konci mésice
2010/12 a ktery mél na konci mésice 2011/12. Vysledné matice pravdépodobnosti pre-
chodu dle kohortni metody v poctech a v objemu pohleddvek najdeme v tabulkach 4.5]
a

Prazdna policka oznacuji pfechody mezi ratingy s nulovou pravdépodobnosti pre-
chodu, jsou to ty pfechody mezi ratingy, které se v datech nevyskytuji a kohortni me-
toda je neumi odhadnout (kromé prechodt z ratingu K, ktery je absorp¢ni).

Nejprve se podivame na pravdépodobnosti piechodu do defaultu. Zde bychom oce-
kavali, Ze budou pravdépodobnosti rostouci dle rostouciho ratingu. Toto oéekédvani je
splnéno jen Castecné - pravdépodobnosti prechodu z ratingti 4, 5, 6 jsou pomérné vy-
rovnané a jsou niz$i nez pravdépodobnost prechodll z ratingl 8, 9 a 11, které jsou
vyrovnané. Ale napf. rating 7 md vys$i pravdépodobnost defaultu nez ostatni ratingy
8 az 11. Déle pravdépodobnost pfechodu z ratingu 3, kterd by méla byt nejmensi, je
vy$8i neZ u prechodu z ratingu 11. Navic miZeme pozorovat vysokou pravdépodob-
nost prechodu do ratingu 5, coZ by mohlo znamenat, Ze rating 3 (nebo piivodné rating
2) neni udélovan korektné a je Casto opraven na rating 5. v tomto ratingu je vSak jen
velmi mélo pozorovani.

Vyrazny nérust je vidét aZ u ratingu 12 resp. 13, coz odpovidd tomu, Ze tyto ratingy
jsou davany automaticky kazdému klientovi, ktery je v prodleni vice nez 30 resp. 60
dni.

Pravdépodobnost pfechodu mezi ratingy 12, 13 a defaultem je vyssi v objemech
nez v poctech, coz souvisi s tim, Ze klient s ratingem 12 a 13 je v prodleni a tedy jeho
pohledavka roste.

Pro ostatni pravdépodobnosti pfechodu (kromé prechodu z ratingu 3) plati, Ze prv-
ky na diagonéle jsou vyrazné vyS$si, neZ mimo diagondlu, nebot’” hodnota ratingu se
méni jen u mensi ¢asti klientd, jak jsme také ukdzali v tabulce MuZeme pozorovat,
Ze pravdépodobnost prechodu ve vétsiné piipadl klesa, ¢im je prvek vice vzdalen od

25



diagonaly.

Poet 3 4 5 5 7 8 g 10 11 12 13 K

3 3M03% B62% 4827 % 1.72% 172% 3.44% . . o172 % . 344 %
4 1.78 % 4285 % 2321 % 1071 % 357 % 7.14% 357 % 357 % 178% : . 178 %
5 086 % 13.79 % 3793 % 1551 % 603% B6.03% 689% B03% 344% 086% 086% 1.72%
G 054% 7B5%1530%3333% 1748% M4V % 273% 273% 451% 163% 163% 054%
7
8
9

129% 1.73% 779 % 1258 % 3549 % 1298% 952% 562% 562% 253% 0B6% 346%
1.00% 400% BEE% 7.66% 11.66 % 35.00% 1466 % B866% 366% 266% 1B6% 2.66%
1.09% 2390% 327 % 9.09 % 1200 % 11.27 % 36.00% B8.00% B800% 400% 145% 290%
10 0B2% 0B2% 188% 344% 971% 1191 % 1128 % 3354 % 1504 % 752% 282% 156%
11 087 % 021% 109% 197 % 615% 1164% B.15% 1362% 4505% 571% 505% 241 %

12 . . 109% 145% 254% 545% 654 % 1054 % 1345 % 3890 % 1090 % 9.09 %
13 . . . . . . 1B6% 1.24% 807 %1677 % 3975 % 3229 %
K . . . . . . . . . . . 100.00 %

Tabulka 4.5: Matice pravdépodobnosti prechodu v poctech dle kohortni metody

Objem 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 K

3 4563 % 1165 % 3930% 0.01% 004 % 0.49% . : . 0.00 % . 284 %
4 173% 6460 % 531 % 1001 % 1.75% 560% 869 % 2.09% 005% . DM %
5 014% 9B3% 48458 % 1491 % 301 % 454% 750% 2592% 779% 023% 031% 027 %
& 017 % 1096 % 695 % 46.72% 927 % 2198% 143 % 084% 0B8% 018% 0B1% 015%
7
8
9

851% 203% 363% B850%5263% 446% B78% 314% 3B66% 157 % 022% 479%
807 % 368% BEI9% 798% 327 %39.78% 1562% 531% 161% 377 % 158% 258%
370% 350% 093% B842% 615% 1260% 4886 % 7.44% 437 % 127 % 091% 180 %
10 022% 1.70% 128%1094% 757 % 545% B898 % 31.75% 2171 % 542% 306% 187 %
11 016% 001% 0327% 029% 186%1529% 799 % 10459% 4755% B51% 728% 185%

12 . . D15 % 080% 1.11% 563% 7.76% 1432% 13585 % 3793 % 636% 1194 %
13 . : . : . . 229% 1.04% 528% 1661 % 3942 % 3534 %
K . . . . . . . . . . . 100.00 %

Tabulka 4.6: Matice pravdépodobnosti pfechodu v objemech dle kohortni metody

4.2.2 Durac¢ni metoda

V duracni metod€ povaZzujeme Cas za spojitou veli€inu, nicméné dobu setrvini v ra-
tingu ¢ budeme méfit ve dnech, pro prakticky vypocet tedy stanovime nejmensi caso-
vou jednotku na jeden den. Ro¢ni matici intenzit ve dnech ozname () a jeji prvky g;;.

Priklad. Klient A m4 na konci mésice 2010/12 rating 4, dne 5.5.2011 se rating
zméni na 5 a pak uZz zZadnd dalSi zména nenastane. PocCet prechodt ny; = 1. Klien-
to;/ﬁi5 zapocCteme 124 dnf (tj. poCet dni mezi 31.12.2010 a 5.5.2011) v ratingu 4 a tedy
Jy 7 Ya(s)ds = 124. Pak qu5 = 735

Matici pravdépodobnosti pfechodu za jeden rok vypocteme podle Vztah

P(365) = %%,

ZPro vypocet exponencidlni maticové funkce jsme pouZili numerickou aproximaci dle Padého, pfi-
klad feSeni exp(X) lze nalézt napt. v [3} Pfiklad 3.14].
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Casto se jako nejmensi Casova jednotka voli jeden rok, pak by se ve vySe uvedeném

prikladu intenzita urcila jako q45 = WI%E) a matice pravdépodobnosti pfechodu na

jeden rok by se spocitala pifmo jako P(1) = e%. Oba postupy jsou ekvivalentni.

Vypoctené matice pravdépodobnosti prechodu dle duraéni metody najdeme v ta-

bulkdchd.7]a[4.8]

Poet 3 4 5 5 7 8 g 10 11 12 13 K

3 2332% 975 % 2578% B97% 916% 7.22% 309% 497 % 366% 240% 151% 211 %
4 273% 5017 % 1548 % 11.72% 455% 414% 315% 257 % 274% 176% 057 % 035 %
5 091% 7.45%5205%1263% 671% 430% 519% 339% 250% 223% 1.15% 1.03%
G 1.00% B.39 % 1252 % 3666 % 1451 % B866% 595% 305% 459% 427 % 149% 085 %
7
8
9

113% 261% 680% 1064 % 4476 % 932% 728% 476% 476% 4439% 173% 166%
0B3% 297 % 577% B34% 986% 4549% 990% B02% 451% 464% 227 % 134 %
113% 236% 410% B43% B.15% 988% 4650% 681 % B631% 514% 152% 1.20%
10 078% 1.28% 294% 355% 739% 877 % B895 % 4400% 1046% 7.16% 281 % 185 %
11 095 % 089% 212% 275% 457 % B8.00% B22% B882%5184% 694% 380% 303%
12 030% 054% 171% 248% 389% 583% B11% 7B2% 1435% 3573 % 1236% 882 %
13 010% 015% 040% 079% 136% 1.75% 241 % 264% 580% 5935 %3671% 3847 %
K 000% 000% 000% 0.00% 000% 0.00% 000% 000% 000% 0.00% 0.00% 100.00 %

Tabulka 4.7: Matice pravdépodobnosti prechodu v poctech dle dura¢ni metody

Objem 3 4 5 5 7 8 g 10 11 12 13 K

3 49312% 971 % 31.20% 192% 171% 1.42% 115% 056% 214% 046% 029% O026%
4 035%7869% 500% 7.08% 141% 083% 376% 1.21% 057% 077% 019% 009%
5 028% 460%76E0% 592% 331% 166% 290% 087 % 223% 1.04% 031% 023%
& 073% BB % B37%5354% B693% 4B69% 336% 153% 253% B76% 1.70% 1.02%
7 417 % 258% 528% 7.21% 4842% 461 % 1223% 353% 366% 476% 1.45% 2.06%
8 505% 430% 726% B623% 445% 4832% 1007 % 3598% 274% 410% 205% 1.40%
9 289% 329% 256% 568% B8B7% 732%5370% B.268% 341% 242% 237 % 137 %
10 117 % 1563% 220% 259% 73B8% 584% 994% 4249% 1670% 544% 253% 1.74%
11 1.10% 088% 1268% 3593% 296 % 1007 % 831% 7.45% 4801% B828% 426% 343 %
12 1.08% 087 % 135% 221% 381 % 1393% 831% 683% 1510% 2824 % 969 % BE54%
13 029% 022% 034% 062% 121% 434% 227V % 1.72% 509% 7.35% 3358 % 4291 %
K 000% 000% 000% 0.00% 000% 0.00% 000% 000% 000% 0.00% 0.00% 100.00 %

Tabulka 4.8: Matice pravdépodobnosti piechodu v objemech dle dura¢ni metody

Srovname-li vysledek s matici pravdépodobnosti prechodu dle kohortni metody,
pozorujeme nasledujici rozdily:

e Dle ocekdvani v tabulkach nejsou nulové pravdépodobnosti pfechodu mezi zad-
nymi ratingy (samoziejmée kromé prechodt z defaultniho stavu).

e Pravdépodobnosti prechodu do defaultu jsou vice vyrovnané, ale rostou vyraz-
néji pro ratingy horsi nez 9, rating 13 je vyrazné vyssi.

e Prvky na diagondle, tedy pravdépodobnosti, Ze se rating nezméni, jsou u této me-
tody vyrazné vyssi pro lepsi ratingy a niz$i pro horsi ratingy, tedy klient s lepSim
ratingem bude mit mensi tendenci rating zménit.
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Pravdépodobnosti defaultu jsou i zde pro horS$i ratingy niZsi nez pro lepsi ratingy,
coz neodpovidd o¢ekdvani (napf. rating 7 je vySSi neZ ratingy 3 az 9), ale rozdily nejsou
tak velké jako v matici dle kohortni metody.

4.2.3 Aalenuv-Johansenuv odhad

Neparametricky odhad matice pravdépodobnosti prechodu ziskame tak, Ze pii kaz-
dé zméné ratingu spocitame podil poctu klientd s ratingem po zméné a pred zménou
ratingu. Pro datové zpracovani je to relativné ndrocna uloha, protoZe revize ratingu
probiha pribézné kazdy pracovni den, museli bychom pak pocitat a nasobit témét 250
matic. Proto provedeme nasledujici zjednoduseni - nejmensi Casova jednotka, za kte-
rou pozorujeme zménu ratingu jednoho klienta, je jeden mésic, budeme tedy kazdy
mésic povaZovat za homogenni z hlediska ¢asu. Matici [ + AA(Ti) vypocteme stejné
jako matici pravdépodobnosti prechodu dle kohortni metody jen vztaZzenou postupné
na kazdy mésic z obdobi 2011/01 az 2011/12, tj. podil poctu klientd v ratingu j na
konci mésice a poctu klientl v ratingu ¢ na konci predchoziho mésice.

Vysledné matice pravdépodobnosti prechodu najdeme v tabulkdch 4.9|a

Polet 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 K

3 22B9% 908% 2078% 548% 1071 % 928% 316% 563% 448% 306% 180% 378%
4 285 % 4792 % 1658 % 12683 % 445% 408% 377 % 240% 262% 1.76% 047 % 020%
5 078% 748%5093% 1273% 696 % 426% B610% 337 % 302% 213% 1.15% 103 %
G 0593% B39 %1285 % 3466 % 1634 % B.72% B55 % 272% 479% 452% 165% 081 %
7
8
9

103% 263% 706% 10B62% 4338% 937 % B806% 469% 512% 475% 183% 139%
084% 289% 594% B6.42% 1021 % 4365% 1080% BO0% 484% 493% 238% 105%
126% 224% 410% B37 % B39% 993% 4553 % 670% B678% 553% 206% 1.05%
10 0B2% 132% 312% 352% 749% B65% 949% 4245% 1107 % 765 % 274% 162%
11 103% 087 % 226% 274% 462% 788% 671% B866%5061% 752% 381% 324%
12 040% 0B0% 193% 251% 400% B.03% B684% 7.70% 1476 % 3459 % 1286 % 801 %
13 014% 016% 042% 078% 135% 143% 248% 256% 6.14% 9588%34390% 3970 %
K 000% 0.00% 0.00% 0.00% 000% 0.00% 000% 000% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00 %

Tabulka 4.9: Matice pravdépodobnosti pfechodu v poctech Aalentiv-Johanseniiv odhad

Proti kohortni metodé€ jsou pravdépodobnosti pfechodu mezi v§emi stavy nenulo-
vé. Pravdépodobnosti piechodu do defaultu jsou blizsi pravdépodobnostem ziskanych
dura¢ni metodou, tzn. jsou vice vyrovnané a pro ratingy 11 a 13 jsou pravdépodob-
nosti vyrazné vyssi, nez jak je tomu u vysledkii kohortni metody. Aaleniv-Johansentv
odhad totiZ zohledni stejn¢ jako durani metoda vSechny zmény mezi ratingy béhem
roku.

4.2.4 Porovnani vyslednych matic pravdépodobnosti prechodu

Na zavér této Casti se pokusime vysledné matice ziskané dle jednotlivych odhadi po-
rovnat mezi sebou. Pro tento tcel pouZijeme metriku zaloZenou na singuldrnich ¢islech
matice Mgy p popsanou v clanku [8]].

Jak jsme jiZ zminili, matice pravdépodobnosti prechodu mezi ratingy se vyznacuji
tim, Ze maji vyS$i hodnoty na diagondle a ¢im je prvek od diagondly vice vzdélen,
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Objem 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 K

3 4837 % 12.18B% 2816 % 210% 1.79% 165% 138% 050% 282% 040% 034% 025%
4 026% 7548 % 463 % 1014% 122% 067 % 566% 1.20% 038% 023% 006°% 002%
5 009% 439%7406% 680% 600% 196% 290% 063% 208% O065% 022% O016%
& 034% 761% 570%5222% 810% 353% 362% 160% 372% 5931% 276% 145%
7 391% 291% B18% 7.73% 4762% 387 % 1205% 318% 389% 525% 151 % 184 %
8 457 % 479% 7.49% B68% 491 % 4635% 1063 % 386% 300% 430% 229% 107 %
9 250% 330% 283% 6.14% 9B9% BB0% 5271 % 5B83% 3BB8% 272% 237% 136 %
10 0BE% 166% 243% 247 % 747 % 522% 960% 4137 % 17591 % B76% 279% 161 %
11 0B7 % 106% 154% 477% 374% 891% B890% 722%4609% 578% 435% 291 %
12 147 % 160% 256% 276% 433%1528% 922% B.04% 1413% 2694 % 927 % B35 %
13 007% 017 % 033% 056% 139% 303% 182% 148% 540% B31% 3352 % 4386 %
K 000% 0.00% 0.00% 0.00% 000% 0.00% 000% 000% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00 %

Tabulka 4.10: Matice pravdépodobnosti pfechodu v objemech Aalentiv-Johanseniv
odhad

tim nabyva nizSich hodnot. Pfi fizeni kreditniho rizika nds pfitom zajimaji pravé prvky
mimo diagondlu. Potfebujeme proto metriku, kterd umi dobte rozliSit matice se stejnou
diagondlou ale riznymi hodnotami mimo ni, neboli je distribucné diskriminujict, coz
je zasadni kritérium pro hodnoceni metrik definované v €lanku [8]]. Metrika pro matici
P s dimenzi N navrhovand autory ¢lanku je

>\ A(PTP)
_ - ,

Mgy p(P)

kde P = P — I, I je jednotkovd matice dimenze N, \;(PTP) jsou vlastni &is-
la matice PTP. Matici P nazyvaji autofi matici mobility, nebot’ pravdépodobnos-
ti na diagondle reprezentuji ,,statickou* ¢ast matice, zatimco prvky mimo diagondlu
,dynamickou* ¢ast, odectenim jednotkové matice dostaneme z pivodni matice pravé
jeji ,,dynamickou* ¢ast, kterou chceme métit. Hodnotu Mgy p autofi interpretuji jako
prumérnou pravdépodobnost zmény ratingu.

Tabulka shrnuje hodnoty Mgy p(P) dle jednotlivych metod.

Mgy p(P) v poctech Mgy p(P) v objemech

Kohortni metoda 0.4429 0.5215
Durac¢ni metoda 0.4819 0.5620
Aalenuv-Johansentv odhad 0.4684 0.5489

Tabulka 4.11: Hodnoty metriky Mgy p(P) dle jednotlivych metod

Hodnoty metriky Mgy p ukazuji vétsi primérnou tendenci ke zméné ratingu u du-
racni metody a Aalenova-Johansenova odhadu, coz opét plyne ze zptisobu konstrukce

Vv

téchto odhadi, které zahrnuji vice prechodii nez kohortni metoda. Vys$si hodnoty metri-

ky v objemech neZ v poctech miZeme interpretovat jako vyssi tendenci zmény ratingu
u vétsich expozic.
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4.3 Vzdalenost odhadu od teoretické matice

V této Casti ukdZeme, jak se odhad dle jednotlivych metod vzdaluje od skute¢né matice
pravdépodobnosti prechodu. Budeme postupovat ndsledujicim zptisobem:

1. Vygenerujeme posloupnost ratingi na obdobi péti let na zakladé matice prav-
dépodobnosti prechodu uvedené v tabulce oznacme ji P, resp. na zakladé
matice intenzit ) = (g;;) pifslu$né matici P. Pro uréenf po&ate¢niho rozdéleni
ratingli pouZijeme ratingy klienti ke konci mésice 2011/12. Ziskame tak vzorek
dat odpovidajici poctu klientti v tomto mésici, coZ je 3629 pozorovani.

2. Z posledniho roku vygenerovaného vzorku dat spocitdme zpiisobem popsanym

7 Y 2z

v predchozi ¢asti odhady ro¢ni matice pravdépodobnosti pfechodu P dle jednot-
livych metod. Tyto matice jsou odhadem matice P.

3. Pro kazdou metodu porovndme matici P, vypoctenou ze simulovanych dat, s ma-
tici P pouZitou pro simulaci.
4.3.1 Generovani vzorku dat

Simulaci Markovova fetézce se spojitym ¢asem muzeme rozdélit na generovani dvou
nezavislych diskrétnich procesi

e generovani posloupnosti doby setrvani a

e generovani Markovova fetézce s diskrétnim Casem.

PopiSeme obecny krok.

Generovani posloupnosti doby setrvani

Generovani posloupnosti nezéavislych dob setrvani {¢,,, n € N} s exponencidlnim roz-
délenim uvadi [16].

Necht’ ¢,, je doba setrvani v ratingu 7,,_; v n-tém kroku, ¢,, ma exponencidlni roz-
déleni s parametrem ¢;, , a plati

b = log(U,)——, @.1)

qin—l

kde {U,,,n € Ny} je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in z rovhomérného roz-
déleni z intervalu (0, 1). Parametr exponencidlniho rozdéleni ¢; je prvek —g; matice
intenzit ().

Pfi generovani ¢,, ve stavu i,,_; postupujeme ndsledovné:

e Vygenerujeme ndhodné ¢islo’| U, z intervalu (0, 1).

e Spocitame hodnotu ¢,, dle vztahu .1)).

3Pro generovani nahodnych &isel pouZijeme funkci RanUni SAS(®) s parametrem ,,seed*, kterd ge-

2 N2

neruje ndhodné &islo z intervalu (0, 1).
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e Urcime celkovou dobu setrvani ¢ od pocdtku generovani retézce jako ¢t =t + ¢,,.
Pokud je t vétsi nez pét let, skoncime, jinak vygenerujeme dalsi stav ,, (viz déle)
a cely postup opakujeme.

Generovani Markovova retézce s diskrétnim ¢asem

Simulace Markovova fetézce s diskrétnim Casem i se spojitym Casem je piehledné po-
pséna v [15].

Markovuyv fetézec s diskrétnim casem budeme opét generovat na zakladé posloup-
nosti nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in U,, z rovhomérného rozdéleni
na intervalu (0, 1). Pfiklad, ktery dokazuje, Ze vysledkem je skute¢né Markoviv feté-
zec je uveden v [14} Priklad 2.5].

Necht’ matice Q* je matice pravdépodobnosti prechodu vnofeného Markovova fe-
tézce s matici pravdépodobnosti pfechodu P. Dile definujeme pomocnou ndhodnou
veli¢inu Y;. Necht' Y; je niahodna veli¢ina s rozdélenim i-tého Fadku matice Q* = (@)
Hodnotu Y; stanovime pomoci ndhodné veli¢iny U na zdkladé kumulativnich pravdé-
podobnosti pfechodu podle vztahu

Jj—1 J
Yi=je=) @<U<) @ (4.2)
k=0 k=0
Pfi generovani pfechodu z ratingu 7,,_; do ratingu 7,, v n-tém kroku postupujeme
nasledujicim zptsobem
e vygenerujeme ndhodné ¢islo U,
e urcime hodnotu Y;, , podle vztahu (.2), pak i,, = Y;

n—17?

Tabulka ukazuje matici pravdépodobnosti pfechodu vnofeného Markovova
fetézce se spojitym Casem, kterou jsme pouZili pro simulaci.

[~ 3 4 5 5 7 8 g 10 11 12 13 K
0.00% 1452% 45.16% 3.23% 12.90% 968% 0.00% 6.45% 323% 161% 161% 161%
9.80% 0.00% 35.29% 31.37% 392% 6588% 392% 392% 392% 196% 000% 0.00%
1.89% 17.92% 0.00% 36.79% 11.32% 566% 10.38% BE60% 3.77% 283% 1.89% 0.94%
1.49% 10.89% 21.78% 0.00% 29.21% 13.86% 7.43% 198% 545% B693% 093% 0.00%
282% 282% 10.33% 26.29% 0.00% 18.31% 13.15% 7.98% B.57% B845% 1.83% 1.41%
1.62% 4.86% 9.31% 11.74% 20.65% 0.00% 21.46% 11.74% 567% B891% 364% 0.40%
9 3.02% 3.45% 4.74% 13.79% 15.52% 21.12% 0.00% 14.22% 10.78% 10.78% 2.16% 0.43%
10 1.589% 1.19% 3.17% 4.37% 13.89% 16.67% 17.86% 0.00% 20.63% 16.27% 3.57% 0.79%
11 2.95% 0B6% 1.97% 426% 7.54% 18.36% 12.46% 22.62% 0.00% 18.36% B8.20% 2.62%
12 0.00% 000% 1.42% 285% 4.27% 7.83% B8.90% 13.52% 26.69% 0.00% 29.89% 4.63%
13 0.00% 000% 0.00% 0B2% 1.24% 1.24% 3.11% 3.11% B8.70% 2422% 0.00% &7.76%
kK 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00%

00 =~ I M e W

Tabulka 4.12: Matice pravdépodobnosti prechodu vnofeného Markovova fetézce pro
simulaci
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4.3.2 Vypocet matic ze simulovanych dat

ProtoZe matice P byla spocitand z obdobi jednoho roku, vybereme z vygenerované
posloupnosti ratingli pouze hodnoty za posledni rok, a jiz dfive popsanym zplisobem
vypocitime matice pravdépodobnosti pfechodu dle jednotlivych metod. Tyto matice
jsou odhadem matice P.
Nésledujici tabulky [4.13] [.14] a [4.15] ukazuji vysledné matice pravdépodobnosti
pfechodu dle kohortni metody, dura¢ni metody a Aalentv-Johansentiv odhad.

Simulace 3 4 5 5 7 8 g 10 11 12 13 K

3 3000 % B.66 % 20.00 % 6.66 % 1666 % B.EE % 333% 333% 333% 333 % . .
4 229% 4310 % 2011 % 1206 % 517 % 574% 402% 225% 287 % 1.14% o114 %
5 030% B.44%5306% 11.96% 644% 245% 582% 3598% 306% 214% 368% O0B1%
G 0595% BO9%1285%3142% 1761 % 952% 7.14% 428% 333% 238% 095% 142%
7 028% 198% 568°%11.93% 4261% 965% 795 % 511% B625% 426% 198% 227 %
8 279% 403% 776% BEI%4130% 993% B807% B21% 527 % 403% 186 %
9 092% 309% 340% 588 % 1052% 1176 % 4365% 7.12% 5HB8% 588% 185 % .
10 DB9% 174% 1.74% 7E9% 8B8.04% 909%4930% 1328% 594% 139% 1.04 %
11 0B9% 0B89% 207% 356% 356% 9.49% 593% B830%5163% 5.49% 207 % 207 %
12 049% 049% 295% 541 % 1083% 443% 738 % 1625% 3300% 935% 935%
13 0.74 % 074% 222% 1.48% 148% 2.22% 4.44% 11.85% 3629 % 3851 %
K . 100.00 %

Tabulka 4.13: Matice pravdépodobnosti prechodu ze simulovanych dat dle kohortni

metody

Simulace 3 4 5 5 7 8 g 10 11 12 13 K

3 2166% 7B5% 2158 % 7.06% M.77 % 11.03% 360% 738% 363% 291% 109% 058 %
4 321 % 4507 % 16.02 % 1293 % 5B69% 498% 457 % 251% 218% 184% 0B6% 029%
5 0B1% B.16%55.11 % 1188% 678% 3.24% 530% 3687 % 323% 241% 147 % 086%
G 0B5% B.14% 1276 % 3425 % 1614 % B839% B59% 312% 458% 424% 192% 097 %
7 090% 232% 536% 10687 % 4355% 9.08% 7V23% 583% 525% 507% 256% 192%
8 081% 2B6% 36B5% 580% 1077 % 4446% B53% 761% B600% 530% 253% 181 %
9 099% 235% 307% E678% 848%1015% 4671 % 702% 700% 506% 158°% O075%
10 040% 117 % 167 % 419% B852% B8.05% BLE7 % 47592% 1055% 5687 % 189% 113 %
11 0B8% 072% 161% 252% 460% B895% 572% 831 %5315 % 792% 368% 208%
12 025% 055% 172% 290% 527 % 530% B50% 8.33% 1559 % 3465 % 1080 % 7E8 %
13 007% 014% 033% 085% 183% 167% 170% 308% 521% 791 %3734% 3981 %
K 000% 000% 000% 0.00% 000% 0.00% 000% 000% 000% 0.00% 0.00% 100.00 %

Tabulka 4.14
tody

: Matice pravdépodobnosti piechodu ze simulovanych dat dle duraéni me-
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Simulace 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 K

3 20B6 % B.24% 2261 % 7.04% 982%1023% 440% B62% 411% 390% 156% 075%
4 3B9 % 4483 % 16.08 % 13.79% 590% 402% 437 % 215% 222% 183% 076% 029%
5 079% B.18%5439% 1214% 580% 281% 5B64% 377 % 34B8% 246% 161% 087 %
G 111 % B.30% 1295 % 3430 % 1652 % 8.21% 642% 271% 439% 398% 217 % 090%
7 112% 235% 533% 11.05% 4336% B866% 770% 573% 550% 479% 2B2% 1.74%
8 1.02% 290% 367 % B.15% 11.07 % 4422% 851 % 761% 540% 4939% 256% 143 %
9 103% 230% 344% B57 % BE9% 926% 4683 % 7.07% 703% 500% 158% 086%

10 048% 098% 149% 414% 877 % 782% 898 % 4765 % 1081 % 567 % 208°% 1.09%
11 079% 070% 163% 263% 498% 824% 580% B815%5315% 789% 411 % 187 %
12 028% 0580% 152% 275% 568% 493% BB6E% 834 % 1603 % 3418% 1188% 7.18%
13 009% 015% 028% 089% 179% 1.73% 183% 3597 % 530% 7.32%3662% 3998 %
K 000% 0.00% 0.00% 0.00% 000% 0.00% 000% 000% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00 %

Tabulka 4.15: Matice pravdépodobnosti pfechodu ze simulovanych dat dle Aalenova-
Johansenova odhadu

4.3.3 Porovnani matic P a P

V této Casti kvantifikujeme vzdalenost mezi maticemi spocitanymi ze simulovanych
dat a matici piivodni, kter4 byla pro simulovani dat pouzita. Cim si budou matice bliz-
81, tim lepSi odhad metoda poskytuje. Spocitdme vzddlenost jednak mezi celymi ma-
ticemi a jednak mezi poslednimi vektory matic, kde jsou pravdépodobnosti prechodu
do defaultniho stavu.

Vzdilenost mezi maticemi pravdépodobnosti prechodu P = (j;;) a P = (p;;)
budeme méfit eukleidovskou metrikou M..,.. Matice indexujeme podle oznaceni stav.

~ . K K
Meuc(P - P) = ZZ pz] pz]
=3 ]:3

Tabulkam shrnuje hodnoty M,..(P — P) dle jednotlivych metod.

M,(P — P)
Kohortni metoda 0.2209
Duracni metoda 0.1331

Aalenuv-Johansentiv odhad 0.1380

Tabulka 4.16: Hodnoty metriky M,,.(P — P) dle jednotlivych metod

Vysledky ukazuji, Ze vSechny odhady se od ptivodni matice pravdépodobnosti pie-
chodu P vzdalily. PouZijeme-li pro mé&feni vzdalenosti mezi dvéma maticemi Euklei-
dovskou normu, odhad dle duracni metody se jevi jako nejbliZsi, naproti tomu odhad
metodou kohorty jako nejhorsi, vzdalenost je témér dvakrat vétsi neZ u ostatnich matic,
coZ potvrzuje jiz pozorovani uvedend dfive. Aalentiv-Johansentliv odhad je srovnatelny

s odhadem dle dura¢ni metody.
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JeSté porovname pravdépodobnosti pfechodu do defaultu, pfehled je uveden v ta-

bulce E.171

Rating Teoretické Kohortni Duracni Aalen-
Pik metoda metoda Johansen

3 2.117% 0.000% 0.582% 0.757%
4 0.357% 1.149% 0.292% 0.293%
5 1.033% 0.614% 0.867% 0.873%
6 0.854% 1.429% 0.974% 0.908%
7
8
9

1.667% 2.273% 1.921% 1.749%
1.349% 1.863% 1.815% 1.433%
1.206% 0.000% 0.758% 0.861%

10 1.851% 1.049% 1.132% 1.093%
11 3.034% 2.077% 2.088% 1.880%
12 8.827% 9.360% 7.689% 7.182%
13 38.478% 38.519% 39.810% 39.982%
K 100.000%  100.000%  100.000%  100.000%

Tabulka 4.17: Srovnéani pravdépodobnosti defaultu

Pouzijeme metriku M,,,.:

K

Mewe(Px — Px) = Z(ﬁﬂ( — Pik )?

=3

Tabulka ukazuje vzdalenosti vektord pravdépodobnosti defaultu od skutec-
nych pravdépodobnosti defaultu matice P. Jako nejblizsi vychdzi opét duracni metoda.
Relativni rozdily mezi vzdadlenostmi od ptivodni matice nejsou tak velké jako v piipadé
vzdalenosti celé matice. Diivodem muze byt skutecnost, Ze defaultni stav je stav ab-
sorpéni, tedy kazdy pfechod do defaultniho stavu je promitnut i v pravdépodobnostech

kohortni metody, kterd jinak sleduje jen stavy na konci obdobi.

Meuc(PK - pK)

Kohortni metoda 0.0308
Durac¢ni metoda 0.0271
Aalenuv-Johansentv odhad 0.0298

Tabulka 4.18: Hodnoty metriky M,,.(Px — P ) dle jednotlivych metod
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4.4 Shrnuti

Na zévér této kapitoly uvedeme zdkladni vyhody a nevyhody zkoumanych metod.

Metoda kohorty
Vyhody:
e niz8i pozadavky na datové zdroje a jejich kvalitu,

e jednodussi zpracovdni zvlasté v piipadé velkého poctu pozorovéni s velkym po-
¢tem zmén ratingd,

e za podminky, Ze mdme k dispozici udaje o v§ech defaultech béhem sledovaného
obdobi, dava srovnatelné vysledky pro odhad pravdépodobnosti defaultu jako
ostatni metody.

Nevyhody:

e nezohledni vSechny zmény mezi ratingy, coZ je zvlast' nevhodné pii malém po-
¢tu pozorovani,

e matice pravdépodobnosti pfechodu vykazuje mensi miru primérné pravdépo-
dobnosti zmény ratingu méteno Mgy p. Pfitom ale pravdépodobnosti p;; jsou
niz8§i ve srovnani s t€émito pravdépodobnostmi dle ostatnich dvou metod, na-
opak pravdépodobnosti p;; 11 a p;—1 jsou vyssi. To vede k zavéru, Ze metoda
nadhodnocuje pravdépodobnosti pfechodu o mélo stupiili a podhodnocuje prav-
dépodobnosti prechodu pii zméné ratingu o vice stupit (které se vyskytuji méné
casto),

e odhad matice pravdépodobnosti pfechodu dle této metody byl pii simulaci témér
dvakrat vice vzdalen od skute¢né matice neZ matice dle ostatnich dvou metod.

Durac¢ni metoda
Vyhody:

e zohledni vSechny zmény mezi ratingy (které pozorujeme v datech), coZ je zvI4st’
vhodné pfi malém poctu pozorovani,

e matice pravdépodobnosti pfechodu vykazuje vyssi miru priimérné pravdépodob-
nosti zmény ratingu méfeno Mgy p. Pfitom pravdépodobnosti p;; jsou vyssi ve
srovndni s témito prvky dle kohortni metody. Proti kohortni metodé odhaduje
vys§i pravdépodobnosti prechodu mezi vice vzdalenymi ratingy,

e pii simulaci byl odhad matice pravdépodobnosti pfechodu nejméné vzdalen od
odhadované matice.
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Nevyhody:

e vyssi pozadavky na datové zdroje a jejich datovou kvalitu, nebot’ metoda je cit-
liva na kaZzdou zménu ratingu,

veve

e naro¢néjsi na zpracovani zvlasté v pripade velkého poctu pozorovani,

e vyZzaduje platnost predpokladu homogenity vyvoje ratingu, coZ je v ekonomic-
kém prostiedi ne zcela redlny poZzadavek. Negativné se poruseni tohoto predpo-
kladu miiZe projevit zvlast’ pri odhadech na delsi ¢asové obdobi.

Aalenuv-Johansenuv odhad
Vyhody:

e zohledni vSechny zmény mezi ratingy, coZ je vhodné pfi malém poctu pozoro-
vani,
e mira primérné pravdépodobnosti zmény ratingu méfreno Mgy p je mezi hodno-

tami Mgy p dle kohortni a duracni metody,

e metoda nevyzaduje dodrZeni predpokladu homogenity, coz mtize byt vyhoda pro
odhadovani pfechodt na zdkladé historickych dat se sezonnim chovanim.

Nevyhody:

e vyssi pozadavky na datové zdroje a jejich datovou kvalitu, nebot’ stejné jako v
ptipadé dura¢ni metody zahrnuje v§echny zmény ratingu,

e v piipadé€, Ze bychom zpracovavali vétsi pocCet pozorovani s Castymi prechody
mezi ratingy, bylo by zpracovani naro¢né. Pokud miiZzeme sledované obdobi roz-
délit na homogenni intervaly je zpracovéni srovnatelné s metodou duracni,

e nevyzaduje sice platnost predpokladu homogenity vyvoje ratingu, ale pokud neni
tento predpoklad splnén, je obtiZzné odhadovat budouci vyvoj ratingd pouze na
zakladé historickych dat.
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Zaver

Cilem této prace bylo sezndmit se s teorii Markovovych fetézctli a ukdzat jejich pouziti
pii modelovani vyvoje ratingu klientd.

Byly diskutovany tii zakladni metody pouZivané pro modelovani pfechodli mezi ra-
tingy — metoda kohorty, duracni metoda a Aalentiv-Johanseniiv neparametricky odhad.

V praxi se zfejmé nejvice vyuzivd odhad pomoci kohortni metody, ktery je zaloZe-
ny na Markovoveé fetézci s diskrétnim casem. Tato metoda nema velké pozadavky na
zpracovani, coz muze byt pro fadu financnich instituci s velkymi poCty a objemy uve-
rového portfolia zdsadnim kritériem. Nicméné jsme ukézali, Ze tato metoda m4 fadu
nevyhod. Odhaduje pravdépodobnosti pfechodu jen pro zmény ratingd, které pozoru-
jeme na zacdtku a na konci zvoleného obdobi, nezohlediiuje prechody, které nastanou
uvnitf zvoleného obdobi, atd.

Naproti tomu duracni metoda, kterd vychdzi z homogenniho Markovova fetézce se
spojitym Casem, vyuzivd vSech informaci o pfechodech mezi ratingy. Pfedpokladem
ovSem je, Ze jsou tyto udaje k dispozici v dostate¢né kvalité.

Neparametricky Aalentiv-Johansentiv odhad je zaloZen na teorii nehomogenniho
Markovova fetézce. Tento odhad zahrne stejné jako duracni metoda udaje o v§ech zmé-
ndch ratingu. V pfipadé, Ze se rating neméni piili§ ¢asto nebo mame data o zménéach
ratingu jen v mésiCnich intervalech, nemusi byt tato metoda naro¢né€jsi na zpracovani
neZ metoda duracni.

Metody byly aplikovany na skute¢nd bankovni data. Vysledné matice pravdépo-
dobnosti pfechodu jsme porovnali pomoci metriky Mgy p(P) zalozené na singular-
nich hodnotach matice. Jeji hodnoty lze interpretovat jako primérnou pravdépodob-
nost zmény obsazenou v dané matici, vysledky ukdzaly, Ze matice dle kohortni meto-
dy, kterd zahrnuje méné prechodd mezi ratingy ma také mensi hodnotu Mgy p(P) ve
srovndni s duraénim a Aalenovym-Johansenovym odhadem.

V posledni ¢asti prace bylo ukazano, jak simulovat Markoviv fetézec se spojitym
casem. Pro vzorek klienti jsme vygenerovali posloupnost novych ratingti a z nich jsme
opét spocitali dle vSech metod odhady matice pravdépodobnosti prechodu. Vzdalenost
mezi odhady a matici pouZitou pro generovani vzorku dat jsme porovnali pomoci euk-
leidovské metriky. Nejvice se plivodni matici bliZil odhad dle dura¢ni metody, pfitom
Aalen-Johansentv odhad byl jen o néco malo vzdalenéjsi. Odhad dle kohortni metody
dopadl nejhtife. Pokud jsme se zaméfili jen na vzdalenosti mezi vektory pravdépodob-
nosti defaultu, byly vysledky pro vS§echny metody srovnatelné.

Pri praci s daty jsme museli také fesit fadu problémi tykajici se datové kvality,

kterd miiZze vysledky znac¢né ovlivnit. V této praci jsme nezkoumali, zda data spliuji
markovskou vlastnost nebo zda je splnén predpoklad homogenity.
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