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Karlova v Praze má právo na uzavření licenční smlouvy o užití této práce jako školního
díla podle §60 odst. 1 autorského zákona.

V ............... dne ............ Podpis autora



Název práce: Využití Markovských řetězců v bankovnictví
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původní matici ukážeme rozdíly mezi metodami.
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2.2 Markovovy řetězce se spojitým časem . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.1 Základní vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Úvod
Téma práce využití Markovských řetězců v bankovnictví mne zaujalo, nebot’ již ně-
kolik let pracuji v oblasti řízení kreditního rizika, ale s matematickou teorií související
s touto problematikou jsem zatím neměla možnost se seznámit. Proto jsem ráda vyu-
žila příležitosti trochu hlouběji proniknout do této problematiky.

Řízení kreditního rizika je zvlášt’ v posledních letech jednou z klíčových oblas-
tí v bankovnictví. Finanční instituce se snaží úvěrové riziko kvantifikovat a jedním
z nástrojů je hodnocení klienta pomocí interního ratingu, který vyjadřuje určitou míru
pravděpodobnosti, že klient nebude schopen v budoucnu dostát svým závazkům. Fi-
nanční instituce se pak soustředí na sledování vývoje úvěrového portfolia globálně dle
jednotlivých stupňů interního ratingu a snaží se odhadnout, jak se bude toto rozděle-
ní v budoucnu měnit. Hlavním nástrojem jsou poznatky z teorie Markovových procesů.

Cílem této práce je seznámit se s teorií Markovových řetězců, dále popsat dnes
nejčastěji používané metody pro modelování přechodů mezi ratingy, které z této teorie
vycházejí, a pomocí aplikace na skutečných datech jednotlivé metody použít a získané
výsledky porovnat.

Práce je rozdělena do čtyř kapitol, první kapitola je věnována stručnému úvodu do
teorie náhodných procesů, ve druhé kapitole jsou uvedeny základy Markovových pro-
cesů s diskrétní množinou stavů, a to jak s diskrétním, tak i spojitým časem.

Ve třetí kapitole jsou nejdříve vysvětleny základní pojmy z oblasti řízení úvěrového
rizika a dále jsou teoreticky popsány jednotlivé metody pro modelování přechodů mezi
ratingy. Těmito metodami jsou metoda kohorty založená na teorii Markovova řetězce
s diskrétním časem, durační metoda založená na teorii homogenního Markovova ře-
tězce se spojitým časem a neparametrický Aalenův-Johansenův odhad, který vychází
s nehomogenního Markovova řetězce se spojitým časem.

V poslední kapitole pak jsou teoretické poznatky použity pro výpočet odhadů ma-
tic pravděpodobností přechodu mezi ratingy na skutečných bankovních datech a je
diskutováno, jak se jednotlivé výsledky liší. Dále je jeden z odhadů použit jako známá
matice pravděpodobnosti přechodu pro simulaci vzorku dat. Ze simulovaných dat jsou
spočítány nové odhady matic pravděpodobností přechodu a ověřeno, s jakou přesností
jsou jednotlivé metody schopné odhadnout původní matici pravděpodobností přecho-
du.
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1. Náhodné procesy
Markovovy řetězce, které jsou hlavní náplní této práce, tvoří rozsáhlou třídu náhodných
procesů, proto je jim věnována úvodní kapitola.

Základy stochastických procesů je možné nalézt ve skriptech [6], [14]. Úvod do te-
orie pravděpodobnosti včetně Markovových procesů je v [5], podrobnější výklad teorie
pravděpodobnosti a stochastických procesů podává [10].

1.1 Základní vlastnosti
Náhodný proces můžeme chápat jako zobecnění náhodné veličiny. Často je náhodný
proces posloupností náhodných veličin v čase, tedy zatímco náhodná veličina je reálná
funkce elementárního jevu, náhodný proces je navíc ještě funkcí času. Náhodné proce-
sy tak vyjadřují dynamiku náhodných jevů.

Příkladem náhodného procesu může být Brownův pohyb hmotné částice, posloup-
nost náhodných hodů hrací kostkou, změny v počtu zákazníků čekajících na obsluhu
apod.

Místo pojmu náhodný proces se také používá pojem stochastický proces nebo prav-
děpodobnostní proces.

Definice 1.1. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostní prostor a necht’ T je neprázdnou
podmnožinou množiny reálných čísel R. Pak soubor náhodných veličin {Xt, t ∈ T}
definovaných na (Ω,A,P) se nazývá reálný náhodný proces.

Jak už bylo řečeno výše, na náhodný proces se můžeme dívat jako na funkci dvou
proměnných - elementárního jevu ω a času t. Pro pevně zvolené t ∈ T jeXt(.) náhodná
veličina definovaná na Ω. Pro pevně zvolené ω ∈ Ω je X(.)(ω) reálnou funkcí času
t ∈ T . Funkce X(.)(ω) se nazývá trajektorií nebo také realizací náhodného procesu.

1.2 Distribuční funkce náhodného procesu
Dále definujeme distribuční funkci náhodného procesu.

Definice 1.2. Necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces, n ∈ N, t1, t2, . . . , tn ∈ T a
(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) náhodný vektor, jehož distribuční funkce je definovaná předpisem

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = P (Xt1 < x1, Xt2 < x2, . . . , Xtn < xn).

Jestliže dále pro systém distribučních funkcí {Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn)} jsou splněny
následující tzv. Kolmogorovovy podmínky konzistence:

• pro libovolnou permutaci π množiny {1, 2, . . . , n} platí

Ftπ(1),tπ(2),...,tπ(n)(xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n)) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn),
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• n-rozměrná distribuční funkce náhodného vektoru je marginální distribuční funk-
cí (n+1)-rozměrného náhodného vektoru, tj.

lim
xn+1→∞

Ft1,t2,...,tn,tn+1(x1, x2, . . . , xn, xn+1) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn).

Pak Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) se nazývá n-rozměrnou distribuční funkcí náhodného
procesu {Xt, t ∈ T}.

Rozdělení náhodného procesu je jednoznačně určeno rozdělením všech konečně
rozměrných náhodných vektorů (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn). Každý náhodný proces určuje
konzistentní systém distribučních funkcí.

Věta 1.3 (Kolmogorov). Necht’ {Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn)} je konzistentní systém dis-
tribučních funkcí. Potom existuje náhodný proces {Xt, t ∈ T} takový, že pro každé
n ∈ N, libovolná t1, t2, . . . , tn ∈ T a libovolná x1, x2, . . . , xn platí

P (Xt1 < x1, Xt2 < x2, . . . , Xtn < xn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn).

Důkaz lze nalézt v [17, Věta I.10.3].

1.3 Klasifikace náhodných procesů
Klasifikace náhodných procesů se odvíjí od struktury množiny stavů S, vlastností mno-
žiny T a vztahů závislosti mezi náhodnými veličinami Xt při různých t ∈ T .

Podle typu množiny T rozlišujeme náhodný proces

• s diskrétním časem resp. časovou řadou, je-li množina stavů T diskrétní, tj. T =
N0 resp. T = Z,

• se spojitým časem, je-li T interval, tj. T = [a, b] ⊂ R.

Množina stavů náhodného procesu S je množina hodnot náhodných veličin Xt.
Podle struktury množiny S rozlišujeme

• náhodný proces s diskrétními stavy, jestliže množina hodnot náhodného procesu
je konečná nebo spočetná, tedy všechny náhodné veličiny Xt nabývají pouze
diskrétních hodnot

• náhodný proces se spojitými stavy, jestliže náhodné veličiny Xt nabývají hodnot
z nějakého intervalu

Házení kostkou je příklad náhodného procesu s diskrétním časem, který je před-
stavován pořadovými čísly jednotlivých hodů a s diskrétní množinou stavů, která je
tvořena počty ok na kostce a nabývá proto hodnot S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sledujeme-li
vývoj počtu zákazníků ve frontě, jedná se o náhodný proces se spojitým časem, kde
množina T je dána sledovaným obdobím, a množina stavů je S = {0, 1, 2, . . .}. Po-
kud budeme zaznamenávat venkovní teplotu v pravidelných intervalech, jde o příklad
náhodného procesu s diskrétním časem, kterým je pořadové číslo naměřených hodnot,
a spojitou množinou stavů (venkovní teplota). Obecně proces vývoje venkovní teploty
můžeme chápat jako náhodný proces se spojitým časem a spojitou množinou stavů.

Dále uvedeme základní příklady náhodných procesů podle typu závislosti mezi
náhodnými veličinami při různých časech (dle [6]):
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• Procesy s nezávislými přírůstky. Nazýváme tak proces, pro který platí, že náhod-
né veličiny

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xtn −Xtn−1

jsou nezávislé pro každé tj ∈ T, j = 1, 2, . . . , n a t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn.
Jsou-li například Y1, Y2, . . . , Yn hodnoty náhodného výběru, položme Xt1 =
Y1, Xt2 = Y1 + Y2, . . . , Xtn = Y1 + Y2 + . . . + Yn, . . .. Pak jde o proces s nezá-
vislými přírůstky, kde T = {1, 2, . . . , n} a Xtn+1 −Xtn = Yn+1, n = 1, 2, . . ..

• Markovovy procesy. Náhodný proces {Xt, t ∈ T} nazveme Markovovým pro-
cesem, jestliže má takovou vlastnost, že jeho stav v budoucím čase t > s závisí
pouze na stavu v současném čase s a nikoli na stavech v předešlém čase u < s,
kde s, t, u ∈ T , je to tedy proces „bez paměti“. Formálně

P (Xt < a|Xtn = in, . . . , Xt1 = i1, Xt0 = i0) = P (Xt < a|Xtn = in)

pro každé t0 < t1 < . . . < tn < t, a ∈ R, pro které platí P (Xtn = in, . . . , Xt0 =
i0) > 0.
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2. Markovovy řetězce
Markovovy procesy jsou pojmenované po Andreji Andrejeviči Markovovi (1856-1922),
ruském matematikovi, který se zabýval náhodnými procesy.

Hlavním zdrojem látky o Markovových řetězcích pro tuto kapitolu byla skripta [6],
[11] a [14]. Velmi obsáhle jsou stochastické a Markovovy procesy zpracovány v knize
[4].

Bez omezení na obecnosti budeme dále pojem Markovův řetězec používat pro
Markovův proces s diskrétními stavy, v kterémžto případě náhodné veličiny {Xt, t ∈
T} nabývají pouze celočíselných hodnot, které tvoří množinu stavů S Markovova
řetězce. S je konečná nebo nejvýše spočetná, tedy S = {1, 2, . . . , N} nebo S =
{1, 2, . . .}.

2.1 Markovovy řetězce s diskrétním časem

2.1.1 Základní vlastnosti
Definice 2.1. Necht’ {Xn, n ∈ T} je náhodný proces s diskrétními stavy a S ∈ N0

je množina jeho stavů. Řekneme, že X je Markovův řetězec s diskrétním časem a
množinou stavů S, jestliže T = N0 a je splněna tato podmínka

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i) (2.1)

pro všechna n ∈ T a všechny stavy i0, . . . in−1, i, j ∈ S, takové, že P (Xn = i,Xn−1 =
in−1, . . . , X0 = i0) > 0.

Podmínka (2.1) vyjadřuje tzv. markovskou vlastnost, která znamená, že pravděpo-
dobnost, s jakou proces přejde do nějakého stavu v následujícím čase n + 1, závisí
pouze na jeho stavu v přítomném čase n a nezáleží na tom, v jakých stavech se náhod-
ný proces nacházel dříve, tj. v časech n− 1, n− 2, . . . , 1, 0.

Změna stavu procesu se nazývá přechodem. Řetězec se ze stavu i v následujícím
časovém okamžiku dostane do stavu j s pravděpodobností pij(n, n + 1), tato pravdě-
podobnost se nazývá pravděpodobností přechodu 1. řádu ze stavu i do stavu j, tedy

pij(n, n+ 1) = P (Xn+1 = j|Xn = i).

Obecně podmíněná pravděpodobnost

pij(n, n+m) = P (Xn+m = j|Xn = i)

se nazývá pravděpodobností přechodu m-tého řádu, tj. pravděpodobnost přechodu ze
stavu i v čase n do stavu j v čase n+m.

Definice 2.2. Necht’ {Xn, n ∈ N0} je Markovův řetězec s diskrétním časem a mno-
žinou stavů S. Řekneme, že X je homogenní Markovův řetězec, jestliže podmíněné
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pravděpodobnosti pij(n, n+m) nezáleží na výchozím čase n, ale jen na rozdílu stavů
m. Pak značíme pij = pij(n, n + 1), resp. p(m)

ij = pij(n, n + m). V opačném případě
řekneme, že Markovův řetězec je nehomogenní.

Ve zbylé části tohoto odstavce budeme předpokládat jen homogenní Markovův ře-
tězec s diskrétním časem.

Podmíněné pravděpodobnosti pij můžeme uspořádat do čtvercové matice P =
{pij, i, j ∈ S}, kterou nazveme maticí pravděpodobností přechodu. Protože pro každé
i, j ∈ S platí

pij ≥ 0,
∑
j∈S

pij = 1,

jde o stochastickou matici (prvky matice jsou nezáporné a součet prvků v každém řád-
ku matice je roven jedné).

Věta 2.3 (pravděpodobnost přechodu n-tého řádu). Necht’ {Xn, n ∈ N0} je homo-
genní Markovův řetězec s maticí pravděpodobností přechodu P . Necht’ p(0)

ii = 1,
p

(0)
ij = 0 pro i 6= j a p

(1)
ij = pij . Potom pro podmíněné pravděpodobnosti n-tého

řádu p(n)
ij = P (Xm+n = j|Xm = i) platí

p
(n)
ij =

∑
k∈S

p
(n−1)
ik pkj, i, j ∈ S (2.2)

pro všechna n,m ∈ N0 a P (Xm = i) > 0.

Důkaz je uveden v [14, Věta 2.2].

Ze vztahu (2.2) plyne, že matice P (n) prvků p(n)
ij je stochastická matice a platí

P (n) = P (n−1).P = P.P (n−1) = P n.

Jak uvádí [14, str. 20], vztah (2.2) lze zobecnit na identitu

p
(m+n)
ij =

∑
k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj

pro všechna m,n ∈ N0, která se nazývá Chapmanovou-Kolmogorovovou rovností.
Maticově lze rovnost vyjádřit jako P (m+n) = P (m)P (n).

Pravděpodobnosti, s jakými Markovův řetězec nabývá jednotlivých stavů v počá-
tečním čase pi = P (X0 = i), i ∈ S, určují počáteční rozdělení Markovova řetězce
{Xn, n ∈ N0}. Toto rozdělení budeme značit p = {pi, i ∈ S}.

Zřejmě platí
pi ≥ 0,

∑
i∈S

pi = 1.

Nepodmíněné pravděpodobnosti pi(n) = P (Xn = i) nazveme absolutními prav-
děpodobnostmi v čase n. Vektor absolutních pravděpodobností budeme značit p(n) =
{pi(n), i ∈ S}.

7



Pro tyto nepodmíněné pravděpodobnosti platí vztah [14, str. 20]

pj(n) = P (Xn = j) =
∑
k∈S

P (X0 = k,Xn = j)

=
∑
k∈S

P (Xn = j|X0 = k)P (X0 = k)

=
∑
k∈S

pkp
(n)
kj .

Vektorově můžeme vztah mezi vektorem absolutních pravděpodobností a počáteč-
ním rozdělením vyjádřit následovně:

p(n)T = pTP n, n ∈ N0.

Prvky matice P n lze v konečně rozměrném případě počítat např. podle Perronova
vzorce (lze nalézt např. v [14, Dodatek B, Věta B.6]).

2.1.2 Klasifikace stavů Markovova řetězce
Dosažitelnost stavů. Nejprve klasifikujeme stavy Markovova řetězce podle typu pře-
chodů mezi nimi.

Definice 2.4. Řekneme, že stav j je dosažitelný ze stavu i, jestliže existuje n ∈ N0

takové, že p(n)
ij > 0, tento jev budeme značit i → j. Řekneme, že stavy i a j jsou

vzájemně dosažitelné, jestliže stav i je dosažitelný z j a naopak, což budeme značit
i↔ j.

Definice 2.5. Řekneme, že neprázdná množina stavů C ⊆ S je uzavřená, jestliže pro
každé i ∈ C a každé j takové, že i→ j, je j ∈ C.

Definice 2.6. Stav i se nazývá absorpční, jestliže jednobodová množina {i} je uzavře-
ná, to je pravděpodobnost pii = 1.

Definice 2.7. Markovův řetězec je nerozložitelný, jestliže každé dva jeho stavy jsou
vzájemně dosažitelné. V opačném případě je rozložitelný.

Definice 2.8. Řekneme, že stav i je periodický s periodou d > 1, jestliže d je největší
společný dělitel množiny {n ∈ N : p

(n)
ii > 0}. Jestliže největším společným dělitelem

je d = 1, pak se stav i nazývá aperiodický.

Dosažitelnost mezi jednotlivými stavy lze znázornit orientovaným grafem, ve kte-
rém jsou jednotlivé stavy reprezentovány jeho vrcholy a orientovaná hrana vede mezi
vrcholem i a vrcholem j právě tehdy když i 6= j a pij > 0. Stav k je pak dosažitelný
ze stavu l právě tehdy když z vrcholu l vede orientovaná cesta do vrcholu k.

Pravděpodobnosti návratu. Uvažujme Markovův řetězec, který se v čase m na-
chází ve stavu i a po n krocích se dostane poprvé do stavu j. Pravděpodobnost, že se
tak stane, nazveme pravděpodobností prvního dosažení stavu j ze stavu i po n krocích
a značíme ji f (n)

ij , pak

f
(n)
ij = P (Xm+n = j,Xm+n−1 6= j, . . . , Xm+1 6= j|Xm = i).
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Pravděpodobnost f (n)
ii nazveme pravděpodobností prvního návratu do stavu i po n kro-

cích.

Pravděpodobnost fij , s jakou řetězec, který se nachází v čase m ve stavu i, vstou-
pí po konečně mnoha krocích poprvé do stavu j nazveme pravděpodobnost prvního
dosažení stavu j ze stavu i (po konečně mnoha krocích), a platí pro ni vztah

fij =
∞∑
n=1

f
(n)
ij , i, j ∈ S.

Podobně pravděpodobnost fii nazveme pravděpodobností prvního návratu do stavu i
(po konečně mnoha krocích).

Definice 2.9. Necht’ {Xn n ∈ N} je Markovův řetězec s konečnou nebo spočetnou
množinou stavů S. Náhodnou veličinu τj(1) = inf{n > 0 : Xn = j, i, j ∈ S}
nazveme časem (dobou) prvního návratu do stavu j.

Veličina τj(1) značí počet kroků, po kterých se řetězec poprvé vrátí do stavu j,
nabývá tedy hodnot 1, 2, . . ., v případě, že takové n, ve kterém by se řetězec vrátil do
stavu j, neexistuje, klademe τj(1) = ∞. Náhodná veličina τj(k), k-tý návrat do stavu
j, se rovná času, ve kterém nastane k-tý návrat do stavu j nebo ∞ v případě, že se
Markovův řetězec do stavu j nevrátí alespoň k-krát.

Náhodná veličina τj(1) má pravděpodobnostní rozdělení {f (n)
j }, tj. f (n)

j = Pi(τj(1) =
n).

Definice 2.10. Necht’ {Xn}n≥1 je Markovův řetězec s konečnou nebo spočetnou mno-
žinou stavů S. Stav i ∈ S nazveme

i) trvalým, jestliže pravděpodobnost prvního návratu do stavu j je 1, tzn. P (τj(1) <
∞) = 1,

ii) trvalým nenulovým, jestliže je stav trvalý a zároveň Ejτj(1) <∞,

iii) trvalým nulovým, jestliže je stav trvalý a zároveň Ejτj(1) =∞,

iv) přechodným, jestliže pravděpodobnost, že se řetězec do stavu j nikdy nevrátí není
nenulová, resp. návrat do stavu j není jistý jev, tedy P (τj(1) <∞) < 1.

2.2 Markovovy řetězce se spojitým časem

2.2.1 Základní vlastnosti
Jak už bylo zmíněno výše, o náhodný proces se spojitým časem se jedná, pokud mno-
žina T je interval, budeme uvažovat T = [0,∞).

Definice 2.11. Necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces s diskrétními stavy a množinou
těchto stavů S. Řekneme, že Xt je Markovův řetězec se spojitým časem a spočetnou
množinou stavů S, jestliže T = [0,∞) a je splněna podmínka

P (Xt = j|Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) = P (Xt = j|Xs = i) (2.3)

9



pro všechna 0 < t1 < . . . < tn < s < t a všechny stavy i1, . . . , in, i, j ∈ S, taková,
že P (Xt1 = i1, . . . , Xtn = in, Xs = i,Xt = j) > 0.

Podmínka (2.3) vyjadřuje opět markovskou vlastnost náhodného procesu.

Podobně jako v případě Markovových řetězců s diskrétním časem budeme podmí-
něnou pravděpodobnost P (Xt = j|Xs = i), že řetězec, který je v čase s ve stavu i,
bude v čase t, t > s, ve stavu j, značit pij(s, t) a budeme ji nazývat pravděpodobností
přechodu ze stavu i do stavu j v čase t. Zřejmě platí

pij(s, t) ≥ 0,
∑
j∈S

pij(s, t) = 1.

Také absolutní pravděpodobnosti pj(t) jsou pravděpodobnosti rozdělení náhodné
veličiny Xt, tzn. pj(t) = P (Xt = j), j ∈ S, t ∈ T , a počáteční pravděpodobnosti pj
jsou pravděpodobnosti pj = pj(0) = P (X0 = j), j ∈ S.

Pravděpodobnosti pij(s, t) lze při pevných s, t uspořádat do stochastické matice
pravděpodobností přechodu P (s, t), definujeme pii(0) = 1, pij(0) = 0 pro i 6= j a
tedy P (0) = I.

Věta 2.12. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Markovův řetězec se spojitým časem. Pro absolutní
pravděpodobnosti pj(t) a pravděpodobnosti přechodu pij(s, t) platí

pj(t) =
∑
k∈S

pk(s)pkj(s, t), s < t, j ∈ S, (2.4)

pij(s, t) =
∑
k∈S

pik(s, l)pkj(l, t), s < l < t, i, j ∈ S. (2.5)

Důkaz dle [6]. Platí P (Xs = k,Xt = j) = pk(s)pkj(s, t), vztah (2.4) dostaneme
sumací podle k. Analogicky z rovnosti P (Xs = i,Xl = k,Xt = j) = pik(s, l)pkj(l, t)
sumací podle k dostaneme vztah (2.5).

Definice 2.13. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Markovův řetězec se spojitým časem a množi-
nou stavů S. Řekneme, že řetězec je homogenní, jestliže platí, že pravděpodobnosti
přechodu pij(s, v) závisí jen na rozdílu v − s = t, tj. pij(s, v) = pij(t), pro všechna
v > s ≥ 0 a pro každé i, j ∈ S. V opačném případě řekneme, že Markovův řetězec je
nehomogenní.

Vztahy (2.4), (2.5) můžeme pro homogenní Markovův řetězec psát jako

pj(s+ t) =
∑
k∈S

pk(s)pkj(t), s, t ≥ 0, j ∈ S, (2.6)

pij(s+ t) =
∑
k∈S

pik(s)pkj(t), s, t ≥ 0, i, j ∈ S. (2.7)

Maticově
P (s+ t) = P (s)P (t).

Jedná se opět o Chapmanovu-Kolmogorovovu rovnost.

10



2.2.2 Intenzity přechodu a Kolmogorovovy rovnice
Homogenní Markovův řetězec

V případě homogenních Markovových řetězců s diskrétním časem byla matice prav-
děpodobností přechodu závislá pouze na počtu „časových intervalů“ nikoli na jejich
délce. Naproti tomu matice pravděpodobností přechodu Markovových řetězců se spo-
jitým časem je právě funkcí délky časových intervalů mezi změnami stavů. Pokud je
Markovův řetězec ve stavu i v čase s a do dalšího stavu se dostane v čase s + t, je t
doba setrvání ve stavu i.

Doba setrvání ve stavu i je vzhledem k markovské vlastnosti nezávislá na době
setrvání v předchozích stavech, tedy je „bez paměti“, a tedy je to náhodná veličina
s exponenciálním rozdělením s parametrem qi.

Podívejme se dále na vztah mezi parametrem qi a pravděpodobnostmi přechodu
pij(t).

Věta 2.14. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Markovův řetězec se spojitým časem a množinou
stavů S a maticí pravděpodobností přechodu P (t) s prvky pij(t), pro které platí

lim
t→0+

pij(t) = δij,

kde dodefinujeme pij(0) = δij , tedy pij(t) jsou pro t ∈ T spojité zprava v bodě nula
pro všechna i, j ∈ S. Pak pro každé i ∈ S existuje limita

qi = lim
t→0+

1− pij(t)
t

, (2.8)

která však může být i nekonečná. A pro každé i, j ∈ S, i 6= j existují konečné limity

qij = lim
t→0+

pij(t)

t
. (2.9)

Důkaz lze nalézt v [7, Věta II.2.4 a Věta II.2.5].

Definice 2.15. Říkáme, že homogenní Markovův řetězec je konzervativní, jestliže pro
všechna i ∈ S platí

qi =
∑
i 6=j

qij. (2.10)

Pro řetězce s konečnou množinou stavů platí vztah (2.10) vždy, což říká následující
věta.

Věta 2.16. Homogenní Markovův řetězec s konečným počtem stavů je konzervativní.

Důkaz lze nalézt v [6, Věta 9.7].

Dále uvažujme jen konzervativní Markovův řetězec s konečným počtem stavů.

Definice 2.17 (Intenzity přechodu). Nezáporná čísla qij definovaná ve Větě 2.14 se
nazývají (dílčími) intenzitami přechodu ze stavu i do stavu j, nezáporné číslo qi se
nazývá celkovou intenzitou přechodu ze stavu i. Matice Q = {qij, i, j ∈ S}, kde
qii = −qi, se nazývá maticí intenzit přechodu nebo také infinitezimální maticí nebo
generující maticí procesu.

11



Řádkové součty matice intenzit u konzervativního Markovova řetězce jsou zřejmě
rovny nule.

Jak už jsme uvedli v úvodu odstavce, je qi parametr exponenciálního rozdělení
náhodné veličiny doby setrvání ve stavu i.

Věta 2.18. (1) Je-li qi = 0, potom pii(t) = 1 pro všechna t ≥ 0.
(2) Je-li qi ∈ (0,∞), pak doba setrvání ve stavu i má exponenciální rozdělení se
střední hodnotou 1

qi
.

Důkaz lze nalézt v [14, Věta 3.5].

Definice 2.19. Řekneme, že stav i ∈ S je absorpční, jestliže qi = 0. Řekneme, že stav
i ∈ S je stabilní, jestliže qi ∈ (0,∞) a nestabilní, jestliže qi =∞.

Pravděpodobnost, že během intervalu (s, s + h), h > 0 nastane přechod ze stavu
i do nějakého jiného stavu je qih + o(h), kde qi je parametr exponenciálního rozdě-
lení doby setrvání ve stavu i. Označme pravděpodobnost, že řetězec přejde ze stavu
i nejprve do stavu j, jako q∗ij . Pro podmíněnou pravděpodobnost přechodu do stavu j
platí

P (Xs+h = j|Xs = i) = qiq
∗
ijh+ o(h) = qijh+ o(h),

z čehož plyne pro qi 6= 0

q∗ij =
qij
qi

pro i 6= j a

q∗ii = 0.

Pokud je qi = 0, setrvává řetězec ve stavu i nekonečně dlouho, tedy jde o absorpční
stav, a proto pro pravděpodobnosti, že řetězec přejde (nejprve) do nějakého jiného
stavu q∗ij , platí

q∗ij = 0 pro i 6= j a

q∗ii = 1.

Prvky q∗ij můžeme uspořádat do matice Q∗.

Označme časové okamžiky, ve kterých dojde ke změně stavu řetězce {Xt, t ≥ 0}
jako s0, s1, . . . a definujme posloupnost Y0 = X0, Y1 = Xs1 , . . . , Yn = Xsn , . . .. Pak
{Yn, n ∈ N0} je homogenní Markovův řetězec s diskrétním časem s množinou stavů
S a maticí pravděpodobností přechodu Q∗ ([14]). Řetězec {Yn, n ∈ N0} se nazývá
vnořený diskrétní řetězec procesu {Xt, t ≥ 0}.

Pokud známe matici intenzit přechoduQ, můžeme v případě konečné množiny sta-
vů vždy odvodit matici pravděpodobností přechodu P (t) Markovova řetězce. Tomu se
budeme věnovat v následující části tohoto odstavce. V případě spočetné množiny stavů
Markovova řetězce je hledání jeho matice pravděpodobností přechodu P (t) složitější
a výsledek nemusí být jednoznačný.
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Věta 2.20 (Kolmogorovovy diferenciální rovnice). Pro konzervativní homogenní Mar-
kovův řetězec Xt platí:
(1) Systém přímých (prospektivních) Kolmogorovových rovnic

p′ij(t) =
∑
i∈S

pik(t)qkj, i, j ∈ S, (2.11)

maticově P ′(t) = P (t)Q.
(2) Systém opačných (retrospektivních) Kolmogorovových rovnic

p′ij(t) =
∑
i∈S

qikpkj(t), i, j ∈ S, (2.12)

maticově P ′(t) = QP (t).

Důkaz lze nalézt v [14, Věta 3.9.].

Věta 2.21. Necht’ máme maticiQ s konečnou dimenzí, pro jejíž prvky platí qij ≥ 0, i 6=
j a qii = −

∑
i 6=j qij . Pak existuje jediné řešení soustavy přímých a opačných Kolmo-

gorovových rovnic uvedených ve Větě 2.20, stejné pro obě soustavy, které vyhovuje
počáteční podmínce P (0) = I . Toto řešení představuje matici pravděpodobností pře-
chodu P (t) konzervativního homogenního Markovova řetězce {Xt, t ≥ 0} s konečnou
množinou stavů.

Důkaz lze nalézt v [14, Věta 3.10].

Soustavy Kolmogorovových rovnic uvedené ve Větě 2.20 jsou soustavy homogen-
ních lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu s konstantními koeficienty. Jejich obecné
řešení má tedy tvar

P (t) = P (0)eQt,

kde výraz eQt je zkrácená notace pro

∞∑
k=0

Qktk

k!
.

Pokud řešení vyhovuje počáteční podmínce P (0) = I , můžeme ho zapsat ve tvaru

P (t) = eQt. (2.13)

Výraz (2.13) můžeme určit pomocí Perronova vzorce (který je možné nalézt např.
v [14, Dodatek B, věta B.6]) nebo pomocí vlastních čísel matice Q.

Nehomogenní Markovův řetězec

Více podrobností k nehomogennímu Markovovu řetězci lze nalézt v [1].

V případě nehomogenního Markovova řetězce pravděpodobnosti přechodu pij(s, s+
t) závisí nejen na velikosti intervalu t, ale i na výchozím časovém okamžiku s. Před-
pokládejme, že pro každé i, j ∈ S v každém časovém okamžiku s existuje intenzita
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přechodu tak, jak je definovaná ve Větě 2.8, intenzity přechodu se tak stanou funkcí
času s a tedy

qij(s) = lim
t→0+

pij(s, s+ t)

t
, i 6= j, i, j ∈ S.

Protože předpokládáme, že intenzita přechodu qij existuje pro všechny dvojice i, j,
můžeme definovat qi(s) = −

∑
i 6=j qij(s). Prvky qij(s) můžeme uspořádat do matice

Q(s). V případě konečné množiny stavů S pro Kolmogorovovy diferenciální rovnice
s počáteční podmínkou P (s, s) = I platí

∂P (s, t)

∂t
= lim

h→0

P (s, t+ h)− P (s, t)

h
= P (s, t) lim

h→0

P (t, t+ h)− I
h

= P (s, t)Q(t),

tedy mají tvar (derivace značí parciální derivaci dle t)

P ′(s, t) = P (s, t)Q(t), (2.14)
P ′(s, t) = −Q(t)P (s, t). (2.15)

Jejich řešení není ale už tak elegantní jako v případě homogenního Markovova
řetězce, zde uvedeme řešení zmíněné v [13].

Definice 2.22. Definujeme kumulativní intenzity přechodu aij(t) ze stavu i v čase s do
stavu j v čase t, i, j ∈ S jako

aij(t) =

∫ t

0

qij(s)ds,

aii(t) = −
∑
j 6=i

qij(t).

Kumulativní intenzity přechodu můžeme uspořádat do matice A(t).

Řešením Kolmogorovových rovnic (2.14) je pak

P (s, t) = Π(s,t](I + dA(t))

= lim
max(ti−ti−1)→0

Π[s,t](I + A(ti)− A(ti−1)),

kde s = t0 < · · · < tn = t a I je jednotková matice dimenze stavového prostoru S.
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3. Úvěrové riziko a jeho modelování
V první části této kapitoly zavedeme základní pojmy z oblasti finančních rizik, ve dru-
hé části uvedeme nejčastěji používané metody modelování vývoje úvěrového rizika.

3.1 Základní pojmy
Obecně pojem rizika můžeme chápat jako nějakou možnost, že nastane určitá, pro nás
nepříznivá, událost. Konkrétně termín finanční riziko používáme v kontextu finančních
transakcí a představuje měřitelnou možnost, že ve spojení s danou transakcí dojde
k vyšším nákladů nebo ztrátě. Stručně popíšeme nejdůležitější druhy finančních rizik

• úvěrové (kreditní) riziko představuje riziko, že dlužník poruší podmínky dané
transakce, z čehož věřiteli vznikne náklad nebo ztráta,

• tržní riziko je riziko, že finanční transakce povede ke ztrátě v důsledku nepříz-
nivého vývoje tržních rizikových faktorů (tj. ceny akcií, úrokové sazby, měnový
kurz apod.)

• operační riziko představuje možnost, že instituce utrpí ztrátu v důsledku selhání
vnitřních procesů, lidí, externích mimořádných událostí (požár, povodeň apod.),

• riziko likvidity představuje riziko neschopnosti hradit svoje závazky z nedostatku
hotovosti v době jejich splatnosti.

Dále se budeme věnovat úvěrovému riziku, které je hlavním rizikem v bankovním
sektoru. Banky poskytují úvěry, nakupují dluhopisy a další cenné papíry, což je spoje-
no s nejistotou, zda dlužník bude schopen dostát svým závazkům. Pro banku je důležité
toto riziko sledovat a kvantifikovat.

3.1.1 Interní rating
Pro ohodnocení úvěrového rizika banka vytváří vlastní systém interních ratingů. Po-
čet stupňů resp. škála interního ratingu a jejich definice může být různá. Nejčastěji se
vyžaduje, aby každý ratingový stupeň (rating) vyjadřoval určitou konstantní pravdě-
podobnost selhání (defaultu) dlužníka, tzn. pravděpodobnost, že dlužník nebude scho-
pen dostát v určitém časovém horizontu svým závazkům. Definice selhání dlužníka se
ovšem může mezi bankami lišit, dlužník je v defaultu např. pokud je jeho pohledávka
více než 90 dní po splatnosti.

Často se pro stanovení interního ratingu vychází ze skóre, které je výstupem skórin-
gového modelu. Skóringový model pomocí logistické regrese každého klienta bodově
ohodnotí, počet bodů (tj. skóre) vyjadřuje pravděpodobnost selhání. Při tvorbě modelu
logistické regrese se vychází z informací o klientovi, které má banka k dispozici, podle
toho také dělíme skóringové modely na dva základní typy

15



• aplikační skóringový model je založený na statických informacích jako jsou so-
ciodemografické údaje, údaje z finančních výkazů apod. Tento skóring se nej-
častěji používá při posuzování žádosti o úvěr žadatelů, kteří jsou pro banku noví
a s nimiž nemá žádnou předchozí zkušenost (z pohledu úvěrového rizika),

• behaviorální skóringový model využívá údaje o chování klienta, např. o jeho
platební morálce, průměrné výši zůstatku na kreditním účtě za nějaké období
apod.

3.1.2 Náklady banky spojené s úvěrovým rizikem
Banky mají povinnost vytvářet zdroje ke krytí možných ztrát plynoucích z úvěrových
rizik. Těmito zdroji jsou:

• Opravné položky, ty tvoří banka na vrub nákladů k jednotlivým úvěrovým po-
hledávkám a snižují (opravují) jejich hodnotu. Výše opravné položky závisí pře-
devším na velikosti pohledávky, kterou kryje, a její pravděpodobnosti selhání
měřeno interním ratingem, jak bylo popsáno výše. Konkrétní způsob výpočtu
opravných položek si každá banka stanovuje sama.

• Rezervy, ty banka tvoří na vrub nákladů, ale vytvářejí se na straně pasiv. Nemusí
se tedy tvořit individuálně pro konkrétní pohledávky.

• Kapitál. Banka je povinna držet určitou výši kapitálu v závislosti na objemu a
rizikovosti svých aktiv.

K řízení aktiv a pasiv je tedy potřeba, aby banka uměla dobře odhadnout budoucí
vývoj rizikovosti svého portfólia. Proto se snaží odhadnout pravděpodobnosti přechodu
mezi jednotlivými ratingovými stupni, k čemuž často používá právě poznatky teorie
Markovových procesů.

3.2 Metody modelování přechodů mezi ratingovými stup-
ni

Předpokládejme, že posloupnost ratingu jednoho dlužníka u dané instituce lze repre-
zentovat Markovovým řetězcem {Xt, t ∈ T} s množinou stavů S. Změna ratingu pak
představuje přechod mezi stavy řetězce. Dále předpokládejme, že dlužníky je možné
rozdělit do homogenních segmentů, v rámci kterých sledují stejný Markovův řetězec.

Množinu stavů S tvoří jednotlivé ratingové stupně 1, 2, ..., K seřazené dle pravdě-
podobnosti selhání, kde stupeň 1 necht’ má nejmenší pravděpodobnost selhání a stupeň
K značí samotný stupeň v selhání (dále default) dlužníka. Pro řízení kreditního rizika
se nesledují výstupy z defaultního stupně, resp. náklady spojené s klienty v defaultu se
vyhodnocují pomocí jiných metod, proto považujme tento stav za absorpční.

Vývoj ratingu dlužníka můžeme považovat za řetězec s diskrétním časem, pokud
zaznamenáváme konkrétní hodnoty ratingu v daných intervalech (např. na konci měsí-
ce) nebo za řetězec se spojitým časem, pokud máme informaci o datu změny ratingu a
chceme zohlednit délku intervalu, po kterou se dlužník nacházel v daném ratingovém
stupni.
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Dále uvedeme některé přístupy k odhadu matice pravděpodobností přechodu mezi
ratingy.

3.2.1 Metoda kohorty
Často používanou metodou pro výpočet matice pravděpodobností přechodu mezi ra-
tingy je metoda kohorty. Tato metoda předpokládá diskrétní čas a homogenitu Marko-
vova řetězce. Spočívá ve výpočtu relativních četností přechodu mezi ratingy na počát-
ku a na konci sledovaného období.

Necht’ pij je teoretická pravděpodobnost přechodu mezi ratingovým stupněm i a j,
ni je počet dlužníků s ratingem i na začátku období a nij je počet dlužníků, kteří měli
na začátku období rating i a na konci období rating j. Odhad pij získáme maximalizací
věrohodnostní funkce

L(P ) =
∏
i,j∈S

p
nij
ij ,

respektive jejího logaritmu

logL(P ) =
∑
i,j∈S

nij log pij,

a to vzhledem k podmínce
∑

j∈S pij = 1 pro každé i ∈ S. Úlohu můžeme řešit pro
každé i samostatně. Pro hledání maxima použijeme metodu Lagrangeových multipli-
kátorů. Lagrangeova funkce pro každé i ∈ S je

L̃(pi1, pi2, . . . , piK ;λ) =
K∑
j=1

nij log pij + λ(1−
K∑
j=1

pij).

Derivováním L̃ podle pij pro j = 1, 2, . . . , K dostaneme soustavu K rovnic

∂L̃

∂pij
=
nij
pij
− λ = 0

a tedy
nij = λpij. (3.1)

Derivováním L̃ podle λ získáme původní podmínku

∂L̃

∂λ
= 1−

K∑
j=1

pij = 0. (3.2)

Použijeme-li podmínku (3.2) na soustavu rovnic (3.1) dostaneme

K∑
j=1

nij = λ

K∑
j=1

pij,

ni = λ.
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Dosadíme do (3.1) a získáme výsledný odhad pro pij jako

p̂ij =
nij
ni
.

Kohortní metoda tedy porovnává počty klientů, kterým se změnil rating z i na j
mezi počátkem a koncem sledovaného období, s počtem klientů v ratingu i na začátku
období.

Často se tato metoda používá pro odhad pravděpodobností defaultu a kalkulaci
opravných položek, v tom případě se počty klientů váží objemem pohledávek dlužní-
ka. Změna ratingu dlužníka s větším objemem pohledávek, pak bude mít vyšší váhu
v celkovém podílu a zvýší pij .

Metoda je relativně jednoduchá pro zpracování, ale je kritizována pro řadu nedo-
statků:

• Pokud nepozorujeme přechod mezi stavy i a j na počátku a na konci sledovaného
období, je pravděpodobnost přechodu mezi i a j rovna nule a to i přesto, že stav
j je dosažitelný ze stavu i přes nějaký jiný stav (tj. pij = 0 a přitom existuje stav
k ∈ S takový, že pik > 0 a pkj > 0).

• Tato metoda nezohledňuje situaci, kdy za sledované období dojde k více pře-
chodům mezi ratingy, například se rating změní 1 → 2 → 3, pak tato změna
bude zachycena jen v pravděpodobnosti přechodu mezi ratingy 1 a 3 a nikoli
v pravděpodobnostech přechodu mezi ratingy 1 a 2, resp. 2 a 3.

• Změna ratingu u některých portfolií nemusí nastávat příliš často, proto musíme
pro získání odhadů volit delší časové období a nemáme možnost použít matici
na kratší období.

• Dvě matice spočítané na dvou po sobě následujících časových intervalech [0, a]
a [a, b] a na celkovém intervalu [0, b] nemusí splňovat Chapmanovu-Kolmogoro-
vovu rovnici. Což je ale spíše považováno za nedostatek odhadu než za porušení
předpokladů o markovském chování.

3.2.2 Durační metoda
Tento a následující odstavec vychází z článku [13]. Durační metoda je založena na ho-
mogenním Markovově řetězci se spojitým časem. Zohledňuje dobu setrvání v jednotli-
vých ratingových stupních během sledovaného období. Z teorie Markovových řetězců
se spojitým časem víme, že pro matici pravděpodobností přechodu platí následující
vztah

P (t) = eQt, t ≥ 0,

kde Q je matice intenzit {qij}, i, j jsou jednotlivé ratingové stupně.

Zbývá odhadnout členy matice intenzit Q. Pokud použijeme odhad pomocí maxi-
malizace věrohodnostní funkce [12], dostaneme

q̂ij =
nij(T )∫ T

0
Yi(s)ds

,
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kde Yi(s) je počet dlužníků s ratingem i v čase s a nij(T ) je celkový počet přechodů
mezi ratingem i a j za sledované období, kde i 6= j. V čitateli je tedy počet všech
přechodů mezi stavy i a j za celé sledované období a ve jmenovateli délka období, po
kterou měl dlužník rating i.

Většinu nevýhod zmíněných pro kohortní metodu tato metoda řeší.

• Pokud je stav i dosažitelný ze stavu j, je i pravděpodobnost pij nenulová.

• Do odhadu zahrneme všechny informace o změně ratingu a navíc zohledníme,
kdy ke změně ratingu došlo. Pravděpodobnost přechodu pij se bude lišit pro
případ, kdy ke změně ratingu došlo na začátku období nebo ke konci období.

• Matici intenzit můžeme spočítat na základě dat za libovolně dlouhé období a za
základní jednotku můžeme zvolit jeden den, tj. t = 1, a matici pravděpodobností
přechodu pak přepočítat na období T podle potřeby.

3.2.3 Aalenův-Johansenův odhad
Podrobnosti k neparametrickému Aalenově-Johansenově odhadu je možno nalézt v [1],
odhad Kaplanův-Meierův je v článku [9], pěkné srovnání těchto neparametrických od-
hadů uvádí [2].

Použití durační metody předpokládá časovou homogenitu vývoje ratingu, tento
předpoklad však nemusí být často splněn, zvlášt’ pokud chceme odhadnout matici
pravděpodobností přechodu na delší časové období. Proto autoři článku [13] před-
stavují neparametrický Aalenův-Johansenův odhad, který je založen na Kaplanově-
Meierově odhadu (v angličtině také označován jako Product Limit Estimator). Aalenův-
Johansenův odhad můžeme považovat za zobecnění Kaplanova-Meierova odhadu na
nehomogenní Markovův řetězec s konečnou množinou stavů.

Mějme nehomogenní Markovův řetězec se spojitým časem a množinou stavů S de-
finovanou na začátku odstavce. Prvky matice pravděpodobnosti přechodu P (s, t) jsou
pravděpodobnosti přechodu ze stavu i v čase s do stavu j v čase t. Necht’ pozorujeme
m přechodů mezi časovými okamžiky s a t, pak můžeme P (s, t) odhadnout jako

P̂ (s, t) =
m∏
i=1

(I + ∆Â(Ti)),

kde Ti je okamžik přechodu během intervalu [s, t] a

∆Â(Ti) =


−∆N1.(Ti)

Y1(Ti)
∆N12(Ti)
Y1(Ti)

∆N13(Ti)
Y1(Ti)

· · · ∆N1p(Ti)

Y1(Ti)
∆N21(Ti)
Y2(Ti)

−∆N2.(Ti)
Y2(Ti)

∆N23(Ti)
Y2(Ti)

· · · ∆N2p(Ti)

Y2(Ti)
...

... . . . · · · ...
∆Np−1,1(Ti)

Yp−1(Ti)

∆Np−1,2(Ti)

Yp−1(Ti)
· · · −∆Np−1,.(Ti)

Yp−1(Ti)

∆Np−1,p(Ti)

Yp−1(Ti)

0 0 0 · · · 0

 ,

kde Yk(Ti) je celkový počet dlužníků ve stavu k těsně před časem Ti. Člen ∆Nk,.(Ti)
vyjadřuje počet všech dlužníků, kteří v čase Ti přejdou ze stavu k do některého jiné-
ho stavu. Diagonální prvky tedy vyjadřují poměr dlužníků, kterým se v následujícím
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okamžiku změní rating, vůči všem dlužníkům ve výchozím stavu k. Výraz ∆Nh,j(Ti)
značí počet přechodů ze stavu h do stavu j v čase Ti, tedy prvky mimo diagonálu před-
stavují podíl dlužníků, u kterých nastala změna ratingu do stavu j na všech dlužnících
ve výchozím ratingu h těsně před změnou ratingu.

Stejně jako v předchozích případech jsou prvky posledního řádku matice rovny
nule, nebot’ defaultní stav je absorpční. Je zřejmé, že součet prvků v řádku matice
I + ∆Â(Ti) je roven jedné, a tedy výsledná matice pravděpodobností je korektní sto-
chastická matice.

Tato metoda je vlastně kohortní metoda za extrémně krátké období. V kohortní
metodě také sledujeme podíl počtu dlužníků, kteří přešli z původního stavu na začátku
období do jiného stavu na konci období, a to vůči všem dlužníkům v původním stavu
na počátku sledovaného období, v tomto případě ale zkrátíme sledované období nato-
lik, abychom zachytili všechny přechody mezi stavy.

Za předpokladu, že je Markovův řetězec po částech homogenní, můžeme matici
∆Â(Ti) počítat pro každé homogenní období Ti takové, že se klientovi během tohoto
období změní rating právě jednou.
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4. Empirická část
V této kapitole použijeme metody uvedené v předchozí kapitole k odhadu matic prav-
děpodobností přechodu mezi ratingovými stupni na základě skutečných údajů o klien-
tech jedné banky. Výsledné matice pravděpodobností přechodu dle jednotlivých metod
se pokusíme interpretovat a porovnat mezi sebou.

Data byla zpracována v aplikaci SAS R© Software, verze 9.2 1.

4.1 Data
Poskytnutá bankovní data obsahují údaje o podnikatelských subjektech za období 2010/12
až 2011/12 v měsíčních intervalech, k dispozici máme následující informace:

• identifikátor měsíce, ke kterému se data vztahují,

• identifikátor klienta,

• interní rating klienta,

• datum poslední revize ratingu,

• identifikátor účtu klienta,

• výše rozvahové pohledávky klienta na daném účtu ke konci měsíce,

• výše podrozvahové pohledávky klienta na daném účtu ke konci měsíce.

Každé pozorování představuje právě jeden účet klienta.

Interní rating má třináct nedefaultních stupňů, označených od 1 (rating s nejnižší
pravděpodobností defaultu) do 13 (rating s nejvyšší pravděpodobností defaultu). De-
faultní stupeň je označen jako K. Každý klient má právě jeden rating, a to i v případě,
kdy za ním banka eviduje více pohledávek.

Ratingy 1 až 11 jsou přidělované při hodnocení klienta, naproti tomu ratingy 12,
13 resp. K jsou přidělovány automaticky v případě, že je klient v prodlení více než 30,
60 resp. 90 dní. Defaultní stupeň může být navíc udělen i v případě, že u klienta došlo
k nějaké jiné události, která mu významně omezuje schopnost nadále splácet pohle-
dávku (např. je na klienta vyhlášen konkurz).

Datum poslední revize ratingu je datum, kdy byl klientovi naposledy přidělen ra-
ting. Rating je výsledkem hodnocení ratingovým nástrojem nebo expertním odhadem
nebo se přiděluje automaticky v případě prodlení klienta. Standardní frekvence revi-
ze ratingu podnikatelských subjektů je jeden rok, nebot’ do hodnocení často vstupují
finanční údaje z výroční zprávy, daňového přiznání apod. Ekonomická situace klienta
se může změnit kdykoliv mezi jednotlivými revizemi ratingu, pokud klient není v pro-
dlení se splácením, projeví se však v datech až v momentě nové revize ratingu.

1Programy, které byly použity pro práci s datovým souborem, výpočty odhadů a zpracování výsledků
do tabulek uvedených v této práci, jsou přiloženy na CD.
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Protože budeme sledovat změny ratingu, který je vztažen ke klientovi a nikoli k po-
hledávce, upravíme pro další zpracování datový soubor tak, aby každé pozorování od-
povídalo právě jednomu klientovi a nikoli jednomu účtu klienta. Rozvahovou resp.
podrozvahovou pohledávku, kterou máme po jednotlivých účtech, sečteme do celkové
rozvahové resp. podrozvahové pohledávky klienta.

Dle typu pohledávky můžeme rozlišovat aktivní a pasivní klienty. Řekneme, že
klient je v daném měsíci aktivní, jestliže jeho rozvahová pohledávka je nenulová. Ta-
kový klient musí splácet a proto se jeho rating může změnit i na stupně 12, 13 a K.
v případě, že klient má nulovou rozvahovou pohledávku a nenulovou podrozvahovou
pohledávku, nemusí nic splácet a nemůže se proto dostat do prodlení. Může u něho
nicméně nastat revize ratingu a rating může být změněn na některý z ratingů 1 až 11,
horší rating dostane jen výjimečně (např. je na klienta vyhlášen konkurz). Budeme te-
dy pracovat jen s aktivními klienty.

Tabulky 4.1 a 4.2 ukazují rozdělení aktivních klientů do jednotlivých ratingových
stupňů v počtech a objemech pohledávek za období 2010/12 až 2011/12.

Tabulka 4.1: Distribuce klientů dle ratingu v počtech

Rating 1 je jen velmi málo zastoupen a od 2011/06 jsou počty téměř nulové. Hlav-
ním důvodem je datová chyba, kdy jeden ze zdrojových systémů vygeneruje novému
klientovi automaticky rating 1. Pozorování s ratingem 1 vyloučíme, nebot’ tento rating
není skutečným ohodnocením klienta a přechod do jiného ratingu neznamená zvýšení
pravděpodobnosti defaultu.

Pro rating 2 je jen velmi málo pozorování, proto ho sloučíme s ratingem 3.
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Tabulka 4.2: Distribuce klientů dle ratingu v objemu pohledávek

Rating 3 je sice velmi málo zastoupen v počtech klientů, ale v objemech je jeho
podíl výrazný. Jde zřejmě o větší korporátní klienty, kteří mohou čerpat větší objem
úvěrových prostředků právě proto, že mají velmi dobrý rating (např. dceřiné společ-
nosti nadnárodních bankovních institucí).

Dále můžeme pozorovat nárůst počtu ratingu 11 v období 2011/06, při podrobnější
analýze zjistíme, že jde o klienty, u kterých není vyplněno datum změny ratingu. v tom-
to případě byl nárůst způsoben změnou zpracování dat, kdy rating 11 byl zvolen jako
implicitní hodnota v případě, že klientovi ještě nebyl udělen rating. s tím také souvisí
snížení počtu klientů v ratingu 1, kterým namísto chybného ratingu je udělen rating 11.
Rating 11 byl zvolen proto, že jde o nejhorší stupeň, ve kterém klient ještě není v pro-
dlení, což vyjadřuje konzervativní přístup banky k řízení úvěrového rizika. Protože ani
v tomto případě rating nevyjadřuje skutečnou míru pravděpodobnosti selhání klienta,
vyloučíme i tato pozorování ze vzorku dat.

Protože defaultní rating považujeme za absorpční, označíme každého klienta jako
defaultního ve všech měsících následujících po jeho prvním výskytu.

V tabulce 4.3 najdeme počty aktivních klientů po výše uvedených úpravách

• vyloučení klientů s ratingem 1,

• sloučení klientů s ratingem 2 a 3,

• vyloučení klientů s neplatným datem poslední revize ratingu,

• označení defaultních klientů po prvním výskytu defaultu.
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Tabulka 4.3: Distribuce klientů dle ratingu v počtech po úpravách

4.2 Odhad matice pravděpodobností přechodu mezi ra-
tingy

Můžeme předpokládat, že klienti tvoří rizikově homogenní segment, tedy sledují stej-
ný Markovův řetězec. Matice pravděpodobností přechodu mezi ratingy spočítáme pro
pravděpodobnosti po jednom roce, což je standardní doba, která se používá při řízení
kreditního rizika. Jako počáteční rating zvolíme rating na konci měsíce 2010/12, pře-
chody mezi ratingy budeme čerpat z ostatních měsíců 2011/01 až 2011/12.

U klienta, který splatí pohledávku, nemůže nastat změna ratingu, tedy nevíme, jak
by se jeho rating změnil, pokud by zůstal aktivní, tento jev se nazývá cenzorování.
Abychom cenzorování eliminovali, vyloučíme z dat klienty, kteří v průběhu období
přestali být aktivní, tj. matice pravděpodobností přechodu budeme odhadovat jen na
základě ratingů klientů, kteří jsou aktivní na konci každého měsíce sledovaného obdo-
bí.

Náš datový soubor po úpravách obsahuje průměrně 3600 klientů každý měsíc. Po
vyloučení klientů, kteří nemají souvislou historii, se počet pozorování sníží na 2664.
v tabulce 4.4 jsou vedle celkového počtu aktivních klientů ještě počty nedefaultních
klientů a počet přechodů mezi ratingy v daném měsíci.

Matice pravděpodobností přechodu spočítáme ve dvou variantách

• v počtech klientů, které dále použijeme pro porovnání odhadů,

• v počtech vážených pohledávkou klienta, kdy pohledávku klienta vezmeme v mě-
síci změny ratingu. Tyto matice pravděpodobností se ve finančních institucích
používají velice často ke kalkulaci nákladů na klienty v selhání. Náklady v tako-
vém případě musí odrážet velikost pohledávky, kterou přestal klient splácet.

24



Tabulka 4.4: Počty klientů, kteří jsou aktivní souvisle celé období 12/2010 až 12/2011

Dále k jednotlivým metodám.

4.2.1 Metoda kohorty
Touto metodou sledujeme přechod mezi ratingem, který měl klient na konci měsíce
2010/12 a který měl na konci měsíce 2011/12. Výsledné matice pravděpodobností pře-
chodu dle kohortní metody v počtech a v objemu pohledávek najdeme v tabulkách 4.5
a 4.6.

Prázdná políčka označují přechody mezi ratingy s nulovou pravděpodobností pře-
chodu, jsou to ty přechody mezi ratingy, které se v datech nevyskytují a kohortní me-
toda je neumí odhadnout (kromě přechodů z ratingu K, který je absorpční).

Nejprve se podíváme na pravděpodobnosti přechodu do defaultu. Zde bychom oče-
kávali, že budou pravděpodobnosti rostoucí dle rostoucího ratingu. Toto očekávání je
splněno jen částečně - pravděpodobnosti přechodu z ratingů 4, 5, 6 jsou poměrně vy-
rovnané a jsou nižší než pravděpodobnost přechodů z ratingů 8, 9 a 11, které jsou
vyrovnané. Ale např. rating 7 má vyšší pravděpodobnost defaultu než ostatní ratingy
8 až 11. Dále pravděpodobnost přechodu z ratingu 3, která by měla být nejmenší, je
vyšší než u přechodu z ratingu 11. Navíc můžeme pozorovat vysokou pravděpodob-
nost přechodu do ratingu 5, což by mohlo znamenat, že rating 3 (nebo původně rating
2) není udělován korektně a je často opraven na rating 5. v tomto ratingu je však jen
velmi málo pozorování.

Výrazný nárůst je vidět až u ratingu 12 resp. 13, což odpovídá tomu, že tyto ratingy
jsou dávány automaticky každému klientovi, který je v prodlení více než 30 resp. 60
dní.

Pravděpodobnost přechodu mezi ratingy 12, 13 a defaultem je vyšší v objemech
než v počtech, což souvisí s tím, že klient s ratingem 12 a 13 je v prodlení a tedy jeho
pohledávka roste.

Pro ostatní pravděpodobnosti přechodu (kromě přechodu z ratingu 3) platí, že prv-
ky na diagonále jsou výrazně vyšší, než mimo diagonálu, nebot’ hodnota ratingu se
mění jen u menší části klientů, jak jsme také ukázali v tabulce 4.4. Můžeme pozorovat,
že pravděpodobnost přechodu ve většině případů klesá, čím je prvek více vzdálen od
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diagonály.

Tabulka 4.5: Matice pravděpodobností přechodu v počtech dle kohortní metody

Tabulka 4.6: Matice pravděpodobností přechodu v objemech dle kohortní metody

4.2.2 Durační metoda
V durační metodě považujeme čas za spojitou veličinu, nicméně dobu setrvání v ra-
tingu i budeme měřit ve dnech, pro praktický výpočet tedy stanovíme nejmenší časo-
vou jednotku na jeden den. Roční matici intenzit ve dnech označme Q a její prvky qij .

Příklad. Klient A má na konci měsíce 2010/12 rating 4, dne 5.5.2011 se rating
změní na 5 a pak už žádná další změna nenastane. Počet přechodů n45 = 1. Klien-
tovi započteme 124 dní (tj. počet dní mezi 31.12.2010 a 5.5.2011) v ratingu 4 a tedy∫ 365

0
Y4(s)ds = 124. Pak q45 = 1

124
.

Matici pravděpodobností přechodu za jeden rok vypočteme podle vztahu2

P (365) = e365Q.

2Pro výpočet exponenciální maticové funkce jsme použili numerickou aproximaci dle Padého, pří-
klad řešení exp(X) lze nalézt např. v [3, Příklad 3.14].
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Často se jako nejmenší časová jednotka volí jeden rok, pak by se ve výše uvedeném
příkladu intenzita určila jako q45 = 1

124/365
a matice pravděpodobností přechodu na

jeden rok by se spočítala přímo jako P (1) = eQ. Oba postupy jsou ekvivalentní.

Vypočtené matice pravděpodobností přechodu dle durační metody najdeme v ta-
bulkách 4.7 a 4.8.

Tabulka 4.7: Matice pravděpodobností přechodu v počtech dle durační metody

Tabulka 4.8: Matice pravděpodobností přechodu v objemech dle durační metody

Srovnáme-li výsledek s maticí pravděpodobností přechodu dle kohortní metody,
pozorujeme následující rozdíly:

• Dle očekávání v tabulkách nejsou nulové pravděpodobnosti přechodu mezi žád-
nými ratingy (samozřejmě kromě přechodů z defaultního stavu).

• Pravděpodobnosti přechodu do defaultu jsou více vyrovnané, ale rostou výraz-
něji pro ratingy horší než 9, rating 13 je výrazně vyšší.

• Prvky na diagonále, tedy pravděpodobnosti, že se rating nezmění, jsou u této me-
tody výrazně vyšší pro lepší ratingy a nižší pro horší ratingy, tedy klient s lepším
ratingem bude mít menší tendenci rating změnit.
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Pravděpodobnosti defaultu jsou i zde pro horší ratingy nižší než pro lepší ratingy,
což neodpovídá očekávání (např. rating 7 je vyšší než ratingy 3 až 9), ale rozdíly nejsou
tak velké jako v matici dle kohortní metody.

4.2.3 Aalenův-Johansenův odhad
Neparametrický odhad matice pravděpodobností přechodu získáme tak, že při kaž-
dé změně ratingu spočítáme podíl počtu klientů s ratingem po změně a před změnou
ratingu. Pro datové zpracování je to relativně náročná úloha, protože revize ratingu
probíhá průběžně každý pracovní den, museli bychom pak počítat a násobit téměř 250
matic. Proto provedeme následující zjednodušení - nejmenší časová jednotka, za kte-
rou pozorujeme změnu ratingu jednoho klienta, je jeden měsíc, budeme tedy každý
měsíc považovat za homogenní z hlediska času. Matici I + ∆Â(Ti) vypočteme stejně
jako matici pravděpodobností přechodu dle kohortní metody jen vztaženou postupně
na každý měsíc z období 2011/01 až 2011/12, tj. podíl počtu klientů v ratingu j na
konci měsíce a počtu klientů v ratingu i na konci předchozího měsíce.

Výsledné matice pravděpodobností přechodu najdeme v tabulkách 4.9 a 4.10.

Tabulka 4.9: Matice pravděpodobností přechodu v počtech Aalenův-Johansenův odhad

Proti kohortní metodě jsou pravděpodobnosti přechodu mezi všemi stavy nenulo-
vé. Pravděpodobnosti přechodu do defaultu jsou bližší pravděpodobnostem získaných
durační metodou, tzn. jsou více vyrovnané a pro ratingy 11 a 13 jsou pravděpodob-
nosti výrazně vyšší, než jak je tomu u výsledků kohortní metody. Aalenův-Johansenův
odhad totiž zohlední stejně jako durační metoda všechny změny mezi ratingy během
roku.

4.2.4 Porovnání výsledných matic pravděpodobností přechodu
Na závěr této části se pokusíme výsledné matice získané dle jednotlivých odhadů po-
rovnat mezi sebou. Pro tento účel použijeme metriku založenou na singulárních číslech
matice MSV D popsanou v článku [8].

Jak jsme již zmínili, matice pravděpodobností přechodu mezi ratingy se vyznačují
tím, že mají vyšší hodnoty na diagonále a čím je prvek od diagonály více vzdálen,
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Tabulka 4.10: Matice pravděpodobností přechodu v objemech Aalenův-Johansenův
odhad

tím nabývá nižších hodnot. Při řízení kreditního rizika nás přitom zajímají právě prvky
mimo diagonálu. Potřebujeme proto metriku, která umí dobře rozlišit matice se stejnou
diagonálou ale různými hodnotami mimo ni, neboli je distribučně diskriminující, což
je zásadní kritérium pro hodnocení metrik definované v článku [8]. Metrika pro matici
P s dimenzí N navrhovaná autory článku je

MSV D(P ) =

∑N
i=1

√
λi(P̃ T P̃ )

N
,

kde P̃ = P − I , I je jednotková matice dimenze N , λi(P̃ T P̃ ) jsou vlastní čís-
la matice P̃ T P̃ . Matici P̃ nazývají autoři maticí mobility, nebot’ pravděpodobnos-
ti na diagonále reprezentují „statickou“ část matice, zatímco prvky mimo diagonálu
„dynamickou“ část, odečtením jednotkové matice dostaneme z původní matice právě
její „dynamickou“ část, kterou chceme měřit. Hodnotu MSV D autoři interpretují jako
průměrnou pravděpodobnost změny ratingu.

Tabulka 4.11 shrnuje hodnoty MSV D(P ) dle jednotlivých metod.

MSV D(P ) v počtech MSV D(P ) v objemech
Kohortní metoda 0.4429 0.5215
Durační metoda 0.4819 0.5620
Aalenův-Johansenův odhad 0.4684 0.5489

Tabulka 4.11: Hodnoty metriky MSV D(P ) dle jednotlivých metod

Hodnoty metriky MSV D ukazují větší průměrnou tendenci ke změně ratingu u du-
rační metody a Aalenova-Johansenova odhadu, což opět plyne ze způsobu konstrukce
těchto odhadů, které zahrnují více přechodů než kohortní metoda. Vyšší hodnoty metri-
ky v objemech než v počtech můžeme interpretovat jako vyšší tendenci změny ratingu
u větších expozic.
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4.3 Vzdálenost odhadů od teoretické matice
V této části ukážeme, jak se odhad dle jednotlivých metod vzdaluje od skutečné matice
pravděpodobností přechodu. Budeme postupovat následujícím způsobem:

1. Vygenerujeme posloupnost ratingů na období pěti let na základě matice prav-
děpodobností přechodu uvedené v tabulce 4.7, označme ji P̃ , resp. na základě
matice intenzit Q̃ = (q̃ij) příslušné matici P̃ . Pro určení počátečního rozdělení
ratingů použijeme ratingy klientů ke konci měsíce 2011/12. Získáme tak vzorek
dat odpovídající počtu klientů v tomto měsíci, což je 3629 pozorování.

2. Z posledního roku vygenerovaného vzorku dat spočítáme způsobem popsaným
v předchozí části odhady roční matice pravděpodobností přechodu P̂ dle jednot-
livých metod. Tyto matice jsou odhadem matice P̃ .

3. Pro každou metodu porovnáme matici P̂ , vypočtenou ze simulovaných dat, s ma-
ticí P̃ použitou pro simulaci.

4.3.1 Generování vzorku dat
Simulaci Markovova řetězce se spojitým časem můžeme rozdělit na generování dvou
nezávislých diskrétních procesů

• generování posloupnosti doby setrvání a

• generování Markovova řetězce s diskrétním časem.

Popíšeme obecný krok.

Generování posloupnosti doby setrvání

Generování posloupnosti nezávislých dob setrvání {tn, n ∈ N} s exponenciálním roz-
dělením uvádí [16].

Necht’ tn je doba setrvání v ratingu in−1 v n-tém kroku, tn má exponenciální roz-
dělení s parametrem q̃in−1 a platí

tn = log(Un)
1

q̃in−1

, (4.1)

kde {Un, n ∈ N0} je posloupnost nezávislých náhodných veličin z rovnoměrného roz-
dělení z intervalu (0, 1). Parametr exponenciálního rozdělení q̃i je prvek −q̃ii matice
intenzit Q̃.

Při generování tn ve stavu in−1 postupujeme následovně:

• Vygenerujeme náhodné číslo 3 Un z intervalu (0, 1).

• Spočítáme hodnotu tn dle vztahu (4.1).
3Pro generování náhodných čísel použijeme funkci RanUni SAS R© s parametrem „seed“, která ge-

neruje náhodné číslo z intervalu (0, 1).
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• Určíme celkovou dobu setrvání t od počátku generování řetězce jako t = t+ tn.
Pokud je t větší než pět let, skončíme, jinak vygenerujeme další stav in (viz dále)
a celý postup opakujeme.

Generování Markovova řetězce s diskrétním časem

Simulace Markovova řetězce s diskrétním časem i se spojitým časem je přehledně po-
psána v [15].

Markovův řetězec s diskrétním časem budeme opět generovat na základě posloup-
nosti nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin Un z rovnoměrného rozdělení
na intervalu (0, 1). Příklad, který dokazuje, že výsledkem je skutečně Markovův řetě-
zec je uveden v [14, Příklad 2.5].

Necht’ matice Q̃∗ je matice pravděpodobností přechodu vnořeného Markovova ře-
tězce s maticí pravděpodobností přechodu P̃ . Dále definujeme pomocnou náhodnou
veličinu Yi. Necht’ Yi je náhodná veličina s rozdělením i-tého řádku matice Q̃∗ = (q̃∗ij).
Hodnotu Yi stanovíme pomocí náhodné veličiny U na základě kumulativních pravdě-
podobností přechodu podle vztahu

Yi = j ⇐⇒
j−1∑
k=0

q̃∗ik < U ≤
j∑

k=0

q̃∗ik. (4.2)

Při generování přechodu z ratingu in−1 do ratingu in v n-tém kroku postupujeme
následujícím způsobem

• vygenerujeme náhodné číslo Un,

• určíme hodnotu Yin−1 podle vztahu (4.2), pak in = Yin−1 ,

Tabulka 4.12 ukazuje matici pravděpodobností přechodu vnořeného Markovova
řetězce se spojitým časem, kterou jsme použili pro simulaci.

Tabulka 4.12: Matice pravděpodobností přechodu vnořeného Markovova řetězce pro
simulaci
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4.3.2 Výpočet matic ze simulovaných dat
Protože matice P̃ byla spočítaná z období jednoho roku, vybereme z vygenerované
posloupnosti ratingů pouze hodnoty za poslední rok, a již dříve popsaným způsobem
vypočítáme matice pravděpodobností přechodu dle jednotlivých metod. Tyto matice
jsou odhadem matice P̃ .

Následující tabulky 4.13, 4.14 a 4.15 ukazují výsledné matice pravděpodobností
přechodu dle kohortní metody, durační metody a Aalenův-Johansenův odhad.

Tabulka 4.13: Matice pravděpodobností přechodu ze simulovaných dat dle kohortní
metody

Tabulka 4.14: Matice pravděpodobností přechodu ze simulovaných dat dle durační me-
tody
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Tabulka 4.15: Matice pravděpodobností přechodu ze simulovaných dat dle Aalenova-
Johansenova odhadu

4.3.3 Porovnání matic P̃ a P̂
V této části kvantifikujeme vzdálenost mezi maticemi spočítanými ze simulovaných
dat a maticí původní, která byla pro simulování dat použita. Čím si budou matice bliž-
ší, tím lepší odhad metoda poskytuje. Spočítáme vzdálenost jednak mezi celými ma-
ticemi a jednak mezi posledními vektory matic, kde jsou pravděpodobnosti přechodu
do defaultního stavu.

Vzdálenost mezi maticemi pravděpodobností přechodu P̃ = (p̃ij) a P̂ = (p̂ij)
budeme měřit eukleidovskou metrikouMeuc. Matice indexujeme podle označení stavů.

Meuc(P̃ − P̂ ) =

√√√√ K∑
i=3

K∑
j=3

(p̃ij − p̂ij)2.

Tabulka 4.16 shrnuje hodnoty Meuc(P̃ − P̂ ) dle jednotlivých metod.

Meuc(P̃ − P̂ )

Kohortní metoda 0.2209

Durační metoda 0.1331

Aalenův-Johansenův odhad 0.1380

Tabulka 4.16: Hodnoty metriky Meuc(P̃ − P̂ ) dle jednotlivých metod

Výsledky ukazují, že všechny odhady se od původní matice pravděpodobností pře-
chodu P̃ vzdálily. Použijeme-li pro měření vzdálenosti mezi dvěma maticemi Euklei-
dovskou normu, odhad dle durační metody se jeví jako nejbližší, naproti tomu odhad
metodou kohorty jako nejhorší, vzdálenost je téměř dvakrát větší než u ostatních matic,
což potvrzuje již pozorování uvedená dříve. Aalenův-Johansenův odhad je srovnatelný
s odhadem dle durační metody.
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Ještě porovnáme pravděpodobnosti přechodu do defaultu, přehled je uveden v ta-
bulce 4.17.

Rating Teoretické 
p iK

Kohortní 
metoda

Durační 
metoda

Aalen- 
Johansen

3 2.117% 0.000% 0.582% 0.757%
4 0.357% 1.149% 0.292% 0.293%
5 1.033% 0.614% 0.867% 0.873%
6 0.854% 1.429% 0.974% 0.908%
7 1.667% 2.273% 1.921% 1.749%
8 1.349% 1.863% 1.815% 1.433%
9 1.206% 0.000% 0.758% 0.861%
10 1.851% 1.049% 1.132% 1.093%
11 3.034% 2.077% 2.088% 1.880%
12 8.827% 9.360% 7.689% 7.182%
13 38.478% 38.519% 39.810% 39.982%
K 100.000% 100.000% 100.000% 100.000%

Tabulka 4.17: Srovnání pravděpodobností defaultu

Použijeme metriku Meuc:

Meuc(P̃.K − P̂.K) =

√√√√ K∑
i=3

(p̃iK − p̂iK)2

Tabulka 4.18 ukazuje vzdálenosti vektorů pravděpodobností defaultu od skuteč-
ných pravděpodobností defaultu matice P̃ . Jako nejbližší vychází opět durační metoda.
Relativní rozdíly mezi vzdálenostmi od původní matice nejsou tak velké jako v případě
vzdáleností celé matice. Důvodem může být skutečnost, že defaultní stav je stav ab-
sorpční, tedy každý přechod do defaultního stavu je promítnut i v pravděpodobnostech
kohortní metody, která jinak sleduje jen stavy na konci období.

Meuc(P̃.K − P̂.K)

Kohortní metoda 0.0308

Durační metoda 0.0271

Aalenův-Johansenův odhad 0.0298

Tabulka 4.18: Hodnoty metriky Meuc(P̃.K − P̂.K) dle jednotlivých metod
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4.4 Shrnutí
Na závěr této kapitoly uvedeme základní výhody a nevýhody zkoumaných metod.

Metoda kohorty

Výhody:

• nižší požadavky na datové zdroje a jejich kvalitu,

• jednodušší zpracování zvláště v případě velkého počtu pozorování s velkým po-
čtem změn ratingů,

• za podmínky, že máme k dispozici údaje o všech defaultech během sledovaného
období, dává srovnatelné výsledky pro odhad pravděpodobností defaultu jako
ostatní metody.

Nevýhody:

• nezohlední všechny změny mezi ratingy, což je zvlášt’ nevhodné při malém po-
čtu pozorování,

• matice pravděpodobností přechodu vykazuje menší míru průměrné pravděpo-
dobnosti změny ratingu měřeno MSV D. Přitom ale pravděpodobnosti pii jsou
nižší ve srovnání s těmito pravděpodobnostmi dle ostatních dvou metod, na-
opak pravděpodobnosti pii+1 a pii−1 jsou vyšší. To vede k závěru, že metoda
nadhodnocuje pravděpodobnosti přechodu o málo stupňů a podhodnocuje prav-
děpodobnosti přechodu při změně ratingu o více stupňů (které se vyskytují méně
často),

• odhad matice pravděpodobností přechodu dle této metody byl při simulaci téměř
dvakrát více vzdálen od skutečné matice než matice dle ostatních dvou metod.

Durační metoda

Výhody:

• zohlední všechny změny mezi ratingy (které pozorujeme v datech), což je zvlášt’
vhodné při malém počtu pozorování,

• matice pravděpodobností přechodu vykazuje vyšší míru průměrné pravděpodob-
nosti změny ratingu měřeno MSV D. Přitom pravděpodobnosti pii jsou vyšší ve
srovnání s těmito prvky dle kohortní metody. Proti kohortní metodě odhaduje
vyšší pravděpodobnosti přechodu mezi více vzdálenými ratingy,

• při simulaci byl odhad matice pravděpodobností přechodu nejméně vzdálen od
odhadované matice.
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Nevýhody:

• vyšší požadavky na datové zdroje a jejich datovou kvalitu, nebot’ metoda je cit-
livá na každou změnu ratingu,

• náročnější na zpracování zvláště v případě velkého počtu pozorování,

• vyžaduje platnost předpokladu homogenity vývoje ratingu, což je v ekonomic-
kém prostředí ne zcela reálný požadavek. Negativně se porušení tohoto předpo-
kladu může projevit zvlášt’ při odhadech na delší časové období.

Aalenův-Johansenův odhad

Výhody:

• zohlední všechny změny mezi ratingy, což je vhodné při malém počtu pozoro-
vání,

• míra průměrné pravděpodobnosti změny ratingu měřeno MSV D je mezi hodno-
tami MSV D dle kohortní a durační metody,

• metoda nevyžaduje dodržení předpokladu homogenity, což může být výhoda pro
odhadování přechodů na základě historických dat se sezónním chováním.

Nevýhody:

• vyšší požadavky na datové zdroje a jejich datovou kvalitu, nebot’ stejně jako v
případě durační metody zahrnuje všechny změny ratingu,

• v případě, že bychom zpracovávali větší počet pozorování s častými přechody
mezi ratingy, bylo by zpracování náročné. Pokud můžeme sledované období roz-
dělit na homogenní intervaly je zpracování srovnatelné s metodou durační,

• nevyžaduje sice platnost předpokladu homogenity vývoje ratingu, ale pokud není
tento předpoklad splněn, je obtížné odhadovat budoucí vývoj ratingů pouze na
základě historických dat.
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Závěr
Cílem této práce bylo seznámit se s teorií Markovových řetězců a ukázat jejich použití
při modelování vývoje ratingu klientů.

Byly diskutovány tři základní metody používané pro modelování přechodů mezi ra-
tingy – metoda kohorty, durační metoda a Aalenův-Johansenův neparametrický odhad.

V praxi se zřejmě nejvíce využívá odhad pomocí kohortní metody, který je založe-
ný na Markovově řetězci s diskrétním časem. Tato metoda nemá velké požadavky na
zpracování, což může být pro řadu finančních institucí s velkými počty a objemy úvě-
rového portfolia zásadním kritériem. Nicméně jsme ukázali, že tato metoda má řadu
nevýhod. Odhaduje pravděpodobnosti přechodu jen pro změny ratingů, které pozoru-
jeme na začátku a na konci zvoleného období, nezohledňuje přechody, které nastanou
uvnitř zvoleného období, atd.

Naproti tomu durační metoda, která vychází z homogenního Markovova řetězce se
spojitým časem, využívá všech informací o přechodech mezi ratingy. Předpokladem
ovšem je, že jsou tyto údaje k dispozici v dostatečné kvalitě.

Neparametrický Aalenův-Johansenův odhad je založen na teorii nehomogenního
Markovova řetězce. Tento odhad zahrne stejně jako durační metoda údaje o všech změ-
nách ratingu. V případě, že se rating nemění příliš často nebo máme data o změnách
ratingu jen v měsíčních intervalech, nemusí být tato metoda náročnější na zpracování
než metoda durační.

Metody byly aplikovány na skutečná bankovní data. Výsledné matice pravděpo-
dobností přechodu jsme porovnali pomocí metriky MSV D(P ) založené na singulár-
ních hodnotách matice. Její hodnoty lze interpretovat jako průměrnou pravděpodob-
nost změny obsaženou v dané matici, výsledky ukázaly, že matice dle kohortní meto-
dy, která zahrnuje méně přechodů mezi ratingy má také menší hodnotu MSV D(P ) ve
srovnání s duračním a Aalenovým-Johansenovým odhadem.

V poslední části práce bylo ukázáno, jak simulovat Markovův řetězec se spojitým
časem. Pro vzorek klientů jsme vygenerovali posloupnost nových ratingů a z nich jsme
opět spočítali dle všech metod odhady matice pravděpodobností přechodu. Vzdálenost
mezi odhady a maticí použitou pro generování vzorku dat jsme porovnali pomocí euk-
leidovské metriky. Nejvíce se původní matici blížil odhad dle durační metody, přitom
Aalen-Johansenův odhad byl jen o něco málo vzdálenější. Odhad dle kohortní metody
dopadl nejhůře. Pokud jsme se zaměřili jen na vzdálenosti mezi vektory pravděpodob-
ností defaultu, byly výsledky pro všechny metody srovnatelné.

Při práci s daty jsme museli také řešit řadu problémů týkající se datové kvality,
která může výsledky značně ovlivnit. V této práci jsme nezkoumali, zda data splňují
markovskou vlastnost nebo zda je splněn předpoklad homogenity.
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odhad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.11 Hodnoty metriky MSV D(P ) dle jednotlivých metod . . . . . . . . . . 29
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