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Kapitola 1

Uvod

Sme zvyknuti, Ze svetlo sa $iri ,rychlostou svetla“ (alebo tesne mensou, ak
nie sme vo vikuu) a vztah medzi jeho frekvenciou a vlnovou dizkou pozné
snad kazdy stredoskolak. Mozno Sikovnejsi stredoskolak vie, Ze ak sa svetlo
Siri v opticky anizotropnom prostredi, napr. v islandskom véapenci, rozdeli sa
na dva lace. Sirenie elektromagnetickych a elektrostatickych vin v plazme s
magnetickym polom (anizotropia) je v tomto smere ovela bohatsie a kom-
plexnejsie — vlny sa mézu $irit mnohymi spésobmi s réznymi polarizéciami.
Moéd volného priestoru, ktory sme na zaciatku spomenuli, je len jednym Spe-
cidlnym pripadom.

Disperzna relacia je vztah, ktory pre dané prostredie (v nasom pripade
hortcu plazmu s magnetickym polom) dava do savisu komplexnt frekvenciu a
vlnovi dizku vlny. Vyhoda komplexnej frekvencie je v tom, Ze jej imaginarna
¢ast ndm déva informaciu o tlmeni, resp. zosileni viny. Vlna sa $iri v prostredi,
v ktorom sa nachadzaja castice nestice energiu, a preto tieto vilny nemusia
byt len tlmené, ako sme bezne zvyknuti, ale ak s ¢asticami vhodne interaguja
a ziskaju energiu na ich ukor, mozu byt aj zosilené (hovorime o nestabilite).

Ziskanie komplexnej disperznej relacie daného prostredia je preto velmi
dolezité pre pochopenie toho, ktoré viny sa v danom prostredi Sirit moézu
a ktoré nie, a ¢i su tlmené alebo zosilené. Disperznu relaciu je mozné urcit
z rychlostného rozdelenia castic, ktoré ziskame napr. z Casticového analyzé-
tora na palube umelej druzice, ktorej draha danym miestom prechédza. Aby
prostredie mohlo odovzdat vlne energiu, musi mat distribu¢na funkcia popi-
sujuca rychlostné rozdelenie ¢astic spravny tvar, musi obsahovat nestability.
Pri pristupe pomocou teérie horticej plazmy s magnetickym polom, ktora je
presnejsia a popisuje javy, ktoré v teorii studenej plazmy nenajdeme, vSak
zistime, Ze na vypocet disperznej relacie je potrebné pouzit numerické me-
tody, a to ¢asto aj v jednoduchych pripadoch.

Zmalost parametrov plazmy a néasledne disperznej relacie v oblastiach
magnetosféry Zeme nam lepsie umozni pochopit vznik a $irenie jednotlivych
typov vin, ktoré pozorujeme.

V tejto praci budeme hladat disperzna relaciu na zaklade parametrov
plazmy ziskanych druzicou z projektu Cluster II, budeme sledovat, ako sa
vlny v tomto prostredi 8iria v jednotlivych smeroch a budeme hladat nesta-
bilné vlnové mody a skumat, s ktorymi parametrami plazmy a ttvarmi v
distribuc¢nej funkcii suvisi ich nestabilita.



Kapitola 2

Magnetostéra

2.1 Topolégia magnetostéry Zeme

Magnetosféra Zeme je vonkajsim pokrac¢ovanim ionosféry Zeme, ktoré so Ze-
mou magneticky stuvisi. Je to oblast, v ktorej je dominantnym magnetické
pole Zeme. Tvar magnetosféry je dany interakciou magnetického pola Zeme
so slneénym vetrom a magnetickym polom Slnka.

Ak by bolo magnetické pole Zeme ni¢im nerusené, mohli by sme ho apro-
ximovat dipélovym polom s osou sklonenou voéi rota¢nej osi Zeme o priblizne
11°. Tlakom slnecného vetra je toto pole deformované a je mu vtlaceny jeho
charakteristicky tvar pretiahnuty v smere od Slnka. Této oblast je nazyvana
magnetosférou a tieni Zem pred prevaznou vicsinou nabitych ¢astic zo slnec-
ného vetra.

Tvar magnetosféry mozeme vidiet na obr. Z vnutornej strany je ohra-
ni¢end ionosférou Zeme niekol'’ko stovak kilometrov nad povrchom Zeme. Von-
kajSou hranicou je magnetopauza. Z dennej strany (strana smerom k Slnku) je
ohranic¢ena razovou vlnou vo vzdialenosti priblizne 14 Ryz. Opa¢nym smerom
magnetosféra siaha az do vzdialenosti radovo 100 Rz, priemer magnetosféry
je tu priblizne 20-30 Ry. Konkrétny tvar magnetosféry je velmi zavisly na
aktudlnych podmienkach slne¢ného vetra. Zdrojom ¢astic v magnetosfére je
slne¢ny vietor a ionosféra Zeme.

2.1.1 Slnec¢ny vietor

Slnecny vietor vyraznou mierou formuje tvar magnetosféry a zmeny v slnecnej
aktivite sposobuju varidcie v podmienkach magnetosféry Zeme.

Slne¢ny vietor je tok nabitych ¢astic zo Slnka. Tvoria ho najmé protony,
elektréony, malé percento alfa castic a zlomok percenta tazsich ionov. Za jednu
sekundu je zo Slnka vyvrhnutych radov milién ton latky. Rychlost slne¢ného
vetra je 250-400 km/s pre pomaly slneény vietor (koncentracia ~ 8 cm™ vo
vzdialenosti 1 AU) a 400-800 km/s pre rychly slnecny vietor (koncentracia
~ 3cm™?). Tieto rychlosti st nadzvukové — radovo 40-krat vyssie neZ rych-
lost irenia zvuku v tomto prostredi. Rychlost sirenia slne¢ného vetra sivisi s
oblastou Slnka, z ktorej vychadza. V oblastiach tzv. koronélnych dier, kde st
magnetické ¢iary Slnka otvorené (t.j. smeruju do okolitého priestoru, va¢sinou
v okoli polov Slnka), prudi rychly slneény vietor. Naopak, oblasti uzatvore-
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Obr. 2.1: Topolégia magnetosféry Zeme. Prevzaté z http://space.rice.

edu/IMAGE/livefrom/sunearth.html.
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Obr. 2.2: Struktira slnetnej korény. V koronalnych dierach (otvorené mag-
netické silo¢iary) je rychlost slne¢ného vetra vyssia ako v oblastiach uzatvo-
renych magnetickych silo¢iar. Kresba z uplného zatmenia Slnka v jali 1991.

Prevzaté z .
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nych magnetickych silo¢iar neumoznuju unikat nabitym c¢asticiam takouto
rychlostou (obr. . V case slnecného minima to st oblasti priadovej vrstvy
okolo heliografického rovnika, v okoli slne¢ného maxima nad aktivnymi ob-
lastami (May-Britt| (2001))). Teplota elektronov v slnetnom vetre dosahuje
10° K.

2.1.2 Razova vlna

Rézova vina je vSeobecne vzaté oblast, v ktorej dochadza u niektorych velic¢in
k skokovym zmenam hodnét. V pripade razovej viny v magnetosfére Zeme ide
o koncentréciu Castic, teplotu, velkost a smer rychlosti ¢astic a magnetické
pole. V razovej vlne dochadza k spomaleniu rychlosti ¢astic z nadzvukove;j
na podzvukovu rychlost. V dosledku toho sa zvySuje koncentracia castic a
menia sa aj magnetické pole a rychlost castic slnecného vetra.

Rézova vlna magnetosféry Zeme sa nachadza na dennej strane medzi
Slnkom a Zemou vo vzdialenosti priblizne 14 Ry a méa hrubku 100-1000 km
(obr. 2.1

S razovou vlnou v magnetosfére Zeme sivisi tzv. rychla magnetoakusticka
vlna. T4 spolu s tzv. pomalou magnetoakustickou a Alfvénovou vinou tvoria
nizkofrekvenéné vlny stvisiace s pohybom iénov v plazme s magnetickym
polom.

Réazova vlnu maja vSetky planetarne telesd s magnetosférou alebo s vo-
divou ionosférou.

2.1.3 Plazmosféra

Plazmosféra magnetosféry Zeme je vniutorna cast magnetosféry ktora ko-
rotuje so Zemou. Nabité Castice z ionosféry mozu v ur¢itych oblastiach (v
strednych a7 vysSich magnetickych Sirkach) vystupovat pozdlz uzavretych
magnetickych silo¢iar, az kym sa rozdiel tlakov pozdiz tejto silokrivky ne-
vyrovné a nenastane rovnovaha. Tato oblast uzavretych magnetickych silo-
¢iar nad ionosférou je plazmosféra. Neexistuje ziadna vyrazna hranica medzi
ionosférou a plazmosférou, plazmosféru preto mozeme chapat ako predlzenie
ionosféry. Vonkajsia hranica plazmosféry sa nazyva plazmopauza.

Ide teda o oblast zasobovanu prevazne Casticami z ionosféry Zeme, nie sl-
nec¢nym vetrom. Charakteristickymi parametrami st preto vysoka koncentra-
cia ¢astic (100 cm™3 a viac) a nizka teplota, takZe nepredstavuje nebezpecen-
stvo pre umelé druzice alebo Tudské posadky. Na obr. mozeme vidiet prelet
druzice z programu Cluster plazmopauzou. V ¢ase priblizne 13:52:30 UT je
viditelny prudky nérast lokalnej plazmovej frekvencie, ¢o priamo stavisi s né-
rastom koncentracie ¢astic — sonda prave vosla do plazmostféry z vonkajsieho
priestoru.

2.1.4 Van Allenove radiacne pasy

Za plazmosférou sa nachadza oblast obsahujica nabité ¢astice sice o nizkej
koncentracii, aviak s vysokymi energiami. Hlavnym zdrojom je zachyt castic
zo slnecného vetra, pévod Castic vSak moze byt aj z chvosta magnetosféry,
pripadne urychlovanie ¢astic pomocou roéznych mechanizmov.

4
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Obr. 2.3: Dynamické spektrum intenzity elektrického pola z pristroja WHIS-
PER na palube druzice programu Cluster z 3. januara 2006. V c¢ase priblizne
13:52:30 UT nastava prudky narast lokalnej plazmovej frekvencie (na obrazku
oznacené f,.) a teda aj koncentracie ¢astic. Sonda vstupila do plazmosféry.
Prevzaté z |Grimald and Santolik| (2010)).

Radia¢ne pasy sa delia na vnutorny a vonkajsi (obr. . Vnuatorny pas
siaha od 200-1000 km nad povrchom Zeme az po 2,5 Rz od stredu Zeme a
obsahuje elektrony o energiach ~ 100 keV a vysokoenergetické protony o ener-
giach ~ 100 MeV, ktoré vznikaja z interakcii kozmického ziarenia s vrchnou
castou atmosféry Zeme. Oblast, kde sa vnitorny radia¢ny péas najviac pribli-
zuje k Zemi (pomyselny stred pasov je mierne vychyleny od stredu Zeme),
sa nazyva juhoatlanticka anomaélia, ¢o vedie v tejto oblasti k zvySenému toku
energetickych castic prenikajicich do vrchnej atmosféry. V tejto oblasti je
magnetické pole Zeme najslabsie.
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Obr. 2.4: Schéma Van Allenovych radia¢nych pésov. Prevzaté z http://en.
wikipedia.org/wiki/File:Van_Allen_radiation_belt.svg.

Vonkajsi radiaény pas sa rozprestiera vo vzdialenosti priblizne 3 Ry az
7 Rz od stredu Zeme s najvicSsou intenzitou vo vzdialenosti 4-5 Ry. Obsa-
huje prevazne energetické elektrony o energiach priblizne 10 MeV, ktoré su
injektované z chvostu magnetosféry a urychlované interakciami s vinami.

Castice st v radia¢nych pasoch zachytéavané kvoli magnetickym zrkadlam.
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Unik ¢astic do atmosféry Zeme v polarnych oblastiach stvisi s polarnymi
Ziarami.

Van Allenove radia¢ne pasy su nebezpeéné pre elektroniku sond a Tudi.
Drahy sond su upravené tak, aby sondy touto oblastou preleteli ¢o najrych-
lejsie, kozmické lode s Tudskymi posddkami st zasa na nizsich drahach, ktoré
nezasahuji do radia¢nych péasov (napr. ISS, Space Shuttle. .. ), av8ak aj tak
st ovplyvnené vyssie zmienenou juhoatlantickou anomaliou.

V oblasti vonkajsieho radia¢ného pasu sa nachadza aj geostacionarna or-
bitédlna draha, ktorej geocentrickd vzdialenost je 6,6 Ry.

2.1.5 Elektrické pridy v magnetosfére Zeme

Magnetické pole v magnetosfére nie je urcované len magnetickym polom
Zeme, ale aj pohybmi nabitych ¢astic — elektrickymi pradmi. Medzi hlavné
systémy elektrickych pridov v magnetosfére patri prstencovy prid, pradovéa
vrstva magnetopauzy a pradova vrstva neutralnej vrstvy (obr. 2.5 a [2.6).

Prstencovy prud je spésobeny driftom (drift sposobeny zakrivenim si-
lo¢iar), ked nabité Castice uvéznené v blizkosti Zeme magnetickymi zrkad-
lami vykonévaji okrem pohybu v smere sever-juh aj driftovy pohyb v smere
vychod-zépad, pricom elektrony st unasané na vychod a kladné iény na zapad
(zdporny smer pri pohlade ,zhora“ ako na obr. 2.5 teda zo severu). Tymto
vznika elektricky prud. Prstencovy prid lezi priblizne v rovine magnetického
rovnika a rozprestiera sa vo vzdialenostiach 2-7 Ry. Prstencovy prad generuje
magnetické pole, ktoré vo vonkajsich oblastiach zosiluje u¢inky pola Zeme (a
poméaha tak zvicsovat rozmery magnetosféry), avsak v blizkosti Zeme posobi
proti magnetickému polu Zeme. Poc¢as magnetickych burok, ked plazma v
oblasti prstencového prudu je zdsobenéd novymi ¢asticami a prstencovy prid
zosilnie, je mozné pozorovat zoslabenie pola pri Zemi.

Elektrické prady tecice pozdlz magnetopauzy (rozhranie medzi magne-
tosférou a slneénym vetrom) st dané pritomnostou rozhrania medzi dvoma
oblastami s rozdielnym magnetickym polom (désledok Ampérovho zakona,
vid. obr. [2.6).

Elektricky prud neutralnej vrstvy v magnetickom chvoste ma smer od vy-
chodu na zapad (zaporny smer pri pohlade zo severu). Tato prudova vrstva
rozdeluje magneticky chvost magnetosféry na dva laloky. V hornom (sever-
nom) laloku nad neutralnou vrstvou magnetické pole smeruje smerom k Zemi,
v spodnom laloku to je opac¢ne. Na bokoch magnetického chvosta sa prudy
rozdelia a prejda do pradov magnetopauzy (naznacené $ipkami v pravej casti
obr. . Prad neutralnou vrstvou je doésledok Ampérovho zakona.

Birkelandové prady st elektrické prady pozdlz magnetickych silociar v
magnetickom chvoste. Na rannej strane smeruji smerom k Zemi, na vecernej
strane smeruju opacne, smerom ku koncu magnetického chvostu. Tieto prudy
st sposobené zmenami v topologii magnetického chvosta. Ak tieto prudy
¢astic vnikni az do ionosféry Zeme, vznika polarna ziara. Obidve vetvy prudu
sa uzatvaraju v ionosfére. VSeobecne vzaté si Birkelandove prudy vsetky
prudy tectice pozdlz magnetického pola.
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Obr. 2.5: Schéma hlavnych systémov elektrickych pradov te¢tucich v magneto-
sfére Zeme. Zobrazeny prud magnetopauzy (magnetopause currents), prsten-
covy prad (ring current) a prad neutralnej vrstvy (cross tail current sheet).
Birkelandove prudy su elektrické prady tecice pozdlz magnetickych silociar.
Prevzaté z |Stern| (1994)).
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Obr. 2.6: Rez magnetosférou. V tomto modeli elektrickych pradov je cely
priestor magnetického pola Zeme ohrani¢eny prudovou vrstvou obtekaju-
cou magnetopauzu. Prady z neutrélnej vrstvy (current sheet) sa na bokoch
magnetického chvosta napéajaja na priady magnetopazy. Prevzaté z |Hughes
(1995).



Kapitola 3

Viny v plazme

Vlna je rozruch $iriaci sa prostredim. Pod vlnami v plazme rozumieme viny
elektrického a magnetického pola, s nimi v8ak tzko stvisia kmity castic
plazmy (elektrony alebo i6ny — maji vyrazne rozdielne hmotnosti, ¢o sa
odrazi na charakteristickych frekvenciach). Typ oscilujtcich ¢astic teda po-
skytuje jedno z moznych deleni v klasifikacif vin. Dalsie delenie vin v plazme
je na elektrostatické a elektromagnetické viny podla toho, ¢i osciluje magne-
tické pole. Iné viny moézeme ocakavat v studenej plazme a iné pri uvazovani
horicej plazmy. Je prostredie izotropné alebo anizotropné (s magnetickym
polom)? To vietko ma vplyv na typ vin, ktoré sa mozu sirit v danej plazme.
Vidime, Ze oproti vlndm, s ktorymi méame skusenosti z bezného zivota (napr.
mechanické vlnenie v podobe zvuku vo vzduchu alebo svetlo vo vzduchu,
pripadne vo vakuu), st vlny Siriace sa v plazme s pripadnym magnetickym
polom podstatne bohatsie, komplexnejsie a zaujimavejsie. V zavislosti na
roznych podmienkach sa moézu $irit réznymi moédmi.

Harmonicka rovinnu vlnu, v ktorej kmita veli¢ina Bs amplitidou go,
charakterizuje uhlova frekvencia w a vlnovy vektor i

B(7,t) = Byexpi(k - 7 — wt). (3.1)
@

Za meratelnu veli¢inu sa povazuje realna cast vyrazu. VInoplocha, plocha s
konstantnou fazou ¢, sa pohybuje fdzovou rijchlostou
Y
=TT
Index lomu definujeme ako pomer rychlosti svetla vo vakuu ¢ a velkosti fa-
zovej rychlosti vg:

—

(%3

(3.2)

c ck
n=—=—.
Vg w
Féazova rychlost moze nadobudat Tubovolne vysoké hodnoty, rychlostou svetla
c je ohrani¢ena iba grupovd rijchlost vg, ktorou sa pohybuje tzv. vinovy balik

nesici informaciu v pripade modulovaného signalu:

(3.3)

0
iy (3.4)
ok
Uhlova frekvencia a vinovy vektor su zviazané disperznou reldciou
w = w(k). (3.5)
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Tento vztah popisuje vlastnosti prostredia z hl'adiska Sirenia vin. Z disperznej
relacie je mozné urcit vyssie definované parametre viny ako fazovi a grupovi
rychlost alebo index lomu.

Na grafe disperznej relacie si moézeme vSimnit isté limitné situacie. V
pripade vy — oo respektive n — 0 hovorime o oreze (napr. orezy R a L médov
na obr. [3.3)). Rezonancia nastava pri v, — 0, vlna sa nesiri a jej energia sa
presunula do stacionarnych oscilécii ¢astic plazmy. Na grafe disperznej relacie
sa prejavuje ako asymptotické priblizovanie sa k danej frekvencii.

3.1 Typy vin v plazme, stru¢ny prehl'ad

Maxwellove rovnice:

V-E=p/e (Gaussov zékon) (3.6)

V-B=0 (3.7)
- B

VXxE-= 0 (Faradayov zékon) (3.8)

ot

= - OFE
V X B = pupj + Hoco (Ampérov zakon, s posuvnym priadom) (3.9)

Podla linearnej teorie (May-Britt| (2001)), |Chen, (1984])) moézeme pri uva-
zovani rovinnej viny previest Fourierovu transforméciu[] (v priestore a Case),
¢o dosiahneme zmenami vo vyrazoch podla tabulky [3.1]

Povodny operator nahradime tymto

0/0t —iw
\Y ik
V. ik
V X ik x
A —k?

Tabulka 3.1: Pravidla pre zamenu operatorov vo Fourierovej transformaécii
pre rovinnd vinu v lineérnej teorii.

Veli¢inu popisujicu vlnu mézeme rozlozit na zlozku reprezentujiicu strednt
hodnotu a na kmitajucu zlozku, napr. v pripade magnetického a elektrického
pola S

B:Bo+Bl, E:E0+E1, (310)

tak, aby pre stredné hodnoty platilo (Bo) = (Eg) = 0.

3.1.1 Elektrostatické viny

Ak magnetické pole neosciluje (B, = 0), ide o elektrostatické viny. St vyvo-
lané naruSenou rovnovahou v rozdeleni ndboja v inak kvazineutralnej plazme,

Fourierova transformacia: f(k,w) = ﬁ 7 F(F ) exp [—i(k - 7 — wt)] d3r dt. Vie-

obecne: f(£) = W Jon f(x)exp (=i - z)da.



¢o vedie k oscilaciam naboja. Faradayov zékon ([3.8)) (s upravou podla Tab.|3.1] .
preto vedie na ik x B, = iwB, = 0, takze fluktujice elektrické pole je v
pripade elektrostatickych vin rovnobezné s vlnovym vektorom: E, I k. Elek-
trostatické vlny st pozdlzne viny.

Langmuirove vilny (elektrénové plazmové viny) st oscilacie elektrénov
spbdsobené tivodnou poruchou v rovnomernom rozlozeni elektrického naboja.
Elektrony kmitaju s elektronovou plazmovou frekvenciou wpe:

2
9 Nee

== 3.11
“pe = (3.11)

V pripade hortcej plazmy tepelny pohyb elektronov nesie informaciu o po-
ruche a té sa Siri ako vlna. Disperzna relacia pre takato vlnu ma tvar

w? = wl, + 3k*vf, (3.12)

a nazyva sa Bohm-Grossovou rovnicou, vid. |May-Britt| (2001)).

I6nové akustické viny st obdobou Langmuirovych vin pre elektrony,
ale tentoraz kmitaju iony, ktoré sme v predchadzajucom pripade povazovali
za nehybné. Charakteristické frekvencie budi teda podstatne nizsie. Hybnost
vilny sa prenasa pomocou coulombovskych zrazok ionov. Podla [May-Britt
(2001) méa disperznéa relacia tvar

w? = v2k?, (3.13)

kde v? = (vokpT: + viksT})/m; a Y. a y; s pocty stupiiov volnosti pre elek-
trony a iony (typicky sa uvazuje v, = 1 kvoli vyssej tepelnej rychlosti elek-
tronov a ; = 3 pre iony).

Disperzné relacie elektronovych Langmuirovych vin a iénovych akustic-
kych sa znacne lisia. Langmuirové viny st takmer bez disperzie — pri réznych
vlnovych dlzkach maji takmer rovnaki frekvenciu (w,.), prispevok od tepel-
nej rychlosti je maly. Grupové rychlost je mala. Len pri vac¢sich velkostiach
vlnového vektora (malé vlnové dlzky) sa grupové rychlost rovna termalnej
rychlosti. Oproti tomu maji ibnové viny grupovi a fazova rychlost podobni
a takmer nemenni. Dovod je ten, Ze pri Langmuirovych vlnach sme iény po-
vazovali za nehybné a nardbali sme iba s jednozlozkovou stustavou, v pripade
ionovych akustickych vin kmitaja iony a spolu s nimi aj elektrony, ktoré su
nimi unasané. Elektrony takto mozu elektrické pole Ciastocne vyrusit.

Langmuirove viny a ibnové akustické viny nezahfnaja vplyv magnetického
pola, preto musi byt magnetické pole nulové B = 0 alebo rovnobezné s
vlnovym vektorom B I E, aby neovplyviiovalo kmity nabitych castic.

Horné hybridné vlny st elektrostatickymi vlnami v plazme s (nemen-
nym) magnetlckym polom BO, kde elektrony kmitaji kolmo na magnetické
pole, teda k L By. Kedze k x E; = wB; musi byt rovné nule, vinovy vek-
tor musi byt rovnobezny s oscilujicim elektrickym polom a hovorime teda o
pozdlznych vinach. Ak by magnetické pole neposobilo, elektrony by kmitali
v smere danom elektrickym polom ako v pripade oby¢ajnych elektrénovych
plazmovych oscilacii s wpe. Pritomné magnetické pole B, viak sposobuje Lo-
rentzovu silu a elektrony tak naberaju aj gyraény pohyb s frekvenciou wee.
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Vysledné disperzné relacia pre pozdlzne elektréonové oscilacie (lg L EO) je
(May-Britt| (2001)))
Wy = Wae + W, (3.14)
a wyy nazyvame hornou hybridnou frekvenciou. Pri hortcej plazme (nezaned-
batelné hodnoty tepelnej rychlosti vy,) k disperznej relécii pribudne
na pravej strane este ¢len +3k%*v3 majici povod v tlaku (podobne ako v
(3-12))).
I6nové cyklotréonové viny st elektrostatické i6nové viny (priblizne)
kolmé k magnetickému polu, kL By V porovnani s hornou hybridnou frek-
venciou sa teraz pohybujeme v podstatne nizsich charakteristickych frekven-

ciach v dosledku vyssej hmotnosti ibnov oproti elektronom. Disperzna relacia
ma tvar (May-Britt| (2001)))

w? = Wi + k22, (3.15)

Vysvetlenie je podobne ako v predchadzajucom pripade: v pripade kmitov
paralelnych s BO mame frekvenciu w? = k?v? podobne ako v iénovych akus-
tickych vinach ( , avSak kmitanie v rovine kolmej na magnetické pole
prida este gyraény élen.

Podmienka kolmosti k na EO sa vSak vyzaduje len priblizne, aby mierne
kmity i6nov v smere éo umoznili volny pohyb elektronov a tym aj dosia-
hnutie podmienky tepelnej rovnovahy pre elektrony, ¢o bol predpoklad pre
disperznt relaciu iénovych akustickych vin (3.13)), aby sme mohli predpokla-
dat pocet stupiiov volnosti 7, = 1.

Dolné hybridné vlny st pre pripad presného splnenia podmienky kL
By, ktory vedie k disperznej relacii (May-Britt| (2001))

wl%H = Weelci- (316)

Dolné hybridné oscilacie st nezvycajné v tom, ze hmotnost ionov a elektronov
mé rovnako velky vplyv, na rozdiel od predchadzajuicich pripadov. Na druhej
strane su tieto vlny zriedkavé kvoli presnej poziadavke v geometrii.

3.1.2 Elektromagnetické viny

Elektromagnetické viny st viny s kmitajicim elektrickym aj magnetickym
polom. Su to vlny vo vysokych frekvenciach, preto iény nestihaji reagovat
na zmeny pola a v nasledujicom ich nebudeme brat do uvahy.

O svetelnych vlnach hovorime v _pripade elektromagnetickych vin v
plazme bez magnetického pola teda By =0a vysledné magnetické pole
tvori iba kmitajica zlozka B = B,. Disperzna relacia ma tvar (May-Britt
(2001))

w? = wl, + k> (3.17)
Podla obr. vidime, Ze pri frekvenciach nad plazmovou elektrénovou frek-
venciou sa vIna blizi médu volného priestoru s fazovou a grupovou rychlostou
rovnou rychlosti svetla vo vakuu. Dalej si vS§imnime, Ze pri plazmovej frekven-

cii wpe Nastéva orez a v danom prostredi sa svetelnd vlna s nizSou frekvenciou
v z o
nesiri. Pre w < wpe dostavame podla (3.3))

n?=1- -2 (3.18)




Obr. 3.1: Disperzna relacia elektromagnetickej viny v plazme bez magnetic-
kého pola (50 = 0). Pri plazmovej frekvencii wy, nastava orez — vlna sa pod
touto frekvenciou uz nesiri. Zaroven nastava rezonancia, ked je grupova rych-
lost nulova a plazma sa dostava do oscilacie. Pri vysokom vlnovom ¢&isle sa
grupova aj fazova rychlost blizia rychlosti svetla a vina sa dostava do moédu
volného priestoru.

imaginarny index lomu. Pri zachovani redlneho vlnového vektora dostaneme
komplexnt frekvenciu, kde (v zavislosti na definicii) jedna zlozka predstavuje
frekvenciu kmitov a druha utlm viny. Vlna je tlmena, plazma sa pre w <
wpe javi ako nepriehladna. Tento poznatok sa da v praxi aplikovat napr. na
zistenie koncentracie elektrénov.

Nasledujiice typy elektromagnetickych vin st viny v plazme s magnetic-
kym polom. St charakterizované orientéciou vlnového vektora vzhladom k
magnetickému polu By a oscilujacemu elektrickému polu E,.

Ak sa vlny $iria kolmo k nemennej zlozke magnetického pola (E € 50)
a pozadujeme elektromagnetické viny (prie¢ne vlnenie), kmitajuce elektrické
pole musi byt kolmé k vinovému vektoru. Ak je kmitajtce elektrické pole rov-
nobezné s nemennym magnetickym polom E| || By, hovorime o O vlnach,
resp. o riadnom mdde. Disperzna relacia méa rovnaky tvar ako v pripade
svetelnych vin (3.17) (May-Britt, (2001)). Viny v riadnom moéde sa preto
Siria rovnakym spdsobom ako elektromagnetické viny v nezmagnetizovanej
plazme. Vidime, Ze stala zlozka magnetického pola EO nema vplyv na vinu,
ak je s fluktuujucim elektrickym polom E; rovnobezna. Vlna je linearne po-
larizovana. Orez nastava na plazmovej frekvencii.

Ak je kmitajice elektrické pole kolmé k magnetickému polu E, L 50,
hovorime o X vlnach, resp. o mimoriadnom maode. Vinovy vektor je kolmy
na stalu zlozku magnetického pola a na magnetické pole je kolmé zaroven
fluktujuce elektrické pole. To moézeme rozlozit na zlozku kolmu a zlozku rov-
nobeznu s vlnovym vektorom (May-Britt| (2001)) a vlnenie ma teda prie¢nu

ale aj pozdlznu zlozku. VIna je elipticky polarizovana. Disperzna relacia méa
tvar (May-Britt| (2001)))

w2 — w2
w? = Ak + Wi, ( 5 ;e) , (3.19)
(w? — wirg)
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¢o sa da zapisat aj v tvare, z ktorého je vidiet index lomu N:

21.2 2 2 2
ck w3, W —w
N2 — —2 — 1 - p292—2pe. (320)

Orez nastava pri n — 0, z (3.20)) dostavame frekvencie pre orez:

2

Wee
+ wge + T (321)

wce

2

(X
Wr,

g
Tieto dve frekvencie orezu odpovedaji pravotocivej resp. lavotocivej (eliptic-
kej) polarizacii. Disperzné relacie O a X vIn sti zobrazené na obr. [3.2| (Sirenie
kolmé na go je znazornené prerusovanou Ciarou).

Viny S&iriace sa paralelne s magnetickym polom si zaujimavé aj tym,
7e sa mozu pozdlz magnetickych silo¢iar magnetosféry dostat az na povrch
Zeme. Znovu rozlisujeme dva typy—pravotocivé a lavoto¢ivé viny (May-Britt
(2001)))—s disperznymi relaciami

2
e B - (3.22)
(1 F wee/w)

respektive v tvare, z ktorého je zrejmy index lomu

2k2 UJ2 w2
N= o _Wpel (3.23)
w (1 F wee/w)

Horné z dvojice znamienok (minus) odpoveda pravoto¢ivému R médu, druhé
znamienko (plus) odpovedéa lavoto¢ivému L moédu. Frekvencie orezu, pri
ktorych prechadza index lomu do imaginarnych hodnot, si rovnaké ako v
pripade X vin. R vlna rotuje v rovnakom smere ako obichaju elektrény, L
vlna sleduje rotéaciu i6nov. Tieto viny sa preto mézu dostat do cyklotréono-
vej rezonancie. Vo vyssich frekvencidach moze mat (vdaka rotécii zhodnou s
gyréaciou elektronov) rezonanciu iba R vlna. L vina sa sklada z jednej vetvy,
R vlna z dvoch vetiev. T4 spodné (zhora ohrani¢ena elektronovou cyklotro-
novou frekvenciou) sa nazyva aj hvizdovym médom (hvizdovym médom
sa napr. $iria viny vybudené bleskovymi vybojmi v atmosfére, ktoré sa kvoli
disperzii podobaji hvizdom s klesajicim tonom). Disperzné relacie R a L
vin st na obr. a na obr. , na ktorom sa zobrazené dva rozne pripady:
(a) Wpe > Wee & (b) wpe < wee. Hlavny rozdiel je v tom, Zze pri wpe > Wee je
orezova frekvencia L moédu wy, nad elektréonovou cyklotronovou frekvenciou,
v pripade wpe < wee je zasa mensia ako we. Na obr. je pripad wpe > Wee.
L vlna sa 8iri s frekvenciami vyssimi ako orezova frekvencia pre L vinu (wr,),
R vlna sa $iri vo vSetkych frekvenciach okrem frevencii v rozsahu we. az wg
(vid. obr. [3.3)).

Alfvénové viny a magnetozvukové viny si nizkofrekvenéné viny po-
pisané teoriou magnetohydrodynamiky (MHD). Alfvénové viny st prie¢ne
vlny oscilacii iénov a magnetického pol'a iriace sa pozdlz magnetického pola.
Ich disperzna relacia je

w? = k*vi, wva = Bo/\/lopo, (3.24)
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Obr. 3.2: Priklad dlsperzneJ relame pre dva Specialne prlpady smeru Sirenia
viny—paralelné Sirenie k | By (plna ¢iara) a kolmé Sirenie k L By (preru-
Sovana Ciara). Paralelne s magnetickym polom sa Siria R a L viny, ktoré su
zdola ohrani¢ené orezom. Paralelné Sirenie maja aj elektrostatické Langmu-
irove vlny. Vlny s kolmym Sirenim st dva mimoriadne moédy X a jeden riadny
O mod a elektrostatické Bernsteinove mody.

. T T T T
[ } i
[ 1 ]
[ ! ]
5F ) .
F 1
L [ !
| . 1 -
r ' .
6 i / ]
g8 | t ’ 1
g i Or 1 N
~ B - 7/ 4
4 3 ’ 1
L L , ]
ol [ ]
L [ R
0 1 i} C e e 0.0 T BTN BT | L L
10 10° 10°? 107 10* 10° 10° 10" 1
k(m™ k(m™
(a) Wpe > Wee (b) wpe < Wee

Obr. 3.3: Disperzna relacia pre paralelné Sirenie pre (a) wpe > wee a (b)
Wpe < Wee. Zobrazené su elektromagnetické R a L moédy a elektrosta-
tické elektronové Langmuirové oscilacie. Pravotoc¢ivy R mod ma dve vetvy,
spodna vetva odpoveda hvizdovému modu. Disperzné relacie odpovedaju
plazme s jednou zlozkou elektronov s teplotou 10eV, f.. = 7,94kHz a (a)

fpe = 77 94 fce resp. (b) fpe = 0788 fce-
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kde pg je celkova koncentracia nabithh Castic v prostredi.

Magnetozvukové viny st zasa pozdlzne Vlny ibnovych oscilacii, ktoré sa
siria kolmo na stacionarne magnetické pole Bo Stria sa podla disperznej
relécie

(3.25)

kde vy je Alfvénova rychlost z (3.24]) a vy je fazova rychlost ibnovych akustic-
kych vin z (3.13)). Pri slabom magnetickom poli prechadzajt magnetozvukové
vlny v i6nové akustické viny a v limite nizkej teploty zasa prechadzju v Alf-
vénove viny.
Alfvénové a magnetozvukové viny sa bez disperzie (May-Britt| (2001))).
Vsetky spomenuté typy vin st zhrnuté v tab. .

3.2 Elektrostatické viny v horticej plazme bez
magnetického pola

V tejto Casti sa budeme zaoberat elektrostatickymi vinami s malou ampliti-
dou v horticej plazme bez magnetického pola. Najprv podla pristupu Vlasova
a potom podla Landaua, ktorého pristup vyriesi aj nedostatky v postupe Vla-
sova. Uvadzané postupy podla|Gurnett and Bhattacharjee| (2005)). Vychadzat
budeme z Vlasovovej rovnice , ktora suvisi s Liouvillovym teorémom a
je vlastne Boltzmanovou rovnicou bez pravej strany (bezzrazkova Boltzma-
nova rovnica), a z Poissonovej rovnice (3.27).

Elektrostatické viny st oscilacie ndboja v plazme sposobené pociato¢nou
poruchou. Vyzaduju iba elektrické pole, magnetické pole neosciluje. Z Fara-
dayovho zékona vyplyva, Ze elektrostatické viny si pozdlzne.

3.2.1 Pristup podla Vlasova

Budeme riesit stustavu Vlasovovej rovnice

of

StV vq> Vif =0 (3.26)

a Poissonovej rovnice

Vo= - ° <n0 - / fd%) . (3.27)
€0 €0 —00

Iony povazujeme za nepohyblivé, elektrony st hortce. ng je koncentracia
ionov a elektronov a f(7) je elektronova rychlostné distribu¢éna funkcia (hus—
tota pravdepodobnosti), pre ktora plati n = [*°_ f(¥)d*v. Elektrické pole E
ziskame z potencialu ® pomocou E=-Vo.

Uvedené rovnice chceme linearizovat, a preto rychlostna distribu¢ni fun-
kciu elektronov f(v) rozlozime na sucet konstantnej distribuénej funkcie nul-
tého radu fy(¢)) a malej poruchy prvého radu fi(v):

f(@0) = fo(0) + f1(9). (3.28)
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Vlina Podmienky Disperzna relacia Rov.
Elektrostatické viny, elektronové
Langmuirové vlny (plazmové By = 0o w® = wl, + 3Ky, (3.12
oscilacie) alebo k || By
Horné hybridné viny k L By Wiy = wl, + w2 (3.14
Elektrostatické viny, ionové
Ionové akustické viny By = 0 w? = k2 (3.13
alebo k || By
Ionové cyklotronové viny k L By w? =wi + k0?2 (3.15
priblizne
Spodné hybridné viny kL g@ presne Wi = Weiwee  (3.16
Elektromagnetické viny, elektronové
Svetelné viny By =0 w? =k 4wl (317
O-vlny l%;J_ gg, w? =k 4wl (317
Ey || By
- o w2
X-vIny k L By, w? = ?k? 4 w?, ((oﬂ—wp;)) 3.19
E, 1 By
— — 0.)2
R-vlny (hvizdovy mod) k|| Bo w? = 2k* + o (822
L-vlny k| By w? =k + (1+U:E: 5 (822
Elektromagnetické viny, ionové
Alfvénove viny k|| B, w? = k%vi  (3.24
- N v2402
Magnetozvukové viny k L By w? = 2k? EC;L@?; 3.25

Tabulka 3.2: Typy vin v plazme — zakladny prehlad s aproximovanymi
disperznymi relaciami. Podla |May-Britt| (2001)).
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Podobne plati ¢ = ¢;. Dosadenim do Vlasovovej a Poissonovej rovnice do-
staneme
of

N e
8_251 + 0 Vit V- Vifo =0 (3.29)

Vio, = % / h f1(?) d*v. (3.30)

V nasledujicom kvoli jednoduchosti vypustime u veli¢in f; a ®; dolné
indexy, ¢ize pod symbolmi f a ® budeme rozumiet perturbacie prvého radu
zavedené pri linearizécii. Ziaden smer nie je privilegovany, preto orientujeme
0s z v smere k.

Na rovnice a aplikujeme Fourierovu transformaciu (podla
tabul’ky. 7 takto upravenej Vlasovovej rovnice vyjadrime Fourierov obraz
distribucnej funkcie a ti dosadime do Poissonovej rovnice po Fourierovej
transformécii, ¢im ziskame homogénnu rovnicu

[1 G /OO 0fo/0v: d%} b =0, (3.31)

eomk? v, —w/k

kde ® je Fourierov obraz ®. Hladdme netrividlne rieSenie potencialu, preto
¢len v zatvorke musi byt rovny nule. Pomocou neho definujeme disperznu

relaciu: ) 05/
6 0 /UZ 3
(k, w) eoka/ v, —w/k =0 (3:32)

Po zavedeni normovanej jednorozmernej distribu¢nej funkcie Fy(v) (redu-
kovanéa distribu¢na funkcia) pomocou preintegrovania cez zvysné dva rozmery
a normovanim pomocou koncentracie ny na bezrozmernu veli¢inu

/ fol@) dugdo, (3.33)
po integrovani per-partes (Fy — 0 pre v, — 400) a po pouziti wge =
noe?/egm (3.11)) ziskame disperzni reldciu vo vhodnejsom tvare:

wge > FO
K)o (v = w/k)?

D(k,w) = dv, = 0. (3.34)

Néboj je v tejto rovnici obsiahnuty v druhej mocnine (v wge), a preto je
mozné rovnicu zovSeobecnit nielen o i6ny, ale o Tubovolny pocet castic:

D(k,w) = 1—2

kde wps a Fy st plazmova frekvencia a redukované distribuéna funkcia pri-
sluchajuce zlozke castic s.

Integral v hore definovanej disperznej relacii diverguje pre v, = w/k, ak
pre distribu¢na funkciu neplati Fy(v,) = 0Fy(v.)/0v, = 0 pre v, = w/k.
Inymi slovami, v subore ¢astic nesmieme mat castice pohybujuce sa rychlos-
tou rovnou fazovej rychlosti viny. Toto obmedzenie bude vyrieSené v Lan-
dauovom pristupe.

/ - /k > dv, =0, (3.35)
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3.2.2 Pristup podl'a Landaua

V Landauovom pristupe, podobne ako vo Vlasovovom, uvazujeme viny s niz-
kou amplitadou v plazme hortcich elektronov a nepohyblivych iénov. Rozdiel
spociva v tom, Ze na Vlasovovu a Poissonovu rovnicu a aplikujeme
Fourierovu transforméaciu v priestore a Laplaceovu transforméciu v éas&ﬂ
Opét ako v predchadzajicom pripade, z Vlasovovej transformovanej rovnice
dosadime distribu¢nt funkciu do Laplaceovej transformovanej rovnice, z ¢oho
je potom mozné vyjadrit potenciél v tvare podielu:

T N(k,p)
b — , 3.36
Dk p) (3:36)
kde = p(0)
. €Ny
N = .
(k,p) e /_OO ——? dv, (3.37)
a 9 /
w > OFy/0v
_ 1 e [T 9ROV .
Dk, p) < /_Oo T . (3.38)

F(0) je redukovana distribu¢né funkcia podla v Case t = 0.

Vsimnime si podobnost D(k, p) s distribu¢nou funkciou D(k,w) vo
Vlasovovom pristupe s prihliadnutim na . Ide o rovnaké funkcie s
tym, Ze w je zamenena za ip.

Teraz je potrebné vykonat spétnia Laplaceovi transforméciuﬂ potencialu
(f(k, p), aby sme ziskali jeho ¢asovu zéavislost ®(k,t). Aby sa na vypocet kriv-
kového integralu v komplexnej rovine mohla pouzit veta o reziduéch, je okrem
iného potrebné analyticky rozsirit funkciu aj na lava polrovinu komplexne;j
roviny. AvSak funkcie N(k,p) a D(k,p) a maji nespojitost v
Rp = 0. Tento problém tzko stvisi s nedostatkom Fourierovej transforméacie
vo Vlasovovom pristupe, kde pri v, = w/k dochadzalo k singularite. Landau
analytické rozsirenie na Tava komplexnu polrovinu vyrieil pomocou zmeny
integralov a na integraly v komplexnej rovine, pricom integrac¢nii
krivku upravil tak, aby bola stéle pod polom v, = ip/k:

w? 8F0/8v
D(k,p)=1—--2 [ ——~ du,. 3.39
() = 1= 5 [ SO g, (339

Jedinou zmenou oproti je to, ze integral je v komplexnom priestore v,
pozdlz krivky C. Pre Rp > 0 vedie krivka C' pozdlz osi Sv, = 0 od v, = —o0
do v, = co. Pre ip < 0 sa pol v, = ip/k presunie pod os Sv, = 0 a na krivke
C' pribudne ,obchadzka* okolo polu, aby krivka C ostala stéle pod polom (¢o
sa pri vypoéte integralu prejavi reziduom).

Konecne ¢asovu zavislost ®(k,t) vypocitame spéatnou Laplaceovou trans-
formaciou pomocou reziduovej vety. Citatel v zlomku nema
poly (vyzadujeme, aby F'(0) bola analyticka funkcia), preto méa (3.36|) poly

2Laplaceova transformacia: f(p) = IS f()exp (—pt)dt, f(t) je definované pre t > 0,
kde je kvoli konzistencii s oznacenim premennych vo Fourierovej transfmormaécii p defino-
vané ako p = vy — iw.

3Spitna Laplaceova transformacia: f(t) = ﬁ f::fj f(p)ept dp, kde ¢ = Rp je v Gaus-
sovej rovine napravo od vietkych polov f(p).
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pre D(k,p) = 0, ¢o dava disperznu relaciu z Fourierovej analyzy Vla-
sovovho pristupu, akurat p je komplexné a plati p = v — iw. Hladanie kom-
plexnych korenov p v D(k,p) teda vedie k oscilaciam v ¢asovej zavislosti s
exponencialnym rastom alebo tlmenim danym veli¢inou +y.

3.2.3 Landauovo tlmenie

Landau v roku 1946 (Landau, (1946])) na zaklade matematického poustupu
ukéizal, Ze Langmuirove viny st tlmené |7_f], pricom vlnenie svoju energiu odo-
vzdava casticiam. Toto zistenie bolo pre bezzrazkova plazmu prekvapujtce.
Na rozdiel od rovnic pre zrazkova plazmu st Vlasovove a Poissonove rovnice
¢asovo reverzibilné, predpokladajua v8ak ireverzibilné chovanie (Mouhot and

Villans (2010)).

7

=
< o<

AI

™~ N

| z

Obr. 3.4: Trajektorie vo fazovom priestore (horny graf) pre ¢astice v sinu-
soidalnom potencidlovom poli (dolny graf) v suradnicovej ststave pohybu-
jucej sa fazovou rychlostou w/k. Castice vnutri hrubsej krivky st uviznené
v potencidlovej jame; Castice mimo oblast ohrani¢ent hrubsou krivkou nie
st zachytené a pohybuji sa pozdiz Sirenia vlny. Obrazok prevzaty z |Gurnett
and Bhattacharjee| (2005)).

Laundauovo tlmenie sivisi s interakciou elektrostatickej viny s ¢asticami,
ktorych rychlost je blizka fazovej rychlosti viny w/k. Pre kvalitativne popisa-
nia tohto deja je vhodné prejst do siradnicovej sustavy pohybujucej sa fazo-
vou rychlostou. Zaroven predpokladame, Ze rychlost rastu viny je maléa, teda
|7] < |w|. Vo zvolenej stiradnicovej stistave preto moézeme povazovat poten-
cial vlny za stacionarny. V elektrostatickom potenciali tvaru ®(z) = ®q cos kz
budu ¢astice vykonéavat pohyb, ktory bude odpovedat trajektériam vo fazo-
vom priestore na obr. . Uzatvorené trajektorie (napr. ¢astice v bodoch
A a B) odpovedaju uvdznenym Casticiam. Smerom von od hrubej krivky s
nezachytené Castice (na obr. ¢astice A" a B'). Castice uviiznené v potencialo-
vej jame s roznou energiou osciluju s roznou frekvenciou (wy, = k1/q®o/m),
¢im sa navzajom dostavaji mimo fazu (pri vyssich energiach je potencidlova

4Sice z matematického pohladu nie tplne rigorézne, ale formalne spravne, na rozdiel
od predchadzajucich préac jeho sucasnikov, ako Landau neskromne podotkol (Mouhot and
Villani| (2010)).
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jama Sirsia a frekvencia kmitov nizgia). Toto mieSanie fazy je zodpovedné za
disipaciu a Landauovo tlmenie.

Sledujme kinetickt energiu ¢astic a energiu elektrostatickej viny. Celkova
energia systému musi ostat konstantna. Preto ak Castice ziskaji kinetickd
energiu, energia pola musi klesnut. Ako sa zmeni energia ¢astic v pritomnosti
vlny zavisi na rychlostnej distribucii Fy(v,) a konkrétne, ako neskor uvidime,
na jej derivacii 0Fy(v,)/0v, v bode fazovej rychlosti viny v, = w/k > 0.
Ak je tato derivacia zaporna, tak pocet Castic, ktoré sa pdévodne pohybovali
pomalsie ako fazovou rychlostou viny (¢astice A a A’ na obr. [3.4)), je vyssi
ako pocet Castic, ktoré sa povodne pohybovali rychlejsie ako je fazové rych-
lost viny (na obr. castice v bodoch B a B’). Kinetickd energia castic v
stradnicovej ststave plazmy je timerna (w/k + v.)?. Z obréazku [3.4] je vidiet,
Ze Casticiam A a A’ kinetickd energia vzrastie a naopak, casticiam B a B’ ich
kineticka energia klesne. Kedze ¢astic A a A’ je viac ako ¢astic B a B', je
zrejmé, ze v koneénom dosledku kinetickd energia ¢astic vzrastie. Vlna preto
energiu straca a je tlmena.

Je nutné poznamenat, ze Landauovo tlmenie je mozné rozdelit na line-
arne a nelinedrne procesy. V pripade pouzitia linearizacie vo Vlasovovej a
Poissonovej rovnici mozeme popisat iba linedrnu fazu Landauovho tlmenia.
Z podmienky linearity vyplyva poziadavka

0f/0v.| < |0fo/0v:], (3.40)

(f je perturbacia prvého radu distribu¢nej funkcie) a dalej podla Gurnett and
Bhattacharjee| (2005) plati 0f /0v, = —ikf(0)texp (—ikv,t), teda Of /v, s
castom exponencialne rastie, takze podmienka bude napokon porusena
bez ohl'adu na to, ako velmi malé bola po¢iatocna perturbacia f(0) (f v case
t=0).

Pre dostato¢ne mala amplitadu viny & je peridda oscilacii castic zachy-
tenych v potencidlovych jaméch podstatne nizsia ako periéda kmitov pola,
preto pocas uvodnej fazy efekt zachytenych cCastic nie je podstatny, pretoze
tie nestihli vykonat ani zlomok obehu. Prave pocas tejto uvodnej fazy plati li-
nearna faza Landauovho tlmenia. Podmienka ¢asovej platnosti linearnej fazy

jepreto 0 <t < w, ' =1/ (k:\/q@()/m)

Aproximacia pomalého rastu (Weak growth rate approximation). Za
platnosti podmienky |vy| < |w|, teda aproximéacie pomalého rastu, mozeme
ziskat vztah pre mieru utlmu (rastu) . Disperzni relaciu D(k, p) rozvinieme
do Taylorovho radu okolo bodu p = —iw:

Oow

Porovnanim realnych a imaginarnych ¢asti vyrazov (imaginérnu zlozku 0D /0w
zanedbame) nakoniec mozeme ziskat (Gurnett and Bhattacharjee| (2005))

D(k,p) = D(k, i) + i (M) v =0, (3.41)

_D.

- 3.42

"= 3D, 0w’ (3.42)

kde D; a D, su imaginarna a realna cast D, pre ktoré je mozné ukazat, ze

plati

w? * 0Fy/0v

Di=1-—-2p[| Z2UT= qy, 3.43

k2 / o Vs —w/k ! (343)
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k w? 8F0
Dj=—m P
"k %2 v,

(3.44)

vy=w/k

P predstavuje hlavni hodnotu integralu’l D, ma rovnaky tvar ako disperzné
relacia ziskané v pristupe Vlasovova pomocou Fourierovej analyzy, tu vSak
méame hlavnit hodnotu integrélu, ktorou sa vyhneme divergencii integréalu pri
v, = w/k. Pre mieru rastu preto plati

_k wp  OF
7= "k k20D, jow dv,

(3.45)

v=w/k

Vidime, Ze miera rastu v je tmerné sklonu redukovanej distribu¢nej funkcie
v bode fazovej rychlosti viny. V limite velkej fazovej rychlosti je realna ¢ast

UJ2 ] . v .
disperznej relacie dana ako D, = 1—— (1+3£—z (v?)) moZeme napisat priblizny
vztah

™ kwg aFO

7= 5@@ v,

(3.46)

v=w/k
Vidime, Ze pre rychlostné rozdelenia podobnému Maxwellovmu (s jednym
maximom v v, = 0) je miera rastu stale zaporna v < 0, vlna je teda tlmena.

V pripade Maxwellovho rychlostného rozdelenia pre uhlova frekvenciu a
rast viny dostaneme (Gurnett and Bhattacharjee| (2005)

KT\
2 2
- B 4
w wp+3<m) (3.47)
a
T Wp 1 3
R N __—__2). 4
7 8|/<;AD|3€XP( 2(kp)? 2) (348)

3.3 Vlny v hortcej plazme v magnetickom poli

V tejto ¢asti sa budeme zaoberaf Sirenim vin s malou amplitadou v horu-
cej plazme v magnetickom poli. Pohyb ¢astic v prvom pribliZeni pozostava z
kruhovych drah, takze rezonanciu budeme oc¢akéavat pri frekvencii rovnej cyk-
lotrénovej frekvencii, podobne ako v pripade studenej plazmy. Hortica plazma
mé ttto frekvenciu dopplerovsky posunuti (paralelna rychlost) a kvoli tep-
lotnému rozptylu v rychlostnej distribtucii nie je tato rezonancia ostra. Ma-
tematicky popis je este zlozitesji ako v predchédzajicej ¢asti, a preto teraz
eSte viac obmedzime medzikroky pri odvodzovani vztahov podla|Gurnett and
Bhattacharjee| (2005)).

Znovu sa uberieme cestou linearizacie Vlasovovej rovnice a budeme pred-
pokladat, ze veli¢iny st stic¢tom konstantnych zloziek (nultého radu) a malych
perturbacii (prvého radu). Rychlostna distribuéni funkciu f,(v) (pre castice
s) rozlozime na

fs<17> = st<U> + fsl (17>7 ) (349>

SP % .. =lims0 [ffggé...dx—kf;j%...dx}
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magnetické pole rozlozime na
B=DB,+ B (3.50)

a u elektrického pola zvolime ¢len nultého radu rovny nule EO = 0, kedze
ak sa nejedné o silné elektrické polia, mdézeme sa presunut do vztaznej si-
stavy, v ktorej bude zlozka nultého radu rovné nule. Ak vynechame dolné
indexy u ¢lenov prvého radu, Vlasovova rovnica v nultom a prvom rade bude
pozostéavat z

Tx By Vyfsw =0 (3.51)

ofs . = es . = ~ S =
6{5 +v-VfS+E8(UXBO) V fs—l—E(E X B)-Vifso=0. (3.52)

Po prechode do cylindrickych stradnic si je mozné vsimnut, Ze prva rov-
nica reprezentuej tzv. gyrotropni podmienku, teda 0fs/0¢ = 0, teda ze
distribu¢na funkcia v nultom rade je vzhladom k magnetickému polu azi-
mutalne symetricka. Ako zdoraznuju Gurnett and Bhattacharjee (2005), tato
podmienka plati iba pri absencii Ey x By driftu, teda ked Ey=0.
Pokracovat budeme tupravou Vlasovovej rovnice v prvom rade (3.52]).
Najprv prejdeme do cylindrickych stradnic, potom sa aplikovanim Fourie-
rovej transformécie dostaneme do premennych k a w podla tabulky a
napokon sa pomocou Faradayovho zakona zbavime magnetického pola
v prospech elektrického pola. Neddvno spomenuté gyrotropna podmienka
nam umoznuje popisat vlnovy vektor k iba pomocou kolmej (k) a rovno-
beznej zlozky (kj), kedze ho mézeme bez Gjmy umiestnit do roviny z, z (teda
plati ko= kv 4 kivy cos ¢). Po tychto apravach a po zavedeni substittcie

esBO

ms

(3.53)

Wes =

ziskame tito verziu Vlasovovej rovnice:

~s r s = IZ E =,
aaj(; —i(as + BscosP) fs = mjwcs E+7x < z ) Viafso, (3.54)
kde " L
a,= AN "2, g = B0 (3.55)
wCS wCS

Vsimnime si, ze veli¢ina (s (pre dany druh ¢astic) je sa¢in Larmorovho po-
lomeru v, /w, a kolmej zlozky vlnového vektoru &, .

Rovnica (3.54]) nam umoznuje ziskat distribu¢ni funkciu v prvom rade f;
pre dané elektrické pole prvého radu E. A to v dalfom aj vyuzijeme.

3.3.1 Elektrostatické viny

Pre ich relativnu jednoduchost oproti elektromagnetickym vlnam sa tradi¢ne
najprv pozrieme na riesenie elektrostatickych vin. Elektrické pole je v pripade
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elektrostatickych vin mozné vyjadrit ako gradient elektrostatického poten-
cialu E = —V®, ¢o sa po Fourierovej transformacii zmgni na £ = —ik®.
S vyuzitim Faradayovho zékona , konkrétne k x E = 0, sa rovnica
zjednodusi. Tuto linearnu diferencialnu rovnicu pre fs vyriesime (stale
podla |Gurnett and Bhattacharjee (2005)) a pridanim Poissonovej rovnice
V2® = —p, /e (p, je objemova hustota naboja, ktori ziskame z distribu¢ne;
funkcie integraciou cez rychlostny priestor) sa zbavime potencidlu ® a dis-
tribu¢nej funkcie prvého radu fg, ¢im ziskame disperznu relaciu D(k,w) = 0.
Aplikovanim zopér kozmetickych tprav (cylindrické stradnice, integrovanie
atd.) a zavedenim substittcie

2
2 esns

w2, = (3.56)

ps €M

ziskame Harrisovu disperzni reldciu
> J2 kJ_UJ_/wcs) anO NWes anO
D(k,w) =1— k .
w) Z Z/ / kv — w + nwes I v + v, 0v|
: 27TUL dv,dy = 0. (3.57)

Pouzili sme Jacobi-Angerovu expanziu exp (—ifssin¢) = > 7 J,(8,) exp (—ing),
kde J,(Bs) je Besselova funkeia n-tého radu (prvého druhu)f] Pritomnost
Besselovych funkcii ndm umozni ziskat disperznii relaciu len numerickymi

metddami.

1.0

Obr. 3.5: Besselove funkcie prvého druhu Jy(x), Ji(z) a Jo(z).

Vsimnime si, 7ze sa v Harrisovej disperznej relacii (3.57) objava har-
monické cyklotronovej frekvencie nw.s. Povod maji v spomenutej Jacobi-

6Besselove funkcie prvého druhu st definované ako rieenia J,(z) Besselovej diferen-
cidlnej rovnice J”z%+ J! z+ (2% — a?)J, = 0, ktoré maji v nule koneéni hodnotu. Jedna z
definicif Besselovych funkcii pre celo¢iselné n je J,(z) = 1/21 ["_exp —i(nt — zsin7)dr.

Graf na obr.
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Angerovej expanzii, ktorou sme nahradili exponencidlnu funkciu s argumen-
tom —ifssin ¢ pocas odvodzovania Harrisovej rovnice. To je zdrojom rezo-
nancie pri harmonickych frekvencidch nw.s. K rezonancii dochadza kvoli fa-
zovému rozdielu medzi elektrickym polom a cyklotronovym pohybom ¢astic.
Ak ¢Castica vykonava cyklotrénovy pohyb x = psinw.t a elektrické pole mé
tvar E(z,t) = Eqexpi(k,xz — wt), vysledné pole, ktoré bude ,citit* castica,
bude

E() E elﬁgsmwct —iwt EO Z J BS i(nwe—w)

n=—oo

Elektrické pole sme teda rozlozili pomocou vyssich harmonickych frekvencie
w. a koeficientmi v tejto expanzii je Besselova funkcia. Rezonancia nastéva,
ak vymizne fazovy rozdiel medzi pohybom ¢astice a elektrickym polom, ktoré
Castica citi, teda ked w =~ nw.

Zvlastnu pozornost si medzi elektrostatickymi vlnami zasluhujia tzv. Berns-
teinove mddy, ktoré nastavaji pri kolmom &ireni vin vzhladom k magnetic-
kému polu, teda kj = 0. Za predpokladu izotropnej Maxwellovej rychlostnej
distribu¢nej funkcie a pritomnosti iba dvoch druhov ¢astic — elektréonov a
nepohyblivych i6nov, je mozné z Harrisovej disperznej relacie odvo-
dit disperznu relaciu Bernsteinovych médov. Aplikovanim tychto podmienok
a matematickej identityﬂ ziskame disperzni relaciu Bernsteinovych modov
(Bernstein| (1958))

n (Bc)

w/nwc) -1

D(ky,w)=1- Z 5%2 =0 (3.58)

s nasledujucimi definiciami veli¢in

Du(B) = exp (=8B a o=k YRI5 50

C

Disperzna relacia Bernsteinovych médov pre w, = 2,5w, je na obr. .
Nad cyklotréonovou elektronovou frekvenciou w,. sa v pasme medzi kazdymi
dvoma harmonickymi w, nachadza jedna vetva disperznej relacie. Medzi dru-
hou a tretou harmonickou sa nachadza horna hybridna frekvencia wyy =
VWi + w2, (]3_14[) a v tomto pésme sa frekvencia k tejto hodnote blizi s
B. = kipe — 0 (aproximéacia pre nizku teplotu a velka vinova dlzku). V
tejto oblasti sa meni charakter vetiev medzi jednotlivymi harmonickymi —
jednotlivé vetvy pod wyy zahfhaju v danom pasme vsetky frekvencie a vetvy
nad wyyp maji maximum, ktoré je stile nizsie a nizsie, frekvenie st teda v
stale uzSom péasme.

Pritomnost elektrostatickych vin v okoli harmonickych frekvencii w, je
na rozdiel od tedrie studenej plazmy novy fenomén. Viny Siriace sa presne
kolmo na magnetické pole nie st tlmené, pretoze rezonanc¢né frekvencia je
nekonecné, a teda ziadne Castice sa s vlnou do rezonancie nedostani. Viny
uz aj mierne vychylené od kolmého smeru tlmené budi.

T[S J2(au) exp (—a*)u du = 1/2 exp (—a?/2)I,(a?/2), I, je modifikovana Besselova
funkcia, ktora je Besselovou funkciou s rydzo imaginarnym argumentom, def.: I,(z) =

Cng o ) 2m+|n|
1 n‘]"(m:) - anozo m!(m—+|n|)! (%) :
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Obr. 3.6: Bernsteinove mody v grafe disperznej relacie pre pripad w, = 2,5 we.
Horné hybridné frekvencia wyy sa nachadza medzi druhou a tretou harmo-
nickou w.

Pozrime sa teraz na nestability, ktoré mozu nastat pri elektrostatickych
vlnach v zmagnetizovanej plazme. Jednym z typov nestabilit si nestability
sposobené anizotropiou (distribu¢nej funkcie), druhym typom st netability
sposobené elektrickymi pridmi.

Priklad nestability sposobenej anizotropiou najdeme v systéme elektro-
nov s prstencovou distribu¢nou funkciou (danou delta funkciou s polohou v
rychlostnom priestore vy = 0 a vy = V # 0 a s druhou delta funkciou s
vy, = —V, aby nevznikol prad). Pri istych parametroch sa v rieSeni Harriso-
vej disperznej relacie (pre tento typ distribu¢nej funkcie) objavia komplexné
pary korenov (v kazdom pére jeden nestabilny). Tato nestabilita vSak nie je
spOsobena rezonanciou.

Typom nestability sposobenej rezonanciou a anizotropiou je nestabilita
objavujuca sa v distribu¢nych funkciach so stratovym kuzelom, ktora je po-
dobna Bernsteinovym médom. Prevedenim Harrisovej relacie do Lan-
dauovho formalizmu a rozlozenim disperznej relécie na redlnu a imaginarnu
zlozku D = D, +1iD; a za pouzitia vztahu pre narast (tzv. aproximécia po-
malého rastu spomenuté na str.

7= 9D, /0w

zistime, Ze menovatel je v naSom pripade kladny, a preto musi byt D; < 0,
aby sme ziskali nestabilitu. D; ma tvar (Gurnett and Bhattacharjee| (2005)):

= ()

8F0 nwe 3F0

(3-42)

k 27, d (360
I 8?}” V1 ov i vl duL ( )
zvazok ¢. strat. kuz.

V||Res=(w—nwe) /K|

Nestabilita teda nastane, ked bude integral kladny (ak docasne uvazujeme
kj > 0), ¢o kontroluju ¢cleny 0Fy/0vy a 0Fy/0v,. V rychlostnom priestore
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integrujeme pozdlz priamky

W — NWe
U”RGS = k— (361)
I

cez v, = 0...00. Miesta, v ktorych st 0F,/0v) a 0Fy/0v, kladné, st poten-
cialnymi zdrojmi nestabilit a hovorime im zdroje volnej enegie. Ak je integral
pre dany vinovy vektor kladny, nastéava nestabilita. Aby teda nestabilita na-
stala, musi mat rezonancénd rychlost vjges spravnu hodnotu, aby integracna
priamka v rychlostnom priestore distribu¢nej funkcie prechadzala miestami s
volnou energiou. Clen 9F, /Ov stvisi so zdrojmi volnej energie vo zvézkoch
castic pozdlz magnetického pola a &len OF,/0v, zasa suvisi s distribu¢nymi
rychlostnymi funkciami so stratovym kuzelom. Polohu zdrojov volnej energie
ovplyviiuje Besselova funkcia a samotny tvar distribu¢nej funkcie. Samotny
vznik nestability eSte ovplyviiuje rezonancna rychlost v)res, ktora je zavisla na
k). Podobne ako u Bernsteinovych moédov, aj tu je frekvencia blizko harmo-
nickym frekvenciam elektronovej cyklotronovej frekvencie (zvlast pri vyssich
nasobkoch). Smer $irenia viny vS§ak byva pod uhlom 70° az 80°.

Dalsou triedou rezonantnych nestabilit sposobenych anizotropiou rych-
lostnej distribucnej funkcie su nestability vyskytujice sa pri vyssich harmo-
nickych ionovej cyklotronovej frekvencie, kde rezonancia nastava s ionmi. Pri
analyze tychto nestabilit je potrebné do Harrisovej rovnice zahrnut nielen
iony, ale aj elektrony, je v8ak mozné pouzit rézne aproximacie. Nakoniec
opit dostaneme vo vztahu pre D; integral podobny (3.60), aviak znamienko
integralu rozhodujtce ¢leny budi 0F/0v) a 0F/0vy, kde F je nulty rad
normovanej distribucnej funkcie pre iény. Frekvencie st opéat blizko vyssim
harmonickym frekvenciam we; a smer direnia vin je takmer kolmy.

Prikladom nestability sposobenej elektrickym priadom je konfiguracia,
ked i6nova aj elektronova zlozka maju Maxwellovské rychlostné rozdelenia,
ale distribicia elektronov je v paralelnom smere posunuta, mé drift, ¢im
vznikne vysledny pohyb elektrického naboja rovnobezne s magnetickym po-
Tom. Nestabilita elektrostatickych ionovych cyklotrénovych vin nastava po
prekroceni kritickej driftovej rychlosti, ktord zavisi na kj. Zdrojom volne;
energie st oblasti v rychlostnej distribucii elektronov s kladnym 0Fy/0v.

3.3.2 Elektromagnetické viny

Pri elektromagnetickych vinach berieme do uvahy aj kmitajice magnetické
pole a elektrické pole uz nie je mozné popisat iba pomocou elektrostatického
potencidlu. Musime teda analyzovat vlnova rovnicu. Tu ziskame kombina-

ciou Faradayovho a Ampérovho zakona (3.8) a (3.9) a za pouzitia Ohmovho

zékona j = o E, ¢m dostaneme
kx(kxE>+—2K~E: , (3.62)
4

kde dielektricky tenzor K je definovany

R

+—0. (3.63)

€W

<
K =

26



oo o o
o znadi tenzor elektrickej vodivosti.

Vlnova rovnica (3.62)) je homogénna linearna diferencialna rovnica, ktora
mozeme zapisat v tvare

Ky, — CZ’ZQ K,y K,. + <k sinf cos 6 E,
C2 2 —
fgyx Kyy - w_/; Kyz Ey =0
K., + Sk sinfcosf K., K, —¢ k sin® E.

(3.64)
a ktorej (netrividlne) rieSenia mozeme najst vyratanim determinantu, ktory
polozime rovny nule, ¢im ziskame disperznu relaciu. Najprv je vSsak potrebné
z linearizovanej Vlasovovej rovnice pre distribu¢na funkciu prvého radu
vyjadrit distribu¢ni funkciu fy, z nej uré¢ime prudova hustotg f, z ktorej zasa

tenzor vodivosti, az sa dostaneme k dielektrickému tenzoru K. Uz pri rieSeni
distribuc¢nej funkcie sa pri integrovani vo vztahu objavia Besselove funkcie,
ktoré sa potom premietnu aj do vysledného vztahu pre dielektricky tenzor.
Opét bude teda mozné najst disperznu relaciu len numericky (az na uréité
Specidlne pripady). Jednotlivé zlozky dielektrického tenzoru st zavislé na
plazmovej frekvencii (koncentréacia plazmy), cyklotréonovej frekvencii (mag-
netické pole), vlnovom vektore a frekvencii, distribuénych funkciéch jednot-
livych druhov c¢astic a obsahuji nekonecné sumy integralov cez rychlostny
priestor s Bes(ieIOVYmi funkciami. Vyrazy pre jednotlivé zlozky dielektric-

kého tenzora K je mozné najst napr. v (Gurnett and Bhattacharjeel 2005,
str. 370).
Paralelné Sirenie, teda § = k; = 0 situiciu podstatne zjednodusi, kedZe
<

z rovnice (3.64]) vymiznt mnohé ¢leny a zaroven zo zloziek tenzoru K ostant
nenulové len K,,, K;, = —K,,;, K,, a K., pretoze v zlozkdch K;; casto
vystupuje ¢len n.J, (Bs), ale Bs = kiv) Jwes = 0. S tymito zjednoduseniami méa
homogénna ststava linedrnych rovnic tri typy rieseni: elektrostatické viny s
vlastnym vektorom E = (0,0, E,) a dva elektromagnetické mody s vlastnymi
vektormi E = (Eo,1F0,0) a E = (Eo, —iEp,0). Poslednym dvom moédom
(pravotocivy a lavotocivy) odpovedé disperzna reléacia

2/{32
D(k,w) = Kup — —5= +iK,, = 0. (3.65)
Po dosadeni za K,, a K, ziskame
k2
I Geolvy)
D(k =1-— dvy =0 3.66
( 7w> w? 0o U — w j:w )/k” Yl ’ ( )

kde sme zaviedli redukovant jednorozmerm’l distribu¢ni funkciu

[/ w 0F 0F 2
G, _ > dv, = 3.67
olun) /0 [(’f U) v, o } oL (3.67)
w [ > oF, oF,
:_k_H ; FsOQWULdUJ__/O (U” avf — UL (91)0) indvj_a
(3.68)

ktorid sme zaroven uviedli aj v tvare, ktory za chvilu vyuzijeme. V disperz-
nej relacii vidime, Ze pri v = (w % wes/ky)) mame pol, nastava rezonancia
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a to sposobi tlmenie. Zadmenou w za ip vykoname Laplaceovu transforma-
ciu a budeme skiimat disperznu relaciu uz vyssie spomenutou aproximéciou
pomalého rastu. Obvyklym spoésobom pre mieru rastu viny ziskame

~Di_ /IRl N~ s g
oD, /0w oD r/Ow Z (3.69)

Y= Gso U||

Y=Y Res

Sktmajme najprv stabilitu vin pre §pecialny pripad izotropnej distribué-
nej rychlostnej funkcie. Je mozné ukézat, ze za tohto predpokladu si buda
obidva ¢leny s parcialnymi deriviciami v druhom integrale v (3.68)) navza-
jom rovné, a teda celkovo druhy integral v ostane rovny nule. Pre rast
(tlmenie) teda plati

N -Di W/l
9D, /0w aD, /O

Fo2mv, dv

V)| =VRes=(wEwes) /K|
(3.70)

Aj v tomto pripade sa da ukazat, ze 0D,/0w > 0, takZze znamienko v je
zaporné a ide o tlmenie, ktoré sa nazyva cyklotronové tlmenie. Na rozdiel
od Landauovho tlmenia pri elektrostatickych vinach, ktoré je imerné sklonu
distribu¢nej funkcie v mieste rezonanc¢nej rychlosti, je cyklotronové tlmenie
tmerné hodnote distribu¢nej funkcie v mieste paralelnej rezonancénej rych-
losti. Rozdiel vo fyzikalnej interpretacii je v tom, Ze zatial ¢o Landauovo
tlmenie spdsobovali ¢astice pomalsie ako rezonan¢na rychlost, cyklotronové
tlmenie sposobuji castice vSeobecne v blizkosti rezonan¢nej rychlosti.

Pre elektrony s Maxwellovym rychlostnym rozdelenim (ktoré je izotropné)
dostaneme

w/llyl e m TP MR
T oD, Jow /aww2 onksT) P\ 2kgT

Vidime, Ze v rovnovaznej plazme je tlmenie exponencidlne zavislé na vzdia-
lenosti od cyklotronovej frekvencie a najvicsie je prave pri cyklotronovej
frekvencii. Tiez si v§imnime, Ze Sirka pasma, v ktorom je tlmenie vyrazné, sa
s klesajucou teplotou zuzuje (a pri limite studenej plazmy 7" — 0 vymizn(ﬂ).

Vidime, Ze paralelne sa Siriaca elektromagnetickd vlna je v izotropnej
plazme stale tlmena. Zdrojom nestabilit moze byt druhy integral v (3.68|)
v pripade anizotropnej distribu¢nej funkcie, kedy uz nie je rovny nule. Za-
roven je potrebné, aby jeho prispevok prevazil prispevok prvého integralu,
ktory je kladny a je zodpovedny za tlmenie. Prikladom distribu¢nej funkcie
s anizotropiou je bi-Maxwellovo rychlostné rozdelenie

1/2
My ms
Fslvi,vp) =nso (zkaTs) <2ﬁkBTsu)

2 2

mgv| msv
: - - 72
eXp< 2]<;BTSL) b ( 2kpTy |’ (3.72)

8S vynimkou evanescentnej oblasti (we, wr), tam je vina tlmena inym mechanizmom.

(3.71)

VRes=— (W wc)/ku
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dosadenim ktorého do druhého integralu (3.68|) ziskame

> anO anO 2 TSL /Oo
- dv, = —1 Fo2mv, doy,
/0 (U” a’UJ_ V1 (%” )ﬂ'UJ_ (N U” TSH ; 0&£TTV) AU
————

As

(3.73)
v ktorom sme zaviedli parameter anizotropie A (neskor este budeme defi-
novat anizotropiu o, = 7', /7). Distribtcia s kladnou anizotropiou A, ma
teplotu v kolmom smere va¢siu ako v paralelnom (zauzivané prirovnanie tvar
disku, vid. obr. (b)), pre zapornu anizotropiu to plati opacne (zauzi-
vané prirovnanie tvar cigary). Stabilita vin s bi-Maxwellovym rychlostnym
rozdelenim je potom dana vztahom

2

s (JJpS ( w ]{?H ) /OO
"y B —a —— — —U ResAs F5027TUJ_ dUJ_
0D, /0w Z W \ Tyl Tyl 0

U =VRes

(3.74)
Vlna moze byt nestabilna iba ak je sti€in kjvjresAs zaporny a zaroven dosta-
tocne velky, aby prekonal tlmenie sposobené clenom w/|k|.

Jednym z pripadov paralelného Sirenia elektromagnetickej viny je hviz-
dovy maéd. Disperzni relaciu hvizdového moédu je mozné odvodit z
za pouzitia priblizenia pre nizku teplotu a dlhovinného limitu. Rovnaky vy-
sledok je mozné ziskat pouzitim distribu¢nej funkcie studenej plazmy v tvare

1
Fy= ) ) )
0= ol (vL)o(vy), (3.75)
¢im ziskame
C2k2 (,u2
Il ps
D(k =1- — = — _=0. )
(,w) = Zw(wi%s) 0 (3.76)
N’ S

(index lomu)?

Ak zoberieme do tvahy iba zlozku elektréonov (i6ny povazujeme za nepo-
hyblivé) a do disperznej relacie dosadime pre elektrony w. = —wee, ziskame
rovnakeé disperzné relacie ako pre R a L-vlny v zhrnuti v tab. 3.2} Znamienko
plus teda odpoveda pravotocivej R-vlne (hvizdovy méd) a minus odpoveda
Tavotocivej L-vlne. Ak pouZijeme aj aproximaciu vysokej koncentracie (plaz-
movej frekvencie), moézeme v disperznej relacii zanedbat jednotku a s po-
uzitim znamienka plus pre realnu cast disperznej relacie hvizdového modu
ziskame

CQkQ 2
Di=—— g % _y (3.77)
w?  wlwe —w)

Rezonanc¢né rychlost elektrénov preto bude (podla polu v (3.66)) vjres =
(w = we)/ky = —(we — w)/k). Frekvenia vo hvizdovom mode je stale mensia
ako elektronova cyklotronové frekvencia, preto maji vjres @ k| opacné zna-
mienka. Dévodom je to, Ze frekvncia viny musi byt Dopplerovsky zvysena az
na elektronovu cyklotronova frekvenciu, ktori ,citia“ elektrony pohybujtce
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V1 /Vn

(c) stratovy kuzel

V1 /V)jth

(d) stratovy kuzel, 0F;/0c

Obr. 3.7: Ukazka bi-Maxwellovho rychlostného rozdelenia (a-b) podla (3.72)) s
anizotropiou A definovanou podla A = T'| /T}—1 a rychlostného rozdelenia so

stratovym kuzelom (c) (definovany podla ({5.1)) resp. |[Ronnmark| (1982)). Na

obr. (d) je graf parcialnej derivacie distribu¢nej funkcie so stratovym kuzelom
v smere pitch uhla, 0F,/0a. Znazornena rezonancna rychlost vjres je ziporna,
nestabilita teda moze nastat pre kj > 0. Termalna rychlost vy = 2kgT)/m.
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sa rezonancnou rychlostou, w — kjv = we. A kedZe maju vinovy vektor a re-
zonac¢na rychlost elektrénov opaéné znamienko, nestabilita nastane v pripade
bi-Maxwellovho rychlostného rozdelenia, iba ak bude anizotropia definovana
podla kladné, teda teplota elektronov T', > Tj. Zmysel polarizacie viny
v stradnicovej sustave rezonan¢énych ¢astic musi byt rovnaky ako zmysel ro-
tacie rezonanc¢nych castic. Pre hvizdovy mod a elektrony je tato podmienka
splnené (pravotociva kruhova polarizacia).

Pozrime sa na stabilitu viny. éastice, ktoré st uvaznené v magnetickych
zrkadlach, resp. v radia¢nych pasoch v magnetosférach planét, si ¢asto po-
pisané distribuénymi funkciami so stratovym kuZelom, takZe je vhodnejsie
popisat distribu¢nii funkciu nie v cylindrickych stradniciach Fy(vy,v), ale
v polarnych suradniciach Fy(v, a), kde v je velkost rychlosti a a je uhol me-
rany od smeru magnetického pola k vektoru rychlosti, tzv. pitch uhol, plati
tana = (—v,/vy). V tomto popise sa zatvorka v druhom integrale (3
rovna (UH%F 0 — ) %i SHO) = 8F S, Spolu s dalsimi dpravami je potom mozné

popisat stabilitu hvizdového modu pomocou

¥ = TWe <1 — —) |V)|Res| (A v ) / Fo2mvy duy , (3.78)
We we—w/ Jo
V| =V [Res
kde je anizotropia A v tomto pripade definovand pomocou
A fo (ky/|ky|)(=0Fy/0a)| tan a|mv dwy (3.79)
f F027TUJ_ d'UJ_ — ‘

Vlna vo hvizdovom moéde bude nestabilné, ak bude A dostato¢ne kladné. D4
sa ukazat, ze distribu¢né funkcie so stratovym kuZelom maja kladni anizot-
ropiu a su teda nestabilné (vid. obr. (c), derivacia OFy /0 je znézornena
na obr. 3.7 (d)).

Nestability hvizdového moédu hraja doélezita tlohu v rozptyle pitch uhla a
strate elektronov z radia¢nych pasov. V radia¢nych pasoch planét sa objavuju
dva typy emisii elektromagnetickych vin vo hvizdovom moéde — tzv. sykot
(angl. hiss) s nevyraznym spektrom podobajicemu sa Sumu a chorus, ktory
ma charakteristické vyrazné spektrum obsahujtce diskrétne tény s meniacou
sa frekvenciou v ¢ase. Sykot moze byt generovany v roznych oblatiach — v
plazmasfére, mimo nej, aj v auroralnej oblasti Zeme.

Dal§imi vlnami, ktoré sa Siria vo hvizdovom modde, st samotné hvizdy,
ktoré st generované bleskami. Bleskovy vyboj generuje Sirokospektralny (nie-
kolko desiatok kHz) signal (tzv. sférika), ktory pocas Sirenia pozdlz magne-
tickych ¢iar opusti ionosféru a v magnetosfére sa kvoli disperzii zmeni na
klesajuci ton. Hvizd je teda odozvou magnetosféry na kratky sirokopasmovy
impulz. Hvizdy boli detekované sondami Voyager 1 a 2 aj v blizkosti Jupitera,
¢o poukazalo na pritomnost bleskov na Jupiteri.

Hvizdy, sykot a chorus sa vyskytuju v radiovej oblasti velmi nizkych frek-
vencii (VLF), ktoré koresponduju so zvukovymi frekvenciami, ¢im sa daju
vysvetlit pouZzité nazvy, kedZe pri prvych pozorovaniach boli tieto viny pre-
vadzané na zvukové viny pomocou radiovych prijimacov.

A7 doteraz sme sa venovali paralelnému Sireniu, ktoré vedie k mnohym

<~
zjednoduseniam, ked v jednotlivych zlozkach dielektrického tenzoru K boli
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integraly s Besselovymi funkciami rovné nule pre vsetky n okrem n = 0, £1.
Paralelné sirenie sa preto zredukovalo na vysledky zname z tedrie studenej
plazmy (elektromagnetické cyklotronové mody). Pre vSeobecné smery Sirenia
vSak tieto zjednoduSenia neplatia a pritomnost Besselovych funkcii vyssich
rddov prinesie ngvé mody, ktoré v teodrii studenej plazmy nenajdeme. Integ-

raly v zlozkédch K obsahuji v menovateli ¢len kjvj —w + nwe,, ktory vytvéra
poly, tie je vS8ak mozné obist zmenou dotknutych integralov na krivkové in-
tegraly v komplexnej rovine a ziskani disperznu relaciu D(l;, p) = 0 mdzeme
opat metdédou pomalého rastu rozlozit na realnu a imaginarnu ¢ast D, a D;.
Reélna cast disperznej relacie zodpoveda za Sirenie viny, w(E), a imaginarna
¢ast urcuje rast resp. tlmenie viny, ~.

Kazdy mod Sirenia suvisi s konkrétnym radom n integralu s Besselovou
funkciou J,(Bs), ktorej parametrom je 5, = kiv) /wes (vid. ), teda
stic¢in Larmorovho polomeru a kolmej zlozky vlnového vektora. Tieto vyssie
mody mozu byt zanedbané iba ked S < 1, teda ked je cyklotronovy polomer
vyrazne mensi ako vinovéa dlzka v kolmom smere.

Rovnako ako aj pre paralelné Sirenie (alebo aj elektrostatické viny) plati,
7e zdrojmi volnej energie pre rezonancné nestability vin st zvizky ¢astic
(beam) a stratovy kuzel, s ktorymi stvisia ¢leny 0Fy/0v| resp. 0Fy/0v, . Pri
elektrostatickych vinéch do rezonancie vstupovalo len elektrické pole, avsak
pri vieobecnom smere Sirenia elektromagnetickych vin do rezonancie vstupuje
okrem elektrického aj magnetické pole. V niektorych pripadoch dokonca hraje
magnetickd zlozka dominantni tlohu.
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Kapitola 4
Ciele prace

Ciele sledované pri vypracovani tejto préace sa daji zhrnat do nasledujtcich
bodov:

e zvladnutie a pochopenie principov interakcie vin a castic v magneto-
stére Zeme

e spracovanie a zobrazenie dat z druzicovych casticovych merani

e osvojenie si prace s programom WHAMP na hladanie disperznej re-
lacie a s pomocou vytvoreného doplnkového softvéru hromadne a au-
tomaticky sktmat moznosti §irenia vin v roznych smeroch a pre rézne
parametre plazmy s grafickym vystupom

e identifikovanie a analyza nestabilit pre tieto podmienky

e hladanie parametrov plazmy pre vécsie nestability
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Kapitola 5

Prakticka cast

5.1 Model plazmy, numerické hl'adanie disperz-
nej relacie programom WHAMP

Videli sme, Ze ur¢it disperznu relaciu analyticky je mozné len pre velmi jedno-
duché a Specialne pripady. Pre vypocet disperznej relacie hortcej viaczlozko-
vej plazmy v magnetickom poli je nutné pouzit numerické metody (Menietts
et al.|(2011)), \Santolik et al. (2011)). Tento problém riesi napr. nami pouzity
kod WHAMP — Wawves in Homogenous, Anisotropic Multicomponent Plas-
mas (Ronnmark| (1982))). WHAMP je program na rieSenie disperznej relacie
vIn v zmagnetizovanej plazme, ktora pozostava z roznych (maximmaélne Sies-
tich) zloziek s s maxwellovskym rychlostnym rozdelenim, ktoré si popisané
pomocou hmotnosti ¢astic, koncentracie ng, teploty (paralelna, vyjadrena po-
mocou termalnej rychlosti vy, s ktorou stvisi aj hmotnost castice), teplotnej
anizotropie a; = T’ /T), driftovej rychlosti vy, a stratového kuzela (vyjad-
reného pomocou parametrov [ a AS)EI. Dielektricky tenzor je vypocitany
pomocou kinetickej teérie homogénnnej plazmy (Ronnmark, (1983)). Prog-
ram je vhodny na pouzitie v pripadoch, ked moézeme homogénnu plazmu v
magnetickom poli aproximovat linearnou kombinaciou Maxwellovskych zlo-
ziek (Ronnmark| (1982))). Program WHAMP na vypocet nekonecnych sim
modifikovanych Besselovych funkcii vyuziva Padého aproximéaciu, ¢o bolo
dané vypoctovymi moznostami poéitacov v ¢ase vzniku programu. Vystupom
programu je disperzna relacia v podobe zavislosti komplexnej frekvencie na
redlnom vlnovom vektore. Realna zlozka komplexnej frekvencie predstavuje
klasicka frekvenciu, imaginarna zlozka popisuje rast (tlmenie) viny. Distri-
bu¢né funkcia plazmy ma tvar (Ronnmark| (1982)))

'UJ_, ’UH E Ng-—F7—5 €XP
\/_Uths

[ o (o) i () o

- |— exp | — exp | — —exp | —

Qs OéS'Ui?hs Qs — 65 asvghs ﬁsvghs
(5.1)

Z tohto tvaru distribu¢nej funkcie je mozné vidiet, ze stratovy kuzel vznike
vzajomnym odc¢itanim dvoch maxwellovskych rozdeleni a jeho tvar je dany

YRénnmark (1982) namiesto s, Bs, resp. vghs pouZiva znacenie aqs, Qgs, resp. Us.
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dvoma parametrami 55 a A (posledné styri ¢leny v ((5.1])). Pri zvoleni A, = 1
sa distribu¢né funkcia pre dani zlozku redukuje na bi-Maxwellovo rozdelenie

B.72).

5.2 DAta z druzice Cluster

7 pozorovania samostatnej druzice v magnetosfére, ktora pozdlz svojej drahy
zaznamend zmenu meranej veli¢iny, nie je mozné jednoznac¢ne urcit, ¢i ide o
¢asovii zmenu alebo o priestorovii zmenu spdsobenti jej pohybom pozdlz jej
dréhy (alebo kombinécia obidvoch). Cielom misie Cluster je meranie jemnych
struktir v magnetosfére v troch rozmeroch a v zavislosti na case, ¢o je mozné
pomocou aspoi Styroch druzic, ktoré st umiestnené na podobnych (ale nie
koplanarnych) drahach (Johnstone et al. (1997)).

Vesmirna misia Cluster je spolo¢nym projektom Eurdpskej vesmirnej agen-
tary (ESA) a NASA, ktorého cielom je pomocou Styroch identickych druzic
skumat magnetosféru Zeme. étyri druzice Cluster boli vypustené na obeznu
drédhu v dvojiciach v juli a auguste 2010. V tetrahedralnej forméacii obiehaju
Zem po eliptickych polarnych drahach s dobou obehu 57 hodin. Projekt bol
povodne odstuhlaseny v roku 1986, avsak pri Starte rakety s prvymi druzicami
v roku 1996 doslo k vybuchu a projekt, uz ako Cluster II, dalej pokracoval
zostrojenim novych druzic (European Space Agency| (2012))).

Data pouzité v tejto praci su z pristroja PEACE (Plasma Electron And
Current Experiment) — elektronovy analyzator, ktory meria rychlostné roz-
delenie elektronov v troch rozmeroch a v energetickom spektre 0,59eV az
26,4 keV. PEACE pozostéava z dvoch senzorov, LEEA a HEEA (Low Energy
respektive High Energy Electron Analyser). St rovnakého typu a obidva su
schopné pokryt rovnaki energeticki oblast, odlisuji sa vSak geometrickym
faktorom, kvoli ktorému sa hodia na rozdielne energetické oblasti.

Zorné pole senzorov je 180° a smeruje radidlne pre¢ z druzice. Senzory
st umiestnené na protilahlych stranach, takze na celkové uhlové pokrytie
teoreticky sta¢i polovicka rotacie druzice (Johnstone et al. (1997)).

Déata pouzité v tejto praci su z pristroja HEEA s energiami v rozmedzi
32eV az 26,4keV, ktoré zaznamenala druzica Cluster 2 15.2.2006 v case
9:56:57,112 az 9:57:17,796 UTC, ¢omu odpovedé péat rotacii okolo svojej osi
(druzice za mintutu vykonajua 15 rotécii). Na spektrogramoch na obr. sa
znézornené sihrnné pocty detekcii elektronov v jednotlivych energetickych
oblastiach a uhloch (a) a prislu$na distribu¢na funkcia (b).

Aby bolo mozné pracovat s programom WHAMP na hladanie disperzne;
relacie, je potrebné na nameranu distribu¢ni funkciu nafitovat model .
Podla |Grimald and Santolik| (2010) namerané data reprezentuja tri rodiny
elektronov s parametrami v tab. 5.1} Prva rodina elektréonov, ktora svojim
podielom 97,46 % tvori zaklad, ma teplotu 10eV a anizotropiu 0,08, ¢ize
kolma teplota je mensia a to len 0, 8eV. Dalsie rodiny elektronov s hortce.
Druhé s podielom 1.69 % méa paralelnu teplotu 1180eV a anizotropiu 0, 98.
Tretia rodina elektronov mé zastipenie 0, 85 %, teplotu 1890 eV, anizotropiu
1,16 a ma uz aj stratovy kuzel s priradenymi parametrami f = 0,2 a A =
1,0.
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v, (10" m/s)

v, (107 m/s) v, (107 m/s)
[
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 -22 -20 -18 -16
log counts log f (m™s®)
(a) rozdelenie Castici podla energie a smeru (b) distribu¢na funkcia

Obr. 5.1: Data zo senzoru HEEA na pristroji PEACE druzice Cluster 2 z
15.2.2006 v ¢ase 9:56:57,112 az 9:57:17,796 UTC (péat rotécii okolo svojej
osi). Pocty detekcii elektronov (a) a prislusna distribucné funkcia (b).

Parametre distribucnej funkcie

n [em ™3] v [eV] T/Ty B A
hlavna populacia elektronov 47,24 10 0,08 0,0 1,0
hortice elektrony 0,82 1180 0,98 0,0 1,0
hortice elektrony 0,41 1890 1,16 0,2 0,0
iony 48,47 0 1 0,0 1,0
Dalsie parametre plazmy
vel'kost magnetického pola By 281,3nT
el. cyklotronova frekvencia f. 7875 Hz
plazmova frekvencia fe 62505Hz = 7,937 fee
horna hybridné frekvencia wyy 63000Hz = 8,00 fee
orez L modu wy, 58690Hz =17,45 fee
orez R médu wgr 66570Hz = 8,45 fee
Larmorov polomer prvej zlozky el. 37,9m

Tabulka 5.1: Parametre distribu¢nej funkcie (5.1 nafitovanej na namerané
data z Casticového analyzatora HEEA na pristroji PEACE a niektoré dalsie
parametre plazmy.
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V plazme bolo magnetické pole By = 281,3nT, ¢omu odpovedé elektro-
nova cyklotronova frekvencia f.. = 7,875 kHz.

5.3 Najdenie disperznej relacie pre rézne smery
Sirenia viny

Po ziskani parametrov plazmy bolo mozné hladat numericky (za pouzitia
programu WHAMP) disperznu relaciu pre rézne smery Sirenia viny, aby
sme zistili, v ktorych smeroch sa vlna $iri v akych médoch a s akym tlme-
nim /zosilenim. Okrem zadania parametrov plazmy je programu WHAMP po-
trebné zadat rozsah hodnot zloziek vlnového vektora &, a k|, ktoré postupne
po riadkoch prechédza, a pociatoény odhad realnej frekvencie. Spravny po-
¢iato¢ny odhad frekvencie je dolezity pre to, aby sa program pri prechadzani
hodnot zloziek vinového vektora ,drzal® daného vlnového moédu. Za tymto
ucelom boli vytvorené pocitacové skripty, ktoré spustaju program WHAMP
s rozne generovanymi pociatoénymi odhadmi frekvencie. Jeden skript napr.
zada na prvy vstup uvodny odhad frekvencie a ako novy odhad v dalsom
kroku pouzije vyslednu frekvenciu z predchadzajiceho vystupu. Dalst skript
novy odhad frekvencie ur¢i z frekvencie a parcidlnych derivacii disperzne;j
relacie (komplexné 0D /0k, a 0D/0k)) z predchadzajiceho vystupu. Treti
skript na vstup déava stale rovnaky odhad frekvencie. Kazdy z tychto skrip-
tov uspel ako najvhodnejsi (ktory sa najlepsie drzi daného médu) pri roznych
smeroch Sirenia a podmienkach.

V grafoch disperznej relacie maja jednotlivé mody alebo aj ich ¢asti rdozne
farby, aby bolo v grafoch jednoduchsie navzajom k sebe priradit realne a
imaginarne cCasti tej istej vetvy.

Disperzna reldcia pre paralelné sfrenie (k || By, @ = 0,000001°) je na
obr.[5.2] V hornej ¢asti sa nachadza realna zlozka frekvencie, v spodnej Casti
je do dvoch grafov rozdelena kladna (rast) a zaporna (tlmenie) ¢ast imaginar-
nej frekvencie v v logaritmickej skale. Mézeme vidiet dva elektromagnetické
mody — L a R médy s orezovymi frekvenciami wy, = 7,45 wee a wr = 8,45 Wee
a elektrostatické Langmuirove viny s orezom wpe = 7,937 wee. Pri pohlade
na imaginarnu cast frekvencie v je mozné vycitat, ze R a L mody su (v da-
nom zobrazenom frekvenénom rozsahu) mierne tlmené a Langmuirov mod je
do k = 1072 m™! mierne zosilovany, potom na kratko presko¢i jeho vetva v
imaginarnej ¢asti do zapornych hodnét, potom v rozsahu 1,5 x 103 m~! aZ
3,1 x 1073 m™! je vlna mierne zosilovana a pre k vicsie ako 3,1 x 103 m™!
je Langmuirova vina vyrazne tlmené.

5.4 Bernsteinove mody

Podobne disperzna relécia pre kolmé Sirenie (E 1 go, 0 = 89,999999°) je na
obr. [5.3] Na grafe vidime tri elektromagnetické vlny — riadny mod O zdola
ohraniceny orezom na plazmovej frekvencii wpe = 7, 937 wee & dva mimoriadné
mody X s orezmi na wy, = 7,45 wee @ Wr = 8,45 wee. Skupina modov, ktoré
najdeme pre & > 1072 m~! a ktoré sa nachadzaji medzi celoéiselnymi na-
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Obr. 5.2: Numericky ziskana disperzna relacia pre paralelné Sirenie. Redlna
¢ast frekvencie v hornom grafe, imaginarna cast frekvencie v spodnych dvoch
grafoch (kladna a zaporna cast v logaritmickej skale).
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Obr. 5.3: Numericky ziskana disperzné relacia pre kolmé Sirenie. Realna ¢ast
frekvencie v hornom grafe, imaginidrna cast frekvencie v spodnych dvoch
grafoch (kladna a zaporna Cast v logaritmickej skale).
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Obr. 5.4: Numericky ziskané disperzna relécia pre smer Sirenia s maximéal-
nym identifikovanym rastom (6 = 89,9860°). Reélna cast frekvencie v hor-
nom grafe, imaginarna ¢ast frekvencie v spodnych dvoch grafoch (kladna a
zaporna Cast v logaritmickej skale).
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Obr. 5.5: Numericky ziskand disperznd relacia v zavislosti na &, pre k| =
1,95 x 107°m™~!. Realna cast frekvencie v hornom grafe, imaginarna cast
frekvencie v spodnych dvoch grafoch (kladna a zaporna ¢ast v logaritmicke;j
skale). Najvacsi rast nastéava pri b, ~ 107'm™! a pre frekvenciu w/we =~
7,98015.
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sobkami f.e, st elektrostatické Bernsteinove mody, fenomén hortcej plazmy,
ktoré sa v teorii studenej plazmy nevyskytuji. Rast (tlmenie) vietkych vin je
nulovy (|v]/fee < 107'%; nahodne roztrsené body v oblasti rastu st zrejme
sposobené zaokruhlovacou chybou), ¢o je sposobené tym, Ze vlna sa Siri pa-
ralelnym smerom a rezonan¢na rychlost je nekone¢na.

5.5 Hladanie rastu

Pri hladani maximalneho rastu v oblasti blizkej kolmému Sireniu boli vykres-
lené disperzné relécie pre jednotlivé uhly s malym krokom. Najvacsi rast, a to
v/ fee = 107%, bol pozorovany pre uhol 6 = 89, 9860° pri kj = 1,95x10 > m~".
Prave paralelna zlozka vlnového vektora suvisi s rezonanc¢nou rychlostou
. Preto sme pre tito fixnt hodnotu k| nasli disperzna reldciu v za-
vislosti na kolmej zlozke k|, ktora je na obr.

Dalej sme sa snazili hybat nafitovanymi parametrami distribucnej funkcie
a sledovat, ako sa bude pri tom menit maximélna hodnota rastu. Postupne
sme menili teploty a anizotropie vetkych troch zloziek (rodin ¢astic) a hibku
a Sirku stratového kuzela tretej rodiny ¢astic. Zavislosti maximalneho najde-
neho rastu na tychto zmenenych parametroch st znézornené na grafoch na

obr. £.8

5.6 Hladanie rezonanc¢nej rychlosti

V snahe identifikovat Struktary v distribuc¢nej funkcii, ktoré su zodpovedné
za maximalny pozorovany rast pre dané hodnoty parametrov plazmy, bola
pre kazdd zmenu parametrov plazmy v grafe prislusnej distribuc¢nej funkcie
vyznaCend (bielou prerusovanou ¢iarou) paralelna rezonancéné rychlost vjges
(pre Landauovu rezonanciu). T4 odpoveda vlne z grafu disperznej relacie s
maximéalnym pozorovanym rastom. Prave tato rychlost rozhoduje o tom, ¢as-
tice s akou paralelnou rychlostou sa dostani do rezonancie s vinou a mozu
teda spolu interagovat a moze dojst k vymene energie. Priklad je na obr. [5.6
(distribuc¢nej funkcii vlavo odpoveda disperzné relacia na obr. |5.7)). Vina s
maximalnym rastom je na frekvencii f/f. = 7,99692. Tejto frekvencii od-
povedaju podla (3.61) rozne rezonancné rychlosti podla nasobku n. Podla
grafu na obr. [5.9) (pre dané hodnoty w. a kj) je zrejmé, Ze ak chceme rezo-
nan¢né rychlosti v rozumnom rozsahu hodnot, musime zobrat n, ktoré je k
f/fe = w/w. najblizsie. Na priradenie prislusnej rezonan¢nej rychlosti k vine
s danou frekvenciou teda pouzivam vztah zobrazeny na obr. 5.9

5.7 Analyza stability

V tejto Casti sa pokisime analyticky vypo¢tom overit nestabilitu (spésobent
rezonanciou pri paralelnom Sireni viny) zo znameho tvaru (modelu) elektro-
novej distribu¢nej funkcie. Analyze stability podla distribu¢nej funkcie sa ve-
nuje Kennel and Petschek (1966) alebo aj Gurnett and Bhattacharjee| (2005)).
Kennel and Petschek| (1966) rozobera hvizdovy méd a dochadza k rovnakym
zaverom ako |Gurnett and Bhattacharjeel (2005), a to k vztahu (kde
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47.2400 0.820000 0.410000
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0.0800000  0.00578000 1.16000
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1 1 0 e 255362.94

Obr. 5.6: Distribu¢na funkcia odpovedajica zmenenym parametrom (vlavo)
oproti poévodnym, nezmenenym (vpravo). Zmeneny parameter: s

0,00578.
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Obr. 5.7: Numericky ziskana disperzna relacia odpvedajica zmenenym pa-
rametrom (as = 0,00578) v zavislosti na k; pre kjy = 1,95 x 107> m™".
Na pozadi sedou farbou na porovnanie disperzné relacia s nezmenenymi pa-
rametrami. Najvacsi rast nastava pri k

W/Wee = 7,99692 .
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Obr. 5.9: Rezonancna rychlost podla (3.61) pre w., = 27 7875Hz a k) =
1,95 x 105 m~".

vystupuje Ay = T, /T, — 1) pre bi-Maxwellovo rozdelenie, alebo pre distri-
bu¢ni funkciu so stratovym kuzelom vo vztahu , kde vystupuje A v
tvare ((3.79).

Ich rozbor je pre elektromagnetickd vinu Siriacu sa paralelne, konkrétne
hvizdovy méd. Viny, ktorych (ne)stabilitu sme hladali, su elektrostatické a
Siria sa kolmo na magnetické pole (Bernsteinove mody). Preto musime pouzit
vztah rastu + pre elektrostatické vlny, ¢o nas privadza spéat k Harrisovej
disperznej relacii a vedie k vztahu pre imaginarnu zlozku disperznej

relacie (3.60)):
<R wy / > (Uﬂﬁ)
D; = J,
" k| B2 Z

8F0 Nnwe 8F0

R + 2mv, du, . (B-60)
v v, O0v,
~—
zvazok ¢. strat. kuz.

V||Res— (w an)/kH
7 ¢oho ziskame rast

7= 0D, /0w

Oproti pripadu hvizdového modu, kde pre kladnost integralu bolo po-
trebné zabezpecit, aby bol vyraz A dostatocne kladny, v tomto pripade
musime pre overenie rastu spocitat cely integral , dokonca nekonec¢nii
sumu integralov, ktoré sumujeme cez index n (kvoli Besselovym funkciam
In).

Prvy pripad, ktory analyzujeme, st povodné, z fitu ziskané, nezmenené
data. Parametre st zhrnuté v tab. [5.2] disperzna relacia pre dané prostredie
je na obr. [5.5] distribu¢na funkcia je graficky zobrazena na obr. [5.6] v pravom
stlpci (oznagenie ,,Nezmenena).

Model obsahuje tri rodiny elektréonov. Distribu¢né funkcie odpovedajice
prvym dvom maju tvar bi-Maxwellovho rychlostného rozdelenia (distribu¢na
funkcia tvaru sa v pripade bez stratového kuzela A, = 1 redukuje

(3.42)
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Model distribucnej funkcie

anizotropia T, /T = a; = 0,08
as = 0,98
as = 1,16
Sirka strat. kuz. b3 =0,2
hibka strat. kuz. Ay = Ay =1 (bez strat. kuzela)
Az = 0 (so strat. kuzelom)
paralelna teplota Vg = 10eV = 0,188 x 10" m/s
Vjtn2 = 1180eV = 2,037 x 10" m/s
Vjjtng = 1890eV = 2,578 x 10" m/s
Vina
zlozky vlnového vekt. kj=1,95x10""m™"
k., =0,1 m~!
el. gyrofrekvencia we = 2w 7875 Hz

Tabul'ka 5.2: Nezmenené parametre pre vietky tri zlozky modelu distribucne;j
funkcie. Vyznam parametrov distribu¢nej funkcie ako podla vztahu (5.1]).

Model distribucnej funkcie

anizotropia T /T) = o1 =0,08
as = 0,00578
as = 1,16
Sirka strat. kuz. B3 =0,2
hibka strat. kuz. Ay = Ay =1 (bez strat. kuzela)
Az = 0 (so strat. kuzelom)
paralelné teplota Vet = 10eV = 0,188 x 10" m/s
Vjtne = 1180eV = 2,037 x 10" m/s
Vjins = 1890 eV = 2,578 x 107m/s
Vina
zlozky vlnového vekt. kj=1,95x10"m™"
k. =0,05m""
el. gyrofrekvencia w. = 2w 7875 Hz

Tabulka 5.3: Pozmenené parametre modelu distribuénej funkcie. Oproti p6-
vodnym je zmenené anizotropia druhej zlozky as. Vyznam parametrov dis-

tribu¢nej funkcie ako podla vztahu (5.1)).
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na bi-Maxwellovo rozdelenie dané (3.72)), tretia obsahuje aj stratovy kuzel
(zobrazeny na obr. [5.10| (a)). Integrand obsahuje ¢len s Besselovou
funkciou a ¢len s parcialnymi deriviaciami Fj. Priebeh obidvoch ¢lenov integ-
randu pre tretiu zlozku elektronov (so stratovym kuzelom) je znazorneny na
obr.[5.10] (c-d). V&imnime si, Ze rad n Besselove] funkcie postva polohu ¢lenu
s Besselovou funkciou. Na rdde Besselovej funkcie zalezi, v ktorych miestach
a ako sa moze prejavit druhy ¢len integrandu (obr. (d)), ktory obsahuje
parcialne derivacie Fy, ktoré reprezentuju potencialne oblasti volnej energie,
vdaka ktorym moze nastat nestabilita viny.

Z grafov je zrejmé, ze (pre dané podmienky) druhy integrand je priblizne
od tretiecho nasobku tepelnej rychlosti nulovy. To nam umozni numericky
spocitat integral, pricom horni medzu integralu je mozné nastavit na troj-
nasobok tepelnej rychlosti (nie je nutné integrovat do nekonecna), a kedze
v tejto oblasti zac¢ina ¢len so Stvorcom Besselovej funkcie rddu n = 160,
je mozné nekone¢nd sumu aproximovat sumou v rozsahu n = —160. .. 160.
Roz8irenim hranic overime, Ze sa numericka hodnota vysledného integralu ne-
meni. Obdobnym postupom ziskame hornt medzu integralu a rozsah radov
Besselovych funkcii pre vsetky tri rodiny elektréonov. Integraly boli poc¢itané
numericky s vyuzitim kniznice QUADPACK.

Hodnoty rastu pre jednotlivé samostatné zlozky v zavislosti na uhlove;j
frekvencii w/wee st na obr. (a). Rast prvych dvoch zloziek je zaporny,
tretia zlozka so stratovym kuZelom ma mierne kladny rast. Vysledny rast
pre celkova distribuént funkciu je na grafe (b). Vsetky body st v zéapornej
oblasti. Vykreslené body su vsak iba pre celoc¢iselné nasobky we.. Jemnejsia
analyza okolo tychto nasobkov ukazuje zlozitejsi priebeh rastu — detail pre
dsmy nasobok we. je na grafe (c) (stale na obr. . Ak sa postvame z 8wee
na obidve strany, rast rastie a zo zapornych hodnot sa dostava na chvilu do
kladnych. So zvéacsujicou vzdialenostou sa vSak rast rychlo vrati na nulu.
Na grafe (d) st znazornené iba body s kladnym rastom v logaritmickej skéle
na zvislej osi. Vidime, ze maximalny rast nastéava pre normovanu frekvenciu
vzdialent priblizne dve stotiny na obidve strany od w/w.. = 8. To velmi dobre
odpovedé frekvencii, pri ktorej nastédva najvacsi rast, ziskanej z grafu disperz-
nej relacie na obr. . Preto ttto frekvenciu plati w/wee —8 = —19,85 x 1073,
¢o sa krasne zhoduje s maximom rastu na grafe (d) na obr.

Tento postup sme opakovali aj pre zmenené parametre (parametre v
tab. 5.3 disperzna relacia resp. distribu¢na funkcia na obr. [5.7] resp. [5.6]
(vlavo)). Od nezmenenych parametrov sa lisi anizotropiou druhej zlozky ay
a inou hodnotou k, (z disperznej relacie na obr. je jasné, ze najvacsi
narast je mozné ocakavat pri k; = 0,05m™1).

Vysledok pre pozmenené parametre je na obr. . Najprv na grafe (a)
je rast pre celkovi distribu¢ni funkciu v celo¢iselnych nasobkoch we,. Pre
nizke nasobky je rast zaporny (stabilita), ale so zvySujtcimi sa nasobkami
rast rastie a dostava sa do kladnych hodnét s maximou pri 7 a 8-nasobku
wee. Oproti predchadzajicemu pripadu tu teda mame aj nestability. Zvisla os
je v logaritmickej 8kéle, a preto su body s kladnym rastom vykreslené podla
Tavej osi a body so zapornym rastom podla pravej osi.

Znovu sme sa pozreli na jemnu Struktiru okolo celo¢iselného nasobku wee.
Graf disperznej relacie pre tieto parametre (obr. naznacuje, ze najvacsi
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Obr. 5.10: Analyza nestability (rastu) distribu¢nej funkcie.

rast je mozné oc¢akavat pri k; ~ 0,05m™! a pri frekvencii w/we, & 7,99692,
a teda dost blizko S8w... Detailné okolie rastu pre tuto frekvenciu je na grafe
(b) na obr. [5.12] Vidime, ze na rozdiel od predchédzajiuceho pripadu je ma-
ximélny rast priamo na celo¢iselnom nésobku. Podobne ako v predoslom
pripade sa rast so zvacsujicou vzdialenostou od celoc¢iselného nésobku wee
rychlo straca.

Pri zmenenych parametroch sme dostali va¢si rast ako pri pdévodnych, ¢o
sihlasi s maximalnymi odhadnutymi rastmi podla prislusnych disperznych

relacii (ktoré su na obr. ap.7).
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Obr. 5.11: Vysledky integrovania pre nezmenené parametre plazmy
pre rozne frekvencie. Na grafe (a) st jednotlivé hodnoty rastu pre kazda
populéciu ¢astic zvlast. Kladny prispevok je iba z tretej rodiny castic (v3),
ktorej distribu¢né funkcia obsahuje stratovy kuzel. Na grafe (b) st vysledné
hodnoty rastu. Priebehy na (a-b) s vy¢islené iba v celo¢iselnych nasobkoch
Wee- Vidime, Ze graf (b) ziskame s¢itanim (s ohladom na znamienka) kriviek
z (a). Pri detailnejSom skiimani okolia celo¢iselnych nasobkov w,, vidime, ze
funkcia v = v(w/wee) ma zlozitejsi priebeh — zaporné hodnoty rastu (tlme-
nie) sa na chvilu presuni do kladnych hodnét (nestabilita). Zvisla skala na
grafe (c) je linearna, zvisla skala na grafe (d) je logaritmicka s oborom v > 0.
Body odpovedajuce kladnému rastu v (c-d) st zobrazené plnym $tvorcekom.
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Obr. 5.12: Vysledky integrovania pre pozmenené parametre plazmy
(podla tab. pre rozne frekvencie. Na grafe (a) su vysledné hodnoty rastu
pre celkovt distribu¢ni funkciu vy¢islené v celo¢iselnych nasobkoch we.. Body
s prazdnym Stvoréekom maju zaporny rast (s stabilné) a s vynesené podla
pravej zvislej logaritmickej osi (nula je ,hore*). Body s plnym Stvoréekom
maju kladny rast, si nestabilné a odpoveda im Tava zvisla os. Je teda vidiet,
ze s rastucim nasobkom w,. rast rastie a zo zapornych hodnot sa dostava do
kladnych s maximom pri 7 a 8-nasobku w... Jemna struktira okolo 8w, je
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na grafe (b). V tomto pripade je rast najvacsi prave na 8wee.
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Kapitola 6

Diskusia a zaver

Po teoretickej casti sme pomocou programu WHAMP pocitali disperzni re-
laciu na zaklade distribu¢nej funkcie, ktora bola modelom (5.1 nafitovana
na data z elektronového analyzatoru pristroja PEACE na druzici misie Clus-
ter II. Tato distribu¢ni funkciu sme ratali pre rozne smery Sirenia a identifi-
kovali sme v nej rézne mody Sirenia elektrostatickych a elektromagnetickych
vIn (napr. elektromagnetické R a L mody a elektrostatické Langmuirove viny
pre paralelné Sirenie a elektromagnetické O a dva X mody a elektrostatické
Bernsteinove mody pre kolmé Sirenie). Zvlast jemny krok uhla 6 sme zvolili
v oblasti kolmého &renia k | go.

Najvacsi rast sme identifikovali pre smer Sirenia 6 = 89,9860° a pre pa-
ralelnt zlozku vlnového vektora ky = 1,95 x 107>m~". Pre tato fixna para-
lelnt zlozku (interakcia vin a Gastic na zéklade rezonancie stvisi s paralelnou
zlozkou kj) sme potom hladali disperzni relaciu zavisli na kolmej zlozke
k,. V snahe pochopit zavislost rastu na parametroch plazmy sme genero-
vali velké mnoZstvo pozmenenych distribu¢nych funkcii pre rézne pozmenené
parametre plazmy a sledovali sme maximélny pozorovany rast (imaginarnu
zlozku komplexnej frekvencie). Zavislost maximalneho rastu na zmene jed-
notlivych parametrov je na obr. Tymto spdsobom sa nam podarilo najst
distribu¢né funkcie s maximalnym rastom vyssim o niekolko radov, ale tie sa
od povodnej distribu¢nej funkcie ¢asto znac¢ne odliSovali (mieru podobnosti
s povodnou distribu¢nou funkciou sme odhadovali pomocou redukovaného
XZq, pomocou ktorého sa meria kvalita fitu |Press et al| (1992)).

Dalej sme sa snazili overit zavislost rastu na parametroch aj teoreticky
vypoc¢tom rastu. Skiimané viny st Bernsteinove médy, preto sme zvolili na
vypocet v vztah , ktory vychadza z Harrisovej relacie pre elektrostatické
viny ([3.57)). Rast v bol z Harrisovej relacie odvodeny aproximaciou pomalého
rastu, teda za predpokladu |y| < |w|. Vysledkom po numerickom integrovani
((3.60) obsahuje integraly s Besselovymi funkciami a nekone¢nd sumu) je
zévislost rastu na frekvencii, teda v = y(w). Vypocet sme previedli pre dve
distribu¢né funkcie — jednu pévodnii a jednu zmenenu (s parametrami podla
tab.[5.3).

Vysledky st na grafoch na obr. a[5.12] V prvom pripade sme hod-
noty rastu spocitali aj pre samostatné zlozky castic. Kladny rast (v plosne
skimanych celoéiselnych nasobkoch w..) vykazovala iba tretia rodina ¢astic,
ktora sice bola najmenej zastupena (0,85 % z celkovej koncentracie Castic s
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rovnakym znamienkom), ale ako jedina mala distribu¢ni funkciu so strato-
vym kuzelom. Préave stratovy kuZel je potencidlnym miestom v distribu¢nej
funkcii s volnou energiou, ktora moze byt pouzita na zosilenie vin.

Detailnejsie skimanie 7 = «y(w) vo velmi blizkom okoli harmonickych na-
sobkov odhaluje zaujimavejsi priebeh zavislosti — s jemnou zmenou w sa rast
prudko meni a méze nadobudnit aj celkové kladné hodnoty. Takito jemnu
strukturu sme sktimali okolo w = 8w, pretoze z grafu disperznej relacie pre
tato distribu¢ni funkciu bol pozorovany najvacsi rast prave pri frekvencii
W = Weo(8— 19,85 x 1072). Tato poloha sa zhoduje s najvi¢sim pozorovanym
rastom na obr. na grafe (d). So zvicsujucou sa vzdialenostou od 6sme;
harmonickej nestabilita prudko klesa k nule.

V pripade pozmenenej distribu¢nej funkcie sme jemnu struktiru okolo
harmonickej we tiez skumali okolo 6smeho nésobku, pretoze prislusnéa dis-
perzné relacia (obr. predpovedala maximalny rast takmer na 6smom
nasobku elektronovej cyklotrénovej frekvencie (w = wee(8 — 3 x 1073)). Aj
tento predpoklad sthlasi, na grafe (b) na obr. vidiet najvyssi rast pre
o6smu harmonickt we.. So zvacSujicou sa vzdialenostou od tejto frekvencie
rast prudko klesa k nule.

V obidvoch pripadoch bol maximélny rast pozorovany na frekvencii velmi
blizkej hornej hybridnej frekvencii, ktora odpoveda kolmym (vzhladom na
magnetické pole) elektrostatickym kmitom elektronov.
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Kapitola 7

Zoznam pouzitych znaciek

polomer Zeme, Ry ~ 6,378 x 10°m

magnetické a elektrické pole

uhlové frekvencia

rast, imaginarna cast komplexnej frekvencie

komplexna frekvencia pri Laplaceovej transformécii, p = v — iw
uhlova plazmova frekvencia castic s

uhlova cyklotronova frekvencia castic s

frekvencia, w = 27 f (pripadne distribu¢na funkcia, podla kontextu)
cyklotronova frekvencia castic s

vektor rychlosti a jeho kolmé a paralelné zlozka

vlnovy vektor a jeho kolméa a paralelna zlozka

koncentracia castic s

celé ¢islo (pripadne koncentracia, podla kontextu)

index lomu

disperzné relacia

distribu¢na funkcia a redukovana distribu¢né funkcia ¢astic s
pitch uhol (uhol merany od By k vektoru rychlosti, tan o = —vy /)
uhol medzi B} ak

tepelna rychlost castic s, kT = 1/2mev?

anizotropia T’ /T

sirka stratového kuzela

hibka stratového kuzela (A, = 1 bez stratového kuzela)
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