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né stochastické dominanci pomoci ilohy linedrniho programovani. Prace aplikuje postup
Lizyayev and Ruszczyniski (2012) a pozménuje kvantilovy piistup Kopa and Chovanec
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Abstract: In the presented work we study the almost stochastic dominance and it’s
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tationally expensive. Lizyayev and Ruszczynski (2012) suggested an alternative approach.
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Uvod

Teéria stochastickej dominancie sa snazi dat odpovede na otézky vyberu spravneho port-
félia alebo aspoii uréenia, ¢ je alebo nie je vybrané portfélio dobrou volbou. Vyuziva
pritom Von Neumann—-Morgensternovu teériu uzitku. V istom zmysle predstavuje alterna-
tivny pristup k zndmemu Markowitzovmu modelu. Pouziva sa tiez v roznych oblastiach
ekonomie, financnej matematiky a Statistiky. Predstavuje ¢iastocné usporiadanie v priesto-
re nahodnych veli¢in, definované pomocou ocakavaného uzitku.

Najviac prac o stochastickej dominancii sa venuje stochastickej dominancii 1. a 2. radu.
Stochastickd dominancia 1. rddu medzi dvoma ndhodnymi velicinami znamena, ze vsetci
nenasyteni investori preferuji jednu nahodnu veli¢inu pred druhou, pretoze im dava vacsi
ocakavany uzitok. Podobne stochasticka dominancia 2. radu nastava ak jedna nahodna
veli¢ina je preferovana pred druhou vsetkymi riziko averznymi investormi. O nieco menej
pozornosti sa venuje stochastickym dominanciam vyssich radov. Hlavnym dévodom je
problematicka interpretacia ich myslienok v praktickom svete.

Tedria stochastickych dominancii vyuziva distribu¢né funkcie vynosov, a preto jednou
z najvacsich nevyhod je predpoklad, ze vynosy maju stdle rovnaké rozdelenie. Inymi
slovami difame, Ze ich chovanie bude v budicnosti podobné ako doteraz. Pouceny z velkej
financnej krizy vieme, ze to nie je vzdy pravda. To je aj jeden z dovodov, preco sa v Siestej
kapitole venujeme datam z pred roka 2008.

Aj ked st spominané tedrie stochastickych dominancif prepracované, v praxi dochadza
k paradoxom. Existuji pripady, ked tedria postdi nejaké dve portfélia ako indiferentné,
t.j. ziadne nie je lepsie ako to druhé, ale pritom v praxi (takmer) vsetci investori bez-
védhania uprednostnia jedno, ktoré sa im zd4 byt lepsie. Niekolko takych prikladov je
uvedenych aj v predlozenej praci.

V snahe vyhnit sa paradoxom predstavili Moshe Leshno a Haim Levy vo svojej
praci Leshno and Levy (2002) tedriu netplnej stochastickej dominancie, ktord prindsa
¢iastocné uvolnenie v poziadavkach, ktoré redlnejsie popisuji pozorovani prax. Tato
tedria vSak oproti teorii stochastickej dominancie 1. a 2. radu neobsahuje ani postup ako
néjst najlepsie portfélio a dokonca ani test ¢ je dané portfélio dobrou volbou vzhladom
k vSetkym moznostiam, ktorych je spravidla nekoneéne mnoho. Umoznovala len porovnanie
dvoch portfélif navzajom. Tato praca mala za ciel pokusit sa odstranit tieto nedostatky.
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Priebeh tychto sndh bol vyrazne naruseny ¢lankom Lizyayev and Ruszezyniski (2012).
V élanku autori poukazuji na vyrazni vypoctovi ndrocnost tychto sndh. Prichddzaji
s pozmenenou tedriou, aby sa vypocty vyznamne urychlili a sicasne pokryli niektoré
z paradoxov, ktoré sa povodnou tedriou neuplnej stochastickej dominancie nepodarilo
odstranit. Hlavnym prinosom ¢éldnku je to, Ze poskytuje moznost urcenia, ¢i je dané
portfélio eficientné vzhladom k vetkym dostupnym mozZnostiam a tiez moznost uréenia
dominujiceho portfélia.

Této praca si dala za ciel obozndmit c¢itatela s touto problematikou a pokusit sa
upravit kvantilovy pristup pre stochasticki dominanciu 2. rddu predstaveného v ¢lanku
Kopa and Chovanec (2008) vzhladom k predstavenej tedrii netiplnej stochastickej dominan-
cie. Prva kapitola sa venuje zavedeniu pojmov uzitku a klasickej stochastickej dominancii.
V druhej kapitole zavadzame tedriu netiplnej stochastickej dominancie tak ako ju zaviedli
Leshno and Levy (2002) a Levy (2006). Tretia kapitola predstavuje upraveny pristup tak
ako bol predstaveny v Lizyayev and Ruszczyniski (2012). V stvrtej kapitole upravujeme uz
spominany kvantilovy pristup. Kapitola pit hovori o vzfahu € z dvoch roznych pristupov.
Kapitola Sest kapitola skiima ako rozne hodnoty & menia optimélne portfélio v pripade
upraveného kvanitilového pristupu. V dodatku mozno najst histogramy skiimanych aktiv.



Kapitola 1

Stochasticka dominancia

V tejto kapitole si uvedieme zakladné pojmy, definicie a tiez motivacie k ich zavedeniu.
Budeme sa opierat o knihu Levy (2006).

1.1 Tedria ocakavaného uzitku

Cela teoria stochastickej dominancie je zalozena na tedrii ocakavaného uzitku. Jednoduché
zamyslenie napovie, ze zisk 100 K¢ md roznu hodnotu pre ¢loveka s majetkom niekolkych
milionov a int hodnotu pre ¢loveka, ktory méa dlhy. Preto zisk 100 K¢ nie je rovnako
dobry pre vsetkych Iudi. Nagim cielom bude zovseobeciiovat a hovorit, Ze by tak alebo
onak konali vietci Iudia.

Uvazujeme dve investicie. Ozna¢me ich L; a Ly :

Ll = {p1A17p2A2a 7pnAn}
L2 = {Q1A17 QQA27 ) QnAn}a

kde A; je mozny zisk ! s pravdepodobnostou p; a ¢;, 0 < p;, ¢; < 1. A; st zoradené tak,
ze A; je minimum a A, je maximum. Plati > p; =1 a > ¢ = 1 .Vzdy len jeden zisk A;
je nakoniec realizovany.

Aziéma 1 - Porovnatelnost
Z dvoch roznych vysledkov investicie A; a A; musi investor jasne urcit ¢i preferuje A; pred
Aj; alebo naopak. Medzi A; a A; nemdze mat investor indiferentny vztah.

Zapisom L; = Ly budeme oznacovat skutocnost, ze L, je preferované pred L, pre uva-
zovaného investora. Indiferentny vzfah medzi L, a L, pre tohoto investora oznaéime
Ll ~ LQ.

1Stratu z investicie budeme chapat ako zaporny zisk



1.2. UZITKOVE FUNKCIE 1. STOCHASTICKA DOMINANCIA

Azxiéma 2 - Spojitost
Ak Ly = Ly a Ly = Ly, potom existuje pravdepodobnost p(Ls) tak, Ze

L ={(1—p(L2))L1,p(L2) L3} ~ Lo,

7 .7 A~ ’ ) s’ . .
Tito axiomu mozeme chapat ako analégiu Darbouxovej vety.

Azxiéma 3 - Zamenitelnost
Uvazujeme investiciu L = {p; L1, p2L2, psLs}. Predpokladajme, ze Ly ~ B, kde
B ={qLy,(1 —q)L3}. Potom

L~ C={piLi,paB,p3Ls}.
Axioma 4 - Tranzitivita
Uvazujeme investicie Ly, Ly a Lz. Predpokladajme, ze Ly > Lo, Ly > Ls. Potom Ly > Ls.
Rovnako axiéma plati aj pre indiferenty vztah, stacf nahradit symbol = symbolom ~.

Aziéma 5 - Odbiratelnost
ZloZend investicia je takd investicia, ktorej zisky si d’alsie investicie. Nech L* je zloZzend
investicia takd, ze L* = (qL1, (1 — ¢)Ls), kde L1 = {p1 A1, (1 — p1) A2} a
L2 = {pQAl, (1 — pQ)AQ} Potom
L* ~ L ={p"Ai, (1 — p*) Az}, kde p* = gp1 + (1 — q)p2.
Azxiéma 6 - Monoténnost
Nech méme dve investicie L1 = {pA1, (1 — p)A2} a Ly = {pA1, (1 — p)As}, ak A3 > A,
potom Ly > L.

1.2 Uzitkové funkcie

Preferencia jednej investicie pred druhou je zavisld na investorovi. Jeden moze preferovat
investiciu L; pred investiciou Ly a druhy naopak investiciu Ly pred investiciou L;. Je
preto logickejsie hovorit, Ze L = Lo, ak existuje neklesajica funkcia U, tak, zZe

ELlUl(.T) > ELQUl(.T).

Pre druhého investora moze byt L, = L, ak existuje ind neklesajtica funkcia U,, ktord
zodpoveda preferenciam druhého investora tak, ze

ELQUQ([L’) > ELlUQ(Qf).

Tieto funkcie budeme nazyvat tuzitkové funkcie.

7 axiémy spojitosti dostdvame, ze pre dve Iubovolné A; a A, také, 7ze A, < A; < A,
existuje funkcia U(A4;) taka, ze
U(A;) také, ze 0 < U(A;) < 1 existuje a je iné pre kazdého investora. Zaroven urcuje jeho
preferencie.



1.3. STOCHASTICKA DOMINANCIA 1. RADU 1. STOCHASTICKA DOMINANCIA

Priklad. Mame A; = 0 K¢, Ay = 10 K¢ a A3 = 20 K¢é. Z axiémy spojitosti plynie, ze
existuje funkcia 0 < U(Ay) < 1 tak, ze

L* = {(1 — U(A))0 K&, U(A2)20 Ké} ~ 10 Ke.

Pre kazdého investora existuje iné U(Az), ktoré vytvor{ indiferentny vztah medzi istym
ziskom 10 K¢ a L*

U(A;) je preto uzitok A; a investicia s najvyssim ocakdvanym uzitkom > p;U(4;) je
optimélna. Pri volbe U(A;) = 0 dostdvame najnizsiu hodnotu A; a pri volbe U(A,) =1
dostavame najvyssiu hodnotu A,. Z axiémy monotonie plati, ze uzitok rastie s rasticim
A; apreto U(A;) je neklesajica. Vopred v celej praci vylucime konstantné uzitkové funkcie.

1.3 Stochasticka dominancia 1. radu

Jedind nam znama informacia o uzitkovej funkcii je to, ze je neklesajuca. Ak ma uzitkova
funkcia prvi derivaciu, potom vieme, ze U’ > 0. Slovne sa to d4 interpretovat tak, ze
investor vzdy preferuje vyssi zisk pred mensim ziskom, t.j. je nenasyteny.

Predpokladajme, ze investor ma na vyber s dvoch investicii, ktorych distribu¢né funkcie
vynosov su oznacené F a G.

Definicia 1.3.1. Nech F a G siu dve distribucné funkcie roznych investicii, potom F
dominuje G vzhladom k stochastickej dominancii 1. rddu (FSD) ak

F(r) < G(z),Vz a 3xq s ostrou nerovnostou.

Uvedend definicia je definiciou tzv. silnej (striktnej) stochastickej dominancie 1. radu.
Niektoré ¢lanky uvadzaju a nasledne pracuju aj s tzv. slabou stochastickou dominanciou
1. radu. T4 sa od uvedenej lisi tym, Ze netrva na existencii o s ostrou nerovnostou.

Veta 1.3.2. Nech F a G siu dve distribucné funkcie dvoch réznych investicii a Uy je
mnozina vsetkych neklesajicich funkcii. Potom

F(z) < G(z),Vz a 3xq s ostrou nerovnostou

I

ErU(z) > EqU(z),YU € Uy a Uy s ostrou nerovnostou

Doékaz. Dokaz mozno najst v Levy (2006). O



1.4. STOCHASTICKA DOMINANCIA 2. RADU 1. STOCHASTICKA DOMINANCIA

1.4 Stochasticka dominancia 2. radu

Motivaciou k stochastickej dominancii 2. rddu je zohladnenie investorovej averzie voci
riziku. Thito averziu mozeme definovat niekolkymi sposobmi. Pre nds bude izitkova funkcia
investora s averziou voci riziku konkavna funkcia. Takd, ze ak ma druhud derivaciu, tak
jej prva derivacia je nezdpornd a jej druhd derivacia je nekladna (t.j. U’ > 0a U” <0) a
existuje aspon jeden bod, pre ktory je prva derivacia kladné (t.j. U’ > 0) a aspon jeden
bod, pre ktory je druhd derivécia zaporna (t.j. U” < 0).

Investor s averziou voéi riziku nepristipi na férovi hru. Cena za vstup do férovej hry
je rovnako velkd ako vyska ocakivanej vyhry.

Ozna¢me U, mnozinu vetkych konkdvnych uzitkovych funkcii, ktoré zohladnuju
investorovu averziu voci riziku. Potom Uy C Uyq, kde Uy zodpoveda mnozine uzitkovych
funkcii zo stochastickej dominancie 1. radu.

Definicia 1.4.1. Nech F a G su dve distribucné funkcie dvoch roznych investicii, potom
F dominuge G na zdklade stochastickej dominancie 2. radu (SSD) ak

/[G(t) — F(t)]dt > 0 Vz a 3o s ostrou nerovnostou.
Veta 1.4.2. Nech F a G su investicie, ktorych distribucné funkcie si F a G, potom

x

/[G(t) — F(t)]dt > 0 Vz a Jzg s ostrou nerovnostou

“ ;
ErU(z) — EqU(x) > 0,YU € Ug a U, s ostrou nerovnostou

Doékaz. Dokaz mozno najst v Levy (2006). O

Poznamka. Za predpokladu normalneho rozdelenia vynosov je stochasticka dominancia
2. rddu ekvivalentné so znamym Markowitzovym Mean-Variance kritériom. Tento dokaz
uvadza napriklad Levy (2006). M-V kritérium hovori, Ze portfélio s vahami x* je eficientné
vzhladom k strednej hodnote a rozptylu (mean-variance efficient), ak neexistuji iné z
spliujice podmienku > ;2 =1, pre ktoré je

r(x) > r(z*) a stcasne o?(x) < o?(x*)

a aspon jedna z nerovnosti je ostrd. Kde r(z) je strednd hodnota celkovej vynosnosti
portfélia s vdhami z a o%(z) je rozptyl celkovej vynosnosti takéhoto portfdlia.

Podmienky na vyssie derivéacie uzitkovych funkcii vedu k stochastickym dominanciam
vyssich radov. Kvoli naroc¢nejsej ekonomickej interpretacii su vyssie rady malo pouzivané.



Kapitola 2

Neuplna stochasticka dominancia

Pri pouzivani FSD, SSD a dominancii vysich rddov mozeme narazit na paradoxné situdcie.
Uvazujme napriklad uzitkova funkciu Uy € Uy, kde Uy(z) = x pre x < g a Up(z) = 9
pre x > zo. Tito funkciu pouzivame pre ndzornost, dé sa definovat tzitkova funkcia
s druhou derivaciou vedica k rovnakej paradoxnej situacii.

Nech ma investor méa vyber z dvoch investicii. Investicia F' ma vynos 1 K¢ s pravdepo-
dobnostou 0,1 a vynos 1 000 000 K¢ s pravdepodobnostou 0,9. Investicia G mé vynos 2 Ké
s pravdepodobnostou 0,1 a vynos 3 K¢ s pravdepodobnostou 0,9. Nie je tazké overit, ze
distribu¢né funkcie tychto investicii sa pretinaji a preto nedochadza k dominancii prvého
radu.

Bez pochybnosti mozeme tvrdit, Ze vicsina investorov by preferovala investiciu F.
Paradoxne v pripade funkcie Uj s g = 2 m4 investicia G vyssi ocakavany uzitok:

%%m—m%mz/w@—mm%@me
/[F(x) — G(2)]U}(z)dx + /[F(x) — G(2)|Up(x)dx = /[F(x) — G(z)]dz >0

Existuje teda aspon jedna funkcia U, € Uj, pre ktoru je investicia G' preferovana
pred investiciou F. Tento vysledok plati aj pri zmene ¢iastky 1 000 000 K& za akiikolvek
vysoku ¢iastku. Uzitkova funkcia Uy sa d4 oznacif za extrémnu, pretoze investor s takouto
uzitkovou funkciou ma z ¢iastky 2 K¢ a z ciastky 2 000 000 K¢ rovnaky uzitok. Existuje
teda velké podozrenie, Ze mnozina Uy obsahuje funkcie, ktoré v redlnom svete nezodpove-
daju rozhodnutiam ziadneho investora.

1y bode g dodefinujeme Uj(xg) = 0, aby nevznikol problém s vypoétom integralu



2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

Podobny paradox ndjdeme aj v mnozine Uy. Uvazujme investicie F' a GG. Investicia F
m4 vynosy {11, 18,1 000 000} K¢ s pravdepodobnostami {}l, i, %} Investicia G ma vynosy
{10,20, 30,40} Ké s pravdepodobnostami {,,1 1}, Distribuéné funkcie investicif st
naznacené na Obr. 2.1.

3/4 ’_G
1/2 F
1/4 —
]
10 20 30 40 1 000 000

Obr. 2.1: Ziadna dominancia

Distribu¢né funkcie sa opit krizia a preto nedochddza k FSD. Nedochddza ani k SSD.
Investicia G nemoéze dominovat F, pretoze ma mensi ocakdvany vynos. Ani investicia F
nedominuje G. Nech x = 20 a overme SSD z definicie:

/ G(z) — F(z)]de = / G(z) — F(z)] de — / [F(z) — G(x)]dz = i - 2(%) <0

Medzi F' a G nie je ziadna dominancia, preto musi existovat U, € Us,, pre ktoru je
preferovana investicia G' pred investiciou F'. Takuto podmienku splna Uy € U, také, ze
Uy =x pre x < 20 a Uy = 20 pre z > 20.

S takymito paradoxmi sa nestretavame len v pripade stochastickej dominance, ale po-
dobny problém najdeme aj v pripade zndmeho Markowitzovho Mean-Variance kritéria.



2.1. AFSD 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

Problémom je, zZe mnoziny U; a Uy obsahuju funkcie, ktoré s matematicky v poriadku
no z praktického hladiska nezodpovedaju preferencidam redlnych investorov. Aby sme sa
vyhli takymto paradoxom, zavedieme mnoziny Uj a U} tak, aby neobsahovali extrémne
uzitkové funkcie, pricom Uj C U; a Ui C Us,. Upravené kritéria dominancie nazyvame
neuplna stochastickd dominancia (ASD - almost stochastic dominance).

2.1 AFSD

Teraz sa zameriame len na rastice a diferencovatelné uzitkové funkcie. Opit uvazujme dve
distribuéné funkcie F a G. Nech F m4 vyssi ocakavany vynos, potom G nemoéze dominovat
F. Nech sa distribu¢né funkcie pretinaji, potom ani F nemoze dominovat G. Definujeme
interval s; tak, ze

s1=s5(F,G)={teR:G(t) < F(t)}.
Nech 57 je doplnkom s;. Potom rozdiel v ocakavanom tuzitku investicii F a G:
A= / G(2) — F(2)]U' () dz + / G(2) — F(2)]U'(x) da

Prvy integral (cez s1) je zdporny. To sposobuje, ze F nedominuje G vzhladom k FSD.
K tomu dochadza bez ohladu na to ako velmi maly je interval s;. Zmensime integral cez
interval s; na minimum a tiez zmensime na minimum integral cez s7. Definujeme:

A* = sup[U/(2)] / G(z) — F(x)] de + inf[U(2)] / G(z) — F(x)]da

Oba sc¢itance sme zmensili, preto ak pre nejaki uzitkovi funkciu A* > 0, potom A > 0.
Pre takuto uzitkovi funkciu je F preferované pred G. A* > 0 upravime do tvaru :

sup[U'(x)] < inf[U"(2)] *

Definujeme € ako pomer plochy medzi distribuénymi funkciami na intervale s; a pomer
celkovej plochy medzi distribuénymi funkciami.
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2.2. ASSD 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

Potom :

Dostavame:

U'(x) < supU'(x) < inf[U'(z)] = = inf[U'(z)] (— - 1)

Oznac¢me
Ui(e) ={U € Uy : U'(z) < inf{U'(x)}( — 1)} pre vietky z.

V pripade, Ze € = 0 je nerovnost splnend. Z definicie € to znamen4, Ze plocha, ktora
je dovodom neexistencie FSD je 0 a teda F dominuje G vzhladom k FSD. Pre nulové ¢
nedochddza k paradoxom a nie je potrebné definovat mnozinu Uj(g), pretoze v tomto
pripade je Uj(0) = Uy,

Definicia 2.1.1. Nech 0 < e < 0,5 a nech F' a G su distribucné funkcie dvoch roznych
ndhodnijch velicin X a Y, potom X dominuje Y vzhladom k netplnej stochastickej dominan-

cie 1. radu (AFSD alebo FSD*), ak

/[F(m) — G(2)]d < £ / F(z) — G(z)| da.

S1

Hranicu € = 0, 5 mozno za urcitych podmienok chépat ako bod zmeny dominancie z F
dominuje G na G dominuje F. Tiez je jasné, ze FSD implikuje ASFD.

Lavii stranu nerovnosti v definicii mozeme chdpat ako toleranciu nesplnenia FSD
podmienky.

2.2 ASSD

Podobne ako v AFSD hladdme interval, ktory narusuje SSD. V obrazku 2.1 je tento
interval (19,20). Aj ked negativna plocha za¢ina od bodu 18 je este kompenzovana pozitiv-
nou plochou nad intervalom (10,11). Definujeme interval:

sy = s59(F,G) ={t € 1(F,G) : /[G(x) — F(z)]dzx < 0},

—00
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2.2. ASSD 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

kde F a G st distribuéné funkcie a s; je interval narusujici FSD. Analogicky definujeme

aj
/]G x)| dz
/ |G(z z)|dx

Us(e) ={U € Uy : —=U"(z) < inf{-U"(2)}( — 1)} pre vietky z.

Oznacme

Definicia 2.2.1. Nech 0 < € < 0,5 a nech F' a G su distribucné funkcie dvoch roznych

ndhodnijch velicin X a Y, potom X dominuje Y vzhladom k neiplnej stochastickej dominan-
cie 2. rddu (ASSD alebo SSD*), ak

/\G |dx<g/|G ©)| dz

a stcasne
Ep(X) > Eq(Y)

Pomocou nasledujticej vety mozeme alternativne vyjadrit potrebu blizkosti distribuc-
nych funkcif neuplnej stochastickej dominancie

Veta 2.2.2. Nech X a Y su dve nahodné veliciny a F a G ich distribucné funkcie.

(1) F dominuje G vzhladom k AFSD prdve vtedy, ked existuje distribuénd funkcia F
takd, Ze F' dominuje G vzhladom k FSD a plati

17— Fi = [ " |F(2) - F(a)|dz < | F — G|

[e.e]

(2) F dominuje G vzhladom k ASSD prdve vtedy, ked existuje distribucnd funkcia F
takd, Ze F' dominuje G vzhladom k SSD a plati

17 Fl = [ " |F() - Fla)|de < ¢ F ~ G

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Leshno and Levy (2002) a tak ako v tomto ¢lanku si ho
predvedieme pre pripad, ze F a G si definované na [a, b] tak, aby (—oo < a < b < o0)
a bez ujmy na vsSeobecnosti uvazujme a =0 a b = 1.

12



2.2. ASSD 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

Predpokladajme, Zze ex1stuJe d1str1bucna funkcia F taka, ze domlnuJe G vzhladom
k FSD a plati |F — F|| = fo |F(z) — F(z)|dz < ¢||F — G| a fo d:p—fo x)dx.

Dovod nedominancie F nad G je mnozina s,(F,G) = {t € R: G(t) < F(t)}. Pretoze
F dominuje G, plati pre vietky ¢ € R nerovnost G(t) > F(t) a teda aj pre t € .

Pre t € s; dostavame

F(t) — F(t) > F(t) — G(t)

odtial
/ﬁpu) mw</’w D) dz < |F = F| <e|F G|

Dokaz opacnej implikacie ukazeme najprv pre diskrétne rozdelenia s koneénym poctom
skokov. Budeme sa teda najprv zaoberat nasledovnym tvrdenim

Tvrdente 1. Nech X a Y s diskrétne ndhodné veliciny, ktorych distribu¢né funkcie
F a G maji konecny pocet skokov.
Oznacme H = G — F. Ak [ |H(z)|dz < ¢|F — G||, potom existuje kumulativna

distribuénd funkcia F' taka, ze pre vietky z € 0,1] je G(x) > F(z)al|[F—F| < 2| F-G|.

Doékaz Tvrdenia 1. H = G — F je schodovita funkcia s koneénym poctom skokov.
Nech I = [a1,b;1) je prvy zaporny skok funkcie H. Ak I neexistuje, potom F dominuje G
vzhladom k FSD. Nech J = [ay, by) je prvy kladny skok funkcie H. Vzhladom k I je H

bud nalavo alebo napravo.

Nech b, < ayq, t.j. J je vlavo od I. Nech 75 je hodnota funkcie H na intervale J a nech
—~1 je hodnota funkcie H na intervale I. Potom

Ya(ba — az) > 71(b1 — a1) (A1)

alebo
Yo (by — az) < y1(b1 — a1) (A2)

Nech plati (A1) a nech 31 = b,. Potom existuje /b\g také, ze as < 52 <bya
Yo(by — az) = (b — ax) (A3)
Nech plati (A2) a nech 32 = by. Potom existuje 51 také, ze a; < 51 < by a plati (A3).

Definujeme H; nasledovne

Hi(z) = pre by < z < by
Hi(z)=—m pre a; < z < by
Hi(z)=0 inak

13



2.2. ASSD 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

Analogicky by sme definovali H; v pripade, ze J je vpravo od I. Dalej definujeme
Fy = F+H,. F} je potom distribuéna funkcia. Rovnaky postup pouzijeme pre Hy, = G—F}
a definujeme tak Fy ako Fy, = I} + Hs. H je skokovita funkcia s kone¢nym poctom skokov
a preto sa tento postup zastavi po kone¢nom pocte iteracii. Nech je to n iteracii.

Nech H(z) = Z H(x), a F(x) = F(x) + H(x). Z konstrukcie H potom dostavame
i=1

[ @l = [ (@)~ 6(a) da
a z predpokladoch tvrdenia ;néme 1
Jo H (@) dz < e||F = G|
Pre vietky z € [0,1] plati G(z) > F(z) = F(z) + H(z) a
1 nooal
PPl = [ e -Fwlar =3 [l =2 [ e -cwlar <24 r-al
Tym je dokonceny dokaz TvrdeI:ia 1. Pre nekone¢ny pocet schodov budeme aproximo-

vat F a G pomocou F, a G,. Nech teda X a Y st dve ndhodné veli¢iny s distribuénymi
funkciami F a G. Potom definujeme

Gu(r)=0 prez <0

Gn(z) =G(%) pre £ <z < =1 i=0,..,n—1
Gn(z) =0 pre z > 1

a

Fo(z) =0 prez <0

Fo(z) = F(%) pre £ <a < i=0,...,n—1
F.(x)=0 pre x > 1

Dalej definujeme _ﬁ;(x) podobne ako H (x), ale pomocou aproximovanych distribué-
nych funkcii. Potom plati
lim ||Hy(x) — Hy(x)]| = 0
m,n— 00
To znamen4, Ze postupnost ﬁ;(aﬁ), je Cauchyovskd. Potom m4 limitu aj postupnost E(:L‘)
Oznaéime si ju nasledovne

lim F,(z) = F

n—o0

Nésledne mozeme rozpisat

[F = Fll < \[F = Full + [[F = Foll + |5 — Fl
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2.3. UPRAVENY POSTOV TEST 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

Pre n. = oo je |[FF = F,| = 0a ||F — F|| — 0. Ak je n dostatocne velké, tak
| F, — F, | < ¢ ateda |[F — F|| < 2. Pretoze F, = F a G, — G a pre vietky z € 0, 1]

plati G,(x) > F( ) a nasledne dostdvame G(z) > F(z) pre vietky = € [0,1], ¢im je
dokaz pre AFSD hotovy.

Dokaz pre ASSD je analégiou AFSD. O

Nasledujica veta ukéaze spojenie neuplnej stochastickej dominancie s mnozinami 1zit-
kovych funkcii definovanych vyssie.

Veta 2.2.3. Nech X a Y su dve nahodné veliciny a F a G ich distribucné funkcie.
(1) F dominuge G vzhladom k AFSD prdve vtedy, ked pre vsetky u € U plati

Ep(u) > Eg(u)
(2) F dominuje G vzhladom k AFSD prdve vtedy, ked pre vietky v € U plati
Ep(u) > Ec(u)

Dékaz. Dokaz mozno ndjst v Leshno and Levy (2002). O

2.3 Upraveny Postov test

Na zdklade definicii AFSD a ASSD z predoslej kapitoly moZeme lahko porovnat dve
investicie medzi sebou. Musime v8ak brat do uvahy situdciu z bezného sveta, kde mame
na vyber z ovela vicsieho poétu investicii. Naviac mozeme jednotlivé investicie kombinovat.
Tym dostavame nekoneéné mnozstvo dvojic na porovnavanie. Prirodzenou otazkou teda
je, ako néjst najlepsiu kombindciu alebo aspon rozdelif moznosti na lepsie a horsie.

Eficienciou portfélia v pripade FSD a SSD sa zaoberalo niekolko autorov. Prvym je
¢lanok Thierryho Posta a jeho test SSD eficiencie predstaveny v Post (2003). Modifikdcia
pre FSD bola vyvinuta v Kopa and Post (2009). Dalsie prace Kuosmanen (2004) a Kopa
and Chovanec (2008) pontkaji moznost ucenia dominujiceho portfdlia a nie len test ¢i
dané portfolio je alebo nie je eficientné.

Poktsime sa upravit test, ktory predstavil Post. Jeho primérny test linedrneho progra-
movania sa pyta, ¢i vieme zostrojit po ¢astiach linedrnu tzitkovi funkciu pre testované
portfélio 7. Déva nutni a postacujicu podmienku eficiencie portfélia a dokdze oddelit
eficientné a neeficientné portfélia. Testovacia statistika vsak nemoze byt pouzitd na vytva-
ranie poradia. V pripade, Ze naSe portfélio je neeficientné test nedokdze urcit, ktoré
portfélio ho dominuje.
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2.3. UPRAVENY POSTOV TEST 2. NEUPLNA STOCHASTICKA DOMINANCIA

X bude matica ocakavanych vynosov o T riadkoch a n stfpcoch, pricom T > n.
Pismeno T oznacuje pocet scenarov. NajcastejSie uvazujeme, ze scenare su rovnako pravde-
podobné, t.j. kazdy s pravdepodobnostou % Napriklad mozeme pouzit vynosy z historic-
kych déat za urcité obdobie, typicky roky. n je pocet moznych investicii.

Ak je dostupné bezrizikové investicia, v X bude vystupovat ako stfpec rovnakych
hodnot. Predpokladéame, Ze stlpce s linedrne nezavislé.

xt = (28,2, ..., 2t) je t-ty riadok matice X a zdroven oznacuje vynosy pri t-tom
scendri. Poradie riadkov v matici X je zanedbatelny usporiadame ich vzostupne podla
ocakavaného zisku hodnoteného portfolia.

Budeme podobne ako Post hladat tzitkovi funkciu p, ale na rozdiel od Posta nebude
z Uy, ale z Uj tak, ze

p|a,B)= teg}}gﬂ(at + Bix),
kde pre Posta boli & = (ay, ..., ap)? € RT koeficienty drovne a 3 € By = {8 € RJTF 2B >
fo > ... > pr = 1} boli marginalne uzitky.

Definovanim mnoziny Bs si Post zabezpecil, aby bola tuzitkova funkcia konkavna
a neklesajuca.

Mnozina Uj(e) je priliz zlozitd na to, aby sme sa pokusili aplikovat tito mnozinu
ako podmienky do Postovho SSD testu. Vo svojom c¢lanku Post uvadza aj FSD upravu.
Navrhuje 3 € By = {8 € RL : 5, > 1V¢} .

Uzitkové funkcie neuplnej stochastiskej dominancie prvého radu st podmnozinou mno-
7iny uzitkovych funkcif klasickej dominancie prvého radu, preto sa nasa iprava bude tykat
koeficientov 8. K Postovej minimalizacii:

n(T) =min 0
T
s.t. Zﬁt(ath—x’;)/T—l—Q > 0, i=1,..,n
=1

Bt Z ]_7 t= 1, ceey T
priddme podmienku, ktora Specifikuje triedu uzitkovych funkcii Uj(g):
Gy <1/e—1, t=1,...,T—1,

Definicia 2.3.1. Portfélio T prehldsime za AFSD eficientné prdave vtedy, ked n(7) =0

16



Kapitola 3

e-ASSD

V pripade ASSD je zlozitejsie zaoberaf sa eficienciou portfélia. Ako ukazuji Lizyayev and
Ruszcezynski (2012), je velmi tazké urcit dominantné portfélio z nekoneéného mnozstva
kombindcif vzhladom k ASSD navrhnutou v Leshno and Levy (2002). Dokonca, aj hladanie
testu Ci je alebo nie je dané portfélio eficientné je tloha vypocetne viac nez nérocna.
Sami sa moZzeme presvedcit, Ze triedu funkcii U%(e) tazko upravime na podmienky pre S;
v teste z Postovho pristupu tak, aby uloha zostala rozumna. V ¢lanku sa preto navrhuje
nasledovnd tuprava ASSD na e-ASSD.

3.1 Zavedenie e-ASSD

Nech odteraz € > 0.

Definicia 3.1.1. Nech Fx a Fy st dve distribucné funkcie dvoch roznych ndhodnych
velicin X a Y, potom X dominuje Y na zdklade e-ASSD ak

T

/ Fy(t) - Fr(®)]dt <e  Va.

—00

Veta 3.1.2. X e-ASSD dominuje Y prdve vtedy, ked ewxistuje nezdpornd ndhodnd veli¢ina
Z takd, zZe BZ < e a X+7Z SSD dominuje Y.

Dékaz. Dokaz mozno ndjst v Lizyayev and Ruszczynski (2012). O

Mozeme teda interpretovat e ako najmensiu hodnotu, ktord je potrebné pridat k X,
aby X dominovala nad Y. Analogicky mozeme definovat e-AFSD

Priklad. Uvazujeme dve investicie. Investicia F strdca 1 000 000 K¢ s pravdepodobnostou
0,5 a ziskava 1 000 000 000 K¢ s pravdepodobnostou 0,5. Investicia G ziskava s uréitostou
1 000 000 Ke.
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3.2. APLIKACIA e-ASSD OBMEDZEN{ 3. e-ASSD

Vicsina, ak nie vSetci investori by volili investiciu G pred F. Béli by sa pravdepodobnej
straty velkej ¢iastky a volili by radsej istotu zisku. G pritom SSD nedominuje F, ¢o indikuje
potrebu netplnej dominancie. Pouzitim ASSD dostdavame dominanciu F nad G pre
e = 0.001998. Pouzitim e-ASSD dostavame dominanciu G nad F s € > 1 000 000 K¢.

V c¢lanku Lizyayev and Ruszczynski (2012) autori navizuju na ¢lanok Leshno and
Levy (2002) a definuji aj dominanciu formulovanu na zaklade tuzitkovych funkcii. Pretoze
skalovanie tuzitkovych funkcii nemeni eficienciu portfélia, obmedzime sa na:

Uy={uecly:u(t) <1}

Lubovolni funkciu v € U, definovanti na ohrani¢enom intervale [a, b] mézeme substituovat
u(t) = u(t)/u'(a) a pritom nezmenime eficienciu ani optimalitu. Vo vSeobecnom pripade
u(t) = u(t)/supes v'(a) je prvkom Us.

Veta 3.1.3. Ndhodnd velicina X e-ASSD dominuje ndhodni velicinu Y prdve vtedy, ked
E[u(X)] + & > E[u(Y)] pre vsetky u € Us.

Dékaz. Dokaz mozno ndjst v Lizyayev and Ruszcezynski (2012). ]

3.2 Aplikacia e-ASSD obmedzeni

Budeme uvazovat jednoducht tilohu rozhodovania v neurcitosti pomocou klasickej teérie
uzitku. Investor bude vyberat tak, aby maximalizoval ocakdvany tzitok. Aj nadalej je X
matica ocakdvanych vynosov o 7' riadkoch a N stipcoch, T > n. T je pocet scenarov.
Scendre st rovnako pravdepodobné, t.j. kazdy s pravdepodobnostou % a n je pocet
moznych investicii.

Medzi investiciami je mozné diverzifikovat. Definujeme preto vektor vdh X € A tak, Ze
A={XeR"I N=1X>0,i=1,..,n},

Prva podmienka z definicie A hovori, Ze investor investuje cely svoj majetok a druhd
podmienka zakazuje tzv. kratke pozicie, kedy investor nemoze predavat aktivum, ktoré
momentélne nevlastni.
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3.2. APLIKACIA e-ASSD OBMEDZEN{ 3. e-ASSD

Nasledujice dve tlohy s e-ASSD obmedzeniami navézuji na pracu Dentcheva and
Ruszcezynski (2003)

max [E(XN\)
s.t. ink)\k"i_sij > Yj, Z,j = 1,...,T
k=1
T 1 Yj
Zsij? < / F(t) dt+5, j = 1, ,T
=1 >
Sij > 0, Z,j = 1, ,T
A e A
a
max E(XN\)
s.t. ZmzkAk‘Fdz"i‘Sw > Yj, Z,j = 1,...,T
k=1
T 1 Yj
ZSU— S / F(t)dt, j:]_?,T
i=1 T e
T
1
di= <
=1 r - )
Sij > O, Z,j = 1, ,T
A€ A

vychadzaju z myslienky:

max E(X)
st Elln—X)4] < Eln—-Y):]  Vnela]
X € C
upravenej na:
max E(X)
st. X(w)+Snhw) > n pre s.w. (n,w) € [a,b] x £
E[S(w)] < Eln=Y)s]  vnela]
S(nw) > 0 pre s.w. (n,w) € [a,b] x
X ¢ C

kde X a Y st ndhodné veli¢iny zisku z portfélia definované na [a, b]. C je mnozina moznych
nahodnych velicin ziskov. Téato tloha sa prevedie na formuldciu pre koneény diskrétny
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3.2. APLIKACIA e-ASSD OBMEDZEN{

pripad. Méme teda len konecny pocet scendrov wy, ...,wr, pr = Pl{wi}], vi = E[(y; —Y )],
zp = X(wg) a sy = S(yi, wr), kde S je vektor rozhodnuti S : [a,b] x 2 — R. "s.v.”je
skratka pre skoro vsetky vzhladom k st¢inovej miere. Zmena k e-ASSD je len v druhom

obmedzeni, kde sa pravéa strana meni na integral.

Alternativny pristup tychto autorov vychadza z ¢lankov Kuosmanen (2004) a Luedtke

(2008) a vyuziva dvojstochastické matice:

max E(XN\)

n T
k=1 j=1

T4to tiloha hlada portfélio, ktoré mé maximalny vynos za predpokladu, ze dominuje

dany benchmark.

T
E wij
Jj=1
T
>y
, T
=1

T

1
’LUZ‘J‘

d;

A
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Kapitola 4

Kvantilovy pristup

Dalsf z moznych pristupov k problematike je zalozeny na kvantiloch. Objavuje sa najmé
v praci Kopa and Chovanec (2008). Nez sa tento pristup pokisime upravit, pripravime si
cestu a to ¢lankom Ogyczak and Ruszczynski (2002).

4.1 Kvantily

Kvantilova funkcia FL ) (0,1] — R ndhodnej veliciny X bude pre nés zlava spojité
inverzna funkcia distribu¢nej funkcie F), taka, ze:

F;,g_l)(p) =inf{n: F.(n) > p}, pre 0 <p < 1.
Pre dané p € [0, 1] nazveme ¢,(p) p-kvantilom nahodnej veli¢iny X, ak

P{X < q:(p)} <p < P{X < ¢:(p)}.

Potom priamo z definicie FSD dostavame, ze X dominuje Y na zaklade FSD préave
vtedy, ked F)((_l)(p) > Fi(,_l)(p)7 pre vietky 0 < p < 1.

Budeme definovat tiez modifikovant (kumulativnu) kvantilovi funkciu konzistentni
so SSD. Nazveme ju druhd kvantilovd funkcia 2R SR

P
Fgg—2) (p) _ / Fggfl)(a) da, pre 0 < p < 1, a pritom
0

F&20)=0

Fi ™ (p) = 00, pre p ¢ [0,1].

2 je dobre definovana pre vsSetky ndhodné veliciny X, ktoré splnuji podmienku
E|X| < oc.
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4.1. KVANTILY 4. KVANTILOVY PRISTUP

Veta 4.1.1. Ndhodnd velicina X SSD dominuje ndhodni velicinu Y prdve vtedy, ked

) o B0
p - p

pre vsetky 0 < p < 1.

Dokaz. Tento dokaz je uvedeny v Ogyczak and Ruszczyriski (2002).
]

Veta 4.1.2. Ndhodnd velicina X e-ASSD dominuje ndhodni velicinu Y prdve vtedy, ked

K20 )
p p -

€
pre vsetky 0 < p < 1.

Dékaz. Veta je priamym dosledkom predoslej vety. Staci si uvedomit, Ze velkost plochy
medzi distribuénymi funkciami sa pri prechode na kvantilové funkcie nemeni. O

Dalej budeme aplikovat postup éléanku Kopa and Chovanec (2008). Nech Y je ndhodna
veli¢ina straty prislichajica k ndhodnej veli¢ine vynosu X, t.j. ¥ = —X. Budeme predpo-
kladat, ze E|Y| < oo. Tak ako v ¢lanku definujeme Podmieneny value-at-risk(CVaR) ako
rieSenie optimalizacnej tlohy

1
CVaR,(Y) = min,er {a + 1

—

Bl - a | 2)
kde [z]T = max(z,0).
Z ¢ldnku Rockafellar and Uryasev (2002) vieme, ze C'VaR mozeme alternativne definovat
ako podmienent strednti hodnotu Y vzhladom k Y > VaR,(Y), t.j.
CVaR,(Y) =E(Y[|Y > VaR,(Y)).

Ogyczak and Ruszczytiski (2002) d'alej uvddzaji, ze pre p € (0,1) a n také, ze
pravdepodobnost P[X < n] = p, plat{

Fy ) (p) = pE[X|X < 1].
Ak teda pouzijeme —Y a 1 — a namiesto X a p, dostavame

—2
Fy (@)
(8%

= —CVaR,(Y) (3)

¢o podrobnejsie ukazuji Kopa and Chovanec (2008). Potom plati nasledujica veta.

Veta 4.1.3. Nahodnd velicina X, e-ASSD dominuje nahodni velicinu Xo prdve vtedy,
ked’

CVaR,(Y7) — CVaR,(Y2) < ¢
pre vsetky 0 < a < 1.
Dokaz. Veta je priamym dosledkom Vety 4.1.2 a (3). ]
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4.2. DISKRETNE NAHODNE VELICINY 4. KVANTILOVY PRISTUP

4.2 Diskrétne nahodné veliciny

Predpokladajme, ze Y je diskrétna nahodna velicina s rovnako pravdepodobnymi scenarmi
yi, t = 1,...,T. V eldnku Kopa and Chovanec (2008) sa uvadza, ze (2) mozeme previest
na nasledovnu tlohu linearneho programovania

T
1
CVaR,(Y) = max,,, ¢+ -——== W
(1—a)T tz:;
st. w =2 y—a
Wt Z 0.

Nech y* je k-ty najmensi prvok z y', 42, ..., y7, teda ylt <y < ... <yl Optimélne
rieSenie tejto tlohy vyplyva z nasledovnej vety.

Veta 4.2.1. Ak o € (£, 5L a £ 1 potom
CVaR,(Y) =y L XT: (y" — ") (4)
i (1—=a)T i=k+1
prek=0,1,...,T —1 a CVaR,(Y) = "],
Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kopa and Chovanec (2008). [

Veta 4.2.2. Nech Y, = — X, a Yy = — X5 su diskrétne nahodné veliciny, ktoré nadobiudaji
hodnoty vy a v, pre t = 1,.... T s rovnakymi pravdepodobnostami. Potom X, e-ASSD
dominuje Xo prdve vtedy, ked

CVaR,(Y;) — CVaR,(Y3) < ¢

pre vsetky o € {0, 7, 2, ..., T4}

Dékaz. Nech ap = k/T, k =0,1,...,T —2. Ak vezmeme dostatocne velky kvantil distribu-

¢nych funkeif dvoch diskrétne rozdelenych ndhodnych veliéin dostaneme rovnost CVaR
v nasledovnom zmysle

CVaRg, (Y;) = CVaRg,(Y;), pre i = 1,2 a pre vietky 1, 82 € (T4, 1).

Dokaz bude hotovy, ak ukazeme, ze ak plati podmienka e-ASSD dominancie na okrajoch
intervalu (ay, ayy1), potom plati tvrdenie pre véetky o v tomto intervale, t.j. ak

CVaR,, (Y1) — CVaR,, (Y2) < € a
CVaR,,,, (Y1) = CVaR,,,,(Y2) < ¢
<

potom  CVaR, (Y1) — CVaR,(Y2) e pre a € (g, Qpi1).



4.3. e-ASSD EFICIENCIA PORTFOLIA 4. KVANTILOVY PRISTUP

Toto tvrdenie dokézeme sporom. Nech teda existuje @ € {ay, oy 1) také, ze
CVaRg(Y1) — CVaR5(Y3) > €.
Zo spojitosti funkcie CVaR v premennej kvantil plynie, Ze existuju al, a® € (ag, apy1),
al # o? tak, Ze
CVaR,: (Y1) — CVaR1(Y2) = ¢ a
CVaR,2(Y;) — CVaR,2(Ys) = ¢

Do tychto rovnic dosadime (4) a dostaneme, Ze a' = a?, ¢o je hladany spor. O

4.3 e-ASSD eficiencia portfélia

Uvazujeme ndhodny vektor © = (ry,ry,...,ry)" vynosov z N aktiv a T rovnako pravdepo-
dobnych scendrov. Vynosy pri roznych scenaroch oznacime

kde t = (21,25, ..., x%,) je t-ty riadok matice X. Predpokladéme, Ze stipce s linedrne
nezavislé.

Medzi investiciami je mozné diverzifikovat. Definujeme preto vektor vdh X € A tak, Ze
A={AeRI N=1LXN>0,i=1,..,n},

Prva podmienka z definicie A hovori, ze investor investuje cely svoj majetok a druh&
podmienka zakazuje tzv. kratke pozicie, kedy investor nemodze preddvat aktivum, ktoré
momentalne nevlastni.

Testované portfélio ozna¢ime 7 = (7,72, ...,7n) anech I' = {O, %, %, e %}
Definicia 4.3.1. Testované portfélio T € A je e-ASSD neeficientné prdve vtedy, ked
existuje portfolio A € A také, zZe r' A e-ASSD dominuje v'1. V opacnom pripade je portfélio
T ¢-ASSD eficientné.

Veta 4.3.2. Nech o, €1 a

T-1 N
d* = Hi%xkz_; Z; A[CVaR,, (—7'1) — CVaR,, (—7,) + €]
N

s.t. Z)\n[CVaRak(—r'T) — CVaR,, (—r,) +¢/ >0, k=0,1,.T—1, A€ A.
n=1
Ak je d* > 0 potom T je e-ASSD neeficientné.
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4.3. e-ASSD EFICIENCIA PORTFOLIA 4. KVANTILOVY PRISTUP

Doékaz. Ak je d* > 0 potom existuje pripustné rieSenie A tejto ulohy, ktoré splnuje

N
Z A[CVaR,, (—7'T) — CVaR,, (—r,) +¢] >0,  pre vietky o, € T

n=1

pricom aspon jedna nerovnost je ostra. Pre toto A plati

N
Z ACVaR,, (—7,) < e+ CVaR,, (—r'7), pre vsetky aj € T’

n=1

pricom aspon jedna nerovnost je ostra. Z konvexity CVaR plati
N
CVaR,, (—1'A) < Z M CVaRy, (—17,), pre vsetky ay, € T
n=1

Spojenim poslednych dvoch nerovnosti dostavame
CVaR,, (—1'A) — CVaR,, (—r'T) <e,  pre vietky o, € T

pricom aspoii jedna nerovnost je ostrd. PouZitim Vety 4.2.2. dostdvame, Ze ' A e-ASSD
dominuje 7’7 a zbytok dokazu plynie z definicie. O]

Podobne ako v SSD pripade moze byt portfélio 7 e-ASSD neeficientné, aj ked’ v tlohe
z predoslej vety nie je Ziadne pripustné riesenie, alebo ked d* = 0. Ak d* = 0 potom je to
jeden z dvoch pripadov :

1. Riesenie A* = 7 je jediné. V tomto pripade je 7 e-ASSD eficientné.

2. Uloha m4 optimélne riesenie A* # 7. V tomto pripade je 7 e-ASSD neeficientné
a ' A* e-ASSD dominuje /7 a naviac A* je eficientné portfélio.

Pripad, ked d* = 0, A* # 7 a T je e-ASSD eficientné je v rozpore s predpokladom
linedrnej nezavislosti stlpcov matice X.

Ak tloha vo Vete 4.3.2 nemd pripustné riesenie mozeme vyuzit nasledovnd nutni
a postacujucu podmienku e-ASSD eficiencie.

Veta 4.3.3. Nech o, €1 a

71
D) = g, 2P
k=0
s.t. CVaR,, (—r'T) — b — l Emax(—r'A —b;,0)+e > Dy, k=0,1,..T-1
—
D, > 0, k=01.T—1
A e A
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4.3. e-ASSD EFICIENCIA PORTFOLIA 4. KVANTILOVY PRISTUP

Ak je D*(1) > 0 potom T je e-ASSD neeficientné a v'A* e-ASSD dominugje r'T.
Inak D* =0 a T je e-ASSD eficientné.

Dokaz. Nech A", b7,k =0,1,...,T — 1 je optimélne rieSenie tlohy zo znenia vety.
Ak D*(7) > 0, potom
b + ﬁEmaX(—r’)\* —0;,0) — CVaR,, (—r'T) <e, prevsetky o, € T

pricom aspon jedna z nerovnosti je ostra. Z alternativnej definicie pre CVaR plati

1
CVaR,, (—7'A") = max {bk + 7

Emax(—r'\* — b, 0)}

spojenim dostaneme
CVaR,, (—7'X") — CVaR,, (—r'T) <e, prevsetky oy, € T’

pricom aspon jedna z nerovnosti je ostra. Z toho priamo plynie, ze ' A* e-ASSD dominuje
r'T a T je e-ASSD neeficientné.

Ak D*(t) = 0, potom ma uloha jediné optimalne riesenie A* = 7. Ak by mala
iné optimalne riesenie, dostali by sme spor s linedrnou nezavislostou stfpcov matice X.
Nakoniec si staci uvedomit, ze D*(7) nemoze byt zdporné, pretoze 7 je vzdy pripustnym
rieSenim. O

Nelinearnu tlohu linedrneho programovania sa pokusime tak ako v Kopa and Chovanec
(2008) prepisat na ulohu linedrneho programovania pouzitim definicie CVaR ako tlohy
linearneho programovania zo zaciatku kapitoly 4.2.

T
D*(T7) = max D
( ) Dk,)\n,bk,w}tcg F
1 T
s.t. CV&R@(—T,T>+€—bk—TZ(A}Z > _Dk, k‘:071,...,T
T O
wh > —x'A—b, t,k=0,1,..,T
wh >0, t,k=0,1,...,T
D, > 0, k=0,1,..,T
A e A

Ziskali sme kritérium e-ASSD eficiencie pomocou tulohy linearneho programovania
vyuzitim kvantilového pristupu.
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Kapitola 5

Analyza ¢

V pristupoch ASD a e-ASD m4d ¢ iny vyznam. Je preto velmi dolezite zdoraznit, Ze sa
nejedna o to iste €.

5.1 Porovnanie ASD a s-ASD

V pristupe Leshno and Levy (2002) preznacime ¢ na X% je definované e € (0,0.5) ako
pomer ploch, tak ako je to uvedené v kapitole 2.1 a 2.2. Pripomenme, ze v pripade, ze
volnost zakazeme, t.j. e** = 0, dostdvame z AFSD reldciu FSD a z ASSD reldciu SSD.
el mozeme interpretovat ako pomer plochy, ktort sme ochotni obetovat.

Definicia 5.1.1. Nech 0 < ¢ < 0,5 a nech F a G si dve kumulativne distribucné
funkcie dvoch réznych ndhodnyjch velicin X a Y, potom X dominuje Y na zdklade netplnej

stochastickej dominancie 2. rddu (ASSD alebo SSD*), ak

/|G )| dp < - / G(z) — F(2)] da

a stcasne
Ep(X) = Eg(Y)

Clanok Levy et al. (2010) uvadza pokusy, ktorymi sa autori pokisali urcit hodnotu e~
experimentalne tak, aby reprezentovala skutocnost. V pripade AFSD dospeli k hodnote
el = 0.059 a v pripade ASSD k hodnote e* = 0.032. V pripade ASSD pouzili nasledovny
postup. Dotazovanému ponikli na vyber z dvoch investicii.

Tabulka 5.1: Pontknuté portfélia

Investicia A Investicia B
Pravdepodobnost ~ Zisk Pravdepodobnost ~ Zisk
1/3 $125 1/3 $100
1/3 $150 1/3 $200
1/3 $2 1/3 $300
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5.1. POROVNANIE ASD A e-ASD 5. ANALYZA ¢

Lahko sa overi, Ze ani investicia A nedominuje B a ani investicia B nedominuje A
vzhladom k SSD. Respondent mal ur¢it minimélnu hodnotu z tak, aby investiciu A
preferoval pred investiciou B. Autori uvadzaju, ze 2.5 % respondentov z celkového poctu
196 studentov zvolilo z = $1000, ¢o bola zaroven najvyssia hodnota, ktora sa objavila.
Hodnota et = 0.032 je urcend pre z = $1000.

Autori Lizyayev and Ruszczytiski (2012) k € pristupujui inak. Budeme preto pouzivat
oznacenie /. V tomto pripade sa £“f interpretuje ako najmensia hodnota, ktord je
potrebné pridat k X, aby dominovalo nad Y.

Definicia 5.1.2. Nech F' a G su dve distribucné funkcie dvoch roznych nahodnijch velicin
X a Y, potom X dominuje Y na zdklade e“7-ASSD ak

/ F(t) — Go)]dt < X7 o

—00

Prva vec ¢o rozlisuje uvedené definicie, je sposob akym k e pristupuji. V definicii LL
sledujeme plochu medzi distribuénymi funkciami ako celok. Této plocha sa ako keby s e&-
porovndva len raz. Pricom v pristupe LR prebieha porovnanie pre kazdé z. Aj ked v LR
pripade nie si Ziadne obmedzenia na /¥, v beznych podmienkach by sme zdpornym %
dosiahli v istom zmysle silnejsiu dominaniciu ako je SSD.

Veta 5.1.3. Nech sy definované v kapitole 2.2 je suvisly interval, t.j. nech ss = |a,b] tak,
e —00 < a < b < o0o. Potom bud X dominuje Y na zdklade SSD alebo

xT

argmaz, g /[F(t) — G(t)]dt = b.

Dokaz. Pre x > b rozpiseme
/ (F(t) — G()] dt = / () — G()] dt + / () — G()] dt + / (F(t) — G(t)] dt.

Prvy a treti integral na pravej strane si nekladné a druhy integral je nezdporny. Odtial
priamo plynie, ze funkcia nenadobiida maxima pre x > b.

Na intervale (—oo,a) je funkcia nekladnd. Ak tu nadobuda maxima, spliiuje potom
podmienku LR-ASSD dominancie pre € = 0.

Funkcia je na [a, b] rastica, preto ak tu nadobtida maxima musi to byt pre hornu
hranicu intervalu, t.j. bod b. O
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5.1. POROVNANIE ASD A e-ASD 5. ANALYZA ¢

Nech X nedominuje Y na zdklade SSD. Nech TX* je mnoZina vsetkych L, pre ktoré
X dominuje Y na zdklade LL-ASSD. Nech d’alej T je mnozina vsetkych %%, pre ktoré
X dominuje Y na zaklade LR-ASSD.

Oznaéme eMLL = min e.
eeYLL

Podobne eMLft — min e.
eeYTLR

Potom z Vety 5.0.3 za platnosti jej predpokladov:

/[F(t) —G(t)]dt + /[F(t) — G(t)]dt = MEE,

—00

M

Druhy integral na lavej strane vyjadrime z definicie e** a dosadime

a

/[F(t) — G(t)]dt + aMLL/ |F(t) — G(t)| dt = MER,

—00

Uvedeny vztah ukazuje stvislost medzi jednotlivymi e z oboch pristupov.
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Kapitola 6
Aplikacia

V tejto kapitole budeme sktimat vplyv € na redlnych datach. V teste eficiencie portfélia
vzhladom k e-ASSD, ktory vyuziva kvantilovy pristup, t.j. test odvodeny v kapitole 4.3.
Ako testované portfélio pouzijeme trzné portfélio na Americkej burze cennych papierov.
Testovat budeme voci portféliam, ktoré sa daji vytvorit kombindciou ostatnych aktiv.

Pouzijeme mesa¢né nadvynosy z 10 roznych reprezentativnych aktiv pre 10 priemy-
selnych odvetvi v obdobi 7/1926 do 6/2007 a bezrizikovi tirokovii mieru ako jedendste
dostupné aktivum na trhu. Nadvynos je vynos nad droviiou bezrizikovej urokovej miery.
To znamena, ze nadvynos bezrizikovej urokovej miery je nula v kazdom obdobi. Medzi
spominané aktiva patria odvetvia, ktoré produkuji netrvanlivé produkty (NoDur), pro-
dukty dlhodobej spotreby (Durbl), spracovatelsky priemysel (Manuf), energetika (Engry),
Hi Tech produkty (HiTec), telekomunikécie (Telem), obchody (Shops), zdravotna starost-
livost (Hlth), verejnoprospesné sluzby (Utils) a d'alsie kategérie (Other).

Trzné portfélio vzniklo ako vazeny priemer z cennych papierov NYSE, AMEX
a NASDAQ. Nadvynosy priemyselnych odvetvi si zalozené na priemyselnej klasifikacii
podla stvormiestneho kédu SIC. Déta st volne pristupné v internetovej kniznici French
(2012). Nasledujtica tabulka uvddza zékladné statistiky nadvynosov.
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6. APLIKACIA

Tabulka 6.1: Zakladné vlastnosti dat

’ Odvetvie H Priemer \ Sm. odchylka \ Median \ Minimum \ Maximum ‘

| Trzné [ 065 | 5.42 | 097 | —29.04 | 3827 |

NoDur 0.69 4.70 0.82 —24.51 34.31
Durbl 0.82 7.62 0.72 —34.81 79.61
Manuf 0.75 6.34 1.07 —29.83 57.30
Enrgy 0.79 5.97 0.61 —26.01 33.47
HiTec 0.80 7.46 0.98 —33.86 53.33
Telcm 0.57 4.60 0.73 —21.59 28.13
Shops 0.69 5.91 0.69 —30.21 36.95
Hith 0.79 5.79 0.75 —34.80 38.56
Utils 0.61 5.69 0.77 —32.99 43.13
Other 0.66 6.45 0.98 —30.06 58.71

Zvolili sme casovy horizont 10 rokov, ¢o predstavuje 120 scenarov. Pri vypoctoch sme
pouzili metédu posuvného okna s uvazovanou sirkou 10 rokov a posunom vzdy o 1 rok,
t.j. 12 scenarov.

Vypocty prebiehali v programe GAMS22.6 pouzitim balicka Cplex, ktory je zamerany
na riesenie uloh linearneho programovania. Pri vypocte sme pouzivali poc¢ita¢ s procesorom

Intel Core 2 Duo s frekvenciou 2,26 GHz a 4 GB RAM.

Zameriame sa hlavne na ¢asovy interval 7/1997 az 6/2007. Nasledovné tabulky uvddza-
ju rozdelenie vyslednych dominujicich portfélii pre rézne hodnoty €. Hodnotu tcelove;j
funkcie oznac¢me D*(T).

Tabulka 6.2: Optimdlne portfélia vzhladom k ¢ od 0.00 po 0.04

=000 [e=0.01 |e=002 [¢=0.03 [e=0.04 |

NoDur 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Durbl 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Manuf 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy 0.27 0.26 0.25 0.25 0.24
HiTec 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Telcm 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Shops 0.10 0.10 0.09 0.09 0.09
Hlth 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
Utils 0.15 0.15 0.15 0.14 0.14
Other 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
RiskFree |  0.47 0.48 0.49 0.51 0.52

| D*(r) [ 27748 | 28259 | 287.71 | 29283 | 297.94 |
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6. APLIKACIA

Tabulka 6.3: Optiméalne portfélia vzhladom k £ od 0.05 po 0.45

| =005 [e=015 [e=025 [e=035 [e=045 |

NoDur 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Durbl 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Manuf 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy 0.24 0.18 0.12 0.06 0.00
HiTec 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Telcm 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Shops 0.09 0.07 0.04 0.02 0.00
Hlth 0.01 0.01 0.01 0.00 0.00
Utils 0.14 0.10 0.07 0.03 0.00
Other 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
RiskFree | 0.52 0.65 0.76 0.88 1.00

| D*(r) [ 30306 | 35421 | 40537 | 456.52 | 507.67 |

Trzné portfélio US je ASSD neeficientné, pretoze D*(7) > 0. Z tabuliek jasne vidiet,
ze s rasticim e podiel bezrizikového aktiva v dominujicom portféliu rastie. Ide o plynule
prestivanie, nepozoruje- me ziadne velké skoky. Vysledok to nie je vobec prekvapivy,
pretoze bezrizikové aktivum mé zo vSetkych aktiv najmensi rozptyl. Pre ¢ = 0, t.j.
v pripade SSD, je to 47 % a postupne rastie az na hodnotu takmer 100 % pre € = 0.45.

Rovnaky jav pozorujeme aj v inych obdobiach a dd sa predpokladat, Ze vzdy, ked bude
medzi aktivami aj bezrizikové aktivum bude jeho zastipenie v optimalnom portféliu rast
s rastticim €. Preto je zaujimave pozriet sa ako sa chovd optimdlne portfélio v pripade,
kedy bezrizikové aktivum nie je medzi moznymi aktivami. Nasledovna tabulka ukazuje
vysledky v pripade vynechania bezrizikového aktiva.
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6. APLIKACIA

Tabulka 6.4: Optiméalne portfélia bez bezrizikového aktiva : roky 97-07

| | e=000 [e=0.05 |e=015 |[¢=025 [e=035 |e=045 |

NoDur 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15
Durbl 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Manuf 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12
HiTec 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Telcm 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Shops 0.22 0.22 0.22 0.22 0.22 0.22
Hlth 0.24 0.24 0.24 0.24 0.24 0.24
Utils 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27
Other 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

| D*(r) | 17043 | 17643 | 18843 | 20043 [ 21243 | 22443 |

Opét plati, ze trzné portfélio US je ASSD neeficientné, pretoze D*(7) > 0. V tomto
pripade optimdlne portfélio dominuje vsetky ostatné portfélia aj pre € = 0.45. To moze
napovedat, Ze k paradoxnym situdcidm nedochddza tak ¢asto. V skutocnosti pri kontrolo-
vani jednotlivych obdobi je to asi polovica pripadov, v ktorych zmena £ meni optimalne

rozlozenie portfélia. Pozrime sa, eSte na zmeny portfélia v takomto pripade (jednd sa
o obdobie 7/1987 az 6/1997).

Tabulka 6.5: Optiméalne portfélia bez bezrizikového aktiva : roky 87-97 (I.)

| |£=000 |e=0.05 [e=015 [e=025 | =035 |e=045 |

NoDur || 0.34 0.28 0.14 0.13 0.13 0.13
Durbl [ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Manuf | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy | 0.16 0.17 0.19 0.19 0.19 0.19
HiTec | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Telem | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Shops 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Hlth 0.11 0.09 0.03 0.03 0.03 0.03
Utils 0.38 0.47 0.64 0.65 0.65 0.65
Other 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
| D*(r) | 8149 | 9558 | 11456 | 126.56 | 13856 | 150.56 |

Opit plati, Ze trzné portfélio US je ASSD neeficientné, pretoze D*(7) > 0. V tomto
pripade vSak pozorujme zatial najvyraznejsie zmeny, ktoré sa véak odohravaji len pre men-
sie hodnoty €. Od hodnoty ¢ = 0.15 sa uz portfolio stabilizuje a nemeni sa. Pozrime sa
eSte na jemnejsie hodnoty e.
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6. APLIKACIA

Tabulka 6.6: Optiméalne portfélia bez bezrizikového aktiva : roky 87-97 (II.)

| | £=000 [e=0.01 |e=002 [¢=003 [e=0.04 |£=0.05 |

NoDur | 0.34 0.33 0.32 0.31 0.30 0.28
Durbl || 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Manuf | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy | 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.17
HiTec | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Telem | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Shops 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Hlth 0.11 0.11 0.10 0.10 0.09 0.09
Utils 0.38 0.40 0.42 0.44 0.45 0.47
Other 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
| D*(r) | 8149 | 8455 | 8751 | 9031 [ 9301 | 9558 |

Zatial ¢o pomer niektorych aktiv zostdva takmer nezmeneny alebo sa men{ len minimé-
Ine (napr. Enrgy, Hlth), zastipenie inych sa relativne rychlo meni. Aktivum NoDur
relativne rychlo straca svoje zastipenie na ukor aktiva Utils, ktoré silno posiliuje svoje
zastipenie. Vyvoj podobne pokracuje aj pre d’alsie hodnoty e.

Tabulka 6.7: Optiméalne portfélia bez bezrizikového aktiva : roky 87-97 (III.)

| |£=006 |e=0.07 [e=008 [£=0.09 =010 |e=0.11 |

NoDur 0.26 0.25 0.23 0.22 0.21 0.20
Durbl 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Manuf 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy 0.17 0.18 0.18 0.18 0.18 0.18
HiTec 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Telcm 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Shops 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Hlth 0.08 0.08 0.07 0.06 0.06 0.06
Utils 0.48 0.50 0.52 0.54 0.55 0.57
Other 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

| D*(r) || 98.00 [ 100.33 | 105.81 | 104.64 | 106.60 | 108.44 |
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali netiplnou stochastickou dominanciou, optimalitou a eficien-
ciou vzhladom k tejto dominancii na mnozine vietkych moznych portfélif, ktoré sa daji
zlozit z dostupnych aktiv. Pokusali sme sa uplatnit myslienky stochastickej dominancie
druhého rddu do teodrie netplnej stochastickej dominancie.

V prvej kapitole sme si zaviedli zékladné pojmy z tedrie uzitku, uzitkovych funkeii
a stochastickych dominancii 1. a 2. radu.

V druhej kapitole sme sa venovali neuplnej stochastickej dominancii 1. a 2. radu.
Ukéazali sme motivaciu jej zavedenia a zdkladné vlastnosti. Upravili sme Postov test, aby
korespondoval s tedriou netiplnej stochastickej dominancie 1. radu.

V tretej kapitole sme definovali alternativnu neuplni stochasticki dominanciu tak,
ako ju navrhli Lizyayev and Ruszczynski (2012). Predstavili sme ich zdkladné myslienky
aj ich tlohy hladajice portfélio, ktoré ma maximalny vynos za predpokladu, Ze dominuje
dany benchmark.

Stvrta kapitola bola jednou z hlavnych ¢asti tejto prace. Upravili sme v nej kvantilovy
pristup k eficiencii portfélia vzhladom k SSD, ktory predstavili Kopa and Chovanec (2008).
Ukazali sme, ze tedria z tretej kapitoly sa v nej prejavi len malou zmenou. Aby sme to vsak
mohli uplatnit museli sme dokézat analogické tvrdenia ako Kopa and Chovanec (2008).
V zavere kapitoly tak mame tlohu linedrneho programovania, pomocou ktorej dokédzeme
urcovat eficienciu portfélia vzhladom k e-ASSD.

V piatej kapitole sme sa viac venovali rozdielom v pristupoch zavedenia dvoch réznych
netplnych stochastickych dominancii. Vyjadrili sme tiez vztah medzi epsilénmi z jednotli-
vych pristupov za Specialnych podmienok.

V poslednej kapitole sme aplikovali odvodeny kvantilovy postup na redlnych datach.
V ziadnom z pristupov sa nami testované trzné portfélio americkej burzy neukazalo ako
e-ASSD eficientné. Priklady tiez ukazali, ze nas pristup preferuje bezrizikové aktiva. Nasli
sme aj pripad, ked sa optimalne portfélio nemenilo pre nami testované hodnoty e. Tieto
vysledky ndm davaju predstavu ako optimélne portfélio reaguje na zmenu €.
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