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Úvod

Laplaceova transformace pat°í mezi nejvýznamn¥j²í integrální transformace a spo-
le£n¥ s Fourierovou transformací tvo°í silné a b¥ºn¥ uºívané výpo£etní prost°edky
v oblasti matematiky, fyziky £i inºenýrství. V této práci si p°iblíºíme Laplaceovu
transformaci a p°edvedeme její aplikaci na oby£ejné diferenciální rovnice. Nejprve
se ale podívejme na integrální transformace obecn¥.

Integrální transformaci funkce f(t) de�novanou na a ≤ t ≤ b budeme zna£it
I(f(t)) a de�novat p°edpisem

I(f(t)) =
∫ b

a

K(t, s)f(t) dt,

kde K(t, s), daná funkce dvou prom¥nných, se nazývá jádro transformace. Ta-
to de�nice m·ºe být je²t¥ roz²í°ena pro vektorové prom¥nné. R·zné integrální
transformace jsou vytvá°eny r·znými volbami jádra a krajních mezí intervalu,
p°es který integrujeme. Kup°íkladu pro Fourierovu transformaci za jádro volíme

KF(t, s) =
e−ist

√
2π

a integrujeme p°es celou reálnou osu, pro Laplaceovu transfor-

maci za jádro volíme funkci KL(t, s) = e−st a integrujeme p°es kladnou poloosu.
V této práci nás tedy budou zajímat integrály typu∫ ∞

0

e−stf(t) dt.

Laplaceova transformace pat°í mezi historicky první integrální transformace.
Mezi první matematiky zkoumajícími integrální transformace pat°ili A. L. Cau-
chy, S. D. Poisson £i J. L. Lagrange - nicmén¥ byl to práv¥ francouzský matematik
Pierre Simon Laplace, kdo p°edstavil Laplaceovu transformaci p°ibliºn¥ v 80. le-
tech 18. století a ve své knize La Théorie Analytique des Probabilites, 1812 ji pak
zmínil v£etn¥ n¥kolika základních výsledk·. Zásluhu na vyuºívání integrálních
transformací pak má je²t¥ britský matematik Oliver Heaviside, který Laplaceo-
vu transformaci velmi zpopularizoval p°i °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic
v elektrických obvodech a systémech. Velké mnoºství informací o integrálních
transformacích je moºné najít v knize D. Bhatty a L. Debnatha [2].

Pro pochopení práce sta£í základní znalosti z oblasti reálné a komplexní analý-
zy a základy teorie míry. Nejd·leºit¥j²í pojmy je²t¥ zopakujeme v první kapitole.
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1. De�nice a zna£ení

Za£neme sérií de�nic vedoucích k pojmu tzv. obecného Lebesgueova integrálu.

De�nice. �ekneme, ºe funkce s je jednoduchá, existují-li £ísla α1, . . . , αn ∈ R
a m¥°itelné mnoºiny M1, . . . ,Mn takové, ºe

s =
n∑

i=1

αiχMi

kde χA zna£í charakteristickou funkci mnoºiny A.

De�nice. Bu¤te M,M1, . . . ,Mn m¥°itelné mnoºiny, s jednoduchá funkce daná
p°edpisem s =

∑n
i=1 αiχMi

, kde α1, . . . , αn ∈ R. Lebesgue·v integrál jednoduché
funkce de�nujeme p°edpisem∫

M

s =
n∑

i=1

αiλ(M ∩Mi),

kde λ(A) zna£í Lebesgueovu míru mnoºiny A. Dále bu¤ f nezáporná m¥°itelná
funkce na M , pak de�nujeme∫

M

f = sup{
∫
M

s, 0 ≤ s ≤ f , s jednoduchá}.

Nakonec pro f m¥°itelnou funkci na M de�nujeme∫
M

f =

∫
M

f+ −
∫
M

f−,

pokud je alespo¬ jeden integrál na pravé stran¥ kone£ný. Zde ozna£ujeme

f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.

Jiný p°ístup k de�nici obecného Lebesgueova integrálu je moºné najít nap°í-
klad v J. Malý [5], kde je k dispozici rozsáhlej²í teorie. V tomto textu se jí dále
zabývat nebudeme. Pro ú£el Laplaceovy transformace se slu²í dodat, ºe pokud je
mnoºinou M interval (a, b), integrál se obvykle zapisuje ve tvaru∫ b

a

f(t) dt.

Dal²í podstatnou vlastností je absolutní konvergence Lebesgueova integrálu. Ta
p°edstavuje jisté omezení - zmíníme se o n¥m pozd¥ji.

De�nice. �ekneme, ºe funkce f je na mnoºin¥ E z t°ídy Lp(E), pokud pro
p ∈ [1,∞) platí ∫

E

|f(t)|p dt <∞.

�ekneme, ºe funkce f je na mnoºin¥ E z t°ídy Lp
loc(E), pokud pro p ∈ [1,∞)

a kaºdou kompaktní mnoºinu K ⊆ E platí∫
K

|f(t)|p dt <∞.

3



Poznámka. V d·sledku na²ich pot°eb v této práci budeme Lp([0,∞)) zkracovat
na Lp a obdobn¥ Lp

loc([0,∞)) na Lp
loc

De�nice. Nech´ jsou f, g ∈ L1
loc. Jejich konvolucí (f ∗ g) budeme rozum¥t

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t− τ) g(τ) dτ.

Zna£ení. Pro komplexní £íslo z zavedeme zna£ení z = Re(z)+i Im(z), kde Re(z)
zna£í reálnou a Im(z) imaginární £ást £ísla z.

De�nice. Je-li komplexnímu £íslu z = x + iy, x, y ∈ R p°i°azeno n¥jakým
p°edpisem f nejvý²e jedno komplexní £íslo w = u + iv, u, v ∈ R °ekneme, ºe f
je komplexní funkcí komplexní prom¥nné z a pí²eme

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

De�nice. �ekneme, ºe f :R −→ C je komplexní funkce reálné prom¥nné a pí-
²eme

f(t) = Re(f) + i Im(f).

Dále se f nazývá m¥°itelná, pokud jsou funkce Re(f), Im(f) m¥°itelné. Nech´ je
M ⊂ R m¥°itelná mnoºina a f komplexní m¥°itelná funkce naM . Pak Lebesgue·v
integrál komplexní funkce reálné prom¥nné de�nujeme vztahem∫

M

f =

∫
M

Re(f) + i

∫
M

Im(f).
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2. Laplaceova transformace

De�nice. De�nujme mnoºinu

L1
+ =

{
f : [0,∞) → C m¥°itelná: ∃c ∈ R :

∫ ∞

0

e−ct|f(t)| dt <∞
}
.

Dále pro f m¥°itelnou de�nujme abscisu konvergence

cf = inf
{
c ∈ R;

∫ ∞

0

e−ct|f(t)| dt <∞
}
.

Tedy f ∈ L1
+ pokud cf ̸= ∞.

Poznámka. Z°ejm¥ L1 ⊂ L1
+ ⊂ L1

loc. Navíc 1 ∈ L1
+, 1 /∈ L1 a et

2 ∈ L1
loc, e

t2 /∈ L1
+.

De�nice. Nech´ je funkce f ∈ L1
+, pak její Laplaceovou transformací rozumíme

funkci F , D(F ) = {s ∈ C,Re(s) > cf}, de�novanou p°edpisem

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t) dt. (1)

Zna£ení. Integrál z rovnice (1) budeme nazývat Laplace·v integrál, funkci f
p°edm¥tem a funkci F obrazem. Laplaceovu transformaci budeme zna£it symbo-
lem L, tedy

L(f)(s) = F (s).

Poznámka.

1. V na²em pojetí je tedy Laplaceova transformace zobrazení z mnoºiny funkcí
kladné reálné prom¥nné (typicky budeme zna£it t) do mnoºiny funkcí kom-
plexní prom¥nné (typicky budeme zna£it s). Jedním z cíl· této kapitoly je
jejich bliº²í speci�kace.

2. Pro zp°ehledn¥ní budeme dále vynechávat argument s v zápisu L(f)(s),
nebo naopak doplníme - z logického hlediska nesmyslný - argument funkce f
v p°ípad¥, ºe toto bude návodn¥j²í (nap°. L(t) = 1

s2
, odvodíme pozd¥ji).

Poznámka. Absolutní hodnota funkce f v de�nici mnoºiny L1
+ a abscisy kon-

vergence je nutná pouze pro komplexní funkce. Pokud se bude jednat o funkce
reálné, m·ºeme vzhledem k absolutní konvergenci Lebesgueova integrálu uvaºo-
vat i vzorec bez ní. Absolutní konvergence Lebesgueova integrálu totiº znamená,
ºe ∫ ∞

0

e−ctf(t) dt <∞ ⇐⇒
∫ ∞

0

|e−ctf(t)| dt <∞.

Tento vztah nás limituje nap°íklad pro funkci

f(t) =

{
e

1
2
et

2

, 0 ≤ t < log log 3

(−1)ne
1
2
et

2

, log log n ≤ t < log log(n+ 1)

jejíº "abscisa neabsolutní konvergence" je cf = −∞ a "abscisa absolutní konver-
gence" je c|f | = ∞. Jelikoº pracujeme s Lebesgueovým integrálem, platí f /∈ L1

+.
Absolutnost konvergence integrál· budeme dále jen ti²e p°edpokládat. Tato ekvi-
valence neplatí nap°íklad pro zobecn¥ný Riemann·v integrál, který má v²ak jiné
nedostatky.
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2.1 Vlastnosti Laplaceovy transformace

2.1.1 Konvergence

V¥ta 2.1.1. Laplaceova transformace funkce f je (absolutn¥) konvergentní v celé
polorovin¥ Re(s) > cf .

D·kaz. Zvolme libovolné s ∈ C takové, ºe Re(s) > cf . K n¥mu najd¥me ε > 0,
aby Re(s) > cf + ε. Pak∫ ∞

0

|e−stf(t)| dt =
∫ ∞

0

e−Re(s)t|f(t)| dt ≤
∫ ∞

0

e−(cf+ε)t|f(t)| dt <∞.

P°estoºe je tato v¥ta d·leºitá, stále nám nedává ºádnou informaci o tom, jaké
funkce pat°í do mnoºiny L1

+. Jednou takovou skupinou jsou tzv. exponenciáln¥
omezené funkce.

V¥ta 2.1.2. Nech´ je f ∈ L1
loc a existují konstanty α ∈ R a M ≥ 0 takové, ºe

pro n¥jaké t0 > 0 platí

|f(t)| ≤Meαt, pro skoro v²echna t > t0.

Pak f ∈ L1
+ a pro její abscisu konvergence platí cf ≤ α0, kde

α0 = inf{α ∈ R, ∃M ≥ 0 : |f(t)| ≤Meαt, pro skoro v²echna t > t0}.

D·kaz. Vezm¥me α, M, t0 ze zadání v¥ty a libovolné s ∈ C, aby Re(s) > α.
BÚNO m·ºeme p°edpokládat |f(t)| ≤Meαt pro v²echna t > t0. Pak∫ ∞

0

|e−stf(t)| dt =
∫ ∞

0

e−Re(s)t|f(t)| dt

=

∫ t0

0

e−Re(s)t|f(t)| dt+
∫ ∞

t0

e−Re(s)t|f(t)| dt.

První integrál konverguje, nebo´ f ∈ L1
loc, [0, t0] je kompakt a∫ t0

0

e−Re(s)t|f(t)| dt ≤ C

∫ t0

0

|f(t)| dt <∞,

kde C ≤ e−Re(s)t pro t ∈ [0, t0]. Pro druhý integrál platí∫ ∞

t0

e−Re(s)t|f(t)| dt ≤M

∫ ∞

t0

e(α−Re(s))t dt

=M lim
τ→∞

[
e(α−Re(s))t

α− Re(s)

]τ
t0

=M lim
τ→∞

(
e(α−Re(s))t0

Re(s)− α
− e(α−Re(s))t

Re(s)− α

)
=
Me(α−Re(s))t0

Re(s)− α
<∞.

Celkov¥ tedy máme (absolutní) konvergenci na mnoºin¥ {s ∈ C, Re(s) > α}.
Platnost tvrzení o abscise konvergence je pak jasná z de�nic.
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P°íklad. Uvaºujme funkci f(t) = 2tet
2
cos(et

2
). Pak f ∈ L1

+, ale není exponenci-
áln¥ omezená:
Je z°ejmé, ºe f není exponenciáln¥ omezená. Dále máme

L(f) =
∫ ∞

0

2te−stet
2

cos(et
2

) dt

= − sin(1) + s

∫ ∞

0

e−st sin(et
2

) dt

= − sin(1) + sL
(
sin(et

2

)
)
,

kde jsme pouºili integraci per-partes. Funkce sin(et
2
) je exponenciáln¥ omezená

(α0 = 0), tedy je prvkem mnoºiny L1
+ a L(f) konverguje pro n¥jaká s ∈ C.

Tento p°íklad ilustruje, ºe exponenciální omezenost je posta£ující, nikoli nut-
nou podmínkou existence Laplaceovy transformace.

2.1.2 Základní vlastnosti

V¥ta 2.1.3. Nech´ f1, f2 ∈ L1
+ a nech´ α, β ∈ C. Pak existuje L(αf1 + βf2) pro

Re(s) > max{cf1 , cf2} a platí

L(αf1 + βf2) = αL(f1) + βL(f2).

D·kaz. Plyne okamºit¥ z de�nice Laplaceovy transformace a linearity integrálu.

V¥ta 2.1.4. Nech´ F (s) = L(f). Pak F (s− a) = L(eatf(t)) pro a ∈ R. Abscisa
konvergence funkce g = eatf(t) je cg = cf + a.

D·kaz. Po£ítejme

F (s− a) =

∫ ∞

0

e−(s−a)tf(t) dt =

∫ ∞

0

e−steatf(t) dt = L(eatf(t)).

Dále vezm¥me c > cf + a a de�nujme d = c− a > cf . Pak∫ ∞

0

e−cteatf(t) dt =

∫ ∞

0

e−(c−a)tf(t) dt =

∫ ∞

0

e−dtf(t) dt <∞,

tedy cg ≤ cf + a. Naopak nech´ c < cf + a a d = c− a < cf . Pak∫ ∞

0

e−cteatf(t) dt =

∫ ∞

0

e−(c−a)tf(t) dt =

∫ ∞

0

e−dtf(t) dt = ∞,

jinak by vznikl spor s abscisou konvergence cf . Tedy cg = cf + a.

V¥ta 2.1.5. Nech´ F (s) = L(f) a nech´ a > 0. Pak

L(f(at)) = 1

a
F (

s

a
),

a abscisa konvergence funkce fa(t) = f(at) je cfa = acf .
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D·kaz. Po£ítejme

L(f(at)) =
∫ ∞

0

e−stf(at) dt =
1

a

∫ ∞

0

e−
s
a
atf(at) a dt =

1

a

∫ ∞

0

e−
s
a
τf(τ) dτ.

Zde jsme pouºili substituci τ = at. Výraz za poslední rovností je poºadova-
ný výsledek. D·kaz tvrzení o abscise konvergence se provede analogicky d·kazu
v p°edchozí v¥t¥.

Poznámka. P°edchozí dv¥ v¥ty mohou být snadno roz²í°eny a shrnuty do násle-
dujícího tvrzení. Pro c > 0 a d ∈ C platí

F (cs+ d) =
1

c
L
(
e−

d
c
t f(

t

c
)

)
.

Abscisa konvergence funkce g(t) = e−
d
c
t f( t

c
) je cg =

cf − Re(d)

c
.

D·kaz tvrzení pouze kopíruje p°edchozí dva a proto ho nebudeme uvád¥t.
Najít ho lze nap°íklad v knize G. Doetsche [3, str. 86].

V¥ta 2.1.6. Pro f ∈ L1
+ de�nujme funkci f1 následujícím p°edpisem:

f1(t) =

{
f(at− b), at− b ≥ 0

0, at− b < 0

Pak pro a > 0 je f1 ∈ L1
+. Pokud b ≥ 0, platí

L(f1)(s) =
1

a
e−

b
a
sL(f)(s

a
),

a v p°ípad¥ b < 0 platí

L(f1)(s) =
1

a
e−

b
a
s

(
L(f)(s

a
)−

∫ −b

0

e−
s
a
tf(t) dt

)
.

Funkce L(f1) jsou konvergentní pro Re(s) > acf , kde cf je abscisa konvergence
funkce f .

D·kaz. I tento d·kaz je obdobný p°edchozím dv¥ma, proto uvedeme pouze hlavní
kroky a detaily necháme na £tená°i. Po£ítejme:

L(f1) =
∫ ∞

0

e−stf(at− b) dt =
1

a
e−

b
a
s

∫ ∞

−b

e−
s
a
tf(t) dt

Nyní odli²íme dva p°íklady ze zn¥ní v¥ty. Nejprve pro b ≥ 0 máme

L(f1) =
1

a
e−

b
a
s

∫ ∞

0

e−
s
a
tf(t) dt =

1

a
e−

b
a
sL(f)(s

a
),

v opa£ném p°ípad¥ pak

L(f1) =
1

a
e−

b
a
s

(∫ ∞

0

e−
s
a
tf(t) dt−

∫ −b

0

e−
s
a
tf(t) dt

)
=

1

a
e−

b
a
s

(
L(f)(s

a
)−

∫ −b

0

e−
s
a
tf(t) dt

)
.
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Velmi d·leºitou vlastností Laplaceovy transformace je p°evod konvoluce na
sou£in. Tuto vlastnost oceníme pozd¥ji p°i °e²ení oby£ejných diferenciálních rov-
nic s nenulovou pravou stranou.

V¥ta 2.1.7. Nech´ mají f, g ∈ L1
+ abscisu konvergence c. Pak pro Re(s) ≥ c

platí
L(f ∗ g) = L(f) · L(g).

D·kaz. Za£n¥me s pravou stranou rovnice

L(f) · L(g) =
(∫ ∞

0

e−sτf(τ) dτ

)(∫ ∞

0

e−sσg(σ) dσ

)
=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−s(τ+σ)f(τ) g(σ) dσ

)
dτ.

Substituujme nyní t = τ + σ a v²imn¥me si, ºe τ je ve vnit°ním integrálu pevné
(a tedy dσ = dt). Pokud dále de�nujeme g(t) = 0 pro t < 0 získáme postupn¥

L(f) · L(g) =
∫ ∞

0

(∫ ∞

τ

e−stf(τ) g(t− τ) dt

)
dτ

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−stf(τ) g(t− τ) dt dτ.

Díky p°edpoklad·m tento integrál konverguje a je tedy moºné zam¥nit po°adí
integrace

L(f) · L(g) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−stf(τ) g(t− τ) dτ dt

=

∫ ∞

0

(∫ t

0

e−stf(τ) g(t− τ) dτ

)
dt

=

∫ ∞

0

e−st

(∫ t

0

f(τ) g(t− τ) dτ

)
dt

= L(f ∗ g).

2.1.3 Vztah k diferenciálnímu po£tu

Poznámka. V následující kapitole se podíváme na vztah Laplaceovy transfor-
mace a operací diferenciálního po£tu. Pro tyto ú£ely se budeme bavit o absolutn¥
spojitých funkcích. Pro f absolutn¥ spojitou na intervalu a ≤ t ≤ b existuje
derivace skoro v²ude a platí

f(t) =

∫ t

a

f ′(s) ds, ∀t : a ≤ t ≤ b.

V¥ta 2.1.8. Nech´ f ∈ L1
+ a pro funkci komplexní prom¥nné F platí L(f) = F (s).

Pak je F holomorfní na {s ∈ C, s > cf}.
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D·kaz. D·kaz tohoto tvrzení je moºné najít v knize G. Doetsche [3, str. 144],
kde vychází z aproximací integrálu na kone£ných intervalech a následného pouºití
Weierstrassovy v¥ty.

V¥ta 2.1.9. Je-li f ∈ L1
+ taková, ºe cf ≥ 0, pak je i φ(t) :=

∫ t

0

f(τ) dτ z mnoºiny

L1
+ a pro abscisu konvergence platí cφ ≤ cf . Navíc pro Φ(s) = L(φ) platí

Φ(s) =
F (s)

s
pro Re(s) > cf a F (s) = L(f).

D·kaz. Volme ε > 0 a de�nujme c = cf + ε

ψ(x) =

∫ x

0

e−ctφ(t) dt pro x > 0

g(x) = ecxψ(x)

h(x) = ecx.

Takto existují g′(x) i h′(x) pro x > 0, h′(x) ̸= 0, h(x) reálná a

g′(x)

h′(x)
=
ecx(cψ + ψ′)

cecx
=

1

c
(cψ + ψ′)

=
1

c

(
c

∫ x

0

e−ctφ(t) dt+ e−cxφ(x)

)
=

1

c

([
−ectφ(t)

]x
0
+

∫ x

0

e−ctf(t) dt+ e−cxφ(x)

)
=

1

c

∫ x

0

e−ctf(t) dt.

Jelikoº integrál L(f) v bod¥ c konverguje, platí lim
x→∞

g′(x)

h′(x)
=
F (c)

c
pro c > cf .

Podle l'Hospitalova pravidla má stejnou limitu i výraz
g(x)

h(x)
a tedy

Φ(c) =
1

c
F (c).

Tento vztah tedy platí pro v²echna c > cf a z holomorfnosti funkcí F (s),Φ(s)
pro Re(s) > cf platí tento vztah i na celé polorovin¥ Re(s) > cf .

V¥ta 2.1.10. Nech´ je funkce f(t) absolutn¥ spojitá pro t > 0, f ′ ∈ L1
+ a pro

její abscisu konvergence platí cf ′ ≥ 0. Pak je i f ∈ L1
+, cf ≤ cf ′ a existuje limita

lim
t→0+

f(t) = f0. Pro Laplaceovu transformaci funkce f ′ navíc máme

L(f ′) = sL(f)− f0

na {s ∈ C, Re(s) > cf ′}.

D·kaz. Jelikoº je f ′ ∈ L1
+, je Legesgueovsky integrovatelná. Nemusí v²ak být

de�nována p°ímo pro t = 0. Fixujeme T > 0 a pro kaºdé 0 < ε < T∫ T

ε

f ′(t) dt = f(T )− f(ε).
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Protoºe
∫ T

0

f ′(t) dt konverguje, existuje také lim
ε→0+

[f(T ) − f(ε)], z £ehoº plyne

existence f0 = lim
ε→0+

f(ε). A protoºe T bylo libovolné, platí také∫ t

0

f ′(τ) dτ = f(t)− f0.

Z p°edchozí v¥ty pak máme poºadovaný výsledek.

V¥ta 2.1.11. Jsou-li derivace funkce f(t), t > 0, absolutn¥ spojité pro t > 0 aº
do °ádu n ∈ N a f (n) je z mnoºiny L1

+ s cf (n) ≥ 0, jsou i v²echny derivace niº²ích
°ád· z mnoºiny L1

+ a existují limity

lim
t→0+

f(t) = f0, lim
t→0+

f ′(t) = f1, . . . , lim
t→0+

f (n−1)(t) = fn−1.

Navíc cf ≤ cf (n) a platí

L(f (n)) = snL(f)− f0s
n−1 − . . .− fn−1 pro Re(s) > cf (n) .

D·kaz. Postupujeme indukcí. První krok je dokon£ený v p°edchozí v¥t¥, p°edpo-
kládejme tedy, ºe tvrzení platí pro v²echny indexy aº do (n − 1). Pro existenci
fn−1 pouºijeme stejný argument, tedy �xujeme T > 0 a ε : 0 < ε < T , pak∫ T

0

f (n)(t) dt = lim
ε→0

∫ T

ε

f (n)(t) dt = lim
ε→0

[f (n−1)(T )− f (n−1)(ε)],

a z konvergence prvního integrálu získáváme existenci lim
ε→0+

f (n−1)(ε) = fn−1. S vy-

uºitím prvního kroku po£ítejme

L(f (n)(t)) = s
(
sn−1L(f)− f0s

n−2 − · · · − fn−2

)
− fn−1,

coº je po roznásobení p°esn¥ poºadovaný výsledek.

V¥ta 2.1.12. Nech´ f ∈ L1
+ a L(f) = F (s) pro Re(s) > cf . Pak pro Re(s) > cf

platí
dn

dsn
F (s) = L ((−1)ntnf(t)) .

D·kaz. Vzhledem k absolutní konvergenci integrálu pro Re(s) > cf platí

d

ds
F (s) =

d

ds

∫ ∞

0

s−stf(t) dt =

∫ ∞

0

∂

∂s
s−stf(t) dt

=

∫ ∞

0

−t s−stf(t) dt = L (−tf(t)) .

Indukcí pak dostaneme poºadovaný výsledek

dn

dsn
F (s) =

d

ds

(
dn−1

dsn−1
F (s)

)
=

d

ds
L
(
(−1)n−1tn−1f(t)

)
=

d

ds

∫ ∞

0

(−1)n−1tn−1 s−stf(t) dt

=

∫ ∞

0

∂

∂s

(
(−1)n−1tn−1 s−stf(t)

)
dt

=

∫ ∞

0

(−1)ntn s−stf(t) dt

= L ((−1)ntnf(t)) .
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Na záv¥r podkapitoly 2.1 si ukáºeme transformace nejb¥ºn¥j²ích funkcí.

P°íklady.

i) L(1) = 1

s
: ∫ ∞

0

e−st1 dt =

[
e−st

−s

]∞
0

=
1

s

ii) L(t) = 1

s2
: Místo p°ímého výpo£tu z de�nice pouºijeme konvoluci

L(t) = L(1 ∗ 1) = L(1) · L(1) = 1

s2

iii) L(tn) = n!

sn+1
, n ∈ N : Indukcí dod¥láme n-tý krok

L(tn) = L(1 ∗ n tn−1) = L(1) · nL(tn−1) =
n!

sn+1

iv) L(sin(at)) = a

s2 + a2
, L(cos(at)) = s

s2 + a2
, a ∈ R :

L(cos(at) + i sin(at)) =

∫ ∞

0

e−st(cos(at) + i sin(at)) dt =

=

∫ ∞

0

e−st+iat dt =

[
e−st+iat

−s+ ia

]∞
0

= − 1

−s+ ia
=

s+ ia

s2 + a2
,

coº po porovnání reálné a komplexní sloºky dává oba výsledky.

Pro úplnost je správné °íct, ºe v²echny tyto vzorce platí pro Re(s) > 0.

2.2 Inverzní Laplaceova transformace

Problematika inverzní Laplaceovy transformace není tak jasná, jak by se moºná
mohlo na první pohled zdát. V této práci se jí nebudeme zabývat nikterak do-
podrobna, zam¥°íme se pouze na hlavní aspekty. Ukáºeme si také n¥kolik b¥ºn¥
uºívaných metod jejího výpo£tu. První d·leºitou otázkou je, zda je v·bec moºné
inverzi k Laplaceov¥ transformaci nalézt. Konkrétn¥ pot°ebujeme v¥d¥t, zda-li je
Laplaceova transformace prostá. Na to nám odpovídá Lerchova v¥ta o jednozna£-
nosti.

V¥ta 2.2.1. Nech´ f, g ∈ L1
+ a F = L(f), G = L(g). Pokud F (s) = G(s)

pro v²echna s na n¥jaké spole£né oblasti konvergence, pak f(t) = g(t) pro skoro
v²echna t > 0.

D·kaz. D·kaz vzhledem k délce neuvádíme. V¥nuje se mu kapitola II.6 v knize
D. V. Widdera [10], ve které je d·kaz proveden obecn¥ji pro transformace m¥r,
£i text D. Praºáka [6].

Lerchova v¥ta nám umoº¬uje zavést pojem inverzní Laplaceovy transformace.
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De�nice. Nech´ je f ∈ L1
+ a F = L(f). Inverzní Laplaceovou transformací

budeme rozum¥t p°i°azení F 7−→ f a budeme ji zna£it symbolem L−1. Platí tedy

L−1(F ) = L−1 (L(f)) = f.

Pro inverzní Laplaceovu transformaci m·ºeme vyuºít v¥t²inu v¥t uvedených
v p°edchozí podkapitole a nebo ji m·ºeme "uhodnout"z tabulkových hodnot. Pro
ilustraci uvedeme n¥kolik tvrzení, jejichº d·kazy jsou jasné a nebudeme je proto
uvád¥t.

V¥ta 2.2.2. Nech´ jsou f, g ∈ L1
+ a F = L(f), G = L(g), α, β ∈ C a a > 0.

Pak

L−1(αF + βG) = αf + βg (2.1)

L−1(e−asF (s)) =

{
f(t− a), t− a ≥ 0

0, t− a < 0
(2.2)

L−1(F (as+ α)) =
1

a
e−

α
a
tf(

t

a
) (2.3)

L−1(FG) = f ∗ g (2.4)

a podobn¥ i pro dal²í vztahy.

S pomocí transformací i)-iv) odvozených v podkapitole 2.1 a identit (2.1)-(2.4)
ukáºeme i zde n¥kolik d·leºitých vztah·.

P°íklady.

I) L−1

(
1

s− a

)
= eat : Jedná se o z°ejmou kombinaci (2.3) a ii)

II) L−1

(
1

(s− a)n

)
= eat

tn−1

(n− 1)!
, n ∈ N : Tentokrát se jedná o kombinaci

(2.3) s iii)

Tento vztah nám umoº¬uje snadnou inverzi racionálních komplexních funk-
cí. �e to v²ak nemusí být nutn¥ nejvhodn¥j²í ilustruje následující p°íklad.

III) L−1

(
7

s2 − 6s+ 13

)
=

7

2
e3t sin(2t) : Postupným vyuºitím (2.1), iv) a (2.3)

rychle dostaneme

L−1

(
7

s2 − 6s+ 13

)
=

7

2
L−1

(
2

(s− 3)2 + 4

)
=

7

2
e3t sin(2t)

�e²ení pomocí parciálních zlomk· by naproti tomuto elegantnímu postupu
bylo velmi zdlouhavé a náro£né na pozornost.

U v²ech p°íklad· p°edpokládáme Re(s) v¥t²í neº p°íslu²né abscisy konvergence
a a ∈ R.

Pro zajímavost uvedeme také vzorec pro výpo£et inverzní Laplaceovy transfor-
mace odvoditelný z residuové v¥ty. Ten je za jistých podmínek shodný se vzorcem
pro výpo£et inverzní Fourierovy transformace. Ani tuto v¥tu nebudeme, s ohle-
dem na p°im¥°ený rozsah práce, dokazovat. Odvození je moºné dohledat v knize
G. Doetsche [3, kap. 4.1].
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V¥ta 2.2.3. Nech´ existují konstanty A, R, s0 > 0 a komplexn¥ prom¥nná funkce

F (s) holomorfní pro Re(s) > s0 spl¬uje |F (s)| ≤ A

|s|2
pro Re(s) > s0 & |s| > R.

Pak existuje inverzní Laplaceova transformace funkce F a platí pro ni

L−1(F ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s) ds, pro c > s0.
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3. Diferenciální rovnice

De�nice. Rovnice

x(n)(t) + an−1 x
(n−1)(t) + · · ·+ a1 x

′(t) + a0 x(t) = f(t), (DR)

kde ai ∈ C jsou konstanty, se nazývá diferenciální rovnice n-tého °ádu s konstant-
ními koe�cienty. Rovnice s nulovou pravou stranou

x(n)(t) + an−1 x
(n−1)(t) + · · ·+ a1 x

′(t) + a0 x(t) = 0 (HDR)

se nazývá homogenní rovnice.

3.1 Teorie rovnic s konstantními koe�cienty

V této podkapitole uvedeme základní de�nice a v¥ty v klasické podob¥, v jaké se
probírají v základních kurzech matematické analýzy. Klasické d·kazy je moºné
najít v knize I. I. Vrabie [9], na²í snahou bude p°edev²ím pokus o odvození nej-
d·leºit¥j²ích z následujících vztah· za pomoci Laplaceovy transformace - tvaru
fundamentálního systému a variace konstant.

De�nice. Polynom

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0

nazveme charakteristickým polynomem rovnice (DR).

V¥ta 3.1.1. Mnoºina v²ech °e²ení homogenní rovnice (HDR) tvo°í vektorový
prostor dimenze n. Je-li xp jedno °e²ení nehomogenní rovnice (DR), pak mnoºina
v²ech °e²ení rovnice (DR) je {xp+xh, xh °e²í (HDR)}. Funkci xh budeme nazývat
obecné °e²ení.

De�nice. Libovolnou n-tici funkcí {x1, . . . , xn} tvo°ící bázi vektorového prostoru
°e²ení redukované rovnice (HDR) nazýváme fundamentálním systémem (DR).
Libovolné °e²ení xp rovnice (DR) nazveme partikulárním °e²ením. Tedy

x(t) = xp(t) + xh(t) = xp(t) +
n∑

i=1

cixi(t),

kde ci ∈ C jsou konstanty.

V¥ta 3.1.2. Nech´ jsou λ1, . . . , λm navzájem r·zné komplexní ko°eny charakteris-
tického polynomu s násobnostmi k1, . . . , km. Pak fundamentálním systém rovnice
(HDR) je mnoºina

{fij : R −→ C, fij(t) = tj−1eλit; i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ki}.

Poznámka. Je vhodné zd·raznit, ºe dle p°edchozí v¥ty získáváme komplexní
fundamentální systém, p°estoºe p·vodní funkce byla reálná. Pro kaºdý nereálný
ko°en charakteristického polynomu a+ ib ale platí, ºe také £íslo komplexn¥ sdru-
ºené a− ib je ko°enem charakteristického polynomu. To nám umoº¬uje p°ípadný
p°evod na reálný fundamentální systém, ve kterém bude p°íslu²ná dvojice funkcí
e(a±ib)t nahrazena funkcemi eat sin(bt), eat cos(bt). Pro ú£ely práce budeme dále
uvaºovat fundamentální systém v komplexním tvaru.
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Nyní uvedeme metodu nalezení partikulárního °e²ení pomocí variace konstant,
a to ve dvou tvarech - obecném a konvolu£ním.

V¥ta 3.1.3. Nech´ {x1, . . . , xn} je fundamentální systém (DR) a c1(t), . . . , cn(t)
spl¬ují pro skoro v²echna t ≥ 0 (kde prom¥nnou t pro p°ehlednost nepí²eme)

c′1x1 + c′2x2 + · · ·+ c′nxn = 0

c′1x
′
1 + c′2x

′
2 + · · ·+ c′nx

′
n = 0

...

c′1x
(n−2)
1 + c′2x

(n−2)
2 + · · ·+ c′nx

(n−2)
n = 0

c′1x
(n−1)
1 + c′2x

(n−1)
2 + · · ·+ c′nx

(n−1)
n = f.

Potom funkce xp(t) = c1(t)x1(t) + · · · + cn(t)xn(t) je partikulární °e²ení rovnice
(DR).

V¥ta 3.1.4. Nech´ xh(t) je °e²ením (HDR) s po£áte£ními podmínkami

xh(0) = x′h(0) = · · · = x
(n−2)
h = 0, x

(n−1)
h = 1.

Pak
xp(t) = (xh ∗ f)(t)

je °e²ením rovnice (DR) s nulovými po£áte£ními podmínkami

x(0) = x′(0) = · · · = x(n−2) = x(n−1) = 0.

3.2 Vyuºití Laplaceovy transformace

Na²ím cílem nyní bude aplikovat teorii vybudovanou v druhé kapitole na diferenci-
ální rovnici (DR). Ve²keré úpravy provedeme nejprve formáln¥, jejich oprávn¥nost
rozebereme na konci kapitoly.

Za£n¥me s rovnicí (DR) a uvaºujme f ∈ L1
+ spojitou. Aplikací Laplaceova

operátoru na ob¥ strany rovnice získáváme

L(f) = L
(
x(n) + an−1 x

(n−1) + · · ·+ a1 x
′ + a0 x

)
= L(x(n)) + an−1 L(x(n−1)) + · · ·+ a1 L(x′) + a0 L(x),

nebo´ dle v¥ty 2.1.3 je Laplaceova transformace lineární. Dle v¥ty 2.1.11 dále
máme

L(f) = (snL(x)− x0s
n−1 − . . .− xn−1)

+ an−1(s
n−1L(x)− x0s

n−2 − . . .− xn−2)

+ · · ·+ a1(sL(x)− x0) + a0 L(x),

£i ekvivalentn¥

L(x)(sn + sn−1an−1 + · · ·+ sa1 + a0) = L(f)
+ x0(s

n−1 + sn−2an−1 + · · ·+ sa2 + a1)

+ x1(s
n−2 + sn−3an−1 + · · ·+ sa3 + a2)

+ · · ·+ xn−2(s+ an−1) + xn−1,
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kde x0 = x(0), x1 = x′(0), . . . , xn−1 = xn−1(0), obecn¥ji limity t¥chto funkcí
u nuly zprava. Poloºme X(s) = L(x) a F (s) = L(f). Dále ozna£me

P (s) = sn + sn−1an−1 + · · ·+ sa1 + a0

Q(s) = x0(s
n−1 + sn−2an−1 + · · ·+ sa2 + a1)

+ x1(s
n−2 + sn−3an−1 + · · ·+ sa3 + a2)

+ · · ·+ xn−2(s+ an−1) + xn−1.

Z tohoto m·ºeme °e²ení transformované rovnice vyjád°it jako

X(s) =
F (s) +Q(s)

P (s)
. (TR)

Pokud je moºné pro zlomek na pravé stran¥ nalézt inverzní Laplaceovu transfor-
maci, máme hotovo.

3.2.1 Odvození tvaru obecného °e²ení

Otázkou tedy pouze z·stává, kdy tato inverze bude existovat. Odpov¥¤ se po-
kusíme najít postupn¥. Je z°ejmé, ºe polynom P odpovídá charakteristickému
polynomu rovnice (DR). V prvním kroku tedy poloºme f ≡ 0. Pak L(f) = 0
a °e²ení transformované rovnice (TR) se redukuje na

X(s) =
Q(s)

P (s)
.

V druhém kroku zvolme speciální po£áte£ní podmínky

x0 = 0, . . . , xn−2 = 0, xn−1 = 1,

pro které se (TR) dále redukuje na

X(s) =
1

P (s)
.

To je racionální funkce prom¥nné s, kterou dle v¥ty o rozkladu na parciální zlomky
umíme rozloºit do tvaru

X(s) =
m∑
i=1

ki∑
j=1

bij
(s− λi)j

,

kde λi ∈ C jsou navzájem r·zné komplexní ko°eny polynomu P s násobnostmi
ki. Dle p°íkladu II) pak pro inverzní Laplaceovu transformaci máme

x(t) =
m∑
i=1

ki∑
j=1

bije
λit

tj−1

(j − 1)!
.

Tento výsledek pouºijeme dále, postup je ale samoz°ejm¥ moºné aplikovat i pro
obecné po£áte£ní podmínky. Polynom Q má pro libovolné po£áte£ní podmínky
°ád niº²í neº polynom P , proto stejným postupem dojdeme k formáln¥ stejnému
výsledku.
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Alternativou k v¥t¥ o rozkladu na parciální zlomky, je výpo£et pomocí
v¥ty 2.1.7. Jsou-li λ1, . . . λn ko°eny polynomu P , tj.

X(s) =
1

s− λ1
· · · 1

s− λn
,

pak
x(t) =

(
eλ1(.) ∗ · · · ∗ eλn(.)

)
(t).

Tento postup je v²ak v¥t²inou velmi pracný a hodí se jen ve velmi malém mnoºství
p°ípad·.

3.2.2 Nalezení partikulárního °e²ení

Poslední odstavec nám dává návod, jak naloºit s nehomogenní rovnicí. Uvaºujme
po£áte£ní podmínky

x0 = 0, . . . , xn−2 = 0, xn−1 = 0.

Pak tvar se (TR) redukuje na

X(s) =
F (s)

P (s)
.

To je sou£in Laplaceovy transformace pravé strany s racionální funkcí 1
P
, jehoº

inverzní Laplaceova transformace lze dle v¥ty 2.1.7 vyjád°it vztahem

x(t) =
(
f(.) ∗ eλ1(.) ∗ · · · ∗ eλn(.)

)
(t) =

(
f(.) ∗ bijeλi(.)

(.)j−1

(j − 1)!

)
(t).

Vra´me se nyní k obecnému °e²ení (TR). Díky p°edchozímu odstavci umíme vy°e-
²it nehomogenní rovnici s pomocí konvoluce. Jelikoº v²ak stejn¥ musíme po£ítat
ko°eny charakteristického polynomu, m·ºeme si pro n¥které pravé strany u²et°it
práci. Transformace v²ech funkcí, které jsme si ukázali v p°íkladech i)-iv), jsou
racionální funkce s °ádem £itatele niº²ím, neº je °ád jmenovatele. To platí i pro
mnoho dal²ích funkcí. Pro takové funkce f je i X racionální funkce s £itatelem
men²ího °ádu, neº je °ád jmenovatele. Vyuºitím v¥ty o rozkladu na parciální
zlomky máme stejn¥ jako v p°ípad¥ homogenní rovnice

X(s) =
m∑
i=1

ki∑
j=1

bij
(s− λi)j

x(t) =
m∑
i=1

ki∑
j=1

bije
λit

tj−1

(j − 1)!
.

Získáváme tak °e²ení bez nutnosti po£ítat konvoluci. Pro úplnost m·ºeme do-
plnit, ºe tento postup je moºný nap°íklad pro f lineární kombinaci polynom·,
sin· a cosin· (v£etn¥ jejich hyperbolických podob), nebo pro rovnice se speciální
pravou stranou (viz. T. Bárta, D. Praºák [1]). Mnoho dal²ích p°íklad· je moºné
najít nap°íklad v knize J. L. Schi�a [8, str. 210].
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3.2.3 Zobecn¥ní na soustavy prvního °ádu

Za zobecn¥ní (DR) je moºné povaºovat soustavu lineárních rovnic prvního s kon-
stantními koe�cienty - kaºdá diferenciální rovnice vy²²ího °ádu jde do tvaru sou-
stavy upravit, naopak to jiº ale neplatí - vezm¥me diferenciální rovnici (DR)
a de�nujme

x0 = x

x1 = x′0
...

xn−1 = x′n−2.

Pak soustava

x′0 = x1
...

x′n−2 = xn−1

x′n−1 = f − an−1xn−1 − . . .− a0x0,

je ekvivalentní (DR) - °e²ení x0 je °e²ením (DR). Naopak soustavu

x′1 = x1

x′2 = x1,

není moºné p°evést na jednu rovnici druhého °ádu.
M¥jme tedy soustavu rovnic s konstantními koe�cienty

x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + · · ·+ a1nxn(t) + f1(t)

x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + · · ·+ a2nxn(t) + f2(t)

...

x′n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + · · ·+ annxn(t) + fn(t)

a po£áte£ní podmínky

x1(0) = x10, x2(0) = x20, . . . , xn(0) = xn0.

Aplikací Laplaceovy transformace na tuto soustavu obdrºíme

(s− a11)X1(s)− a12X2(s)− . . .− a1nXn(s) = x10 + F1(s)

−a21X1(s) + (s− a22)X2(s)− a23X3(s)− . . .− a2nXn(s) = x20 + F2(s)

...

−an1X1(s)− . . .− ann−1Xn−1(s) + (s− ann)Xn(s) = xn0 + Fn(s)

kde Xi, resp. Fi, jsou pro i = 1, . . . , n obrazy funkcí xi, resp. fi. Tento alge-
braický systém je moºné vy°e²it nap°íklad pomocí Cramerova pravidla. Výsledné
(racionální) funkce pak zobrazíme inverzní Laplaceovou transformací.
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3.2.4 Diskuze výsledk·

Zbývá tedy zd·vodnit, pro£ jsou výsledky obdrºené tímto postupem skute£n¥
°e²ení rovnice (DR). Uvedeme t°i moºná zd·vodn¥ní.

1. Dosazením do zadání. Tato moºnost je sice bezpe£ná, av²ak velmi prac-
ná.

2. Zkou²ka pomocí Lerchovy v¥ty. Postup této metody je moºné shr-
nout do následujících krok·. Obdrºená °e²ení, ozna£me je nap°íklad x̃, jsou
z°ejm¥ funkce z L1

+ ∩ C∞. Dosadíme tedy x̃ do rovnice (HDR) a provedeme
Laplaceovu transformaci. Získaný výraz je pak z postupu výpo£tu x̃ roven
funkci F (s) = L(f). Pro získanou rovnost

L(f) = L
(
x̃(n) + an−1 x̃

(n−1) + · · ·+ a1 x̃
′ + a0 x̃

)
pak z Lerchovy v¥ty 2.2.1 pro s.v. t ≥ 0 plyne

f(t) = x̃(n) + an−1 x̃
(n−1) + · · ·+ a1 x̃

′ + a0 x̃.

Z hladkosti funkce x̃ pak rovnost pro v²echna t ≥ 0.

3. Existence °e²ení v L1
+. Pokud bychom dop°edu v¥d¥li, ºe se v mnoºin¥

L1
+ n¥jaká °e²ení nalézají, musely by to nutn¥ být vý²e obdrºené výsledky.

O existenci t¥chto °e²ení hovo°í následující v¥ta.

V¥ta 3.2.1. Kaºdé °e²ení rovnice (HDR) je, v£etn¥ v²ech svých derivací aº do
°ádu n, exponenciáln¥ omezené a lokáln¥ integrovatelné na intervalu [0,∞).

D·kaz. M¥jme soustavu (HDR). Rovnici p°evedeme na systém lineárních rov-
nic s konstantními koe�cienty (viz. sekce 3.2.3) y′(t) = Ay(t), kde A ∈ Cn×n,
y : [0,∞) −→ Cn. Pro normu této rovnice platí |y′| = |Ay| ≤ ∥A∥ |y|. Dle
Gronwallova lemmatu pak platí

|y(t)| ≤ |y(0)| exp
{∫ t

0

∥A∥ ds
}

= |y(0)| exp
{
∥A∥

∫ t

0

1ds
}

= Ce∥A∥t,

kde C ≥ 0. Tedy y je exponenciáln¥ omezené, z £ehoº plyne exponenciální ome-
zenost nulté aº n mínus první derivace x. Pro odvození exponenciální omezenosti
n-té derivace x si sta£í uv¥domit, ºe

x(n) = y′n−1 = −
n−1∑
i=0

aiyi,

kde v²echny £leny vystupující v sum¥ jsou exponenciáln¥ omezené, tudíº i je-
jich lineární kombinace je exponenciáln¥ omezená. Tyto odhady nám také dávají
integrovatelné majoranty na kaºdé kompaktní podmnoºin¥ [0,∞).
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Nyní m·ºeme s jistotou prohlásit, ºe obdrºené výsledky jsou °e²eními rovnice
(DR). Diskutujme tedy výsledky jednotlivých £ástí této podkapitoly.

Úvahy ze sekce 3.2.1 by bylo moºné povaºovat za relativn¥ snadný d·kaz v¥-
ty 3.1.2, který je jinak náro£ný - konkrétn¥ je pracný d·kaz lineární nezávislosti
uvaºovaných funkcí. Ov¥°ili jsme, ºe nalezené funkce jsou (v n¥jaké lineární kom-
binaci) °e²eními pro kaºdou po£áte£ní podmínku. Tedy v²echna °e²ení rovnice
(HDR) jsou tohoto tvaru. Dle v¥ty 3.1.1 pak víme, ºe °e²ení mají tvo°it vektoro-
vý prostor dimenze n, odkud je nalezená n-tice funkcí lineárn¥ nezávislá.

V sekci 3.2.2 je pak p°i ozna£ení xh(t) = L−1
(
1
P

)
ukryt d·kaz v¥ty 3.1.4.
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Záv¥r

Problematika Laplaceovy transformace je dnes jiº relativn¥ dob°e prozkoumaným
tématem, my jsme se ve druhé kapitole zabývali pouze jejími st¥ºejními body po-
sta£ujícími v¥t²in¥ b¥ºných aplikací. Tato kapitola by se dala nap°íklad roz²í°it
o v¥ty zkoumající stejnom¥rnou konvergenci, asymptotické chování funkcí ve vzta-
hu k jejich Laplaceovým transformacím, transformace periodických funkcí atd. Za
zobecn¥ní Laplaceovy transformace je moºné povaºovat integrální transformaci
s totoºným jádrem de�novanou na celé reálné ose. Pro roz²i°ující studium tímto
sm¥rem m·ºeme doporu£it zejména knihu G. Doetsche [3]. Jiným zobecn¥ním je
pak transformace m¥r pomocí Riemann-Stieltjesova nebo Lebesgue-Stieltjesova
integrálu zpracovaná nap°íklad v knize D. V. Widdera [10].

Ve t°etí kapitole se v¥nujeme aplikaci Laplaceovy transformace na oby£ejné
diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty. Zkusme nyní zhodnotit výhody
tohoto p°ístupu oproti klasickým metodám popsaným v kapitole 3.1. Na prv-
ní pohled se m·ºe zdát, ºe je metoda °e²ení pomocí Laplaceovy transformace
nevýhodná, nebo´ výpo£et obecných °e²ení je zna£n¥ sloºit¥j²í a mnohem mé-
n¥ p°ehledný. Ve skute£nosti v²ak tento fakt m·ºeme vnímat i z opa£né strany.
Vyuºitím Laplaceovy transformace totiº získáváme °e²ení pro dané po£áte£ní pod-
mínky p°ímo, bez nutnosti výpo£tu obecného °e²ení a následného dopo£ítávání
pro dané po£áte£ní podmínky. Stejn¥ tak není nutné pouºívat metody výpo£tu
rovnice s nehomogenní pravou stranou, nap°íklad variaci konstant, nebo´ i s tou
po£ítáme rovnou. Celkov¥ je tedy moºné °íci, ºe metoda Laplaceovy transforma-
ce je výhodná v p°ípad¥, kdy pot°ebujeme °e²it konkrétní, nikoli obecn¥ zadaný
problém. To je typické mimo jiné pro fyzikální problémy, pro které tak získáváme
silný výpo£etní nástroj.

P°i °e²ení konkrétních problém· se navíc umíme vypo°ádat i s dal²í zna£nou
nep°íjemností typickou pro rovnice vy²²ích °ád·, kterou je výpo£et ko°en· cha-
rakteristického polynomu, potaºmo polynomu P . Pro polynomy od pátého stupn¥
vý²e neexistuje analytický algoritmus výpo£tu ko°en· a je £asto nutné pouºití p°i-
bliºných numerických metod. Pokud bychom cht¥li °e²ení pro neur£ité po£áte£ní
podmínky, museli bychom se spokojit pouze s algoritmem °e²ení, se kterým se jiº
nedá dále pracovat. P°i °e²ení problém· se zadanými po£áte£ními podmínkami se
m·ºeme ko°en·m p°iblíºit s libovolnou p°esností, nap°íklad pomocí Maehlyovy
metody, která je zp°esn¥ním Newtonovy metody a jejíº de�nice a implementace
se nalézá nap°íklad v knize W. H Presse [7].

Dal²í výhodou oproti klasickému p°ístupu jsou pak integro-diferenciální rov-
nice, vyskytující se nap°íklad p°i výpo£tech v obvodech se st°ídavým elektrickým
proudem. Takové rovnice m·ºeme pomocí Laplaceovy transformace po£ítat p°í-
mo, zatímco pro výpo£et za pomocí klasických v¥t musíme nejprve provést vhodný
p°evod rovnice do poºadovaného tvaru. T¥mto i dal²ím aplikacím, mimo jiné na
parciální diferenciální rovnice nebo diferen£ní rovnice, se v¥nuje kup°íkladu kniha
J. L. Schi�a [8].
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