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pohybu £ástic, °e²ili jsme ji v difúzní limit¥ na dvou r·zných geometriích. Nejd°íve
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Úvod

V této práci se budeme zabývat modelem, který popisuje náhodný pohyb dvou in-

teragujících £ástic v jednodimenzionálním prostoru. �ástice na sebe p·sobí pouze
na blízko (pokud se potkají, vydají se opa£ným sm¥rem). V jedné dimenzi má
tato interakce velký vliv na pohyb £ástic, protoºe se £ástice nem·ºou minout.

Na²e práce je inspirována náhodným pohybem bakterií, jako nap°. Escherichia
coli, nebo Bacillus subtilis, které se pohybují pomocí bi£íku. Pohyb takové bak-
terie vypadá takto: pohybuje se p°ímo£a°e p°ibliºn¥ konstantní rychlostí, pak se
na krátkou dobu zastaví, za£ne se otá£et a pak op¥t vyrazí, a to náhodn¥ zvoleným
sm¥rem. Bakterie také reagují na koncentraci chemických látek p°ítomných v
prost°edí, kde se pohybují. Tento jev se nazývá chemotaxe. Jsou p°itahovány tzv.
atraktanty, odpuzovány tzv. repelenty [1]. Chemotaxe bakterií je p°edm¥tem stu-
dia uº více neº 40 let, a to jak z experimentálního, tak z teoretického hlediska.
Bylo uº vytvo°eno mnoho matematických model· [1]. Av²ak pohyb bakterií v
úzkých prostorách byl experimentáln¥ zkoumán teprve nedávno [2] [3] [4] . V [2]
bylo zji²t¥no ºe nap°. E. coli je schopna pohybovat se bez omezení rychlosti v
kanálcích, které mají jen o 30% v¥t²í pr·m¥r, neº je ona sama. V men²ích kanál-
cích v²ak uº je její pohyblivost omezena. Pohyb bakterií v úzkých prostorách je
v p°írod¥ £astý - v¥t²ina p·dních bakterií ºije v úzkých kanálcích [5]. Ná² mod-
el popisuje pohyb chemotaktických bakterií stejn¥ jako Keller-Segel·v model [6].
Rozhodli jsme se jej zobecnit a zapo£ítat vzájemnou interakci bakterií, které jsou
v úzkém kanálku a nem·ºou se v n¥m �vyhnout� . Takový model nebyl podle
na²ich znalostí je²t¥ nikdy studován. (Podobná situace je popsána v diskrétním
p°ípad¥ v tzv. exclusion process v [7]).

V první kapitole budeme zkoumat nejd°íve tzv. persistentní náhodnou procházku.
P°i té se £ástice pohybují konstantní rychlostí a náhodn¥ m¥ní sm¥r pohybu. Doby
mezi zm¥nami sm¥ru jsou nezávislé. Jedno£ásticový p°ípad persistentní náhod-
né procházky byl ve zjednodu²ené form¥ studován v [8]. Takový pohyb je ale v
dvou£ásticovém p°ípad¥ a navíc s interakcí velmi sloºitý, proto provedeme tzv.
difúzní limitu a p°ejdeme k difúznímu (Brownovu) pohybu. Ve druhé kapitole se
budeme zabývat difúzí £ástic na p°ímce. Budeme hledat hustoty pravd¥podob-
nosti a st°ední polohy £ástic. Ve t°etí kapitole se podíváme na chování £ástic na
polop°ímce s absorp£ní hranicí. Tam budeme op¥t hledat hustoty pravd¥podob-
nosti, st°ední polohy, ale budeme také sledovat, kdy a s jakou pravd¥podobností
jsou £ástice absorbovány. V práci se zam¥°íme na rozdíly v chování £ástic inter-
agujících a neinteragujících.
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Kapitola 1

Model

V této kapitole popí²eme matematicky pohyb dvou bakterií v úzkém kanálku.
Nejd°íve de�nujeme, jak se pohybuje kaºdá z bakterií zvlá²´, potom zavedeme
interakci mezi nimi. Nakonec provedeme difúzní limitu.

1.1 Jedno£ásticový problém

Za£neme popisem pohybu jedné £ástice, která se pohybuje po p°ímce konstantní
rychlostí a po uplynutí daného £asového intervalu ∆t s ur£itou pravd¥podobností
m·ºe zm¥nit sm¥r svého pohybu. Takový pohyb se nazývá persistentní náhodná

procházka [8]. Jedná se o model s diskrétním £asem a diskrétní polohou. P°ed-
stavme si podle Obr. 1.1, ºe £ástice se pohybuje po jednorozm¥rné m°íºce podél
osy x, jejíº body jsou od sebe vzdáleny o ∆x.

Obrázek 1.1: �ástice na 1D m°íºce.

Na Obr. 1.2 je ilustrován moºný pohyb £ástice b¥hem £asového intervalu ∆t.
Purpurové ²ipky nazna£ují, odkud £ástice p°i²la. Ozna£me P+(x; t) pravd¥podob-
nost, ºe £ástice dorazila v £ase t do bodu x z bodu x −∆x. Pokud se tak stane
(Obr. 1.2 a) ), £ástice s pravd¥podobností α zm¥ní sm¥r pohybu (Obr. 1.2 b) );
p°í²tí krok bude sm¥°ovat vlevo - zp¥t do bodu x−∆x), naopak s pravd¥podob-
ností 1− α bude pokra£ovat dále ve sm¥ru osy x (Obr. 1.2 c) ).

Obrázek 1.2: Persistentní náhodná procházka.
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Obrázek 1.3: Rychlost £ástice (v limit¥ spojitého £asu) v £ase t je dichotomický
proces s moºnými stavy u a −u; λ a µ jsou rychlostní konstanty p°eskok· mezi
jednotlivými stavy.

Podobn¥ nech´ P−(x; t) je pravd¥podobnost, ºe £ástice £ase t dorazila do
m°íºového bodu x z x+∆x. Analogicky jako v p°edchozím p°ípad¥ s pravd¥podob-
ností β zm¥ní sm¥r, naopak s pravd¥podobností 1−β bude pokra£ovat ve stejném
sm¥ru. Tyto pravd¥podobnostní úvahy lze shrnout do dvou rovnic:

P+(x; t+∆t) = (1− α)P+(x−∆x; t) + βP−(x−∆x; t) ,

P−(x; t+∆t) = αP+(x+∆x; t) + (1− β)P−(x+∆x; t) . (1.1)

Prove¤me nyní limitu spojitého £asu a prostoru: ∆x → 0, ∆t → 0. Zárove¬
ponecháme konstantní velikost rychlosti £ástice u = ∆x/∆t Zárove¬ p·jdou do
nuly i pravd¥podobnosti p°eskok· α → 0, β → 0 a to tak, ºe α = λ∆t, β =
µ∆t; λ, µ = konst.. Parametry λ, µ jsou rychlostní konstanty p°eskok· mezi
rychlostmi u a −u, viz Obr. 1.3. P°i limit¥ spojitého £asu a prostoru p°ejdeme
od pravd¥podobností P+(x; t), P−(x; t) k hustotám pravd¥podobnosti p+(x; t) a
p−(x; t), jejichº význam je:

p+(x; t)∆x
.
= P+(x; t)

p−(x; t)∆x
.
= P−(x; t) . (1.2)

S vyuºitím Taylorova rozvoje dosp¥jeme z (1.1) k následující soustav¥ diferenciál-
ních rovnic:

∂

∂t

(
p+(x; t)
p−(x; t)

)
=

{(
−u ∂

∂x
0

0 u ∂
∂x

)
+

(
−λ µ
λ −µ

)}(
p+(x; t)
p−(x; t)

)
. (1.3)

Hustoty pravd¥podobností p+(x; t), resp. p−(x; t) popisují nalezení £ástice v £ase
t v bod¥ x s rychlostí u, resp. −u.

Dále nás bude zajímat pouze poloha £ástice v £ase t. Vys£ítáním p°es moºné
rychlosti dostaneme hustotu pravd¥podobnosti nalezení £ástice v £ase t v bod¥ x
nezávisle na její rychlosti:

p(x; t) = p+(x; t) + p−(x; t) . (1.4)

Ze soustavy (1.3) dostaneme zobecn¥nou telegrafní rovnici [8] pro p(x; t):{
1

λ+ µ

∂2

∂t2
+

∂

∂t

}
p(x; t) =

{
u2

λ+ µ

∂2

∂x2
− u

µ− λ

λ+ µ

∂

∂x

}
p(x; t) . (1.5)

Rovnici (1.5) je nutné opat°it okrajovými a po£áte£ními podmínkami:

lim
x→±∞

p(x; t) = 0 , (1.6)
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coº jsou p°irozené okrajové podmínky, uplatní se pouze p°i pohybu na p°ímce.
Nyní je nutné zavést po£áte£ní podmínky. Nech´ v £ase t = 0 s pravd¥podob-
ností 1/2 má £ástice rychlost u a se stejnou pravd¥podobností rychlost −u. Také
p°edpokládáme, ºe se na po£átku nachází v bod¥ y. To se matematicky vyjád°í
takto:

p+(x; 0) =
1

2
δ(x− y) ,

p−(x; 0) =
1

2
δ(x− y) . (1.7)

Se£tením obou výraz· v (1.7) obdrºíme po£áte£ní podmínku:

p(x; 0) = δ(x− y) . (1.8)

�e²íme diferenciální rovnici druhého °ádu v £ase, proto pot°ebujeme je²te po£áte£ní
podmínku pro £asovou derivaci. Získáme ji se£tením obou rovnic v (1.3) a dosazením
z (1.7):

∂

∂t
p(x; t)|t=0 = 0 . (1.9)
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Obrázek 1.4: Ilustrace kontaktní interakce £ástic.

1.2 Dvou£ásticový problém s interakcí

Nyní p°idáme dal²í £ástici, která se pohybuje stejnou rychlostí. �ástice ozna£íme
£ísly 1, 2, jejich polohy x1, x2. Podobn¥, jako v p°ípad¥ pohybu jedné £ástice, lze i
pro dv¥ odvodit soustavu rovnic z diskrétního modelu. Pro p°ehlednost zavedeme
operátory L±± = ±u ∂

∂x1
± u ∂

∂x2
. Hledaná soustava rovnic vypadá takto:

∂

∂t


p++(x1, x2; t)
p+−(x1, x2; t)
p−+(x1, x2; t)
p−−(x1, x2; t)

=


L−− 0 0 0
0 L−+ 0 0
0 0 L+− 0
0 0 0 L++

 +

+


−λ1 − λ2 µ2 µ1 0

λ2 −λ1 − µ2 0 µ1

λ1 0 −µ1 − λ2 µ2

0 λ1 λ2 −µ1 − µ2




p++(x1, x2; t)
p+−(x1, x2; t)
p−+(x1, x2; t)
p−−(x1, x2; t)

 . (1.10)

Hustota pravd¥podobnosti p++(x1, x2; t) popisuje pravd¥podobnost nalezení £ás-
tice 1 v bod¥ x1 s rychlostí u a zárove¬ £ástice 2 v x2 s rychlostí u v £ase t. Dal²í
hustoty mají analogický význam.

Nyní p°ikro£íme k zavedení interakce mezi £ásticemi. Jelikoº mají £ástice ste-
jnou rychlost, mohou se potkat jen tehdy, kdyº mají opa£ný sm¥r rychlosti.
V diskrétním modelu p°edpokládejme, ºe na po£átku jsou od sebe vzdáleny o
n∆x, kde n je liché. Pokud se £ástice objeví na pozicích vedle sebe v £ase t a
�rozhodnou se� pohybovat proti sob¥, dojde mezi nimi k interakci. M·ºeme si
p°edstavit, ºe se potkají na p·li cesty v bod¥ x+∆x/2, zm¥ní sm¥r pohybu a v
£ase t + ∆t se dostanou op¥t na svá p·vodní místa, nicmén¥ ob¥ £ástice zm¥ní
sm¥r své rychlosti. Ilustrace je na Obr. 1.4. Modré ²ipky nazna£ují, jakým sm¥rem
se £ástice vydaly v £ase t, purpurové ²ipky ukazují, odkud £ástice dorazily v £ase
t+∆t. Takovou interakci vyjád°íme matematicky výrazem

P−+(x, x+∆x; t+∆t) = P+−(x, x+∆x; t) . (1.11)

6



Provedeme-li limitu spojitého £asu a prostoru (viz p°edchozí podkapitola), získáme
interak£ní okrajovou podmínku pro hustoty pravd¥podobnosti

p+−(x, x; t) = p−+(x, x; t) , x ∈ (−∞,∞) . (1.12)

Analogicky k p°ípadu jedné £ástice de�nujeme hustotu pravd¥podobnosti popisu-
jící polohy obou £ástic v £ase t nezávisle na sm¥ru rychlosti

p(x1, x2; t) = p++(x1, x2; t)+p+−(x1, x2; t)+p−+(x1, x2; t)+p−−(x1, x2; t) . (1.13)

Ze soustavy rovnic (1.10) získáme rovnici pro p(x1, x2; t):{
∂4
t + 2(λ1 + µ1 + λ2 + µ2)∂

3
t + [(λ1 + µ1 + λ2 + µ2)

2 + (λ1 + µ1)(λ2 + µ2)]∂
2
t +

+ (λ1 + µ1)(λ2 + µ2)(λ1 + µ1 + λ2 + µ2)∂t+

+ 2u[(µ1 − λ1)∂x1 + (µ2 − λ2)∂x2 ]∂
2
t+

+ 2u(λ1 + µ1 + λ2 + µ2)[(µ1 − λ1)∂x1 + 2(µ2 − λ2)∂x2 ]∂t+

+ u(λ1 + µ1 + λ2 + µ2)[(µ1 − λ1)(µ2 + λ2)∂x1 + (µ2 − λ2)(µ1 + λ1)∂x2 ]−
− 2u2(∂2

x1
+ ∂2

x2
)∂2

t − 2u2(λ1 + µ1 + λ2 + µ2)(∂
2
x1

+ ∂2
x2
)∂t−

− (λ1 + µ1 + λ2 + µ2)u
2[(λ2 + µ2)∂

2
x1

− (λ1 + µ1)∂
2
x2
] +

+ u2[(µ1 − λ1)
2∂2

x1
+ (µ2 − λ2)

2∂2
x2
]−

− 2u2(µ1 − λ1)(µ2 − λ2)∂x1∂x2 − 2u3[(µ1 − λ1)∂
3
x1

+ (µ2 − λ2)∂
3
x2
] +

+ 2u3[(µ1 − λ1)∂x1∂
2
x2

+ (µ2 − λ2)∂
2
x1
∂x2 ] +

+ u4[∂4
x1

+ ∂4
x2
]− 2u4∂2

x1
∂2
x2

}
p(x1, x2; t) = 0 .

(1.14)

Jedná se o parciální diferenciální rovnici 4. °ádu v £ase se smí²enými £asový-
mi a prostorovými derivacemi. Pro úplnou formulaci problému musíme doplnit
po£áte£ní a okrajové podmínky. Nech´ se £ástice v £ase t = 0 nachází v bodech y1
a y2, y2 > y1. Dále nech´ rychlosti obou £ástic jsou nezávislé a nabývají hodnot
u, nebo −u s pravd¥podobností 1/2. Pak mají po£áte£ní podmínky následující
tvar:

p++(x1, x2; 0) =
1

4
δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) ,

p+−(x1, x2; 0) =
1

4
δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) ,

p−+(x1, x2; 0) =
1

4
δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) ,

p−−(x1, x2; 0) =
1

4
δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) . (1.15)

Se£tením výraz· v (1.15) získáme jednu po£áte£ní podmínku pro rovnici (1.14)
v následujícím tvaru:

p(x1, x2; 0) = δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) . (1.16)

S vyuºitím soustavy (1.10) dostáváme i po£áte£ní podmínky pro £asové derivace
(Jelikoº se jedná o parciální diferenciální rovnici 4. °ádu v £ase, pot°ebujeme
znát po£áte£ní podmínky pro funkci p(x1, x2; t) a pro její £asové derivace aº do
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3. °ádu.). Ty zde uvedeme jen pro jednodu²²í p°ípad λ1 = λ2 = λ a µ1 = µ2 =
µ (ob¥ £ástice jsou totoºné):

∂

∂t
p(x1, x2; t)|t=0 =0 ,

∂2

∂t2
p(x1, x2; t)|t=0 =

{
u2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
−

− u(µ− λ)

(
∂

∂x1

+
∂

∂x2

)}
δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) ,

∂3

∂t3
p(x1, x2; t)|t=0 =0 . (1.17)

Nalézt okrajovou podmínku interakce pro p(x1, x2; t) pomocí de�nice (1.13),
rovnosti (1.12) a soustavy rovnic (1.10) se ukázalo být mnohem sloºit¥j²í, neº
nalézt samotnou rovnici (1.14). Proto ji zavedeme aº p°i °e²ení rovnice (1.14) v
difúzní limit¥.

1.3 Difúzní limita

V rovnici (1.14) provedeme tzv. difúzní limitu: pro i = 1, 2: λi, µi → ∞ a u → ∞.
To v²ak je²t¥ k provedení limity nesta£í. Je nutno up°esnit, jak rychle jdou tyto
konstanty k nekone£nu:

u2

λi + µi

= Di , u
µi − λi

λi + µi

= vi , Di, vi = konst., i = 1, 2 . (1.18)

Tato limita znamená p°echod na makroskopickou prostorovou a £asovou ²kálu.
V dal²ím textu budeme p°edpokládat D1 = D2. To znamená u2

λ1+µ1
= u2

λ2+µ2
,

£ili λ1 + µ1 = λ2 + µ2. Sou£et λ+ µ udává �tikot vnit°ních hodin� £ástice, tzn.
jak £asto dochází ke zm¥nám sm¥ru rychlosti. Po provedení difúzní limity spl¬uje
p(x1, x2; t) rovnici

∂

∂t
p(x1, x2; t) =

{
D

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
−
(
v1

∂

∂x1

+ v2
∂

∂x2

)}
p(x1, x2; t) . (1.19)

Po£áte£ní podmínka

p(x1, x2; 0) = δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) , y1 < y2 , (1.20)

ur£uje polohu £ástic v £ase t = 0. V p°ípad¥ pohybu na p°ímce jsou zadány
p°irozené okrajové podmínky

lim
x1,2→±∞

p(x1, x2; t) = 0 . (1.21)

V p°ípad¥ pohybu na polop°ímce v Kap. 3 budou zavedeny jiné okrajové pod-
mínky.

K rovnici (1.19) musíme najít je²t¥ jednu okrajovou podmínku, která popisuje
interakci. Pro její odvození si p°edstavme, ºe pohyb obou £ástic je reprezentován
jednou £ásticí, která se pohybuje ve dvou dimezích. Interakce znamená, ºe tato
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£ástice se pohybuje jen v polorovin¥ −∞ < x1 < x2 < ∞. �Interak£ní� okra-
jovou podmínku získáme úvahou o toku pravd¥podobnosti, jehoº sloºka kolmá na
p°ímku x1 = x2 musí být nulová. Více k odvození je v [10]. Okrajová podmínka
vná²ející mezi £ástice interakci a zabra¬ující p°edbíhání £ástic je:{

D

(
∂

∂x2

− ∂

∂x1

)
− (v2 − v1)

}
p(x1, x2; t)|x1=x2 = 0 . (1.22)

V dal²ích kapitolách budeme °e²it rovnici (1.19) ve dvou r·zných geometriích.
Model je v difúzní limit¥ namísto parametr· u, λi a µi popsán difúzními kon-
stantami Di, které ur£ují pohyblivost £ástic a driftovými rychlostmi vi. Dal²ími
parametry jsou po£áte£ní polohy £ásti y1 a y2. Difúzní konstantaD závisí nep°ímo
úm¥rn¥ na sou£tu rychlostních konstant λ a µ (viz (1.18) ). Popisuje pohyblivost
£ástice. Naproti tomu driftová rychlost v je úm¥rná rozdílu rychlostních konstant.
Popisuje tedy asymetrii pohybu a udává, kterým sm¥rem £ástice ve st°edním
smyslu poputuje. Driftová rychlost v na²em modelu popisuje chemotaxi.
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Kapitola 2

Interagující £ástice na p°ímce

Nyní se budeme v¥novat situaci, kdy jsou dv¥ bakterie uprost°ed velmi dlouhého
kanálku. Driftové rychlosti v1 a v2 popisují chemotaxi t¥chto bakterií, D jejich
pohyblivost. Uvidíme, ºe pro r·zné driftové rychlosti vznikají t°i kvalitativn¥
odli²né situace. Nap°íklad v p°ípad¥ bez chemotaxe by se bakterie jen díky vzá-
jemné interakci za£aly od sebe ve st°edním smyslu vzdalovat. Dal²í zajímavý
p°ípad nastává p°i vhodném nastavení driftových rychlostí, kdy mohou bakterie
dokonce vytvo°it �klastr� a pohybovat se spolu.

2.1 Hustoty pravd¥podobnosti

Budeme °e²it problém (1.19)-(1.22). P°ejdeme do jiné sou°adnicové soustavy, ve
které bude moºno dvou£ásticový problém p°evést na dva problémy jedno£ásticové.
Tou správnou volbou je p°echod k sou£tové a rozdílové sou°adnici:

R =
x1 + x2

2
, r = x2 − x1 . (2.1)

Dále ozna£me
vR =

v1 + v2
2

, vr = v2 − v1 . (2.2)

Platí x2 > x1 (viz po£áte£ní podmínka (1.20) ), proto také R ∈ (−∞,∞) a
r ∈ (0,∞). Pokud bychom povaºovali na²e £ástice za hmotné body o stejné
hmotnosti, pak by tato nová soustava byla t¥ºi²´ová. Po provedení transformace
(2.1) (její jakobián je roven jedné) zjistíme, ºe v rovnici (1.19) lze separovat
prom¥nné

p(r,R; t) = pR(R; t) pr(r; t) (2.3)

a získáme diferenciální rovnice pro hustoty pR(R; t) a pr(r; t).
Tuto separaci prom¥nných m·ºeme provést kdykoliv, ale netriviální je trans-

formace okrajových podmínek. V p°ípad¥ °e²ení pohybu na p°ímce máme krom¥
p°irozených okrajových podmínek jen podmínku interak£ní (1.22). Po transforma-
ci zjistíme, ºe se redukuje pouze na re�exní podmínku pro rozdílovou sou°adnici r.

Máme tedy dv¥ nezávislé úlohy. První z nich je pohyb sou£tové sou°adnice R
(�t¥ºi²t¥�). Její hustota pravd¥podobnosti je °e²ením rovnice

∂

∂t
pR(R; t) =

{
D

2

∂2

∂R2
− vR

∂

∂R

}
pR(R; t) , (2.4)
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s po£áte£ní podmínkou

pR(R; t) = δ(R−R0) , R0 =
y1 + y2

2
(2.5)

a p°irozenými okrajovými podmínkami

lim
R→±∞

pR(R; t) = 0 . (2.6)

Vidíme, ºe jde o difúzní pohyb na p°ímce s difúzní konstantou D/2 a driftovou
rychlostí vR. Tuto rovnici lze vy°e²it nap°. pomocí Laplaceovy transformace v
£ase (viz nap°. [9]):

pR(R; t) =
1√
2πDt

exp

(
−(R−R0 − vRt)

2

2Dt

)
. (2.7)

Nyní budeme studovat chování rozdílové sou°adnice. Její hustota pravd¥podob-
nosti spl¬uje rovnici

∂

∂t
pr(r; t) =

{
2D

∂2

∂r2
− vr

∂

∂r

}
pr(r; t) . (2.8)

Po£áte£ní podmínka je

pr(r; 0) = δ(r − r0) , r0 = y2 − y1 . (2.9)

Okrajová podmínka (1.22) p°ejde díky transformaci (2.1) ve výraz{
2D

∂

∂r
− vr

}
pr(r; t)|r=0 = 0 , (2.10)

druhá okrajová podmínka je

lim
r→∞

pr(r; t) = 0 . (2.11)

Zde op¥t vidíme, ºe jde o difúzní pohyb s difúzní konstantou 2D, driftovou
rychlostí vr. Tentokrát ale r > 0, jde tedy o pohyb na polop°ímce, navíc je v
bod¥ r = 0 re�exní hranice (2.10). Tuto rovnici lze °e²it op¥t pomocí Laplaceovy
transformace v £ase, °e²ením je

pr(r; t) =
1√
8πDt

exp

(
−(r − r0 − vrt)

2

8Dt

)
+

exp
(
−vrr0

2D

)
√
8πDt

exp

(
−(r + r0 − vrt)

2

8Dt

)
− vr

4D
exp
(vrr
2D

)
erfc

(
r + r0 + vrt√

8Dt

)
, (2.12)

kde erfc(•) je komplementární chybová funkce [13].
Hustotu pravd¥podobnosti p(x1, x2; t) bychom mohli získat inverzní transfor-

mací k (2.1) a dosazením do (2.3). My ji v²ak nebudeme pot°ebovat, protoºe
dynamiku £ástic lze studovat p°ímo pomocí hustot pr(r; t) a pR(R; t).
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2.2 T°i dynamické reºimy

St°ední polohu sou£tové, resp. rozdílové sou°ednice de�nujeme vztahy

〈R(t)〉 =
∫ ∞

−∞
RpR(R; t) dR , (2.13)

resp.

〈r(t)〉 =
∫ ∞

0

r pr(r; t) dr , (2.14)

Nejprve se budeme zabývat sou£tovou sou°adnicí. Její st°ední hodnota je

〈R(t)〉 = R0 + vRt . (2.15)

To znamená, ºe �t¥ºi²t¥� soustavy dvou £ástic je díky driftu ve st°edním smyslu
uná²eno rychlostí vR. Pokud vR = 0 (nastává p°i v1 = −v2, viz (2.2) ), ve st°edním
smyslu se nepohybuje. Pokud vR > 0, �t¥ºi²t¥� se pohybuje doprava, pro vR < 0
se pohybuje sm¥rem doleva.

Pro rozptyl platí: 〈
(R(t)− 〈R(t)〉)2

〉
= Dt . (2.16)

Nyní p°ejd¥me k rozdílové sou°adnici. Budeme zkoumat její chování
po dlouhém £ase. K tomu vyuºijeme Laplaceovu transformaci. Ozna£me pr(r; s)
Laplaceovu transformaci v £ase funkce pr(r; t). Pak

〈r(s)〉 =
∫ ∞

0

r pr(r; s) dr (2.17)

je Laplace·v obraz st°ední hodnoty rozdílové sou°adnice. Nalezli jsme, ºe

〈r(s)〉 = vr
s2

+
r0
s
+

√
v2r + 8Ds− vr

2s2
exp

(
−r0

vr +
√
v2r + 8Ds

4D

)
. (2.18)

Dále jsme vyuºili tzv. Tauberových teorém· (viz [11]), tedy stejného chování
〈r(t)〉 pro t → ∞ a 〈r(s)〉 pro s → 0 a z rovnice (2.18) jsme ur£ili chování st°ední
rozdílové sou°adnice pro dlouhý £as:1

〈r(t)〉 ∼



vrt vr > 0 ,√
8Dt

π
vr = 0 ,

2D

vr
vr < 0 .

(2.19)

Vidíme, ºe zde vznikly t°i kvalitativn¥ odli²né dynamické reºimy, které závisí na
rozdílu driftových rychlostí vr. K diskuzi chování st°ední polohy vyuºijeme grafy
na Obr. 2.1, které byly nakresleny pomocí numerické integrace (2.14) s vyuºitím
analytického výsledku (2.12).

P°ípad vr > 0 odpovídá tomu, ºe jsou £ástice driftem od sebe taºeny pry£
(viz Obr. 2.2). V grafu 2.1 a) je plnou £arou zakreslena st°ední rozdílová sou°ad-
nice interagujících £ástic, £árkovan¥ neinteragujících £ástic se stejnými parametry.

1De�nujeme: g(t) ∼ h(t) pro t → ∞ ⇐⇒ limt→∞ g(t)/h(t) = 1 .
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Vidíme, ºe £ástice se od sebe linárn¥ vzdalují v £ase. Díky tomu také �vymizí� in-
terakce mezi nimi, takºe se po dlouhém £ase chovají stejn¥ jako dv¥ neinteragující
£ástice.

Zajímavý jev vzniká p°i vr = 0. Drift p·sobí na ob¥ £ástice stejn¥. V grafu
2.1 b) vidíme, ºe zde se interagující £ástice pro t → ∞ od sebe vzdalují jako
t1/2 (2.19). Zdá se to být neintuitivní. �ástice na sebe nep·sobí na dálku, ani
nejsou od sebe taºeny driftem, p°esto se od sebe díky interakci ve st°edním smyslu
vzdalují. Neinteragující £ástice by v tomto p°ípad¥ z·stávaly po°ád stejn¥ daleko
(p°eru²ovaná £ára v grafu 2.1 b) ).

V posledním p°ípad¥ vr < 0 jsou £ástice k sob¥ tla£eny driftem. Neinteragu-
jící £ástice by v tomto p°ípad¥ nejd°ív p°ibliºovaly, poté by �sebou pro²ly� a
následn¥ byly od sebe odtaºeny do nekone£na (p°eru²ovaná £áry v grafu 2.1 c))
U interagujících £ástic se po dlouhém £ase ustálí hustota pravd¥podobnosti

lim
t→∞

pr(r; t) =
|vr|
2D

exp

(
−|vr|r

2D

)
, vr < 0 . (2.20)

M·ºeme °íct, ºe systém dosp¥je do rovnováhy. Jak je vid¥t v grafu 2.1 c), £ástice
zaujmou rovnováºnou vzdálenost. V grafu 2.1 c) je po£áte£ní podmínka rovna
rovnováºné poloze. Je zajímavé, ºe £ástice tuto vzájemnou rovnováºnou polohu
nejprve opustí, za£nou se p°ibliºovat, aº po £ase se do rovnováºné polohy op¥t
vrátí. Vysv¥tlení je takové, ºe £ástice se nejd°íve �nevidí� , jsou tedy p°itahovány
k sob¥, aº po chvíli za£ne p·sobit interakce a £ástice se dostanou do rovnováºné
polohy. St°ední rovnováºná vzdálenost £ástic je

lim
t→∞

〈r(t)〉 = 2D

|vr|
, vr < 0 , (2.21)

v²imn¥me si, ºe nezávisí na po£áte£ní podmínce.
Pro úplnej²í p°edstavu o dynamice musíme znát rozptyl vzdálenosti £ástic. Je-

ho velikost popisuje, jak moc se od sebe p°i jednotlivých realizacích pohybu £ástic
li²í rozdílová sou°adnice. Nejprve jsme nalezli £asovou Laplaceovu transformaci〈

r2(s)
〉
=− 2v2r

s3
+

2r0vr − 4D

s2
−

−
vr(vr −

√
v2r + 8Ds)

s3
exp

(
−
r0(vr +

√
v2r + 8Ds)

4D

)
. (2.22)

Pak jsme op¥t vyuºili Tauberových teorém· a ur£ili chování 〈r2(t)〉 pro dlouhý
£as:

〈
(r(t)− 〈r(t)〉)2

〉
∼



4Dt vr > 0 ,

(4D − 8D

π
)t vr = 0 ,

4D2

v2r
vr < 0 .

(2.23)

Vidíme tedy, ºe v p°ípad¥ vr > 0 rozptyl roste jako 4Dt. To je stejný výsledek, jako
v p°ípad¥ jedné £ástice, která difunduje s difúzní konstantou 2D na p°ímce. Pro
vr = 0 op¥t roste rozptyl úm¥rn¥ t, ale s jiným prefaktorem, neº v p°edcházející
p°ípad¥. V posledním p°ípad¥ vr < 0 se rozptyl blíºí rovnováºné hodnot¥ 4D2/v2r .
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Obrázek 2.1: �asový vývoj st°ední vzdálenosti £ástic interagujících (plná £ára)
a neinteragujících (p°eru²ovaná £ára) ve t°ech dynamických reºimech: a) vr > 0,
b) vr = 0 a c) vr < 0. Byly pouºity následující hodnoty parametr·: r0 = 2 m,
D = 2 m2s−1; a) vr = 2 ms−1, b) vr = 0 ms−1 a c) vr = −2 ms−1.
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To znamená, ºe st°ední rozdílová sou°adnice má i po uplynutí dlouhé doby velkou
vypovídací hodnotu.

Na záv¥r kapitoly jsme za°adili ilustraci vzniku jednotlivých dynamických
reºim·. Na Obr. 2.2 jsou znázorn¥ny situace pro r·zné driftové rychlosti v1 a v2.
�ipky u jednotlivých £ástic vyjad°ují velikost a sm¥r jejich driftových rychlostí.
Jelikoº se °e²ení difúzní rovnice (2.12) pro rozdílovou sou°adnici kvalitativn¥ li²í
pro t°i r·zné p°ípady vr > 0, vr = 0 a vr < 0, m·ºeme o Obr. 2.2 hovo°it jako
o �fázovém diagramu�. P°i vr > 0 jsou £ástice driftem od sebe odtahovány. Na
Obr. 2.2 tomuto p°ípadu odpovídá polorovina nad p°ímkou v1 = v2. Vidíme, ºe
reºim vr > 0 je moºno realizovat pomocí v1 a v2 t°emi r·znými zp·soby. Pokud
vr = 0, na ob¥ £ástice p·sobí drift stejn¥, to odpovídá p°ímce v1 = v2 ve fázovém
diagramu. Kone£n¥ v p°ípad¥ vr < 0 v dolní £ásti �fázového diagramu� jsou
£ástice tla£eny driftem k sob¥.

v1

v2

v1 = v2

Obrázek 2.2: �Fázový diagram�, znázor¬uje moºné kombinace driftových
rychlostí, jsou zde t°i oblasti s kvalitativn¥ rozdílným chováním v závislosti na
v1, v2.
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Kapitola 3

Polonekone£ný systém s absorpcí

Te¤ se zam¥°íme na zkoumání pohybu dvou bakterií na okraji velmi dlouhého
(polonekone£ného) kanálku. Kdyº bakterie tento kanálek opustí, nem·ºe se do
n¥j uº vrátit. Takovému okraji budeme °íkat absorp£ní hranice. Kdyº bakterie
opustí kanálek, °ekneme, ºe byla absorbována. Je z°ejmé, ºe jako první musí
kanálek opustit bakterie, která je blíºe okraji. Aº potom ji m·ºe následovat ta
dal²í. Nejprve popí²eme pohyb bakterií, pak budeme zkoumat pravd¥podobnosti
nalezení jednotlivých bakterií kdekoli v kanálku po n¥jakém £ase. Nakonec ur£íme
st°ední dobu opu²t¥ní kanálku pro jednotlivé bakterie. Budeme zkoumat rozdíly
mezi chováním jedné bakterie, která je v kanálku sama a chováním jednotlivých
bakterií, které spolu interagují.

3.1 Hustoty pravd¥podobnosti

Budeme zkoumat pohyb £ástic na poloprostoru (0,∞) s dokonalou absorp£ní
hranicí v nule. Pokud jedna z £ástic doputuje do absorp£ní hranice, je zachycena
a uº se odtud nem·ºe dostat. P°edpokládejme, ºe ob¥ £ástice jsou totoºné, tzn.
v1 = v2 = v.

Vy°e²íme nejprve jedno£ásticový problém. Nech´ f(x; t|y) je hustota
pravd¥podobnosti výskytu £ástice na polop°ímce (0,∞). Ta spl¬uje diferenciální
rovnici

∂

∂t
f(x; t|y) =

{
D

∂2

∂x2
− v

∂

∂x

}
f(x; t|y) . (3.1)

Po£áte£ní podmínka je

f(x; 0|y) = δ(x− y), y > 0 . (3.2)

První okrajová podmínka je

lim
x→∞

f(x; t) = 0 . (3.3)

Dal²í okrajovou podmínkou zavedeme absorp£ní hranici v x = 0 [12]:

f(x; t|y)|x=0 = 0 . (3.4)

�e²ení takto de�novaného problému je

f(x; t|y) = 1√
4πDt

[
exp

(
−(x− y − vt)2

4Dt

)
− exp

(
−vy

D

)
exp

(
−(x+ y − vt)2

4Dt

)]
,

(3.5)
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pro x ∈ (0,∞), jinak f(x; t|y) = 0. Toto °e²ení jedno£ásticového problému nám
pozd¥ji poslouºí k vyjád°ení °e²ení problému dvou£ásticového. Je t°eba si v²im-
nout, ºe integrál

∫∞
0
f(x; t|y) dx je na za£átku roven jedné (díky po£áte£ní pod-

mínce), pak se ale s rostoucím £asem zmen²uje. Je to díky absorpci. Tento integrál
udává pravd¥podobnost, ºe se £ástice nachází v £ase t v intervalu (0,∞), tedy
pracd¥podobnost, ºe £ástice je²t¥ nebyla absorbována. Tuto pravd¥podobnost oz-
na£íme S(t|y) a nazv¥me ji pravd¥podobnost p°eºití do £asu t:

S(t|y) =
∫ ∞

0

f(x; t|y) dx . (3.6)

Této veli£in¥ se budeme podrobn¥ji v¥novat v dal²í podkapitole.
P°idejme nyní dal²í £ástici. Zavedeme matematický popis situace, kdy je²t¥ ne-

do²lo k absorpci ºádné £ástice. Nech´ p(2)(x1, x2; t|y1, y2) dx1 dx2 je pravd¥podob-
nost toho, ºe ani jedna z £ástic nebyla do £asu t absorbována a ºe levá £ástice
se nachází v intervalu (x1, x1 + dx1) a zárove¬ pravá v (x2, x2 + dx2) v £ase t.
Hustota pravd¥podobnosti p(2)(x1, x2; t|y1, y2) spl¬uje diferenciální rovnici

∂

∂t
p(2)(x1, x2; t|y1, y2) =

{
D

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
− v

(
∂

∂x1

+
∂

∂x2

)}
p(2)(x1, x2; t|y1, y2)

(3.7)
s po£áte£ní podmínkou

p(2)(x1, x2; 0|y1, y2) = δ(x1 − y1)δ(x2 − y2) , y2 > y1 , (3.8)

p°irozenou okrajovou podmínkou

lim
x2→∞

p(2)(x1, x2; t|y1, y2) = 0 , (3.9)

interak£ní okrajovou podmínkou (viz (1.22) )(
∂

∂x2

− ∂

∂x1

)
p(2)(x1, x2; t|y1, y2)|x1=x2 = 0 (3.10)

a okrajovou podmínkou pro absorpci (analogicky jako pro jednu £ástici)

p(2)(x1, x2; t|y1, y2)|x1=0 = 0 . (3.11)

Díky p°edpokladu, ºe jsou £ástice identické (v1 = v2), m·ºeme se na n¥ dívat
jako na dv¥ £ástice neinteragující. Místo interakce si v²ak vym¥ní pozice (£ástice,
která byla p·vodn¥ vlevo, bude vpravo a naopak). Uvaºujme takto: levá £ástice
v poloze x1 odpovídá £ástici, která se p·vodn¥ nacházela v y1 a zárove¬ £ástice
na x2 odpovídá p·vodní £ástici na y2. Díky tomu, ºe u stejných £ástic uvaºujeme
o interakci jako o vým¥n¥ pozic, m·ºou si navzájem odpovídat i £ástice na x1

s p·vodní £ásticí na y2 a £ástice na x2 s p·vodní £ásticí na y1. Touto úvahou
dosp¥jeme k °e²ení

p(2)(x1, x2; t|y1, y2) = f(x1; t|y1)f(x2; t|y2) + f(x1; t|y2)f(x2; t|y1) . (3.12)

Hustota (3.12) je nenulová pouze pro 0 < x1 < x2 < ∞. Zp¥tn¥ lze snadno ov¥°it,
ºe na námi zkoumaném prostoru tato funkce spl¬uje diferenciální rovnici (3.7) i
p°íslu²né okrajové a po£áte£ní podmínky.
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K úplnému popisu musíme de�novat dal²í hustotu pravd¥podobnosti, která
popisuje druhou £ástici po absorpci té první. Ozna£íme ji horním indexem (1)
a de�nujeme p(1)(x2; t|y1, y2)dx2 jako pravd¥podobnost toho, ºe první £ástice uº
byla absorbována a druhá se nachází v intervalu (x2, x2 + dx2) v £ase t.

Tvar p(1)(x2; t|y1, y2) lze nalézt podobnou úvahou, jako p(2)(x1, x2; t|y1, y2),
a to op2t díky stejným vlastnostem £ástic. P°edstavme si, ºe do²lo k absorpci
levé £ástice. Pokud to byla £ástice, jeº se na po£átku nacházela v bod¥ y2, byla
absorbována s pravd¥podobností 1 − S(t|y2) (viz (3.6)) a pravá £ástice je ta,
co se na po£átku nacházela v bod¥ y1. Naopak pokud byla absorbována £ástice z
po£áte£ního bodu y1, do²lo k absorpci s pravd¥podobností 1−S(t|y1) a v kanálku
z·stala £ástice z po£áte£ního bodu y2. Ve sv¥tle této úvahy napí²eme výraz pro
hustotu pravd¥podobnosti výskytu druhé £ásti po absorpci té první takto:

p(1)(x2; t|y1, y2) = f(x2; t|y1) [1− S(t|y2)] + f(x2; t|y2) [1− S(t|y1)] . (3.13)

Marginální hustoty pravd¥podobnosti

Zajímá nás poloha jednotlivých £ástic bez ohledu na to, kde se zrovna nachází
£ástice jiná. Budeme tedy zkoumat tzv. marginální hustoty pravd¥podobnosti, oz-
na£me je p1(x1; t|y1, y2) a p2(x2; t|y1, y2).

První z nich lze získat jednodu²e integrací p°es v²echny moºné polohy pravé
£ástice.

p1(x1; t|y1, y2) =
∫ ∞

x1

p(2)(x1, x2; t|y1, y2)dx2 . (3.14)

U druhé £ástice si musíme dát pozor na p°ípad, kdy £ástice nalevo od ní byla
absorbována:

p2(x2; t|y1, y2) =
∫ x2

0

p(2)(x1, x2; t|y1, y2)dx1 + p(1)(x2; t|y1, y2) . (3.15)

První £len v rovnici (3.15) popisuje p°ípad, kdy je²t¥ nedo²lo k absorpci ºádné
£ástice, druhý £len popisuje p°ípad, kdy uº byla levá £ástice absorbována.

Pomocí vztah· (3.6), (3.12) a (3.13) - (3.15) m·ºeme napsat explicitní tvar
marginálních hustot pravd¥podobností:

p1(x1; t|y1, y2) = f(x1; t|y1)
∫ ∞

x1

f(x2; t|y2) dx2 + f(x1; t|y2)
∫ ∞

x1

f(x2; t|y1) dx2 ,

(3.16)

p2(x2; t|y1, y2) = f(x2; t|y1)
∫ x2

0

f(x1; t|y2) dx1 + f(x2; t|y2)
∫ x2

0

f(x1; t|y1) dx1

+f(x2; t|y1)
[
1−

∫ ∞

0

f(x1; t|y2) dx1

]
+ f(x2; t|y1)

[
1−

∫ ∞

0

f(x1; t|y1) dx1

]
.

(3.17)

Na Obr. 3.1 jsou pro p°ípad bez driftu znázorn¥ny jedno£ásticová hustota
pravd¥podobnosti (3.5) (graf a) ) a marginální hustoty pravd¥podobnosti jed-
notlivých interagujících £ástic (3.14), (3.15) (grafy b) a c) ). Pro v²echny grafy
byly pouºity stejné parametry. V²echny t°i grafy jsou kresleny aº od £asu t = 0.5
s, protoºe díky po£áte£ní podmínce (δ funkce) rostou pro malý £as do nekone£na.
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Z graf· m·ºeme sledovat, jak interakce ovliv¬uje pohyb £ástic. Nejv¥t²í rozdíl je
vid¥t, kdyº si zvolíme pevný £as t a díváme se na plochu pod grafem. U pravé
interagující £ástice je tato plocha v¥t²í, neº u neinteragující, u levé interagující je
nejmen²í. Je to díky tomu, ºe levá £ástice je ve st°edním smyslu pravou tla£ena k
absorp£ní hranici, naopak levá £ástice tla£í tu pravou pry£ od absorp£ní hranice.

Na záv¥r této podkapitoly je²t¥ zmíníme, ºe kolektivní chování interagujících
a neinteragujících £ástic je stejné. Máme na mysli platnost vztahu

f(x; t|y1) + f(x; t|y2) = p1(x; t|y1, y2) + p2(x; t|y1, y2) , (3.18)

který se dá jednodu²e ov¥°it dosazením z (3.16) a (3.17).

St°ední polohy £ástic

St°ední poloha £ástice, která se pohybuje sama na polop°ímce s absorp£ní hranicí
je de�nována jako

〈x(t) 〉 =
∫ ∞

0

x f(x; t|y) dx . (3.19)

Analogicky jsou de�novány st°ední polohy jednotlivých interagujících £ástic

〈xi(t) 〉 =
∫ ∞

0

x pi(x; t|y1, y2) dx , i = 1, 2 . (3.20)

St°ední polohy 〈x1(t)〉 a 〈x2(t)〉 jsme spo£ítali numericky s pouºitím (3.16),
(3.17) a (3.5), zakreslili jsme je do graf· na Obr. 3.2. S vyhodnocením graf·
nám pom·ºe následující vztah mezi st°edními polohami interagujících a nein-
teragujících £ástic. Vynásobíme-li x rovnici (3.18) a p°eintegrujeme p°es celou
polop°ímku, dostaneme rovnost:

y1 + y2 + 2vt = 〈x1(t)〉+ 〈x2(t)〉 , (3.21)

levá strana V grafu 3.2 a) je p°ípad v > 0. Z obrázku je vid¥t, ºe díky driftu jsou
£ástice taºeny sm¥rem k nekone£nu stejn¥ jako neinteragující £ástice (p°eru²ovaná
£ára). V grafu 3.2 b) je p°ípad bez driftu. Zde by st°ední poloha neinteragující
£ástice z·stala konstantní. V grafu vidíme, ºe díky interakci se st°ední poloha levé
interagující £ástice blíºí nule a st°ední poloha pravé £ástice se blíºí ke konstant¥.
To m·ºeme ov¥°it pomocí (3.21). Pro v = 0 je výraz na levé stran¥ konstantní,
proto musí být sou£et 〈x1(t)〉+ 〈x2(t)〉 také konstantní.

V grafu 3.2 c) je vid¥t, ºe v¥t²ina trajektorií obou £ástic velmi rychle kon£í
v absorp£ní hranici. Tady interakce p°iná²í jen zm¥nu v £ase, za který jsou jed-
notlivé £ástice absorbovány.
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Obrázek 3.1: Hustoty pravd¥podobnosti výskytu £ástic na polop°ímce s absorp£ní
hranicí. V grafu a) je hustota pravd¥podobnosti výskytu pro jednu neinteragující
£ástici, v grafu b) marginální hustota pro interagující £ástici blíºe k absorp£ní
hranici a v grafu c) marginální hustota pro interagující £ástici dále od absor£ní
hranice. Byly pouºity parametry v = 0 ms−1, D = 2 m2s−1, y1 = 0.2 m a
y2 = 0.3 m.
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c) v < 0 〈x2(t)〉
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Obrázek 3.2: �asový vývoj st°edních poloh £ástic interagujících ((3.20), plná
£ára) a neinteragujících ((3.19), p°eru²ovaná £ára) pro t°i r·zné hodnoty driftové
rychlosti v. Byly pouºity parametry y1 = 1 m, y2 = 2 m, D = 2 m2s−1, v grafu
a) v = 2 ms−1, v grafu b) v = 0 ms−1 a v grafu c) v < 0 ms−1.
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3.2 Pravd¥podobnost p°eºití

Pravd¥podobnost p°eºití jedné neinteragující £ástice S(t|y) je pravd¥podobnost,
ºe £ástice nebyla absorbována do £asu t. Tato pravd¥podobnost je de�nována
rovnicí (3.6). Po dosazení z (3.5) integrací získáme její analytický tvar:

S(t|y) = 1

2
erfc

(
−y − vt√

4Dt

)
− 1

2
exp
(
−vy

D

)
erfc

(
y − vt√
4Dt

)
. (3.22)

S vyuºitím rozvoje komplementární chybové funkce v nule a v nekone£nu [13]
jsme ur£ili rychlost poklesu a limitu funkce S(t|y) pro t → ∞:

S(t|y) ∼



1− exp
(
−vy

D

)
−
√

D

π

2y

v2 t
3
2

exp

(
−(y + vt)2

4Dt

)
v > 0 ,

y√
πDt

v = 0 ,√
D

π

2y

v2 t
3
2

exp

(
−(y + vt)2

4Dt

)
v < 0 .

(3.23)

V p°ípad¥ v > 0, kdy je £ástice taºena driftem od absorp£ní hranice, se
pravd¥podobnost p°eºití blíºí konstant¥

lim
t→∞

S(t|y) = 1− exp
(
−vy

D

)
, v > 0 . (3.24)

Výraz (3.24) udává pravd¥podobnost, ºe £ástice nikdy nebude absorbována. V os-
tatních p°ípadech pravd¥podobnost p°eºití klesá s £asem k nule.

Pravd¥podobnost p°eºití v dvou£ásticovém p°ípad¥ de�nujeme vztahem

Si(t|y1, y2) =
∫ ∞

0

pi(xi; t|y1, y2) dxi , i = 1, 2 . (3.25)

V p°ípad¥ interagujících £ástic1 lze najít p°íslu²né pravd¥podobnosti p°eºití inte-
grací hustot (3.16) a (3.17). My v²ak op¥t vyuºijeme �stejnosti� £ástic a provedeme
pravd¥podobnostní úvahu. Pravd¥podobnost p°eºití levé £ástice je sou£in
pravd¥podobností p°eºití dvou neinteragujících £ástic, které za£ínají v bodech y1
a y2. Pokud totiº ani jedna neinteragující £ástice nebyla absorbována, nebyla tedy
absorbována ani levá £ástice interagující. Výsledek je

S1(t|y1, y2) = S(t|y1)S(t|y2) . (3.26)

Pokud nebyla absorbována £ástice za£ínající v y1 nebo nebyla absorbována £ástice
z y2, nebyla tedy absorbována ani pravá interagující £ástice. Nesmíme v²ak za-
pomenout ode£íst od sou£tu t¥chto pravd¥podobností ode£íst p°ípad, kdy nebyla
absorbována ani jedna, abychom jej nepo£ítali dvakrát. Výsledný výraz vypadá
takto:

S2(t|y1, y2) = S(t|y1) + S(t|y2)− S(t|y1)S(t|y2) . (3.27)

Výrazy (3.26) a (3.27) lze ov¥°it integrací hustot (3.16) a (3.17). Jak inter-
akce mezi £ásticemi zm¥ní asymptotické chování jejich prav¥podobnosti p°eºití?

1P°ípad v = 0, pro N interagujících £ástic byl zkoumán v [14].

22



Odpov¥¤ obdrºíme dosazením £asových asymptotik (3.23) do vztah· (3.26), (3.27).
Pro pravd¥podobnost p°eºití levé £ástice máme:

S1(t|y1, y2) ∼



[
1− exp

(
−vy

D

)] [
1− exp

(
−vy

D

)]
v > 0 ,

y1y2
πDt

v = 0 ,

4y1y2D

v4πt3
exp

(
−(y1 + vt)2 + (y2 + vt)2

4Dt

)
v < 0 .

(3.28)

P°ípad v > 0 je podobný pro interagující i neinteragující £ástici. Pravd¥podob-
nosti p°eºití se blíºí ke konstant¥ díky tomu, ºe drift �odtáhne� £ástice pry£ od
absorp£ní hranice. Ale platí S1(t|y1, y2) < S(t|y1), protoºe díky p°ítomnosti pravé
£ástice je více trajektorií levé £ástice, které vedou do absorp£ní hranice. V p°ípad¥
bez driftu je uº vliv interakce znát, pravd¥podobnost p°eºití levé interagující £ás-
tice se blíºí k nule rychleji (jako t−1 místo t−1/2) op¥t díky vlivu pravé £ástice. V
p°ípad¥ driftu sm¥rem k absorp£ní hranici klesají pravd¥podobnosti p°eºití pro
levou interagující, resp. pro neinteragující £ástici jako exponenciela (násobená
faktory t−3, resp. t−3/2). Pro pravou £ástici platí:

S2(t|y1, y2) ∼



1− exp
(
− v

D
(y1 + y2)

)
v > 0 ,

y1 + y2√
πDt

v = 0 ,√
D

π

2

v2 t
3
2

{
y1 exp

(
−(y1 + vt)2

4Dt

)
+y2 exp

(
−(y2 + vt)2

4Dt
)

)}
v < 0 .

(3.29)
Pravd¥podobnost p°eºití pravé £ástice se v p°ípad¥ v > 0 blíºí konstant¥. Platí
S2(t|y1, y2) > S(t|y1) díky tomu, ºe p°ítomnost levé £ástice sniºuje po£et trajek-
torií pravé £ástice, které kon£í v absorp£ní hranici. Pravd¥podobnosti p°eºití jsme
zakreslili do graf· na Obr. 3.3. Pro srovnání jsou tam znázorn¥ny neinteragující
£ástice za£ínající v y1 a v y2 (p°eru²ovaná £ára).
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c) v < 0 S2(t|y1, y2)

S(t|y2)

S(t|y1)

S1(t|y1, y2)

Obrázek 3.3: Pravd¥podobnosti p°eºití do £asu t. Plnou £arou jsou vyzna£eny in-
teragující £ástice, p°eru²ovanou neinteragující se stejnými po£áte£ními podmínka-
mi jako interagující. Byly pouºity parametry y1 = 1 m, y2 = 1.5 m, D = 4 m2s−2,
v grafu a) v = 2 ms−1, v grafu b) v = 0 ms−1 a v grafu c) v = −2 ms−1.
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3.3 St°ední doba do absorpce

Na za£átek musíme zd·raznit, ºe st°ední doba do absorpce je kone£ná jen v
p°ípad¥ v < 0. Nejprve odvodíme st°ední dobu do absorpce pro jednu £ástici.
Abychom to mohli ud¥lat, musíme znát p°íslu²nou hustotu pravd¥podobnosti.
Nech´ φ(t|y)dt je pravd¥podobnost toho, ºe £ástice je absorbována v intervalu
(t, t+ dt). Tuto hustotu m·ºeme implicitn¥ de�novat vztahem:

S(t|y) =
∫ ∞

t

φ(t′|y) dt′ , (3.30)

jelikoº pravd¥podobnost p°eºití do £asu t odpovídá pravd¥podobnosti absorpce
aº po £ase t. Derivací dostaneme hledanou hustotu pravd¥podobnosti:

φ(t|y) = − d

dt
S(t|y) , v < 0 . (3.31)

Nyní de�nujeme st°ední dobu do absorpce:

〈t〉 =
∫ ∞

0

t′ φ(t′|y) dt′ . (3.32)

St°ední doba do absorpce je kone£ná jen v p°ípad¥ v < 0. Pomocí vztah·
(3.32) a (3.31) a integrace per partes lze výpo£et st°ední doby do absorpce provést
pomocí integrace pravd¥podobnosti p°eºití:

〈t〉 =
∫ ∞

0

S(t′|y) dt′ . (3.33)

Z chování S(t|y) pro t → ∞ (3.23) tedy vidíme, ºe v p°ípadech v > 0, resp. v = 0
je st°ední doba do absorpce nekone£ná (integrál (3.33) diverguje, protoºe S(t|y)
se v nekone£nu chová jako t0, resp. t−1/2 viz (3.23) ). Proto budeme v dal²ím textu
p°edpokládat v < 0.

V p°ípad¥ v < 0 vztahu (3.31) pro jednu £ástici máme:

φ(t|y) = y√
4πDt3

exp

(
−(y + vt)2

4Dt

)
. (3.34)

Vidíme, ºe p°ípad¥ v < 0 hustota pravd¥podobnosti φ(t|y) klesá expononciáln¥,
st°ední doba do absorpce (3.32) je proto kone£ná. Po dosazení do (3.32) dostáváme
pro jednu £ástici

〈t〉 = y

|v|
. (3.35)

Tento výsledek je zajímavý tím, ºe nezávisí na difúzní konstant¥ D. Znamená
to, ºe zvý²ená pohyblivost £ástice p°ispívá stejnou m¥rou k trajektoriím, které
kon£í v absorp£ní hranici, i k t¥m, které vedou pry£ od této hranice. Výsledek
m·ºeme ov¥°it pro D = 0, tedy £ástici, která se chová deterministicky. Taková
£ástice by se z bodu y pohybovala konstantní rychlostí |v| sm¥rem k absorp£ní
hranici. Doputovala by tam tedy v £ase y/|v|.

Pro interagující £ástice de�nujeme analogicky φi(t|y1, y2) dt, i = 1, 2 jako
pravd¥podobnost absorpce i-té £ástice v £asovém intervalu (t, t+dt). Analogicky
jako v jedno£ásticovém p°ípad¥ ji de�nujeme pomocí pravd¥podobnosti p°eºití:

φi(t|y1, y2) = − d

dt
Si(t|y1, y2) , i = 1, 2 . (3.36)
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St°ední doba do absorpce pro interagující £ástice je pak rovna

〈ti〉 =
∫ ∞

0

t φi(t|y1, y2) dt , i = 1, 2 . (3.37)

Pro st°ední doby do absorpce op¥t m·ºeme vyuºít vztahu (3.18), ze kterého
plyne:

y1
|v|

+
y2
|v|

= 〈t1〉+ 〈t2〉 . (3.38)

Na levé stran¥ je sou£et st°edních dob do absorpce neinteragujících £ástic.
St°ední doby do absorpce interagujících £ástic závisí na v²ech parametrech

modelu (v, D, y1 a y2). To je velký rozdíl oproti neinteragujícím £ásticím, jejichº
st°ední doby do absorpce nezávisí na D (viz (3.35) ), zp·sobený pouze interakcí.
Na Obr. 3.4 je znázorn¥na numericky spo£tená závislost st°ední doby do absorpce
levé £ástice v závislosti na difúzní konstant¥. Tuto závislost jsme vykreslili pro
5 r·zných po£áte£ních poloh pravé £ástice (Levá £ástice za£íná vºdy na stejném
míst¥!). Poslední z nich (£árkovan¥), y2 → ∞, odpovídá p°ípadu jediné £ástice
na polop°ímce, do grafu jsme tedy zakreslili y1/|v|. Z grafu vidíme, ºe s rostoucí
po£áte£ní vzdáleností £ástic slábne vliv interakce a postupn¥ se blíºíme k p°ípadu
neinteragující £ástice. V grafu je také vid¥t, ºe pohybliv¥j²í £ástice jsou d°íve
absorbovány. V²imn¥me si, ºe v²echny k°ivky za£ínají ve stejném bod¥. Limita
D → 0 totiº znamená, ºe se £ástice za£nou pohybovat deterministicky rychlostí v
sm¥rem k absorp£ní hranici. Proto také interakce mezi nimi nehraje ºádnou roli
(£ástice si udrºují konstantní vzdálenost). To je d·vod, pro£ p°i D → 0 je st°ední
doba do absorpce první £ástice stejná pro v²echny polohy druhé £ástice.

Podobnou situaci máme na Obr. 3.5, kde pro jednu pevnou po£áte£ní polohu
pravé £ástice a p¥t r·zných po£áte£ních poloh levé £ástice je vykreslena závislost
st°ední doby do absorpce pravé £ástice v závislosti na difúzní konstant¥. P°ípad
y1 = 0 znamená, ºe pravá £ástice difunduje na polop°ímce sama, do grafu jsme
tedy zakreslili y2/|v|. Op¥t vidíme, ºe vliv interakce klesá s rostoucí vzdáleností
£ástic, pro D → 0 jsou £ástice deterministické a st°ední doba do absorpce nezávisí
na jejich po£áte£ní vzdálenosti.
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Obrázek 3.4: St°ední doba do absorpce levé £ástice v závislosti na difúzní kon-
stant¥. Zakresleno pro 5 r·zných po£áte£ních poloh y2 a jednu pevnou po£áte£ní
polohu y1. Byly pouºity parametry v = −2 ms−1, y1 = 0.2 m, y2 viz legenda.
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Obrázek 3.5: St°ední doba do absorpce pravé £ástice v závislosti na difúzní kon-
stant¥. Zakresleno pro p¥t r·zných po£áte£ních poloh y1 a jednu pevnou po£áte£ní
polohu y2. Byly pouºity parametry v = −2 ms−1, y2 = 15 m, y1 viz legenda.
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Záv¥r

Zobecnili jsme pravd¥podobnostní model persistentní náhodné procházky na p°í-
pad dvou interagujících £ástic v jednodimenzionálním prostoru. Tento model jsme
pouºili k popisu náhodného pohybu dvou bakterií v úzkém kanálku. V první kapi-
tole jsme popsali pohyb bakterií pomocí persistentní náhodné procházky. Poda°i-
lo se nám odvodit rovnici (1.14) pro hustotu pravd¥podobnosti. Pro tuto rovnici
jsme odvodili také po£áte£ní podmínky (1.17) pro zjednodu²ující p°edpoklady.
Model jsme aproximovali pomocí difúzní limity (1.18).

V druhé kapitole jsme studovali pohyb dvou bakterií na p°ímce. Jejich spole£né
�t¥ºi²t¥ � se chová jako jedna difundující £ástice na p°ímce, rozdílová sou°adnice
jako jedna difundující £ástice na polop°ímce s re�exní hranicí. Pro r·zné hodnoty
rozdílu driftových rychlostí vr = v2 − v1; vr > 0, vr = 0 a vr < 0 nastávají
t°i kvalitativn¥ odli²né dynamické reºimy. V p°ípad¥ vr > 0 vliv interakce po
dlouhém £ase vymizí. V p°ípad¥ vr = 0 se bakterie od sebe vzdalují jako t1/2, a
to pouze díky interakci. A nakonec v p°ípad¥ vr < 0 sp¥je systém do rovnováhy,
bakterie vytvo°í �klastr� a pohybují se spole£n¥.

Ve t°etí kapitole byl studován pohyb bakterií na polop°ímce s absorp£ní hranicí
za p°edpokladu, ºe ob¥ bakterie jsou stejné (v1 = v2 = v). Nalezli jsme marginální
hustoty pravd¥podobnosti sou°adnic obou bakterií (3.16) a (3.17). Zde jsou op¥t
kvalitativní rozdíly pro t°i r·zné situace: v > 0, v = 0 a v < 0. Pokud v >
0, bakterie jsou taºeny pry£ od absorp£ní hranice. V p°ípad¥ v = 0 se blíºí
st°ední poloha levé bakterie nule, st°ední poloha pravé bakterie konstant¥ (Obr.
3.2). Dále jsme zkoumali pravd¥podobnosti p°eºití bakterií do £asu t. Pro levou
bakterii klesá pravd¥podobnost p°eºití rychleji, neº kdyby interakce p°ítomna
nebyla. Naproti tomu u pravé bakterie klesá pravd¥podobnost p°eºití pomaleji.
Nakonec jsme sledovali st°ední doby do absorpce jednotlivých bakterií. Narozdíl
od p°ípadu bez interakce se objevila závislost na difúzní konstant¥ (pohyblivosti).
�ím je pohyblivost levé (pravé) bakterie v¥t²í, tím je její st°ední doba do absorpce
krat²í (del²í), viz Obr. 3.4 a Obr. 3.5.
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