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Autor: Maroš Hrnčiar
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znalost’ základov výrokovej logiky, teórie grafov a zložitosti.
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3.2 Stromová rezolúcia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

Systémy na dokazovanie výrokových tautológíı a algoritmy na SAT sú dve zdan-

livo odlǐsné veci. V tejto práci nájdete okrem podrobného teoretického úvodu

k jednotlivým oblastiam ilustrovanom na jednoduchých pŕıkladoch aj odpoved’

na otázku, čo ich spája a ako vel’mi spolu v skutočnosti súvisia. Podkladom de-

fińıcíı a potrebnej teórie je z vel’kej časti práca [6], kde autor okrem iného hovoŕı

o SAT ako o jednom z naǰstudovaneǰśıch algoritmických problémov poč́ıtačovej

vedy vôbec. Je fakt, že v posledných troch desat’ročiach vel’ká čast’ výskumu bola

smerovaná k pochopeniu jeho matematickej štruktúry a vyvýjaniu nových algo-

ritmov. Teória dôkazovej zložitosti je zasa vńımaná od vydania pôvodného článku

Cooka a Reckhowa [4], v ktorom matematicky zadefinovali výrokový dôkaz ako

taký, zaviedli a zovšeobecnili pojem dôkazového systému a skúmali vzt’ahy medzi

vel’kost’ami dôkazov a triedami zložitosti.

Táto práca je rozčlenená do piatich kapitol. V prvej čitatel’a oboznámime so zá-

kladnými pojmami, v ktorých sa budeme po celý čas pohybovat’ a poṕı̌seme nie-

ktoré všeobecne známe fakty skúmanej oblasti, či jednoduché tvrdenia. Kapito-

la 2 predstav́ı základný úplný a korektný algoritmus na SAT a následne uvedie

nejaké jeho vylepšenia. Oproti tomu tretia kapitola opisuje pŕıklady úplných a

korektných dôkazových systémov výrokových tautológii a analyzuje jednotlivé

typy stromových dôkazov. V kapitole 4 sa konečne odhaĺı a dokáže vzájomný

vzt’ah týchto dvoch pŕıstupov akoby základný ciel’ celej práce. Avšak nájst’ tau-

tológie kandidujúce na to byt’ ”t’ažkými”vôbec nie je jednoduchá úloha. Preto

v záverečnej kapitole jeden netriviálny pŕıklad odhaĺıme, pozrieme sa na jeho

zložitost’, skonštruujeme výrokový dôkaz, nájdeme vhodnú heuristiku pre algo-

ritmy a budeme pozorovat’ silu dokázaných tvrdeńı z predchádzajúcich sekcíı

na zauj́ımavom pŕıklade.

Obrázky a grafy použité v práci boli vytvorené programom AutoCAD 2010.
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1. Vo svete výrokovej logiky

”
Pokial’ pripust́ıme jeden nezmysel, ostatné už dokážeme z neho...“

Citujúc Aristotela, samotného zakladatel’a, vás v́ıtam vo svete axiómov, pravidiel

a zároveň záhad, či už dokázaných, nedokázaných, alebo takých, o ktorých je

dokázané, že sú nedokázatel’né, nech už to znie akokol’vek absurdne, vo svete

logiky.

No logika ako súčast’ matematiky začala byt’ vńımaná až o viac ako dve tiśıcročia

neskôr, od polovice 19.storočia, kedy jej tento nový rozmer dal anglický mate-

matik a filozof George Boole, po ktorom je aj pomenovaná jedna z jej čast́ı,

Booleovská (výroková) logika.

Výroková logika študuje formy usudzovania, pre ktoré platnost’ záverov nezáviśı

od obsahu ani vnútornej štruktúry výrokov, ale výlučne len na ich pravdivosti,

či nepravdivosti.

1.1 Výroková formula

Booleovská funkcia n premenných je l’ubovolná funkcia f : {0, 1}n → {0, 1},
kde {0, 1}n znač́ı množinu všetkých usporiadaných n-t́ıc z č́ısel 0, 1.

Booleovská formula (d’alej len
”
formula“) je ret’azec reprezentujúci booleovskú

funkciu, obsahujúci:

• výrokové premenné: p1, p2, ...

• základné operácie:

– nulárne: konštanty 0,1

– unárnu: negácia (¬)

– binárne: konjunkcia (∧), disjunkcia (∨), implikácia (→)

• pomocné symboly (napr. zátvorky)

Definujeme ju nasledovne:

1. Každá premenná je formula.

2. Konštanty 0, 1 sú formuly.

3. Ak A je formula, potom ¬A je formula.
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4. Ak A,B sú formuly, (A ∧B), (A ∨B), (A→ B) sú takisto formuly.

5. Konečne vel’a aplikácíı bodov (1)-(4) vytvára formulu.

Pravdivostné ohodnotenie α je každé zobrazenie α : D(α) → {0, 1}, kde

D(α) je neprázdna množina niektorých výrokových premenných. Ohodnotenie α

sa nazýva úplné pre formulu A, ak V ar(A) ⊆ D(α), pričom V ar(A) je množina

všetkých premenných vyskytujúcich sa vo formule A. Pokial’ situácia V ar(A) ⊆
D(α) nenastáva, hovoŕıme o čiastočnom ohodnoteńı formuly A.

Každé ohodnotenie α vieme rozš́ırit’ na funkciu α′ definovanú na množine formúl

vybudovaných z D(α), ktorá prirad́ı takej formule č́ıslo a ∈ {0, 1} nasledovným

rekurźıvnym spôsobom:

Pre všetky formuly B,C: V ar(B), V ar(C) ⊆ D(α)

• α′(¬B) := 1− α(B)

• α′(B ∧ C) := α(B) · α(C)

• α′(B ∨ C) := 1− ((1− α(B)) · (1− α(C)))

Funkciu α′ s ohodnoteńım α spravidla stotožňujeme.

Nech A,B sú formuly. A a B sú ekvivalentné (A ≡ B), ak α(A) = α(B)

pre každé α, ktoré je úplné pre A aj B.

Formula A sa nazýva tautológia, ak je pravdivá vo všetkých úplných prav-

divostných ohodnoteniach α pre A, t.j. α(A) = 1 pre všetky α úplné, napr.

A = (x ∨ ¬x) .

Formula A sa nazýva nesplnitel’ná, ak je nepravdivá vo všetkých úplných prav-

divostných ohodnoteniach α pre A, t.j. α(A) = 0 pre každé α úplné, napr.

A = (x ∧ ¬x) .

Formula A je splnitel’ná, ak existuje pravdivostné ohodnotenie α : α(A) = 1.

Takémuto pravdivostnému ohodnoteniu potom hovoŕıme splňujúce ohodnote-

nie A.

Problém splnitel’nosti (SAT), rozhodovaćı problém zaoberajúci sa splnitel’nos-

t’ou booleovských výrazov, rieši otázku, či daná formula je splnitel’ná. Je to his-

toricky prvý NP -úplný problém (Cook-Levinova veta, [3]), teda s vysokou prav-

depodobnost’ou neexistuje polynomiálny algoritmus, ktorý SAT rieši.

Veta 1. SAT je algoritmicky rozhodnutel’ný.

Dôkaz. Nech A je formula. Potom počet premenných, ktoré A obsahuje, je ko-

nečné č́ıslo, t.j. |V ar(A)| = n. Teda existuje 2n rôznych úplných ohodnoteńı pre A:
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α1, ..., α2n . Postupným skúšańım jednotlivých αi, i ∈ {1, ..., 2n} a spoč́ıtańım

αi(A) z rekurźıvnych vzt’ahov oveŕıme, či A je splnitel’ná.

Dôsledok 2. TAUT (rozhodovaćı problém riešiaci, či formula je tautológia) je

algoritmicky rozhodnutel’ný.

Dôkaz. Nech A je formula. A je tautológia práve vtedy, ked’ pre každé úplné ohod-

notenie α plat́ı α(A) = 1. To nastane práve vtedy, ked’ pre každé α : α(¬A) = 0,

čo je defińıcia nesplnitel’nej formuly ¬A. Teda TAUT je rozhodnutel’ný triviálnym

algoritmom z dôkazu pre SAT .

Literálom nazývame takú formulu l, ktorá sa rovná premennej x alebo jej

negácii.

Disjunkcii konečného množstva literálov hovoŕıme klauzula, t.j. C je klauzula

práve vtedy, ked’ existuje prirodzené č́ıslo k a literály l1, l2, ..., lk tak, že C =

l1 ∨ l2 ∨ ... ∨ lk. Špeciálnym pŕıpadom klauzuly je prázdna klauzula, ktorá sa

označuje ∅.

Formula A je v disjunkt́ıvnej normálnej forme (DNF), ked’ je disjunkciou

termov, t.j. podformuĺı, z ktorých každá je konjunkciou konečného množstva li-

terálov, čo znamená, že existujú formuly E1, E2, ..., Em také, že A =
m∨
j=1

Ej a

súčasne Ei = li1 ∧ li2 ∧ ... ∧ liki pre každé i ∈ {1, 2, ...,m}.

Formula A je v konjunkt́ıvnej normálnej forme (CNF), ked’ je konjunkciou

klauzúl, teda existujú klauzuly C1, C2, ..., Cm také, že A =
m∧
j=1

Cj pre m > 0.

Pozorovanie 3. CNF -formula je tautológia práve vtedy, ked’ každá jej klauzula

je tautológia.

Dôkaz. Nech C je CNF formula zložená z klauzúl C1, C2, ..., Cm.

”⇒”: Pre spor predpokladajme, že existuje také j ∈ {1, 2, ...,m}, že Cj nie je

tautológia. Potom muśı existovat’ nejaké ohodnotenie α, pri ktorom α(Cj) = 0.

Aplikovańım rekurźıvneho pravidla na konjunkciu však muśı platit’ aj α(C) = 0,

č́ım sme našli ohodnotenie, pri ktorom CNF formula C nie je splnitel’ná a teda

zároveň spor s predpokladom, že C je tautológia.

”⇐”: Nech α je l’ubovolné pravdivostné ohodnotenie premenných v C. Užit́ım

rekurźıvneho pravidla pre konjunkciu priamo z predpokladu, že pre všetky i ∈
{1, 2, ...,m} plat́ı α(Ci) = 1 plynie, že α(C) = 1.

Tvrdenie 4. Ku každej formule A existuje formula B v CNF (DNF ) - tvare

taká, že A ≡ B.
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Dôkaz je možné zostrojit’ opakovaným použit́ım De Morganových zákonov, vid’. [12].

Nech C je klauzula, li jej literály také, že li = xi alebo li = ¬xi, i ∈ {1, 2, ...,m}
a α ohodnotenie niektorých premenných xi.

Reštrikcia C pod α je klauzula

C|α =


1 ak ∃(lj) ∈ C : α(lj) = 1

∅ ak α(lj) = 0 ∀(lj) ∈ C∨
j lj : xj /∈ D(α) inak

Nech A =
n∧
k=1

Ck je CNF formula, α ohodnotenie niektorých premenných xi ∈

V ar(A), Jα ⊆ {1, .., n} množina takých j ∈ {1, .., n}, že Cj|α je rôzna od ∅, 1 a

obsahuje nejaký neohodnotený literál.

Reštrikcia A pod α je formula definovaná nasledovne:

A|α =


0 ak ∃ j ∈ {1, .., n} : Cj|α = ∅
1 ak Cj|α = 1 ∀j ∈ {1, .., n}∧
j∈Jα Cj|α inak

Lemma 5. Nech A je CNF formula, α ohodnotenie a x premenná vyskytujúca sa

vo V ar(A), x /∈ D(α). Ďalej nech β je úplné ohodnotenie pre A, α ⊆ β. Potom:

1. β je splňujúce ohodnotenie A ⇔ β je splňujúce ohodnotenie A|α.

2. A|α je splnitel’ná ⇔ A|α∪{x:=1} alebo A|α∪{x:=0} je splnitel’ná.

Dôkaz. 1. Stač́ı ukázat’, že β(C|α) = β(C) pre všetky C ∈ A. β(C) = 1 ⇔
∃l ∈ C : β(l) = 1⇔ ∃l ∈ C : α(l) = 1 alebo (β−α)(l) = 1⇔ β(C|α) = 1.

2. ”⇒”: Nech β je splňujúce ohodnotenie A|α, α ⊆ β. Potom (z časti (1))

β je splňujúce ohodnotenie A. Nakol’ko pre nejaké e ∈ {0, 1} muśı byt’

α∪{x := e} ⊆ β, potom β muśı byt’ splňujúce ohodnotenie bud’ A|α∪{x:=0},

alebo A|α∪{x:=1}.

”⇐”: Nech α′ = α ∪ {x := e} a β je splňujúce ohodnotenie A|α′ pre e ∈
{0, 1}. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že α ⊆ β. Položme β′ :=

(β − β(x)) ∪ {x := e}. Potom α ⊆ α′ ⊆ β′ a pretože x /∈ V ar(A|α′),

β′ je splňujúce ohodnotenie A|α′ . Teraz už stač́ı dva krát aplikovat’ (1) a

dostávame najskôr, že β′ je splňujúce ohodnotenie A a následne aj splňujúce

ohodnotenie A|α.
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1.2 Dôkazový systém

Výrokový dôkazový systém (DS) je každá polynomiálne spoč́ıtatel’ná funkcia

P : {0, 1}∗ → {0, 1}∗, ktorej oborom hodnôt je množina všetkých výrokových

tautológíı (Rng(P ) = TAUT ).

Každé slovo w ∈ {0, 1}∗ také, že P (w) = τ sa nazýva P-dôkaz tautológie τ .

Zložitost’ τ , značená CP (τ), je vel’kost’ najmenšieho takého w.

Z daného P -dôkazu je l’ahké určit’, ktorá formula je ńım dokázaná a overit’ ko-

rektnost’ tohoto dôkazu. Avšak generovat’ dôkazy pre danú formulu je už zložité

a tieto dôkazy môžu byt’ vel’mi dlhé v porovnańı s vel’kost’ou formuly.

Jedným z najjednoduchš́ıch pŕıkladov DS je nasledovne definovaná funkcia f :

Ak w = (v, A), kde v je tabul’ka pravdivostných hodnôt formuly A, ktorá má

v poslednom st́lpci odpovedajúcom formule A samé jednotky, potom f(w) := A,

inak f(w) := 1.

Pri n premenných danej formuly však tabul’ka muśı mat’ presne 2n riadkov a n+1

st́lpcov, čiže w je exponenciálne vel’ký dôkaz vzhl’adom k vel’kosti formuly a ako

pŕıklad nezauj́ımavý.

Dôkazové systémy možno porovnávat’. Slúži na to pojem simulácia. Majme 2 DS:

P a S. S simuluje P (P ≤ S), ked’ existuje polynóm p taký, že pre každú

tautológiu τ a P-dôkazy π formuly τ existuje S-dôkaz π′ formuly τ taký, že

|π′| ≤ p(|π|). Ak P ≤ S, hovoŕıme, že S je aspoň taký silný ako P .

P ≈ S (P a S sú ekvivalentné), ak P ≤ S a súčasne S ≤ P . ≈ je relácia

ekvivalencie.

Dôkazový systém je optimálny [10], ak simuluje všetky ostatné. Existencia opti-

málneho dôkazového systému je zatial’ otvorený problém.

DS P je polynomiálne ohraničený, ak existuje polynóm p taký, že pre každú

tautológiu τ existuje P -dôkaz w vel’kosti |w| ≤ p(|τ |). T.j. dôkaz je maximálne

polynomiálne dlhý vzhl’adom k d́lžke formuly.

Veta 6. (Cook-Reckhow, [4]) Polynomiálne ohraničený dôkazový systém existuje

práve vtedy, ked’ NP = coNP .

Dôkaz. ”⇐”: Rozhodovaćı problém TAUT , ktorý rieši otázku, či daná formula je

tautológia, je z Cookovej vety coNP -úplný. Dokážeme, že ak existuje výrokový

dôkazový systém P s uvedenou vlastnost’ou, tak potom TAUT ∈ NP , z čoho

vyplynie NP = coNP .

Majme teda takýto polynomiálne ohraničený dôkazový systém P . Nedeterminis-

tický Turingov stroj akceptujúci TAUT bude fungovat’ nasledovne:
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• Dostane τ , o ktorej chce povedat’, či je tautológia

• Natipuje dôkaz w d́lžky ≤ p(|τ |).

• Deterministicky oveŕı, či P (w) = τ .

”⇒”: Nech NP = coNP . Potom TAUT ∈ NP . Nech M je nedeterministický

Turingov stroj akceptujúci TAUT . Výrokový dôkazový systém P , v ktorom má

každá tautológia polynomiálny dôkaz, potom možno definovat’ nasledovne:

P (w) =

 τ ak w je akceptačný výpočet stroja M na τ

1 inak

Dôsledok 7. Ak neexistuje polynomiálne ohraničený DS, potom P 6= NP .
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2. DPLL algoritmus

2.1 Motivácia

Ako bolo uvedené v predošlej kapitole, zistit’, či formula F s n premennými je

splnitel’ná, je relat́ıvne jednoduché preskúmańım všetkých 2n možných úplných

ohodnoteńı αi a overeńım, či F |αi = 1. Avšak v čase O(|F | · 2n).

Nasledujúcim vylepšeńım sa pokúsime eliminovat’ niekol’ko ohodnoteńı, ktoré budú

triviálne nesplňujúce, teda nebudú sa musiet’ skúšat’ vôbec. Budeme ich však

vytvárat’ postupne a pri každom ohodnoteńı nejakého literálu, t.j. vytvoreńı

čiastočného ohodnotenia α skontrolujeme, či F |α nie je už splnená, alebo ne-

splnená.

Dokonca ak by F |α = 1, každé úplné ohodnotenie β ⊇ α bude podl’a Lemmy 5

splnitel’né pre F .

Pokial’ by F |α = 0, potom je možné vynechat’ z testovania všetky ohodnotenia,

v ktorých by premenné nadobúdali rovnaké hodnoty ako nadobúdajú v α.

2.2 Popis

DPLL algoritmus je algoritmus slúžiaci na rozhodovanie splnitel’nosti výroko-

vých formúl založený na vyššie zmienenom jednoduchom triku s postupným vy-

tvárańım čiastočných ohodnoteńı a rekurźıvnom prehl’adávańı do h́lbky. Uvedený

bol v roku 1962 pánmi M. Davisom, H. Putnamom, G. Logemannom a D.W. Lo-

velandom (odtial’ názov DPLL) ako zúplnenie už 2 roky predtým známej metódy

na overovanie splnitel’ných formúl.

Algoritmus na začiatku zist́ı, či daná CNF formula F je splnitel’ná alebo ne-

splnitel’ná triviálne (neobsahuje žiadnu klauzulu, respekt́ıve obsahuje prázdnu

klauzulu, spor). Potom vyberie premennú xi a aplikuje algoritmus rekurźıvne

na podformulu źıskanú z pôvodnej formuly dosadeńım hodnoty 0 alebo 1 do xi.

Ked’ zist́ı, že F je splnitel’ná, vráti splňujúce ohodnotenie spätným chodom re-

kurzie, inak aplikuje algoritmus na formulu źıskanú dosadeńım druhej hodnoty.

Ak ani tu neuspeje, F je nesplnitel’ná.

Pseudokód algoritmu DPLL (F, α) :

VSTUP: F, α, kde F je formula v CNF tvare, α jej čiastočné ohodnotenie

VÝSTUP: splňujúce ohodnotenie F , pŕıpadne ♠, ak je F nesplnitel’ná
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1. IF F |α = 0 THEN RETURN ♠

2. IF F |α = 1 THEN RETURN α

3. Zvol’ premennú x ∈ F |α a a ∈ {0, 1}

4. β:= DPLL(F, α ∪ {x := a})

5. IF β 6= ♠ THEN RETURN β

ELSE RETURN DPLL(F, α ∪ {x := (1− a)})

Vol’ba premennej v kroku 3 na algoritmus vplyv má, no pre začiatok uvažujeme

vol’bu l’ubovol’nú.

Tvrdenie 8. Nech F je formula. DPLL(F, ∅) vždy skonč́ı a vráti bud’ splňujúce

ohodnotenie F , pokial’ je F splnitel’ná, alebo ♠, ak je nesplnitel’ná.

Dôkaz. F je formula, α čiastočné ohodnotenie, n = |V ar(F |α)|. Indukciou cez n

ukážeme, že DPLL(F, α) skonč́ı a vráti α′ ⊇ α splňujúce ohodnotenie F , pokial’

F |α splnitel’ná, respekt́ıve ♠ v opačnom pŕıpade.

n = 0 ⇒ F |α = 0 alebo F |α = 1, č́ım algoritmus skonč́ı v prvých dvoch krokoch.

V prvom pŕıpade je F |α nesplnitel’ná, algoritmus vráti ♠, v druhom pŕıpade

splnitel’ná a algoritmus vráti α.

n > 0 ⇒ Nech x ∈ V ar(F |α) a αi = α ∪ {x := i}, i ∈ {0, 1}. F |αi obsahuje

najviac n− 1 premenných.

Ak F |α je nesplnitel’ná, potom F |αi podl’a Lemmy 5 je nesplnitel’ná tiež pre l’ubovol-

né i ∈ {0, 1}. Preto v tomto pŕıpade DPLL(F, αi) z indukčného predpokladu

skonč́ı a vráti ♠ pre každé i. A teda aj DPLL(F, α) skonč́ı a vráti ♠.

Teraz predpokladajme, že F |α je splnitel’ná. Potom z Lemmy 5 F |αi je splnitel’ná

pre i = 0 alebo i = 1.

Ak F |α0 splnitel’ná, potom z indukčného predpokladu výkon DPLL(F, α0) skonč́ı

a vráti čiastočné splňujúce ohodnotenie, a teda taktiež aj DPLL(F, α).

Pokial’ F |α0 nesplnitel’ná, výkon DPLL(F, α0) skonč́ı a vráti ♠. Naviac F |α1

muśı byt’ splnitel’ná, preto z indukčného predpokladu výkon DPLL(F, α1) vráti

čiastočné splňujúce ohodnotenie, a teda rovnako aj DPLL(F, α).

Dôsledok 9. Nech F je formula. Ak DPLL(F, ∅) vráti nejaké splňujúce ohod-

notenie F , potom F je splnitel’ná. Pokial’ vráti ♠, F je nesplnitel’ná.

Týmto sme ukázali, že DPLL algoritmus je úplný a korektný algoritmus na roz-

hodovanie splnitel’nosti formúl v CNF tvare.
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2.3 Reprezentácia

Realizácia DPLL algoritmu na formule F býva zväčša reprezentovaná zakore-

neným binárnym stromom T (F ). Uzly stromu predstavujú jednotlivé rekurźıvne

volania. Označujeme ich, s výnimkou listov, premennými, za ktoré práve v algo-

ritme dosadzujeme. Z vnútorných uzlov vždy vedú 2 hrany, možné ohodnotenia

premennej, ktorou je uzol označený. Pre každý uzol U , cesta z koreňa do U de-

finuje čiastočné ohodnotenie premenných α a rekurźıvne volanie na tento uzol je

aplikované na podformulu F |α źıskanú reštrikciou pôvodnej formuly. Cesty z ko-

reňa do listov predstavujú jednotlivé ohodnotenia.

Ak je nejaký list stromu vyhodnotený ako pravdivý pre nejaké ohodnotenie (suc-

cess leaf), formula je splnitel’ná. DPLL algoritmus urč́ı, či takýto list existuje,

vytýči cestu od neho ku koreňu, č́ım nájde úplné splňujúce ohodnotenie pre-

menných a v strome ho označ́ı jednotkou. Ak taký list neexistuje, formula je ne-

splnitel’ná (pre každé úplné ohodnotenie α existuje klauzula C vo formule F taká,

že C|α = ∅). Tieto listy (failure leafs) znač́ıme bud’ nulou, pŕıpadne počiatočnými

klauzulami, ktoré spôsobili nesplnenost’ pri ohodnoteńı korešpondujúcim s cestou

od koreňa k danému failure listu.

Nech F je formula
︷ ︸︸ ︷
(a ∨ b)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬a ∨ ¬b ∨ c)∧

︷ ︸︸ ︷
(a ∨ ¬b ∨ ¬c)∧

︷︸︸︷
(c) ∧

︷ ︸︸ ︷
(¬a ∨ b ∨ ¬c)

s klauzulami C1, ..., C5.

Obr. 2.1: Pŕıklad stromu reprezentujúceho DPLL algoritmus na formule F
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2.4 Vylepšenia

SamotnýDPLL algoritmus, v podobe v akej je uvedený, však stále nerieši problém

s efekt́ıvnost’ou a môže sa zdat’, že jeho konštrukcia bola zbytočná. No časová

náročnost’ sa dá raṕıdne zlepšit’ použit́ım vhodne zvolených orezávaćıch techńık a

heurist́ık, ktoré sa aplikujú pri každom volańı algoritmu. Je to napŕıklad vhodné

poradie premenných, ktoré sa idú vyhodnocovat’ (ako prvé volit’ také, ktoré sa

vyskytujú v krátkych klauzulách, respekt́ıve také, ktoré sú vo formule vel’akrát),

či vhodné zvolenie a ∈ {0, 1}.

Základnými l’ahko implementovatel’nými pravidlami [11] na zefekt́ıvnenie DPLL

algoritmu sú:

1. Pravidlo jednotkového literálu:

Ak v klauzule sú všetky literály, až na jeden, ohodnotené nejakým čiastoč-

ným ohodnoteńım ako nepravdivé, pŕıpadne klauzula obsahuje len jeden

literál, potom tento jediný zostávajúci literál muśı nadobúdat’ hodnotu 1.

Nová CNF formula, ktorá vznikne aplikovańım tohto pravidla na nejakú

jej klauzulu, má rovnakú splnitelnost’ ako pôvodná.

2. Pravidlo unipolárneho literálu:

Ak sa v CNF formule vyskytuje nejaký literál li iba v jednej fáze, t.j. bud’

li alebo ¬li, nie obidva súčasne, potom všetky klauzuly obsahujúce tento

literál môžeme z formuly odstránit’ alebo danému literálu priradit’ hodnotu

1. Novovzniknutá formula opät’ zachováva splnitel’nost’ pôvodnej.

3. Pravidlo konfliktu:

Ak nejaké čiastočné ohodnotenie zapŕıčini nesplnitel’nost’ klauzuly, teda

všetky jej literály budú ohodnotené ako nepravdivé, potom v podstrome

pod týmto čiastočným ohodnoteńım nemôžeme nájst’ splňujúce ohodnote-

nie, všetky listy budú failure. Pravidlo je realizované pridańım klauzuly Cα

k formule F |α. Cα = {¬x|α(x) = 1} ∪ {x|α(x) = 0}, t.j. Cα je najväčšia

možná klauzula nesplnená ohodnoteńım α. Plat́ı: F ≡ Fα ⇔ Fα je ne-

splnitel’ná, a teda algoritmus nikdy nezačne hl’adat’ splňujúce ohodnotenie

v podstrome určenom α: Fα = 0.

4. Pravidlo pravdivého literálu:

Ak nejaké čiastočné ohodnotenie zapŕıčini splnitel’nost’ klauzuly, t.j. aspoň

jeden literál bude ohodnotený ako pravdivý, potom klauzulu môžeme z for-

muly odstránit’. Splnitel’nost’ zostane zachovaná.
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5. Pravidlo tautologickej klauzuly:

Ak nejaká klauzula obsahuje premennú pi a súčasne premennú ¬pi, obsa-

huje podformulu 1 a preto ju môžeme odstránit’ za zachovania splnitel’nosti,

nakol’ko formula 1 je splnená zakaždým.

Pŕıklad:

Určite splnitel’nost’ formuly

F =
︷ ︸︸ ︷
(a ∨ b)∧

︷ ︸︸ ︷
(b ∨ c)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬b ∨ c ∨ d)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬a ∨ e ∨ a)∧

︷ ︸︸ ︷
(a ∨ ¬e)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬a ∨ ¬d)∧

∧
︷ ︸︸ ︷
(¬b ∨ ¬d)∧

︷ ︸︸ ︷
(a ∨ ¬c ∨ d)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬e ∨ d)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g).

Riešenie:

Jednotlivé klauzuly označ́ıme C1, ..., C12 a postupujeme vylepšeným DPLL algo-

ritmom:

1. C4 obsahuje premennú a a súčasne ¬a, t.j. je tautologickou klauzulou a

podl’a P5 ju nemuśıme uvažovat’.

F1 = C1 ∧ C2 ∧ C3 ∧ C5 ∧ ... ∧ C12

2. Premenná e sa v F1 vyskytuje len v literáloch tvaru ¬e a podl’a P2 môžeme

z F1 odstránit’ aj klauzuly C5 a C9.

F2 = C1 ∧ C2 ∧ C3 ∧ C6 ∧ C7 ∧ C8 ∧ C10 ∧ C11 ∧ C12

3. Zvoĺıme premennú a ∈ F2.

4. Uvažujme F2|a=0:

(a) Klauzula C1 sṕlňa predpoklady P1, teda nutne b = 1.

(b) Použit́ım P4 môžeme zasa odstránit’ C6.

F3 =
︷︸︸︷
(1) ∧

︷ ︸︸ ︷
(1 ∨ c)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ c ∨ d)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ ¬d)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ ¬c ∨ d)∧

∧
︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g)

(c) Kvôli P4 môžeme z F3 odstránit’ klauzuly C1, C2.

F4 =
︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ c ∨ d)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ ¬d)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ ¬c ∨ d)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g)

(d) Následným použit́ım P1 na klauzulu C7 muśı byt’ d = 0.

F5 =
︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ c ∨ 0)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ 1)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ ¬c ∨ 0)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g)

(e) Po d’aľsom aplikovańı P1, tentokrát na klauzulu C3 dostávame

F6 =
︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ 1 ∨ 0)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ 1)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ 0 ∨ 0)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g),

č́ım sme zapŕıčinili nesplnitel’nost’ klauzuly C8 a teda podl’a P3 pre F2|a=0

neexistuje žiadne splňujúce ohodnotenie.
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5. Teda uvažujme F2|a=1:

(a) Podl’a P4 odstránime klauzuly C1, C8 a z P1 pre C6 vyplýva, že d = 0.

T.j. F7 =
︷ ︸︸ ︷
(b ∨ c)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬b ∨ c ∨ 0)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ 1)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬b ∨ 1)∧

∧
︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g).

(b) Použit́ım P4 môžeme odstránit’ C6, C7 a aplikovańım P2 s premennou

c takisto C2, C3. Dostávame F8 =
︷ ︸︸ ︷
(f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬f ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(f ∨ ¬g).

(c) Zvoĺıme d’aľsiu premennú f ∈ F8.

(d) Uvažujme F8|f=0:

F9 =
︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(1 ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ ¬g)

Z P1 na klauzule C10 muśı platit’ g = 1, avšak tým pádom C12 je

nesplnitel’ná klauzula a teda aj F8|f=0 je nesplnitel’ná.

(e) Uvažujme F8|f=1:

F10 =
︷ ︸︸ ︷
(1 ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ g)∧

︷ ︸︸ ︷
(1 ∨ ¬g)

Z P1 na klauzulu C11 tento raz vyplýva, že g = 1, č́ım dostávame

F11 =
︷ ︸︸ ︷
(1 ∨ 1)∧

︷ ︸︸ ︷
(0 ∨ 1)∧

︷ ︸︸ ︷
(1 ∨ 0) = 1 a teda máme splňujúce ohodnote-

nie pre F , t.j. F je splnitel’ná.
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3. Rezolúcia

Rezolučná metóda (R) je výrokový dôkazový systém, ktorý dokazuje, že daná

DNF formula je tautológia. Je založený na zrejmom pozorovańı, že formula A je

tautológia práve vtedy, ked’ formula ¬A je nesplnitel’ná. Z nesplnitel’ných formúl

v CNF tvare (A DNF práve vtedy, ked’ ¬A CNF ) bude možné touto metódou

odvodit’ prázdnu klauzulu, spor, pomocou rezolučného odvodzovacieho pravidla,

jediného odvodzovacieho pravidla, ktoré rezolúcia použ́ıva.

3.1 Všeobecná rezolúcia

3.1.1 Rezolučné pravidlo

A,B klauzuly, l literál. Z formuly (A ∨ {l}) ∧ (B ∨ {¬l}) odvod’ (A ∨B).

Lemma 10. Rezolučné pravidlo je korektné, t.j. ak A,B klauzuly, α je splňujúce

ohodnotenie formuly (A ∨ {l}) ∧ (B ∨ {¬l}), potom α je takisto splňujúce ohod-

notenie (A ∨B).

Dôkaz. Nech α je splňujúce ohodnotenie (A ∨ {l}) ∧ (B ∨ {¬l}). Potom α muśı

byt’ splňujúce ohodnotenie jednotlivých klauzúl (A ∨ {l}) aj (B ∨ {¬l}).

Ďalej môžu nastat’ 3 pŕıpady:

1. Ak α(l) = 0, potom muśı existovat’ literál k ∈ A taký, že α(k) = 1 a teda

α(A) = 1.

2. Pokial’α(l) = 1, potom nutne α(¬l) = 0 a z rovnakého dôvodu ako v pŕıpade

1 muśı byt’ α(B) = 1.

3. Pŕıpad, že l /∈ D(α) je jasný, pretože vtedy s určitost’ou existujú literály

m ∈ A, n ∈ B také, že α(m) = 1 a α(n) = 1 a teda α(A) = 1 aj α(B) = 1.

Všetky pŕıpady vedú k tomu, že bud’ α(A) = 1 alebo α(B) = 1, no potom muśı

platit’ aj α(A ∨B) = 1, čo sme chceli ukázat’.

3.1.2 Rezolučný dôkaz

Nech A je DNF formula tvaru A =
∨
i∈I
Bi : Bi =

∧
j∈Ji

lij. Definujme Ci := ¬Bi =∨
j∈Ji
¬lij ∀i ∈ I, teda ¬A =

∧
i∈I
Ci je CNF formula.
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Rezolučný dôkaz tautológie A definujeme ako postupnost’ klauzúl D1, D2, ..., Dt

takých, že

1. Du je jedna z Ci, alebo je odvodená rezolučným pravidlom z Dv1 , Dv2 pre ne-

jaké v1, v2 < u ∀u ∈ {1, 2, ..., t}

2. Dt je prázdna klauzula, spor

Pŕıklad :

Dokážte, že formula

¬F =
︷ ︸︸ ︷
(¬x ∧ ¬y ∧m)∨

︷ ︸︸ ︷
(¬m ∧ ¬z)∨

︷ ︸︸ ︷
(x ∧ ¬t)∨

︷ ︸︸ ︷
(¬x ∧ y)∨

︷︸︸︷
(t) ∨

︷︸︸︷
(z)

je tautológia.

Riešenie:

F =
︷ ︸︸ ︷
(x ∨ y ∨ ¬m)∧

︷ ︸︸ ︷
(m ∨ z)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬x ∨ t)∧

︷ ︸︸ ︷
(x ∨ ¬y)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬t)∧

︷ ︸︸ ︷
(¬z)

Označme klauzuly v CNF formule F postupne D1, ..., D6.

Opakovaným použit́ım rezolučného pravidla zostroj́ıme rezolučný dôkazD1, ..., D11:

1. (x ∨ y ∨ z) =: D7 ←−m D1, D2

2. (y ∨ z ∨ t) =: D8 ←−x D7, D3

3. (x ∨ z ∨ t) =: D9 ←−y D8, D4

4. (t ∨ z ∨ t) =: D10 ←−x D9, D3

5. (z) =: D11 ←−t D10, D5

6. ∅ =: D12 ←−z D11, D6

Veta 11. Ak D1, D2, ..., Dt je rezolučný dôkaz formuly A, potom je ¬A nesplni-

tel’ná.

Dôkaz. Pre spor predpokladajme, že existuje α, nejaké splňujúce ohodnotenie

¬A =
∧
i∈I
Ci. Potom α je zároveň splňujúce ohodnotenie klauzúl Ci, ∀i ∈ I.

α tým sṕlňa aj všetky klauzuly Dj, ktoré sa nachádzajú medzi počiatočnými

Ci, i ∈ I.

Ostatné klauzuly Dk daného rezolučného dôkazu musia byt’ už odvodené z tých,

ktoré sme práve označili za splnitel’né ohodnoteńım α a podl’a Lemmy 10 je tým

pádom α splňujúce ohodnotenie aj týchto ostatných klauzúl.

V takom pŕıpade však α sṕlňa aj Dt, čo je prázdna klauzula, z defińıcie nesplni-

tel’ná. Dostávame sa do sporu, č́ım sme dokázali korektnost’ R.
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3.1.3 Reprezentácia

Rezolučné dôkazy sa zvyčajne znázorňujú ako orientované grafy bez cyklov, kde

každý vrchol je označený jednou z klauzúlD1, D2, ..., Dt a medzi vrcholmi (Di, Dk)

a súčasne (Dj, Dk) existujú hrany práve vtedy, ked’ Dk je odvodená z Di, Dj

rezolučným pravidlom (Di Dj
Dk

).

V grafe dôkazu nejakej formuly jednotlivé hrany označujeme literálmi, na ktoré

je práve rezolučné pravidlo uplatňované, t.j. tými, ktoré sa práve eliminujú, na-

pŕıklad pri (A=A′∪{x} B=B′∪{¬x}
C=A′∪B′ ) by boli hrany (A,C), (B,C) označené literálmi

x, respekt́ıve ¬x.

3.2 Stromová rezolúcia

Pokial’ v dôkaze π tautológie A každá už raz rezolučne odvodená klauzula Di

je použitá pre odvodenie d’aľsej klauzuly Dj najviac jeden raz, potom grafom

takéhoto dôkazu je strom a dôkazu π hovoŕıme stromový.

Dôkazový systém pripúšt’ajúci len stromové dôkazy sa nazýva stromová re-

zolúcia (R∗).

3.2.1 Rezolučný strom

Nech F je CNF formula (budeme ju stotožňovat’ s množinou jej klauzúl), C

klauzula a T binárny strom, v ktorom sú vrcholy označené klauzulami a hrany

premennými. T je rezolučný strom pre C z F , ak:

1. koreň T je označený klauzulou C

2. každý list T je označený klauzulou E ∈ F

3. ak vnútorný uzol je označený nejakou klauzulou D a má dve deti (2 susedia-

ce uzly smerom d’alej od koreňa) označené klauzulami D0, D1, potom D je

odvodená z D0, D1 rezolučným pravidlom vylúčeńım premennej x a hrany

(D0, D), (D1, D) sú označené literálmi x a ¬x, pŕıpadne naopak, v závislosti

na pŕıslušnosti k jednotlivým klauzulám D0, D1.

Vel’kost’ou stromu T rozumieme počet jeho vrcholov. Vrcholy stromu a ich

označenia pre jednoduchost’ d’alej stotožňujeme.

Tautológia A v DNF tvare je teda dokázaná v R∗ len vtedy, ked’ existuje T ,

rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z CNF formuly ¬A.
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Nakol’ko je v polynomiálnom čase možné overit’, či klauzuly D0, D1 sú odvodené

z D rezolučným pravidlom, je takisto spoč́ıtatel’né v polynomiálnom čase, či T je

rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z danej CNF formuly, a teda R∗ je dobre

definovaný dôkazový systém.

Obr. 3.1: Rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z formuly F z predošlého pŕıkladu

Lemma 12. Nech F je CNF formula, T rezolučný strom pre C z F . Ak F je

splnená ohodnoteńım α, potom C je splnená ohodnoteńım α (F |α = 1 ⇒ C|α =

1).

Dôkaz. Indukciou cez h́lbku rezolučného stromu pre C z F :

Ak C je list, potom C ∈ F a C|α = 1 plynie z F |α = 1 ihned’.

Inak, vrchol C muśı mat’ dve deti C0, C1, pričom C je odvodený z C0 a C1

rezolučným pravidlom eliminovańım nejakej premennej. Rezolučné stromy pre C0

a C1 z F majú h́lbku menšiu ako je h́lbka rezolučného stromu pre C z F , a teda

z indukčného predpokladu C0|α = C1|α = 1. No z Lemmy 10 následne plynie aj

C|α = 1.

Dôsledok 13. Ak F je CNF formula, T rezolučný strom pre prázdnu klauzulu

z F , potom F je nesplnitel’ná.

19



Dôkaz. Keby α bolo splňujúce ohodnotenie F , F |α = 1, podl’a Lemmy 12 by α

bolo splňujúce ohodnotenie pre prázdnu klauzulu z F , ktorá je však z defińıcie

nesplnitel’ná.

3.2.2 Regulárna stromová rezolúcia

Nech T je rezolučný strom. T je x-regulárny, ak každá cesta z koreňa do listu

obsahuje najviac jednu hranu označenú premennou x alebo ¬x. T je regulárny,

ak je x-regulárny pre každú premennú x označujúcu niektorú z jeho hrán.

Dôkaz, ktorého grafom je regulárny strom sa nazýva regulárny stromový a

dôkazový systém pripúšt’ajúci len takéto dôkazy znač́ıme regR∗.

Obr. 3.2: Regulárny rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z formuly F z po-
sledného pŕıkladu

3.2.3 Vzt’ah R* a regR*

Veta 14. Nech F je CNF formula. Ak existuje rezolučný strom pre prázdnu

klauzulu z F , potom existuje aj regulárny rezolučný strom pre prázdnu klauzulu

z F .

Dôkaz. Nech F je CNF formula a T rezolučný strom vel’kosti s pre prázdnu

20



klauzulu z F . Dôkaz indukciou podl’a s: Ak s = 1, V ar(T ) = ∅ a samotný T je

už regulárny.

Ďalej nech x ∈ V ar(T ) je premenná, pre ktorú plat́ı, že T nie je x-regulárny

(pokial’ taká neexistuje, T už regulárny je a nič netreba dokazovat’). Označme

d počet hrán stromu T , ktoré sú označené bud’ x alebo ¬x takých, že na ceste

k prázdnej klauzule existuje aj nejaká iná hrana označená x alebo ¬x.

Potom d > 0 a nech e je jedna takáto hrana, ktorá súčasne je aj jednou z hrán

vyskytujúcich sa pri aplikácii rezolučného pravidla na klauzuly C0, D0 a odvodeńı

klauzuly C1. Majme tiež postupnost’ klauzúl C0, C1, ..., Cn = ∅ nachádzajúcich sa

na ceste z e do prázdnej klauzuly. Označme e′ prvú hranu rôznu od e na tejto ceste,

ktorá je označená x alebo ¬x a korešponduje s aplikáciou rezolučného pravidla

na klauzuly Ck, Dk.

Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že C1 = (C0 \ {x}) ∪ (D0 \ {¬x}),
Ck+1 = (Ck \ {x})∪ (Dk \ {¬x}) a skonštruujme rezolučný strom T ′ pre prázdnu

klauzulu z F vel’kosti menšej ako s.

Ako prvé z T odstránime klauzulu D0 spolu so všetkými jej predchodkyňami a

umiestnime C
′
1 := C0 spolu s celým podstromom TC0 namiesto C1. Ďalej za pred-

pokladu, že Ci+1 = (Ci\{xεi})∪(Di\{x1−ε
i }), ε ∈ {0, 1}, nasledovným rekurentným

spôsobom vytvoŕıme ostatné klauzuly C
′
i , i ∈ {2, ..., n} aby C

′
i+1 ⊆ Ci+1 ∪ {x}

pre i < k a C
′
i+1 ⊆ Ci+1 pre i ≥ k. Ak xεi ∈ C

′
i , potom C

′
i+1 := (C

′
i \ {xεi}) ∪

(Di \ {x1−ε
i }) a nahrad́ıme Ci+1 klauzulou C

′
i+1. V opačnom pŕıpade polož́ıme

C
′
i+1 := C

′
i a Di spolu s podstromom TDi odstránime.

Výsledný pozmenený strom T
′

je rezolučným stromom, aký sme chceli vytvorit’

a ked’že má o minimálne dve klauzuly menej ako mal T , t.j. s
′

= |T ′| < s,

z indukčného predpokladu vyplýva, že T
′

je možné transformovat’ na regulárny

rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z F .

Dôsledok 15. R∗ ≡ regR∗.

Úplnost’ R∗ bude dokázaná v nasedujúcej kapitole.
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4. Súvislost’ DPLL algoritmu a

stromovej rezolúcie

Beh DPLL algoritmu na nesplnitel’nej formule môže byt’ interpretovaný ako dôkaz

jej nesplnitel’nosti a pri rezolučných stromoch to plat́ı aj naopak.

4.1 Úplnost’ R*

Lemma 16. Nech F je nesplnitel’ná formula. Potom DPLL(F, α) vykoná párny

počet rekurźıvnych volańı pri l’ubovolnom ohodnoteńı α.

Dôkaz. Indukciou cez počet rekurźıvnych volańı DPLL algoritmu: Ak algoritmus

nevykoná žiadne rekurźıvne volanie, tvrdenie plat́ı, pretože 0 je párne č́ıslo. Pred-

pokladajme teraz, že DPLL(F, α) ich vykoná r > 0. Podl’a Tvrdenia 8 algoritmus

vráti ♠. Z defińıcie však potom existujú volania DPLL algoritmu v bodoch 4 a 5,

ktoré vykonajú r0 a r1 rekurźıvnych volańı. Potom r0 + r1 + 2 = r, z indukčného

predpokladu r0, r1 sú párne a teda aj r je párne.

Lemma 17. Nech F je CNF formula, α ohodnotenie. Ak DPLL(F, α) vráti ♠,

potom existuje klauzula C taká, že C|α = 0 a regulárny rezolučný strom T pre C

z F , že V ar(T ) ∩ D(α) = ∅.

Dôkaz. Majme DPLL(F, α), ktorý vráti ♠ po s rekurźıvnych volaniach. Podl’a

Lemmy 16, s je párne. Dôkaz indukciou cez s:

Ak s = 0, algoritmus nevykoná žiadne rekurźıvne volanie a ked’že vráti ♠, muśı

existovat’ klauzula C v F taká, že C|α = 0. Teda rezolučný strom obsahujúci len

koreň označený C je taký, ako sme chceli.

Pre indukčný krok predpokladajme, že s = r + 2, kde r je párne prirodzené

č́ıslo. Nakol’ko DPLL(F, α) neskonč́ı v prvých dvoch bodoch, určite existuje ne-

jaká premenná x zvolená v bode 3. Pretože algoritmus vráti ♠, existuje volanie

DPLL(F, α0) v bode 4, ktoré vykoná s0 d’aľśıch rekurźıvnych volańı a takisto

volanie DPLL(F, α1) v bode 5, ktoré vykoná s1 d’aľśıch rekurźıvnych volańı, kde

αi = α ∪ {x := i} a s = s0 + s1 + 2. Ked’že obe tieto volania vrátia ♠, indukčný

predpoklad tvrd́ı, že existujú také klauzuly C0, C1, že Ci|αi = 0 a Ci má regulárny

rezolučný strom Ti, V ar(Ti) ∩ D(αi) = ∅ pre i = 0 a i = 1.
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Ak x /∈ C0 alebo ¬x /∈ C1, môžeme položit’ T := T0, respekt́ıve T := T1 a tvrdenie

plat́ı. V opačnom pŕıpade si muśıme uvedomit’, že T0 ani T1 nemôžu obsahovat’

hrany označené x, ¬x. Preto regulárny rezolučný strom T môže byt’ odvodený

z T0 a T1 spojeńım ich koreňov do nového koreňa C = (C0 − {x}) ∪ (C1 − {¬x})
s označeńım pŕıslušných hrán literálmi x, ¬x. Pretože vieme, že Ci|αi = 0 pre i ∈
{0, 1}, ¬x nemôže patrit’ do C0, ani x do C1. Teda C ⊆ (C0∪C1)−{x,¬x}, preto

C|α = 0 a T je regulárny rezolučný strom pre C z F .

Veta 18. (Úplnost’ regR*) Pre každú nesplnitel’nú CNF formulu F existuje re-

gulárny rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z F .

Dôkaz. Majme nesplnitel’nú CNF formulu F . Kvôli korektnosti nám algoritmus

DPLL(F, ∅) vráti ♠. Pretože prázdna klauzula je jediná taká klauzula C, že

C|∅ = 0, veta je priamym dôsledkom Lemmy 17 aplikovaného na formulu F a

ohodnotenie α = ∅.

Z predošlej vety a Dôsledku 15 plynie, že R∗ je úplný dôkazový systém.

Lemma 19. Nech F je nesplnitel’ná CNF formula obsahujúca premenné x1, ..., xn.

Potom existuje nejaká premenná xi ∈ V ar(F ), i ∈ {1, ..., n} taká, že F obsahuje

aspoň jednu klauzulu, v ktorej je xi a nie je ¬xi a súčasne obsahuje aspoň jednu

klauzulu, v ktorej je ¬xi a nie je xi.

Dôkaz. Pre spor nech taká xi neexistuje, t.j. pre všetky i ∈ {1, ..., n}, bud’ F

neobsahuje klauzulu Ck: xi ∈ V ar(Ck) a ¬xi /∈ V ar(Ck), alebo F neobsahuje

klauzulu Cl: ¬xi ∈ V ar(Cl) a xi /∈ V ar(Cl). Zostroj́ıme ohodnotenie α tak, že

pre i ∈ {1, ..., n}, xi := 0 práve vtedy, ked’ nastane prvý pŕıpad a xi := 1 ked’

nastane druhý. Potom však Cj(α) = 1 pre každé j a formula F bude splnitel’ná,

čo je spor s predpokladom.

Alternat́ıvny dôkaz úplnosti regR∗ skonštruujeme indukciou podl’a počtu pre-

menných.

Dôkaz. Nech F je nesplnitel’ná CNF formula s klauzulami C1, ..., Ck obsahujúca

premenné x1, ..., xn.

Ak n = 1, potom podl’a Lemmy 19 aspoň jedna z klauzúl formuly F obsahuje

literál x1 a neobsahuje ¬x1 a takisto jedna z klauzúl určite obsahuje ¬x1, pričom

zároveň neobsahuje x1. Bez ujmy na všeobecnosti, nech sú tieto dve klauzuly

C1 = x1, C2 = ¬x1. Aplikovańım rezolučného pravidla na C1, C2 dostávame

prázdnu klauzulu a jednoducho môžeme zostrojit’ regulárny rezolučný strom.
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Nech n > 1 a premenná sṕlňajúca Lemmu 19 je napŕıklad xn. Klauzuly C1, ..., Ck

rozdeĺıme do štyroch skuṕın. Také, čo neobsahujú xn ani ¬xn budú tvorit’ prvú

skupinu, také, čo obsahujú xn aj ¬xn druhú skupinu, klauzuly obsahujúce xn

a súčasne neobsahujúce ¬xn zarad́ıme do tretej skupiny a zostávajúce klauzuly

budú patrit’ do štvrtej skupiny. Následne zostroj́ıme CNF formulu F ′ tak, že

bude obsahovat’ klauzuly z prvej skupiny a všetky možnosti klauzúl vzniknutých

aplikovańım rezolučného pravidla na premennú xn v klauzulách zo skuṕın 3 a 4.

Predpokladajme, že β je ohodnotenie premenných x1, ..., xn, ktoré sṕlňa F ′. Po-

tom však β muśı sṕlňat’ všetky klauzuly patriace do prvej skupiny, pretože tie

sú zhodné s niektorými klauzulami F ′ a d’alej bud’ všetky klauzuly tretej skupi-

ny (I), alebo všetky klauzuly štvrtej skupiny (II). Inak by existovali klauzuly Cu

z tretej skupiny a Cv zo štvrtej tak, že všetkým ich literálom okrem xn,¬xn by

ohodnotenie β priradilo nulu a teda aplikovańım rezolučného pravidla na tieto

dve klauzuly by vznikla nová klauzula K, pre ktorú by β(K) = 0. To však nastat’

nemôže, pretože K je klauzula formuly F ′ a tá je ohodnoteńım β splnená.

Teraz rozš́ırime ohodnotenie β na β′ spôsobom, že xn := 0 pokial’ nastane pŕı-

pad (I), xn := 1 v pŕıpade (II). Tým sme však zostrojili také ohodnotenie, ktoré

sṕlňa aj všetky klauzuly v tretej a štvrtej skupine.

Nakol’ko klauzuly v druhej skupine sú splnené triviálne, dokázali sme, že F ′ je

rovnako nesplnitel’ná. Obsahuje premenné x1, ..., xn−1, teda z indukčného predpo-

kladu existuje regulárny rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z F ′. Listy tohoto

stromu, ktoré nie sú zároveň pôvodnými klauzulami F , musia byt’ z nich odvodené

rezolučným pravidlom vylúčeńım premennej xn, čiže ich doplneńım do stromu

źıskavame regulárny rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z F .

Beh DPLL algoritmu na nesplnitel’nej CNF formule ¬A vieme reprezentovat’

binárnym stromom, v ktorom z koreňa a každého vnútorného uzla vedú práve

dve hrany. Rekurźıvnym spôsobom poṕısaným v dôkaze Lemmy 17 aplikovanom

na formule ¬A a ohodnoteńı α = ∅ dokážeme tento strom transformovat’ na re-

gulárny rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z ¬A.

Pozorovanie 20. Skonštruovaný strom je rezolučný strom nahliadnutý zhora na-

dol, teda beh DPLL algoritmu na ¬A môžeme chápat’ ako rezolučný dôkaz tau-

tológie A.

Za predpokladu použitia niektorých pravidiel na vylepšenie DPLL, v grafe repre-

zentujúcom beh konkrétneho algoritmu môže existovat’ vnútorný uzol, respekt́ıve

koreň, z ktorého vedie iba jedna hrana. V takomto pŕıpade pri transformácii na re-

gulárny rezolučný strom muśıme pracovat’ s ekvivalentnou formulou doplnenou

o d’aľsie klauzuly zostrojené v popise pravidla 3.
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4.2 Booleovský vyhl’adávaćı strom

Regulárny stromový dôkaz π tautológie A môže byt’ ekvivalentne poṕısaný aj

booleovským vyhl’adávaćım stromom. Je to binárny strom, kde vrcholy sú

určené premennými z ¬A, okrem listov, ktoré sú označené počiatočnými klauzula-

mi Ci. Z regulárneho rezolučného stromu, ktorým je π reprezentovaný, dokážeme

takýto strom zostrojit’ tak, že listy ponecháme ako pôvodné klauzuly a postupu-

jeme smerom ku koreňu spôsobom, že hrany doteraz označované vylučovanými

literálmi x,¬x premenujeme na konštantu 0 vtedy, ked’ prislúchajúci syn (suse-

diaci vrchol d’alej od koreňa) obsahuje literál x, respekt́ıve 1, ak prislúchajúci syn

obsahuje literál ¬x. Následne vrchol pomenovaný odvodenou klauzulou Di pre-

znač́ıme na x. Pri reálnej implementácii si však danú klauzulu muśıme ešte chv́ıl’u

zapamätat’, inak by sme nevedeli d’alej vyznačit’ hrany 0, 1. Po prejdeńı celého

stromu a premenovańı koreňa sme zostrojili booleovský vyhl’adávaćı strom.

Každá cesta v tomto strome korešponduje s čiastočným ohodnoteńım premenných

v ¬A, kde premennej x sa prirad́ı hodnota 0 alebo 1 vzhl’adom na to, či cesta

z vrcholu označenom x pokračuje k synovi po ceste označenej nulou alebo jed-

notkou.

Pozorovanie 21. Pre každú cestu v booleovskom vyhl’adávacom strome dôkazu π

formuly A udávajúcu ohodnotenie α z koreňa do listu označeného klauzulou Ci

plat́ı, že α zapŕıčini nesplnenost’ Ci, Ci(α) = 0.

Teda, booleovský vyhl’adávaćı strom rieši vyhl’adávaćı problém, kedy k danému

ohodnoteniu α nájde klauzulu z ¬A, ktorá je ńım nesplnená.

Pozorovanie 22. Booleovský vyhl’adávaćı strom dôkazu tautológie DNF formule

A je zároveň strom reprezentujúci beh DPLL algoritmu na nesplnitel’nej CNF

formule ¬A nahliadnutý zdola nahor.
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Obr. 4.1: Booleovský vyhl’adávaćı strom dôkazu formuly ¬F z pŕıkladu
z predchádzajúcej kapitoly
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5. Prinćıp holubńıku

Pod prinćıpom holubńıku PHPm
n (m > n) rozumieme jednoduchý, no efekt́ıvny

a elegantný nástroj na dokazovanie rôznych tvrdeńı prvý raz pomenovaný ne-

meckým matematikom J.P.G.L. Dirichletom ako tzv. ”zásuvkový prinćıp”.

PHPm
n tvrd́ı, že pokial’ sa do každej z n priehradok holubńıku zmest́ı najviac

jeden holub, vždy existuje aspoň jeden z m holubov, ktorý priehradku nemá.

5.1 Logika v holubńıku

Atóm xi,j hovoŕı o tom, že holub i ∈ {1, ...,m} patŕı do priehradky j ∈ {1, ..., n},
č́ım v reči logiky sa formula PHPm

n skladá z klauzúl (
∨

j∈{1,...,n}
xi,j) pre každého

holuba i ∈ {1, ...,m} a klauzúl (¬xi1,j ∨ ¬xi2,j) pre všetky dvojice rôznych ho-

lubov i1, i2 ∈ {1, ...,m} a priehradok j ∈ {1, ..., n}. Teda každý holub má svoju

priehradku a ani jedna dvojica holubov nemá priehradku spoločnú.

Ďalej sa budeme zaoberat’ len najsilneǰsou variantou, PHP n+1
n . Pokial’ by m >

(n + 1), prinćıp sa stane slabš́ım, jeho zložitost’ klesne, č́ım bude l’ahšie dokáza-

tel’ným.

Veta 23. PHP n+1
n = (

∧
i

∨
j

xi,j)∧(
∧
i1<i2

∧
j

(¬xi1,j∨¬xi2,j)), i, i1, i2 ∈ {1, ..., n+1},

j ∈ {1, ..., n}, je nesplnitel’ná CNF formula.

Dôkaz. Uvažujme l’ubovolné ohodnotenie α : {xi,j|i, j} −→ {0, 1} a označme

Eα := {(i, j)|α(xi,j) = 1}. Kebyže α sṕlňala PHP n+1
n , potom Eα by bol graf

prostého zobrazenia z (n+ 1)-prvkovej množiny do množiny vel’kosti n, čo nie je

možné.

Z defińıcie formuly PHP nejde nutne o zobrazenie, ale o multifunkciu, pretože

jeden holub môže mat’ aj dve alebo viac priehradok, no pridańım klauzúl (¬xi,j1∨
¬xi,j2) pre všetky dvojice rôznych priehradok j1, j2 ∈ {1, ..., n} a holubov i ∈
{1, ...,m} je možné vynútit’, aby o funkciu ǐslo.

5.2 Rezolučná hra

Nech F je CNF formula s premennými x1, ..., xn. Definujme si hru [2], v ktorej dve

osoby, Dokazovatel’ (D) a Nepriatel’ (N), konštruujú (čiastočné) ohodnotenie

x1, ..., xn. N tvrd́ı, že existuje splňujúce ohodnotenie F , D sa mu snaž́ı dokázat’
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opak. V každom kole hry, D zvoĺı premennú xi, N vyberie, či jej prirad́ı 0, 1, alebo

nechá vol’bu na D. V poslednom pŕıpade, ak D nastav́ı hodnotu xi sám, N źıska

bod. Hra skonč́ı v momente, kedy čiastočné ohodnotenie zapŕıčini nesplnenost’

nejakej klauzuly z F , respekt́ıve vtedy, ked’ všetky premenné budú vyhodnotené.

Na nesplnitel’nej formule nie je otázkou kto vyhrá, ale kol’ko bodov je N schopný

źıskat’.

Veta 24. [2] Nech F je nesplnitel’ná CNF formula. Ak existuje rezolučný strom

pre prázdnu klauzulu z F vel’kosti najviac S, potom N źıska najviac log S bodov

v každej rezolučnej hre hranej na formule F .

Dôkaz. Bud’ F nesplnitel’ná CNF formula s premennými x1, ..., xn, Π nech je bo-

oleovský vyhl’adávaćı strom zostrojený z rezolučného stromu pre prázdnu klauzulu

z F . Predpokladajme, že D a N hrajú rezolučnú hru na F , kde úspešne konštruujú

ohodnotenie α. Nech αi je čiastočné ohodnotenie zostrojené po i kolách hry, t.j.

αi prirad́ı i premenným hodnotu 0 alebo 1. Označme pi počet bodov, ktoré N

źıskal po i kolách a Παi podstrom Π, ktorý má koreň v uzle dosiahnutom cestou

špecifikovanou αi.

Najskôr indukciou podl’a počtu kôl hry dokážeme pomocné tvrdenie, že pre všetky

i plat́ı nerovnost’ |Παi | ≤
|Π|
2pi

. Na začiatku, Πα0 je celý strom a N má 0 źıskaných

bodov, čiže tvrdenie plat́ı. Teraz predpokladajme, že tvrdenie plat́ı aj po i kolách

a D vybral premennú x v (i + 1). kole. Ak N zvoĺı jej hodnotu, pi+1 = pi a

|Παi+1
| ≤ |Παi | ≤

|Π|
2pi

= |Π|
2pi+1 .

Ak N nechal vol’bu na D, D použije nasledovnú stratégiu, aby zvolil hodnotu x.

Nech αx=j
i je ohodnotenie rozširujúce αi o x := j. D polož́ı x := 0 ak |Πx=0

αi
| ≤

|Παi |
2

, v opačnom pŕıpade prirad́ı x hodnotu 1. Všimnime si, že pokial’ D nastav́ı

x na 1, plat́ı |Πx=1
αi
| ≤ |Παi |

2
. Čiže ak vol’ba D je x := j, j ∈ {0, 1}, dostávame

|Παi+1
| = |Πx=j

αi
| ≤ |Παi |

2
≤ |Π|

2pi+1 = |Π|
2pi+1 .

5.3 Zložitost’ PHP

Teraz môžeme ukázat’, že PHP n+1
n je ”t’ažký”pre stromovú rezolúciu. [2]

Veta 25. Každý rezolučný strom pre prázdnu klauzulu z PHP n+1
n má vel’kost’

2Ω(n).

Dôkaz. Na dokázanie tejto vety stač́ı nájst’ v rezolučnej hre D a N poṕısanej vyššie

vhodnú stratégiu pre N tak, aby źıskal aspoň n bodov a aplikovat’ obmenenú vetu

k Vete 24.
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Priehradka j je obsadená vtedy, ked’ existuje i ∈ {1, ..., n+ 1} také, že premennej

xi,j bola v hre priradená hodnota 1. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme,

že D sa nepýta na rovnakú premennú viackrát.

N použije nasledovnú stratégiu: Ak sa D spýta na premennú xi,j, odpovie 0 pokial’

je j už obsadená, inak nechá vol’bu na D.

Všimnime si, že hra nikdy neskonč́ı nesplnitel’nost’ou žiadnej z klauzúl (¬xi1,j ∨
¬xi2,j). Teda hra nutne muśı skončit’ na jednej z klauzúl

∨
j

xi,j, t.j. pre nejaké

i ∈ {1, ..., n + 1} všetkým premenným xi,j, j ∈ {1, ..., n} niekto z hráčov prirad́ı

hodnotu 0.

Ak D položil xi,j := 0, potom N źıskal jeden bod. Naopak, ak N položil xi,j := 0,

vzhl’adom na stratégiu musel existovat’ iný holub i
′ 6= i sediaci v priehradke j,

t.j. xi′ ,j = 1. Toto rozhodnutie však musel urobit’ D, pretože N nikdy neprirad́ı

premennej hodnotu 1. Z toho plynie, že N źıska bod za každú premennú xi,j,

j ∈ {1, ..., n}.

5.4 Rezolučný dôkaz PHP

Označme PHP (I, J) formulu PHP
|J |
|I| zloženú z atómov xi,j, i ∈ I, j ∈ J , kde

I je množina holubov a J množina priehradok. Uvažujme pŕıklad PHP (I, J),

I = {i0, i1, ..., in}, J = {j1, ..., jn}.

Veta 26. [5] Zložitost’ stromového rezolučného dôkazu nesplnitel’nosti PHP (I, J)

je najviac 6(n+ 1)!.

Dôkaz. Indukciou podl’a n zostrojme stromový rezolučný dôkaz nesplnitel’nosti

formuly PHP (I, J).

Predpokladajme, že D a N hrajú rezolučnú hru na PHP
|J |
|I| , pričom navrhneme

vhodnú stratégiu pre D na vol’bu premenných.

I = {i0, i1}, J = {j1}, PHP (I, J) = (xi0,j1) ∧ (xi1,j1) ∧ (¬xi0,j1 ∨ ¬xi1,j1). Nech

D zvoĺı l’ubovolnú premennú formuly (je jedno ktorú, sú symetrické). Pokial’ N

nechce, aby hra skončila hned’, muśı jej priradit’ hodnotu 1. Avšak v druhom

kole, pri všetkých možných hodnotách zostávajúcej premennej, ohodnotenie za-

pŕıčini nesplnenost’ PHP (I, J) a teda vieme skonštruovat’ binárny vyhl’adávaćı

strom zodpovedajúci rezolučnému stromu pre prázdnu klauzulu z PHP (I, J),

vid’. Obr. 5.1.
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Obr. 5.1: Binárny vyhl’adávaćı strom zodpovedajúci rezolučnému stromu pre
prázdnu klauzulu z PHP (I, J) pre n = 1

Pŕıpad n = 1 je teda zrejmý. Pozrime sa teraz na indukčný krok (n − 1) −→ n.

Predpokladajme, že pre holuba i0 ∈ I a l’ubovolnú priehradku ju ∈ J máme

stromový rezolučný dôkaz nesplnitel’nosti PHP (I \ {i0}, J \ {ju}).

D sa postupne bude pýtat’ na atómy xi0,j1 , xi0,j2 , ..., xi0,jn . Ak každá odpoved’ N

bude 0, klauzula (
∨
k

xi0,jk) sa stane nesplnitel’nou. Nech teda xi0,jl je prvá nenulová

odpoved’ N.

D d’alej zafixuje jl a pýta sa na ostatné atómy množiny I, t.j. postupne xi1,jl , ...,

xin,jl . Ak na tieto atómy čo i len jedna odpoved’ N bude 1 (xiv ,jl), opät’ dostaneme

nesplnitel’nost’ pôvodnej klauzuly (¬xi0,jl ∨¬xiv ,jl). Pokial’ sú všetky odpovede 0,

bezpečne môžeme odstránit’ prvky i0 ∈ I, jl ∈ J .

Ked’že z indukčného predpokladu máme binárny vyhl’adávaćı strom zodpove-

dajúci rezolučnému odvodeniu prázdnej klauzuly z PHP (I \ {i0}, J \ {j}), do-

stávame obdobný binárny vyhl’adávaćı strom aj pre PHP (I, J), vid’. Obr. 5.2.

Takýto binárny vyhl’adávaćı strom má vel’kost’

S(n) =

 nS(n− 1) + n(2n+ 1) + 1 ak n > 1

5 ak n = 1,

kde S(n− 1) je vel’kost’ stromu pre PHP n
n−1.

Teraz už je jednoduché indukciou ukázat’, že S(n) ≤ 6(n+ 1)!.

Zostrojený strom rezolučného dôkazu nám ukazuje jednoduchú, no efekt́ıvnu he-

uristiku pre DPLL algoritmus na formule PHP n+1
n . Pokial’ atóm ohodnot́ıme

jednotkou, množstvo d’aľśıch môžeme automaticky ohodnotit’ nulou, pretože už

žiaden iný holub sa do obsadenej priehradky nezmest́ı, no naopak žiadnu inú pri-

danú informáciu nedostaneme. Teda každé čiastočné ohodnotenie je určené nielen

jednotkami priradenými jednotlivým premenným, ale aj všetkými nulami, ktoré

30



z priradeńı vyplynú.

Pri DPLL algoritme bez použitej heuristiky by korešpondujúci výrokový dôkaz

nesplnitel’nosti PHP n+1
n mal vel’kost’ (2n − 1)n+1, čiže by bol zložitostne ekviva-

lentný tabul’ke pravdivostných hodnôt.

Obr. 5.2: Binárny vyhl’adávaćı strom zodpovedajúci rezolučnému odvodeniu
prázdnej klauzuly z PHP (I, J)
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Záver

V práci bol na jednej strane predstavený základný algoritmus na rozhodovanie

o splnitel’nosti výrokových formúl, na strane druhej výrokové dôkazové systémy

na prinćıpe rezolúcie, všetko podložené všeobecne známou teóriou z oblasti logiky

a zložitosti.

Finálne sa vcelku jednoducho ukázalo nie len, že beh DPLL algoritmu na nespl-

nitel’nej formule môže byt’ chápaný ako výrokový dôkaz jej nesplnitel’nosti, ale

aj naopak, na daný rezolučný strom pre prázdnu klauzulu sa vieme pozriet’ ako

na beh algoritmu.

V piatej kapitole boli na pŕıklade prinćıpu holubńıku ilustrované praktické dôsledky

tohto tvrdenia, nakol’ko nám zostrojený rezolučný dôkaz ukázal heuristiku pre al-

goritmus, ktorá mu ušetrila nezanedbatel’né množstvo času.
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