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Uvod

Systémy na dokazovanie vyrokovych tautolégii a algoritmy na SAT st dve zdan-
livo odlisné veci. V tejto praci ndjdete okrem podrobného teoretického tvodu
k jednotlivym oblastiam ilustrovanom na jednoduchych prikladoch aj odpoved
na otézku, ¢o ich spdja a ako velmi spolu v skutoénosti sivisia. Podkladom de-
finici{ a potrebnej tedrie je z velkej casti praca [6], kde autor okrem iného hovorf
o SAT ako o jednom z najstudovanejsich algoritmickych problémov pocitacove;j
vedy vobec. Je fakt, Ze v poslednych troch desatrociach velké cast vyskumu bola
smerovana k pochopeniu jeho matematickej struktiry a vyvyjaniu novych algo-
ritmov. Tedria dokazovej zlozitosti je zasa vnimana od vydania povodného ¢lanku
Cooka a Reckhowa [4], v ktorom matematicky zadefinovali vyrokovy dokaz ako
taky, zaviedli a zovieobecnili pojem dokazového systému a skimali vzfahy medzi

velkostami dokazov a triedami zlozZitosti.

Té4to praca je rozélenens do piatich kapitol. V prvej ¢itatela obozndmime so z4-
kladnymi pojmami, v ktorych sa budeme po cely ¢as pohybovat a popiseme nie-
ktoré vseobecne zname fakty skiimanej oblasti, ¢i jednoduché tvrdenia. Kapito-
la 2 predstavi zakladny tplny a korektny algoritmus na SAT a nasledne uvedie
nejaké jeho vylepSenia. Oproti tomu tretia kapitola opisuje priklady uplnych a
korektnych dokazovych systémov vyrokovych tautolégii a analyzuje jednotlivé
typy stromovych dokazov. V kapitole 4 sa konecne odhali a dokaze vzajomny
vztah tychto dvoch pristupov akoby zékladny ciel celej prace. Avsak néjst tau-
tolégie kandidujtice na to byt "fazkymi”vobec nie je jednoduché tloha. Preto
v zdverecnej kapitole jeden netrivialny priklad odhalime, pozrieme sa na jeho
zloZitost, skonstruujeme vyrokovy dokaz, ndjdeme vhodnid heuristiku pre algo-
ritmy a budeme pozorovat silu dokdzanych tvrdeni z predchadzajicich sekcii

na zaujimavom priklade.

Obrazky a grafy pouzité v praci boli vytvorené programom AutoCAD 2010.



1. Vo svete vyrokovej logiky

LPokial pripustime jeden nezmysel, ostatné uZ dokdZeme z neho...

Citujiic Aristotela, samotného zakladatela, vds vitam vo svete axiémov, pravidiel
a zaroven zahad, ¢i uz dokazanych, nedokazanych, alebo takych, o ktorych je
dokézané, ze sui nedokézatelné, nech uz to znie akokolvek absurdne, vo svete

logiky.

No logika ako sucast matematiky zacala byt vnimané aZ o viac ako dve tisicrocia
neskor, od polovice 19.storocia, kedy jej tento novy rozmer dal anglicky mate-
matik a filozof George Boole, po ktorom je aj pomenovand jedna z jej casti,

Booleovska (vyrokova) logika.

Vyrokové logika studuje formy usudzovania, pre ktoré platnost zdverov nezdvisi
od obsahu ani vnitornej struktiry vyrokov, ale vylucne len na ich pravdivosti,

¢i nepravdivosti.

1.1 Vyrokova formula

Booleovskd funkcia n premennych je Tubovolnd funkcia f : {0,1}"* — {0,1},

kde {0, 1}" zna¢i mnozinu vsetkych usporiadanych n-tic z ¢isel 0, 1.

Booleovska formula (d'alej len ,formula“) je retazec reprezentujici booleovski

funkciu, obsahujuci:

e vyrokové premenné: pi, ps, ...
e zikladné operacie:

— nularne: konstanty 0,1
— undrnu: negécia ()

— bindrne: konjunkcia (A), disjunkcia (V), implikacia (—)

e pomocné symboly (napr. zatvorky)
Definujeme ju nasledovne:

1. Kazda premenna je formula.
2. Konstanty 0,1 sd formuly.
3. Ak A je formula, potom —A je formula.
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4. Ak A, B st formuly, (AA B),(AV B),(A — B) su takisto formuly.

5. Konecne vela aplikdci{ bodov (1)-(4) vytvéra formulu.

Pravdivostné ohodnotenie « je kazdé zobrazenie o : D(a) — {0,1}, kde
D(«) je neprazdna mnozina niektorych vyrokovych premennych. Ohodnotenie «
sa nazyva Gplné pre formulu A, ak Var(A) C D(«), pricom Var(A) je mnozina
vietkych premennych vyskytujicich sa vo formule A. Pokial situdcia Var(A) C

D(«) nenastava, hovorime o ¢iastoénom ohodnoteni formuly A.

Kazdé ohodnotenie o vieme rozsirit na funkciu o definovant na mnozine formil
vybudovanych z D(«), ktord priradi takej formule ¢islo a € {0, 1} nasledovnym

rekurzivnym sposobom:
Pre vsetky formuly B,C: Var(B),Var(C) C D(«)

e &/(—B):=1—-«a(B)
e &/(BAC) :=«a(B)-a(C)

e /(BVC):=1—((1-a(B))-(1-a(C)))

Funkciu o s ohodnotenim « spravidla stotoznujeme.

Nech A, B su formuly. A a B si ekvivalentné (A = B), ak a(A) = a(B)
pre kazdé «, ktoré je uplné pre A aj B.

Formula A sa nazyva tautolégia, ak je pravdiva vo vsetkych uplnych prav-
divostnych ohodnoteniach a pre A, t.j. a(A) = 1 pre vsetky a dplné, napr.
A= (zVx).

Formula A sa nazyva nesplnitelnd, ak je nepravdivd vo vsetkych iplnych prav-
divostnych ohodnoteniach « pre A, t.j. a(A) = 0 pre kazdé « uplné, napr.
A= (zN—x).

Formula A je splnitelnd, ak existuje pravdivostné ohodnotenie a : a(A) = 1.

Takémuto pravdivostnému ohodnoteniu potom hovorime splhujiice ohodnote-

nie A.

Problém splnitelnosti (SAT), rozhodovaci problém zaoberajiici sa splnitelnos-
tou booleovskych vyrazov, riesi otdzku, ¢i dand formula je splnitelné. Je to his-
toricky prvy N P-iplny problém (Cook-Levinova veta, [3]), teda s vysokou prav-

depodobnostou neexistuje polynomidlny algoritmus, ktory SAT riesi.

Veta 1. SAT je algoritmicky rozhodnutelny.

Dokaz. Nech A je formula. Potom pocet premennych, ktoré A obsahuje, je ko-

necné ¢islo, t.j. |[Var(A)| = n. Teda existuje 2" roznych tiplnych ohodnoteni pre A:
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aq, ..., agn. Postupnym skidsanim jednotlivych «;,7 € {1,...,2"} a spocitanim

a;(A) z rekurzivnych vztahov overime, ¢i A je splnitelna. O

Dosledok 2. TAUT (rozhodovaci problém riesiaci, ¢i formula je tautoldgia) je

algoritmicky rozhodnutelnsj.

Dékaz. Nech A je formula. A je tautolégia prave vtedy, ked pre kazdé tiplné ohod-
notenie « plati a(A) = 1. To nastane prave vtedy, ked pre kazdé o : a(=A) = 0,
¢o je definicia nesplnitelnej formuly —A. Teda TAUT je rozhodnutelny trividlnym
algoritmom z dokazu pre SAT. O

Literalom nazyvame taka formulu [/, ktord sa rovna premennej z alebo jej
negacii.

Disjunkcii konetného mnozstva literdlov hovorime klauzula, t.j. C' je klauzula
prave vtedy, ked existuje prirodzené ¢islo k a literdly [y, 1o, ..., I, tak, ze C =
Iy VIy V... V1l Specidlnym pripadom klauzuly je prazdna klauzula, ktord sa

oznacuje ().

Formula A je v disjunktivnej normalnej forme (DNF), ked je disjunkciou

termov, t.j. podformuli, z ktorych kazda je konjunkciou koneéného mnozstva li-

m
teralov, ¢o znamena, ze existuju formuly Ei, Fs, ..., E,, také, ze A = \/ E; a

j=1
sicasne [; =I5 Aly A ... A} pre kazdé i € {1,2,...,m}.

Formula A je v konjunktivnej normdlnej forme (CNF), ked je konjunkciou

klauzul, teda existuju klauzuly Ci, Cs, ..., C,, také, ze A = /\ C; pre m > 0.
j=1

Pozorovanie 3. CN F-formula je tautolégia prdve vtedy, ked kazdd jej klavzula

je tautologia.

Dokaz. Nech C'je CNF formula zlozend z klauzul Cy, Cy, ..., Cy,.

”=": Pre spor predpokladajme, Ze existuje také j € {1,2,...,m}, ze C; nie je
tautoldgia. Potom musi existovat nejaké ohodnotenie «, pri ktorom a(C;) = 0.
Aplikovanim rekurzivneho pravidla na konjunkciu vsak musf platit aj a(C) = 0,
¢im sme nasli ohodnotenie, pri ktorom CNF formula C nie je splnitelnd a teda
zaroven spor s predpokladom, ze C' je tautoldgia.

7<": Nech « je Iubovolné pravdivostné ohodnotenie premennych v C. Uzitim
rekurzivneho pravidla pre konjunkciu priamo z predpokladu, ze pre vsetky ¢ €
{1,2,...,m} plati a(C;) = 1 plynie, ze a(C) = 1. O

Tvrdenie 4. Ku kazdej formule A existuje formula B v CNF(DNF) - tvare
takd, ze A= B.



Dokaz je mozné zostrojit opakovanym pouzitim De Morganovijch zdkonov, vid. [12].

Nech C' je klauzula, ; jej literdly také, ze l; = x; alebo l; = —z;, i € {1,2,...,m}
a « ohodnotenie niektorych premennych z;.

Restrikcia C pod « je klauzula

1 ak El(lj) eC: @(lj) =1
C|a - @ ak Ol(lj) = O V(l]) € C
V;lj:z; ¢ D(o) inak

J

Nech A = /\ Ck je CNF formula, a ohodnotenie niektorych premennych x; €

k=1
Var(A), Jo C {1,..,n} mnozina takych j € {1,..,n}, ze Cj|, je rozna od 0, 1 a
obsahuje nejaky neohodnoteny literal.

Restrikcia A pod « je formula definovana nasledovne:

0 ak 3je{l,..,n}:Cjlo =10
Ala =141 ak Cjlo =1Vje{l,..,n}
/\jGJa Oj|a inak

Lemma 5. Nech A je CNF formula, o ohodnotenie a x premennd vyskytujica sa
vo Var(A), x ¢ D(a). Dalej nech 3 je tiplné ohodnotenie pre A, o C 3. Potom:

1. B je splnugice ohodnotenie A < [ je splnujice ohodnotenie Al,.

2. Ala je splnitelnd < Alaufz=1y alebo Alaugz—oy je splnitelnd.

Dékaz. 1. Staci ukdzat, ze 5(Clo) = B(C) pre vietky C € A. B(C) =1 &
NeC: fl)=1<3NeC: al)=1alebo (B—a)(l) =1« B(Cl|.) = 1.

2. 7=": Nech f je spliujice ohodnotenie A|,, &« C (5. Potom (z casti (1))
B je spliujice ohodnotenie A. Nakolko pre nejaké e € {0,1} musi byt
aU{z :=e} C B, potom  musi byt spliujice ohodnotenie bud A|uugz:=0},
alebo Alqugzi=13-
7<": Nech o/ = aU{z := e} a f je spliiujice ohodnotenie A|, pre e €
{0,1}. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze o C /3. Polozme (' :=
(B = B(x)) U{x := e}. Potom o« C o C [ a pretoze z ¢ Var(A|w),
B’ je spliiujiice ohodnotenie Al,s. Teraz uz stac{ dva krit aplikovat (1) a
dostavame najskor, ze 5’ je spliiujice ohodnotenie A a nédsledne aj spliiujice

ohodnotenie Al,.
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1.2 Dokazovy systém

Vyrokovy dokazovy systém (DS) je kazd4 polynomidlne spocitatelnd funkcia
P : {0,1}* — {0,1}*, ktorej oborom hodnét je mnozina vsetkych vyrokovych
tautolégii (Rng(P) = TAUT).

Kazdé slovo w € {0,1}* také, ze P(w) = 7 sa nazyva P-dokaz tautoldgie 7.

Zlozitost T , znacend Cp(T), je velkost najmensieho takého w.

Z daného P-dokazu je lahké urcit, ktord formula je nim dokdzand a overit ko-
rektnost tohoto dokazu. Avsak generovat dokazy pre dani formulu je uz zlozité

a tieto dokazy mozu byt velmi dlhé v porovnani s velkostou formuly.

Jednym z najjednoduchsich prikladov DS je nasledovne definovana funkcia f:
Ak w = (v, A), kde v je tabulka pravdivostnych hodnot formuly A, ktord méa
v poslednom stipci odpovedajicom formule A samé jednotky, potom f (w) := A,
inak f(w):=1.

Pri n premennych danej formuly vsak tabulka musi mat presne 2" riadkov a n+1
stipcov, €ize w je exponencidlne velky dokaz vzhladom k velkosti formuly a ako

priklad nezaujimavy.

Dokazové systémy mozno porovnavat. Slizi na to pojem simuldcia. Majme 2 DS:
P a S. S simuluje P (P < S), ked existuje polyném p taky, Ze pre kazdu
tautolégiu 7 a P-dokazy w formuly 7 existuje S-dokaz n’ formuly 7 taky, ze

|7'| < p(|7|). Ak P < S, hovorime, ze S je aspon taky silny ako P.

P ~ S (P a S st ekvivalentné), ak P < S a sicasne S < P. =~ je relacia

ekvivalencie.

Dokazovy systém je optimalny [10], ak simuluje vSetky ostatné. Existencia opti-

méalneho dokazového systému je zatial otvoreny problém.

DS P je polynomialne ohraniceny, ak existuje polyném p taky, ze pre kazdua
tautolégiu 7 existuje P-dokaz w velkosti |w| < p(|7]). T.j. dokaz je maximdlne

polynomidlne dlhy vzhladom k dizke formuly.

Veta 6. (Cook-Reckhow, [4]) Polynomidlne ohraniceny dékazovy systém erxistuje
prdave vtedy, ked NP = coNP.

Dokaz. ”<=": Rozhodovaci problém T AUT, ktory riesi otazku, ¢i dana formula je
tautoldgia, je z Cookovej vety coN P-uplny. Dokazeme, ze ak existuje vyrokovy
dokazovy systém P s uvedenou vlastnostou, tak potom TAUT € NP, z ¢oho
vyplynie NP = coNP.

Majme teda takyto polynomialne ohraniceny dokazovy systém P. Nedeterminis-

ticky Turingov stroj akceptujiici TAUT bude fungovat nasledovne:



Dostane 7, o ktorej chce povedat, ¢i je tautolégia

Natipuje dokaz w dizky < p(|7]).

Deterministicky overi, ¢i P(w) = 7.

"=": Nech NP = coNP. Potom TAUT € NP. Nech M je nedeterministicky
Turingov stroj akceptujici TAUT. Vyrokovy dokazovy systém P, v ktorom m&

kazd4 tautoldgia polynomidlny dokaz, potom mozno definovat nasledovne:

Pw) 7 ak w je akceptacny vypocet stroja M na 7
w) =
1 inak

Dosledok 7. Ak neezistuje polynomidlne ohraniceny DS, potom P # NP.



2. DPLL algoritmus

2.1 Motivacia

Ako bolo uvedené v predoslej kapitole, zistit, ¢i formula F' s n premennymi je
splnitelnd, je relativne jednoduché preskiimanim vsetkych 2" moznych dplnych

ohodnoteni «; a overenim, ¢i F|,, = 1. Avsak v ¢ase O(|F|-2").

Nasledujicim vylepsenim sa pokisime eliminovat niekolko ohodnoteni, ktoré budu
trividlne nesplitujice, teda nebudd sa musiet skusat vobec. Budeme ich vsak
vytvarat postupne a pri kazdom ohodnoteni nejakého literdlu, t.j. vytvoreni
¢iastotného ohodnotenia a skontrolujeme, ¢ F|, nie je uz splnend, alebo ne-

splnena.

Dokonca ak by F|, = 1, kazdé tiplné ohodnotenie 3 O « bude podla Lemmy 5
splnitelné pre F.
Pokial by F|, = 0, potom je mozné vynechat z testovania vsetky ohodnotenia,

v ktorych by premenné nadobudali rovnaké hodnoty ako nadobudaju v a.

2.2 Popis

DPLL algoritmus je algoritmus sltiZiaci na rozhodovanie splnitelnosti vyroko-
vych formul zalozeny na vyssie zmienenom jednoduchom triku s postupnym vy-
tvaranim ¢iastocnych ohodnoteni a rekurzivnom prehladdvani do hibky. Uvedeny
bol v roku 1962 panmi M. Davisom, H. Putnamom, G. Logemannom a D.W. Lo-
velandom (odtial ndzov DPLL) ako ztiplnenie uz 2 roky predtym znédmej metédy

na overovanie splnitelnych formul.

Algoritmus na zaciatku zisti, ¢i dand CNF formula F je splnitelnd alebo ne-
splnitelnd trividlne (neobsahuje ziadnu klauzulu, respektive obsahuje prazdnu
klauzulu, spor). Potom vyberie premenni z; a aplikuje algoritmus rekurzivne
na podformulu ziskani z povodnej formuly dosadenim hodnoty 0 alebo 1 do z;.
Ked zisti, ze I je splnitelnd, vrati splitujice ohodnotenie spitnym chodom re-
kurzie, inak aplikuje algoritmus na formulu ziskani dosadenim druhej hodnoty.

Ak ani tu neuspeje, F' je nesplnitelna.

Pseudokdd algoritmu DPLL (F, «) :
VSTUP: F,a, kde F' je formula v CNF tvare, « jej ¢iastocné ohodnotenie
VYSTUP: splitujtice ohodnotenie F', pripadne #, ak je F' nesplnitelna
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1. IF F|, =0 THEN RETURN &

2. IF F|, =1 THEN RETURN «

3. Zvol premennti z € F|, a a € {0,1}
4. f:= DPLL(F,aU{x :=a})

5. IF 3 # & THEN RETURN §
ELSE RETURN DPLL(F,a U {z := (1 —a)})

Volba premennej v kroku 3 na algoritmus vplyv md, no pre zaiatok uvazujeme

volbu Tubovolni.

Tvrdenie 8. Nech F je formula. DPLL(F,() vidy skonéi a vrdti bud’ spliugice
ohodnotenie F', pokial je F splnitelnd, alebo &, ak je nesplnitelnd.

Dékaz. F je formula, o ¢iastotné ohodnotenie, n = |Var(F|,)|. Indukciou cez n

ukézeme, ze DPLL(F, «) skonéf a vréti o/ O « splitujiice ohodnotenie F, pokial

F|, splnitelnd, respektive # v opacnom pripade.

n=0= Fl|,=0alebo F|, =1, ¢im algoritmus skon¢i v prvych dvoch krokoch.

V prvom pripade je F|, nesplnitelnd, algoritmus vrati #, v druhom pripade

splnitelné a algoritmus vrati a.

n >0 = Nech z € Var(F|,) a oy = aU{z =i}, i € {0,1}. F|,, obsahuje

najviac n — 1 premennych.

Ak F|, je nesplnitelnd, potom F|,, podla Lemmy 5 je nesplnitelna tiez pre lubovol-

né i € {0,1}. Preto v tomto pripade DPLL(F,«;) z indukéného predpokladu
skonéi a vrati # pre kazdé i. A teda aj DPLL(F, ) skonéi a vrati #.

Teraz predpokladajme, ze F|, je splnitelnd. Potom z Lemmy 5 F|,, je splnitelnd

pre ¢ = 0 alebo ¢ = 1.
Ak F|,, splnitelna, potom z indukéného predpokladu vykon DPLL(F, o) skonéd

a vrati ciastocné spliiujice ohodnotenie, a teda taktiez aj DPLL(F, «).

Pokial F|,, nesplnitelnd, vykon DPLL(F,ag) skonci a vrati #. Naviac F|,,
musi byt splnitelnd, preto z indukéného predpokladu vykon DPLL(F, ) vrati

¢iastocné spliujice ohodnotenie, a teda rovnako aj DPLL(F, «). ]

Désledok 9. Nech F je formula. Ak DPLL(F,() vrdti nejaké spliugice ohod-

notenie I, potom F je splnitelnd. Pokial vrdti &, F je nesplnitelnd.

Tymto sme ukazali, ze DPLL algoritmus je uplny a korektny algoritmus na roz-

hodovanie splnitelnosti formil v CNF tvare.
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2.3 Reprezentacia

Realizacia DPLL algoritmu na formule F' byva zvicSa reprezentovana zakore-
nenym bindrnym stromom 7'(F'). Uzly stromu predstavuji jednotlivé rekurzivne
volania. Oznacujeme ich, s vynimkou listov, premennymi, za ktoré prave v algo-
ritme dosadzujeme. Z vnutornych uzlov vzdy vedu 2 hrany, mozné ohodnotenia
premennej, ktorou je uzol oznaceny. Pre kazdy uzol U, cesta z korena do U de-
finuje ¢iastocné ohodnotenie premennych « a rekurzivne volanie na tento uzol je
aplikované na podformulu F'|, ziskant restrikciou povodnej formuly. Cesty z ko-

rena do listov predstavuju jednotlivé ohodnotenia.

Ak je nejaky list stromu vyhodnoteny ako pravdivy pre nejaké ohodnotenie (suc-
cess leaf), formula je splnitelnd. DPLL algoritmus urci, ¢i takyto list existuje,
vytyci cestu od neho ku korenu, ¢im ndjde uplné splinujice ohodnotenie pre-
mennych a v strome ho oznaci jednotkou. Ak taky list neexistuje, formula je ne-
splnitelnd (pre kazdé iplné ohodnotenie « existuje klauzula C' vo formule F tak4,
ze Cl, = 0). Tieto listy (failure leafs) znacime bud nulou, pripadne pociatoénymi
klauzulami, ktoré sposobili nesplnenost pri ohodnoteni korespondujicim s cestou

od korena k danému failure listu.

—— N ——
Nech F je formula (a Vb) A (=aV =bVec)A(aV =bV —c)A (¢) A(—a VbV —c)

s klauzulami C1, ..., Cs.

Obr. 2.1: Priklad stromu reprezentujiceho DPLL algoritmus na formule F
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2.4 VylepSenia

Samotny D PLL algoritmus, v podobe v akej je uvedeny, vsak stale neriesi problém
s efektivnostou a moze sa zdat, Ze jeho konstrukcia bola zbytotna. No ¢asova
narocnost sa dd rapidne zlepsit pouzitim vhodne zvolenych orezévacich technik a
heuristik, ktoré sa aplikuju pri kazdom volani algoritmu. Je to napriklad vhodné
poradie premennych, ktoré sa idi vyhodnocovat (ako prvé volit také, ktoré sa
vyskytuji v kratkych klauzuldch, respektive také, ktoré st vo formule velakrét),

¢i vhodné zvolenie a € {0, 1}.

Zékladnymi lahko implementovatelnymi pravidlami [I1] na zefektivnenie DPLL

algoritmu su:

1. Pravidlo jednotkového literalu:
Ak v klauzule su vsetky literdly, az na jeden, ohodnotené nejakym ¢iastoc-
nym ohodnotenim ako nepravdivé, pripadne klauzula obsahuje len jeden
literdl, potom tento jediny zostévajici literal musi nadobidat hodnotu 1.
Nova C'NF' formula, ktord vznikne aplikovanim tohto pravidla na nejaku

jej klauzulu, m4 rovnaki splnitelnost ako povodna.

2. Pravidlo unipolarneho literalu:
Ak sa v ONF formule vyskytuje nejaky literdl [; iba v jednej faze, t.j. bud
l; alebo —l;, nie obidva sucasne, potom vsetky klauzuly obsahujice tento
literdl mozeme z formuly odstranit alebo danému literalu priradit hodnotu

1. Novovzniknuté formula opét zachovava splnitelnost povodne;.

3. Pravidlo konfliktu:
Ak nejaké ciastocné ohodnotenie zapricini nesplnitelnost klauzuly, teda
vSetky jej literdly budi ohodnotené ako nepravdivé, potom v podstrome
pod tymto ¢iastoénym ohodnotenim nemozeme ndjst spliiujiice ohodnote-
nie, vSetky listy budu failure. Pravidlo je realizované pridanim klauzuly C,
k formule F|,. C, = {—z|a(z) = 1} U {z|a(z) = 0}, t.j. C, je najvicsia
mozna klauzula nesplnena ohodnotenim «. Plati: F' = F, < F, je ne-
splnitelnd, a teda algoritmus nikdy nezacne hladat spliujice ohodnotenie

v podstrome uré¢enom a: Fy, = 0.

4. Pravidlo pravdivého literalu:
Ak nejaké ¢iastoéné ohodnotenie zapricini splnitelnost klauzuly, t.j. aspon
jeden literdl bude ohodnoteny ako pravdivy, potom klauzulu mozeme z for-

muly odstranit. Splnitelnost zostane zachovana.
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5. Pravidlo tautologickej klauzuly:
Ak nejakd klauzula obsahuje premennt p; a sicasne premennu —p;, obsa-
huje podformulu 1 a preto ju mozeme odstranit za zachovania splnitelnosti,

nakolko formula 1 je splnend zakazdym.

Priklad:

Urcite splnitelnost formuly
—— — —— ——
F=(@VbANDV)AN(-bVeVd)AN(—aVeVa)A(aV—e)A(—aV —d)A
—— —— —— ———
A(=bV =d)A(aV —=cVd)AN(meVA)AN(fV g N=fVg)A(fVg).

Riesenie:
Jednotlivé klauzuly oznacime C71, ..., C5 a postupujeme vylepsenym DPLL algo-

ritmom:

1. C4 obsahuje premenni a a sucasne —a, t.j. je tautologickou klauzulou a
podla P5 ju nemusime uvazovat.
F1 :Cl/\CQ/\C?,/\OE)/\.../\ClQ

2. Premenna e sa v I vyskytuje len v literaloch tvaru —e a podla P2 moZeme
z Fy odstranit aj klauzuly Cs a Cy.
FQ:Cl/\CQ/\Cg/\Cﬁ/\C7/\Cg/\Clo/\C11/\012

3. Zvolime premennt a € F5.
4. Uvazujme Fj|,—¢:

(a) Klauzula C4 splita predpoklady P1, teda nutne b = 1.
(b) Pouzitim P4 mozeme zasa odstranit Cg.
~~N — —— —— ———
Fs= 0O ANAVe)AOVeVAAOVad)AOV eV d)A
—— —— ——
ANV ONFVGNA(fV )
(c) Kvoli P4 mozeme z Fy odstrénit klauzuly Cy, Cs.
—_—— S Y Y ——
Fy=0VvVevdAOV=d)ANOV-cVANFVgANfVg AV g)
(d) Néslednym pouzitim P1 na klauzulu C7 musi byt d = 0.
—_— S —— — Y —— ——
Fs=0VecVOAOVIHAOV=ecVO)A(fVGAFV g AV —g)
(e) Po dalsom aplikovani P1, tentokrat na klauzulu Cs dostavame
—_— N  — Y — Y ——
Fs=0OV1IVO)AOVI)AOVOVOA(fVgAGFV ALV g),
¢im sme zapricinili nesplnitelnost klauzuly Cy a teda podla P3 pre Fy|,—o

neexistuje ziadne spliujice ohodnotenie.
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5. Teda uvazujme Fy|,—1:

(a) Podla P4 odstrdnime klauzuly C1, Cg a z P1 pre Cg vyplyva, ze d = 0.
—— ——— — = ——
Tj Fr=0BVAN(=bVeVO)AOVIA(mDVI)A
—— —— ——
ANV G NIV NV g).
(b) Pouzitim P4 mozeme odstranit Cg, C7 a aplikovanim P2 s premennou
—— —— ———
¢ takisto Cy, C3. Dostavame Fg = (f V g) A (=f V g) A (fV —g).
(c) Zvolime d'alsiu premennt f € Fy.
(d) Uvazujme Fgls—o:
—N— —— ——
Fo=0Vvgn@1vgrV-g)
Z P1 na klauzule Cjp musi platif ¢ = 1, avsak tym padom Cj, je
nesplnitelnd klauzula a teda aj Fs|r—o je nesplniteln.
(e) Uvazujme Fgls_1:
—_—— N
Fio=(1Vg)AOVg) A1V —g)
7 P1 na klauzulu C}; tento raz vyplyva, ze g = 1, ¢im dostavame
—— —— —
Fii=0QVv1)AOVI)A(1V0)=1ateda mame spliujice ohodnote-
nie pre F, t.j. F je splnitelna.
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3. Rezolucia

Rezolu¢na metéda (R) je vyrokovy dokazovy systém, ktory dokazuje, ze dand
DNF formula je tautolégia. Je zalozeny na zrejmom pozorovani, ze formula A je
tautoldgia prave vtedy, ked formula —A je nesplnitelnd. Z nesplnitelnych formul
v CNF tvare (A DNF prave vtedy, ked =A C NF) bude moZné touto metédou
odvodit prazdnu klauzulu, spor, pomocou rezoluéného odvodzovacieho pravidla,

jediného odvodzovacieho pravidla, ktoré rezolicia pouziva.

3.1 VsSeobecna rezolicia

3.1.1 Rezolucné pravidlo

A, B klauzuly, [ literdl. Z formuly (A V {i}) A (B V {=l}) odvod (AV B).

Lemma 10. Rezolucné pravidlo je korekiné, t.j. ak A, B klauzuly, o je spliujice
ohodnotenie formuly (AV {l}) A (B V {=l}), potom « je takisto splriujice ohod-
notenie (AV B).

Dékaz. Nech « je spliiujiice ohodnotenie (A V {l}) A (B V {—l}). Potom « musi

byt spliujtice ohodnotenie jednotlivych klauzil (A V {l}) aj (B V {=l}).

Dalej mozu nastat 3 pripady:

1. Ak a(l) = 0, potom musi existovat literal k € A taky, ze a(k) = 1 a teda

a(A) =1.

2. Pokial (1) = 1, potom nutne a(=l) = 0 a z rovnakého dovodu ako v pripade
1 musf byt a(B) = 1.

3. Pripad, Ze | ¢ D(«) je jasny, pretoze vtedy s urcitostou existuju literdly

m e A, n e B také, ze a(m) =1 a a(n) =1 ateda a(A) =1 aj a(B) = 1.

Vsetky pripady vedu k tomu, Ze bud «(A) = 1 alebo «(B) = 1, no potom mus{
platit aj a(AV B) = 1, ¢o sme chceli ukdzat. O

3.1.2 Rezolucny dokaz

Nech A je DNF formula tvaru A = \/ B, : B, = /\ l; Definujme C; := =B; =
i€l JjeJ;
\/ ﬂlj- Vi e I, teda A = /\ C; je CNF formula.

JjEJ; i€l
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Rezoluény dokaz tautoldgie A definujeme ako postupnost klauzil Dy, D, ..., Dy
takych, ze

1. D, jejednaz Cj;, alebo je odvodena rezolu¢nym pravidlom z D,,, D,,, pre ne-
jaké v, vy <uVu € {1,2,...,t}

2. Dy je prazdna klauzula, spor

Priklad:

Dokazte, ze formula

—_—— — AN
“F=(zA-yAm)V(—mA-z)V(@A-t)V(-zAy)V () V(2)

je tautoldgia.

Riesenie:
—_— N —— —— Y N
F=(xVvyVv-m)A(mVz)A(—xVt)A(xV-y)A(=t)A(=2)

Oznacme klauzuly v CNF formule F' postupne Dy, ..., Dg.
Opakovanym pouzitim rezoluéného pravidla zostrojime rezolué¢ny dokaz D, ..., D1;:
1. (xVyVz)=:D;<—" Dy, D,y
2. (yVzVt)=:Dg<«—" D7 Ds
3. (xVzVt)=:Dg<—Y Dg, Dy
4. (tV zVt)=: Dy <+—" Dy, Ds
5. (z) =: Dy «—" Dyg, Ds
6. ) =: Dyg «—* D1y, Dg
Veta 11. Ak Dy, Ds, ..., D, je rezolucny dokaz formuly A, potom je ~A nesplni-
telnd.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze existuje a, nejaké splnujice ohodnotenie
-A= /\ C;. Potom « je zaroven splnujice ohodnotenie klauzul C;, Vi € I.

iel
a tym spfﬁa aj vsetky klauzuly Dj;, ktoré sa nachadzaji medzi pociatocnymi
Ci,ie 1.
Ostatné klauzuly Dj daného rezoluéného dokazu musia byt uz odvodené z tych,
ktoré sme prave oznacili za splnitelné ohodnotenim « a podla Lemmy 10 je tym

padom « splnujice ohodnotenie aj tychto ostatnych klauzil.

V takom pripade vsak « spiﬁa aj Dy, ¢o je prazdna klauzula, z definicie nesplni-

telna. Dostdavame sa do sporu, ¢im sme dokdzali korektnost R. O
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3.1.3 Reprezentacia

Rezoluéné dokazy sa zvycajne znazornuju ako orientované grafy bez cyklov, kde
kazdy vrchol je oznaceny jednou z klauzil Dy, D, ..., D; a medzi vrcholmi (D;, Dy)
a sucasne (Dj;, Dy) existuju hrany préve vtedy, ked Dy je odvodend z D;, D,

. . Di D,
rezoluénym pravidlom (=5-=*).

V grafe dokazu nejakej formuly jednotlivé hrany oznacujeme literdlmi, na ktoré
je prave rezolucné pravidlo uplatnované, t.j. tymi, ktoré sa prave eliminujui, na-

priklad pri (A:A,U{é}: A,ﬁ;fg/u{ﬁx}) by boli hrany (A, C), (B, C) oznacené literdlmi

x, respektive —x.

3.2 Stromova rezoliucia

Pokial v dokaze 7 tautolégie A kazdd uz raz rezoluéne odvodend klauzula D;
je pouzitd pre odvodenie d'alsej klauzuly D; najviac jeden raz, potom grafom
takéhoto dokazu je strom a dokazu 7 hovorime stromovy.

Dokazovy systém pripistajici len stromové dokazy sa nazyva stromova re-

zolicia (R*).

3.2.1 Rezolucny strom

Nech F je CNF formula (budeme ju stotoziiovat s mnozinou jej klauzuil), C
klauzula a 7' bindrny strom, v ktorom su vrcholy oznacené klauzulami a hrany

premennymi. T je rezolu¢ny strom pre C' z F, ak:

1. koren T' je oznaceny klauzulou C'
2. kazdy list T' je oznaceny klauzulou F € F

3. ak vnuitorny uzol je oznaceny nejakou klauzulou D a ma dve deti (2 susedia-
ce uzly smerom d'alej od korenia) oznacené klauzulami Dy, Dy, potom D je
odvodena z Dy, Dy rezoluénym pravidlom vyli¢enim premennej x a hrany
(Do, D), (D1, D) st oznacené literalmi x a —z, pripadne naopak, v zavislosti

na prislusnosti k jednotlivym klauzulam Dy, D;.

Velkostou stromu 7T rozumieme pocet jeho vrcholov. Vrcholy stromu a ich

oznacenia pre jednoduchost dalej stotoziujeme.

Tautolégia A v DNF tvare je teda dokdzand v R* len vtedy, ked existuje T,

rezoluény strom pre prazdnu klauzulu z C N F formuly —A.
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Nakolko je v polynomidlnom ¢ase mozné overit, ¢ klauzuly Dy, D; st odvodené
z D rezoluénym pravidlom, je takisto spocitatelné v polynomidlnom case, ¢i T je
rezolu¢ny strom pre prazdnu klauzulu z danej C N F' formuly, a teda R* je dobre

definovany dokazovy systém.

Obr. 3.1: Rezolucny strom pre prdzdnu klauzulu z formuly F' z predoslého prikladu

Lemma 12. Nech F je CNF formula, T rezoluény strom pre C' z F. Ak F je

splnend ohodnotenim «, potom C' je splnend ohodnotenim o« (Fl, =1 = C|, =

1).

Dékaz. Indukciou cez hibku rezoluéného stromu pre C z F":
Ak C je list, potom C € F a C|, = 1 plynie z F|, = 1 ihned.

Inak, vrchol C' musi mat dve deti Cy, C;, pricom C je odvodeny z Cy a C
rezolu¢nym pravidlom eliminovanim nejakej premennej. Rezoluéné stromy pre Cj
a C z F maja hibku mensiu ako je hibka rezoluéného stromu pre C z F, a teda
z indukéného predpokladu Cyl, = Ci|o = 1. No z Lemmy 10 néasledne plynie aj
Clo = 1. O

Désledok 13. Ak F je CNF formula, T rezolucny strom pre prdzdnu klauzulu

2 F, potom F je nesplnitelnd.
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Dékaz. Keby a bolo spliujice ohodnotenie F, F|, = 1, podla Lemmy 12 by «
bolo splnujice ohodnotenie pre prazdnu klauzulu z F', ktora je vsak z definicie

nesplnitelna. O

3.2.2 Regularna stromova rezolucia

Nech T je rezolucény strom. T' je x-regularny, ak kazda cesta z korena do listu
obsahuje najviac jednu hranu oznac¢enu premennou x alebo —z. T' je regularny,
ak je x-regularny pre kazdu premenni x oznacujucu niektort z jeho hran.

Dokaz, ktorého grafom je reguldrny strom sa nazyva regularny stromovy a

dokazovy systém pripustajici len takéto dokazy znaéime regR*.

Obr. 3.2: Reguldrny rezolucny strom pre prdzdnu klauzulu z formuly F z po-
sledného prikladu

3.2.3 Vztah R* a regR*

Veta 14. Nech F je CNF formula. Ak existuje rezolucny strom pre prdzdnu
klauzulu z F', potom existuje aj reguldrny rezolucny strom pre prazdnu klauzulu
z F.

Dékaz. Nech F je CNF formula a T rezoluény strom velkosti s pre prazdnu
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klauzulu z F. Dokaz indukciou podla s: Ak s = 1, Var(T) = () a samotny T je

uz regularny.

Dalej nech x € Var(T) je premennd, pre ktort plati, ze T nie je z-reguldrny
(pokial takd neexistuje, T' uz reguldrny je a ni¢ netreba dokazovat). Oznacme
d pocet hran stromu 7', ktoré st oznacené bud z alebo —z takych, Ze na ceste

k prazdnej klauzule existuje aj nejaka ina hrana oznacenda x alebo —x.

Potom d > 0 a nech e je jedna takato hrana, ktora stucasne je aj jednou z hran
vyskytujucich sa pri aplikacii rezoluéného pravidla na klauzuly Cy, Dy a odvodeni
klauzuly C;. Majme tiez postupnost klauzil Cy, O, ..., C,, = 0 nachddzajticich sa
na ceste z e do prazdnej klauzuly. Ozna¢me e’ prvi hranu réznu od e na tejto ceste,
ktord je oznacena x alebo —x a koreSponduje s aplikaciou rezoluéného pravidla

na klauzuly Cy, Dy.

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze C; = (Cy \ {z}) U (D \ {—z}),
Cri1 = (Cp \{z}) U (D \ {—z}) a skonstruujme rezoluény strom 7" pre prazdnu

klauzulu z F velkosti mensej ako s.

Ako prvé z T odstranime klauzulu Dg spolu so vSetkymi jej predchodkynami a
umiestnime C’i := () spolu s celym podstromom 7, namiesto C. Dalej za pred-
pokladu, ze C; 1 = (Ci\{zsHU(D;\{z}}), € € {0, 1}, nasledovnym rekurentnym
sposobom vytvorfme ostatné klauzuly C;, i € {2,...,n} aby Ci,; C Cipq U {z}
pre i < ka C,; C Ciyq pre i > k. Ak x5 € C;, potom Cp,, := (C; \ {x5}) U
(Di \ {z;~}) a nahradime C;;; klauzulou C, ;. V opaénom pripade polozime
Ci,1 = C; a D; spolu s podstromom Tp, odstrédnime.

Vysledny pozmeneny strom 7" je rezoluénym stromom, aky sme chceli vytvorit
a kedZze m4 o minimalne dve klauzuly menej ako mal T, t.j. s = |T| < s,
z indukéného predpokladu vyplyva, ze T je mozné transformovat na reguldrny

rezolu¢ny strom pre prazdnu klauzulu z F'. O

Doésledok 15. R* = regR*.

Uplnost R* bude dokézans v nasedujticej kapitole.

21



4. Suvislost DPLL algoritmu a

stromovej rezolticie

Beh DPLL algoritmu na nesplnitelnej formule moze byt interpretovany ako dokaz

jej nesplnitelnosti a pri rezoluénych stromoch to plati aj naopak.

4.1 Uplnost R*

Lemma 16. Nech F' je nesplnitelnd formula. Potom DPLL(F,«) vykond pdrny

pocet rekurzivnych volant pri lubovolnom ohodnoteni .

Dokaz. Indukciou cez pocet rekurzivnych volani D PLL algoritmu: Ak algoritmus
nevykona ziadne rekurzivne volanie, tvrdenie plati, pretoze 0 je parne ¢islo. Pred-
pokladajme teraz, ze DPLL(F, «) ich vykond r > 0. Podla Twrdenia 8 algoritmus
vrati #. Z definicie vSak potom existuju volania DPLL algoritmu v bodoch 4 a 5,
ktoré vykonaju ry a r; rekurzivnych volani. Potom 7y 4+ 71 + 2 = r, z indukéného

predpokladu 7y, 71 su parne a teda aj r je parne. n

Lemma 17. Nech F je CNF formula, o ohodnotenie. Ak DPLL(F, «) vrdti #,
potom existuje klauzula C takd, Ze Cl, = 0 a requldrny rezoluény strom T pre C
2z F, ze Var(T) N D(a) = 0.

Dékaz. Majme DPLL(F,«), ktory vrati # po s rekurzivnych volaniach. Podla

Lemmy 16, s je parne. Dokaz indukciou cez s:

Ak s = 0, algoritmus nevykond ziadne rekurzivne volanie a kedze vrati #, musi
existovat klauzula C' v F takd, ze C|, = 0. Teda rezolu¢ny strom obsahujiici len

koren oznaceny C' je taky, ako sme chceli.

Pre indukcény krok predpokladajme, ze s = r + 2, kde r je parne prirodzené
¢islo. Nakolko DPLL(F,«) neskonéi v prvych dvoch bodoch, uréite existuje ne-
jaka premennd x zvolend v bode 3. Pretoze algoritmus vrati #, existuje volanie
DPLL(F,ap) v bode 4, ktoré vykond sy dalsich rekurzivnych volani a takisto
volanie DPLL(F, ay) v bode 5, ktoré vykon4 s; d'alsich rekurzivnych volani, kde
a; =aU{z =i} as=sy+ s, +2. Kedze obe tieto volania vritia #, indukény
predpoklad tvrdi, ze existuju také klauzuly Cy, C1, ze Ci|,, = 0 a C; ma reguldrny
rezoluény strom T;, Var(T;) N D(o;) =0 prei =0ai=1.

22



Ak x ¢ Cj alebo —x ¢ C}, mozeme polozit T := Ty, respektive T := T} a tvrdenie
plati. V opa¢nom pripade si musime uvedomit, Zze Ty ani 7} nemdzu obsahovat
hrany oznacené x, —x. Preto reguldrny rezoluény strom 7' moze byt odvodeny
z Ty a Ty spojenim ich korenov do nového korena C' = (Cy — {z}) U (Cy — {—z})
s oznacenim prislusnych hran literdlmi =, —x. Pretoze vieme, ze C;|,, = 0 pre i €
{0,1}, =2 nemdze patrit do Cy, ani x do C. Teda C' C (CoUCY) — {x, —x}, preto
Cla =0 a T je regularny rezoluény strom pre C' z F. O

Veta 18. (Uplnost regR*) Pre kazdi nesplnitelnii CNF formulu F existuje re-

guldrny rezolucny strom pre prdazdnu klauzulu z F'.

Dékaz. Majme nesplnitelni C NF formulu F. Kvoli korektnosti ndm algoritmus
DPLL(F,() vrati #. Pretoze prézdna klauzula je jedind takd klauzula C, ze
Clp = 0, veta je priamym dosledkom Lemmy 17 aplikovaného na formulu F a

ohodnotenie o = (. O

7 predoslej vety a Daosledku 15 plynie, ze R* je uplny dokazovy systém.

Lemma 19. Nech F je nesplnitelnd CNF formula obsahujica premenné x1, ..., x,.
Potom ezistuje nejakd premennd x; € Var(F), i € {1,...,n} takd, Ze F' obsahuje
aspon jednu klauzulu, v ktorej je x; a nie je —x; a sucasne obsahuje aspon jednu

klauzulu, v ktorej je —x; a nie je x;.

Doékaz. Pre spor nech takd x; neexistuje, t.j. pre vSetky ¢ € {1,....,n}, bud F
neobsahuje klauzulu Cy: x; € Var(Cy) a —x; ¢ Var(Cy), alebo F neobsahuje
klauzulu C;: —x; € Var(C)) a x; ¢ Var(C)). Zostrojime ohodnotenie « tak, ze
pre i € {1,...n}, z; := 0 prave vtedy, ked nastane prvy pripad a z; := 1 ked
nastane druhy. Potom vSak Cj(«) = 1 pre kazdé j a formula F' bude splniteln4,

¢o je spor s predpokladom. O

Alternativny dokaz tdplnosti regR* skonstruujeme indukciou podla poctu pre-

mennych.

Dékaz. Nech F je nesplnitelnd C NF formula s klauzulami C}, ..., C, obsahujtica

premenné T, ..., Tp,.

Ak n = 1, potom podla Lemmy 19 aspoii jedna z klauzil formuly F obsahuje
literal x; a neobsahuje —z; a takisto jedna z klauzil urcite obsahuje -z, pricom
zaroven neobsahuje z;. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech su tieto dve klauzuly
Ci = x1, Cy = —xp. Aplikovanim rezoluéného pravidla na C7,Cy dostavame

prazdnu klauzulu a jednoducho mozeme zostrojit reguldrny rezoluény strom.
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Nech n > 1 a premenné spiﬁajﬁca Lemmu 19 je napriklad z,,. Klauzuly C4, ..., Cy
rozdelime do §tyroch skupin. Také, ¢o neobsahuji x,, ani =z, budd tvorit prvi
skupinu, také, ¢o obsahuju x, aj —x, druhu skupinu, klauzuly obsahujice z,
a sucasne neobsahujice —x, zaradime do tretej skupiny a zostavajice klauzuly
budud patrit do stvrtej skupiny. Ndsledne zostrojime CNF formulu F’ tak, Ze
bude obsahovat klauzuly z prvej skupiny a vsetky moznosti klauzil vzniknutych

aplikovanim rezolu¢ného pravidla na premenni x,, v klauzulédch zo skupin 3 a 4.

Predpokladajme, ze 8 je ohodnotenie premennych x4, ..., z,, ktoré spfﬁa F'. Po-
tom vsak [ musi spiﬁat’ vSetky klauzuly patriace do prvej skupiny, pretoze tie
st zhodné s niektorymi klauzulami F’ a dalej bud vsetky klauzuly tretej skupi-
ny (1), alebo vsetky klauzuly stvrtej skupiny (7). Inak by existovali klauzuly C,,
z tretej skupiny a C, zo stvrtej tak, ze vSetkym ich literdlom okrem x,, -z, by
ohodnotenie [ priradilo nulu a teda aplikovanim rezolu¢ného pravidla na tieto
dve klauzuly by vznikla nové klauzula K, pre ktorti by B(K) = 0. To vSak nastat

nemoze, pretoze K je klauzula formuly F” a ta je ohodnotenim [ splnena.

Teraz rozsirime ohodnotenie 8 na 3’ sposobom, ze x, := 0 pokial nastane pri-
pad (1), z,, :== 1 v pripade (II). Tym sme v8ak zostrojili také ohodnotenie, ktoré

spfﬁa aj vSetky klauzuly v tretej a Stvrtej skupine.

Nakolko klauzuly v druhej skupine st splnené trividlne, dokdzali sme, Ze " je
rovnako nesplnitelnd. Obsahuje premenné z1, ..., ,,_1, teda z indukéného predpo-
kladu existuje regularny rezoluény strom pre prazdnu klauzulu z F’. Listy tohoto
stromu, ktoré nie st zaroven povodnymi klauzulami £, musia byt z nich odvodené
rezoluénym pravidlom vyli¢enim premennej x,, Cize ich doplnenim do stromu

ziskavame regularny rezolu¢ny strom pre prazdnu klauzulu z F'. m

Beh DPLL algoritmu na nesplnitelnej CNF formule —A vieme reprezentovat
bindrnym stromom, v ktorom z korena a kazdého vnitorného uzla vedu prave
dve hrany. Rekurzivnym sposobom popisanym v dokaze Lemmy 17 aplikovanom
na formule —A a ohodnoteni o = () dokdZeme tento strom transformovat na re-

gularny rezolu¢ény strom pre prazdnu klauzulu z —A.

Pozorovanie 20. Skonstruovany strom je rezolucny strom nahliadnuty zhora na-
dol, teda beh DPLL algoritmu na —A mozZeme chdpat ako rezolucny dokaz tau-

tologie A.

Za predpokladu pouzitia niektorych pravidiel na vylepsenie DPLL, v grafe repre-
zentujiicom beh konkrétneho algoritmu moéze existovat vntitorny uzol, respektive
koren, z ktorého vedie iba jedna hrana. V takomto pripade pri transformacii na re-
guldrny rezolu¢ny strom musime pracovat s ekvivalentnou formulou doplnenou

o dalsie klauzuly zostrojené v popise pravidla 3.
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4.2 Booleovsky vyhladivaci strom

Reguldrny stromovy dokaz m tautolégie A moze byt ekvivalentne popisany aj
booleovskym vyhladdvacim stromom. Je to binarny strom, kde vrcholy st
urcené premennymi z = A, okrem listov, ktoré st oznacené pociatocnymi klauzula-
mi C;. Z regularneho rezoluéného stromu, ktorym je 7 reprezentovany, dokazeme
takyto strom zostrojit tak, Ze listy ponechdme ako povodné klauzuly a postupu-
jeme smerom ku korenu sposobom, ze hrany doteraz oznacované vylucovanymi
literalmi x, -z premenujeme na konstantu 0 vtedy, ked prislichajiici syn (suse-
diaci vrchol d'alej od koreiia) obsahuje literdl z, respektive 1, ak prislichajici syn
obsahuje literal —x. Néasledne vrchol pomenovany odvodenou klauzulou D; pre-
znacime na z. Pri redlnej implementdcii si viak dant klauzulu musime este chvilu
zapamitat, inak by sme nevedeli d'alej vyznacit hrany 0,1. Po prejdeni celého
stromu a premenovani korefia sme zostrojili booleovsky vyhladdvaci strom.

Kazda cesta v tomto strome koreSponduje s ¢iastoénym ohodnotenim premennych
v = A, kde premennej  sa priradi hodnota 0 alebo 1 vzhladom na to, ¢i cesta
z vrcholu oznacenom x pokracuje k synovi po ceste oznacenej nulou alebo jed-

notkou.

Pozorovanie 21. Pre kaZdi cestu v booleovskom vyhladdvacom strome dokazu
formuly A uddvajicu ohodnotenie o z korenia do listu oznaceného klauzulou C;

plati, Ze o zapricini nesplnenost C;, Ci(a) = 0.

Teda, booleovsky vyhladdvaci strom riesi vyhladdvaci problém, kedy k danému

ohodnoteniu a najde klauzulu z = A, ktora je nim nesplnena.

Pozorovanie 22. Booleovskij vyhladdvaci strom dokazu tautoldgie DNF formule
A je zdroven strom reprezentugiici beh DPLL algoritmu na nesplnitelnej CNF

formule = A nahliadnuty zdola nahor.
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Obr. 4.1: Booleovsky wvyhladdvaci strom dokazu formuly —F =z prikladu
z predchddzajuce) kapitoly
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5. Princip holubniku

Pod principom holubniku PHP* (m > n) rozumieme jednoduchy, no efektivny
a elegantny nastroj na dokazovanie réznych tvrdeni prvy raz pomenovany ne-

meckym matematikom J.P.G.L. Dirichletom ako tzv. ”zasuvkovy princip”.

PHP™ tvrdi, ze pokial sa do kazdej z n priehradok holubniku zmest{ najviac

jeden holub, vzdy existuje aspon jeden z m holubov, ktory priehradku nema.

5.1 Logika v holubniku

Atém x; ; hovori o tom, ze holub i € {1,...,m} patri do priehradky j € {1,...,n},

¢im v reci logiky sa formula PHP™ skladd z klauzal ( \/ ;) pre kazdého
je{l,...,n}
holuba i € {1,...,m} a klauzil (—z;, ; V =z, ;) pre vSetky dvojice roznych ho-

lubov 41,9 € {1,...,m} a priehradok j € {1,...,n}. Teda kazdy holub ma svoju

priehradku a ani jedna dvojica holubov nemé priehradku spolo¢nii.

Dalej sa budeme zaoberaf len najsilnejsou variantou, PHP?"*'. Pokial by m >
(n + 1), princip sa stane slabsim, jeho zlozitost klesne, ¢im bude lahsie dokéza-
telnym.

Veta 23. PHP,,?+1 = (/\\/IL‘ZJ)/\( /\ /\(_"Til,j\/_'xig,j))7 i,il,ig S {1, ,n+1},
J

i 11<iz J

7 €{1,...,n}, je nesplnitelnd CNF formula.

Dokaz. Uvazujme lubovolné ohodnotenie a : {z;|i,j} — {0,1} a oznacme
E, = {(1,7)|a(z;;) = 1}. Kebyze « spinala PHP™! potom E, by bol graf
prostého zobrazenia z (n + 1)-prvkovej mnoZiny do mnoziny velkosti n, ¢o nie je

mozné. O

Z definicie formuly PH P nejde nutne o zobrazenie, ale o multifunkciu, pretoze
jeden holub mo6ze mat aj dve alebo viac priehradok, no pridanim klauzil (—z; ;, V
—x;;,) pre vsetky dvojice roznych priehradok ji,js € {1,...,n} a holubov i €

{1,...,m} je mozné vynitit, aby o funkciu islo.

5.2 Rezolucna hra

Nech F' je C N F formula s premennymi 1, ..., z,,. Definujme si hru [2], v ktorej dve
osoby, Dokazovatel (D) a Nepriatel (IN), konstruuju (¢iastocné) ohodnotenie

T1,...,T,. N tvrdi, Ze existuje spliujice ohodnotenie F, D sa mu snazi dokdzat
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opak. V kazdom kole hry, D zvoli premennt z;, N vyberie, ¢i jej priradi 0, 1, alebo
nechd volbu na D. V poslednom pripade, ak D nastavi hodnotu x; sdm, N ziska
bod. Hra skon¢i v momente, kedy ¢iastoéné ohodnotenie zapricini nesplnenost
nejakej klauzuly z F, respektive vtedy, ked vSetky premenné budd vyhodnotené.
Na nesplnitelnej formule nie je otdzkou kto vyhré, ale kolko bodov je N schopny

ziskat.

Veta 24. [2] Nech F je nesplnitelnd CNF formula. Ak existuje rezolucny strom
pre prazdnu klavzulu z F velkosti najviac S, potom N ziska najviac log S bodov

v kaZdej rezolucnej hre hranej na formule F'.

Dékaz. Bud F nesplnitelnd C N F formula s premennymi z1, ..., z,,, II nech je bo-
oleovsky vyhladédvaci strom zostrojeny z rezoluéného stromu pre prazdnu klauzulu
z F'. Predpokladajme, ze D a N hrajui rezoluéni hru na F', kde tispesne konstruuju
ohodnotenie a. Nech «; je ¢iastoéné ohodnotenie zostrojené po ¢ kolach hry, t.j.
«; priradi ¢ premennym hodnotu 0 alebo 1. Ozna¢me p; pocet bodov, ktoré N
ziskal po ¢ kolach a II,, podstrom II, ktory ma koren v uzle dosiahnutom cestou

Specifikovanou «;.

Najskor indukciou podla poétu kol hry dokdZeme pomocné tvrdenie, Ze pre vietky
i plati nerovnost |II,,| < L%l Na zaciatku, I1,, je cely strom a N ma 0 ziskanych
bodov, ¢ize tvrdenie plati. Teraz predpokladajme, ze tvrdenie plati aj po ¢ kolach
a D vybral premennti x v (i + 1). kole. Ak N zvoli jej hodnotu, p;1; = p; a
... | < || < o

= opt T QPitI

Q41
Ak N nechal volbu na D, D pouZije nasledovni stratégiu, aby zvolil hodnotu z.

Nech o~ je ohodnotenie rozsirujice a; o & := j. D polozi = := 0 ak ]Hffo\ <

Mo, |
2 ~

x na 1, plati [ITIZ71 < % Cize ak volba D je z := j, j € {0,1}, dostdvame

= ITe, | o _ |
I ‘Hz¢]§2<||—|| ]

— 9opi+l 2Pi+1 *

, v opacnom pripade priradi  hodnotu 1. V&imnime si, Zze pokial D nastavi

Oti+1| -

5.3 Zlozitost PHP

Teraz mozeme ukdzat, ze PH P! je ”tazky” pre stromovi rezoliiciu. [2]

Veta 25. Kazdy rezolucényj strom pre prazdnu klavzulu z PHP™ md velkost
20,

Dékaz. Na dokézanie tejto vety staci najst v rezoluénej hre D a N popisanej vyssie

vhodnt stratégiu pre N tak, aby ziskal aspoini n bodov a aplikovat obmenent vetu
k Vete 24.
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Priehradka j je obsadend vtedy, ked existuje i € {1,...,n+ 1} také, Ze premenne;
x;; bola v hre priradend hodnota 1. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,

ze D sa nepyta na rovnakd premenni viackrat.

N pouzije nasledovnu stratégiu: Ak sa D spyta na premennt x; j, odpovie 0 pokial

je j uz obsadend, inak nechd volbu na D.

Vsimnime si, ze hra nikdy neskoné¢i nesplnitelnostou ziadnej z klauzil (—a;, ; V

-, ;). Teda hra nutne musi skonéit na jednej z klauzil \'/:L“i,j, t.j. pre nejaké

J
ie{l,...,n+ 1} véetkym premennym z;;, j € {1,...,n} niekto z hracov priradi
hodnotu 0.

Ak D polozil z; ; :== 0, potom N ziskal jeden bod. Naopak, ak N polozil z; ; := 0,
vzhladom na stratégiu musel existovat iny holub i # i sediaci v priehradke j,
t.j. @y ; = 1. Toto rozhodnutie vSak musel urobit D, pretoze N nikdy nepriradi
premennej hodnotu 1. Z toho plynie, Ze N ziska bod za kazdd premennu z; j,
je{l,..,n}. O

5.4 Rezoluény dokaz PHP

Ozna¢me PHP(I,J) formulu PHPHIJ” zlozend z atémov x;;, i € I, j € J, kde
I je mnozina holubov a J mnozina priehradok. Uvazujme priklad PHP(I,J),
I ={io,i1,.rin}, J = {1, s Jn}-

Veta 26. [5] ZloZitost stromového rezolucného dokazu nesplnitelnosti PHP (I, J)
je najviac 6(n + 1)!.

Dékaz. Indukciou podla n zostrojme stromovy rezoluény dokaz nesplnitelnosti
formuly PHP(1,J).

Predpokladajme, ze D a N hrajui rezoluéni hru na PH P||IJ||, pricom navrhneme

vhodnt stratégiu pre D na volbu premennych.

I = {ip,in}, J = {41}, PHP(I,J) = (Tig5,) N (Tiy ;) N (045, V 224y 5, ). Nech
D zvoli Tubovolni premennt formuly (je jedno ktord, st symetrické). Pokial N
nechce, aby hra skonécila hned’, musi jej priradit hodnotu 1. Avsak v druhom
kole, pri vSetkych moznych hodnotéch zostavajicej premennej, ohodnotenie za-
pricini nesplnenost PHP(I,J) a teda vieme skonstruovat bindrny vyhladdvaci

strom zodpovedajuci rezoluénému stromu pre prazdnu klauzulu z PHP(I,J),

vid. Obr. [5.1
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Obr. 5.1: Bindrny wvyhladdvaci strom zodpovedajici rezoluénému stromu pre
prazdnu klavzulu z PHP(I,J) pren =1

Pripad n = 1 je teda zrejmy. Pozrime sa teraz na indukény krok (n — 1) — n.
Predpokladajme, Ze pre holuba iy € I a lubovolni priehradku j, € J méme
stromovy rezoluény dokaz nesplnitelnosti PHP(I\ {io}, J \ {ju.})-

. T jn- Ak kazdd odpoved N

bude 0, klauzula (\/ z;, ;, ) sa stane nesplnitelnou. Nech teda z;, ;, je prvé nenulovd
k

D sa postupne bude pytat na atémy z;, j,, i, jys --

odpoved N.

D dalej zafixuje j; a pyta sa na ostatné atémy mnoziny I, t.j. postupne x;, ;, ...,
4, j,- Ak na tieto atémy ¢o ilen jedna odpoved N bude 1 (z;, j,), opit dostaneme
nesplnitelnost povodnej klauzuly (—a;, 5 V —2;, j,). Pokial st vSetky odpovede 0,

bezpeéne mozeme odstranit prvky ig € I,5; € J.

Kedze z indukéného predpokladu méame bindrny vyhladdvaci strom zodpove-
dajici rezolutnému odvodeniu prazdnej klauzuly z PHP(I \ {io},J \ {j}), do-
stavame obdobny binarny vyhladévaci strom aj pre PHP(I, J), vid. Obr. [5.4

Takyto bindrny vyhladdvaci strom mé velkost
nSn—1)+n2n+1)+1 akn>1
S(n) =
) ak n =1,
kde S(n — 1) je velkost stromu pre PHP ;.

Teraz uz je jednoduché indukciou ukdzat, ze S(n) < 6(n + 1)!. O

Zostrojeny strom rezoluc¢ného dokazu nam ukazuje jednoduchi, no efektivnu he-
uristiku pre DPLL algoritmus na formule PH P!, Pokial atém ohodnotime
jednotkou, mnozstvo d’alsich mozeme automaticky ohodnotit nulou, pretoze uz
ziaden iny holub sa do obsadenej priehradky nezmesti, no naopak ziadnu ina pri-
dant informéciu nedostaneme. Teda kazdé ¢iastoéné ohodnotenie je urcené nielen

jednotkami priradenymi jednotlivym premennym, ale aj vSetkymi nulami, ktoré
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z priradeni vyplynu.

Pri DPLL algoritme bez pouzitej heuristiky by korespondujici vyrokovy dokaz
nesplnitelnosti PH P mal velkost (2" — 1)"*1, ¢ize by bol zloZitostne ekviva-

lentny tabulke pravdivostnych hodnot.

Obr. 5.2: Bindrny wvyhladdvaci strom zodpovedajici rezoluénému odvodeniu
prdzdnej klauzuly z PHP(I,J)
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Zaver

V préaci bol na jednej strane predstaveny zdkladny algoritmus na rozhodovanie
o splnitelnosti vyrokovych formil, na strane druhej vyrokové dokazové systémy
na principe rezolucie, vsetko podlozené vseobecne zndmou tedriou z oblasti logiky

a zlozitosti.

Findalne sa vcelku jednoducho ukéazalo nie len, ze beh DPLL algoritmu na nespl-
nitelnej formule moze byt chépany ako vyrokovy dokaz jej nesplnitelnosti, ale
aj naopak, na dany rezolu¢ny strom pre prazdnu klauzulu sa vieme pozriet ako

na beh algoritmu.

V piatej kapitole boli na priklade principu holubniku ilustrované praktické dosledky
tohto tvrdenia, nakolko ndm zostrojeny rezoluény dokaz ukézal heuristiku pre al-

goritmus, ktord mu ugetrila nezanedbatelné mnozstvo ¢asu.
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