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4 Řešeńı pohybových rovnic 34
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Úvod

Je to už téměř sto let, kdy byla Albertem Einsteinem v roce 1916 zformulována
jeho finálńı verze obecné teorie relativity (OTR). Tato teorie, jakkoli se musela
zpočátku potýkat se skepticismem a ned̊uvěrou vědecké veřejnosti, je dodnes s
velkou přesnost́ı experimentálně potvrzována a z̊ustává nejúspěšněǰśı teoríı gravi-
tace v̊ubec. Jej́ı fascinuj́ıćı předpovědi v oblasti astrofyziky a kosmologie nejenom
že inspirovaly celé generace vědc̊u, ale pronikly také do vědecko-fantastické lite-
ratury a staly se součást́ı všeobecných znalost́ı široké veřejnosti. Téměř každý se
už někdy setkal s pojmy jako černá d́ıra, neutronová hvězda, velký třesk apod.
Přesto pochopeńı a detailńı prozkoumáńı těchto dnes už téměř jistě reálných
fenomén̊u z̊ustává nadále v rukou fyzik̊u.

Existuje celá řada populárńıch i vědeckých knih pojednávaj́ıćıch o problema-
tice OTR, v nichž se autoři snaž́ı poskytnout čtenáři vhled do této složité teorie.
Pro účely této práce je vhodné mı́t jisté základńı znalosti diferenciálńı geometrie
a obecné teorie relativity na úrovni semestrálńıho kurzu Obecná teorie relati-
vity (NTMF111) pro bakalářské obory fyziky na Matematicko-fyzikálńı fakultě
UK. Přestože v Kapitole 2 shrneme některé základńı pojmy, nebudeme v této
práci detailněji prob́ırat použitý matematický formalismus a netriviálńı fyzikálńı
myšlenky tvoř́ıćı základ OTR. Př́ıpadné zájemce o tuto problematiku odkazujeme
pro prvńı seznámeńı na velice názornou českou učebnici [6] nebo v́ıce matema-
ticky zaměřenou [5]. Z anglicky psané literatury může čtenář sáhnout např́ıklad
po velice obsáhlé a často citované knize [1], z ńıž bylo nemalou měrou čerpáno i
v této práci.

Stejně jako u všech ostatńıch obor̊u lidského myšleńı existuje podstatný rozd́ıl
mezi pochopeńım teorie (alespoň do jisté mı́ry) a praktickým využit́ım źıskaných
znalost́ı. Zkoumáńı pohybu tělesa v gravitačńım poli a jeho předpověd’ je fun-
damentálńı problém, který tvoř́ı základ astrofyziky. V této práci si dáváme za
ćıl překlenout tuto počátečńı mezeru a shrnout základńı metody OTR při řešeńı
tohoto aplikačně významného problému. Při řešeńı vycháźıme z nejjednodušš́ı
situace, kdy zanedbáváme vlastńı p̊usobeńı částice na své okoĺı (od toho název
testovaćı). Tato aproximace předpokládá masivńı zdroj gravitačńıho pole (hvězda,
černá d́ıra) v porovnáńı s testovaćı částićı (planeta, jiný relativně malý objekt).
Podle OTR je pohyb volné částice (tj. na částici nep̊usob́ı nic kromě gravitace
samotné) dán zakřiveńım prostoročasu v okoĺı hmotného zdroje. V kapitole 2
nast́ıńıme alespoň základy elegantńıho formalismu, kterým lze geometrii pro-
storočasu popsat. Jeho součást́ı jsou samozřejmě i rovnice, jejiž řešeńım se budeme
zabývat v tom nejjednoduš́ım př́ıpadě sféricky symetrického zdroje gravitačńıho
pole.

Protože rovnice popisuj́ıćı obecnou relativitu jsou nelineárńı a vcelku kompli-
kované, existuje jen omezeně analyticky řešitelných problémů a i to za cenu jisté
aproximace. Proto jsou pro relativitu d̊uležité numerické metody výpočtu. V práci
se seznámı́me se základńımi druhy metod pro řešeńı obyčejných diferenciálńıch
rovnic a ty poté aplikujeme na známý problém, což nám umožńı zkontrolovat a
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porovnat naše výsledky. T́ımto problémem bude oběh částice v bĺızkosti singu-
larity. V OTR jsou již téměř od jej́ıho počátku známa přibližná analytická řešeńı
relativistických problémů, většinou platná pro větš́ı vzdálenosti od singularity a
nebo oběžné dráhy velmi podobné kružnici. Význam numerického řešeńı diferen-
ciálńıch rovnic spoč́ıvá hlavně v tom, že se nemuśıme omezovat na určitou oblast
výpočtu, proto záměrně budeme zkoumat situaci, kterou je jinak obt́ıžné analy-
ticky řešit.

Druhým problémem, kterým se zde budeme zabývat je ohyb slunečńıch pa-
prsk̊u v bĺızkosti hvězdy, který OTR předpov́ıdá. Podle ńı měńı d́ıky silnému
zakřiveńı prostoročasu svoji dráhu i světlo tvořené nehmotnými částicemi (fotony).
Pro naš́ı slunečńı soustavu byl tento jev ověřen d́ıky zatměńı Slunce v roce 1919
britským astronomem Arthurem Eddingtonem, jedńım z prvńıch zastánc̊u Ein-
steinovy teorie v akademickém světě. OTR se t́ım ocitla v popřed́ı vědeckého
zájmu a do dnes se j́ı dostává širokého rozpracováńı (viz např. [1]) a využit́ı
předevš́ım při zkoumáńı okolńıho vesmı́ru.

Předeslané problémy budeme řešit pro tzv. Schwarzschild̊uv prostoročas (pop-
saný v kapitole 2). Jedná se o nejjednoduš́ı relativistický model nerotuj́ıćı sféricky
symetrické černé d́ıry. Na takto jednoduchém a analyticky řešitelném problému
lze numerické metody testovat a źıskat představu o náročnosti a přesnosti řešeńı
pohybu částic okolo černé d́ıry. Na základě těchto výsledk̊u se pak lze kvali-
fikovaně např. rozhodnout, o kolik je pomaleǰśı řešeńı ODE oproti náročnému
analytickému kódu (viz [2]) nebo třeba při zkoumáńı pohybu v pertubovaném
černoděrovém prostoročase, jaká je chyba metody a jak malou perturbaci tedy
nedokážeme z numerického řešeńı ODR v̊ubec odlǐsit.

Složitěǰśımi modely černoděrových prostoročas̊u jsou např́ıklad Kerrovo řešeńı
Einsteinových rovnic popisuj́ıćı rotuj́ıćı (axiálně syme- trickou) černou d́ıru nebo
Kerr-Newmanovo řešeńı Einstein-Maxwellových rovnic koresponduj́ıćı s rotuj́ıćı
černou d́ırou s nenulovým nábojem. Tyto objekty jsou astrofyzikálně mimořádně
d̊uležité.

Nejrychleǰśım zp̊usobem tzv. raytracingu, který je potřeba při zkoumáńı přeno-
su zářeńı v bĺızkosti těchto objekt̊u a při simulaci světelných křivek proces̊u
odehrávaj́ıćıch se v jejich bĺızkosti, je podle [2] řešeńı Carterových rovnic, které
představuj́ı algebraické rovnice svazuj́ıćı počátečńı a koncový bod geodetiky ve
fázovém prostoru. V astrofyzikálně relevantńıch situaćıch je ale gravitačńı pole
černé d́ıry narušeno grav. polem okolńı hmoty a takové algebraické rovnice ne-
existuj́ı – je potřeba se vrátit k ODE. Pokud by se na Schw. a následně Kerrově
prostoročase podařilo nalézt vhodnou soustavu ODE + numer. metodu, která by
je řešila podobně efektivně jako metoda založená na Carterových rovnićıch, bylo
by zobecněńı na porušené gravitačńı pole velmi pravděpodobně naopak snadné.
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1. Numerické metody řešeńı
ODR

V této kapitole shrneme základńı pojmy spojené s numerickými metodami
výpočtu s d̊urazem na řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR), zmı́ńıme
některé d̊uležité matematické věty pro nalezeńı jednoznačného řešeńı a podrobněji
probereme konkrétńı metody použité při výpočtech v této práci. Náš rozbor bude
primárně vycházet z knihy [9].

1.1 Úloha s počátečńı hodnotou

Obyčejnou diferenciálńı rovnićı nazýváme rovnici tvaru

ut(t) = f(u(t), t), (1.1)

kde t je proměnná (často ztotožňována s časovou proměnnou), u je hledaná
obecně vektorová funkce (dimenze N) a f je spojitá funkce nabývaj́ıćı hodnot
na daném definičńım oboru. Pro úsporu zápisu jsme označili du

dt
≡ ut. V př́ıpadě

N > 1 plat́ı derivace po složkách. K nalezeńı takové funkce muśıme ještě přidat
počátečńı podmı́nku, č́ımž se dostáváme k následuj́ıćı definici:

Pro danou funkci f , hodnotu u0, t0 ∈ R a T > t0 najděme funkci u(t) defino-
vanou na intervalu [t0, T ], která splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1) u(t0) = u0, (1.2)

2) ut = f(u(t), t) pro každé t ∈ [t0, T ].

Takovýto problém nazýváme úloha s počátečńı hodnotou (IVP z angl. initial
value problem). Často se pro jednoduchost pokládá t0 = 0.

Vztah (1.1) obsahuje rovnici prvńıho řádu. V př́ıpadě rovnice vyšš́ıho řádu je
standardńım postupem zavedeńı daľśı proměnné a převedeńı tak rovnice vyšš́ıho
řádu na soustavu rovnic řádu o jedna menš́ı. Např́ıklad rovnici druhého řádu
utt = f (kde jsme pro přehlednost již nevypsali proměnné) můžeme zavedeńım
v ≡ ut převést na soustavu

(
u
v

)

t

=

(
v
f

)
. (1.3)

Počátečńı podmı́nkou by v tomto př́ıpadě byl vektor hodnot (u0 ut0)
T . Tento

postup převedeńı rovnice druhého řádu na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu
dále využijeme při řešeńı pohybových rovnic v kapitole 4.

Uvedené zadáńı úlohy s počátečńı podmı́nkou ještě nezaručuje
”
správné chováńı“

hledané fce. Lze ukázat (viz [9], odd́ıl 1.1), že bez bližš́ıch požadavk̊u na f nemuśı
být řešeńı jednoznačné či v̊ubec existovat.
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1.2 Lineárńı v́ıcekrokové metody

Výhodným a často použ́ıvaným nástrojem pro numerické řešeńı ODR je diskre-
tizace úlohy. Při ńı aproximujeme spojitou funkci množinou diskrétńıch bod̊u.
Mějme zadanou IVP na intervalu [0, T ] v souladu s definićı (1.2). Zvolme reálné
č́ıslo k, nazývané krok metody, potom zavedeme diskrétńı body t0, t1, ... předpisem
tn = nk. Naš́ım ćılem je bod̊um tn přǐradit funkčńı hodnoty vn tak, aby1

vn ≈ u(tn), n ≥ 0. (1.4)

Dále označme fn ≡ f(vn, tn). Obecná s-kroková lineárńı v́ıcekroková metoda

má tvar

s∑

j=0

αj v
n+j = k

s∑

j=0

βj f
n+j, (1.5)

kde αj, βj jsou konstanty. Současně plat́ı αs = 1 a α0 6= 0 nebo β0 6= 0. Pokud
βs = 0, jde o explicitńı metodu, v př́ıpadě βs 6= 0 se jedná o metodu implicitńı.

Poznamenejme, že slovo
”
lineárńı“ v názvu znamená, že hodnoty vn a fn vy-

stupuj́ı v (1.5) v prvńıch mocninách, nikoli protože by v́ıcekrokové metody byly
omezeny pouze na lineárńı diferenciálńı rovnice.

1.2.1 Metody Adamsova typu

Často už́ıvanou a úspěšnou rodinou numerických metod jsou aproximace Adam-
sova typu. Typicky jsou u těchto metod konstanty αj rovny nule až na αn+s = 1
(z definice) a αn+s−1 = −1 (z d̊uvod̊u, které budou zřejmé z odvozeńı ńıže).

Dále se děĺı na implicitńı Adams-Moultonovy (výpočet vn+s zahrnuje i člen
fn+s, tedy nutně βn+s 6= 0) a na Adams-Bashforthovy (maximálně člen fn+s−1,
tedy βn+s = 0). Obě skupiny jsou si v mnohém podobné a i jejich myšlenka
se oṕırá o stejný princip. Při jejich odvozeńı vyjdeme z fundamentálńı relace
matematické analýzy:

u(tn+1)− u(tn) =

∫ tn+1

tn

u′(t)dt. (1.6)

Použit́ım rovnice (1.1) a nahrazeńım u(tn) diskrétńımi hodnotami vn dostáváme

vn+1 − vn =

∫ tn+1

tn

f dt. (1.7)

Předpokládejme, že známe hodnoty funkce f v bodech tn. Hlavńı myšlenka
Adamsonových metod spoč́ıvá v aproximaci obecně složité funkce f polynomem
Pk(t) stupně k − 1. Stupeň polynomu je určen z žádané přesnosti metody.

1Zde horńı index neznamená exponent. Jde pouze o zavedené značeńı.
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Tento postup předvedeme při odvozeńı Adams-Bashforthovy metody druhého
stupně (k = 2). Polynom má potom tvar P2(t) = At + B, kde A,B = konst.
Konstanty urč́ıme z podmı́nek

fn = Atn +B

fn−1 = Atn−1 + B.

Řešeńım této soustavy dostaneme

A =
fn − fn−1

k

B =
fn−1tn − fntn−1

k
,

kde jsme použili označeńı konstantńıho kroku k ≡ tn−tn−1. Substitućı a následnou
integraćı v (1.7) dostaneme

vn+1 = vn +

∫ tn+1

tn

[
fn − fn−1

k
t+

fn−1tn − fntn−1

k

]
dt =

= vn +
1

2
(fn − fn−1)(tn+1 + tn) + fn−1 − fntn−1 =

= vn +
3

2
kfn − 1

2
kfn−1. (1.8)

Výsledná rovnice (1.8) je předpisem pro Adams-Bashforthovu metodu druhého
řádu. Srovnáńım s definičńı rovnićı (1.5) můžeme určit charakteristické konstanty
s = 2, α0 = 0, α1 = −1, α2 = 1 , β0 = −1

2
, β1 = 3

2
, β2 = 0. Dále spoč́ıtáme

lokálńı zaokrouhlovaćı chybu tohoto vzorce. Předpokládejme, že hodnoty v0 až vn

jsou přesně rovny funkčńım hodnotám u(t0) až u(tn), potom je chyba následuj́ıćı
č́ıselné hodnoty rovna

u(tn+1)− vn+1 = u(tn) + ku′(tn) +
k2

2
u′′(tn) +

k3

6
u′′′(tn) +O(k4)− vn −

−3k

2
fn +

k

2
fn−1 y′=f

= −k

2
u′(tn) +

k

2
u′(tn−1) +

k2

2
u′′(tn) +

k3

6
u′′′(tn) +O(k4) =

= −k

2
[u′(tn−1) + ku′′(tn−1) +

k2

2
u′′′(tn−1) +O(k3)] +

k

2
u′(tn−1) +

k2

2
u′′(tn) +

+O(k4) = −k2

2
u′′(tn−1)−

k3

4
u′′′(tn−1) +

k2

2
[u′′(tn−1) + ku′′′(tn−1) +O(k3)] +

+O(k4) =
k3

4
u′′′(tn−1) +O(k4).

Při odvozeńı jsme použili pouze Taylorova rozvoje, jehož existenci pro dané
funkce předpokládáme. Vid́ıme tedy, že lokálńı chyba aproximace pro Adams-
Bashforthovu metodu druhého řádu je O(k3), k → 0. Globálńı přesnost metody je
ještě o jeden řád horš́ı, protože chyba aproximace se nasč́ıtá s počtem diskrétńıch
bod̊u, který je úměrný 1

k
.
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Implicitńı Adams-Moultonovy metody vycházej́ı ze stejného principu jako
metody předchoźı s t́ım rozd́ılem, že polynom Pk(t) interpolujeme i s použit́ım bo-
du fn+1. Tato hodnota se pak dostává i do finálńıch vzorc̊u. Výhodou A-M metod
je dosažeńı vyšš́ı přesnosti při stejném počtu krok̊u jako u A-B (s-kroková A-M
metoda dosahuje lokálńı přesnosti řádu s + 1). Zároveň jsou implicitńı metody
obecně stabilněǰśı ([9]).

Přednosti obou typ̊u numerických metod se často kombinuj́ı v tzv. Adams-

-Bashforth-Moulton prediktor-corektor rutinu, kdy jsou hodnoty fn+1 nejdř́ıve
určeny pomoćı explicitńı metody a následně jsou iterovány pomoćı implicitńı
metody dokud nelež́ı nalezené hodnoty s vyžadovanou přesnost́ı bĺızko hodnotě
z předchoźı iterace. Vzorce pro obecnou s-krokovou Adams-Bashforthovu nebo
Adams-Moultonovu formuli lze nalézt v [9].

Na závěr této podkapitoly uved’me bez odvozeńı podle [9] často použ́ıvané
zástupce jak explicitńıch, tak implicitńıch metod. Jsou to Adams-Bashforthova

metoda čtvrtého řádu

vn+1 = vn +
k

24
(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3) (1.9)

a Adams-Moultonova metoda třet́ıho řádu

vn+1 = vn +
k

24
(9fn+1 + 19fn − 5fn−1 + fn−2). (1.10)

Obě metody jsou lokálně přesné do čtvrtého řádu v k. Často tak tvoř́ı zvolený
pár pro výše zmı́něnou prediktor-korektor rutinu. Obě uvedené metody budeme
dále zkoumat při aplikaci na konkrétńı problém.

1.2.2 Explicitńı Runge-Kuttovy (-Heunovy) metody

Někdy také zvané klasické Runge-Kuttovy (-Heunovy) metody. Vznikly d́ıky
pracem německých matematick̊u Rungeho (1895), Heuna (1900) a Kutty (1901)
([9]). Jsou obecně jednokrokové a představuj́ı opačný př́ıstup než výše zmı́něné
v́ıcekrokové metody. V jednom kroku použ́ıvaj́ı v́ıce hodnot funkce f , které ale
nejsou ukládány a použ́ıvány k daľśımu výpočtu. Jejich výhodou je poměrně
jednoduchá implementace. Mohlo by se zdát, že je tento typ metod nevhodný
v př́ıpadech, kdy se výpočet funkce f stává náročným, narozd́ıl od v́ıcekrokových
metod, které použ́ıvaj́ı pouze jedno zavoláńı pravé strany. Nicméně v kapitole 4
uvid́ıme, že pro námi řešený problém potřebuje metoda AB4 šestkrát menš́ı krok,
aby dosáhla stejné přesnosti jako vybraný zástupce rodiny Runge-Kutta RK4
(viz ńıže). Fakticky tak představuje použit́ı této konkrétńı v́ıcekrokové metody o
50% větš́ı počet vyhodnoceńı pravé strany. Otázka efektivity a vhodnosti použit́ı
daného typu metody tedy vyžaduje bližš́ı analýzu konkrétńıho problému.

Mějme celé č́ıslo q (počet fáźı metody) a dále reálné konstanty a21, a31, a32, . . . ,
aq1, aq2, . . . , aq,q−1, b1, . . . , bq, c2, . . . , cq. Potom má q-fázová explicitńı Runge-Kuttova

metoda (ERK) tvar:
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l1 = f(vn, tn)

l2 = f(vn + ka21l1, tn + c2k)

l3 = f(vn + k(a31l1 + a32l2), tn + c3k)
... (1.11)

lq = f(vn + k(aq1l1 + . . .+ aq,q−1lq−1), tn + cqk)

vn+1 = vn + k(b1l1 + . . .+ bqlq).

Koeficienty ci často splňuj́ı podmı́nky (viz [10])

ci =
i−1∑

j=1

aij. (1.12)

Již od práce Butchera z roku 1964 je zvykem znázorňovat R-K metody pomoćı
tabulkového schématu

0
c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

. . .

cq aq1 aq2 . . . aq,q−1

b1 b2 . . . bq−1 bq

Obrázek 1.1: Schéma explicitńı R-K metody

Podrobněji probereme dva nejjednoduš́ı př́ıpady, tedy ERK prvńıho a druhého
řádu. T́ım prvńım je Eulerova metoda, někdy také názorně nazývána metoda
tečen. Kĺıčovým krokem pro určeńı hodnoty u(tn+1) je Taylor̊uv rozvoj do prvńıho
řádu a použit́ı (1.1):

vn+1 ≈ u(tn+1) = u(tn) + ku′(tn) +O(k2) ≈ vn + kfn +O(k2). (1.13)

Názorně je Eulerova metoda vidět na Obrázku 1.2. Jako metoda prvńıho
řádu je nahrazeńı tečnou nejnázorněǰśı a zároveň v praxi téměř nepoužitelná.
Nicméně jej́ı pedagogický význam je zřejmý, a tak z̊ustává součást́ı naprosté
většiny učebnic a úvodńıch kurz̊u numerických metod řešeńı diferenciálńıch rovnic.
Je zaj́ımavé, že Eulerovu metodu źıskáme i jako Adams-Bashforthovu metodu
prvńıho řádu (tj. použijeme-li při aproximaci polynom nultého stupně).

Pro odvozeńı ERK metody druhého řádu vyjdeme opět z Taylorova rozvoje
funkce u(tn+1) a obecného vzorce (1.11). Naše odvozeńı sleduje postup Julyana
Cartwrighta v jeho práci o R-K metodách [11]. Protože požadujeme přesnost do
druhého řádu, rozvedeme

12



u(tn+1) = u(tn) + ku′(tn) +
k2

2
u′′(tn) +O(k3)

(1.1)
= u(tn) + kfn +

k2

2

(
∂f

∂t

)n

+O(k3) (1.14)

= u(tn) + kfn +
k2

2

((
∂f

∂t

)n

+

(
∂f

∂u

)n

fn

)
+O(k3).

Obrázek 1.2: Znázorněńı Eulerovy metody, křivka je na intervalu [tn, tn+1] aproxi-
mována tečnou. Obrázek převzat z knihy [9].

Dále se ve vzorci (1.11) omeźıme na tvar

vn+1 = vn + k(b1l1 + b2l2) (1.15)

a provedeme rozvoj členu l2 (stač́ı do druhého řádu)

l2 = f(vn + ka21l1, tn + c2k) = f(vn + ka21l1, tn) + c2k
∂

∂t
f(vn + ka21l1, tn) +O(k2)

= fn + kc2

(
∂f

∂t

)n

+ ka21

(
∂f

∂u

)n

fn +O(k2). (1.16)

Dosazeńım do (1.15) dostáváme

vn+1 = vn + kb1l1 + kb2

(
fn + kc2

(
∂f

∂t

)n

+ ka21

(
∂f

∂u

)n

fn

)
+O(k3). (1.17)

Nyńı z požadavku, aby chyba aproximace u(tn+1)−vn+1 byla úměrná nejméně
členu třet́ıho řádu v k, dostáváme sadu rovnic

b1 + b2 = 1 (1.18)

b2c2 =
1

2
(1.19)

a21b2 =
1

2
. (1.20)
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Rovnice (1.18) až (1.20) představuj́ı soustavu tř́ı rovnic pro čtyři neznámé,
můžeme tedy určit maximálně tři konstanty v závislosti na volném parametru,
např́ıklad b2. Finálńı tvar Runge-Kuttovy metody druhého řádu určený až na
jeden parametr vycháźı

vn+1 = vn + k(1− b2)f
n + kb2f(v

n +
k

2b2
fn, tn +

k

2b2
)). (1.21)

Nejčastěji použ́ıvané metody druhého řádu jsou pro b2 = 1
2
, 3
4
a 1, takže

např́ıklad pro b2 =
1
2
dostáváme Heunovu formuli

vn+1 = vn +
k

2
(fn + f(vn + kfn, tn + k)). (1.22)

Výše uvedený postup odvozeńı se pro vyšš́ı řády stává nepřehledně složitým,
jelikož vzr̊ustá počet rovnic a nutných podmı́nek. Butcher ve své knize [12]
rozvád́ı elegantńı postup odvozeńı R-K metod vyšš́ıch řád̊u pomoćı symboliky
rozvětvených stromů. Zde se nebudeme touto problematikou v́ıce zabývat a př́ıpad-
ného zájemce odkazujeme na zmı́něnou knihu.

Uved’me si pro úplnost často použ́ıvanou explicitńı metodu RK čtvrtého řádu.
Je obĺıbená zejména proto, že je nejpřesněǰśı RK metodou, pro kterou plat́ı
rovnost mezi řádem a počtem fáźı metody (p = q) (viz [9] nebo [12]), a tud́ıž
představuje dobrý kompromis mezi přesnost́ı a snadnou implementaćı.

Podle [9] má tato RK4 tvar

l1 = kf(vn, tn)

l2 = kf(vn +
l1
2
, tn +

k

2
)

l3 = kf(vn +
l2
2
, tn +

k

2
) (1.23)

l4 = kf(vn + l3, tn + k)

vn+1 = vn +
1

6
(l1 + 2l2 + 2l3 + l4).

1.3 Stabilita

Samotná přesnost, daná řádem metody, ještě nezaručuje správné chováńı nu-
merických metod. Důležitou vlastnost́ı každé metody je stabilita, která zaručuje,
že numerické řešeńı nediverguje např́ıklad vlivem propagace diskretizačńı nebo
zaokrouhlovaćı chyby. Existuj́ı dva druhy stability s následuj́ıćımi definicemi po-
dle [9]:

• Stabilita: Někdy nazývaná také nulová stabilita (zero-stability). Týká se
situace, kdy drž́ıme t > 0 pevné, a měńıme krok k. Zaj́ımá nás, zda z̊ustávaj́ı
hodnoty v(tn) omezené pro k → 0.
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• Stabilita vlastńıch č́ısel(Eigenvalue stability): Jinak také slabá sta-
bilita (weak stability) nebo absolutńı stabilita. V tomto př́ıpadě drž́ıme krok
k konstantńı a zkoumáme, zda vypoč́ıtané hodnoty v(tn) z̊ustávaj́ı omezeny
pro t → ∞.

Prvńı z př́ıpad̊u je na analýzu jednodušš́ı. Pro lineárńı s-krokovou metodu
vyjdeme z definičńıho vztahu (1.5) a definujeme charakteristický polynom

ρ(z) =
s∑

j=0

αj z
j. (1.24)

Potom řekneme, že s-kroková lineárńı metoda je stabilńı podle prvńı výše
popsané definice právě tehdy, když pro všechny kořeny ρ(z) plat́ı |z| ≤ 1 a každý
kořen splňuj́ıćı |z| = 1 má násobnost jedna. Podrobněǰśı formulaci a d̊ukaz toho-
to tvrzeńı lze nalézt v [9]. Dı́ky této formulaci vid́ıme, že výše zmı́něné metody
Adams-Bashforthova i Adams-Moultonova jsou v tomto smyslu stabilńı pro každý
počet krok̊u s ≥ 1.Podobně je tomu tak i pro Runge-Kuttovy metody.

Druhý př́ıpad stability je obecně velmi komplikované řešit, protože je speci-
fický pro každý problém. Obecná tvrzeńı jsou převážně pouze pro linearizovanou
rovnici ut = αu, α = konst. V takovém př́ıpadě je možné stanovit podmı́nky
pro takové hodnoty kroku k, aby daná metoda byla tzv. absolutně stabilńı (nebo
také slabě stabilńı, časově stabilńı). V této práci se budeme zabývat nelineárńımi
a převážně tenzorovými rovnicemi, proto nebudeme hlouběji rozeb́ırat formalis-
mus pro linearizované problémy. Pro bližš́ı rozbor zároveň s odvozeńım podmı́nek
absolutńı stability pro danou metodu znovu odkazujeme na [9]. Prakticky ale
plat́ı, že nestabilitu lze při numerickém řešeńı jen stěž́ı přehlédnout.

1.4 Test konvergence metody

Při numerických výpočtech neńı možné vždy porovnat nalezené hodnoty s přesným
výsledkem a pouze kvalitativně správné chováńı neńı samo o sobě zárukou správnosti
našeho výsledku. Je tedy dobré mı́t po ruce r̊uzné metody, kterými můžeme zk-
oumat chováńı numerického výpočtu a ověřovat si tak jeho přesnost. Jednou z
těchto metod je např́ıklad konvergence.

Mějme numerickou metodu n-tého řádu. Výsledná hodnota bude tvaru F (x, k) =
f(x)+αkn+O(kn+1), kde α je bĺıže neurčená konstanta. Vezměme nyńı tři řešeńı
źıskaná touto num. metodou s diskrétńımi kroky k, 2k a 4k. Uvažujme následuj́ıćı
výraz

log2
||F (x, 4k)− F (x, 2k)||
||F (x, 2k)− F (x, k)|| . (1.25)

Za předpokladu, že poč́ıtáme ve stejném bodě x pro všechny tři metody, tak
se společné části f(x) odečtou a z̊ustane

log2
α((4k)n − (2k)n)

α((2k)n − kn)
= log2

2n((2k)n − kn)

((2k)n − kn)
= log2 2

n = n. (1.26)
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U metody n-tého řádu tedy dostáváme př́ımo řád metody. Často pracujeme
se složitěǰśımi objekty než jsou funkce o jedné proměnné, v logaritmu tud́ıž
použ́ıváme př́ıslušnou normu vhodnou pro daný prostor funkćı.

Při odvozováńı vzorce (1.26) jsme neuvažovali členy vyšš́ıch řád̊u v rozvoji
chyby. Velikost těchto člen̊u je závislá na konkrétńım řešeném problému a volbě
kroku. V závislosti na jejich chováńı se může výsledek rovnice (1.25) při pr̊uběhu
výpočtu měnit a pro některé situace může dokonce silně koĺısat. Těchto jev̊u si
budeme vš́ımat v kapitole 4 u konkrétńıch numerických výpočt̊u.

1.5 Porovnáńı vybraných metod

Porovnejme nyńı chováńı zástupc̊u diskutovaných rodin numerických metod
na konkrétńım př́ıkladu. Pro výpočet vybereme Runge-Kutteho metodu čtvrtého
řádu (RK4, (1.23)) a čtyřkrokovou Adams-Bashforthovu (AB4, (1.9)) za ex-
plicitńı metody a Adams-Bashforth-Moultonovu (ABM), tedy výše zmı́něnou
prediktor-korektorovou rutinu kombinuj́ıćı AB4 s implicitńı tř́ıkrokovou AM3
(1.10). Budeme numericky řešit tzv. logistickou rovnici. Jde o nelineárńı ODE
prvńıho řádu tvaru

dy

dt
= λy(1− y), t > 0 (1.27)

s danou počátečńı podmı́nkou

y(0) = α. (1.28)

Z rovnice (1.27) rovnou vid́ıme konstantńı řešeńı y ≡ 0 a y ≡ 1. Separaćı
proměnných pak můžeme nalézt přesné obecné řešeńı

y(t) =
α

α + (1− α)e−λt
. (1.29)

Jelikož jde přesné řešeńı pro t → ∞ k jedné, můžeme podobné chováńı
očekávat i od numerických řešeńı. Hledejme je na intervalu t ∈ [0, 10] s počátečńı
hodnotou y(0) = 1

2
. Dále položme pro jednoduchost λ = 1. Narozd́ıl od RK4

potřebuj́ı AB4 a AM3 jako v́ıcekrokové metody výpočtu v́ıce než jednu počátečńı
hodnotu. Body v1, v2 a v3 tedy najdeme pouze s pomoćı RK4, dosad́ıme do AB4
a ABM a od v4 dále již můžeme porovnávat, jak se jednotlivá numerická řešeńı
odlǐsuj́ı od přesného výsledku. Pro výpočet pomoćı ABM zvoĺıme pevný počet
čtyř iteraćı.2

K výpočtu použijeme jednoduchý program v jazyce C++. Zdrojový kód pro-
gramu je přiložen k elektronické verzi práce.

Pro srovnáńı je vynesena také chyba Dormand-Princeovy RK8 metody. Jedná
se o explitńı metodu typu Runge-Kutta osmého řádu (tomu odpov́ıdá dvanáct

2Viz dokumentace k programu MAPLE 14, př́ıkaz dsolve - volba numeric,
method=classical[abmoulton], corrections.
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zavoláńı fce f v bodech rozprostřených v rozmeźı konstantńıho kroku, viz definice
RK metody (1.11)), kterou budeme při daľśım výpočtu použ́ıvat. Jej́ı koeficienty
zde nebudeme přepisovat v podobě Butcherovy tabulky (viz 1.1), protože jejich
složitost by ji činila značně nepřehlednou. Pro zachováńı přehlednosti textu je
výpis koeficient̊u uveden v Dodatku 1.

Pro porovnáńı přesnosti jednotlivých metod vynesme absolutńı hodnotu od-
chylky numerického výsledk̊u od přesného řešeńı. Výsledky jsou závislé na ve-
likosti diskrétńıho kroku ∆t. Na obrázćıch (1.3) až (1.5) jsou vyneseny odchylky
pro ∆t = 0, 5; 0, 05 a 0, 005. Připomeňme, že samotný výpočet pomoćı AB4 a
ABM zač́ıná až v bodě t = 3∆t.
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 0.0001

 0.01

 1
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Obrázek 1.3: Odchylky výše zmı́něných numerických metod od přesného řešeńı (1.27)
v jednotlivých bodech při ∆t = 0, 5.

Na Obrázku 1.3 vid́ıme, že podle očekáváńı dává ABM , jako iteračńı metoda
využ́ıvaj́ıćı hodnoty p̊uvodńı čtyřkrokové AB4, přesněǰśı výsledky než jej́ı ex-
plicitńı vrstevnice. Na daľśıch dvou obrázćıch pak vid́ıme očekávané zmenšováńı
odchylky od přesného řešeńı d́ıky zmenšováńı diskrétńıho intervalu. U metod AB4
a ABM pozorujeme dva nápadné propady v odchylkách od přesného řešeńı. Ty
jsou pravděpodobně zp̊usobeny protnut́ım přibližného a přesného řešeńı.

V př́ıpadě obr. (1.4) vid́ıme, že odchylka RK8 se pohybuje na hranici zaokrou-
hlovaćı chyby poč́ıtače (v našem př́ıpadě ǫr ≈ 10−16), pod kterou se neńı možné
dostat. Naopak, obrázek (1.5) ukazuje, že zmenšeńı konstantńıho kroku pro RK8
může znamenat nár̊ust numerické chyby vinou propagace zaokrouhlovaćı chyby.
Přesnost výsledk̊u numerických řešeńı neńı tedy dána jen druhem metody a vol-
bou diskrétńıho kroku, ale zároveň také výpočetńım zař́ızeńım, které použ́ıváme.
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Obrázek 1.4: Odchylky výše zmı́něných numerických metod od přesného řešeńı (1.27)
v jednotlivých bodech při ∆t = 0, 05.
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Obrázek 1.5: Odchylky výše zmı́něných numerických metod od přesného řešeńı (1.27)
v jednotlivých bodech při ∆t = 0, 005.
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Vynesme dále chybu v konkrétńım bodě (volme např́ıklad t = 7, 0) v závislosti
na velikosti diskrérńıho kroku ∆t (Obrázek 1.6). Opět vid́ıme, že zmenšováńı
kroku vede k zpřesňováńı výsledku až do doby, kdy naraźıme na zaokrouhlovaćı
chybu poč́ıtače. Z grafu lze vyvodit, že diskrétńı krok menš́ı než jedna tiśıcina
vede ke zhoršeńı přesnosti, tedy opět dostáváme dolńı hranici pro velikost kroku.

Výše je ve stručnosti rozebrán pojem konvergence metody. Pod́ıvejme se, jak
si vedou vybrané metody pro dvě předchoźı hodnoty diskrétńıho kroku ∆t = 0, 05
a 0, 005 (Obrázky (1.7) až (1.8)). Krok o velikosti jedna polovina neuvažujeme,
protože pro náš interval t ∈ (0, 10) by byla konvergence vyč́ıslena v př́ılǐs málo
bodech.

Program použitý k výpočtu z graf̊u vyloučil záporné či nepravděpodobně
vysoké hodnoty logaritmu, které se z teoretických d̊uvod̊u vymykaj́ı očekávanému
č́ıselnému rámci, nicméně neńı možné je při numerickém výpočtu vyloučit. Zároveň
jsou vynechány body, kdy program vypsal strojové nekonečno. Patrně proto, že
porovnávané body byly př́ılǐs bĺızko sebe na to, aby vztah (1.25) dal konečný
výsledek.

U metod AB4 a ABM pozorujeme
”
přeskoky“, odpov́ıdaj́ıćı bod̊um t ≈ 1, 7 a

t ≈ 4, 8, kde se přibližné řešeńı prot́ıná s přesným (viz výše). Konvergence metody
RK8 neńı v̊ubec zobrazena, protože jej́ı body jsou př́ılǐs bĺızko sebe (vzhledem
k výše zmı́něné zaokrouhlovaćı přesnosti) a numerický výpočet konvergence tak
nedává srozumitelné výsledky.

Z naš́ı předběžné analýzy tedy vyplynulo několik závěr̊u obecně platných
pro použ́ıváńı numerických metod. Předně je třeba určit správná kritéria pro
výběr nejvhodněǰśıho numerického kroku pro daný problém. Za jedno takové
kritérium jsme si v této práci zvolili konvergenci metody. Daľśım d̊uležitým fak-
torem hraj́ıćım roli při naš́ı volbě je zaokrouhlovaćı chyba výpočetńı aparatury,
kterou použ́ıváme. Diskrétńı reprezentace reálných č́ısel nám znemožňuje zvolit li-
bovolnou přesnost. Ukázali jsme např́ıklad, že metoda osmého řádu, ač teoreticky
vhodněǰśı než metody menš́ıch řád̊u, nemuśı být dobrou volbou pro náš výpočet,
když nemůžeme d́ıky zaokrouhlovaćı chybě kontrolovat jej́ı chováńı v podobě od-
chylky od správného řešeńı nebo vyč́ısleńı konvergence.
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Obrázek 1.6: Chyba numerických metod v bodě t = 7, 0 v závislosti na velikosti
diskrétńıho kroku ∆t.
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Obrázek 1.7: Graf konvergence numerických metod pro ∆t = 0, 05.
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Obrázek 1.8: Graf konvergence numerických metod pro ∆t = 0, 005. Všechny tři
metody čtvrtého řádu svým výsledk̊um odpov́ıdaj́ı. Jednotlivé body řešeńı metody osmého
řádu jsou jǐz př́ılǐs bĺızko sebe, aby logaritmus udával při dané strojové přesnosti srozu-
mitelné č́ıselné výsledky.
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2. Základńı pojmy OTR

V této kapitole vymeźıme základńı pojmy a konvence formulace OTR v této
práci. Budeme vycházet ze standardně použ́ıvaného popisu pomoćı pojmů z dife-
renciálńı geometrie. Připrav́ıme si tak p̊udu pro následuj́ıćı praktické výpočty.
Protože p̊ujde o fundamentálńı pojmy OTR často ovlivňované netriviálńımi fyzikál-
ńımi a matematickými předpoklady, budeme často odkazovat na př́ıslušnou litera-
turu. Dále nast́ıńıme konstrukci pohybových rovnic a jejich ekvivalentńı vyjádřeńı
v lagrangeově a hamiltonově formalismu. Jak již bylo uvedeno, hlavńımi zdroji
pro tento formalismus jsou učebnice [1],[5] a [6].

2.1 4-rozměrný formalismus, metrický tenzor

Jedńım ze nejzásadněǰśıch rozd́ıl̊u relativity oproti předchoźım teoríım je po-
jem prostoročasu, který vyjadřuje provázanost tř́ı prostorových a jedné časové di-
menze. Narozd́ıl od Newtonovy mechaniky, kde se všechny fyzikálńı děje odehrá-
vaj́ı v tř́ırozměrném prostoru a čas hrál pouze roli d̊uležitého parametru, v rela-
tivistických teoríıch jsou prostor a čas provázány invarianćı fyzikálńıch zákon̊u
v̊uči Lorentzovým transformaćım.

V této práci budeme popisovat souřadnice událost́ı standardně 4-vektory č́ıslo-
vanými řeckými indexy. Přidrž́ıme se konvence, ve které indexy prob́ıhaj́ı č́ısla
0, 1, 2, 3, kde nultý index vyhrad́ıme pro časovou složku. Názorněji zapsáno

xµ ≡ (x0, x1, x2, x3). (2.1)

V OTR pracujeme obecně se zakřivenými prostory1. Abychom v takové situaci
byli v̊ubec schopni poč́ıtat, potřebujeme matematicky popsat geometrii daného
prostoru. Vhodný nástroj k tomuto popisu přejatý z diferenciálńı geometrie je tzv.
metrika neboli metrický tenzor. Tento tenzor druhého řádu, zapisovaný často ve
své kovariantńı podobě gµν , je obecně funkćı souřadnic. Jeho složky mimojiné
určuj́ı tvar skalárńıho součinu

< u,v >= gαβu
αvβ, (2.2)

kde jsme stejně jako ve zbytku této práce použili Einsteinovu sumačńı konven-
ci, kdy se přes dva stejné indexy nahoře a dole sč́ıtá s vynecháńım symbolu
sumy. Všechny d̊uležité informace o geometrii prostoru jsou v metrickém tenzoru
zahrnuty, hraje tedy kĺıčovou roli v celé relativistické teorii.

1Slovo prostory je zde myšleno v matematickém slova smyslu. Nezaměňujme s prostorem
fyzikálńım. Abstraktńı matematický prostor, v našem př́ıpadě čtyřdimenzionálńı, nazýváme v
OTR prostoročasem, aby se zd̊uraznil fyzikálńı význam jednotlivých dimenźı (1 časová a 3
prostorové).
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Nejjednodušš́ım př́ıkladem prostoročasu je tzv. Minkowského prostoročas je-
hož metrický tenzor, často značený ηµν , má tvar

ηµν =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (2.3)

Tento prostoročas je někdy též označován jako plochý, č́ımž máme na mysli, že
neobsahuje žádné prostoročasové zakřiveńı. Je relativistickým zobecněńım ploché-
ho prostoru z klasické mechaniky. Děje odehrávaj́ıćı se v Minkowského pros-
toročase jsou předmětem zkoumáńı speciálńı teorie relativity a kvantové teorie
pole.

2.2 4-rychlost, 4-zrychleńı a paralelńı přenos

Mějme libovolnou diferencovatelnou prostoročasovou křivku parametrizovanou
afinńım parametrem λ. V každém bodě křivky lze definovat tečný vektor dxµ

dλ
. Pro

hmotnou částici je tato křivka, nazývaná též světočára, parametrizovaná vlastńım
časem τ částice a představuje jej́ı prostoročasovou trajektorii. Tečný vektor k ńı
nazýváme 4-rychlost́ı částice, tu můžeme zapsat ve složkách uµ(τ) = dxµ

dτ
.

V této práci budeme vyšetřovat pohyb volných částic, tedy takových, na které
nep̊usob́ı žádná vněǰśı śıla. Dynamika volných částic je tedy dána pouze geometríı
prostoročasu, jelikož podle OTR nepovažujeme gravitaci za p̊usob́ıćı śılu nýbrž
za vlastnost prostoročasu, která ovlivňuje všechno děńı v něm. Když jde o pohyb
volné částice, dá se podle klasických představ předpokládat, že jej́ı zrychleńı bude
nulové. K výpočtu zrychleńı potřebujeme derivaci rychlosti a zde se naše situace
stává zaj́ımavou.

V klasické mechanice a speciálńı relativitě bychom derivaćı 4-rychlosti podle
vlastńıho času źıskali 4-zrychleńı. V obecné relativitě ale pracujeme v zakřiveném
prostoročase a derivace vektoru tak neńı dobře definovaná. Vzpomeňme obecnou
definici derivace vektoru:

dxµ

dλ
|λ=λ0

= lim
h→0

xµ(λ0 + h)− xµ(λ0)

h
. (2.4)

Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı vektor̊u je definováno pouze v jejich společném bodě, takže
je nutné jeden z vektor̊u přenést, přitom se složky vektoru v obecně zakřiveném
prostoru nezachovávaj́ı, proto je třeba přij́ıt s vhodněǰśım matematickým nástrojem,
který nám umožńı správně přenášet vektory do jednoho bodu. T́ımto nástrojem
je paralelńı přenos. Umožňuje nám přenést vektor z bodu do bodu podél dané
křivky, aniž by se změnila jeho norma. Pro rigorózńı odvozeńı a komplexněǰśı
vhled do této problematiky odkazujeme čtenáře na př́ıslušnou literaturu [1, 5, 6].
Pro naše účely se omeźıme jen na d̊usledky ve fyzikálńıch zákonech, které použit́ı
paralelńıho přenosu přináš́ı. Předevš́ım zaměńıme úplnou derivaci za tzv. abso-
lutńı:
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dAµ

dλ
→ DAµ

dλ
≡ dAµ

dλ
+ Γµ

αβA
αdx

β

dλ
. (2.5)

Symbol Γµ
αβ označuje složky tzv. afinńı konexe.2 Společně s absolutńı derivaćı

se zavád́ı také kovariantńı derivace, která zobecňuje pojem parciálńı derivace:

∂Aµ

∂xν
→ ∂Aµ

∂xν
+ Γµ

αβA
α. (2.6)

Pro přehledněǰśı zápis budeme nadále zapisovat kovariantńı derivaci středńıkem,
tedy Aµ

;ν označuje kovariantńı derivaci složek vektoru A podle ν-té souřadnice.
Podobně čárka znamená ve zkráceném zápisu parciálńı derivaci.

S pomoćı této notace můžeme zapsat užitečný vztah mezi složkami afinńı
konexe a metrikou:

Γµ
αβ =

1

2
gµν(gνα,β + gβν,α − gαβ,ν). (2.7)

Vztah (2.7) je výhodný pro poč́ıtáńı složek afinńı konexe při zadané metrice,
čehož využijeme v následuj́ıćı kapitole. Dále zde můžeme nahlédnout, že Christo-
ffelovy symboly jsou d́ıky symetrii metrického tenzoru (záměnnost index̊u) syme-
trické ve druhém a třet́ım indexu.

2.3 Schwarzschildovo řešeńı Einsteinových rovnic

Abychom mohli na základě známého rozložeńı hmotnosti (energie) zdroje určit
j́ım generovanou geometrii prostoročasu, potřebujeme sadu rovnic, která bude
tyto dvě veličiny spojovat. Takovou soustavou jsou tzv. Einsteinovy rovnice pole:

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (2.8)

kde Gµν nazýváme Einsteinovým tenzorem a Tµν tenzorem energie a hybnosti.
Pravá strana vztahu (2.8) má význam zdroje gravitačńıho pole, obsahuje tedy
informaci o rozložeńı energie zdroje. Einstein̊uv tenzor na levé straně je funkćı
metrického tenzoru gαβ (a jeho prvńıch a druhých derivaćı), který zde představuje
neznámou. Ve čtyřrozměrném pro- storočase má metrický tenzor šestnáct složek,
nicméně d́ıky symetrii gαβ nám stač́ı vypoč́ıtat pouze deset složek, máme tedy
deset Einsterinových rovnic.

Uvažujme nyńı sféricky symetrický vakuový prostoročas. To znamená, že vyža-
dujeme sférickou symetrii rozložeńı hmotnosti zdroje gravitačńıho p̊usobeńı a
zároveň řeš́ıme problém mimo tento zdroj (tj. Tµν = 0). Řešeńım Einsteinových
rovnic za těchto podmı́nek je tzv. Schwarzschildovo řešeńı (v geometrizovaných
jednotkách):

2Afinńı konexe je obecně složitěǰśı objekt v teorii Riemanovských prostor̊u. V př́ıpadě OTR,
kdy požadujeme, aby se při paralelńım přenosu dvou vektor̊u zachovával jejich skalárńı součin,
lze př́ımo odvodit platnost ńıže uvedeného vzorce (2.7). V takovém př́ıpadě nazýváme Γµ

αβ

Christoffelovými symboly druhého druhu, popř́ıpadě v čistě kovariantńı formě Γµαβ Christo-
ffelovými symboly prvńıho druhu.
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ds2 = −(1− 2M

r
)dt2 +

1

1− 2M
r

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (2.9)

Odvozeńı metriky (2.9)3 lze nalézt v celé řadě učebnic, detailńı odvozeńı můžeme
naj́ıt v [1] nebo [5], stručný nástin podává [6]. Souřadnice t má význam vlastńıho
času pozorovatele stoj́ıćıho v nekonečné vzdálenosti od počátku, r je radiálńı
vzdálenost volena tak, že dvourozměrná plocha t = konst a r = konst tvoř́ı
sféru s povrchem 4πr2 jako v euklidovském prostoru. Podobně obvod ekvatoriálńı
kružnice (θ = π

2
) této sféry má délku 2πr. Úhly θ a ϕ jsou totožné s běžnými

tř́ırozměrnými prostorovými souřadnicemi. ParametrM má význam celkové hmot-
nosti zdroje gravitačńıho pole umı́stěného v počátku souřadnic.

Povšimněme si několika vlastnost́ı Schwarzshildovy metriky:

• Asymptotická plochost: Snadno nahlédneme, že v nekonečné vzdálenosti od
zdroje (r → ∞) přecháźı metrika na tvar popisuj́ı plochý Minkowskiho pros-
toročas ve sférických souřadnićıch. Ten odpov́ıdá situaci, kdy k žádnému
zakřiveńı prostoročasu nedocháźı, t́ım pádem tělesa nepocit’uj́ı gravitačńı
p̊usobeńı. Tato vlastnost souhlaśı s naš́ı představou, že se zvětšuj́ıćı se
vzdálenosti od zdroje gravitačńıho pole by měl jeho účinek klesat.

• Stacionarita: Geometrie popsaná metrikou je statická (nezávislá na časové
souřadnici t), aniž by byl při jej́ım odvozováńı podobný předpoklad použit.
Gravitačńı pole vně objektu, který s časem měńı sv̊uj tvar, ale zachovává
svoji sférickou symetrii (pulsuj́ıćı hvězdy, sférický kolaps) je tedy také možné
popisovat pomoćı Schwarzshildovy metriky.

• Singularita a horizont: Složky metriky (2.9) vykazuj́ı zvláštńı chováńı v
okoĺı dvou bod̊u, r = 2M a r = 0. Lze ukázat, že singularita na Schwarzschil-
dově horizontu je pouze zdánlivá, tzv. souřadnicová singularita. Je zp̊usobena
chováńım daných souřadnic a je možné se j́ı zbavit transformaćı do vhodněǰśı
vztažné soustavy (viz např. Lemaitrovy nebo Kruskalovy-Szerekesovy souřa-
dnice, [6], kap IV.2.2). Pro detailněǰśı diskuzi Schwarzschildovského horizon-
tu odkazujeme na [1], paragraf 31.2. Pomoćı Kretschmannova invariantu
RαβγδRαβγδ lze ukázat, že bod r = 0 skutečně je fyzikálńı singularitou.
Zde přestává být geometrie pomoćı metrického tenzoru dobře definovaná a
řešeńı této situace přesahuje jak rozsah této práce, tak i samotnou OTR.

3V jednotkách SI přejde výraz 2M na rg ≡ 2MG
c2

(G je Newtonova gravitačńı konstanta
a c rychlost světla). Parametr rg bývá nazýván Schwarzshild̊uv poloměr či Schwarzschild̊uv
horizont a v závislosti na celkové hmotnosti M kvantitativně ovlivňuje chováńı metriky.
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2.3.1 Izotropńı souřadnice Schwarzschildovy metriky

Dle teorie relativity jsou všechny souřadnicové systémy fyzikálně ekvivalentńı
a výsledek měřeńı na našem výběru nezáviśı. Samozřejmě ale existuj́ı systémy
souřadnic, které si vyb́ıráme častěji pro jejich matematickou jednoduchost či
názornost. Výše zmiňované Schwarzschildovy souřadnice a v nich vyjádřený čtyř-
interval (2.9) jsou toho př́ıkladem. Daľśı často zmiňovanou možnost́ı jsou tzv.
izotropńı souřadnice. Jde o obecný pojem, ve kterém prostoročasový interval
nabývá tvaru (viz [1])

ds2 = −f(r)2dt2 + g(r)2
[
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
. (2.10)

Pro názornost převed’me nejprve Schwarzschildovu metriku do izotropńı podo-
by. Mějme transformaci

r =

(
1 +

M

2r1

)2

r1, (2.11)

diferenciaćı dostáváme

dr =

(
1− m2

4r12

)
dr1. (2.12)

Vložme nyńı rovnice (2.11) a (2.12) do (2.9). Po krátkém výpočtu dojdeme
k tvaru

ds2 = −

(
1− M

2r1

)2

(
1 + M

2r1

)2dt
2 +

(
1 +

M

2r1

)4 [
dr1

2 + r1
2dθ2 + r1

2 sin2 θdϕ2
]
. (2.13)

Dostali jsme izotropńı sférické souřadnice. Tento tvar je obzvláště výhodný,
protože můžeme snadno přej́ıt k izotropńım kartézským souřadnićım použit́ım
známých vztah̊u x = r1 sin θ cosϕ, y = r1 sin θ sinϕ a z = r1 cos θ a jejich inverńı
podoby. Ponechme si ještě označeńı r1 =

√
x2 + y2 + z2, celkem přejde (2.13) na

tvar

ds2 = −

(
1− M

2r1

)2

(
1 + M

2r1

)2dt
2 +

(
1 +

M

2r1

)4 [
dx2 + dy2 + dz2

]
. (2.14)

Z posledńı rovnice vid́ıme ještě názorněji než z definice (2.10) nejd̊uležitěǰśı
vlastnost tohoto typu souřadnic. Tou je prostorová izometrie. Konkrétně řečeno to
znamená, že fyzikálńı vzdálenost mezi prostorovými body (x, y, z) a (x+da, y, z)
je stejná jako mezi (x, y, z) a (x, y + da, z), resp. (x, y, z) a (x, y, z + da). Tuto
vlastnost p̊uvodńı Schwarzschildovy souřadnice nemaj́ı.
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3. Pohybové rovnice

Nyńı zformulujeme pohybové rovnice, jejichž řešeńı bude předmětem čtvrté
kapitoly. Naš́ım hlavńım tématem je rovnice geodetiky, poṕı̌seme ale i ekvivalentńı
lagrangeovský a hamiltonovský př́ıstup. Krátce okomentujeme i pohybové rovnice
pro světelnou částici či systém v́ıce částic časupodobné povahy.

3.1 Rovnice geodetiky

Jak již bylo řečeno výše, budeme se zabývat pohybem volných částic v zakřiveném
prostoročase. Volná částice má z definice nulové čtyřzrychleńı

aµ =
Duµ

dτ
= 0. (3.1)

Pomoćı definičńıho vztahu pro absolutńı derivaci (2.5) zaṕı̌seme pohybovou
rovnici

duµ

dτ
+ Γµ

αβu
αuβ = 0. (3.2)

S využit́ım definice 4-rychlosti dostáváme rovnici druhého řádu

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0. (3.3)

Pro srovnáńı s klasickou mechanikou můžeme vztah (3.3) přepsat do názorněǰśı
podoby

d2xµ

dτ 2
= −Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (3.4)

Vid́ıme tedy, že dynamika volné částice je ovlivněna pouze lokálńı geometríı pros-
toročasu skrze složky afinńı konexe (jež jsou funkćı metriky, viz vzorec (2.7)).

Všimněme si daľśıho d̊uležitého detailu. Rozeṕı̌seme rovnici popisuj́ıćı pohyb
volné částice (3.2) v kovariantńım tvaru 1:

duµ

dτ
= Γα

µβuαu
β (2.7)

=
1

2
gαν(gνµ,β + gβν,µ − gµβ,ν)uαu

β =
1

2
gβν,µu

νuβ, (3.5)

kde jsme použili nulovost součinu symetrického a antisymetrického tenzoru. Ze
vzorce (3.5) plyne, že pokud složky metrického tenzoru nezáviśı na některé ze
souřadnic (parciálńı derivace je nulová), je př́ıslušná kovariantńı složka čtyř-
rychlosti integrálem pohybu, tedy veličinou, která z̊ustává během pohybu částice
konstantńı.

1Kovariantńı forma absolutńı derivace 4-rychlosti má tvar
Duµ

dτ
=

duµ

dτ
− Γα

µβuαu
β (viz [6]).
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3.1.1 Rovnice geodetiky ve Schwarzschildově metrice

Napoč́ıtejme složky afinńı konexe v př́ıpadě Schwarzschildovy metriky (2.9).
Využit́ım vztahu (2.7) můžeme spoč́ıtat následuj́ıćı

Γ0
01 =

M

r2
(1− 2M

r
)−1 Γ2

33 = − sin θ cos θ

Γ1
00 =

M

r2
(1− 2M

r
) Γ1

11 = −M

r2
(1− 2M

r
)−1

Γ1
22 = −(r − 2M) Γ1

33 = −(r − 2M) sin2 θ

Γ2
12 = Γ3

13 =
1

r
Γ3
23 = cot θ.

Ostatńı složky Γµ
αβ jsou nulové nebo plynou ze symetrie.

Protože složky Schwarzschildovy metriky (2.9) nejsou závislé na souřadnićıch
t a ϕ, plynou z rovnice (3.5) dva integrály pohybu u0 ≡ Ẽ a u3 ≡ L̃, kde jsme
použili standartńı značeńı pro tyto veličiny. Detailněǰśı rozbor těchto veličin lze
nalézt např́ıklad v [1]. Speciálně pro třet́ı složku (µ = 2) rovnice (3.5) plat́ı

du2

dτ
= r2 sin θ cos θu3u3. (3.6)

Zvoĺıme-li vztažnou soustavu tak, že pohyb částice má počátek v ekvatoriálńı
rovině (θ = π

2
), bude du2

dτ
= 0, z čehož plyne i du2

dτ
= 0. Pro sféricky symetrický

problém pak v této rovině částice z̊ustane a jej́ı pohyb se zredukuje na dvojdi-
menzionálńı problém (počátečńı podmı́nka u2 = 0 nám zaruč́ı x2 = konst, tedy
pohyb v rovině; viz také [6]).

3.2 Langrangeovský popis

Vztah (3.3) neńı jedinou možnou formulaćı pohybové rovnice. Vyjdeme z prin-
cipu extremálńı akce známého již z klasické mechaniky. Definujeme akci vztahem

S[x(τ)] =

∫
L(xµ, ẋν)dτ, (3.7)

kde L je lagrangián a kde jsme označili dx
dτ

≡ ẋ. Podmı́nka nulovosti variace
akce podél reálné trajektorie vede na známé Euler-Lagrangeovy rovnice [8]:

d

dτ

[
∂L

∂ẋα

]
− ∂L

∂xα
= 0. (3.8)

Zvolme

L1 =
1

2
gµν ẋ

µẋν (3.9)

(svým tvarem odpov́ıdá L lagrangiánu klasické volné částice). Podle [8] maj́ı
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice právě tvar rovnice geodetiky (3.5). Poznamenejme,
že pro daný systém neńı lagrangián pevně určen. Každý lagrangián, který vede
na totožné pohybové rovnice, je stejně tak platný.
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3.3 Hamiltonovy pohybové rovnice

Daľśı metodou známou z klasické mechaniky je hamiltonovská formulace po-
moćı zobecněných souřadnic xα a kanonicky združených hybnost́ı pα. Kanonická
hybnost je definována vztahem

pµ =
∂L

∂ẋµ
(3.10)

Pro lagrangián L1 plat́ı pµ = gµν ẋ
ν . Hamiltonián H źıskáme z definičńıho

vztahu

H = pµẋ
µ − L(xα, ẋβ), (3.11)

kde muśıme 4-rychlost vyjádřit pomoćı 4-hybnosti. V př́ıpadě L1 dostáváme

H1 =
1

2
gµνpµpν . (3.12)

Pohybové rovnice se nezměńı, přeškálujeme-li afinńı parametr podél traje-
ktorie lineárně (viz např. [1]). S využit́ım definice 4-hybnosti pµ = muµ, kde m
je hmotnost částice, můžeme po provedeńı transformace

τ = mλ (3.13)

zavést 4-hybnost jako pµ = dxµ

dλ
= mdxµ

dτ
= mẋµ. Pak můžeme zformulovat

Hamiltonovy pohybové rovnice

dxµ

dλ
=

∂H

∂pµ
(3.14)

dpµ
dλ

= − ∂H

∂xµ
.

V př́ıpadě volné částice (H = H1) dostáváme

dxµ

dλ
= gµνpν (3.15)

dpµ
dλ

= −1

2
gαβ,µpαpβ,

tedy soustavu rovnic, která je s použit́ım vztahu (2.7) ekvivalentńı s rovnićı geode-
tiky (3.3), resp. (3.5) - viz [1].

3.3.1 Hamiltonovy rovnice ve Schwarzschildově metrice

Rozepǐsme rovnici (3.12) pro konkrétńı př́ıpad Schwarzschildovy metriky:

H1 =
1

2
gµνpµpν =

1

2

[
− 1

1− 2M
r

p0
2 + (1− 2M

r
)p1

2 +
1

r2
p2

2 +
1

r2 sin2 θ
p3

2

]
.
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Následně můžeme snadno vypoč́ıtat pohybové rovnice pomoćı (3.14):

dx0

dλ
= − 1

1− 2M
r

p0

dx1

dλ
= (1− 2M

r
)p1

dx2

dλ
=

1

r2
p2

dx3

dλ
=

1

r2 sin2 θ
p3

(3.16)

dp0
dλ

= 0

dp1
dλ

= − M

r2(1− 2M
r
)2
p0

2 − M

r2
p1

2 +
1

r3
p2

2 +
1

r3 sin2 θ
p3

2

dp2
dλ

=
cos θ

r2 sin3 θ
p2

2

dp3
dλ

= 0,

č́ımž dostáváme soustavu rovnic prvńıho řádu, kterou dále použijeme při výpočtu.

3.4 Systémy v́ıce částic, souřadnicový čas

Výše prob́ıraný formalismus je i přes svou nespornou eleganci nevhodný pro
popis systému v́ıce částic. Každá z nich má sv̊uj vlastńı čas τ a neńı tedy jasné,
jak pomoćı nich formulovat vývojové rovnice pro celý systém. Řešeńım je použ́ıt
souřadnicový čas t, kterým chceme namı́sto dř́ıve použitého vlastńıho času τ
parametrizovat světočáry částic. Pro pohybové rovnice reprezentované v našem
př́ıpadě rovnićı geodetiky to konkrétně znamená změnu proměnné, od xµ(τ) k
xµ(t). K tomu nám bude stačit řetězové pravidlo o derivaćıch a označeńı dt

dτ
≡ u0.2

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

d

dτ

(
dxµ

dt
u0

)
+ Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
(u0)2 = 0

d2xµ

dt2
(u0)2 +

dxµ

dt

u0

dτ
+ Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
(u0)2 = 0

2Připomeňme, že x0 ≡ t. Jde jen o dvě r̊uzná značeńı téhož.
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Dále využijeme p̊uvodńı rovnici geodetiky (3.4) pro µ = t a dosad́ıme za du0

dτ
:

d2xµ

dt2
(u0)2 +

dxµ

dt

(
−Γ0

αβ

dxα

dτ

β

dτ

)
+ Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
(u0)2 = 0

d2xµ

dt2
(u0)2 − dxµ

dt
Γ0
αβ

dxα

dt

dxβ

dt
(u0)2 + Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
(u0)2 = 0

d2xµ

dt2
− dxµ

dt
Γ0
αβ

dxα

dt

β

dt
+ Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
= 0.

Označme

Γ̃µ
αβ = Γµ

αβ −
dxµ

dt
Γ0
αβ, (3.17)

ve výsledku pak dostáváme rovnici geodetiky vzhledem k souřadnicovému času:

d2xµ

dt2
+ Γ̃µ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
= 0. (3.18)

Stejně tak můžeme postupovat v př́ıpadě hamiltonovského popisu. Naš́ım
ćılem je nalézt hamiltonián H, který bude pro kanonicky sdružené souřadnice
a hybnosti xi(t), pi(t) splňovat rovnice

dxi

dt
=

∂H

∂pi
(3.19)

dpi
dt

= − ∂H

∂xi
.

Vyjděme opět z akce, bez újmy na obecnosti definované

S2[x
i(t), pj(t)] =

∫
2L1dt

(3.14)
=

∫
pµdx

µ =

∫ (
p0 + pi

dxi

dt

)
dt. (3.20)

Docháźı tak k separaci časové a prostorové části 4-hybnosti. Srovnáńım výsled-
ného tvaru akce a definičńı rovnice pro hamiltonián (3.16) se nám př́ımo nab́ıźı
H = −p0. Abychom mohli tento výraz použ́ıt pro praktické výpočty, muśıme
ho zkonkretizovat. Opuštěńım vlastńıho času jsme sice ztratili vazebnou podmı́n-
ku pro čtyřrychlost uµuµ = −1 (v geometrizovaných jednotkách), ale můžeme
mı́sto toho použ́ıt př́ımo relaci H1 = −1

2
m2, č́ımž udáme potřebnou vazbu re-

dukuj́ıćı systém rovnice. Aby byl tento postup korektńı je dle [8] třeba ukázat, že

”
extremalizace S2 vzhledem ke všem možným prostorovým trajektoríım xi(t), pj(t)

je ekvivaletńı extremalizaci S vzhledem k t(τ), xi(τ), kde τ je afinńı parametr.“

Důkaz přesahuj́ıćı rozsah této práce lze nalézt tamtéž.

31



Využijme tedy tuto vazebnou podmı́nku k formulaci hamiltoniánu. Máme
(i,j=1,2,3)

1

2
gµνpµpν = −1

2
m2

g00(p0)
2 + 2g0ip0pi + gijpipj = −m2

(p0)
2 +

2g0i

g00
pip0 +

1

g00
(gijpipj +m2) = 0.

Řešeńım kvadratické rovnice máme dvě řešeńı pro p0. Fyzikálně relevantńı
je pouze řešeńı se záporným znaménkem u odmocniny z determinantu (to lze
ověřit např́ıklad tak, že ve speciálńım př́ıpadě Minkowského metriky by u kořenu
s kladným znaménkem měla volná částice zápornou energii). Nakonec dostáváme
výsledný tvar hamiltoniánu

H = −p0 =
g0i

g00
+

[
(gijpipj +m2)

−g00
+

(
g0ipi
g00

)2
] 1

2

. (3.21)

Tento výsledek je zcela obecný, nezáviśı na konkrétńım tvaru metrického ten-
zoru.

3.5 Pohybové rovnice pro světelné (nehmotné)

částice

Výše popsaný formalismus můžeme s malými úpravami použ́ıt i pro nehmotné
částice. Typickým zástupcem je např́ıklad foton, částice světla. Narozd́ıl od kla-
sické mechaniky předpokládá OTR, že fotony v bĺızkosti zdroje gravitačńıho pole
měńı svou trajektorii. Světelný paprsek se ohýbá. Tento jev byl skutečně po-
zorován ve 20. letech 20. stolet́ı a potvrdil tak správnost Einsteinovy předpovědi
(viz Úvod).

Pro nehmotné částice pohybuj́ıćı se rychlost́ı světla (fotony) je čtyřinterval ds
tzv. světelné povahy, tedy plat́ı

ds2 ≡ gαβdx
αdxβ = 0, (3.22)

z čehož př́ımo plyne podmı́nka pro normu čtyřrychlosti nehmotných částic3

gαβuαuβ = 0. (3.23)

Dosud jsme se drželi značeńı uµ = dxµ

dτ
, kde τ byl vlastńı čas částice. Pro

nehmotné částice ale pojem vlastńıho času nedává smysl, je tedy nutné τ chápat
pouze jako afinńı parametr podél trajektorie částice.

3Alternativńı možnosti by bylo už́ıt hamiltonovského formalismu a nahradit uµ za pµ, dostali
bychom t́ım ale formálně stejný vztah jako (3.23) a následuj́ıćı postup by byl identický.
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Rozepsáńım vztahu (3.23), použit́ım podmı́nky pohybu v orbitálńı rovině (viz
komentář k rovnici (3.6)) a označeńım integrál̊u pohybu u0 ≡ Ẽ a uϕ ≡ L̃
dostáváme

(
dr

dτ

)2

= Ẽ2 −
(
1− 2M

r

)(
1 +

L̃2

r2

)
. (3.24)

Opět použ́ıváme geometrizované jednotky c = 1, G = 1. Úprava této rovnice
substitućı ρ = 1

r
a hledáńım funkce ρ(ϕ) (viz např. [1], [5] nebo [6]) vede na re-

lativistickou verzi Binetova vzorce známého z klasické mechaniky. Pro náš př́ıpad
nehmotné částice má výsledná rovnice tvar

d2ρ

dϕ2
= 3Mρ2 − ρ, (3.25)

jde tedy o diferenciálńı rovnici druhého řádu, jej́ıž řešeńım je funkce ρ(ϕ), která
nám udává pohyb světelného paprsku (ϕ, r) ≡ (ϕ, 1

ρ
) v ekvatoriálńı rovině.
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4. Řešeńı pohybových rovnic

Nyńı přejdeme k řešeńı pohybových rovnic, jejichž přehled je podán v kapitole
3. Budeme se zabývat oběhem volné testovaćı částice a ohybem světelného pa-
prsku v bĺızkosti Schwarzschildovy singularity. Naš́ım ćılem je porovnat chováńı
vybraných numerických metod, zjistit pro jaké hodnoty konstantńıho kroku či
formulaci pohybových rovnic je jejich chováńı optimálńı.

4.1 Oběh hmotné částice v bĺızkosti singularity

Pro relativistické orbity jsou známa aproximativńı řešeńı vhodná pro větš́ı
vzdálenost od singularity. Numerická řešeńı nejsou narozd́ıl od aproximativńıch
př́ıstup̊u omezena na určité oblasti. Budeme se tedy zabývat problémem oběhu
volné testovaćı částice v relativńı bĺızkosti singularity. Zároveň se v této podkapi-
tole omeźıme na časupodobné trajektorie reálné částice, τ bude mı́t tedy význam
vlastńıho času částice. V geometrizovaných jednotkách má čas i hmotnost rozměr
délky. Protože nám jde hlavně o numerickou analýzu, budeme pro přehlednost až
na vyj́ımky tyto jednotky vynechávat. Zvolme pro jednoduchost hmotnost testo-
vaćı částice m = 1 a stejně tak i jednotkovou hmotnost zdroje M = 1. Stále se
pohybujeme ve Schwarzschildových souřadnićıch xµ = (t, r, θ, ϕ).

4.1.1 Počátečńı podmı́nky

V př́ıpadě rovnice geodetiky (3.3) máme diferenciálńı rovnici druhého řádu.
Převedeme ji na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu, když využijeme definice
čtyřrychlosti a přeznač́ıme tak prvńı derivace

dxµ

dτ
≡ uµ, (4.1)

č́ımž dostáváme

(
xµ

uµ

)

τ

=

(
uµ

−Γµ
αβu

αuβ

)
. (4.2)

Zvolme nyńı počátečńı podmı́nky pohybu částice:

(xµ)IN =
(
0, r0,

π
2
, 0
)

(4.3)

(uµ)IN =
(
u0, 0, 0, L̃

r2
0

)
.

Posledńı složku čtyřrychlosti u3 jsme vyjádřili pomoćı integrálu pohybu L̃ ≡ u3

d́ıky vztahu

u3 = g3µuµ = g33u3 =
L̃

r2 sin2 θ
. (4.4)
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Konkrétńı volbu parametr̊u r0 a L̃ provedeme ńıže. Chyb́ı nám ještě určit
časovou složku rychlosti u0. Jelikož se zabýváme reálnými částicemi jejichž pohyb
parametrizujeme pomoćı vlastńıho času, muśı pro složky rychlosti v geometrizo-
vaných jednotkách platit

gµνu
µuν = −(1− 2M

r
)(u0)2+

1

1− 2M
r

(u1)2+ r2
[
(u2)2 + sin2 θ(u3)2

]
= −1. (4.5)

Použijeme počátečńı podmı́nky (4.3) a vyjádř́ıme u0:

u0 =

√
1

1− 2M
r0

+
L̃2

1− 2M
r0

. (4.6)

Máme tak všech osm počátečńıch podmı́nek potřebných pro řešeńı soustavy
(4.2). Zvoĺıme nyńı parametry r0 a L̃. Volbou r0 = 16M omeźıme pohyb na
relativńı bĺızkost singularity. Dále zvolme konkrétńı hodnotu integrálu pohybu

L̃ = 3, 6823981191047921. (4.7)

Tak dostaneme velice specifickou trajektorii vykreslenou pro prvńıch pět oběh̊u
na Obrázku (4.1). Vid́ıme, že se jedná o uzavřenou trajektorii. Jelikož všechny
trajektorie ve Schwarzschildově prostoročase vykazuj́ı stáčeńı ve směru pohybu,
znamená to, že se tato konkrétńı trajektorie stáč́ı přesně o 2π.
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Obrázek 4.1: Prvńıch pět oběh̊u vypoč́ıtaných pomoćı Dormand-Princeovy RK8
metody (viz odd́ıl 1.5). Dı́ky speciálńı volbě L̃ docháźı ke stáčeńı trajektorie o celé 2π,
takže se jedná o uzavřenou křivku.
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Podobně udáme počátečńı podmı́nky pro Hamiltonovy rovnice (3.19), jejichž
řešeńım se budeme také zabývat. V tomto př́ıpadě máme rovnou soustavu osmi
rovnic pro čtyři souřadnice xµ a složky 4-hybnosti pµ:

(xµ)IN =
(
0, r0,

π
2
, 0
)

(4.8)

(pµ)IN =
(
p0, 0, 0, L̃

)
.

Dı́ky volbě jednotkové hmotnosti testovaćı částice máme př́ımý vztah mezi kovari-
antńımi složkami 4-rychlosti a 4-hybnosti uν = pν . Pro čtvrtou složku hybnosti
tedy rovnou plat́ı p3 = L̃. Složku p0 vypoč́ıtáme podobným zp̊usobem jako výše.
Máme

gµνpµpν = − (p0)
2

1− 2M
r

+

(
1− 2M

r

)
(p1)

2 +
1

r2

[
(p2)

2 +
(p3)

2

sin2 θ

]
= −1. (4.9)

Použijeme počátečńı podmı́nky (4.8) a vyjádř́ıme p0:

p0 = −

√√√√
(
1− 2M

r0

)(
1 +

L̃2

r20

)
. (4.10)

K výpočt̊um budeme použ́ıvat metody Runge-Kutta čtvrtého řádu (RK4),
Dormand-Princeovu Rhunge-Kutta osmého řádu (RK8), čtyřkrokovou Adams-
Bashforthovu (AB4) a Adams-Bashforth-Moultonovu prediktor-korektorovou me-
todu (ABM). Samotný výpočet je proveden pomoćı programu napsaného v jazyce
C++ v překladači Microsoft Visual C++ 2010 Express. Zdrojové kódy jsou spolu
s př́ılušnými exterńımi soubory přiloženy spolu s elektronickou verźı práce na CD.
Výstupem všech programů jsou data v textových souborech, které jsou posléze
vykresleny grafickým programem Gnuplot, verze 4.4.4.

4.1.2 Konvergence numerických metod

Jedńım z kritéríı pro porovnáńı vhodnosti jednotlivých numerických metod a
formulaćı pohybových rovnic je konvergence numerické metody popsané v odd́ıle
(1.4). Budeme hledat pro jaké volby konstatńıho kroku vykazuj́ı metody konver-
gentńı chováńı. Za t́ım účelem vyneseme hodnotu logaritmu ve vzorci (1.25) v
závislosti na velikosti kroku. Pro výpočet jsme vybrali tři metody čtvrtého řádu
a jednu osmého řádu, požadujeme tedy, aby se vynášené hodnoty těmto č́ısl̊um
co nejv́ıce bĺıžily.

Vzorec (1.25) obsahuje normu na prostoru funkćı. Nab́ıźı se použ́ıt reálnou
fyzikálńı vzdálenost danou integrálńım vztahem

||xµ − yµ|| =
∫ yµ

xµ

√
−
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+
dϕ2

r2
, (4.11)

ale tento výpočet se může ukázat jako problematický. Zejména proto, že u nu-
merického řešeńı nelze zaručit, že čtyřinterval bude vždy časupodobný a součet
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pod odmocninou tak z̊ustane nezáporný. Tento problém můžeme obej́ıt t́ım, že
použijeme diferenciálńı aproximace. Při výpočtech budeme vždy poč́ıtat normu
rozd́ılu dvou bĺızkých bod̊u. Nav́ıc jak bylo naznačeno, z matematického hlediska
nezálež́ı př́ılǐs na tom, jakou abstraktńı normu na našem prostoru použijeme.
Zvolme tedy pro jednoduchost následuj́ıćı normu:

(∆x)2 = (∆t)2 + (∆r)2 + rM
2(∆θ)2 + rM

2 sin2 θM(∆ϕ)2, (4.12)

kde jsme v souladu se Schwarschildovými souřadnicemi označili rm = r1+r2
2

a

θm = θ2+θ2
2

. Ačkoli bychom ve skutečnosti potřebovali normu na fázovém pros-
toru, pro naše potřeby je vztah (4.12) dostačuj́ıćı.

Chováńı konvergence se může velmi lǐsit pro r̊uzně dlouhé výpočty. Vyšetřujme
tedy zvlášt’ konvergenci pro 2 oběhy částice a 100 oběh̊u. Konec jednoho oběhu
definujeme snadno podle změny znaménka složky u1 ≡ dx1

dτ
z kladného na záporné,

což znač́ı dosažeńı vzdáleněǰśıho bodu obratu a přechod od nár̊ustu souřadnice
r ≡ x1 k jej́ımu zmenšováńı. Použijeme hodnoty ∆τ = 0, 9; 0, 8; ...; 0, 002; 0, 001,
pro něž vyneseme vždy několik set bod̊u, ve kterých poč́ıtáme konvergenčńı loga-
ritmus. Pro každou metodu dostaneme tak jeden graf porovnávaj́ıćı konvergenci
pro r̊uzné velikosti kroku. Na takovém grafu můžeme dobře identifikovat oblast
krok̊u, kde metoda dosahuje svého řádu přesnosti (je známo, že u periodických
řešeńı mohou některé metody sv̊uj řád překročit). Mimo tuto oblast vhodných
krok̊u je pravděpodobné, že stejné přesnosti lze dosáhnout i méně výpočetně
náročnými metodami nižš́ıho řádu. Zároveň toto srovnáńı provedeme pro oba
výše zmı́něné typy pohybových rovnic, rovnici geodetiky a Hamiltonovy rovnice.

Na obrázćıch (4.2a), resp. (4.2b), jsou vykresleny konvergence pro metodu
RK4 v př́ıpadě rovnice geodetiky, resp. hamiltonových rovnic. Z pr̊uběhu kon-
vergence je vidět nežádoućı chováńı na obou konćıch zkoumaného spektra kon-
stantńıho kroku. Pro malé kroky je patrně zp̊usobeno strojovou reprezentaćı
č́ısel, protože spolu porovnáváme velmi bĺızká č́ısla, pro velké kroky zase malou
přesnost́ı metody. Konvergence zbylých tř́ı metod jsou vykresleny na obrázćıch
(4.3a) až (4.3b) v př́ıpadě RK8, (4.4a) až (4.4b) pro AB4 a (4.5a) a (4.5b) pro
ABM .

Pro lepš́ı pochopeńı konvergenčńıho chováńı je dobré se pod́ıvat na jeho pr̊uběh
po dobu jednoho oběhu. Na obrázćıch (4.6a) a (4.6b) jsou pro ilustraci vykresleny
pr̊uběhy po jeden oběh v závislosti na vlastńım čase pro obě zkoumané metody
výpočtu. Byl zvolen diskrétńı krok ∆τ = 0, 01. V obou př́ıpadech vid́ıme u
všech tř́ı metod zakoĺısáńı v intervalu, který odpov́ıdá přibĺıžeńı se částice k
horizontu na vnitřńı dráze (viz obrázek (4.1)). Narozd́ıl od RK4 se v́ıcekrokové
metody snáze vraćı k p̊uvodńı řádu konvergence. Je možné očekávat, že pro druhý
vyšetřovaný př́ıpad 100 oběh̊u bude mı́t jejich konvergence d́ıky tomuto chováńı

”
stabilněǰśı“ chováńı.
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Obrázek 4.2a: Konvergence metody Rhunge-Kutta čtvrtého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po dva celé oběhy
částice. Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 08.
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Obrázek 4.2b: Konvergence metody Rhunge-Kutta čtvrtého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po dva celé
oběhy částice. Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 07.
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Obrázek 4.3a: Konvergence metody Rhunge-Kutta osmého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po dva celé oběhy
částice. Vzhledem k velké přesnosti metody jsou použité kroky př́ılǐs malé, abychom
viděli zřetelné konvergentńı chováńı.
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Obrázek 4.3b: Konvergence metody Rhunge-Kutta osmého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po dva celé
oběhy částice. Vzhledem k velké přesnosti metody jsou použité kroky př́ılǐs malé, aby-
chom viděli zřetelné konvergentńı chováńı.
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Obrázek 4.4a: Konvergence metody Adams-Bashforth čtvrtého řádu v závislosti na
velikosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po dva celé
oběhy částice. Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 04.
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Obrázek 4.4b: Konvergence metody Adams-Bashforth čtvrtého řádu v závislosti na
velikosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.3). Výpočet prob́ıhal po dva celé
oběhy částice. Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 02.
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Obrázek 4.5a: Konvergence metody Adams-Bashforth-Moulton v závislosti na velikosti
diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po dva celé oběhy částice.
Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 05.
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Obrázek 4.5b: Konvergence metody Adams-Bashforth-Moulton v závislosti na velikosti
diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po dva celé oběhy
částice. Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 04.
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Pro jednokrokové metody jakou je i RK4 se často použ́ıvá úpravy velikosti
konstantńıho kroku v pr̊uběhu výpočtu.1 Proved’me výpočet konvergence RK4
pro jeden oběh znovu se zmenšeńım kroku v problémové oblasti. Abychom tento
interval bezpečně pokryli, sńıž́ıme velikost kroku pro r < 8M . Nejprve vyzkou-
š́ıme, pro jaké zmenšeńı intervalu bude chováńı RK4 nejvhodněǰśı.

Obrázek (4.6a), resp. (4.6b), srovnává p̊uvodńı chováńı se sńıžeńım kroku na
∆τ
2
, ∆τ

4
, ∆τ

8
, ∆τ

12
a ∆τ

16
pro rovnici geodetiky, resp. Hamiltonovy rovnice. U všech

úprav kroku vid́ıme jasné zlepšeńı, ale nejvhodněǰśıho kandidáta urč́ıme až po
přibĺıžeńı (obrázky (4.7a) a (4.7b)). Nejbĺıže ideálńımu chováńı je zmenšeńı kroku
na jednu osminu u rovnice geodetiky a jednu čtvrtinu pro Hamiltonovy rovnice,
daľśımi zmenšeńımi již zlepšeńı chováńı nedosahujeme.

Vı́ce se do analýzy úpravy kroku pro jednokrokové metody pouštět nebudeme.
Zájemce odkazujeme na často citovanou knihu numerických recept̊u [3], která
obsahuje složitěǰśı adaptivńı algoritmy s proměnným krokem. Naš́ı výše probra-
nou analýzu konvergence použijeme dále pro interval 100 oběh̊u částice. Protože
budeme zkoumat deľśı interval vlastńıho času, zvětš́ıme rozsah numerického kroku
na hodnoty vyšš́ı než jedna. Nicméně abychom i pro metody použ́ıvaj́ıćı krok 4∆τ
źıskali dostatečné množstńı bod̊u v rámci jednoho oběhu (τ ≈ 309 m), omeźıme
se na přidáńı krok̊u ∆τ = 1; 2; ...19; 20;.

Vykresleme opět nejprve pr̊uběh konvergence pro všechny čtyři metody a dvě
formulace pohybových rovnic (obrázky (4.9a) až (4.15b)). Podle očekáváńı si
RK4 již nevede tak dobře a nelze jako v předchoźım jednoznačně vybrat krok s
nejvhodněǰśım chováńım. Použijme proto úpravu konstantńıho kroku prob́ıranou
výše a to v souladu s předchoźımi závěry zmenšeńı při r < 8 na ∆τ

8
pro rovnici

geodetiky a ∆τ
4

u Hamiltonových rovnic.

Obrázky (4.16a) a (4.16b) srovnávaj́ı p̊uvodńı konvergenci metody RK4 u sta
oběh̊u s daty upravenými zmenšováńım kroku. Data źıskaná úpravou kroku nám
již umožňuj́ı lépe určit nejvhodněǰśı numerický krok.

1Pro v́ıcekrokové metody je tento zp̊usob nevhodný vzhledem k tomu, že použ́ıvaj́ı hodnoty z
předchoźıch několika krok̊u. Možnou alternativou by byla extrapolace minulých hodnot s novou
velikost́ı kroku s využit́ım známých derivaćı hledané funkce z předchoźıch krok̊u. Zde se t́ımto
postupem zabývat nebudeme.
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Obrázek 4.6a: Graf konvergence numerických metod po jeden oběh částice v závislosti
na vlastńım čase. Výpočet pomoćı rovnice geodetiky (3.3). Byla zvolena délka kroku
∆τ = 0, 01.
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Obrázek 4.6b: Graf konvergence numerických metod po jeden oběh částice v závislosti
na vlastńım čase. Výpočet pomoćı Hamiltonových rovnic (3.13). Byla zvolena délka
kroku ∆τ = 0, 01.
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Obrázek 4.7a: Graf konvergence metody RK4 v závislosti na vlastńım čase částice
pro r̊uzná zmenšeńı kroku při ńızké orbitě. Výpočet pomoćı rovnice geodetiky (3.3).
Všechna zmenšeńı dosahuj́ı lepš́ıho chováńı zvláště při návratu zpět k p̊uvodńı hodnotě
konvergence.
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Obrázek 4.7b: Graf konvergence metody RK4 v závislosti na vlastńım čase částice pro
r̊uzná zmenšeńı kroku při ńızké orbitě. Výpočet pomoćı Hamiltonových rovnic (3.13).
Všechna zmenšeńı dosahuj́ı lepš́ıho chováńı zvláště při návratu zpět k p̊uvodńı hodnotě
konvergence.
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Obrázek 4.8a: Přibĺı̌zeńı grafu (4.7a) pro určeńı nejvhodněǰśıho zmenšeńı kroku u
metody RK4. Vypoč́ıtáno pomoćı rovnice geodetiky (3.3). Nejlépe dopadlo zmenšeńı na
1
8 p̊uvodńıho kroku. Daľśı zmenšeńı už ke zlepšeńı chováńı nevede.
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Obrázek 4.8b: Přibĺı̌zeńı grafu (4.7b) pro určeńı nejvhodněǰśıho zmenšeńı kroku
u metody RK4. Vypoč́ıtáno pomoćı Hamiltonových rovnic (3.13). Nejlépe dopadlo
zmenšeńı na 1

4 p̊uvodńıho kroku. Daľśı zmenšeńı už ke zlepšeńı chováńı nevede.
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Obrázek 4.9a: Konvergence metody Rhunge-Kutta čtvrtého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po sto oběh̊u
částice. Konvergentńı chováńı pozorujeme u hodnot ∆τ = 2; 3 a 4. Dı́ky velikosti kroku
věťśı než jedna zde převládaj́ı vyšš́ı členy chybového rozvoje. Nı́̌ze je provedena korekce
výpočtu vhodným zmenšováńım numerického kroku.
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Obrázek 4.9b: Konvergence metody Rhunge-Kutta čtvrtého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po sto oběh̊u
částice. Výsledky jsou pozitivněǰśı než v př́ıpadě rovnice geodetiky výše. Volba kroku
kolem hodnoty ∆τ = 0, 1 se ukazuje být nejv́ıce konvergentńı.
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Obrázek 4.10a: Konvergence metody Rhunge-Kutta osmého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po sto oběh̊u
částice. Jako zřetelně konvergentńı se jev́ı omezený interval ∆τ = 0, 9 až 4, u nǐzš́ıch
krok̊u se jǐz projevuje vysoká přesnost metody.
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Obrázek 4.10b: Konvergence metody Rhunge-Kutta osmého řádu v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po sto oběh̊u
částice. Jako zřetelně konvergentńı se jev́ı omezený interval ∆τ = 0, 9 až 4.
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Obrázek 4.11a: Konvergence metody Adams-Bashforth čtvrtého řádu v závislosti na
velikosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po sto oběh̊u
částice. Zřetelně konvergentńı chováńı metoda vykazuje v okoĺı ∆τ = 0, 02.
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Obrázek 4.11b: Konvergence metody Adams-Bashforth čtvrtého řádu v závislosti na
velikosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po sto
oběh̊u částice. V porovnáńı s totožným výpočtem pomoćı rovnice geodetiky (4.11a) se
konvergence pohybuje okolo č́ısla pět, což mohla zp̊usobit převaha vyšš́ıho členu v chy-
bové řadě. Jako konvergentńı označ́ıme chováńı v okoĺı ∆τ = 0, 5, kde vykazuje konver-
gence nejmenš́ı rozptyl hodnot.
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Obrázek 4.12a: Konvergence metody Adams-Bashforth-Moulton v závislosti na ve-
likosti diskrétńıho kroku pro rovnici geodetiky (3.3). Výpočet prob́ıhal po sto oběh̊u
částice. Nejvhodněǰśı chováńı metoda vykazuje pro ∆τ = 0, 04.
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Obrázek 4.12b: Vykresleńı konvergence metody Adams-Bashforth-Moulton v závislosti
na velikosti diskrétńıho kroku pro Hamiltonovy rovnice (3.13). Výpočet prob́ıhal po sto
oběh̊u částice. Opět vid́ıme vyšš́ı hodnoty konvergence než u alternativńıho výpočtu po-
moćı rovnice geodetiky (4.15a). Nejv́ıce konvergentńı chováńı pozorujeme v okoĺı kroku
∆τ = 0, 9.
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Obrázek 4.13a: Srovnáńı p̊uvodńı konvergence pro sto oběh̊u částice se změnou kon-
stantńıho kroku u RK4, výpočet pomoćı rovnice geodetiky (3.3). Při úpravě kroku jǐz
m̊užeme naj́ıt nejvhodněǰśı chováńı, a to v okoĺı ∆τ = 0, 1.
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Obrázek 4.13b: Srovnáńı p̊uvodńı konvergence pro sto oběh̊u částice se změnou kon-
stantńıho kroku u RK4, výpočet pomoćı Hamiltonových rovnic (3.13). Opět vid́ıme
mı́rné zlepšeńı v chováńı závislosti. Nejv́ıce konvergentńı chováńı jev́ı volby v okoĺı
∆τ = 0, 04.
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4.1.3 Přesnost numerických metod

Druhým, neméně podstatným kritériem pro vyhodnoceńı správnosti výpočtu
je přesnost dané metody. Pro složitěǰśı rovnice, jakými jsou i v našem př́ıpadě
rovnice geodetiky a Hamiltonovy rovnice, nemáme přesné řešeńı, se kterým by-
chom mohli naše výsledky stejně jako v kapitole 1 porovnávat. Jsou ale i jiné
zp̊usoby, jak přesnost zjistit. Připomeňme, že výsledná data numerické metody
řádu n a s krokem ∆τ můžeme napsat ve tvaru F (∆τ, n) = f(τ)+Kn(∆τ)n, kde
Kn je koeficient u dominantńıho členu chyby. Ostatńı členy úměrné O(∆τ)n+1

neuvažujeme, protože jsou bud’to zanedbatelné d́ıky mocninám kroku pro ∆τ < 1
nebo předpokládáme, že jsou utlumeny koeficienty Km, m > n. Nı́že uvid́ıme,
že tento netriviálńı předpoklad naš́ı analýzu nijak nenarušuje. Poč́ıtejme dále
následuj́ıćı výraz pro libovolnou pevnou hodnotu τ :

|F (∆τ, n)− F (∆τ/4, n)| = |Kn(∆τ)n|
(
1− 1

4n

)
≈ |Kn(∆τ)n|. (4.13)

Pro námi použ́ıvané hodnoty n = 4 a 8 se jedná o přijatelnou aproximaci. Při
výpočtu v souladu s předchoźı podkapitolou přeznač́ıme ∆τ na 4∆τ a ∆τ/4 na
∆τ . Jedná se pouze o symbolickou záměnu z d̊uvodu konzistence textu, mate-
maticky se t́ım nic neměńı. Výsledkem vzorce (4.13) je právě dominantńı chy-
bový člen numerické metody, č́ımž jsme od̊uvodnili použit́ı tohoto vzorce pro
zjǐst’ováńı chyby metody. Při samotném výpočtu budeme opět použ́ıvat normu
naznačenou vzorcem (4.12).

Pod́ıvejme se na chováńı přesnosti zvolených metod. Na obrázćıch (4.17a) a
(4.17b) jsou vykreslena chováńı chyb jednotlivých metod v závislosti na nume-
rickém kroku v rozmeźı ∆τ = 0, 001; 0, 002; ...19; 20. Pro lepš́ı přehlednost byla
pro každou metodu vykreslena vždy ta nejvyšš́ı hodnota pro danou evoluci. Dále
jsme zpřehlednili grafy vynecháńım vysokých hodnot v pravých částech závislost́ı.

U všech závislost́ı chyby pozorujeme při zmenšováńı kroku zastaveńı poklesu
chyby okolo hodnoty 10−8 (horńı hranice chyby). Tato saturace nám ukazuje, že u
složitěǰśıch rovnic nám numerické metody ani nemuśı umožnit dosáhnout hranice
zaokrouhlovaćı chyby (srovnejme se situaćı v kapitole 1, kdy bylo této hranice při
dostatečně malém numerickém kroku dosaženo). Na druhou stranu také vid́ıme, že
použit́ı numerických krok̊u větš́ıch než jedna může vést k velkému nár̊ustu chyby.
V tomto př́ıpadě se mohou, v závislosti na konkrétńı situaci, stát dominantńımi
i vyšš́ı, p̊uvodně neuvažované členy zahrnuté v chybě metody.

Nab́ıźı se možnost, že jsme saturaci chyby mohli zapř́ıčinit sami zvolenou nor-
mou (4.12), kterou chybu poč́ıtáme. Vztah pro normu obsahuje člen (∆t)2. Pro
100 oběh̊u částice dosáhne t narozd́ıl od ostatńıch souřadnic řádu 104, takže ve
výpočtu (∆t)2 od sebe odč́ıtáme dvě relativně bĺızká velká č́ısla. Tato operace je
jak známo zat́ıžena velkou relativńı zaokrouhlovaćı chybou. Do obrázk̊u (4.17a)
a (4.17b) jsou dále zaneseny chyby metod vypoč́ıtané pomoćı upraveného vztahu
pro normu s vynecháńım členu (∆t)2. Vid́ıme, že po vynecháńı tohoto členu ne-
docháźı k výrazněǰśımu zmenšeńı chyb numerických metod, saturace v p̊uvodńım
chybovém výpočtu tedy neńı zp̊usobena členem (∆t)2.
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Obrázek 4.14a: Graf absolutńı chyby vypoč́ıtané vztahem (4.13) v závislosti na délce
konstantńıho kroku u metody RK4. Výpočet proběhl pomoćı rovnice geodetiky (3.3).
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Obrázek 4.14b: Graf absolutńı chyby vypoč́ıtané vztahem (4.13) v závislosti na délce
konstantńıho kroku u metody RK4. Výpočet proběhl pomoćı Hamiltonových rovnic
(3.13).
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4.2 Ohyb světelného paprsku

Druhým problémem, který budeme zkoumat je ohyb světelného paprsku. Je
to v́ıce jak devadesát let, co bylo prokázáno, že paprsek procházej́ıćı pobĺıž zdroje
gravitačńıho pole změńı svou trajektorii, ohne se v závislosti na tom, jak bĺızko
k danému zdroji procháźı. Při našem rozboru aplikujeme podobný postup jako v
podkapitole o hmotné částici. Zformulujeme počátečńı podmı́nky, ilustrujeme si
výsledky rovnic a vyzkouš́ıme vhodnost volby konstantńıho kroku pomoćı kon-
vergence numerických metod a jejich konvergence.

4.2.1 Počátečńı podmı́nky

Vyjděme z diferenciálńı rovnice (3.21). Pro vlastńı výpočet ji opět převedeme
na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu

(
ρ
ξ

)

ϕ

=

(
ξ

3Mρ2 − ρ

)
(4.14)

s počátečńı podmı́nkou

(
ρ0
ξ0

)

ϕ

=

(
0
1
b

)
. (4.15)

Z definičńıho vztahu pro ρ vyplývá, že počátečńı podmı́nkou ρ0 = 1
r0

= 0
modelujeme př́ıchod fotonu z nekonečna. Druhá podmı́nka v sobě obsahuje tzv.
záměrný parametr b. Ten představuje nejmenš́ı vlastńı vzdálenost mezi paprskem
a horizontem singularity a formálně bychom ho spoč́ıtali integrálńım výrazem

b =

∫ rmin

2M

dr√
1− 2M

r

, (4.16)

kde rmin je námi zvolená nejmenš́ı hodnota souřadnice r. Vzhledem k vlastnostem
Schwarzschildovy metriky tento integrál diverguje. Při numerickém výpočtu se
budeme ovšem věnovat paprsk̊um bĺızkým horizontu, tedy s relativně malým r.
Pomožme si diferenciálńım přibĺıžeńım

∆s2 =
∆r2(

1− 2M
r

) . (4.17)

Toto přibĺıžeńı vede ke vzorci pro výpočet záměrného parametru b použitém
v [1]

b =
rmin√
1− 2M

rmin

, (4.18)

kterého se přidrž́ıme při našem výpočtu. Pro hlubš́ı komentář počátečńı podmı́nky
ξ0 =

1
b
odkazujeme na [1].
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4.2.2 Konvergence numerických metod (podruhé)

Abychom mohli vyšetřovat konvergenci, je třeba konktretizovat počátečńı
podmı́nku volbou rmin. Opět se budeme zabývat trajektoriemi v bĺızkosti sin-
gularity. Budeme zkoumat konvergenci pro př́ıpady rmin = 5 M a rmin = 10 M .
Parametrem, který budeme posouvat o diskrétńı krok, je nám zde př́ımo souřadnice
ϕ ≡ x3. To samo o sobě omezuje možný rozsah tohoto parametru. Bez př́ıtomnosti
zdroje gravitačńıho pole by paprsek vyšel z počátečńı polohy (při pohledu zhora
na ekvatoriálńı rovinu to znamená zprava) a pokračoval v př́ımočarém pohybu
na druhou stranu souřadné soustavy (ϕ = (0, π)). Působeńım gravitačńıho pole
dojde podle předpoklad̊u OTR k ohybu trajektorie závislém na bĺızkosti paprsku
ke zdroji. Pro větš́ı vzdálenosti dojde k malému ohybu a parametr ϕ skonč́ı na
hodnotě jen o málo převyšuj́ıćı π. Pro bližš́ı pr̊ulety je možné, jak uvid́ıme dále,
aby se paprsek i otočil dokola a ϕ tak může dosáhnout určitého násobku π (viz
obrázek (4.15a)). Zaj́ımavá je trajektorie paprsku pro rmin = 3.0 M . Jak známo
z literatury (např [1]), jedná se o nestabilńı světelnou orbitu, kdy paprsek po
několika oběźıch padá pod horizont (viz obrázek (4.15b)).

At’ už nastane kterákoli z těchto situaćı, v porovnáńı s neomezenou škálou
vlastńıho času z minulé podkapitoly, se pohybujeme v omezeném intervalu, a
proto muśıme upravit svou volbu délky konstantńıho kroku. Abychom nasb́ırali
dostatečné množstv́ı dat, během naš́ı analýzy budeme zkoušet chováńı metod pro
hodnoty ∆ϕ = 0, 05; 0, 04; 0, 03; ...; 0, 0002; 0, 0001.

Pr̊uběhy konvergence jednotlivých metod v závislosti na volbě konstantńıho
kroku jsou uvedeny na obrázćıch (4.16a) až (4.19b). Podobně jako v podkapitole
o oběhu hmotné částice vid́ıme, že pro př́ılǐs malé kroky je chováńı konvergence
nežádoućı. V pravých částech závislost́ı se tolik neprojevuje nepřesnost jako u
hmotné částice, protože použ́ıváme o řád menš́ı kroky. Z d̊uvodu omezeného in-
tervalu parametru ϕ zde nav́ıc neńı tolik vyč́ıslených bod̊u. Jednoznačný výsledek
udává pouze graf (4.16a). U ostatńıch nedocháźı v prostředńı, pro nás d̊uležité,
části grafu konvergence k výrazné diferenciaci mezi jednotlivými kroky, č́ımž se
nám nab́ıźı v́ıce možnost́ı volby kroku. Obvzláště to plat́ı pro vzdáleněǰśı pr̊ulety,
tedy r0 = 10 M . Dı́ky dř́ıvěǰśımu rozboru také neńı překvapivé, že zaokrouhlovaćı
chyby zabráńı konvergenci u metody RK8 pro menš́ı kroky dosažeńı osmého řádu.
Protože z výše uvedených d̊uvod̊u nechceme použ́ıvat větš́ı kroky, nebudeme dále
pro ohyb světelného paprsku tuto metodu uvažovat.
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Obrázek 4.15a: Ilustrace ohybu slunečńıho paprsku v bĺızkosti singularity. Výpočet
proběhl pomoćı metody RK8. Čı́m v́ıce se bĺı̌źıme hranici r = 3 M , t́ım věťśı je následný
ohyb paprsku.
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Obrázek 4.15b: Nestabilńı orbita na r = 3 M pro světelné paprsky. Výpočet proběhl
pomoćı metody RK8. Paprsek dopadl na horizont při hodnotě přiblǐzně ϕ = 36, což
znamená necelých šest oběh̊u.
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Obrázek 4.16a: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody RK4 pro počátečńı podmı́nku r0 = 5 M .
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Obrázek 4.16b: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody RK4 pro počátečńı podmı́nku r0 = 10 M .
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Obrázek 4.17a: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody RK8 pro počátečńı podmı́nku r0 = 5 M . Volba př́ılǐs malých krok̊u zp̊usobila,
že zaokrouhlovaćı chyba neumožńı konvergenci dosáhnout požadovaného řádu.
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Obrázek 4.17b: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody RK8 pro počátečńı podmı́nku r0 = 10 M . Volba př́ılǐs malých krok̊u zp̊usobila,
že zaokrouhlovaćı chyba neumožńı konvergenci dosáhnout požadovaného řádu.
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Obrázek 4.18a: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody AB4 pro počátečńı podmı́nku r0 = 5 M .
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Obrázek 4.18b: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody AB4 pro počátečńı podmı́nku r0 = 10 M .
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Obrázek 4.19a: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody ABM pro počátečńı podmı́nku r0 = 5 M .
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Obrázek 4.19b: Pr̊uběh konvergence v závislosti na velikosti konstantńıho kroku
metody ABM pro počátečńı podmı́nku r0 = 10 M .
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4.2.3 Přesnost numerických metod (podruhé)

Stejně jako v minulé podkapitole vykresleme ještě přesnost zbývaj́ıćıch tř́ı
čtyřkrokových metod pomoćı vztahu (4.13), př́ıslušné grafy jsou vykresleny na
obrázćıch (4.20a) a (4.20b). Ve všech uvedených př́ıpadech dosahuje chyba metody
až na hranici 10−16. Narozd́ıl od řešeńı pohybu hmotné částice tedy nenaráž́ıme
na bariéru a můžeme zvětšovat přesnost libovolně s ohledem na vliv zaokrouhlo-
vaćı chyby. Rozd́ıl v chováńı je pravděpodobně zp̊usoben relativńı jednoduchost́ı
řešené relativistické verze Binetova vzorce narozd́ıl od soustavy rovnic jakou tvoř́ı
rovnice geodetiky nebo Hamiltonovy rovnice.

60



 1e-018

 1e-016

 1e-014

 1e-012

 1e-010

 1e-008

 1e-006

 0.0001

 0.01

 0.0001  0.001  0.01  0.1

|F
4∆

ϕ-
F

∆ϕ
|

∆ϕ

RK4
RK8
AB4
ABM

Obrázek 4.20a: Přesnost numerických metod v závislosti na velikosti konstantńıho
kroku pro počátečńı podmı́nku r0 = 5 M .
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Obrázek 4.20b: Přesnost numerických metod v závislosti na velikosti konstantńıho
kroku pro počátečńı podmı́nku r0 = 10 M .
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Závěr

Naš́ım ćılem byl rozbor numerického řešeńı daných pohybových rovnic v okoĺı
černé d́ıry (singularity). Za t́ımto účelem jsme v kapitole 1 popsali nejčastěǰśı
rodiny numerických metod, ilustrovali jejich odvozeńı na elementárńıch př́ıpadech
a představili často použ́ıvané zástupce těchto rodin. Z nich jsme pro naš́ı analýzu
vybrali metodu Rhunge-Kutta čtvrtého řádu (RK4) a Dormand-Princeovu RK8
metodu osmého řádu jako zástupce stejnojmenné rodiny, čtyřkrokovou Adams-
Bashforthovu metodu čtvrtého řádu (AB4) jako explicitńıho zástupce v́ıcekroko-
vých metod a takzvanou Adams-Moulton-Bashforth prediktor-korektorovou ruti-
nu (ABM) sestávaj́ıćı z tř́ıkrokové implicitńı metody Adams-Moultona typu
spolu s AB4. Tyto vybrané metody jsme aplikovali na logistickou rovnici jako
př́ıklad obyčejné diferenciálńı rovnice s počátečńı podmı́nkou, abychom ilustrovali
druh matematických problémů, které v této práci řeš́ıme.

V kapitole 2 byly shrnuty d̊uležité elementárńı pojmy a formalismus obecné
teorie relativity. Byly také okomentovány některé fundamentálńı rozd́ıly mezi
Newtonovskou mechanikou a OTR včetně zavedeńı pojmu prostoročas. Pro vyše-
třováńı pohybu částice jsme si vybrali speciálńı př́ıpad Schwarzschildova pros-
toročasu, který byl ve stručnosti popsán a zasazen do širš́ıho kontextu jako řešeńı
Einsteinových rovnic.

Všechny námi použ́ıvané pohybové rovnice jsou uvedeny či částečně odvozeny
v kapitole 3. Jedná se o rovnici geodetiky (3.3), jakožto př́ımý d̊usledek předpokla-
d̊u obecné relativity a jej́ıho formalismu a dále relativistické Hamiltonovy rovnice
(3.13), obdobu konceptu z klasické mechaniky. Pro zd̊urazněńı rozd́ılu v těchto
dvou př́ıstupech je uvedeno i návodné odvozeńı těchto rovnic extremalizaćı akce.
Zároveň jsou v kapitole 3 napoč́ıtány všechny potřebné výrazy a konkrétńı podo-
ba pohybových rovnic ve Schwarzschildově prostoročase. Dále je zmı́něna rela-
tivistická verze Binetova vzorce pro nehmotné částice, p̊uvodně známého taktéž
z klasické mechaniky, kterou použ́ıváme k výpočtu ohybu světelného paprsku.

Pro samotný výpočet byly v obou řešených problémech, tedy oběh hmotné
částice a ohyb světelného paprsku, zvoleny konkrétńı počátečńı podmı́nky, aby-
chom mohli provádět analýzu numerických řešeńı v kapitole 4. Je argumentováno,
že zasádńı pro numerický výpočet je nejen výběr vhodné metody, ale i volba nu-
merického kroku. Pro vymezeńı správnosti volby jsou použita dvě kritéria. Kon-
vergence metody spoč́ıvaj́ıćı ve výpočtu pomoćı r̊uzných krok̊u danou metodou a
jejich vzájemné zpracováńı podle vztahu (1.25). Přesnost metody jsme určovali
podle vzorce (4.12).

Jak se ukázalo, je několik faktor̊u, které je při numerickém výpočtu třeba
mı́t v patrnosti. V prvńı řadě to je diskrétńı reprezentace č́ısel, kterou každá
výpočetńı aparatura použ́ıvá. S ńı je spojena hlavně zaokrouhlovaćı chyba, která
se v našem př́ıpadě pohybovala na hranici 10−16. Snaha dostat se s přesnost́ı
d́ıky řádu metody nebo volbou velmi malých numerických krok̊u přicháźı vniveč,
ba naopak, vliv zaokrouhlovaćı chyby zp̊usobuje zhoršeńı přesnosti. Toto se pro-
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jevilo i při výpočtu konvergence, kdy pro př́ılǐs malé kroky nedostáváme stro-
jovým výpočtem interpretovatelné výsledky. Obzvláště se tento efekt projevil u
zkoumané metody RK8, která jako metoda osmého řádu dosahuje hranice naš́ı
zaokrouhlovaćı chyby poměrně brzy.

Pro dané problémy jsme volili zkoumané intervaly numerických krok̊u v soula-
du s rozsahy a významem parametr̊u v nichž jsme tyto kroky prováděli. Je na-
snadě, že každá konkrétńı aplikace udává sama o sobě podmı́nky ohraničuj́ıćı vol-
bu numerického kroku. Jak bylo zjǐstěno, krajńı volby kroku se ukazuj́ı nevhodné z
d̊uvod̊u zahrnut́ı zaokrouhlovaćı chyby u nejmenš́ıch krok̊u (0, 001−0, 01 u hmotné
částice, 0, 0001 − 0, 0005 u světelného paprsku) a vzr̊ustaj́ıćı absolutńı chyby u
krok̊u nejvyšš́ıch (v př́ıpadě hmotné částice kroky ∆τ = 1− 20 u metod čtvrtého
řádu, u ohybu paprsku nebyly takto vysoké kroky použity). U všech výpočt̊u kon-
vergence se ukázaly být nejvhodněǰśı hodnoty uprostřed vyšetřovaného intervalu
(přesněǰśı hodnota byla závislá na konkrétńı metodě a druhu pohybových rovnic).

Konvergence numerické metody udává dobrý přehled o jej́ım chováńı při
výpočtu. Výsledky kapitoly 4 naznačuj́ı, že toto chováńı je silně závislé na hodnotě
parametru, po kterou provád́ıme výpočet. Zat́ımco pro dva oběhy hmotné částice
udávala konvergence všech metod dobře interpretovatelné a očekávané výsledky,
při pouhém prodloužeńı výpočtu na sto oběh̊u již tak jednoznačné výsledky ne-
dostáváme (viz podkapitola 4.1.2). Ukazuje se, že je tedy nutné brát v potaz
i délku výpočtu a v př́ıpadě horš́ıho konvergenčńıho chováńı přistoupit ke ko-
rekčńım metodám. Tento postup jsme si demonstrovali pro př́ıpad hmotné částice,
kdy jsme zjistili zhoršeńı chováńı konvergence při oběhu částice po vnitřńı orbitě
(viz obrázek (4.1)). Jako korekci jsme zvolili zmenšeńı intervalu v inkriminované
oblasti. Empiricky jsme našli pro jaké zmenšeńı se konvergenčńı chováńı nejv́ıce
zlepš́ı, toto zmenšeńı jsme posléze použili ke korekci po dobu celého výpočtu a
porovnali s p̊uvodńımi daty. Pro sofistikovaněǰśı metody kontroly velikosti kroku
je odkazováno na př́ıslušnou literaturu [3].

Vyneseńı přesnosti metody potvrdilo, že chováńı r̊uzných numerických metod
záviśı na konkrétńım systému ODE a daľśıch parametrech úlohy kterou řeš́ıme.
Zat́ımco v př́ıpadě logistické rovnice a relativistického Binetovova vzorce pro
nehmotné částice jsme dosáhli hranice zaokrouhlovaćı chyby, u řešeńı rovnice
geodetiky a Hamiltonových rovnic došlo na horńı hranici chyby 10−8 k poza-
staveńı poklesu chyby se zmenšuj́ıćım se krokem. Tato saturace se projevila u
všech zkoumaných numerických metod, samozřejmě u RK8 jakožto u metody
osmého řádu k ńı došlo poměrně dř́ıve než u metod řádu čtvrtého. Tento jev se
tedy zdá být silně závislý na konkrétńım problému, který chceme numericky řešit.

V textu práce jsou popsána hlavńı aplikačně d̊uležité zp̊usoby ověřováńı věro-
hodnosti numerického výpočtu. Ačkoli je konkrétńı volba metody a numerického
kroku přece jen vázána na konkrétńı problém, nast́ınili jsme kritéria, která tuto
volbu v př́ıpadě obyčejných diferenciálńıch rovnic s počátečńı podmı́nkou omezuj́ı.
Pro rozbor jiných druh̊u problémů spadaj́ıćıch sṕı̌se do oblasti matematického
modelováńı odkazujeme na knihu [4].
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Při řešeńı pohybových rovnic jsme se omezili na sféricky symetrický př́ıpad
nerotujićı černé d́ıry (Schwarzschild̊uv prostoročas). Možným rozš́ı̌reńım této práce
by bylo rozpracováńı podobné tématiky v obecněǰśıch prostoročasech, jakými jsou
např́ıklad Kerr-Newmanovo řešeńı Einstein-Maxwellových rovnic (komentář viz
úvod), které by poté mohlo vést k aplikačně d̊uležitým metodám výpočtu při
astrofyzikálně relevantńıch situaćıch.
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Dodatek 1

Koeficienty Dormand-Princeovy RK8 metody

Naj́ıt koeficienty pro vyšš́ı RK metody je obecně komplikovaný problém spoč́ı-
vaj́ıćı v řešeńı soustav algebraických rovnic. Z podmı́nky na přesnost RK metody
nav́ıc ještě neplynou jej́ı koeficienty jednoznačně. Rovnice svazuj́ıćı koeficienty
pro metodu osmého řádu jsou uvedeny v [10]. Dormand a Prince navrhli metodu,
ve které zvolili koeficienty

c7 =
1

4
, c8 =

4

13
, c10 =

3

5
, c11 =

6

7
. (4.19)

Toto určeńı již vede k jednoznačnému řešeńı. Jelikož je výsledkem složitého
systému rovnic, nelze se divit, že jsou některé koeficienty složitěǰśımi racionálńımi
výrazy či dokonce mohou být i iracionálńı. Jejich zapsáńı v Butcherově schématu,
podobně jako v Kapitole 1 (Obrázek 1.1), by bylo značně nepřehledné, proto se
omeźıme na vypsáńı jednotlivých koeficient̊u. Protože se v této práci zabýváme
problémy nezávislými na parametru (t, τ, λ), nebudeme vypisovat všechny koefi-
cienty ci, které pro nás nejsou podstatné.

Použijeme-li značeńı v souladu s (1.11), máme:

a2i =

[
12− 2

√
6

135

]

a3i =

[
6−

√
6

180
,
6−

√
6

60

]

a4i =

[
6−

√
6

120
, 0,

6−
√
6

40

]

a5i =

[
462 + 107

√
6

3000
, 0, 0,

−402− 197
√
6

375

]

a6i =

[
1

27
, 0, 0,

16 +
√
6

108
,
16−

√
6

108

]

a7i =

[
19

512
, 0, 0,

118 + 23
√
6

1024
,
118− 23

√
6

1024
,
−9

512

]

a8i =

[
13772

371293
, 0, 0,

51544 + 4784
√
6

371293
,
51544− 4784

√
6

371293
,
−5688

371293
,

3072

371293

]
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a9i =

[
58656157643

93983540625
, 0, 0,

−1324889724104− 318801444819
√
6

626556937500
,

−1324889724104 + 318801444819
√
6

626556937500
,
96044563816

3480871875
,
5682451879168

281950621875
,

−165125654

3796875

]

a10i =

[
8909899

18653125
, 0, 0,

−4521408− 1137963
√
6

2937500
,
−4521408 + 1137963

√
6

2937500
,

96663078

4553125
,
2107245056

137915625
,
−4913652016

147609375
,
−78894270

3880452869

]

a11i =

[
−20401265806

21769653311
, 0, 0,

354216 + 94326
√
6

112847
,
354216− 94326

√
6

112847
,

−43306765128

5313852383
,
−20866708358144

1126708119789
,
14886003438020

654632330667
,
35290686222309375

14152473387134411
,

−1477884375

485066827

]

a12i =

[
39815761

17514443
, 0, 0,

−3457480− 960905
√
6

551636
,
−3457480 + 960905

√
6

551636
,

−844554132

47026969
,

8444996352

302158619.0
,
−2509602342

877790785
,
−28388795297996250

3199510091356783
,

226716250

18341897
,
1371316744

2131383595

]

Váhy jednotlivých krok̊u vystupuj́ıćı ve finálńım vzorci pro nalezeńı vn+1 jsou

bi =

[
104257

1920240
, 0, 0, 0, 0,

3399327

763840
,
66578432

35198415
,
−1674902723

288716400
,

54980371265625

176692375811392
,
−734375

4826304
,
171414593

851261400
,

137909

3084480

]

Výpočet koeficient̊u této a daľśıch RK metod vyšš́ıch řád̊u pomoćı programu
MAPLE lze nalézt na internetové stránce [13].
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