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Úvod

Kořeny teorie, které se budeme věnovat v této práci, sahaj́ı až do roku 1828,
kdy Nottinghamský mlynář a matematik samouk George Green (1793 - 1841)
publikoval práci nazvanou An essay on the Application of Mathematical to the
Theories of Electricity and Magnetism. V této práci byla mimo jiné odvozena
i slavná Greenova věta a spolu s Greenovými funkcemi byla aplikována na pro-
blémy elektrostatiky.

Green vydal esej na vlastńı náklady, poněvadž se obával odmı́tnut́ı ze strany
časopis̊u pro svou nedostatečnou kvalifikaci. Práce se nesetkala s velkým úspě-
chem. Hlavńım d̊uvodem bylo zřejmě to, že většinu z prodaných výtisk̊u koupili
majetněǰśı Nottinghamšt́ı občané, kteř́ı ale vesměs nemohli tématu práce rozumět.

Výjimkou byl Edward Bromhead z nedalekého Lincolnu, absolvent Univerzity
Glasgow a poté Univerzity v Cambridge, který ohromen Greenovou praćı mu
ihned nab́ıdl pomoc s publikováńım daľśıch list̊u. Na tuto nab́ıdku však Green
nějakou dobu nereagoval. Považoval ji pouze za zdvořilost ze strany bohatého
a vlivného Bromheada. Nakonec se však k odpovědi Green odhodlal, ale až po
necelých dvou letech od obdržeńı nab́ıdky. Dı́ky Bromheadovi tak měl v roce
1833 možnost publikovat prvńı článek v časopisu a dokonce, d́ıky Bromheadově
pomoci, v roce 1835 ve věku 42 let nastoupil na vysněnou Univerzitu v Cambridge,
kterou dokončil v roce 1839. Bohužel krátce na to Green vážně onemocněl a vrátil
se do Nottinghamu, kde na jaře roku 1841 umı́rá.

Na počátku čtyřicátých let na Greenovu práci narazil William Thomson,
později známý jako Lord Kelvin, jehož přičiněńım byla p̊uvodńı esej publikována
v časopise Crelle’s Journal. Nutno podotknout, že Green některými svými obje-
vy předběhl velikány jako Josepha Liouvilla nebo Charlese Sturma, kteř́ı některé
jeho výsledky

”
znovuobjevili“ celých 17 let po prvńı Greenově publikaci.

Tato bakalářská práce, jenž vycháźı zejména z šesté kapitoly knihy [3], se
bude věnovat využit́ı Greenových funkćı pro řešeńı okrajových úloh pro obyčejné
diferenciálńı rovnice.

V úvodńı kapitole definujeme problémy, kterými se budeme zabývat. Posléze
se pomoćı jisté analogie s konečně-rozměrnou lineárńı rovnićı pokuśıme ukázat,
jaká elementárńı myšlenka stoj́ı za metodou využ́ıvaj́ıćı Greenovy funkce, což
následně bude demonstrováno na snadném př́ıkladu.

Druhá kapitola zformalizuje úvahy z kapitoly prvńı. Dokážeme základńı věty –
zejména větu o řešeńı pomoćı Greenovy funkce a velice d̊uležitou větu o existenci
a jednoznačnosti Greenovy funkce. Tato část se bude týkat problému s homo-
genńımi okrajovými podmı́nkami, který bude záhy formulován.

Problému s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami, je pak věnována po-
sledńı kapitola.
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1. Základńı myšlenka

Úvodem poznamenejme, že značná část této kapitoly vycháźı z poznámek [5]
profesora Petera Olvera, které vznikly k jeho přednášce.

1.1 Formulace úlohy

Definice 1.1. Necht’ n ∈ N, −∞ < a < b < ∞ a l je diferenciálńı1 operátor
tvaru

l(y) = pny
(n) + pn−1y

(n−1) + . . .+ p0y, (1.1)

kde pk ∈ C([a, b]) pro k = 0, . . . , n, pn je nenulová na intervalu [a, b].
Dále mějme zadánu sadu lineárně nezávislých funkcionál̊u Φj, j = 1, . . . , n

tvaru

Φj(y) =
n∑
k=1

[
αjky

(k−1)(a) + βjky
(k−1)(b)

]
, (1.2)

kde αjk, βjk ∈ R, j, k = 1, . . . , n. Necht’ dále f ∈ C([a, b]) je zadaná funkce a
0 6= ~ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)T ∈ Rn zadaný vektor.

Potom úlohou s homogenńımi okrajovými podmı́nkami budeme rozumět dife-
renciálńı rovnici s okrajovými podmı́nkami tvaru

l(y) = f, (1.3)

Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n. (1.4)

Úlohou s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami budeme rozumět stejnou dife-
renciálńı rovnici, ovšem okrajové podmı́nky budou tvaru

Φj(y) = ϕj, j = 1, . . . , n. (1.5)

Řešeńı diferenciálńı rovnice (1.3) budeme uvažovat v klasickém smyslu, tj.
funkce y je řešeńım dané rovnice pokud je rovnost splněna v každém bodu otevře-
ného intervalu (a, b).

Poznámka 1.2. Ukažme, že lineárńı nezávislost funkcionál̊u Φj je ekvivalentńı
lineárńı nezávislosti vektor̊u Φ̃j = (αj1, . . . , αjn, βj1, . . . , βjn) ∈ R2n. Předpoklá-
dejme, že {Φ1, . . . ,Φn} je lineárně závislá množina funkcionál̊u. Podle definice
lineárńı nezávislosti tedy existuje nenulová n-tice (s1, . . . , sn) ∈ Rn taková, že
Ψ :=

∑n
j=1 sjΦj je nulový funkcionál, tedy Ψ(y) =

∑n
j=1 sjΦj(y) = 0 pro každé

y ∈ Cn([a, b]).
Po dosazeńı za Φj (a jednoduché úpravě) dostáváme předchoźı rovnost ve

tvaru

0 =
n∑
k=1

[
y(k−1)(a)

n∑
j=1

sjαjk + y(k−1)(b)
n∑
j=1

sjβjk

]
.

Nyńı uvažme funkce, definované jako (x−a)l−1

(l−1)! , l = 1, . . . , n, na nějakém (pravém)

okoĺı bodu a, konstantně nulové na nějakém (levém) okoĺı bodu b a uvnitř celého

1Derivace v krajńıch bodech intervalu budeme v celém textu uvažovat jednostranné.
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intervalu dostatečně hladké. Dosazeńım těchto funkćı do posledńı rovnosti dosta-
neme

∑n
j=1 sjαjl = 0 pro každé l. Stejně bychom to udělali pro bod b. Dostáváme

tak, vektorově zapsáno,
∑n

j=1 sj(αj1, . . . , βjn) =
∑n

j=1 sjΦ̂j = 0 a tedy vektory

Φ̃j, j = 1, . . . , n jsou lineárně závislé. Obrácená implikace je zřejmá.

1.2 Myšlenka, motivace

Na okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice můžeme v určitém smyslu
nahĺıžet jako na nekonečně-dimenzionálńı verzi systémů m lineárńıch rovnic pro
m neznámých. Výhodou tohoto př́ıstupu je nejen to, že konečně-dimenzionálńı
lineárńı algebra poskytne náhled do struktury problému, ale také to, že źıskáme
určitý návod na postup při řešeńı okrajových úloh, ze kterého vycháźı právě
metoda Greenovy funkce.

Necht’ tedy m ∈ N. Zabývejme se chv́ıli systémem m rovnic o m neznámých.
Zapsáno maticově, máme rovnici ve tvaru

A~u = ~g. (1.6)

Předpokládejme, že A ∈ Rm×m je regulárńı. Označme standardńı bázové vektory
prostoru Rm jako

~e1 =


1
0
...
0
0

 , ~e2 =


0
1
...
0
0

 , . . . ~em =


0
0
...
0
1

 .

Dı́ky regularitě matice A máme zaručenu existenci jednoznačného řešeńı ~u ∈
Rm pro libovolné ~g ∈ Rm. Tedy i pro vektory ~ej, j = 1, . . . ,m. Označme ~uj řešeńı
rovnice A~u = ~ej. Vezměme si nyńı libovolný vektor ~g = (g1, g2, . . . , gm). Ten je
zřejmě možné zapsat ve tvaru

~g =
m∑
j=1

gj~ej. (1.7)

Pak řešeńım (1.6) je, d́ıky linearitě problému,

u =
m∑
j=1

gj~uj. (1.8)

Skutečně,

A~u = A

(
m∑
j=1

gj~uj

)
=

m∑
j=1

gjA~uj =
m∑
j=1

gj~ej = ~g.

Řešit úlohu (1.6) t́ımto zp̊usobem by bylo výhodné zejména pokud bychom
potřebovali nalézt řešeńı pro v́ıce r̊uzných pravých stran. Přitom nalezeńı vektor̊u
~uj je ekvivalentńı nalezeńı inverzńı matice k matici A, protože vektory ~uj zřejmě
tvoř́ı jej́ı sloupce.
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Ve fyzice taková soustava může vyjadřovat např́ıklad rovnici rovnováhy. Před-
stavme si např́ıklad řetěz kuliček spojených pružinami. Necht’ je tento řetěz na-
pnut mezi dvěma zdmi. My bychom mohli na jednotlivé kuličky p̊usobit silou ve
směru nahoru nebo dol̊u. Zatlačeńım na jednu z kuliček, bychom však samozřejmě
vychýlili i kuličky ostatńı. Právě j-tá složka pravé strany rovnice by vyjadřovala
silové p̊usobeńı na j-tou kuličku. Jednotlivé složky řešeńı by vyjadřovaly vy-
chýleńı při p̊usobeńı dané śıly, přičemž matice A by nějakým zp̊usobem tento
systém charakterizovala. My bychom postupovali tak, že bychom zjistili, jak se
jednotlivé kuličky vychýĺı při p̊usobeńı jednotkové śıly, reprezentované vektory
~ej, na každou z kuliček. Vychýleńı při p̊usobeńı nějaké složitěǰśı śıly bychom pak
spoč́ıtali jako součet př́ıslušně vynásobených d́ılč́ıch vychýleńı.

Našim ćılem nyńı bude tuto jednoduchou myšlenku rozš́ı̌rit na okrajové úlohy
pro diferenciálńı rovnice. Začněme př́ıkladem, který je v jistém smyslu obdobný
s př́ıkladem předchoźım – taky vyjadřuje rovnici pro rovnováhu, kde pravá strana
znázorňuje vněǰśı silové p̊usobeńı.

Představme si vodorovnou poličku, kterou budeme reprezentovat intervalem
[a, b]. Na tuto poličku bychom v bodě ξ ∈ (a, b) položili velmi úzkou kńıžku, která
by na ni p̊usobila svou, řekněme jednotkovou t́ıhou. Zjistili bychom, jakou odezvu
má na toto zat́ıžeńı polička. Idea je taková, že kdybychom znali odezvu poličky na
jednotkové zat́ıžeńı v každém bodě intervalu (a, b), potom bychom, při zarovnáńı
poličky kńıžkami takovém, že v bodě x ∈ (a, b) by stála kńıžka s t́ıhou f(x),
mohli spoč́ıtat odezvu poličky na toto složitěǰśı zat́ıžeńı jako

”
lineárńı kombinaci“

jednotlivých odezev – obdobně jako v předchoźım př́ıkladu.
Problém je však v tom, že bychom potřebovali, aby naše testovaćı kniha měla

nulovou š́ı̌rku. To by však znamenalo, že jej́ı objem a tedy i t́ıha jsou nulové. My
bychom však potřebovali, aby jej́ı t́ıha byla jednotková.

1.3 Greenova funkce

Uvědomme si formálněji, v kontextu př́ıkladu z konce předchoźı podkapitoly, co
vlastně požadujeme. Chceme zjistit, jak polička reaguje na zat́ıžeńı v jediném
bodě ξ ∈ (a, b). To znamená, že funkce na pravé straně, znázorňuj́ıćı vněǰśı silové
p̊usobeńı, p̊usob́ı v jediném bodě ξ a jinde je nulová. Tedy

gξ(x) = 0 pro x 6= ξ. (1.9)

Zároveň ale požadujeme, aby celková vněǰśı śıla měla velikost jedna, což můžeme
vyjádřit integrálem ∫ b

a

gξ(x) dx = 1. (1.10)

Tyto požadavky jsou však neslučitelné. Funkce, která je nulová všude kromě
jednoho bodu je vzhledem k Lebesgueově mı́̌re nerozeznatelná od nulové funkce,
jej́ıž integrál je roven nule.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že 0 ∈ (a, b). Volme γ > 0 malé tak,
aby otevřené okoĺı U(0, γ) ⊂ [a, b]. Definujme funkci na intervalu [a, b] následuj́ı-
ćım předpisem

δγ(x) =

{
1
2γ

(
cos
(
π
γ
x
)

+ 1
)
, x ∈ (−γ, γ),

0, jinak.
(1.11)
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Takto definovaná funkce je spojitá na intervalu [a, b] a dle definice je nenulová
pouze na γ-okoĺı bodu 0. Kdybychom ji chtěli nenulovou na okoĺı libovolného
ξ ∈ (a, b), stačilo by definovat δξγ(x) = δγ(x−ξ). Je ovšem potřeba dát pozor, aby
hodnota γ nebyla moc velká. Pokud by tomu tak bylo, tak ji jednoduše zmenš́ıme
na vhodnou velikost. Plat́ı∫ b

a

δγ(x) dx =
1

2γ

∫ γ

−γ
cos

(
π

γ
x

)
+ 1 dx

=
1

2π

[
sin

(
π

γ
x

)
+
π

γ
x

]γ
−γ

= 1. (1.12)

Uvažme nyńı posloupnost funkćı {δ 1
n
}∞n=n0

, kde n0 je voleno tak, aby 1
n0
< γ.

Potom plat́ı pro x ∈ [a, b] pevné

lim
n→∞

δ 1
n
(x) =

{
0, x 6= 0,

∞, x = 0.
(1.13)

Přitom ale

lim
n→∞

∫ b

a

δ 1
n
(x) dx = 1. (1.14)

Funkce δ 1
n

tedy jistým zp̊usobem přibližuj́ı
”
funkci“ g ze začátku této podka-

pitoly.
Nav́ıc pro každou f ∈ C([a, b]) a každé x ∈ (a, b) plat́ı

f(x) = lim
n→∞

∫ b

a

δ 1
n
(x− ξ)f(ξ) dξ, (1.15)

Skutečně. Zvolme ε > 0. Potom d́ıky spojitosti f v bodě x existuje nε ∈ N takové,
že pro každé ξ ∈ B

(
x, 1

nε

)
plat́ı

∣∣f(x)− f(ξ)
∣∣ < ε. Pak pro n > nε∫ b

a

δ 1
n
(x− ξ)f(ξ) dξ ≤ max

ξ∈B(x, 1
nε

)
f(ξ)

∫ b

a

δ 1
n
(x− ξ) dξ ≤ f(x) + ε. (1.16)

Podobně bychom mohli postupovat i pro minimum. Odtud pak dostáváme (1.15).

Př́ıklad 1.3. Uvažujme diferenciálńı rovnici s okrajovými podmı́nkami

− αy′′(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (1.17)

y(0) = 0, (1.18)

y(1) = 0, (1.19)

kde α > 0 je kladná konstanta a f je funkce spojitá na intervalu [a, b]. Tato
rovnice zjednodušeně modeluje onu jednorozměrnou

”
poličku“, pevně ukotvenou

v bodech 0 a 1, konstanta α vyjadřuje jej́ı tuhost.
Ideou bylo zjistit jej́ı odezvu pro jednotkové zat́ıžeńı v jednotlivých bodech.

To ovšem nemůžeme spoč́ıtat př́ımo, protože, jak jsme si výše uvědomili, nemáme
funkci takovou, kterou bychom mohli vhodně reprezentovat požadované zat́ıžeńı.
Zaměřme se mı́sto toho na následuj́ıćı aproximačńı úlohu.
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Volme ξ ∈ (0, 1), k němu nalezněme nξ ∈ N, aby U
(
ξ, 1

nξ

)
⊂ [0, 1]. Potom pro

n ≥ nξ řešme

− αy′′n,ξ(x) = δξ1
n

(x) = δ 1
n
(x− ξ), (1.20)

s okrajovými podmı́nkami (1.18) a (1.19).
Př́ımou integraćı, s použit́ım Základńı věty integrálńıho počtu, jej́ıž přesné

zněńı a d̊ukaz můžeme nalézt např́ıklad v [7, str. 381], dostáváme spojitou funkci

y′n,ξ(x) = c1 +

∫ x

0

δ 1
n
(t− ξ) dt

= c1 +


0, x ∈ [0, ξ − 1

n
),

− 1
2α

(
1
π

sin
(
nπ(t− ξ)

)
+ n(t− ξ) + 1

)
, x ∈ [ξ − 1

n
, ξ + 1

n
],

− 1
α
, x ∈ (ξ + 1

n
, 1],

(1.21)

kde c1 ∈ R je integračńı konstanta.

Poznámka 1.4. Povšimněme si, jak se y′n,ξ bodově chová pro n→∞. Na konstantu
c1 v této poznámce zapomeňme. Definujme

hξ(x) = lim
n→∞

y′n,ξ(x) =


0, x ∈ [0, ξ),

− 1
2α
, x = ξ,

− 1
α
, x ∈ (ξ, 1].

Pro funkci hξ plat́ı

lim
x→ξ+

hξ(x)− lim
x→ξ−

hξ(x) = − 1

α
− 0 = − 1

α
,

má tedy v bodě ξ skok o velikosti − 1
α

. Tato funkce připomı́ná Heavisideovu sko-
kovou funkci, která je rovna 0 pro x < 0 a 1 pro x > 0. Neńı bez zaj́ımavosti, že ve
smyslu distribućı je Diracova distribuce derivaćı Heavisideovy funkce. Diracova
distribuce by nav́ıc v distributivńım smyslu byla limitou regulárńıch distribućı
indukovaných funkcemi δ 1

n
.

Opětovnou integraćı, s použit́ım téže věty, dostáváme spojitou

yn,ξ(x) = c2+c1x+


0, x ∈ [0, ξ − 1

n
),

cos(nπ(x−ξ))
2nαπ2 − n

4α

(
(x− ξ) + 1

n

)2
, x ∈ [ξ − 1

n
, ξ + 1

n
],

− 1
α

(x− ξ), x ∈ (ξ + 1
n
, 1],

(1.22)

kde c2 ∈ R je druhá integračńı konstanta.
Dále muśı být splněny okrajové podmı́nky (1.18) a (1.19), tedy

0 = yξ(0) = c2 + 0 + 0 = c2, (1.23)

0 = yξ(1) = c2 + c1 −
1

α
(1− ξ) = c1 −

1

α
(1− ξ), (1.24)

odkud

c2 = 0, c1 =
1

α
(1− ξ). (1.25)
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Obrázek 1.1: Graf funkce G(x, ξ).

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

x

G(ξ, x)

ξ = 0, 2

ξ = 0, 5
ξ = 0, 7

Obrázek 1.2: Řez grafem G(x, ξ) pro vybrané hodnoty proměnné ξ.

Našli jsme tedy řešeńı pro každé ξ ∈ (a, b), n ≥ nξ, splňuj́ıćı okrajové pod-
mı́nky. Pod́ıvejme se jak se řešeńı bodově chová pro n→∞. Poč́ıtejme

lim
n→∞

yn,ξ(x) =
(1− ξ)x

α
+


0, x ∈ [0, ξ),

limn→∞
1

2nαπ2 − 1
4nα

= 0, x = ξ,

− 1
α

(x− ξ), x ∈ (ξ, 1].

(1.26)

Definujme funkci G : [0, 1]× (0, 1)→ R předpisem

G(x, ξ) = lim
n→∞

yn,ξ(x) =


(1− ξ)x

α
, x ≤ ξ,

ξ(1− x)

α
, x ≥ ξ.

(1.27)

Pro lepš́ı představu je graf (resp. řez grafu) této funkce znázorněn na ob-
rázku 1.1 (resp. 1.2). Tato funkce je zřejmě spojitá na svém definičńım oboru.
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Dokonce neńı problém ji spojitě dodefinovat na [0, 1]2. Uvažujme ji tedy defino-
vanou a spojitou na této kompaktńı množině. Potom je G určitě omezená.

Inspirováni jistou analogíı mezi vzorci (1.7) a (1.15) definujme, podobně jako
ve vzorci (1.8), funkci

y(x) = lim
n→∞

∫ 1

0

yn,ξ(x)f(ξ) dξ. (1.28)

Integrand je stejně omezený pro každé x a tedy existuje integrovatelná majoranta.
Tedy d́ıky Lebesgueově větě [6, 1.34] můžeme přehodit limitu a integrál a podle
předpisu (1.27) dostáváme

y(x) =

∫ 1

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ. (1.29)

Ověřme, že tato funkce opravdu řeš́ı rovnici (1.17). To můžeme udělat jed-
noduše dosazeńım do zadáńı. Při derivováńı ale nemůžeme zaměnit derivaci a
integrál, protože funkce G má v bodě (x, x)

”
hrot“ a tedy derivace v tomto bodě

neexistuje. To však obejdeme vhodným rozděleńım na dva integrály

y(x) =

∫ x

0

G(x, ξ)f(ξ) dξ +

∫ 1

x

G(x, ξ)f(ξ) dξ. (1.30)

Tyto integrály ale maj́ı meze závislé na proměnné x a tedy k výpočtu derivace
funkce y budeme nuceni využ́ıt větu 2.3, která bude formulována a dokázána
v následuj́ıćı kapitole. Poč́ıtejme

αy′(x) = (1− x)xf(x)−
∫ x

0

ξf(ξ) dξ − (1− x)xf(x)−
∫ 1

x

(1− ξ)f(ξ) dξ

= −
∫ x

0

ξf(ξ) dξ −
∫ 1

x

(1− ξ)f(ξ) dξ, (1.31)

−αy′′(x) = xf(x) + (1− x)f(x) = f(x), (1.32)

což jsme chtěli. Zbývá ověřit, že jsou splněny i okrajové podmı́nky. To je však
zřejmé např́ıklad z (1.30).

Poznamenejme, že právě zkonstruovanou funkci G budeme nazývat Greenovou
funkćı úlohy (1.17) - (1.19) a shrňme, závěrem této kapitoly, jej́ı kĺıčové vlastnosti:

(i) G : [0, 1]2 → R je spojitá (v našem př́ıpadě spojitě dodefinovaná) na svém
definičńım oboru.

(ii) Pro ξ ∈ (0, 1) pevné má prvńı derivace ∂G
∂x

skok v bodě (ξ, ξ) o velikosti − 1
α

.

(iii) G splňuje okrajové podmı́nky pro každé ξ ∈ [0, 1].

(iv) G(x, ξ) řeš́ı homogenńı rovnici −αy′′ = 0 vzhledem k proměnné x pro každé
ξ pevné, na intervalech (0, ξ) a (ξ, 1). To plyne z toho, že funkce je de-
finována jako limita určité posloupnosti funkćı a pro každé x 6= ξ se od
nějakého n0 na okoĺı x neměńı, přičemž na tomto okoĺı řeš́ı homogenńı rov-
nici.

V daľśı kapitole ukážeme, že právě tyto čtyři vlastnosti, zobecńıme-li je, Green-
ovu funkci úlohy (1.3) - (1.4) charakterizuj́ı.
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2. Úloha s homogenńımi
okrajovými podmı́nkami

2.1 O řešeńı pomoćı Greenovy funkce

Definice 2.1. Necht’ je dán diferenciálńı operátor l tvaru (1.1) pro n ∈ N a necht’

jsou zadány homogenńı okrajové podmı́nky Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n tvaru (1.2).
Dále uvažme množiny ∆1 =

{
[x, y] ∈ R2, x ∈ [a, b], y ∈ [a, x)

}
a ∆2 =

{
[x, y] ∈

R2, x ∈ [a, b], y ∈ (x, b]
}

. Funkci G(x, ξ) nazveme Greenovou funkćı př́ıslušnou
operátoru l a okrajovým podmı́nkám Φj, jestliže splňuje

(i) n = 1: G, ∂G
∂x
∈ C(∆1) ∩ C(∆2), a tyto funkce se daj́ı spojitě rozš́ı̌rit na ∆1

a ∆2,

n ≥ 2: G, ∂G
∂x
, . . . , ∂

n−2G
∂xn−2 ∈ C([a, b]2), ∂

n−1G
∂xn−1 ,

∂nG
∂xn
∈ C(∆1)∩C(∆2), a posledńı

dvě jmenované funkce, se daj́ı spojitě rozš́ı̌rit na ∆1 a ∆2,

(ii) pro ξ ∈ (a, b) plat́ı1

n = 1: G(ξ+, ξ)−G(ξ−, ξ) = 1
p1(ξ)

,

n ≥ 2: ∂qG
∂xq

(ξ+, ξ)− ∂qG
∂xq

(ξ−, ξ) =

{
0, q = 0, 1, . . . , n− 2,

1
pn(ξ)

, q = n− 1,

(iii) pro každé ξ ∈ (a, b) plat́ı l
(
G(·, ξ)

)
= 0 na intervalech (a, ξ) a (ξ, b),

(iv) plat́ı Φj

(
G(·, ξ)

)
= 0 pro každé j = 1, . . . , n, ξ ∈ (a, b).

V tomto okamžiku můžeme zformulovat větu ukazuj́ıćı užitečnost Greenovy
funkce. Tato věta bude ř́ıkat, jaký tvar má řešeńı problému (1.3) s homogenńımi
okrajovými podmı́nkami (1.4) pro zadanou spojitou pravou stranu, známe-li Gre-
enovu funkci př́ıslušnou operátoru l a okrajovým podmı́nkám Φj.

Věta 2.2 (O řešeńı pomoćı Greenovy funkce). Necht’ existuje Greenova funkce
G(x, ξ) př́ıslušná operátoru l a homogenńım okrajovým podmı́nkám Φj, j ≤ n.
Dále at’ f ∈ C([a, b]). Potom funkce

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ) dξ, x ∈ [a, b] (2.1)

je řešeńım l(y) = f,Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n.

Předt́ım, než přistouṕıme k d̊ukazu tohoto tvrzeńı, formulujme větu o deri-
vováńı integrálu podle meze a parametru, kterou v tomto d̊ukazu použijeme.

Věta 2.3 (Derivace integrálu podle meze a parametru). Necht’ Ω je otevřená
podmnožina R2 taková, že Ω ⊇ K =

{
[x, y] ∈ R2, x ∈ [a, b], y ∈ [α, β(x)]

}
, kde

α ∈ R, β(x) ∈ C1([a, b]). Necht’ dále g(x, ξ), ∂g
∂x

(x, ξ) ∈ C(Ω). Potom pro

h(x) =

∫ β(x)

α

g(x, ξ) dξ, x ∈ [a, b] (2.2)

1Symbolikou f(x+) pro stručnost zápisu rozumı́me limz→x+ f(z). Obdobně pro f(x−).
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plat́ı

h′(x) = g
(
x, β(x)

)
β′(x) +

∫ β(x)

α

∂g

∂x
(x, ξ) dξ, (2.3)

přičemž derivace v krajńıch bodech daného intervalu uvažujeme jednostranné.

D̊ukaz. Volme x0 ∈ (a, b). Plat́ı

h′(x0) = lim
h→0

1

h

[∫ β(x0+h)

α

g(x0 + h, ξ) dξ −
∫ β(x0)

α

g(x0, ξ) dξ

]

= lim
h→0

1

h

∫ β(x0+h)

β(x0)

g(x0 + h, ξ) dξ︸ ︷︷ ︸
I

+ lim
h→0

1

h

[∫ β(x0)

α

g(x0 + h, ξ) dξ −
∫ β(x0)

α

g(x0, ξ) dξ

]
︸ ︷︷ ︸

II

,

má-li samozřejmě pravá strana smysl. Následuj́ıćı úvahy ukáž́ı, že tomu tak je.
Pod́ıvejme se nejprve na integrál ve výrazu I. Volme h dostatečně malé. Podle

věty O středńı hodnotě pro integrál [7, str.443], existuje2 ξh ∈
[
β(x0), β(x0 + h)

]
takové, že∫ β(x0+h)

β(x0)

g(x0 + h, ξ) dξ = g(x0 + h, ξh)
(
β(x0 + h)− β(x0)

)
,

a tedy plat́ı

I = lim
h→0

g(x0 + h, ξh)
β(x0 + h)− β(x0)

h
= g
(
x0, β(x0)

)
β′(x0),

d́ıky spojitosti funkce g a existenci derivace funkce β v bodě x0.
Dále se zaměřme na výraz II. Povšimněme si, že meze integrál̊u v tomto výrazu

jsou pevné. Dı́ky tomu, spolu s předpokladem spojitosti funkćı g a ∂g
∂x

na množině
Ω, můžeme použ́ıt větu o záměně derivace a integrálu [4, str. 254], č́ımž dostaneme

II =
d

dx

∫ β(x0)

α

g(x0, ξ) dξ =

∫ β(x0)

α

∂g

∂x
(x0, ξ) dξ.

Pro krajńı body intervalu [a, b] můžeme celý postup zopakovat, jen je potřeba
vhodně uvažovat jednostranné limity.

Zbývá si uvědomit, že d́ıky libovolnosti volby x0 můžeme přeznačit x0 na x,
č́ımž dostaneme tvrzeńı věty.

D̊ukaz věty 2.2. Důkaz této věty provedeme př́ımým výpočtem. Pǐsme

y(x) =

∫ x

a

G(x, ξ)f(ξ) dξ +

∫ b

x

G(x, ξ)f(ξ) dξ.

2Bez újmy na obecnosti předpokládejme β(x0 + h) ≥ β(x0).
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Plat́ı, že F (x, ξ) = G(x, ξ)f(ξ), ∂F
∂x

(x, ξ) = ∂G
∂x

(x, ξ)f(ξ) jsou funkce spojité

(resp. spojitě dodefinovatelné) na kompaktńıch trojúhelńıćıch ∆1 =
{

[x, y] ∈
R2, x ∈ [a, b], y ∈ [a, x]

}
a ∆2 =

{
[x, y] ∈ R2, x ∈ [a, b], y ∈ [x, b]

}
podle

předpokladu (i) z definice Greenovy funkce. Dı́ky tomu můžeme použ́ıt větu 2.3
k derivaci funkce y. Potom

y′(x) = G(x, x−)f(x) +

∫ x

a

∂G

∂x
(x, ξ)f(ξ) dξ

−G(x, x+)f(x) +

∫ b

x

∂G

∂x
(x, ξ)f(ξ) dξ

=

∫ b

a

∂G

∂x
(x, ξ)f(ξ) dξ + f(x)

[
G(x, x−)−G(x, x+)

]

V př́ıpadě, že n = 1, je člen v hranaté závorce roven 1
p1(x)

d́ıky předpoklad̊um

(i) a (ii) z definice Greenovy funkce. V př́ıpadě, že n ≥ 2 je ze stejného d̊uvodu
člen v hranaté závorce roven nule a s derivováńım můžeme obdobně pokračovat.
Pro k = 1, . . . , n− 1 potom dostáváme

y(k)(x) =

∫ b

a

∂kG

∂xk
(x, ξ)f(ξ) dξ

a pro n-tou derivaci y plat́ı

y(n)(x) =

∫ b

a

∂nG

∂xn
(x, ξ)f(ξ) dξ + f(x)

[
∂n−1G

∂xn
(x, x−)− ∂n−1G

∂xn
(x, x+)

]
=

∫ b

a

∂nG

∂xn
(x, ξ)f(ξ) dξ +

f(x)

pn(x)
.

Po dosazeńı do l potom dostáváme

l(y)(x) = pn(x)
dn

dxn

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ) dξ + . . .+ p0(x)

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ) dξ

=

∫ b

a

l
(
G(x, ξ)

)︸ ︷︷ ︸
0 s.v.

f(ξ) dξ + pn(x)
f(x)

pn(x)
= f(x).

Zbývá ověřit, že y splňuje okrajové podmı́nky. Volme j ∈ {1, . . . , n}. Dosa-
zeńım zjist́ıme, že plat́ı

Φj(y) =
n∑
k=1

αjk
∂k−1

∂xk−1

∫ b

a

G(a, ξ)f(ξ) dξ + βjk
∂k−1

∂xk−1

∫ b

a

G(b, ξ)f(ξ) dξ

=

∫ b

a

f(ξ)

[
n∑
k=1

αjk
∂k−1G

∂xk−1
(a, ξ) + βjk

∂k−1G

∂xk−1
(b, ξ)

]
dξ

=

∫ b

a

f(ξ)Φj

(
G(·, ξ)

)
dξ = 0,

což jsme chtěli.
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2.2 Existence Greenovy funkce

Z předchoźı části plyne, že Greenova funkce má prakticky využitelné vlastnosti.
Neńı však v̊ubec zřejmé, zda v̊ubec existuje. Pokud ano, tak jak lze takovou funkci
pro zadaný operátor a okrajové podmı́nky nalézt. V př́ıpadě, že bychom ji měli,
má smysl zabývat se otázkou, zda takových funkćı neńı v́ıce.

Právě problémem existence a jednoznačnosti Greenovy funkce se budeme
zabývat v této podkapitole.

Označme H =
{
y ∈ Cn([a, b]),Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n

}
množinu funkćı

splňuj́ıćıch okrajové podmı́nky. Zřejmě plat́ı, že H je lineárńı podprostor pro-
storu Cn([a, b]).

Definujeme-li operátor L jako restrikci l na H, potom se úloha s homogenńımi
okrajovými podmı́nkami redukuje na operátorový problém

Ly = f. (2.4)

Necht’ L je prosté zobrazeńı. Kdyby Greenova funkce existovala, znamenalo
by to d́ıky větě 2.2, že L je i zobrazeńı na C([a, b]) a tedy bychom měli zaručenu
existenci inverzńıho operátoru L−1 definovaného na celém C([a, b]). Operátor L−1

by nav́ıc byl zřejmým zp̊usobem reprezentován právě Greenovou funkćı, která by
pak nutně (ne zcela triviálně) musela být jednoznačná. Tato úvaha je precizována
větou 2.5, ke které se záhy dostaneme.

Než tomu tak bude, uvažme fundamentálńı systém {y1, y2, . . . , yn} rovnice
l(y) = 0. Ten existuje a každé yk je definováno na celém intervalu (a, b) [1, str.
193]. Definujme matici

M =
(
Φj(yk)

)n
j,k=1

=


Φ1(y1) Φ1(y2) . . . Φ1(yn)
Φ2(y1) Φ2(y2) . . . Φ2(yn)

...
...

. . .
...

Φn(y1) Φn(y2) . . . Φn(yn)

 (2.5)

a obdobně matice

Ma =
(
Φa
j (yk)

)n
j,k=1

, Mb =
(
Φb
j(yk)

)n
j,k=1

, (2.6)

kde

Φa
j (y) =

n∑
l=1

[
αjky

(k−1)(a)
]
, Φb

j(y) =
n∑
l=1

[
βjky

(k−1)(b)
]
, (2.7)

jsou
”
části“ funkcionál̊u Φj, p̊usob́ıćı vždy na jedné ze stran daného intervalu.

Zřejmě plat́ı

Φj = Φa
j + Φb

j, j = 1, . . . , n. (2.8)

Výše uvedené matice nejsou zřejmě definovány jednoznačně – zálež́ı na volbě
fundamentálńıho systému.

Uvědomme si však, že jsou definovány korektně, máme-li pevně zvolený fun-
damentálńı systém. Tento fakt plyne ze spojitosti funkćı p1, . . . , pn na uzavřeném
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intervalu [a, b], d́ıky čemuž můžeme tyto funkce spojitě rozš́ı̌rit na otevřený in-
terval (a− δ, b+ δ) pro nějaké δ > 0. Každé řešeńı rovnice l(y) = 0 je pak možné
prodloužit na celý tento interval [1, str. 193]. Proto jsou všechny hodnoty matice
M (resp. Ma,Mb) nutně konečná reálná č́ısla.

Následuj́ıćı lemma dává do kontextu matici M a úvahu ze začátku této pod-
kapitoly.

Lemma 2.4. Necht’ l, L,M,Φj, j = 1, . . . , n jsou jako v předchoźım textu. Potom
následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) matice M je regulárńı pro každý fundamentálńı systém rovnice l(y) = 0,
(ii) úloha l(y) = 0,Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n má pouze triviálńı řešeńı,
(iii) kerL = {0}, tj. operátor L je prostý,
(iv) 0 /∈ σp(L), kde σp(L) znač́ı bodové spektrum operátoru L.

D̊ukaz. (ii) ⇒ (i) Necht’ {y1, . . . , yn} je fundamentálńı systém rovnice. Podle
předpokladu neexistuje 0 6= y splňuj́ıćı homogenńı okrajové podmı́nky takové,

že l(y) = 0. Neboli – když zvoĺıme libovolné 0 6= ~γ =
(
γ1, . . . , γn

)T ∈ Rn a
definujeme funkci

y =
n∑
k=1

γkyk,

tak existuje j ∈ {1, . . . , n} takové, že Φj(y) 6= 0. Dále d́ıky linearitě funkcionálu
Φj můžeme psát

0 6= Φj(y) = Φj

(
n∑
k=1

γkyk

)
=

n∑
k=1

γkΦj(yk).

A odtud dostáváme

M~γ 6= 0,

pro každé nenulové ~γ. Tedy matice M je nutně regulárńı.
(i) ⇒ (ii) Necht’ y řeš́ı l(y) = 0,Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n a {y1, . . . , yn} je nějaký
fundamentálńı systém l(y) = 0. Funkci y potom můžeme zapsat ve tvaru

y =
n∑
k=1

γkyk,

kde, ~γ = (γ1, . . . , γn)T ∈ Rn. Máme tedy

0 = Φj(y) =
n∑
k=1

γkΦj(yk),

neboli

M~γ = 0.

Podle předpokladu je ale M regulárńı a tedy ~γ = 0.
(ii) ⇔ (iii), (ii) ⇔ (iv) Zřejmé.
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Věta 2.5 (Existence a jednoznačnost Greenovy funkce). Necht’ l,Φj, j = 1, . . . , n,
L jsou jako v předchoźım textu a plat́ı kerL = {0}. Potom existuje právě jed-
na Greenova funkce př́ıslušná operátoru l a homogenńım okrajovým podmı́nkám
Φj, j = 1, . . . , n.

D̊ukaz. Necht’ {y1, . . . , yn} je fundamentálńı systém rovnice l(y) = 0. Definujme
funkci

G(x, ξ) =

{∑n
k=1 uk(ξ)yk(x), x < ξ,∑n
k=1 vk(ξ)yk(x), x > ξ,

(2.9)

pro nějaká uk(ξ), vk(ξ), k = 1, . . . , n, která dopoč́ıtáme později. Takto definovaná
funkce zřejmě splňuje požadavek (iii) z definice 2.1.

Pro splněńı požadavku (ii) muśı platit pro každé ξ ∈ (a, b)

lim
x→ξ+

n∑
k=1

vk(ξ)y
(q)
k (x)− lim

x→ξ−

n∑
k=1

uk(ξ)y
(q)
k (x) =

=
n∑
k=1

[
vk(ξ)− uk(ξ)

]
y
(q)
k (ξ) =

{
0, q = 0, 1, . . . , n− 2,

1
pn(ξ)

, q = n− 1,
(2.10)

kde jsme využili toho, že yk maj́ı spojité derivace až do řádu n.
Označme wk(ξ) = vk(ξ) − uk(ξ). Potom (2.10) můžeme zapsat v maticovém

tvaru

W(ξ)~w(ξ) =


y1(ξ) y2(ξ) . . . yn(ξ)
y′1(ξ) y′2(ξ) . . . y′n(ξ)

...
...

. . .
...

y
(n−1)
1 (ξ) y

(n−1)
2 (ξ) . . . y

(n−1)
n (ξ)



w1(ξ)
w2(ξ)

...
wn(ξ)

 =


0
...
0
1

pn(ξ)

 .

Matice W je Wronského matićı funkćı y1, . . . , yn a d́ıky jejich lineárńı nezávislosti
plat́ı, že det W(ξ) 6= 0 pro každé ξ ∈ (a, b) [1, str. 194]. Dı́ky tomu je vektor

~w(ξ) =
(
w1(ξ), . . . , wn(ξ)

)T
určen jednoznačně pro každé ξ.

Dále z podmı́nky (iv), muśı pro každé j = 1, . . . , n a každé ξ ∈ (a, b) platit

0 = Φj

(
G(·, ξ)

)
=

n∑
k=1

[
uk(ξ)Φ

a
j (yk) + vk(ξ)Φ

b
j(yk)

]
,

což můžeme přepsat do tvaru

0 = Ma~u(ξ) + Mb~v(ξ), (2.11)

kde ~u(ξ) =
(
u1(ξ), . . . , un(ξ)

)T
, ~v(ξ) =

(
v1(ξ), . . . , vn(ξ)

)T
.

Dále poč́ıtejme

0 = Ma
(
~v(ξ)− ~w(ξ)

)
+ Mb~v(ξ) = −Ma ~w(ξ) + M~v(ξ), resp. (2.12)

0 = Ma~u(ξ) + M
(
~u(ξ) + ~v(ξ)

)
= Mb ~w(ξ) + M~u(ξ). (2.13)

Podle lemmatu 2.4 máme, že matice M je regulárńı a tedy dostáváme jednoznačně
určené

~v(ξ) = M−1Ma ~w(ξ), resp. (2.14)

~u(ξ) = −M−1Mb ~w(ξ). (2.15)
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Odtud také plyne, že funkce ~u,~v jsou spojité na intervalu (a, b). Je tomu tak,
protože

~w(ξ) = W−1(ξ)
(
0, . . . , 0, p−1n (ξ)

)T
, (2.16)

přičemž matice W sestává z funkćı spojitých na intervalu (a, b), inverze matice je
spojitá a p−1n je rovněž spojitá na (a, b), d́ıky nenulovosti a spojitosti pn.

Pro dokončeńı konstrukce a t́ım i d̊ukazu existence Greenovy funkce zbývá
ověřit, že výsledná funkce splňuje podmı́nku (i). Zde použijeme stejný argument
jako když jsme si uvědomovali korektnost matic M na straně 13. Dı́ky tomu
existuj́ı limity

lim
ξ→a+

W(ξ), resp. lim
ξ→b−

W(ξ),

a tedy i limity

lim
ξ→a+

~u(ξ), resp. lim
ξ→b−

~v(ξ).

Pro d̊ukaz jednoznačnosti předpokládejme, že G1 a G2 jsou Greenovy funkce
př́ıslušné dané úloze. Volme f ∈ C([a, b]). Potom podle věty 2.2 dostáváme, že
funkce

y1(x) =

∫ b

a

G1(x, ξ)f(ξ) dξ, x ∈ [a, b] (2.17)

y2(x) =

∫ b

a

G2(x, ξ)f(ξ) dξ, x ∈ [a, b] (2.18)

řeš́ı úlohu L(y) = f . Pro jejich rozd́ıl z = y1 − y2 plat́ı

L(z) = L(y1 − y2) = L(y1)− L(y2) = f − f = 0. (2.19)

Z bodu (ii) lemmatu 2.4 tak dostáváme, že z je nutně nulová funkce, tedy

0 = y1(x)− y2(x) =

∫ b

a

[
G1(x, ξ)−G2(x, ξ)

]
f(ξ) dξ, x ∈ [a, b]. (2.20)

Rovnost výše plat́ı pro libovolnou spojitou funkci f . Neńı těžké si rozmyslet, že
člen v hranaté závorce je proto nutně roven nule skoro všude. Nicméně G1, G2

jsou spojité na svých definičńıch oborech a tedy na nich plat́ı G1 = G2.

Poznámka 2.6. Uvědomme si, že v předchoźım d̊ukazu jsme podmı́nku (i) pou-
ze ověřili pro již zkonstruovanou funkci. Ke konstrukci jsme ji tedy př́ımo ne-
potřebovali. Z tohoto d̊uvodu by bylo možné tento bod v definici zjednodušit a
psát pouze

(i)* Definičńı obor Greenovy funkce je [a, b]2 pro n ≥ 2 a ∆1 ∪∆2 pro n = 1,

č́ımž by se nám ale zkomplikoval d̊ukaz věty 2.2, poněvadž v něm poč́ıtáme limitu
z jiného směru, než je v bodě (ii) definováno a bylo by třeba ukázat, že tyto limity
jsou shodné.
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Poznámka 2.7. Ukažme nezávislost na volbě fundamentálńıho systému. Necht’

~y1 = (y1, . . . , yn)T a ~̃y = (ỹ1, . . . , ỹn)T jsou fundamentálńı systémy. Zřejmě může-
me psát ỹk =

∑n
j=1 γkjyj, k = 1, . . . , n, neboli

ỹ1
ỹ2
...
ỹn

 =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γn1 γn2 . . . γnn



y1
y2
...
yn

 .

Označme matici výše jako Γ. Ta je nutně regulárńı, jinak by množina funkćı
{ỹ1, . . . , ỹn} byla lineárně závislá, tud́ıž by to nebyla báze prostoru řešeńı. Je
snadné si rozmyslet, že

M̃ = MΓT , M̃a = MaΓT , M̃b = MbΓT , W̃ = WΓT .

Z předcházej́ıćıho d̊ukazu dostáváme

~̃u(ξ) = −M̃−1M̃b ~̃w(ξ) = −Γ−TM−1MbW−1(ξ)~p(ξ), resp.

~̃v(ξ) = M̃−1M̃a ~̃w(ξ) = Γ−TM−1MaW−1(ξ)~p(ξ),

kde ~p(ξ) =
(
0, . . . , 0, p−1n (ξ)

)T
.

Dostáváme tedy

G̃(x, ξ) =

{∑n
j,k=1 ũk(ξ)γkjyj(x) = ~y.ΓT ~̃u = ~y.~u, x < ξ∑n
j,k=1 ṽk(ξ)γkjyj(x) = ~y.ΓT ~̃v = ~y.~v, x > ξ

}
= G(x, ξ),

kde operace
”
.“ znač́ı formálńı skalárńı součin.

Poznámka 2.8. Rozmysleme si ještě, co by nastalo v př́ıpadě, kdybychom v před-
choźı větě uvažovali netriviálńı jádro. Celý d̊ukaz bychom mohli sledovat až k rov-
nostem (2.12) a (2.13). Matice M by zde však nebyla invertovatelná. Nicméně to
ještě nevylučuje existenci funkćı ~u, ~v takových, že tuto rovnost splňuj́ı. V něk-
terých př́ıpadech by se nám mohlo povést takové funkce nalézt a t́ım dostat
Greenovu funkci. Ta by však nebyla jednoznačná. A samozřejmě by t́ım pádem
nebylo jednoznačné ani řešeńı — vždy bychom k němu mohli přič́ıst nějaký prvek
jádra.
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3. Úloha s nehomogenńımi
okrajovými podmı́nkami

3.1 Existence řešeńı

V této části využijeme linearity diferenciálńıho operátoru a okrajových podmı́nek
a úlohu (1.3) s okrajovými podmı́nkami (1.5) rozděĺıme na dvě podúlohy, a to na

(a) nehomogenńı rovnici s homogenńı okrajovými podmı́nkami

l(y) = f,

Φj(y) = 0, j = 1, . . . , n,

(b) homogenńı rovnici s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami

l(y) = 0,

Φj(y) = ϕj, j = 1, . . . , n.

Podař́ı-li se nám naj́ıt řešeńı ya úlohy (a) a řešeńı yb úlohy (b), tak potom pro
jejich součet dostaneme

l(ya + yb) = l(ya) + l(yb) = 0 + f = f,

Φj(ya + yb) = Φj(ya) + Φj(yb) = 0 + ϕj = ϕj, j = 1, . . . , n.

Úloze (a) jsme se věnovali v předchoźı kapitole, zbývá se tedy podrobněji pod́ıvat
na problém (b).

Vı́me, že všechna řešeńı rovnice l(y) = 0 tvoř́ı n-dimenzionálńı lineárńı pod-
prostor prostoru Cn([a, b]). Necht’ tedy {y1, . . . , yn} je fundamentálńı systém.
Obecné řešeńı rovnice pak můžeme psát jako lineárńı kombinaci prvk̊u funda-
mentálńıho systému, tedy ve tvaru

y =
n∑
l=1

ψlyl, (3.1)

kde (ψ1, ..., ψn) ∈ Rn. Dosazeńım funkce y do okrajových podmı́nek dostaneme

Φj(y) =
n∑
k=1

αjk( n∑
l=1

ψlyl

)(k−1)

(a) + βjk

(
n∑
l=1

ψlyl

)(k−1)

(b)


=

n∑
l=1

n∑
k=1

[
αjky

(k−1)
l (a) + βjky

(k−1)
l (b)

]
ψl = ϕj,

neboli – zapsáno maticově –

~Φ(y) =
(
AW(a) + BW(b)

)
~ψ = ~ϕ, (3.2)
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kde

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
αn1 αn2 . . . αnn

 , B =


β11 β12 . . . β1n
β21 β22 . . . β2n
...

...
. . .

...
βn1 βn2 . . . βnn


a matice W(a),W(b) ∈ Rn×n jsou Wronského maticemi v bodech a a b, č́ımž
mysĺıme limity

W(a) = lim
x→a+

W (x), W(b) = lim
x→b−

W (x),

které, jak jsme si ujasnili na konci d̊ukazu věty 2.5, existuj́ı. Rovnici (3.2) zřejmě
můžeme přepsat do tvaru

~Φ(y) = (Ma + Mb)~ψ = M~ψ = ~ϕ. (3.3)

Následuj́ıćı věta shrnuje na základě předcházej́ıćıch úvah tvar řešeńı pro úlohu
s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami.

Věta 3.1 (Řeseńı úlohy s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami). Necht’ l,
Φj, j = 1, . . . , n jsou jako v předchoźım. Dále bud’ ~y = (y1, . . . , yn) fundamentálńı
systém rovnice l(y) = 0. Necht’ matice M z předpisu (2.5) je regulárńı. Potom pro
každé f ∈ C([a, b]) a každé ~ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)T ∈ Rn existuje právě jedno řešeńı
úlohy

l(y) = f

Φj(y) = ϕj, j = 1, . . . , n,

a to je tvaru

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ) dξ +
n∑
k=1

ψkyk(x), (3.4)

kde ~ψ = (ψ1, . . . , ψn)T = M−1~ϕ.

D̊ukaz. Plyne z lemmatu 2.4, vět 2.2, 2.5 a předchoźıho pozorováńı.

Př́ıklad 3.2. Necht’ a, b ∈ R a f ∈ C([0, π
2
]). Uvažujme diferenciálńı rovnici a

okrajové podmı́nky

y′′(x) + y(x) = f(x), (3.5)

Φ1(y) = y(0) = a, (3.6)

Φ2(y) = y(π
2
) = b (3.7)

a řešme tento problém metodou Greenovy funkce.
Snadno zjist́ıme, že kořeny charakteristického polynomu rovnice y′′ + y = 0

jsou ±i a tedy fundamentálńı systém tvoř́ı např́ıklad funkce y1 = cosx, y2 = sinx.
Wronského matice funkćı fundamentálńıho systému tedy je

W(ξ) =

(
cos ξ sin ξ
− sin ξ cos ξ

)
. (3.8)
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Obrázek 3.1: Greenova funkce

Zřejmě dále plat́ı Φ1 = Φa
1,Φ2 = Φb

2, a tedy máme

Ma =

(
1 0
0 0

)
, Mb =

(
0 0
0 1

)
, M =

(
1 0
0 1

)
. (3.9)

Matice M je regulárńı. Z věty 3.1 proto plyne existence právě jednoho řešeńı pro
tuto úlohu.

Podle vzorc̊u (2.14), (2.15) a (2.16) z d̊ukazu věty 2.5 máme

~u(ξ) = −
(

1 0
0 1

)(
0 0
0 1

)(
cos ξ − sin ξ
sin ξ cos ξ

)(
0
1

)
=

(
0

− cos ξ

)
, (3.10)

~v(ξ) =

(
1 0
0 1

)(
1 0
0 0

)(
cos ξ − sin ξ
sin ξ cos ξ

)(
0
1

)
=

(
− sin ξ

0

)
, (3.11)

a Greenova funkce má tedy podle vzorce (2.9) tvar

G(x, ξ) =

{
− sinx cos ξ, x ≤ ξ,

− cosx sin ξ, x ≥ ξ.
(3.12)

Po dosazeńı do (2.1) dostáváme řešeńı úlohy1 (a) ve tvaru

ya(x) =

∫ π
2

0

G(x, ξ)ft(ξ) dξ

= − cosx

∫ x

0

f(ξ) sin ξdξ − sinx

∫ π
2

x

f(ξ) cos ξdξ.

(3.13)

1S využit́ım označeńı podúloh ze začátku této kapitoly.
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Pro vyřešeńı úlohy (b) s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami pak stač́ı
spoč́ıtat

~ψ = M−1
(
a
b

)
=

(
a
b

)
.

Máme tedy

yb(x) = a cosx+ b sinx. (3.14)

Celkovým řešeńım úlohy (3.5) - (3.7) je součet funkćı ya a yb, tedy funkce

y(x) = cos x

(
a−

∫ x

0

f(ξ) sin ξdξ

)
+ sinx

(
b−

∫ π
2

x

f(ξ) cos ξdξ

)
. (3.15)

Př́ıklad 3.3. Necht’ t ∈ R. Uvažujme úlohu

y′′(x) + y(x) = tx, (3.16)

Φ1(y) = y(0) = 1, (3.17)

Φ2(y) = y(π
2
) = 1. (3.18)

Podle předchoźıho př́ıkladu má tato úloha jednoznačné řešeńı, které je definováno
výrazem (3.15). Po dosazeńı dostáváme

yt(x) = cos x

(
1− t

∫ x

0

ξ sin ξ dξ

)
+ sinx

(
1− t

∫ π
2

x

ξ cos ξ dξ

)
= cosx+ sinx+ tx− π

2
t sinx.

(3.19)

Na obrázku 3.2 jsou znázorněna řešeńı pro vybrané hodnoty parametru t.

Př́ıklad 3.4. Necht’ f ∈ C([0, π]) a úloha je zadaná jako (3.5) - (3.7), s rozd́ılem,
že Φ2 p̊usob́ı v bodě π, tj. Φ2(y) = y(π). T́ım se nám změńı matice M,Ma,Mb.
Máme tak

Ma =

(
1 0
0 0

)
, Mb =

(
0 0
−1 0

)
, M =

(
1 0
−1 0

)
. (3.20)

Matice M zde neńı regulárńı. Proto v př́ıpadě, že řešeńı úlohy existuje, neńı
jednoznačné. Mohli bychom k němu přič́ıst libovolný násobek funkce sinx, která
řeš́ı homogenńı rovnici a zároveň splňuje homogenńı okrajové podmı́nky.

Ve smyslu poznámky 2.8 řešme rovnici(
1 0
−1 0

)(
u1(ξ)
u2(ξ)

)
= −

(
0 0
−1 0

)(
cos ξ − sin ξ
sin ξ cos ξ

)(
0
1

)
(3.21)

Ta však snadnou úpravou vede na rovnost

0 = u1(ξ) = sin ξ, ξ ∈ [0, π], (3.22)

která ale zřejmě neńı splněna. Proto se nám takto Greenovu funkci spoč́ıtat ne-
podař́ı.
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Obrázek 3.2: Řešeńı úlohy (3.16) - (3.18) pro vybrané hodnoty parametru t.

Dále, vezměme např́ıklad f(x) = ex. Obecné řešeńı rovnice (3.5) na intervalu
(0, π) s touto pravou stranou má tvar

y(x) =
1

2
ex + A cosx+B sinx, (3.23)

kde A,B ∈ R. Dosazeńım do okrajových podmı́nek dostáváme

Φ1(y) =
1

2
+ A, (3.24)

Φ2(y) =
1

2
eπ − A. (3.25)

Tyto výrazy ovšem nemohou být současně rovny nule. Odtud plyne, že Greenova
funkce pro tuto úlohu neexistuje, jelikož bychom dostali spor s větou 2.2.

3.2 Spojitá závislost řešeńı na datech

Daty úlohy budeme rozumět funkci f ∈ C([a, b]) a vektor ~ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)T ∈ Rn.
To znamená, že zadáńı, tj. operátor l a funkcionály Φj, j = 1, . . . , n, budeme
uvažovat pevné.

Definujme množinu B = C([a, b]) × Rn. B je zřejmě lineárńım prostorem, na
kterém zavedeme normu

‖ · ‖B : B → R
(f, ~ϕ) 7→ max

{
‖f‖sup, ‖~ϕ‖max

}
.

(3.26)

Je snadné ověřit, že ‖ · ‖B je skutečně norma. Spojitá závislost na datech je pak
d̊usledkem věty 3.1.
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Skutečně, jsou-li (f1, ~ϕ1), (f2, ~ϕ2) ∈ B dvě sady dat a z1, z2 odpov́ıdaj́ıćı řešeńı,
pak

‖z1 − z2‖sup = sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣∣
∫ b

a

G(x, ξ)f1(ξ) dξ +
n∑
k=1

ψ1,kyk(x)

−
∫ b

a

G(x, ξ)f2(ξ) dξ −
n∑
k=1

ψ2,kyk(x)

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈[a,b]

∣∣∣∣∫ b

a

G(x, ξ)
[
f1(ξ)− f2(ξ)

]
dξ

∣∣∣∣
+ sup

x∈[a,b]

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

[
ψ1,k − ψ2,k

]
yk(x)

∣∣∣∣∣
≤ K1

∥∥f1 − f2∥∥sup +K2

∥∥~ϕ1 − ~ϕ2

∥∥
max

≤ (K1 +K2)
∥∥(f1, ~ϕ1)− (f2, ~ϕ2)

∥∥
B
,

(3.27)

kde K1, K2 ∈ R jsou kladné konstanty takové, že

K1 ≥
∥∥G∥∥

sup
|b− a|,

K2 ≥ nmax
k≤n

∥∥yk∥∥sup∥∥M−1
∥∥
L(Rn).
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Závěr

Na předcházej́ıćıch stránkách jsme demonstrovali využit́ı Greenových funkćı při
řešeńı jistého typu okrajových úloh pro obyčejné lineárńı diferenciálńı rovnice.
Při tom jsme, mimo jiné, dokázali, za relativně slabých předpoklad̊u, existenci a
jednoznačnost řešeńı pro tyto úlohy. Nicméně v prezentovaném postupu je skryta
jistá nemalá nepř́ıjemnost.

Vzpomeňme si např́ıklad na d̊ukaz věty 2.5. Ten nám v podstatě dává př́ımý
návod, jak pro zadaný problém

”
vyrobit“ Greenovu funkci. Hned v prvńım kroku

ale uvažujeme fundamentálńı systém rovnice l(y) = 0, o kterém ale v́ıme pou-
ze to, že existuje. Obecně však pro n ≥ 2 neexistuje algoritmus, kterým bychom
fundamentálńı systém dokázali nalézt. Výjimku tvoř́ı např́ıklad př́ıpad, kdy funk-
ce p1, . . . , pn jsou konstantńı na zadaném intervalu. V tomto př́ıpadě algoritmus
pro nalezeńı fundamentálńıho systému máme, nicméně ani tady se to neobejde
bez komplikaćı — je potřeba spoč́ıtat kořeny charakteristického polynomu homo-
genńı diferenciálńı rovnice l(y) = 0, což je ovšem obecně pro rovnice vyšš́ıch řád̊u
problematické.

T́ımto nedostatkem použitelnost metody značně klesá. Na druhou stranu v př́ı-
padě, že k dané homogenńı rovnici fundamentálńı systém máme a pravá strana je

”
rozumná“, dostáváme do ruk elegantńı, př́ımočarý nástroj pro řešeńı okrajových

úloh. Zejména tehdy, potřebujeme-li řešeńı spoč́ıtat pro v́ıce pravých stran, což
rozhodně neńı neobvyklé.
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