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nicou s okrajovou a pociatoénou podmienkou. Specidlnu pozornot venujeme silno
spojitym semigrupam na Banachovom priestore. Za tymto ticelom uvedieme po-
jem homogénneho a nehomogénneho Cauchyovho problému a rieSime dany popu-
lacny model v tejto abstraktnej formulacii. Spravanie systému riesime na zéklade
vlastnosti spektralnej a rezolventnej mnoziny. Obecne otdzku kontrolovatelnosti
obmedzime na otdzku uniformnej exponenciélnej stability a stabilizovatelnosti.
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Abstract: The aim of this work is to look into the theory of linear systems via
population model represented by partial differential equations with boundary and
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and inhomogeneous Cauchy problem is introduced and we solve our model in
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Vyznam

mnozina realnych cisel

mnozina komplexnych ¢isel

trieda spojitych funkcii z [0, ¢] do X
mnozina prirodzenych ¢isel

realna cast ¢isla

imagindrna cast ¢isla

trieda Lebesguevsky meratelnych funkcii s
hodnotami v C a s f: |fIP dt < oo

trieda Lebesguevsky meratelnych funkcii s
hodnotami v X a's [, |f|" dt < oo
Sobolevov priestor radu (1, p) Bochnerovsky
p-integrovatelnych funkcif

priestor absolitne spojitych funkcii
ohranic¢ené linearne operatory z X do X
p(A), rezolventa mnoziny A

o(A), spektrum mnoziny A

wo(A), spektralny rast mnoziny A

B x g, konvolucia B s ¢

f, Laplaceova transformécia f

|||, norma z

Rng(A), obor hodnot A

Ker(T), jadro T

rk(A), rank A

D(A), definiény obor A

D(A), uzaver D(A)

Xt @ X, direktny sicet X a X~



V tedrii systémov uvazujeme modely, ktoré su v kontakte s prostredim ako na
obréazku:

u Yy

+ P %

kde P oznacuje studovany model, ktory reaguje na vstupné signaly u a pozo-
rujeme vystup y. Funkcia u sa taktiez nazyva kontrola. Teda prostrednictvom wu
moéZzme ovplyviiovat systém a pozorovat vystup y vopred urceny. Obecne tilohou
kontroly je ndjst vstup u, tak aby vystup y mal Ziadané hodnoty. Nie vidy sa
d4 u explicitne vyratat, preto sa zavadza pojem uzavretého systému ako systému
zpétnej vazby:

kde P znaci systém, ktory kontrolujeme, C' je kontrola. Predpokladame, ze
vstupné a vystupné signaly v uzloch su rovnaké.

Teéria kontroly je oblast na rozhrani matematiky, fyziky a inych oblast{ s
cielom popisat chovanie a kontrolovatelnost daného systému. Existuju teda i
rozne sposoby modelovania systémov. My sa budeme zaoberat abstraktnou for-
mulaciou typu:

%2U) — Az (t) + Bu(t), t >0,
x(0) = g

na komplexnom Banachovom priestore. V nasom pripade, daného popula¢ného
modela, budeme riesit nekonecnedimenziondlny systém. V redlnom pripade sa
populdcia sprava nelinedrne. Existuje vela autorov zameranych na tiito proble-
matiku. My si vSak predstavime linedrnu zavislost.

Pri danej tilohe parcidlnej diferencidlnej rovnice, ktord budeme riesit, sa ndm
v jednotlivych kapitolach vyskytne niekolko otézok, ktoré bude treba zodpovedat
ako napriklad vhodnd volba priestoru a podobne.



Prva cast tejto prace sa zameriava na zadefinovanie dolezitych pojmov z tedrie
semigrup a vlastnosti linedrnych operatorov.

V druhej c¢asti si predstavime populacny model v tvare parcialnej diferen-
cialnej rovnice s okrajovou a pociatoénou podmienkou, s ktorym nadalej bude-
me pracovat. Ukdzeme si jeho analytické rieSenie pomocou metody charakteris-
tik, prevedieme si tuto parcialnu diferencidlnu rovnicu na abstraktny Cauchyov
problém, kde definujeme linearny operdtor A, popiSeme spravanie rezolventnej
mnoziny p(A) a nakoniec ukdzeme, ze A generuje silno spojitd semigrupu S.

V tretej casti, za urcitych predpokladov rieSime otazku exponencialnej stabi-
lity semigrupy S a v pripade, Ze tieto predpoklady nebudi splnené budeme riesit
otdzku exponenciélnej stabilizovatelnosti.



1. Semigrupy

Obecne dynamicky systém je zobrazenie S(t), ¢ > 0 na mnozine X spliujice:

S(t+s)=S5(t)S(s), vt, s >0
S)=1

a S je zobrazenie popisujice zmenu stavu z € X v ¢ase 0 do stavu S(t)x
v case t. V linedrnom kontexte, stavovy priestor X je vektorovy priestor, S je
linedrny operator na X a nazyvame ho operatorom semigrupy.

Avsak, v mnohych pripadoch je tazké alebo az nemozné ziskat hodnotu S(t), ¢ >
0. Tento problém riesi pochopenie infinitezimalnych zmien v nejakom danom case.

Definicia 1. Nech X je Banachov priestor. Funkcia S : t — £(X), kde t €
[0,00), ktora splnia ndsledujice vlastnosti:

S(t+s)=S(t)S(s) pret,s >0
S0)=1
|S(t)z—z||y =0pret —0;, Ve € X

sa nazyva silno spojitd semigrupa (Coy semigrupa).

Definicia 2. Nech S je Cy semigrupa. Linedrny operator A definovany ako:

o1
Ax:tl_lgori;(S(t)—I)x

(. J
~~

+
- 5(t)e|1—0

ak limita existuje v X a S spl/ﬁa vlastnosti z predchodzej definicie a pre defi-
niény obor D(A) plati:

D (A) = {x cX: limt_,oer}

t
sa nazyva infinitezimdlnym generdtorom Cy semigrupy S.

Veta 1. Nech S je silno spojitd semigrupa na Banachovom priestore X s infini-
tezimdlnym generdatorom A. Potom plati:

e prex e D(A),S(t)xre D(A), Vt >0
o 2(S(t)x)=AS(t)x =S5 (t) Az, prex € D(A), t >0

S(t)m—x:/OtS(s)Axds, pre x € D (A)

/tS(s)deED(A) aA/tS(S)ZEdS:S(t):E—l', Ve e X

o A je uzavrety linedrny operdtor



e D(A) jehustyvX a().—,D(A") je husty v X

Dékaz. Dokaz ndjdeme v knihe [1].
[

Integraly v predchodzej vete si v Bochnerovom zmysle (viz [1] strana 622).

Veta 2. Pre kazdu Cy semigrupu S existuji konstanty M >0 aw € R, také Ze:
IS < Me*', t > 0.

Dékaz. Dokaz sa nachadza v knihe [2] strana 40.
[

Veta 3. Nech S(t) je silno spojitd semigrupa s infinitezimdlnym generdtorom A.
Ak pre wo(A) == infi=o(log [|S(®)]]), R > wo(A) potom X € p(A) a Vo € X
plati:

o

a) N — A)lx = / e MS(t)x dt

0
a I = )7 < s

b) limy yoo AN — A) Tz =2, Vz e X, N eR

Dokaz. Ddkaz mozme najst v knihe [1], strana 24.

1.1 Abstraktny Cauchy problém

Standardnd situdcia, pri ktorej operdtor semigrupy prirodzene vznikd sa nazjva
abstraktny Cauchy problém. Nech X je Banachov priestor a A : D (A) C X —
X je linedrny operator. Mame dané zy € X. Abstraktny homogénny Cauchyov
problém pozostava z ndjdenia riesenia x(t) pre linedrny operator A s poc¢iatotnou
podmienkou zy pre problém:

oz (t)
ot

= Ax(t), pret >0 (1.1)

z (0) = xg
kde rieSenfm rozumieme funkciu x, takd Ze z je spojito diferencovatelnd na
[0,00) a z(t) € D (A) a plati rovnica (1.1)).
Ak S je Cy semigrupa a A je jej generdtor, potom rieSenim abstraktného
homogénneho Cauhyovho problému s pociatocnou podmienkou xg je

z(t) = S(t)xo, Vg € D(A)

a toto rieSenie je jednoznacné vd'aka vete
Ak pridame kontrolu f € C([0, 7], X) potom ndm vznikne abstraktny neho-
mogénny Cauchyov problém, taktiez nazyvany ako abstraktnd evoluéna rovnica:

oz (t)
ot

= Ax(t)+ f(t), pret >0 (1.2)



z(0) =z

Definicia 3. Nech S je Cy semigrupa a f € LP([0,7],X]) prep > 1, zy € X
potom

z(t) = S(t)xg +/0 S(t—s)f(s)ds

je miernym riesenim nehomogénneho Cauchyovho problému na [0, 7].



2. Uloha standardného
populacného modelu s vekovou
Strukturou

Uvazujeme Standardny populacny model s vekovou struktirou:

dz(t,a)  Oz(t,a) p(a)z(t,a), t >0, a€[0,a")

ot da
z(t,0) = / B(a)x(t,a) da, t >0 (2.1)
z(0,a) = xo(a) ,aE[Oa)

kde ¢ je ¢as, a je vek a x(t,a) znac¢i hustotu populécie, a* je maximalny vek
jedinca. Meratelné funkcie zavislé na veku p = p(a) a B = B(a) popisuji
timrtnost a porodnost populécie. Rovnica je zlozena z transportnej rovnice,
ktora vyjadruje starnutie populacie a z pridanych prirodzenych faktorov ako je
porodnost a dmrtnost.

Zrejme pre funkcie porodnosti 8 a umrtnosti x4 moézme predpokladat, Ze si
nezdporné a pre funkciu porodnosti naviac plati prirodzene ohrani¢enost. Dalej

*

predpokladajme, Ze jedinec sa dozije konecného veku a preto / p(a) da = oo
0

5 € Lw(ova*>v w € Llok([oa CL*))

Nasou tlohou je prepisat parcidlnu diferencidlnu rovnicu na abstraktny Cau-
chyov problém.

Najskor je treba zvolit vhodny priestor X, na ktorom uvazujeme z(t,-), pre
fixovany ¢as t € [0, 7]. Thned sa ndm pontika, na Banachovom priestore, prirodze-
nou cestou pracovat na L'(0, a*) priestore, kedze Vt € [0, 7] chceme, aby celkova
populdcia bolo koneéné éislo. Teda z matematického hladiska pozadujeme, aby

* *

/ z(t,a) da = / z(t, )| da = |[z(t, ) || 1.0y < 00, VT =0
0 0

A teda z(t,-) € X := L'(0,a*) T4to volba prindsa obecne v teorii kontro-
lovatelnosti niekolko nevyhod. Tento priestor totiz nie je reflexivny a praca s
nereflexfvnymi priestormi nie je jednoduché. Volbou X := L?(0,a*) uz m4 pries-
tor ziadané vlastnosti. My vSak v tejto praci reflexivitu nebudeme potrebovat a
vystacime s priestorom X = L(0,a*).

Majme teda priestor X = L'(0, a*), potom mdzme prepisat rovnicu ako

axgt’a) = Az(t,a)
z(0,a) = zo(a)

kde x¢ € L'(0,a*) je dané a

Az(t,a) = —%—u(a)x(t,a) (2.2)



D(A) = )
{:c(t, e X x(t,) € ACk([0,a%)), Ax(t, ) € X, x(0,-) :/0 pla)x(t,a) da}

Definujme z(t) := z(t,-) a méame agit) = Ax(t), x(0) = xg. Ukdzeme si
na konci kapitoly, ze husty uzavrety linearny operator A generuje silno spojitu
semigrupu S(t), pre t > 0, takd ze (S(t)xg)(a) = z(t,a), kde z(t,a) je riesenim

populacnej rovnice ([2.1).
Predpokladdme, 7ze a* < oo, x € L'(0,a*), meratelné funkcie 8 € L>(0, a*),

*

w € L} ,([0,a*)) st nezdporné a / p(a) da = oo.
0

2.1 Analytické rieSenie

V tejto podkapitole vyriesime (22.1) rovnicu pomocou metody charakteristik.

)
d
)

t
I):a<t,a=t—s, >0
v(a) :==z(a+ s,a)
Bzé(lla) _ axg;,a) + 8xé(;;,a)a: —,LL(CL)U(CL)
o(a) = v(0)exp {— / u(©) d&} —s(t,a)
v(0) = x(s,0) = Bla)x(s,a) da

n(a) = ea:p{— NG dé}

0
z(t,a) = z(t — a,0)7(a)
Pre funkciu 7 mame:

z ¢oho ndm vyplyva, Ze 7 je nerastiica a naviac definuje pravdepodobnost, ze
jedinec sa dozije veku a.



II): a>t:a=t+0, 0>0

w(t) :=z(t,t +0), w(0) =2(0,a —t) = xo(a — t)
ow ox(t,a ox(t,a
s _ o — 0 oy

w(®) = v { - [ (s + o) s} = aufa—tesp{~ [ ute) )
(

z(t,a) = mo:(at):)( zolanla) “pre ¢ € [0, a]

Z okrajovej podmienky dostavame:

z(t,0) /5 tada—/,@ tada+/5 )da, t >0

Preto

" B(a)zo(a — t)m(a)
x(t,0) /5 x(t —a,0)mw da+/ w(a—1) da, t >0 (2.3)

Takuto rovnicu nazyvame Lotkova integralna rovnica.
Obecny tvar Lotkovej integralnej rovnice mé tvar:

B(t) = /OtB(t —a)g(a) da+ H(t) = (Bxg)(t)+ H(t), t € [0,00)

teda mame:

H(t) = /t Bt + a)xo(a)m(t + a) i

A pre konvoliciu plati Specidlne odhad z nasledujticej vety.

Veta 4. Nech B € L*([0,00)) a g € L?([0,00)) st funkcie z R do C, potom
Bxge LP([0,00)) a

1B+ gll, < Bl g, pre 1 < p < o0.

Dékaz. V knihe [1] strana 638 ndjdeme dokaz.

2.2 Vlastnosti rezolventnej mnoziny

Veta 5. Nech A je definované formuldciou potom plati:
A€ p(A) & / Bla)r(a)e™ da # 1
0

Dokaz. Nech A je definované z (2.2)). Chceme ukézat, ze A € p(A). Hladdme
funkciu z € D(A):

10



(M — A)z(a) = g(a), Vg € X, x € D(A)
Az(a) = g(a) = Ae(a) = (A — A)z(a) = Az(a) = =52 — p(a)z(a)
g(a) = Ax(a) + %52 + p(a)a(a)

Mame obycajnu diferencialnu rovnicu, ktorej ndjdem nehomogénne riesenie.
A ak rieSenie existuje, potom \ € p(A).
Homogénne riesenie:

ry(a) = e m(a)z(0)

Partikularne rieSenie:

) = n(a) [T ds = [N In(a - og(s) ds

e Msm(s)

Teda mame:

z(a) = e 7m(a)x(0) + /a e N (a — 5)g(s) ds

Vieme, ze plati x( / Bla ) da, preto:

= /a* Bla)z(a) da =
/ e etaat0 da s [ [ ata ot s

Vyjadrime z(0):

// ANe=s)7 (g — 5)g(s) ds da
/5 er(a) da

A teda plati, ze riesenie (Al — A)z(a ) =g(a ) existuje, ak plati
B(a)m(a)e ™ da # 1. Preto ak/ Bla)m(a)e ™ da # 1 potom A € p(A).

Zpatnu 1mphka(:1u dokazeme sporom:
Nech A € p(A / ﬁ e da =1

potom pre rieSenie z(a) rovnice ()\[ — A)z(a) = g(a) plati:

a*

pla)z(a) da =

z(0) =
s e das [ [T Inta 900 ds da

=1‘x’(o)

+ / / e N7 (a — 5)g(s) ds da
o Jo

Ale existuje g, také Ze dané rovnost neplati (napr. g = 1). Preto

11



(M — A)xz(a) = g(a) nema riesenie.

A dostavame spor s tym, ze A € p(A).
O

a*

Veta 6. Nech 3 # 0. Potom / Bla)r(a)e™* da = 1 md prdve jeden rediny

0
koreni ro.( Tento redlny koren sa nazgva malthusovsky parameter.)
Dékaz. Oznacme ¢(\) :—/ B(s)m(s)e ds.
0
)=0

Co sme ziskali vdaka ohranicenosti a nezapornosti funkcii 3 a m, teda vd'aka
moznosti zamenit limitu a integral:

<maxgeg,qx) 7(s)=1

_ _ a* ) =~

limy 00 @(A) = limy o0 B(s)e ™ 7(s) ds <
0 H/—/
mé integrovatelnd majorantu 3(s)

/ lim B(s)e ™ ds =0

0 A—00

Mame 8‘;—(/\)‘) = —/ sB(s)m(s)e™ ds < 0. ¢, preto ¢ je monoténna postup-
0

nost nezdpornych meratelnych funkcii a pouzijeme Leviho vetu:

limy oo (N) = limy /a B(s)m(s)e™ ds = /\lim /a B(s)m(s)e™ ds = oo
0 —Jo ST~

—00 pre A—o00

Preto ¢ klesd od 0o k 0 a teda ¢(\) = 1 ma jediné redlne riesenie.
[

Veta 7. Pre kazdé N € o(A) je R\ mensia nanajuys rovnd malthusovskému
parametru z predchodzej vety.

a*

Dékaz. Oznacme ¢(A) ::/ B(s)m(s)e™* ds.
0
Nech A = a + ib je Tubovolny korefi ¢(\) = 1 a b je nenulové.
Pre / B(x)m(x)e” @2 gz =1 plati:
0
/ B(x)m(x)e”* cos(br) dx =1, / B(x)m(x)e”* sin(bz) de =0
0 0

7 vlastnost{ kosinusu, a ked'Ze funkcie 5 a 7 st nezaporné a dokonca ohra-
nicené, tak dostavame, ze:

/Oa px)m(z)e”*(cos(bxr) — 1) dx < 0

12



Preto / B(x)m(x)e * cos(bx) dr < / Blx)n(z)e™ ™ do = ¢(a) > 1 =
ro>a. 0 0
Pre b = 0 mame rovnost z predchodzej vety.
[

2.3 Dokaz silno spojitej semigrupy

V tomto odstavci sa dostdavame k najdolezitejSej casti tejto kapitoly. Ukazeme, ze
A generuje silno spojiti semigrupu.

Tento fakt mozme dokézat viacerymi sposobmi, bud’ z definicie, alebo pouZzitim
vhodnej vety. Ukézeme pouzitie definicie pre 5 = 0 a pre § # 0 pouzijem
nasledujicu vetu.

Veta 8. Nech w € R. Linedrny operdator A na Banachovom priestore generuje
silno spojiti semigrupu S spliugicu ||S(t)|] < e, pre t > 0 prdve vtedy ked A je
uzavrety, husto definovany a VA € C s RA > w je X € p(A) a plati odhad:

1AL = AT < =

Naviac semigrupy Spiﬁajﬁce tento odhad sa nazyvaju kvazikontraktivne.

Dékaz. Najdeme v knihe [5] str.45.
[

Vsimnime si analégiu medzi vetou [3 a [9] Aby sme dokdzali, ze A generuje
Co semigrupu S splitujicu [|S(¢)| < e*!, staéf ukdzat, ze odhad vety [ plati pre
R > w a A je uzavrety husto definovany linedrny operator.

Zavedieme si pojem Laplaceova transformécia v klasickom zneni, pretoze ho
budeme potrebovat v dokaze nasledujticej vety.

Definicia 4. Nech X je komplexny Banachov priestor a f : RT — X nech je

t
meratelnd funkcia. Ak existuje limt_>+oo/ e f(s) ds, potom
0

FO) =limy o0 /t e f(s) ds

0

sa nazyva Laplaceova transformdcia funkcie f.

Veta 9. Linedrny operdtor A definovany formuldciou je infinitezimalnym
generdtorom a generuje kvazikontraktivnu, silno spojiti semigrupu S.
A plati:

(S(t)zo)(a) = Byy(t —a)w(a), a € ]0,1]
(S(t)a0)(a) = Tle) g ¢ (1, a)

kde ezistuje prdave jedno B,,, Vxo € X, ktoré je riesenim .
Dékaz. 1. ¢ast a) B =0

Podla metody charakteristik mam rieSenie:
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(S(t)zo)(a) =0, t >a >0

’(a):co (a—t)

(S(t)l'o)(a) = T rla—t) t<a
S spfﬁa vlastnosti silno spojitej semigrupy z definicie :
(S(0)x0)(a) = H&Sxo(a) = zo(a)

(S(t+ s)z0)(a) = 57 w0(a) = ZEP = w0() = (S()S(s)0) (0)

Dalej vieme, zZe pre spojitt funkciu 7 je W?é‘i)t) — lpret - 0T azy € X(= LY,

preto / |zo(a — t) — xo(a)| da — 0 pre t — 07 a mozme pisat:
0

1S(t)zo — ol y = /Oa W(Z(i)t_) zola —t) — zo(a)| da =
1 1(a) o T(a) o 7(a) PN
/0 X ﬂ-(a — t)l’o(a t) 7T(a _ t) 0( ) 7T(a —t) O( ) 0( ) d =
o) r(a)

/Oa* % (zola —t) — wo(a)) da—l—/oa* zo(a) (% _ 1) da | =
N A ’

-~

—1 pre t—0t —0 pre t—01

J/

-~

—0 pre t—0Tt

Opret— 0"

Mame Cj semigrupu S a z definicie [2] ukdzeme, ze A definované formuléciou
([2.2)) je jej generdtor:

Aw(a) = limy_po EO0@ _ os@@) W( ) slect

7r(a)(7%{w)ﬂ'(aft)7,u(a7t)7r(a7t):(3(a7t) B
72 (a—t) =0 = —

Hemo =

— p(a)x(a)

b) B # 0

Majme linedrny operator A definovany formulédciou (2.2)). Pre A € p(A), (A —
A)z(a) = g(a) mé riesenie:

z(a) = e 7m(a)z(0) + /Oa e N7 (a — 5)g(s) ds

Vyuzijeme vlastnost{ konvolicie vety [ a vlastnost{ funkcie 7:

" - [z(0) | llgl
|z]l ¢ < |x(0)|/0 le A | d\+ ||e ’\7r||X llgllx < Y +§R—)\X’ pre RA >0

Dalej je potreba odhadnit z, a znova pouzijeme odhad pre konvoltciu:
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m(a — $)g(s) ds da
/ / )g(s) < Neemegll ol Ll

S Tgeoall. S _IAle » PT€
) / ey an Toerally < ik
0
RA > [18]]
Dostali sme:
181l gl x +lgl| R _ Bl +18

2]l < Iﬂf( )\ + Hgllx < B Hm!ﬁf\ X _ Rlglx ”gHXLlRJoo 181l o g1l x %A—hﬂllw _
A, pre 5)%)\ > ||8]l.., Yz € D(A)

Preto plati:

I(AT = A)7H| < s RA> 18]

RA— Hﬁll

Naviac A je uzavrety linedrny operator, pretoze rezolventnd mnozina je ne-
prazdna. K dokonceniu dokazu, ze linearny operator A generuje silno spojitu
semigrupu potrebujeme ukézat, ze D(A) = X (= L'(0,a*)).

Definiény obor D(A) rovnice definujeme ekvivalentne pre z(t) := z(t,-)
ako

D(A) = {xEW“(Oa /ﬁ }

Definiciu Sobolevovho priestora ndjdeme v knihe [5] na strane 124. Vieme, ze
Wt je husté v L', preto pre y € L'(0,a*) zvolme postupnost x, € Wh1(0, a*),
potom plati, Ze postupnost z,, konverguje k y v L(0,a*). Zmenime z,, v okoli 0,
tak aby nova postupnost 7, spliovala Z,, € D(A). Teda pozadujeme aby 7, (0) =

/ B(a)Z,(a) da a aby T, konvergovala k y € L*(0,a*). Taki postupnost vieme
0

zkonstruovat a mdme D(A) = X.
Ukézali sme, ze A generuje silno spojiti semigrupu S spliujicu [|S(t)|| <
1610t
ellPlleot,

2. ¢ast ( Jednoznacnost By,)

Linearny operator A generuje Cj semigrupu, oznacme ju S. Z vlastnosti se-
migrupy a generatora vety [1| je S(t)zo pre o € X = L'(0,a*) miernym rieSenim
(pre zp € D(A) klasickym riesenim) rovnice

08 — Ax(t), t >0

2(0) = o
(x( ) := xz(t,-) € L'(0,a*)), ¢o je nasa populacnd rovnica dand formuldciou

(2.2). Odtialto specidlne plynie, Ze Lotkova rovnica m4 riesenie. A Jednoznacnost
plynie z jednozna¢nosti Laplaceovej transformécie (viz [1] strana 636) S (A =

(A — A)7!
Vyjadrenie (S(t)zo) dostdvame zo sekcie analytického riesenia:

(S(t)wo)(a) = x(t,a) = 2L 4 (1 — a,0)m(a), £ >0

15



a*

Kde z(t,0) = / B(a)x(t,a) da, t > 0 riesi Lotkovu integrélnu rovnicu 1'

0
Oznac¢me toto riesenie ako By, (t).
[l

16



3. Stabilizacia

Definicia 5. Povieme, Ze semigrupa S je (uniformne) exponencidlne stabilnd ak
existuju pozitivne konstanty M a o a plati:

1S(t)]] < Me™".
Veta 10. Je ekvivalentné:

1. Cy semigrupa S s generdatorom A danym rovmwu je (uniformne) expo-
nencidlne stabilnd

2. o < 0
3. " d
/0 Ba)m(a) da < 1

Dokaz. Nech A je dané rovnicou.

7 vlastnosti rezolventnej mnoziny, mame vd'aka vetam @ a7 platnost 2. & 3.

Pre 8 = 0 populécia vymiera a priamo vyplyva 1. a 2., pretoze:

d(N) =0#1= X € p(A) a spektrum o(A) je prazdna mnozina. Pre ry =
sup {0} = —oo plati 2. automaticky.

Z prvej casti dokazu vety @ méam rieSenie (S(t)zo)(a) = %_(%_t) pre t < a
inak 0. Dostavam preto odhad || S(¢)|| < 1, pre t > 0 a pozitivne konstanty z
prechodzej definicie st M = o = 1.

Nech 8 # 0. Dokazeme len implikaciu z 1. = 2. Nech plati uniformna expo-
nencidlna stabilita. Potom existuju pozitivne konstanty M a « a plati: ||S(¢)]| <
Me 2t A 7 Laplaceovej transformécie vety ) mame splnené kritérium konver-
gencie Laplaceovej transformacie pre rqg < —a, pretoze:

[ =AYt = \

/ e MS(t)w dtH < M |z||, pre RA > —a.
0

A plati 2.
O

Dokaz implikéacie 2. = 1. v predchodzej vete, by bol zalozeny na asymptotic-
kom spravani Lotkovej rovnice, kde by sme iteracnym postupom prisli k rieseniu
z(t,0) ~ Ke™!', kde K by bolo zdvislé na pociatocnej podmienke a pre rq < 0 by
bola splnena uniformna exponencialna stabilita.

Ak rg > 0 potom je homogénny Cauchyov systém nestabilny a je zapotreby
vyriesit otdzku stabilizovatelnosti.

Systém (1.2)) mozeme prepisat ako:

Ox(t)
5 = Az (t) + Bu(t) (3.1)

kde B € £(U, X). Ozna¢me tento systém ako systém (A, B).
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Definicia 6. Systém (A, B) je exponencidlne stabilizovatelny, ak existuje zpdtnd
vizba F € £(X,U), Ze semigrupa generovana linedrnym operdtorom A + BF je
exponencidlne stabilnd.

Definicia 7. Nech A je infinitezimdlnym generdtorom silno spojitej semigrupy
S. Systém (A,B) nazveme kontrolovatelny, ak Vo, v, € X existuje t; € (0,00)
a funkcia uw € L*((0,t1),U) také Ze mierne riesenie nehomogénneho Cauchyovho
problému:

z(t) = S(t)xg —i—/o S(t — s)Bu(s) ds

splnuje x(ty) = 1.

Veta 11. Nech A je infinitezimdlny generdtor Cy semigrupy S na X. Pred-
pokladagme, Ze spektrum A je zjednotenie ot = {AN € o(A);RAN >0} a 0~ =
{A € a(A); RN <0}, a je také, Ze existuje jednoduchd uzavretd krivka I' s ko-
neénou mnozinou ot, s vlastnymi hodnotami konecénej ndsobnosti, vovnitri, a
uzavretd mnozinu o~ vo vonkajsej casti krivky. Definugme operdtor P ako:

Px = 5= r()\I — A) 7tz d

kde ' traverzuje jedenkrdt v pozitivnom smere. Operdtor P nazyvame spek-
tralna projekcia na ot. Tdto projekcia indukuje dekompoziciu stavového priesto-
T

X=Xt"®X ", kde XT =PX a X~ = (I — P)X, kde dimX*+ < occ.

Dokaz. Veta v sirSom zneni je dokdzana v knihe [1] na strane 71.

Obecne plati:

Veta 12. Nech dimU < oo a nech A je generdtor Coy semigrupy. Potom neho-
mogénny systém dany rovnicou je stabilizovatelnyj prdve vtedy ak splriuje
dekompozicnii vlastnost z vety[11] a pre AT := A|x+ je systém (AT, PB) je kon-
trolovatelny.

Dokaz. Dokaz mozme néjst v knihe [2] str. 84.
[l

Veta 13. Systém (A", PB), z prechodzej vety, je kontrolovatelny v case t; > 0
pre nejaké xo, x(t1) € X prdve vtedy ked

rk(R(A*, PB)) = rk(PB, A*PB, ..., (A")"'PB) = n, kde n = dimX* |

Dékaz. Dokaz sa nachddza v [4].
[l

Veta 14. Systém s linedrnym operdtorom A danym formuldciou je
exponencidlne stabilizovatelny.
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Dékaz. Nech linedrny operator A definovany formuldciou (2.2) generuje Cj se-
migrupu S.

Ukézeme, ze spektrum o™ = {\ € o : R\ > 0} pozostdva z vlastnych hodnot
konecnej nasobnosti.

7 vlastnosti spektra vety |§| a vety [7] vieme, Ze spektrum o™ m4 redlnu cast
zdola ohranicentd nulou a zhora ohrani¢ent malthusovskym parametrom. Dalej z

+

vety [5| vidime, ze body spektra riesia rovnicu ¢(A / Bla 2 dg = 1.
Oznacme body spektra A, € o7, n € N a R\, := a,, S\, ﬂn Potom

= /a Bla)m(a)e” **sin(fra) = 0 = sin(fra) =0 Va € [0,a"), n € N

Aby platila posledné rovnost, musi byt 3,, n € N ohramcene Clrn mame
ohrani¢enost i komplexnej roviny. Dalej z toho istého dokazu Je 99() ;é 0, ¢o
nam ddva lokdlnu invertovatelnost (z vety o lokdlnom dlfeomorﬁzme) Existuje
preto okolie U(A,r), ze funkcia ¢ : U\, r) C D(¢) C C — C ma inverziu
¢~ ':D(¢7") := Rnggp C C > C, taki ze

o6\ = A\, A€ U 7).

Inymi slovami existuje okolie U(A,r) C D(¢), také ze UA,r) N A = \. Body
spektra st preto izolovanymi bodmi. Potom rovnica Az(a) — Az(a) = Az(a) +
83{;—(;) + p(a)z(a) = 0 mé riesenie x(a) = e mr(a)z(0) pre A € ot. A kedZe ot je
kone¢n4, mdme konecne vela linedrne nezavislych rieseni rovnice \z(a) — Azx(a) =
0. Takze mame dimX ™' < oco.

Teda mdme o~ uzavreté a o+ pozostava z vlastnych hodnot konecnej ndsobnosti,
je konecnd a dimX™* < oo. Preto su splnené predpoklady vety Definujme
At = Alx+ a It := I|x+. Mozme predefinovat ot := o(A%) a 0= = o(A7).
Dalej dimU = dimR = 1 < .

K dokonéeniu dokazu staci ukazat, ze (A", PB) je kontrolovatelné. Nech BU-
NO B = I. Potom rk(R(AT,PI)) = rk(IT, AT, ..., (A")" ). Pre ry = 0 je
dimX*t =1 a rk(R(A",PI)) = rk(I") = dimX* = 1 a z predchodzej vety
nam plati kontrolovatelnost.. Pre g > 0, nech dimX™ = n, potom 0 ¢ ot =
{ANe Xt idet\N[T—AT) =0} = 0€ {Ae XT :det(AN[t — AT) £ 0}, teda AT
m4 nenulovy determinant a preto A" je reguldrnd. Tak rk(IT, AT, ..., (AT)" 1) =
rk(AT) = dimX™* = n a rovnako z predchodzej vety ndm plati kontrolovatelnost.

[
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4. Z.aver

V tejto praci sme nahliadli do aplikovatelnosti teérie semigrup prostrednictvom
Cauchyovho problému. Cielom bolo teda uviest a charakterizovaf zdkladné pojmy
a prisposobit ich danému populaénému modelu. Za uréitych predpokladov sme
popisali spravanie rezolventnej a teda i spektrdlnej mnoziny A, ktord (ako sme
neskor ukézali) generovala semigrupu S vopred zadaného populacného modela.
Predpokladali sme kone¢nost a* < oo a taktieZ sme si zvolili priestor, ktory bol
prirodzenejsi na pracu. Ak by a* = oo potom by sa rezolventnd mnozina spravala
inak. Ako sme uz spominali, ind rozumna volba priestoru mohla byt L?(0,a*).

Dolezité cast tejto prace bola spravne zadefinovat operator A a jeho definiény
obor a ukdzat, Ze takto zadefinovany operator generuje Cj semigrupu, ktord riesila
nas populacny model tvaru parcidlnej diferencialnej rovnice. Na zaklade vlastnosti
rezolventnej mnoziny operdtora A bola riesena otazka exponencidlnej stability a
stabilizovatelnosti.

Dalsie odvetvie riadenia linedrnych systémov je otdzka optimélnej kontroly.
Kde by sa nam pontikali dve alternativy. Sistredit sa na kontrolu imrtnosti alebo
na kontrolu v okrajovej podmienke a teda na kontrolu pérodnosti. V suvislosti s
toutou témou sa pontuka otazka Riccatiho operatora. Toto odvetvie je rozsiahlou
témou na dalsiu pracu.
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