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Abstrakt:

Teorie grafi a jeji vyskyt ve Skolské matematice

Diplomova prace se zabyva moznostmi zafazeni nékterych uloh z teorie grafi do vyuky
na gymndaziu a zakladni skole. Obsahuje potiebnou teorii pro ucitele; je v ni uvedeno
nékolik ptikladd, kde se vyskytla teorie grafii ve Skolské matematice na zékladni Skole,
a také popsano nékolik vSeobecné znamych uloh, k jejichz feSeni se pouziva teorie
grafii. Soucasti prace jsou i pfipravy dvou vyucovacich hodin. Tématem prvni z nich je
kresleni jednim tahem a Eulerovsky tah obecné. Druha je vénovana bludiStim,
labyrintim, jejich pfetvareni na graf a zkoumani moznych algoritm na prochdzeni
bludistém.

V experimentalni ¢asti autorka zkouma, zda jsou zéci schopni pochopit vybrané ¢asti
Z teorie grafl a zda jim pfipadd, Ze je tato latka zdbavnéjSi neZ matematika, na kterou
jsou ze skoly zvykli. Vysledky tohoto experimentu jsou srovnavany pro déti ze zakladni

Skoly a viceletého gymnazia.

Abstract:

Graph theory and its use in school mathematics

This thesis deals with the inclusion of some problems of graph theory in education
at secondary school. It contains the necessary theory for teachers as well as several
examples of graph theory in school mathematics in elementary school; moreover it

describes several well-known problems, which can be solved using graph theory.

The work also includes preparation of two lessons. The theme of the first one is drawing
in one stroke and an Eulerian cycle in general. Second topic is dedicated to mazes and
labyrinths, their transformation to graph and few algorithms for passing through the
maze.

In the experimental part, the author examines whether the students are able to
understand the selected parts of graph theory, and whether they find this topic more
interesting than the usual mathematics they are used to at school. The results of this

experiment are then compared for children from two types of lower secondary schools.
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1 Uvod

Co si predstavite pod pojmem ,,graf“? VétSina lidi si predstavi sloupcové ¢i kolacové
grafy, které znaji z novin, z riznych statistik atd. Pfipadn¢ si vzpomenou na grafy
funkci, které se ucili v matematice na zakladni Skole. Malokdo se vSak setkal s teorii
grafl, tedy s grafy tvofenymi jednotlivymi vrcholy propojenymi hranami. Toto téma se
uci az na vysokych skolach, ackoliv jde o zajimavou ¢ast matematiky, se kterou se, aniz
bychom si to uvédomovali, setkdvdme velmi ¢asto. Kdo naptiklad nikdy nezkousel

kreslit domecek jednim tahem?

Ja osobné jsem se napiiklad pravé s kreslenim domecku jednim tahem setkala jiz jako
malé dité, domnivam se, Ze se stouto ulohou setkd diive ¢i pozd€ji téméer kazdy.
Vzpominam si vSak, jak mé zaujalo, kdyz mi muj otec vysvétlil pravidlo, jak poznat,
zda lze obrazek nakreslit jednim tahem. Tehdy jsem to nepovaZovala za Zadnou
matematiku ani pravidlo, které bych se musela u¢it nazpamét', byl to pro mne kouzelny

trik, ktery moji kamaradi neznali.

Po letech jsem se s timto tématem setkala na vysoké skole a uvédomila jsem si, Ze teorie
grafi obsahuje vice takovych zajimavych casti, se kterymi by se v urcité zjednodusené
formé¢ mohli sezndmit 1 Z4ci stiednich ¢i zdkladnich Skol. Toto se stalo hlavni

myslenkou mé diplomové prace. Zkouma dvé véci:

o Zda jsou Zaci schopni porozumét vybranym ¢astem z teorie grafii a
o zda je toto téma bavi vice neZ latka béZné probirana Vv hodinach
matematiky.

Ja osobné se domnivam, Ze jde o téma zajimave, a to hlavné proto, Ze se Casto zabyva
ulohami, se kterymi se jiz Zaci setkali, a pouze objasiiuje matematické teorie a pravidla
okolo jiZz zndmé Ulohy. Spojovani novych poznatkll SjiZ zndmymi informacemi je
zakladem snadnéjSiho pochopeni a zapamatovani. Lze tedy vyuzit dfive ziskané
zkuSenosti z kresleni domecku jednim tahem ¢i bloudéni bludiStém k rozvijeni dalSich

matematickych dovednosti zaki.

Nejcastejsi otazka, kterou jsem slychala od svych Zzadka v hodindch matematiky, byla:
»K emu nam to v Zivot¢ bude? K ¢emu to vyuZijeme?*. Samoziejmé k nékterym
tématim jde vymyslet riznd prakticka vyuziti. Podle mého nédzoru ma matematika

hlavné rozvijet logické mysleni zaka, ucit je nckterym strategickym postuptim



a pomahat tesit rtizné logické problémy. Tyto znalosti jsou v Zivoté nezbytné. Pro¢ by
tedy nemohli zaci rozvijet své mysleni na néem, co alespon ¢astecné znaji, a to nejen

ze Skolnich lavic?

Cilem této diplomové prace je ucitelim osvétlit Casti teorie grafii a ukézat jim mozné
vyuziti ve vyuce. Neobsahuje pouze zpracovanou c¢ast teorie grafil, ale také hlavné
experiment uskute¢nény ve tiiddch gymnazia i zakladni Skoly, pfi némz bylo zkoumano,

zda jde o zabavnou a zaky uchopitelnou latku.

2 Kde se muZeme setkat s grafy

Uz malé déti rady lusti takzvané spojovacky (viz obr. 1), které se Casto vyskytuji
v détskych Casopisech. Zadani vétSinou zni: Spojte ¢isla od 1 do 40 a zjistéte tak, co se
skryva na obrazku. Jde vlastn¢ o graf, ktery ma ocislované vrcholy 1, 2, ...40 a hrany
1-2, 2-3, 34, ..., 39-40. Nekterd zadani mohou vypadat slozitéji: Spojte pouze suda
¢isla od 2 do 62. Na nasledujicim obrazku muzete vidét piiklad spojovacky, kterou jsem

kdysi vyrobila pro détsky ¢asopis.

body oznaéené su-

Obrazek 1: Spojovacka do détského Casopisu

Schematické znidzornéni informaci pomdha v jejich utfidéni a lepSimu porozuméni.
Casto se jednd o znazornéni pomoci grafi. Napiiklad v dnes$ni pedagogice, ale i jinde
jsou stale vice prosazovany myslenkové mapy, nejde o nic jiného nez o poskladani

urcitych informaci (vrchol) a jejich vztahti (hran) do grafu.

Dale se sgrafy setkavame V programovani. Algoritmy se Casto zapisuji pomoci

vyvojovych diagramu (viz obr. 2), které lze také povazovat za grafy.



 Nadtia

MIM = A

/'NagtiB /

Obrazek 2: Vyvojovy diagram (pievzaty obrazek, viz str. 74)

S takovymi diagramy se vSak muzeme setkat i v ¢asopisech pro mladez ¢i na internetu,
kde jsou ve zjednodusené¢ formé pouzivany k jednoduchym zébavnym testim typu
,které osobnosti se podobas?* atd. Podoba s grafy se také neda upfit ¢asto vyuzivanym
ulohdm ve vSech moZznych Skolnich pfedmétech nebo zdbavnych casopisech, kde
pfifazujeme terminiim z jednoho sloupecku popisy ¢i data z druhého sloupecku. Jedna
se vlastn¢ o bipartitni graf, kde kazdému prvku zjedné mnoziny piifadime prvek

z mnoziny druhé.
2.1 Matematické ulohy a hry

Grafy lze vyuzit k ptehlednému systematickému feseni riznych matematickych tloh

a her. Velmi zndma tloha je ,,Koza, vlk a zeli“. I tuto Glohu lze vyfesit pomoci grafu.
2.1.1 Koza, vlk a zeli

Zadani: Pirevoznik ma téZky tikol. Musi pievést pies feku kozu, vlka a zeli, pfi¢emz do
lod’ky se vejde jen on a jedno zvife muze vzit s sebou zeli, ale nikdy vice najednou.
Pokud zustane bez dozoru vlk s kozou, vlk kozu sezere. Pokud zustane samotna koza se
zelim, neodold a zeli sezere. Jak ma ptfevoznik postupovat, aby nedoslo k zZadnému

nestesti?

Reseni: Vrcholy naseho grafu budou obsahovat popis situace na levém biehu. Vrcholt
tedy budeme mit 16. Skrtneme v3echny vrcholy, které popisuji nepiipustnou situaci, tzn.
vlk je s kozou nebo koza se zelim bez dozoru pievoznika, a to bud’ na pivodnim, nebo
na cilovém biehu. Takovych moznosti je 6. Zatneme ve vrcholu (vlk, koza, zeli,
ptevoznik) a chceme se postupné dostat do vrcholu (prdzdny bieh). Existuji dokonce

dvé feseni, jak ukazuje Obrazek 3.
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Obrazek 3: Reeni tilohy "Koza, vlk a zeli" znazornéné grafem

Tuto ulohu a nékolik dal$ich Ize nalézt v diplomové praci Mgr. Lukase Jirovského
na internetovych strankach http://teorie-grafu.cz/. Naleznete tam také feSeni

jednotlivych uloh a dokonce 1 animace ilustrujici tato feseni.
2.1.2 Zebry

Déle je vhodné zminit zajimavé logické problémy ¢asto nazyvané ,,zebra®. Nazyvaji se
tak podle prvni zvetejnéné ulohy tohoto typu. Cilem tehdy bylo odpovédét na otazku:
,Kdo chova zebru?“. Autor tohoto zadani bohuzel neni znam, existuje mnoho teorii,
jedna z nich uvadi za autora samotného Alberta Einsteina. Tento typ ulohy se Casto
vyskytuje v riznych lustitelskych a matematickych cCasopisech. Také na internetu

problémi typu zebra najdete velmi mnoho. Uvadim zadani velmi jednoduché zebry:

Zadani: Kazda z mych tfech kamaradek se vénuje jiné ¢innosti a ma rada jinou barvu.

Alice nehraje na zadny hudebni nastroj.

Divka, ktera jezdi na kolobéZce, ma rada zelenou barvu.
MiSa nema rada zelenou barvu.

Séarka nema kolob&zku.

Oblibena barva divky, ktera rada ¢te, je modra.

2 e o

Zluté je oblibena barva Sarky.

Ktera z kamaradek rada hraje na flétnu?
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http://teorie-grafu.cz/

Pti tfeSeni takové ulohy vétSinou kazdy zvoli néjaky sviij zplisob zapisu, ktery mu
pomuze v usporadani tolika informaci a k dosazeni spravné odpovédi. VEtSinou tomuto
zapisu rozumi pouze autor a nikdo jiny. Timto zpusobem byli schopni vyfesit nékolik
jednoduchych zeber i né€kteti mi Zaci v Sesté tiid¢ bez jakékoliv pomoci. Tyto ulohy
jsem pouzila, kdyz byli Sikovnéjsi zaci v hodin€ matematiky hotovi s jinymi ukoly dfive
nez jejich spoluzaci a nechtéli jen tak necinné Cekat. Vyuzila jsem k tomu ulohy
z knizky ,,Zebry, zebry, zebticky* (viz doporucené publikace str. 73), kde je zatazeno
ptes 200 uloh tohoto typu.

Nejprve je nutné si uvédomit, které vSechny informace se v tloze objevuji. Nasledné si
kazdy miize zvolit sviij zplisob zépisu. Zpusobl jak ulohu feSit je velmi mnoho.
Nésledujici obrazky ukazuji, ze tyto ulohy je také mozno feSit pomoci grafi. Bud
pomoci grafického znazornéni (viz obr. 4), které podle mého nazoru pii uréité obtiznosti
jiz ztraceji na prehlednosti, nebo pomoci zapisu ve tvaru tabulky tzv. zjednoduSené

matice sousednosti (viz obr. 5).

Tato struktura umozni systematicky a ptehledny zépis a zjednodu$i nam tak postup
k vyfeseni i u pomérné slozitych zeber. Vice se o zebrach muizete dozvédét v ¢lanku
na portalu RVP publikovaném 29. 3. 2012 nazvaném ,,0 zebrach™ (viz doporucené
publikace str. 73).

Graficky: Carkované jsou znazornény hrany, které ve vysledném feseni nebudou. | to je
dilezita informace kterou je nutno zakreslit. Cislo u hrany znamena ¢islo informace,

ze které¢ho tento vztah vyplyva.

Obrazek 4: Graf znazoriujici feSeni vyse zadané zebry
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flétna kolobéfka kniZka modra Zluta zelena

we X XXX
s [V XXXV X
we XXV VXX
s XX/
ws [V XX
s XX

Obrazek 5: Tabulka - matice sousednosti - dalsi zpisob feseni pfedchozi tlohy

U tabulkového zapisu kazdé dvojici podle postupné ziskavanych informaci zapisujeme

pomoci dvou znakl, zda k sob¢ patii nebo ne (v naSem piipad¢ zaskrtnuti a kiizek).

Z grafu i z tabulky Ize vy¢ist, Ze spravnou odpovédi je: Na flétnu hraje Sarka.

2.2 Vyskyt grafii ve Skolach

Ackoliv teorie grafii neni zafazena do vyukovych pland zékladni Skoly, obc¢as se piece
jen ve vyuce vyskytne. Spojovacka sudych c¢isel, a dokonce i1 spojovacka cisel
délitelnych tiemi, se objevuje v uCebnicich pro prvni stupent z nakladatelstvi Fraus.
V téchto ucéebnicich se vyskytuje mnoho tuloh vyuzivajici zakresleni pomoci grafi,
nebot’ déti porozumi obrazkiim lépe nez slozitym popisim. Vzpomenme si napiiklad

na mnoZiny, se kterymi se urcité setkal kazdy.

Ve vySe zminénych uéebnicich matematiky pro tfeti rocnik se dokonce objevuje
domecek jednim tahem spolu se dvéma dalSimi grafy. V ucitelové ucebnici vSak stoji
pouze poznamka, Ze je nutné zacit kreslit ve spodnich dvou bodech, neni uveden divod.
Ani ucitel tedy nezjisti po pfecteni feSeni, jak poznat u trochu pozménéného zadani, kde
je nutné zacit. Pfitom nejde o slozitou mysSlenku a on by ji mohl v dalSich hodinach

vyuzit k vymysleni dalSich obrazct na kresleni jednim tahem.

12



Na prvnim stupni se tedy pfece jen teorie grafli alespon obcas vyskytne, diikazem toho
je 1 material Milana Hejného s nazvem Barevna bludisté (viz doporucené publikace
str. 73). Vznikl na zakladé vysledku z kurzu, jehoz hlavni soucasti byla samostatna
tvofiva prace ucitelll ucastnicich se tohoto kurzu potadaného pedagogickou fakultou
UK. Popisuje ne€kolik uspésnych pokust zaclenéni bludist’ do vyuky na prvnim stupni,

a to nejen do vyuky matematiky.

Materiali zabyvajicich se teorii grafii na internetu nalezneme mnoho, vétSinu vsak lze
vyuzit maximalné ve vyuce na gymndaziu ¢i vysoké skole. Pro vyuziti na zakladni skole
nejsou primdrné urceny. U nékterych by snad bylo mozné vyuziti po provedeni ur¢itych

vyrazné¢ zjednodusujicich tprav.

Na druhém stupni jsem se sice s teorii grafii v ucebnicich nesetkala, ovSem urcité se
neodvazim tvrdit, ze z4dny ucitel néco takového do své vyuky nezahrnuje. Byvaly
kolega Ivo Hradecky mi doporucil pohadku ,,O mySich malitkdch* z knihy Vladimira
Burjana (viz doporucené publikace str. 73) zabyvajici se kreslenim grafii jednim tahem.
Kolega pfiznal, Ze tuto pohadku jiz v jedné tfid¢ vyuzil a s reakci zaka byl spokojen.
Pravdépodobné existuje vice takovych tvofivych uciteld, ktefi obzvlastiiuji matematiku
pomoci uloh z teorie graft. Nejen jim by mohly pfijit vhod dal$i napady na zpestieni
vyuky. Snad se diky této praci seznami s teorii grafii i dalsi ucitelé na zékladni ¢i stiedni

Skole a zapoji tuto kradsnou ¢ast matematiky do svych piiprav.
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3 Uvod do teorie grafii

Definice: Graf G (obycejny neorientovany) je uspordadand dvojice (V, E), kde V je
néjaka mnozina a E je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. (Matousek

a Nesetfil, 1996, str. 85)

Nejlépe tuto definici pochopime, zndzornime-li graf obrazkem.

Zde jsou Ctyfi rizné grafy:

D C D D _C
e O
A s & 0 O O

Obrazek 6: Ukazka ¢tyt riznych grafa

Prvky mnoziny V jsou znazornény jako body A, B, C, D — nazyvame je vrcholy.

Prvky mnoziny E mohou byt vSechny mozné dvojice typu AB, AC, AD, BC atd.

Muzeme je tedy znazornit jako Gisecky mezi dvéma body — nazyvame je hrany.

Pokud jsou znazornény jako Sipky, jedna se o orientovany graf (viz obr. 7). V tom

piipadé neni hrana AB totozna s hranou BA, jako to bylo u neorientovaného grafu.

4 3

Obrazek 7: Orientovany graf
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Hran v neorientovaném grafu sV vrcholy mize byt maximalné (]2/) (Matousek

a Nesettil 1996)

Poznamka: Kombinacéni ¢isla se uci az na stfedni Skole, proto bud’ nebudeme uvadét
pocet vS§ech moznych hran, nebo jej vysvétlime pomoci logického uvazovani naptiklad

takto na 4 vrcholech:

1) vybirame dvojici

2) pro prvni vrchol mame 4 moznosti (A, B, C nebo D)

3) vybereme-li naptiklad A, pro druhy vrchol mame moznosti 3 (B, C, D),
takZe celkem méame 4 X 3 moznosti (pokud nebude zakim jasné pro¢ ,,krat*,
miuzeme k vykladu pouzit obrazek stromu moznosti (viz obr. 8)

4) je nutné si jesté¢ uvédomit, Ze strana AB je totozna se stranou BA a my
jsme ji zapocitali dvakrat, je tedy nas vysledek nutné vydélit 2, tzn. 4 x 3 : 2
5) mizeme jim zkusit vytvofit obecny vzoreéek (zalezi na véku a Sikovnosti

zaki) méli jsme 4 vrcholy. ..

Jak by vypadal poc¢et moznych hran pro graf's 5 vrcholy?

Jak pro graf s 6 vrcholy?
A jak pro graf s n vrcholy?
//Noznosﬂ

b

W

BE C D AcbD A BD ABC
celkem 12 moZnosti

Obrazek 8: Strom moznosti vybéru dvou vrcholi ze ctyf

15



Pokud je pocet hran grafu sV vrcholy roven (‘2/), a tedy obsahuje vSechny mozné
hrany, nazyvame graf grafem aplnym.

Obrazek 9: Uplny graf

Znaceni: G = (V, E) znamena, ze graf G ma mnozinu vrchold V a mnozinu hran E.

3.1 Reprezentace grafu

o ,Obrazkem® — tento zplsob je velice pfehledny, ndzorny a pro Skolni
ucely velmi vhodny. Diky této ptehlednosti ho lze pouzit k feSeni mnoha
riznych matematickych problému. Vyuzila jsem ho jiz pti zavadéni zakladnich

definic, a to pravé pro jeho nazornost.

o Vycétem hran — Pokud zdkim zakazete ukazovani nakreslené¢ho grafu,
napft. zvétsite jejich vzdalenost od sebe, nebo dokonce budou nuceni slovné graf

popsat napf. do telefonu, pfes icq atd., jisté zvoli tento zpusob.
pt. Graf ma 4 vrcholy a hrany: 1-3, 1-4, 2-3, 3-4.
nebo pt. Graf ma ¢étyti vrcholy: A, B, C, D a4 hrany: AC, AD, BC, CD.

. Seznamem sousedi — pro kazdy vrchol zapiSeme ostatni vrcholy,

do kterych z n¢j vede hrana.
pt. 1: 3,4

2: 3

3:1,2,4

4: 1,3

Toto je dalsi velmi intuitivni zplsob.
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o Matici sousednosti — jde 0 matici A typu n x n (kde n je pocet vrchold
v grafu), kterd obsahuje pouze nuly a jednicky. A;; = 1 praveé tehdy, kdyz graf
obsahuje hranu {i, j}.

1 2
0 0 1 1
A = 0 0 1 o0
11 0 1
1 0 1 0
4 3

Obrazek 10: Zapis grafu matici sousednosti a zapis toho samého grafu obrazkem

Pro pocitace je tento maticovy zpiisob daleko zpracovatelngjsi nez obrazek.

Ackoliv se matice uci az na strednich Skolach, s tabulkami se setkavaji deti casto, neni

tedy potreba je ucit definici matice atd.

. Matici vzdalenosti — jde pouze o drobnou Upravu matice sousednosti,
pokud mezi dvéma vrcholy je hrana, nenapiSeme do matice pouze 1, ale pfimo
jeji ohodnoceni (napt. vzdalenost téchto bodl, cenu vyasfaltovani silnice mezi

témito body atd.).

o Matici incidence — jde 0 matici typu n x m (n — pocet vrcholi, m — pocet
hran) obsahujici 0 a 1 (u orientovanych grafii jesté¢ -1). Pro kazdou hranu je
urcen jeden sloupec a pro kazdy vrchol jeden fadek. Kazdy sloupec obsahuje
dvé jednicky (hrana vede mezi dvéma vrcholy). Nazorné je to vidét z prikladu

na nasledujicim obrazku.

12 3 45 a b
o 111 0 0 2 4/.
b 100 1 0 3
c 0 1 0 0 1
d 000 1 1 1
d 5 c

Obrazek 11: Zapis grafu matici incidence a zapis toho samého grafu obrazkem
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(Pro orientované grafy bychom do matice napsali 1 tam, kde hrana zacina, a -1 tam, kde

hrana kon¢i.)
o Laplaceovou matici — matice A typu n x n, pro kterou plati
Ajj = -1 pro i #j, pokud mezi vrcholy existuje hrana
Ajj = 0 pro i # j, pokud mezi vrcholy neni hrana
Ajj = deg(i) pro i = j, kde deg(i) je pocet hran vedoucich z vrcholu i

Lépe vysvetli obrazek:

1 2
2 0 -1 -1
0 1 -1 0
-1 -1 3 -1
-1 00 -1 2
4 3

Obrazek 12: Zapis grafu Laplaceovou matici a zapis toho samého grafu obrazkem

Tato matice se hlavné pouziva pro urceni poctu koster (kostra viz str. 22). V§imnéte si,

ze pti vynechani jednoho fadku a sloupce se neztrati zadna informace.

3.2 Diilezité pojmy
Kruznici rozumime mnozinu vrchola a hran:

({ve, ... o}, {{v1, 2}, {Vv2, va},..., {Vn1, Vo}, {Vn, V1} });

jinak feceno: graf obsahuje kruzZnici, pokud existuji alespont dva vrcholy, mezi kterymi

vedou dvé rizné cesty.

KruZnice je na nésledujicim obrazku zvyraznéna:

Obrazek 13: Ptiklad grafu obsahujiciho kruznici
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Poznamka: Jisté zajimavou informaci pro zaky bude, ze kruznice je i toto:

Obrazek 14: Kruznice v grafu mize vypadat jako trojihelnik

Cestou mezi vrcholy v; a vy rozumime mnozinu vrcholl a hran:

({ve, ..., v}, {{vi, Vo), {v2, v3},..., {Vn1, V2D

jinak feCeno: mezi dvéma vrcholy vede cesta, pokud je mezi nimi hrana nebo je mozné

se po hranéch grafu ptes dalsi vrcholy dostat z jednoho vrcholu do druhého.

Na nasledujicim obrazku mezi vrcholy X, Y nevede hrana, ale existuje mezi nimi cesta.

(zvyraznéna)

Y

Obrazek 15: Ukazka cesty v grafu mezi vrcholy X a 'Y

Souvisly graf je graf G, ve kterém plati: mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G existuje

1) ) @

Obrazek 16: Dva souvislé grafy

cesta.
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Obrazek 17: Dva nesouvislé grafy

Dva grafy G = (V, E) a G' = (V', E') nazveme izomorfni, jestlize existuje vzdjemné
Jjednoznacné zobrazeni fz V do V' tak, zZe plati {x, Y} € E, pravé kdyz {f(x), f(y)} € E'
(Matousek a Nesettil, 1996, str. 88)

Jinak feteno’: Dva grafy G a F nazveme izomorfni, pokud maji stejny po&et vrcholt
I hran a existuje prifazeni vrchold grafu G vrcholim grafu F takové, ze pokud existuje

mezi dvéma vrcholy v grafu G hrana, existuje i mezi jim piifazenymi vrcholy v grafu F.

L
D M

Obrazek 18: Grafy navzajem izomorfni

Ackoliv tyto dva grafy na prvni pohled nevypadaji stejné€, jsou izomorfni. Pfifazeni

vrchold mize byt naptiklad takové: AJ, BO, CR, DQ, EM, FN, GK, HP, IL.

Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. (Matousek a Nesetiil, 1996, str. 130)

Jinak feceno: Mezi kazdymi dvéma vrcholy vede prave jedna cesta.

! Plati pouze pro grafy s kone¢nym poctem vrchold.
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Obrazek 19: Dva stromy

Poznamka: Kazdy strom ma n — 1 hran, kde n je pocet vrcholi grafu.

Necht' V= {V1,Va,..., W} je rozklad mnoziny V na tridy ekvivalence. Mnoziny V; se
nazyvaji komponenty grafu. (Matousek a Nesetfil, 1996, str. 94)

Jinak feceno: Komponentami myslime nejvétsi mozné souvislé ¢asti grafu.

Obrazek 20: Souvisly graf (ma vzdy jednu komponentu)

Obrazek 21: Nesouvisly graf se 2 komponentami

Obrazek 22: Nesouvisly graf se tfemi komponentami
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3.3 Kostra grafu

Definice: Necht G = (V, E) je graf. Libovolny strom tvaru (V, E’) , E’ € E, nazveme
kostra grafu G. (Matousek a NeSetfil, 1996, str. 140)

Jinak feceno: Kostra grafu G je strom, ktery je podgrafem a obsahuje vsechny vrcholy
grafu G. (Matousek a Nesettil, 1996, str. 140)

Poznamka: Kazdy souvisly graf ma kostru. Pro nesouvislé grafy kostra neexistuje.

Algoritmus 1 (jak najit kostru grafu) (Matousek a Nesetfil, 1996)

o G = (V, E) je graf s n vrcholy a m stranami.

. Libovolné setadime hrany grafu: (es, €y, ..., €m).

o Postupné¢ budeme vytvaiet mnoziny hran Eg E; ... € E.
o Eo=w0. (Eo bude prazdna mnozina)

. Pomoci Eg ziskame E;, pomoci E; ziskame E; atd. takto:

— neobsahuje-li graf (V, Ei.1 U {ei}) kruznici, pak Ej= Ej.; U {ej}
N jinak Ei=Ei1
. Algoritmus se zastavi, jakmile Ej ma jiz n-1 hran nebo i = m (tzn.

probraly se vSechny hrany grafu G)

Jinak feceno: Sefadime libovolné hrany grafu a bereme jednu hranu po druhé.

Hranu do grafu ptidavame pouze v ptipadé, Ze se jejim pfidanim nevytvoii kruZnice.

(viz obr. 23)
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9 10
4) 5) 6) 7)
o L] & & -] &
Obrézek 23: Ukézka pouZiti algoritmu 1 pro nalezeni kostry grafu

Algoritmus 2 (jak najit kostru grafu) (Matousek a Nesetfil, 1996)

o G =(V, E) je graf s n vrcholy a m stranami.

. Postupné budeme vytvaiet mnoziny Vo Vi ... € V
a Eoy Ely ..€ E.

o Eo=90a Vo= {v}, kde v je libovoln¢ zvoleny vrchol.

° Pomoci Eg ziskame E; , pomoci E; ziskame E; atd.

a pomoci V; ziskame V, atd. takto:

- Nalezneme n&jakou hranu e; ={x;, yi} € E(G) takovou, Ze X; € Vi1
Yi€V-Vi1 pakVi=Vi1 U {Vyi}, Ei=Ei1 U {ei}. Pokud zadna takova hrana jiz

neexistuje, algoritmus konci.

Jinak fe€eno: Zacneme S jednim libovolné zvolenym vrcholem. Postupné k nému
(a pozdgji k vrcholim, se kterymi jiz je spojen) piipojujeme jeden vrchol za druhym,

pomoci jedné hrany se piipoji vzdy jeden vrchol. (viz obr. 24)

23



2) 3)

& L] L] 2 L
I I/ M .
]
Obrazek 24: Ukazka pouziti algoritmu 2 pro nalezeni kostry grafu

(N 1

Obrazek 25: Kostry vzniklé algoritmem 1 a 2

Podivejme se, ze kazdy algoritmus nasel jinou kostru stejného grafu.
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3.4 Minimalni kostra

Problém minimalni kostry
Tento problém nejjednoduseji vysvétlime na prikladu.

Napadne snih a silnicati musi pluhem prohrabat cesty a tim propojit spojeni mezi napft.
30 mésty. Samoziejm¢ chceme, aby prace byla hotova co nejdfive, tzn. aby pluhat m¢l
co nejmén¢ prace, neboli odhrabal co nejkratsi Gisek. Ktizovatky jsou pouze ve méstech,

nikdy mimo mésto.

Pro prevedeni této ulohy do grafu je tfeba ,,ohodnotit hrany v grafu G, tedy kazdé
hran¢ e € E pfitadime cislo w(e), které nazyvame vaha hrany e. Vahou budeme

uvazovat kladné ¢islo (v naSem piipad¢ jde o délku cesty). (Matousek a Nesettil, 1996)

Uloha: Pro sowvisly graf G = (V, E) s nezdpornym ohodnocenim hran w naleznéte
kostru T = (V, E°) grafu G s nejmensi moznou hodnotou w(E’). (MatouSek a Nesetfil,
1996, str. 146)

Dany graf mlize mit samoziejm¢é mnoho riznych koster. My vSak chceme nalézt tu
nejleh¢i (tzn. vyslednd vaha vSech hran kostry dohromady bude nejmensi moznd). To
muze vypadat jako dosti obtizny ukol, existuji vSak hned tfi velmi jednoduché

algoritmy.

Algoritmus Kruskallv (hladovy), Jarnikiv (Primtv) a BorGvkiv. Zajimavé je, Ze prvni,
kdo vymyslel jeden z algoritmti, a to vroce 1926, byl Otakar Boruvka, a jak uz
ze jména vyplyva, byl to Cech. Dalsi byl algoritmus Jarnikiiv, ktery je viak ve svété
znam jako Primiv, ackoliv s timto algoritmem pfiSel cCesky matematik Jarnik jiz
v rocel930 a Prim az vroce 1957. Hladovy algoritmus vymyslel Kruskal aZz v roce

1956, avsak jeho algoritmus je zda se nejoblibené;jsi.
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Postupné vysvétlime tyto tfi algoritmy a predvedeme jejich pouziti pro vyhledavani

10 6

minimalni kostry na ptikladu:

Obrazek 26: Graf s ohodnocenymi hranami

3.4.1 Kruskaliiv algoritmus (neboli Hladovy)
Je dan souwvisly graf G = (V, E) s ohodnocenim w. Predpokladejme, Ze hrany jsou
uspordadany tak, ze plati w(ey) < w(ey) < w(ey) <....< w(em). Pro toto usporddani

provedme algoritmus 2. (Matousek a NeSetfil, 1996, str. 147)

Jinak feceno:

YV v

1) setadime hrany podle jejich vahy od nejleh¢i hrany k nejtézsi
2) u kazdé hrany budeme rozhodovat, jestli ji do grafu ptidame nebo ne, a to timto
zpisobem: a) pokud pfidanim hrany nevznikne kruznice, pfidime tuto hranu

b) pokud ovSem kruznici vytvofi, nebudeme ji do grafu ptidavat.

AT S S
A T S |

R WY

Obrazek 27: Pouziti Kruskalova (hladového) algoritmu pro nalezeni minimalni kostry
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3.4.2 Jarnikiv algoritmus (Primiiv)

Postupujeme podle algoritmu 2 pro hleddani kostry, pricemz hranu e; volime jako hranu
nejmensi mozné vahy mezi hranami mnoziny {{x,y} € E(G), X € Vi1, ¥ € V i1}
(Matousek a Nesettil, 1996, str. 151)

Jinak feCeno: Zaéneme V libovolném vrcholu a vzdy vybirame z hran z né&j vedoucich
tu nejlehéi (pouzijeme hladovy algoritmus) a do mnoziny hran, z kterych vybirame,

ptidame hrany vedouci z vrcholu nové ptipojeného.

1) 2)

AR
T TA T

Obrazek 28: Pouziti Jarnikova algoritmu pro nalezeni minimalni kostry

3) 4)

(za¢ina v libovolném vrcholu, zde zvyraznéném vrcholu v)

3.4.3 Bortvkiiv algoritmus
Polozme V' =V, Eg = ¢ (prazdna mnozina).

Necht' (Vy, ..., Vi) je rozklad mnoziny V podle komponent souvislosti grafu. Pro kazdou
komponentu V;j vyhleddme hranu ; ={X, y}, kde (x € Vj, y € V;). Tuto podminku spliiuje
vice hran, my vSak vybereme tu nejleh¢i z nich a pfidame ji do grafu. Algoritmus kon¢i,

ma-li graf jedinou komponentu. (Matousek a Nesettil, 1996)

Jinak feceno: Postupné ke kazdé komponenté ptiddme hranu, kterd vede z této
komponenty do jiné komponenty, a to tu nejlehci moznou. Provadime tento postup tak

dlouho, dokud neni graf souvisly. (viz obr. 29)
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1) 2)

Obrazek 29: Pouziti Bortivkova algoritmu pro nalezeni minimalni kostry (mé pouze 2 kroky)

Vsimnéme si, ze pomoci vSech tfi algoritmi jsme nalezli tutézZ minimalni kostru.

Obrazek 30: Minimalni kostra

Mohlo by se stat, ze by graf mél vice minimalnich koster?

Ano, je to mozné, uvadime piiklad pro graf se dvéma minimalnimi kostrami, miize jich

vSak mit klidné i vice. (viz obr. 31)

2 1) I 2 I 2)
Obrazek 31: Graf se dvéma riznymi minimalnimi kostrami

3.4.4 Uloha na hledani minimalni kostry pro Zaky

Problém minimalni kostry je urcité také zajimavym tématem k feSeni a 1 kdyZ se v mém
experimentu nakonec neobjevil, jde o dalsi cast, kterd by dle mého nazoru zaky zaujala

a podpotila v jejich kreativite.

vV

Zde je jeden piiklad s 12 mésty nasledovany jednodus$im popisem hladového

algoritmu:
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e Napadne snih a silnicafi musi pluhem prohrabat cesty a tim propojit spojeni
mezi 12 mésty (= 12 bodi = 12 vrcholt grafu). Samoziejmé¢ chceme, aby prace
byla hotova co nejdfive, tzn. aby pluhat mél co nejméné prace, neboli odhrabal co

nejkratsi isek. Nasledujici obrazek znazoriuje mapku s mésty.

Obrazek 32: Zadani lohy Hledani minimalni kostry

Poznamka:

- Na obrazku je u kazdé cesty zapsana jeji délka v kilometrech.

- Pokud pluhat pojede po néjaké cesté¢ podruhé, uz se jeji délka nepocita,
nebot’ cesta zlistala odhraband a pluh pouze projizdi bez ndmahy.

- Zvyraznime takovou variantu, aby byl pocet prohrabanych kilometrti co
nejkrat$i a presto se obyvatelé kteréhokoliv mésta mohli dostat do ostatnich

meést.

Jak na to?

1) Serad’me cesty (= hrany grafu) podle jejich délky od nejkratsi po nejdelsi
2) Zkoumejme postupné jednotlivé cesty, nejdiive 1 km dlouhou, potom 2

km dlouhou...
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3) Pokud cesta spojuje mésta, kterd zatim nejsou nijak propojena (neexistuje
mezi nimi zadna cesta ani del§i pfes jina mésta), zvyraznime ji pastelkou (=
piidame ji na seznam pluhatfe = pfidame ji do naSeho grafu), pokud vSak mésta
jiz n&jak propojena jsou (viz obr. 33), tuto cestu nezvyraznime a pluhai ji

prohrabavat nebude.

Obrazek 33: Hranu BC ptidavat nebudeme, nebot’ jiz existuje cesta pres bod A
4) Jestlize jste timto zpisobem provérili vSechny cesty, ovéite sami, ze jsou
opravdu vSechna mésta navzdjem propojena a je mozno se z jakéhokoliv dostat

po vyhrabané cesté do kteréhokoliv jiného.

Na nasledujicim obrazku je znazornéno feSeni piedchozi tilohy:

B —N
1 /
14 17

11

Obréazek 34: Reseni problému Hled4ni minimalni kostry



3.5 Dalsi pojmy
3.5.5 Stuperni vrcholu

Za stupen vrcholu Vv povazujeme celé Cislo deg(V), které urcuje pocet hran vedoucich

z vrcholu v.

Obrazek 35: Graf, ktery ma u kazdého vrcholu zapsany sviij stupeil

3.5.6 Skore grafu

Je-li {vi, Vo, ..., Vq} mnoZina vSech vrchold grafu G, posloupnost (deg(vy), deg(vy), ...,

deg(vy)) nazyvame skore grafu G. (Matousek a NeSetfil, 1996)
Skore predchoziho grafu mize vypadat naptiklad takto: 3221.

Na potadi nezalezi, i kdyz se vétSinou zapisuje od nejvétsiho stupné k nejmensimu nebo
naopak. Pokud jsou dva grafy stejné (izomorfni), maji stejné¢ skore, opacné to ale
neplati. Dva grafy mohou mit stejné skoére, a pfesto nejsou stejné (izomorfni).

(viz obr. 36)

a9

.Ské-r'e:
22211 22211

Obrazek 36: Dva neizomorfni grafy majici stejné skore
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3.5.7 Princip sudosti
Tvrzeni: Lichych stupnii v grafu musi byt sudy pocet.

Vysvétleni, pro¢ tomu tak je, je docela logické. Kazda hrana je zapocitana dvakrat,
jednou do stupné vrcholu, ve kterém zacina, podruhé do stupné vrcholu, ve kterém
kon¢i. Plati tedy, ze soucet vSech stupni vrchold v grafu je roven dvojnasobku poctu
hran. Protoze jde o dvojnasobek celého Cisla, jde o Cislo sudé. Aby soucet byl sudy,

musi byt lichych stupiii sudy pocet.

3.5.8 Eulerovsky graf

Necht' G = (V, E) je graf, ktery ma n vrcholti a m hran. Eulerovsky tah oznacuje takovy
tah, ktery obsahuje kazdou hranu grafu pravé jednou (vrcholy se mohou opakovat) a lze

jej vyjadfit posloupnosti P = (vo, €1, V1, ..., €m, Vm), kde & = {vj.1, Vi}.

Pokud vp = Vg, pak se jedna o uzavieny eulerovsky tah. V takovém piipadé nazyvame

I samotny graf eulerovsky.

Pokud vy, je rizné od Vo, pak stupné téchto dvou vrchol jsou liché.

Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a vSechny vrcholy jsou sudého

stupné.

Jinak feceno: Graf lze nakreslit jednim tahem, kdy za¢neme a skonéime ve stejném

vrcholu, pravé tehdy, kdyZz maji vSechny jeho vrcholy sudy stupeti.

Plati tedy, ze graf 1ze nakreslit jednim tahem, pokud:
e vSechny vrcholy maji sudy stupen (jde o uzavieny tah, graf je eulerovsky)
a nebo

e prave dva vrcholy jsou lichého stupné (jde o otevieny tah)
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4 Experiment

Cilem experimentu bylo zjistit, zda jsou zé&ci schopni porozumét vybranym castem
Z teorie grafii a zda je toto téma bavi vice nez latka bézné probirand v hodinich
matematiky. Experiment zkouma také, zda je vhodné toto téma zafadit pouze
pro nadan¢jsi déti (naptiklad vybrané na gymnazium) nebo zda toto téma lze zaradit

I na zakladni skolu bez jakéhokoliv zaméfeni.

Soucasti experimentu jsou nejen dvé piipravy na vyuku teorie grafli, pozorovani
priabéhu hodiny, reakci zakl a rozdili mezi hodinami v jednotlivych tfidach, ale také

zpracovani informaci ziskanych pomoci dotaznikti vyplnénych vsemi zéky.

Ptipravila jsem dvé témata. Prvni t¢éma nazvané ,,Domecek jednim tahem® se zabyva
Eulerovym pravidlem pro rozeznavani, zda lze spojity graf nakreslit jednim tahem
(viz str. 32). Druhé nazvané ,,Bludiste” se zabyva pravidly jak prochazet bludistém
a pretvafenim slozitého bludisté na graf pro usnadnéni orientace v bludisti (viz str. 42).

Mee

Druha ¢ast kapitoly ,,Bludisté shrnuje pravidla pro prichod bludistém (viz str. 48).

Zaci pracovali pievazné ve formé diskuse celé t¥idy, aktivné se podileli na postupu
hodiny pod vedenim ot4dzek a ndvodnych uloh ucitele. Také chvilemi samostatné plnili
ulohy z pracovnich listi (viz pfilohy str. 78), kdy méli povoleno spolupracovat se svymi
sousedy. Nasledn¢ porovnavali vysledky s celou tfidou, piipadné vyvraceli myslenky

svych spoluzakti a debatovali o spravnosti jednotlivych tvrzeni.
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4.1 Priprava hodiny ,,Domecek jednim tahem*

Obrazek 37: Domecek jednim tahem

Asi kazdy nékdy zkusil nakreslit domecek jednim tahem, pokud tedy nakreslime tento
obrazek na tabuli, urcité nékdo ze zaka vysvétli, o co se jedna. Je nutné dohodnout se
napiiklad na tom, co vSechno jsou body (vrcholy), kde se mize vybirat z vice cest.
Prostfedni kiiz se totiz vétSinou za vrchol nepovazuje. Poté nechdme zaky, aby si kazdy
naSel svllj zpiisob nakresleni domecku jednim tahem. Vyzveme Ziky, aby postupné
vysvétlovali, jakym zptisobem domecek nakreslili oni. Mzeme nejprve nechat na nich,
jakym zptisobem budou postup popisovat. Nejlepsi forma vhodna i k zapsani je nejspise

oznaceni vrchold napiiklad pismeny A, B, C, D, E.

Obrazek 38: Domecek s vrcholy oznacenymi pismeny
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Jeden z moznych zpisobu pak mizeme zapsat takto: ACDBCEDAB. Takovych

moznosti je dokonce 88.2

Dale je tieba zaky dovést k poznani, ze vSechny moznosti za¢inaji a kon¢i ve vrcholech
S lichym stupném, Vv naSem pfipadé ve vrcholu A nebo B. Nejprve je rozdélime
do skupin podle toho, ve kterém bod¢ zacali. Vytvoii se dvé skupiny. Jedna zacala
v bod¢ A a druha v bodé B. Pak se kazdé skupiny zeptame, ve kterém bodé skoncili.
Skupina, ktera zacala v bod¢ A, skon¢ila v bodé B a naopak skupina, ktera zacala v bodé
B, skon¢ila vbodé A. Zaci si jistd vSimnou, Ze nikdo znich nevymyslel variantu
zacCinajici v bodé C, D nebo E. Mlzeme jim nechat chvili na hledani takové varianty,
ale sami to jisté rychle vzdaji. Nadneseme otazku: ¢im se body A, B 1i8i od ostatnich?
Nechame ziky premyslet, jak by tyto body popsali, aniz by pouzili pismena A, B.

Mohou k tomu pouzit naptiklad obrazek. Zde uved'me jednu navodnou tlohu:

° Urcete, ktera znacka znazoriiuje ktery bod (A, B, C, D, E). V nékterych

ptipadech existuje vice moznych feSeni.

a)_):.s,.\él/_

YO¥ Y

Obrazek 39: Navodna tloha ¢. 1

Tato tloha by mohla zdky navést k myslence, ze jednotlivé vrcholy se 1iSi poctem hran,
které zn¢j vedou. Ke kazdému vrcholu tedy mizeme napsat Cislo urcujici pocet
takovych hran (stupent vrcholu). Vrcholy A i B maji oba stupeii vrcholu 3, toho si Zaci
jisté v§imnou, mozna pak urci pravidlo, Ze je nutno zacit tah ve vrcholu se stupném 3.

V takovém ptipad€ jim zaddme naptiklad takovouto ulohu:

’Zjisténo autorkou pomoci nakresu orientovaného grafu zobrazujiciho 44 moznosti zadinajicich
ve vrcholu A. Stejny pocet tvofi skupina zacinajici ve vrcholu B a koncici ve vrcholu A (pouze opacny smér
puvodnich moZnosti zobrazenych grafem).
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. Zkuste nakreslit néasledujici obrdzek jednim tahem a pak ke kazdému

vrcholu napiste pocet hran, které z n¢j vedou:

Obrazek 40: ,,Domecek se tfemi stfechami* = graf se dvéma vrcholy lichého stupné (oba stupné 5)

Pomoci této ulohy zjisti, ze mohou zacit a skoncit nejen ve vrcholu se stupném 3, ale
také ve vrcholu se stupném 5. Jisté nékoho z zakli napadne, ze obé Cisla jsou licha. Jesté
je nutné upozornit, Ze u nasich obrazkl jsou vrcholy s lichym stupném vzdy pravé dva,
V jednom se za¢ne a ve druhém skonci. Nabizi se otazka, zda vrcholt s lichym stupném
muze byt jiny pocet.

o Muze byt vrcholtl s lichym stupném vice nez dva?

V jednom vrcholu s lichym stupném za¢neme, ve druhém skoncime, ale jak to bude
vypadat u téch ostatnich? Pokud do takového vrcholu pfijdeme po jedné hran€, musime
po druhé zase odejit, protoze timto vrcholem pouze prochazime (viz obr. 41). Hran tedy
musi byt sudy pocet ve vSech vrcholech mimo dvou, prvniho a posledniho, ty mohou

byt lichého stupné.
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prichozi zaddtek konec

SN N,

sudy lichy lichy

Obrazek 41: Vrchol prichozi, zacinajici a konecny

o Muze byt lichého stupné pouze jeden vrchol?

Kazd4 hrana ma vzdy dva konce, to znamend, Ze soucet vSech konct je sudé ¢islo a je
rovno souctu stupiii v§ech vrcholi. Pokud by byl lichého stupné pouze jeden z vrcholi,

I tento soucet by byl lichy. Nelze tedy, aby byl pouze jeden vrchol lichého stupné.

o Co ale, kdyz zaéneme a skonc¢ime ve stejném vrcholu?

Takto vypada situace u vrcholu, ve kterém zacneme i skon¢ime:

zaddtek + konec

4 (3
I
B

Obrazek 42: Vrchol zacinajici 1 koneény

Pokud nepftijdou zaci sami od sebe na to, Ze v takovém piipad€ budou vSechny vrcholy

mit sudy stupen, pomiZeme jim naptiklad touto tlohou:
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. Zkuste nakreslit tento obrazek jednim tahem a pak ke kazdému vrcholu

napiSte pocet hran, které z néj vedou:

Obrazek 43: Graf se v§emi vrcholy sudymi = ,,domecek a dv¢ stfechy*

Spolecné se Zaky zapiSeme na tabuli stupné jednotlivych vrcholii a pokusime se zaky
dovést k myslence, Ze vrcholy jsou sudého stupné a Ze lze zacit v jakémkoliv vrcholu
(Mtzeme pouzit naptiklad otazky: ,,Ve kterém vrcholu jste zacali a ve kterém skoncili?
Zacali jste se svym sousedem ve stejném vrcholu? Mizeme zacit v jakémkoliv vrcholu?
Zacal n¢kdo ve vrcholu s lichym stupném?*‘). Nakonec dojdeme se zaky ke zjisténi, ze
pokud maji vSechny vrcholy sudy stupeti, nejen ze obrazek lze nakreslit jednim tahem,

ale dokonce jeste skon¢ime ve stejném vrcholu, ve kterém jsme zacali.

Mizeme tedy se zaky zformulovat pravidlo:
Obrazek 1ze nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyz

. vSechny stupné vrcholl jsou sudé (tah mlze zacit v kterémkoliv vrcholu

a v tomtéz skonci).

o pravé dva vrcholy jsou lichého stupné (v jednom znich tah zacne

a ve druhém skonci).

Toto pravidlo zavedl Leonhard Euler, kdyZ se roku 1736 pokousel vytesit slavny

problém sedmi mostti mésta Kralovce. (viz obr. 44)
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Obrazek 44: Problém sedmi mostll mésta Kralovce (pfevzaty obrazek, viz str. 74)

Otéazkou bylo, zda je mozné projit kazdym mostem ve mésté pravé jednou. Euler v roce

1736 dokazal, ze to mozné neni.

Nakonec zdkim na procviCeni zadame nasledujici

ulohu z pracovniho

listu

(viz ptiloha 1). Pokud ji nestihnou vypracovat ve skole, mohou ji dokoncit doma, je

vSak nutné provést spolecnou kontrolu vysledkd.

Urcete u kazdého grafu z obrazku, zda Ize ¢i nelze nakreslit jednim tahem:

X

-

N

NS 2

Obrézek 45: Ulohy pro zaky

Vymyslete kazdy jeden graf pro své spoluzdky, u kterého mohou zjistovat, zda lze

nakreslit jednim tahem.
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Bludisté

Bludisté rozd€lujeme do dvou hlavnich skupin. Prvni skupinou jsou klasické labyrinty.
Maji jeden jediny vstup a k dosazeni stfedu se pouzivad jedné cesty, kterd nenabizi

zadnou jinou moznost. Tim, Ze existuje jedna jedina cesta, nemtize poutnik minout cil.

A
Obrazek 46: Ukazka klasického labyrintu (pievzaty obrazek viz 74)

Druhou skupinou jsou klasicka bludisté. Mohou mit vice vstupl a vice vystupu, k cili
muze vést vice cest a poutnik je nucen se rozhodovat mezi vice riznymi cestami
a velice snadno zabloudi. Pojmy bludisté¢ a labyrinty vSak malokdo rozliSuje a ¢asto

zaménuje jedno za druhé.

F

Obrazek 47: Ukazka klasického bludi§té (pfevzaty obrazek, viz str. 74)
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Asi kazdy z nas nekdy zkousSel najit cestu bludistém, at’” uz tuzkou na papiie nebo
v opravdovém bludisti naptiklad z zivého plotu, zidek ¢i zrcadel. Oboje ma svoje

vyhody a nevyhody.

U bludisté je vyhodné mit nadhled a asi bude jednodussi prochazet ho pouze tuzkou
na celkové mapce. Na druhé strané labyrinty jsou slozeny z mnoha soubéznych cest
a na papife se jednoduseji spleteme a omylem pieskocime o jednu cestu vedle, pfitom

V realu nas labyrint zabloudit nenecha, ani kdybychom se o to snazili.

O tom, ze labyrint a bludisté jsou Casto myslena jako synonyma, se miizeme piesveédcit
I v krétské mytologii. Velmi znamy je pfibéh o Minoové labyrintu. Kral Minos mél
podle povésti nepovedeného syna Minotaura. Byl to naptl ¢lovek, napul byk.
Minotaurus poziral lidi, a tak jej Minos nechal uvéznit v Labyrintu, ktery mu pro ten
ucel mél postavit stavitel Daidalos. Labyrint znamena puivodné "Dum dvojbrité sekery”.

(Janovsky) Takto tedy tehdy vzniklo slovo labyrint.

vvvvvv

devatym rokem na Krétu sedm divek a sedm mladikd pro Minotaura. OvSem povést
pravi, ze Theseus (syn boha motfe Poseidéna) se dobrovolné¢ vydal na Krétu mezi
14 vybranymi ob&tmi, bludistém proSel a Minotaura zabil. Dostal pry od Ariadny
(dcery krétského krale) na pomoc nit, aby ve spleti chodeb nezabloudil. Nemohlo tedy

jit o klasicky labyrint, ale o bludiste.

Obrazek 48: Krétsky labyrint s Minotaurem uprostied (pfevzaty obrazek viz str. 74)
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4.2 Priprava hodiny ,,BludiSté*

Nejprve zaky nechame samotné hledat cestu bludistém, nékomu se to podafi rychleji,
né¢komu pomaleji a nékomu tieba viibec. Mezi tim, co bloudi, jim mzeme vypravét

0 Minoov¢ labyrintu.

o Najdéte cestu skrz bludisté:

L} 4
m =] ==
Il L) | L] U

L
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I
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Obrazek 49: Bludisté (ptevzaty obrazek, viz str. 74)

o Najdéte cestu doprostied labyrintu:

Obrazek 50: Labyrint (pfevzaty, obrazek viz str. 74)
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Zkusime zéky pomoci navodnych otdzek dovést k myslence, Ze v bludisti bloudime
kvili Spatnym rozhodnutim na jednotlivych kfizovatkach, kdezto v labyrintu zadné
kiizovatky nejsou, tudiz mohou zabloudit pouze z nepozornosti, napf. kdyz omylem

pieskoci z jedné dlouhé chodby do druhé, kdyz labyrint fesi tuzkou na papire.

Navodné otazky:

. Které hledani cesty bylo jednodussi? Cesty bludistém ¢i labyrintem?
. Jaky je mezi nimi rozdil?
o Kolik kfizovatek je ptiblizné€ v bludisti? A kolik v labyrintu?

Ted’ zkusime nasledujici bludisté zakreslit trochu jednoduseji. (Budd a Sangwin, 2001)

|
N ] Rl
I

—_ L1,

Obrazek 51: Bludisté

Nejprve si oznacime pismeny vSechna dileZzita mista:
1) vSechny kfizovatky
2) vSechny konce slepych cest

Napiiklad takto (viz obr. 52)
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Obrazek 52: Bludisté s oznacenymi kiizovatkami

Nové zakresleni bludist¢ bude mit misto klikatych zamotanych cesticek rovné cCary.
Bude tak pro nas piehlednéjsi a 1épe v ném najdeme spravnou cestu. Bude nam slouzit
jako takova mapa pro prichod bludistém. Rozmistime jednotliva pismena jako body
(vrcholy) a pospojujeme pomoci ¢ar (hran) ty, mezi kterymi vede cesta bez pruchodu

dalsi kfizovatkou. Nase bludisté bude po zjednoduseni vypadat néjak takto:

/E /7
start o S o — ) o— ] —C — cil

ST\
1™

Obrazek 53: Bludisté znazornéné grafem

V tomto zakresleni je nalezeni cesty skrz bludi$té hracka. Zaci se mohou ve dvojicich

navzajem podle této mapky navigovat. Rozdélime zaky do dvojic, ptipadné i do malych
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skupin. Jeden zdk bude mit tuto zjednodusenou mapku a ostatni pouze bludist¢ bez

pismen. Nasledujici ukoly pro zadky s mapkou mohou znit naptiklad takto:

o Proved’ své spoluzaky po spravné cest¢ do cile. (Nezapomen, ze oni

nemaji v bludisti zapsana pismena, k popisu cesty je tedy nepouzive;j.)

o Zaved’ spoluzaky do slepé ulicky s pismenem |.

o Zaved’ spoluzéky do slepé uli¢ky s pismenem M.

. Zaved’ spoluzaky do slepé ulicky s pismenem R.

. Zaved’ spoluzaky do slepé ulicky, kterou si vyberes.

o Timto zplisobem by se dalo zaSifrovat néjaké slovo. Zkus 1o spole¢né se

svymi spoluzadky ze skupinky. Sifru si vyméite s jinou skupinkou a jejich

zaSifrované slovo vylustéte.
Jakym zpiisobem tedy mtizeme piedat informaci kudy skrz bludisté?
a) pomoci pismenek (start-A-K-O-Q-S-cil)
b) pomoci informaci vlevo/vpravo (vpravo-vlevo-vlevo-vpravo-vievo)

Jisté existuje i mnoho dal$ich zpisobul. Naptiklad mizeme vpravo zapsat jako P a vlevo

jako L, tim se nam popis vyrazné zkrati: PLLPL.

Nebo miizeme pouzit ¢ast nasi mapky, a to i bez pismen:

start % eil

Obrazek 54: Mozné znazornéni cesty bludistém

Vsimnéte si, Ze jsou zakresleny jen €asti vedlejSich cest. Pokud je ¢arka doleva, my

jdeme vpravo a naopak.

o Do jaké slepé ulicky by nés zavedl nasledujici obrazek?
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Obrazek 55: Cesta bludistém do slepé ulicky

. Zkuste nakreslit takovouto naviga¢ni ¢aru pro své spoluzaky, kterad je

zavede do jedné slepé ulicky.
. Opét mizete timto zplisobem zasifrovat n€jaké slovo ¢i celou vétu.

Graf mizeme zapsat i jinak nez obrazkem. Pokud mame napiiklad vrcholy oznacené
pismenky nebo jinymi symboly, sta¢i pro kazdy vrchol napsat seznam jeho sousedi,
tedy vrcholl, do nichz z n¢j vede hrana. Zadame zakiim nasledujici ulohu z pracovniho

listu (viz ptiloha 1):

Zkuste najit cestu bludistém, které je zapsano takovymto seznamem sousedd, pokud
vite, Ze start je v bodé A a cil v bodé Z. Prohdzenim pismen, které potkate po cesté,

muzete vytvofit slovo. Pfijdete na to jaké?3

A'E K I:R Z S:P, R U
B:D © K:4 R U $:D, L N
C:H MX L:0 8 2 I:N.V,Z
C:FT,Y M:C HX :C, G Y
D:N, S N:D, S U:K, S W
D:B R N:IL TV V:IN T
E:4A HX 0:G, LR W:P, R U
F:C G Y P:5, R W X:CEM
G:F, 0T Q:B Z Y:C F T
H:CEM R:D,JK O Z:J 0
NV Z R:P S W Z:1L T

Obrazek 56: Pismenkové bludisté

? Tento typ Ulohy uvadi Vejmola (viz doporuéené publikace str. 73) ve své knize oviem bez tvoFeni slova
z pismen posbiranych po cesté. Podle mého ndzoru se tim tato Uloha stavd jakousi Sifrou a lusténi Sifer
je u déti stale oblibené.
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Reseni pedchozi tilohy:

\\
v
S\
M

Obrazek 57: Predchozi bludisté zapsané grafem

Spravnou cestu bludistém tedy mizeme popsat pismeny: A, K, R, O, L, 7. Prohazenim

téchto pismen lze poskladat slovo ZRALOK.
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4.3 Druha c¢ast hodiny ,,Bludisté«

Studenti jiz maji mnoho zkuSenosti s hledanim cesty skrz bludisté, vyzkouSime, zda
zvladnou také sviij systém srozumitelné popsat a vysvétlit tak ostatnim spoluzakim, jak
cestu hledali. Existuje mnoho riznych zpisobi jak bloudit v bludisti. Zde uved'me

nekolik jednoduchych zpiisobt, které by mozna mohl néktery ze zaki vymyslet nebo jiz

vvvvvv

1) Nahodné

Urcité to néktefi zkouseli ndhodné, prosté si na kazdé kfizovatce zvolili
namatkou jednu z cest. I toto je urcity algoritmus, 1 kdyZ ne vzdy musi skoncit
uspeésne.

2) Zacernénim slepych cest

Tento zpusob je ponc¢kud pracnéjsi, ale také Gcinny. Ve chvili, kdy dojdete na
konec slepé cesty, staci ji vybarvit zpét k prvni kifizovatce. Po vybarveni vSech
slepych cest by méla zlstat pouze spravna cesta od startu k cili, ptipadné téchto

cest muzZe existovat vice.
3) Pi‘evedeni bludisté na graf

Slozity obrazek bludisté si miZeme zjednodusit na daleko piehlednéjsi graf.

(viz str. 43)
4) Mapa

Ptedchozi zpisoby funguji, pouze pokud bloudite bludisté na papite, takze urcité
bude bloudéni jednodussi, pokud vlastnite mapu bludisté, ziskate tim urcity
nadhled.

Co ale pokud budeme chodit v realném bludisti, ne pouze na papite?
5) Navigator

Dalsi, co by ndm pomohlo, mit néjakého raddce ¢i navigatora, ktery by mél

mapku nebo stal na vyvySeném misté a volal, kudy mame jit.
6) Pravidlo pravé ruky

Asi nejznaméjsi pravidlo na prochazeni bludisté v realu, je pravidlo pravé ruky.

Spociva v tom, Ze polozime pravou ruku na sténu bludisté a ta nds vede. Bohuzel
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tento zplisob nemusi fungovat na ncktera bludisté, u kterych je cilem dostat se

do stfedu, nejcastéji ke starému stromu uprostied. (viz obr. 58)

cil

start

Obrazek 58: Ukazka bludisté, kde nefunguje pravidlo pravé ruky

Existuji jeSt¢ dal§i pravidla, kterd si zijemci mlzou najit na internetu.
Nejuniverzalngjsi by vSak bylo projit bludisté uplné celé, tzn. projit vS§echny cesty.
Potom bychom cestou urcit¢ museli projit okolo cile, at’ uz bude uprostied ¢i nékde
jinde. Jde tedy o to, najit cestu bludistém, ktera prochazi vSechny jeho ¢asti. Existuje

vSak takova?

Lze projit bludisté jednim tahem? To samoziejmé nelze obecné fici, pokud vSak
fekneme, Ze projdeme kazdou cestou pravé dvakrat, miZzeme diky Eulerovu
pravidlu dokazat, Ze takova cesta existuje. UkaZme si to na bludiSti z minulé

kapitoly. (viz obr. 51, obr. 52, obr. 53)
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Obrazek 59: Graf se zdvojenymi hranami
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Graf na obr. 59 ma oproti tomu pivodnimu vSechny hrany zdvojené, projdeme tedy
kazdou z ptivodnich cest dvakrat a opét skon¢ime na startu. Vzhledem k tomu, ze jsou
vSechny hrany zdvojené, musi byt stupenn kazdého vrcholu sudy, a proto lze podle
Eulerova pravidla projit tento graf jednim uzavienym tahem a skoncit na misté, kde

jsme zacali.

Dale zkusime s détmi vymyslet pravidla, jak se v bludisti chovat. Pomoci jednoduchych
otazek lze s zéky dojit k jednoduchym pravidlim. Pro lepsi piedstavu doporucuji

pouzivat obrazky pro znazornéni jednotlivych situaci.

1) Jak za¢neme? Co ud€lame na startu? Vybereme si libovolnou cestu a vydame
se po ni.

2) Co se muze stat dal? Dojdeme na dal$i ,,novou* kiizovatku nebo na konec
slepé ulicky.

3) Co udélame, kdyz dojdeme na novou kiizovatku? (viz obr. 60) Vybereme si

libovolnou cestu.

Obrazek 60: Vybér libovolné cesty na nové kiizovatce

4) Co udélame, kdyz dojdeme na konec slepé ulicky? Oto¢ime se a vratime
na nejblizsi kiizovatku. Takové kiizovatce budeme fikat ,,stara* kiizovatka, nebot’
uz jsme ji diive navstivili.

5) Co kdyz se vratime (napf. ze slepé uli¢ky) na ,,starou* kiizovatku? (viz obr. 61)

Vybereme novou zatim nevybranou cestu.

Obrazek 61: Vybér jiné cesty pfi navratu na starou kfizovatku
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A co kdyz uz zadna neexistuje? (viz obr. 62) Pak se vracime po cesté, kterou jsme

na tuto kiizovatku ptisli poprvé.

S &S
\]\

Obrazek 62: Navrat ze staré kiizovatky, pokud jiz zadna dalsi cesta neni

6) Také se muze stat, ze piijdeme po ,,nové cesté” (= prozkoumavame novou cestu =

nevracime se) a narazime na starou kiizovatku (Viz obr. 63); v tu chvili je tieba se zacit

vracet, nebot’ mame po cesteé zpet mozna jesté n€jakou cestu na prozkoumani.

W\ o

Obrazek 63: Navstiveni staré kiizovatky pii prozkoumavani nové cesty

Pravidla mizeme tedy sepsat takto:

Dojdeme-li na novou k¥izovatku, vydame se libovolnou cestou.

Dojdeme-li na konec slepé uli¢ky, oto¢ime se a zamitfime zpét.

Vracime-li se na starou kfizovatku, mohou nastat dv¢ varianty:

- Pokud z ktizovatky vede zatim neprozkoumana cesta, vydame se po ni.
- Pokud jiz zadna takova neni, vracime se zpét po cesté, kterou jsme
na tuto kiizovatku piisli poprvé.

Pokud pfi prizkumu nové cesty narazime na starou kiizovatku, oto¢ime se

a vracime se nasi cestou zp¢t k nejblizsi kiizovatce.
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4.4 Zkoumané skupiny

Experiment jsem provadéla na dvou raznych Skolach — v dubnu roku 2011 ve tfidach
viceletého gymndzia a v tnoru roku 2012 ve tfidach jedné zékladni Skoly v Praze. Ob¢
Skoly jsou prazské a nemaji zadné specialni zaméfeni. Gymndzium je osmileté
S vSeobecnym zaméienim uplatitujici pii vybéru zaka pisemné piijimaci zkousky. Jde
0 gymnazium, kde uc¢i mutj bratr. Zakladni Skola je bez jakéhokoliv specialniho
zamé&feni, difive dokonce mivala takzvané dys-tiidy uréené pro zaky s dyslexiemi,
dysgrafiemi atd. Pfijima déti ze svého blizkého okoli, a to bez specialnich pozadavkl
pfi vybéru zaki. Na této Skole jsem Vv dobé experimentu pul roku ucila, a to ve vSech

ttidach tcastnicich se vyzkumu.

Zkoumanou skupinu miZeme rozdélit na 5 podskupin, ve kterych postupné probihal

experiment.

Prvni dvé skupiny byly sestaveny ze zakii viceletého gymndzia, ktefi se dobrovolné
ptihlésili na ¢tyfdenni matematicky kurz potfddany jejich uciteli. Kurzu se zucastnili
zaci osmiletého gymnazia ze tiid: kvinta, sexta, septima. VE&kové slozeni Ucastnikli

kurzu bylo tedy od 15 do 18 let.

Predpokladala jsem, ze na matematicky kurz se piihlasi zaci se zvySenym ziajmem
0 matematiku a logické ulohy. Protoze viak kurz probihal v Kostelci nad Cernymi lesy
vV komplexu mistniho zamecku, mohli se Zaci také piihlasit pouze kvili krasnému
prostiedi, pobytu na zamku nebo napiiklad kviili svym kamaradiim ¢i oblibenosti
potadajicich kantorti. Proto jsem se ve vyzkumu také zajimala o to, z jakého divodu

Zaci na tento kurz jeli.

Vnéjsi podminky pro experiment byly ideélni, Zaci nebyli v pribéhu ni¢im ruseni a byli
schopni udrzet pozornost, komunikovat a spolupracovat po celou dobu. Diky tomu bylo

mozné vyzkouset kapitolu ,,Domecek jednim tahem* i celou kapitolu ,,Bludisté*.

Treti skupinou byla 7. tfida prazské zakladni Skoly, kterd vétSinou jevi zdjem
0 matematiku, ikdyz se samoziejmé i v ni najdou vyjimky. V dané tfid¢ je pouze
14 7akd, jde o tfidu, ktera, pokud mé dobrou naladu, umi skvéle spolupracovat. Mnoho
jejich zaki se samo aktivné zapojuje do vyuky a rado sd€luje své nazory. VEtsinou jim
jako motivace sta¢i samotnd matematika, poskytujici jim mozZnost hledani rtznych

feSeni nastinénych matematickych problému.
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Experiment v 7. tfid¢ probihal ve dvou vyucovacich hodinach, a to ve dvou riznych
dnech. Prvni den §lo o kapitolu Domecek jednim tahem, kde vné&jSi podminky byly
ztizené asi deseti zaky ze sousedni tiidy roziazenymi na tuto hodinu do nasi tfidy. M¢li
sice zadanou svoji praci, ale vétSina z nich nedokazala sméfovat sSvVoji pozornost pouze
K praci a radgji komunikovali se svym okolim. Zaci z jiné tiidy jsou vzdy urditym
rozptylujicim prvkem. Na druhou stranu Vv jedné chvili se zak z jiné tfidy do naSeho
experimentu dobrovoln¢ zapojil, coz urCité pozitivné podporuje teorii, ze jde

0 zabavnou ¢ast matematiky.

Druhy den se jednalo o cast kapitoly ,,Bludisté”. Kapitolu jsem nezatradila celou jako
pro zadky gymndazia hlavné z ¢asovych diavodi. Povazovala jsem pro 7. tfidu mensi
mnozstvi latky na 45 minut za dostate¢né, navic by nedostatek Casu zdky stresoval
a demotivoval, a tak by byly vysledky vyzkumu zkresleny. Vysledky mohly byt
negativné ovlivnény mimo jiné tim, Zze §lo o posledni hodinu 7. tfidy v onom dni.

Naopak pozitivné mohla vysledky ovlivnit pfitomnost interaktivni tabule.

Posledni dvé skupiny byly dv¢ Sesté tfidy zékladni Skoly. V 6. B je 14 déti a vétSinou
dobfte spolupracuji a aktivné se zapojuji do hodiny matematiky. V 6. A je 19 déti a byva

vvvvvv

V Sestych tfidach Zaci pracovali pon€kud pomalejSim tempem nez ve tfidé sedmé.
Rozhodovani, zda jednotlivé grafy 1ze nakreslit jednim tahem, nasledovalo az druhy den
Vv nasledujici hodin€ matematiky. Ptesto se zdalo, Ze vétSina zaki si latku z predchozi
hodiny pamatovala a nemé¢la s tlohou z pracovniho listu (viz str. 78) zadny problém.
Kapitolu ,,Bludisté” jsem do téchto tfid nezaradila, nebot' jsem po piedchozim
pozorovani usoudila, Ze by tuto kapitolu bylo potieba pro Sesté tiidy zjednodusit ¢i

rozloZit postupné do vice hodin.
4.5 Tvorba dotazniku

Jak uz nazev dosvedcuje, slovo ,, dotaznik* se spojuje s ,,dotazovanim*, s otazkami. Je
to zpiisob pisemného kladeni otizek a ziskavani pisemnych odpovedi. Dotaznik je
nejfrekventovanéjsi metodou zjistovani udaju. Je urcen hlavne pro hromadné ziskavani
udajii. Mysli se tim ziskavani udajit o velkém poctu odpovidajicich. Proto se dotaznik
povazuje za velmi ekonomicky vyzkumny ndstroj a v moznosti ziskavat velké mnoZstvi
informaci pri malé investici Casu ma zrejmé prednost pred jinymi vyzkumnymi

metodami. (Gavora, 1996, str. 53)
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Ja jsem si dotaznik vybrala pravé z vyse uvedenych divoda. Vyuzila jsem dotaznik,
abych ziskala nazory vSech zaku, nejen téch aktivnich, ktefi se vyrazné projevovali pfi
hodin¢ (hlasili se, odpovidali na otazky, ptali se, navrhovali mozna feSeni, ...)
a ovliviovali tak sami pribéh hodiny. Potfebovala jsem ziskat informace od vSech zakd,
a to nejlépe jako soucést vyucovani, tedy jako soucdst experimentalni hodiny, nebot’
¢im pozd¢ji bych se na dojmy zaki z hodiny zeptala, tim méné by si pamatovali
a informace by byli o to vice zkreslené. DalSim diivodem bylo, Ze Zaci jsou na pisemnou
formu zvykli, nebot’” se s riznym zaskrtavanim moznosti a vyplihovanim odpovédi
ve skole setkavaji bézn¢, napiiklad v pisemnych testech. Podle mé zkusenosti ptikladaji
pisemné formé vétsi dulezitost a vice se snazi a soustfedi na svou praci nez u formy
ustni.

Cilem dotazniku bylo zjistit, zda Zaci latku tykajici se teorie grafii pochopili nebo
nékteré ¢asti neporozuméli a zda byla latka pro ucastniky zdbavnéjsi nez bézna hodina

matematiky nebo alespon stejn¢ zdbavna.

Dalsi dileZitou otdzkou je délka dotazniku. Je tieba ziskat vSechny potiebné informace,
ale na druhé strané¢ nadmérnd délka dotazniku mize velmi uSkodit. Dlouhy dotaznik
respondenty vétSinou rychle unavi, narusi tak jejich soustiedéni a prisp&je
k nepfesnostem pii vypliovani a ziskané informace pak mohou byt dosti zkreslené.

(Gavora, 1996)

R. M. Wolf (1988) doporucuje maximalni délku vypliovani 30 minut pro dospélé
respondenty. U déti by mélo byt toto Casové omezeni jesté pfisnéjsi, a to maximalné

15 minut.

V mém piipade §lo o starsi déti, které vSak jiz mély za sebou hodinu pomérné naro¢nou
na soustfedéni a mozna i1 n€kolik dalSich narocnych hodin pfedtim. Mij dotaznik tedy
musel byt opravdu kratky. Cas pottebny na jeho vyplnéni byl zhruba 3 minuty. Chtéla
jsem vSak ziskat co nejvice informaci, a to pravdivych a peclivé promyslenych, proto
jsem zakim poskytla na vyplnovani daleko vice ¢asu. Kazdy zak mohl posoudit sam,
kolik ¢asu je mu tfeba k vyplnéni dotazniku, a odevzdal vyplnény dotaznik az ve chvili,

kdy byl se svymi odpovéd’'mi spokojen.

Specialnim problémem je tvorba otazek do dotaznikii pro deti. Znéni otazek musi byt
velmi jednoduché. Vybéru slov je potreba vénovat znacnou pozornost. Vyzkumnik musi

pretlumocit své myslenky z jazyka dospélého do jazyka ditéte. (Gavora, 1996, str. 56)
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Pro tvorbu otdzek jsem pouzila ¢eStinu odpovidajici v€ku zakl, otazky formulovala
jednoduse bez zbyte¢nych odbornych terminti; zddné otazka nepifesahla jeden tadek.
Snazila jsem se dotaznik co nejvice ptizpiisobit zaktim, aby nebyly odpovédi zkreslené

kvuli nepochopenti slozitych otazek.

Podle Gavory (1996) se dotaznik sklada ze tii Casti: vstupni, stiedni a ukoncovaci.
Vzhledem k tomu, ze jsem dotazniky zaktim rozdavala sama, neobsahuje muj dotaznik
zadnou vstupni ani ukoncovaci ¢ast. VSechny potiebné informace jsem zakam sdélila
pii rozdavani dotaznikl, stejn¢ tak pod¢kovani probéhlo Ustné pii odevzdavani
vyplnéného dotazniku. Samoziejmé také nebyl problém s navratnosti dotaznikii. Zaci se
mohli ptat v prubéhu vyplilovani, pokud jim nektera otazka nebyla jasna. Presto se vSak
stalo, ze néjakou otdzku vynechali ¢i Spatné vyplnili. Mozna tak ucinili pouze
Z nedbalosti ¢i lenosti. Domnivam se, Ze pficinou nebyl strach zeptat se a ptiznat tak, Ze

nécemu neporozuméli, nebot’ jsem tiidou prochézela a dotaz tedy mohl byt naprosto

soukromy.
Ték: Trida: Zena'muz jmeéno:
Znamlujte jako ve skole 1 nejlepsi 5 nejhorsi. Vyvbranou mamlku zakrouzkujte.

1} Bavité matematika? Ano 1. . 2. 3o 4. 3 Ne

2 Jde ti matematika? Ano 1.

el

........ 345 Ne

3) Bavila té tamatematika, kterou jsme tu délali? Ano 1.

toud

........ .45 Ne

4)  Pochopil jsi viechno, co jsme tu délali? Ano 1.

-

........ 3.....4.....5 Ne
3)  MNapis, kterou ¢dst jsi nepochopil.
6)  Napis, co tébavilo nejvic.

7y Proé jsi jel na tento kurz? a) Kviili matematice
b) kviili nééemu jinému (napis kwili éemu):
Obrazek 64: Dotaznik
Pti rozdavani dotazniku jsem zakim vzdy vysvétlila, které ¢asti vyuky se dotaznik tyka.
Na gymnaziu to byla dvouhodinovka, na zékladni Skole v sedmé tfidé¢ hodina, ktera
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zrovna probihala, a v Sestych tfiddch minuld hodina matematiky. Stejné vSak u polozky
¢islo 6 dochazelo ke Spatnému pochopeni a Zaci zde vypliovali nejen to, co je nejvice
bavilo v hodin¢ s teorii grafii, ale i v ostatnich hodinach matematiky. Beru to vSak i z té
lepsi stranky, alesponi jsem tak méla i zpétnou vazbu ke své vyuce v téchto tfidach

béhem roku.

Prvni ¢ast dotazniku obsahovala pouze faktografické udaje, a to vék, tfidu, pohlavi
a jméno. Dotazniky nebyly anonymni, i kdyZ jsem zaktim slibila, Ze jejich jména nikde
uvadét nebudu. Anonymita dotazniki by mi totiz neumoznila srovnavat fakta
Z dotazniku s mym pozorovanim jednotlivych zakl v experimentidlni hodiné a ani

S poznatky o Zacich, které jsem ziskala béhem ostatnich vyucovacich hodin.

RozliSujeme tfi rGzné typy otazek: uzaviené, polouzaviené, oteviené. Na uzaviené
otazky jsou pfedem pfipravené odpovédi, ze kterych respondent pouze vybere
an¢jakym zplisobem oznaci svou odpovéd. Odpovéd’ na otevienou otazku musi
respondent osobné zformulovat a zapsat. U polozaviené otazky je mozné bud’ vybrat
Z nabizenych otazek, nebo dopsat svoji odpovéd, pokud respondentovi nevyhovuje
7zadna z predem pfipravenych moznosti. V nékterych otazkach pouzivame posuzovaci
Skaly, mivaji vétsinou 3, 5, 7 nebo az 9 stupnu. (Gavora, 1996) Ja jsem pouzila
do prvnich 4 polozek otazky Skalované s péti stupni. Ucinila jsem tak proto, ze jsou Zaci
na pétistupnovou Skalu zvykli ze Skolniho hodnoceni prospéchu. Jak jsem
pfedpokladala, neméli Zaci stimto hodnocenim Zzadné problémy, bylo pro né

pfirozenym hodnoticim systémem.

Prvni otdzka znéla: ,,Bavi t¢ matematika?*‘ a druha: ,,Jde ti matematika?*. Tyto otazky
mély za ukol zjistit, zda jde o déti se z4jmem o matematiku, které maji pocit, Ze jsou
na matematiku nadangj$i, nebo o Zaky, kterym matematika déla problémy, resp. nemaji

o ni velky zajem.

Tteti otazka znéla: ,,Bavila t€ ta matematika, kterou jsme tu délali?** Tuto otazku jsem
dala do dotazniku ze dvou davodil. Zjistovala jsem, zda se zakiim tato hodina zdala
zabavna. Ale hlavné, zda se Zaklim zdala zdbavnéj$i nezZ béZzna hodina matematiky. Tuto

informaci lze ziskat srovndnim s odpovédi na prvni otazku ,,Bavi t€¢ matematika?“.

* A&koliv je otazka smérovana na piitomnost, zakim jsem vzdy ustng vysvétlila, které asti se dotaznik
tyka. Prestoze se tedy v 6. tfidach jednalo o hodinu z pfedchoziho dne, Zakiim nedélalo problém na tuto
otazku odpovedet.
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Stejné tak mizeme srovnat druhou a &tvrtou otazku. Ctvrta otazka znéla: ,,Pochopil jsi
vse, co jsme tu délali?*. Tato otdzka méla za tkol zjistit, jestli vSichni Zaci pochopili
probiranou latku nebo jestli maji pocit, Ze to bylo na né moc slozit¢ a pro né
nepochopitelné. Srovnanim s druhou otdzkou miizeme zjistit, jestli tuto hodinu
pochopilo méné, stejné nebo vice zakli nez téch, kteti uvedli, ze jim matematika jde.

V piipad¢, Ze néemu neporozuméli, méli v Sesté otazce upiesnit, co nepochopili.

Pata a Sestd otazka byla oteviend. Tento typ otdzek u déti moc oblibeny neni, radéji
zaskrtavaji predepsané odpovédi, proto jsem ocekavala, ze néktefi urcité neodpoveédi,
pfipadné nebudou umét srozumitelné svou odpovéd zformulovat. Brala jsem je tedy
pouze jako dopliujici otazky, ze kterych se mohu dozvédét zajimavé informace

podporujici otazky predchozi.

Sedmou otazkou, ktera vSak byla uvedena pouze v dotaznicich pro studenty G¢astnici se
matematického kurzu gymnazia, byla polouzaviena otazka. Znéla takto: ,,Pro¢ si ptijel
na tento kurz?“ a méla na vybér ze dvou moznosti a) kviili matematice nebo b) kvuli
nécemu jinému. U druhé moZnosti bylo potieba, aby studenti uvedli sviij divod.
Samoziejmé& bylo mozné zaSkrtnout obé odpovédi, nebot’ Gi€astnici mohli mit divodi
své ucasti vice. Tato otdzka méla za tukol hlavné zjistit, zda jde o vybér zaki
zamétfenych na matematiku. UZ to, Ze navstévuji gymnéazium, napovidd, Ze by o néjaky

vybér nadanéjsich zak jit mélo.
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4.6 Tridy gymnazia

Ugastnikt kurzu bylo 49, z toho 15 chlapcii a 34 dévéat. Rozdéleni do dvou skupin bylo
nechdno na rozhodnuti zaktim, bylo pouze omezené nutnosti pfiblizn¢ stejného poctu
zakd v obou skupinach. V prvni skupiné 2 Zaci svou tfidu v dotazniku neuvedli.
Zastoupeni jednotlivych tiid v obou skupinach bylo pfiblizn¢ stejné, jak mizete vycist

z tabulky a grafu, které nésleduyji.

skupina A | skupina B
kvinta 7 7
sexta 7 9
septima 9 8
neuvedli tiidu 2 0

Tabulka 1: Pocty zaki z riznych tiid ve skupinach

DOkvinta
M sexta

Oseptima

O neuvedli tfidu

Obrazek 65: Zastoupeni jednotlivych tiid ve skupiné A

Okvinta

W sexta

O septima

O neuvedli tfidu

Obrazek 66: Zastoupeni jednotlivych tiid ve skupiné B

Kurzu se mohli zG¢astnit Zaci z kvinty, sexty €i septimy. Samoziejmé mohly zasahnout
vnéjsi faktory jako naptiklad omezeni kapacity kurzu nebo rodinné divody. Ja jsem se
vSak zaméfila na osobni diivody Z4k1, pro€ na kurz ptijeli. 41 Zakl vybralo variantu, Ze
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se ucastni kurzu kvili matematice, z nich 9 uvedlo jesté dalsi divod. Pouze 8 zaki
poptelo, Ze by jelo na kurz kviili matematice, a uvedlo divod jiny. Nékteti Zaci napsali
vice davodil najednou. Tii zaci ptijeli kviili kamaradim, dalsi tfi kvali zabavé a tii kvl
poznani nového. Dvakrat zaci uvedli jako divod své ucasti osvobozeni ze Skoly
a dvakrat zvédavost. Dalsi diivody vyskytujici se v dotaznicich pouze jednou byly tyto:
bydleni na zamku, zéaliba ve Skolnich akcich s kamarady, upevnéni kolektivu, vyborni
ucitelé, nejpiijateln€j$i varianta z vybéru kurza, nedostatek vyjezdi béhem roku,
ptiroda. 41 zaku ze 49 se tedy zacastnilo kurzu kvuli matematice, a tedy pouze 8 zaku
matematiku jako sviij diivod ucasti na kurzu neuvedlo. Vzhledem k vysokému poctu
zakd, kteti jeli na kurz kvili matematice, mizeme povazovat tuto skupinu

za motivovangj$i s vétsim zdjmem o matematiku nez v ostatnich skupinéch.
4.6.1 Pribéh hodiny
Cast prvni

Na zacatku hodiny jsem se zeptala, co si Zaci piedstavi pod pojmem ,,graf*. V obou
skupinach vymysleli graf kolacovy a sloupcovy, které dobie znaji z informatiky,
statistiky, ptipadné z novin. Dale si vzpomnéli, Ze se v matematice ucili grafy funkci.
Ovsem grafy v podobé vrcholti a hran neznali, ackoliv se s mnoha takovymi jisté
setkali. Domecek poznali v obou skupinach bez problémi a jisté ho jiz diive zkouSeli
nakreslit jednim tahem. Do hledani né&jakého feSeni se nadSené€ pustili a mnoho jich
chtélo sdélit sviij postup. Slovniho popisu se nebdli, meli vSak drobné problémy
s vyjadfovanim svych myslenek. Po zavedeni oznaceni vrcholad A, B, C, D, E

bez problému sdélovali fady pismen (napt. ABCADECDSB, ...).

O tah zaéinajici ve vrcholech C, D nebo E se zaci snazili, ale velice rychle to vzdali
a usoudili, ze domecek nakreslit jednim tahem lze pouze z vrcholu A nebo B. Divodem
K jejich tvrzeni bylo pouze to, ze nikomu v celé tiidé se nepodafilo takové feSeni najit,
to vSak neznamend, ze neexistuje. V dalSim postupu se skupiny trochu lisily.
Zatimco prvni skupina sama vymyslela, Ze vrcholy A a B se li§i poftem hran, které
do nich vedou, pro druhou skupinu bylo tieba zadat navodnou tlohu. Tato odlisnost
byla také zplsobena tim, Zze jedna ze studentek v prvni skupin€ se jiz nékdy diive
setkala v literatufe s teorii kresleni domecku jednim tahem a tak navrhla myslenku, Ze je

tteba zacit ve vrcholu, ze kterého vede lichy pocet hran. Ve druhé skupin€ jsme k této
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(viz obr. 40).

Zaci v obou skupinach pomoci mych otazek a vhodného smérovani dokazali sami
vymyslet azformulovat, jak zni pravidlo, kdy lze nakreslit graf jednim tahem.
A urc¢ovani, které grafy jdou a které nejdou nakreslit jednim tahem, jim ned¢lalo zadné
problémy. Béhem hodiny bézn¢ pouzivali nové zavedené matematické terminy jako

graf, vrchol 1 hrana, i kdyz se né€kdy objevily i1 vyrazy obrazek, bod a ¢ara, cesta atd.
Cast druha

Druhou &ast hodiny jsem zagala rozdanim druhého pracovniho listu (viz ptiloha 2). Zaci
opét s nadSenim zacali hledat cestu v bludisti i labyrintu. Neznali rozdil mezi terminy
bludisté a labyrint, ale mezi dvéma Ulohami na rozdanych listech ho velmi rychle
objevili. Nekteti totiz méli problém s nalezenim cesty bludistém, labyrint vSak zvladli
vSichni velmi rychle. Stadilo jim tedy ujasnit, co je bludisté a co pouze labyrint

(viz str. 40).

Nésledovala diskuze tfidy o rlznych strategiich, které Zaci pouzili na hledani cesty
v bludisti. Zaci ptiznali, Ze bludisté z pracovniho listu fesili pomoci ndhodnych pokusi.
Byli v8ak poté schopni navrhnout i dal$i uc¢inné;si strategie, dokonce pfisli i s pravidlem
pravé ruky. Dale jsme se zabyvali pfetvoreni obrazku bludist€ na jednodussi zptlisob
zapisu, pomoci grafu, tedy vytvoreni jednoduché mapky. Jediné, co zesloZitovalo tuto
¢ast, byla Spatna kvalita Zaluzii v mistnosti, takze promitané obrazky bludisté byly hiire
viditelné. Nasledovala ¢ast jak projit celé bludist¢ a nevynechat Zadnou ulicku.
(viz str. 50) Zaci s mou pomoci fesili, jak se chovat v jednotlivych situacich v bludisti,

a sami navrhovali pravidla.

Posledni na fadu pfiSlo bludiSté¢ zapsané pomoci seznamu sousednich kfizovatek pro
kazdou kiizovatku. (viz str. 46) Tato uloha nékteré studenty velmi zaujala a s nadSenim
se do ni pustili. Uloha se podobala lusténi $ifry, nebot’ vysledna cesta byla ptesmy¢kou
slova ZRALOK. Lusténi Sifer je u nékterych zakia oblibené, a proto bylo velkym
motivacnim faktorem a mozna piispélo k vybéru kapitoly ,,Bludisté* jako nejoblibengjsi
casti.

4.6.2 Vysledky dotazniki

S diivodem navstévy kurzu souvisi otazka ¢islo 1 v dotazniku: ,,Bavi t& matematika?*.

15 74kt uvedlo, ze je matematika velmi bavi, a 21 z4k(l, Ze je matematika docela bavi.
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Jen 10 zakd véhalo a odpovédé€lo neutralné, Ze je matematika nékdy bavi a né€kdy ne.
A dokonce pouze 3 zéci priznali, Ze je matematika moc nebavi. To, ze zadny nezaskrtl
moznost, ze ho matematika vibec nebavi, nas u tohoto experimentu provadéného

na matematickém kurzu nemuze piekvapit.

U otdzky, zda jsou v matematice UspéSni, uz mizeme predpokladat jiné¢ vysledky,
I kdyZ i to je matematickym kurzem jisté ovlivnéno. Pouze 8 zakl se odvazilo o sobé
tvrdit, ze jim matematika jde velmi dobfe. Nejvice, 19 zakl, o sobé uvedlo, ze jim
matematika docela jde. 15 jich odpovédélo neutralné, ze jim matematika nékdy jde
a nekdy nejde. 6 zaka ptiznalo, Ze jim matematika moc nejde, a 1 dokonce, ze mu nejde

vubec.

Na otazku: "Co t¢ bavilo nejvic?" odpoveédélo 39 zaki. 4 Zaci kolonku pro odpoveéd
nechali prazdnou a 6 zakl Spatné pochopilo, Ze se otdzka tyka celého kurzu. Psali
aktivity z predchozich dnd, ackoliv jsem je ustné upozoriovala, Zze se dotaznik tyka
toho, co délali pouze se mnou. Opét se mi potvrdilo, ze co zakiim nenapisi na tabuli
nebo nenadiktuji do seSitu, to nejspis alespoii jeden z nich nebude védét. Z 39 odpoveédi
uvedlo 25 74kl pouze bludisté, 7 zakd bludist¢ a domecky a 6 zaki uvedlo jen
domecky. 17 zakti uvedlo svou odpoveéd konkrétnéji, napi.: kresleni domeckt
a bloudéni v bludisti (3x), pravidla s vrcholy (3x), pravidla bloudéni (4x), mapovani
bludisté (1x), pismenkové bludisté neboli Sifra Zralok (6x). Pies 32 zaki tedy bavilo
nejvice bludisté a 13 uvedlo kresleni domeckd, i kdyZ to neznamend, Ze ostatni kresleni
domecki nebavilo, mozna jen nad domecky zvitézila obliba bludist. Pouze 1 studentka

na otazku ,,co ji nejvic bavilo?* odpovédéla: ,,nic*.

Na otazku, zda vSechno pochopili, odpovédélo 29 zakl, Ze ano. 14 Zaka pochopilo
vétSinu, polovina z nich vSak nenapsala, co nepochopila. 5 jich uvedlo, Ze pochopili
polovinu (néco ano a néco ne). A 1 studentka zaSkrtla, ze toho moc nepochopila, ale

do kolonky, kterou ¢ast nepochopila, napsala: ,,tu posledni ¢ast®.
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dvse
W vétsinu
O polovinu

O moc ne

H nic

Obrazek 67: Pochopili jste vse? (gymnazium)

13 zakt uvedlo, Ze je tato hodina velmi bavila, 22 zdk docela bavila, 10 zaki
odpovéd€lo neutralné, 3 hodina moc nebavila a 1 student odpoveédé€l, ze ho viibec

nebavila.

13 zakd oznamkovalo tuto hodinu 1épe nez béznou hodinu matematiky, na kterou jsou
zvykli. Zapocitame-li K tomu i ty, ktefi zhodnotili hodinu stejné jako béznou hodinu
matematiky, vyjde ndm 34 zaki. Pouze 15 74kl ohodnotilo hodinu hiife, coZ mohlo byt
ovlivnéno napiiklad tim, ze experiment probihal na kurzu a ne ptimo ve Skole, misto
bézné vyucovaci hodiny.

Naésledujici graf zobrazuje, jak Zaci hodnotili tuto hodinu v porovnani s béznou hodinou

matematiky.

Olepsi
W stejné

Ohorsi

Obrazek 68: Hodnoceni hodiny z teorie grafi oproti bézné hodiné matematiky (gymnazium)
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4.7 Tridy zakladni Skoly

4.7.3 7. tiida

Pribéh hodiny

Prvni ¢ast

Na zacatku prvni hodiny zéaci bez problému poznali, ze jde o domecek, ktery jde
nakreslit jednim tahem (viz obr. 37). Nezavad¢la jsem jim zadné nové terminy, pouZila
jsem vyrazy jim blizké, tzn. graf zistal pouze obrazkem, vrcholy jsme nazyvali jen
body a hrany zistali obyCejnymi carami, ptipadné cestami, kter¢ vedou mezi
jednotlivymi body. Véfim, ze nékterym Sikovnéj$im zakiim by pouzivani odbornych
terminti nedé€lalo zadny problém, ale pro jiné by to zbytecné zkomplikovalo porozuméni
veci.

Nakreslit domecek jednim tahem se bez problému podafilo vSem zaklim, néktefi se
dokonce dozadovali, aby mohli predvést vice svych feSeni. Dokonce i jeden zak
pfifazeny sem na tuto hodinu z jiné tiidy, ktery vétSinou nejevil o matematiku velky
zajem, piisel dobrovoln& nakreslit na tabuli sviij domeéek jednim tahem. Zaci nejradgji
své zpusoby feseni opravdu sami kreslili na tabuli, avSak poradili si i s popisem typu:
Zacnu vlevo dole, pak nahoru, pak vpravo, pak Sikmo dola atd. Pismenka zakiim popis

o moc nezjednodusila, pouzivani zapisu typu: ABCADECDB jim nebylo tGpln¢ vlastni.

| v této tiidé se objevilo nékolik chybnych feseni zacinajicich v bodech C, D nebo E.
| kdyz Zéci zjistili, Ze na tabuli svilij postup uz neumi zopakovat, ptesto stale tvrdili, ze
domecek urcité takto nakreslit 1ze. V pribéhu hodiny se néktefi jeSt€¢ znovu vraceli
s dalSimi netspéSnymi pokusy. Jeden ze zakl pfiSel s ndpadem, Ze body A, B se lisi
od ostatnich tim, Ze maji lichy pocet ¢ar, které z nich vedou, takze nebylo tfeba pouzivat

navodnou tlohu se samostatnymi body.

Diky dostatecnému poctu aktivnich zadkli prob&hlo zjisStovani mozného poctu bodla
lichého stupné bez velkych problému (fikali jsme jim zjednodusené liché body, termin
stupent jsme nepouZili), ovSem s formulaci pfesného pravidla potfebovali zaci sedmé
tfidy mou pomoc. Kdyz jsem jim sdélila, Ze toto pravidlo vymyslel pan Euler a Ze si
0 jeho problému sedmi mostti mohou precist na internetu, ihned pouzili pocitac ve tfide

na jeho vyhledani. Techniku tato tfida vyuziva velmi rada, jakoukoliv moznost vyuzit
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pocita¢ uvita. V urCovani, zda jednotlivé obrazky lze ¢i nelze nakreslit, se objevilo
nékolik chyb, Zéci je vSak rychle pomoci kontroly ve dvojicich byli schopni opravit.
Druha ¢ast

Druhou hodinu jsem zacala rozdanim druhého pracovniho listu (viz piiloha 2). Bloudéni
bludiStém a prochazeni labyrintu bavilo vSechny zéky. Zapojili se s radosti i slabsi Zaci,
ktefi toho vétSinou v hodinach matematiky udélaji daleko méné nez ostatni nebo
dokonce celou hodinu pasivné sleduji bez jakéhokoliv zapojeni. Rozdil mezi dvéma
ulohami k bloudéni zaznamenali vSichni Zaci, jeden z nich dokonce znal rozdil mezi
bludi§tém a labyrintem, pouze prohodil ndzvy a myslel, Zze labyrint méa kiizovatky
a bludisté ne. Dokonce si i vzpomnél, ze uz nékdy slysel o Minotaurovi a labyrintu,

ve kterém byl schovan.

Ve chvili, kdy jsem zdklim promitla jednoduché bludisté na interaktivni tabuli (jina
moznost promitani nebyla), chopily se dvé divky iniciativy a zakreslili na tabuli
spravnou cestu bludi$tém, aniz bych je k tomu vybidla. Podpotily tak mou teorii, Ze se
jim bludisté budou zdat zabavna. Pii zaznamenavani bludisté do grafu (viz str. 43)
spolupracovalo jen né¢kolik jedinci, nejradéji by zakreslili pouze spravnou cestu bez
ostatnich ulicek, o¢ividn€ nadseni upadalo, a proto jsem piesla pfimo k posledni aktivni
uloze (viz obr. 56).

Hledani cesty bludi§t€ém zadanym pomoci vyctu sousednich kiiZovatek opét piilakalo
pozornost nékterych zakl, na danou ulohu se totiz ptali jiz v prubchu hodiny. Opét
kreslili planek pouze do té doby, nezZ narazili na spravnou cestu, z jejich pohledu nebylo

nutné kreslit planek dal. Nékteti dokonce zacali bloudit z obou konct, coz jim praci

opravdu uleh¢ilo.
Vysledky dotazniku

Ackoliv mé sedmd tfida standardn€ 14 Zakd, prvni Casti experimentu se zucastnilo
pouze 9 znich, ostatni danou hodinu zriznych divoda chybéli. Druhé c¢asti se
zucCastnilo 12 zakid. 5 74k se zcastnilo pouze jedné ztéchto hodin a 8 zaka se

zucastnilo obou hodin. Téchto 8 zakl tedy dvakrat odpovédelo na prvni dvé otazky.
1. Bavi t¢ matematika?

2. Jde ti matematika?
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Je zajimavé, Ze na ob¢& otazky odpoveédéli stejné v obou dotaznicich pouze 4 zici.
2 ze zaka odpoveédeli jinak na obé otazky, z toho 1 dokonce odpovédél jednou, Ze ho
matematika velmi nebavi, a podruhé, Ze ho velmi bavi. Usuzuji ztoho, ze
pii vypliovani dotaznikl také zapracovala momentalni nalada a nejistota v rozhodovani
se jednou ptiklonila k lepsi stran¢ a jednou k té horsi. Vysledky z jednotlivych hodin 1ze

nalézt v nasledujicich tabulkach.

Bavi té matematika? 1. hodina | 2. hodina
velmi 2 3
docela 4 5
jak kdy 2 2
moc ne 0 1
vibec ne 1 1

Tabulka 2: Cetnost odpovédi na otazku &. 1

Jde ti matematika? 1. hodina | 2. hodina
velmi 6 4
docela 2 2
jak kdy 0 3
moc ne 0 3
vibec ne 1 0

Tabulka 3: Cetnost odpovédi na otazku &. 2
Na otazku, zda je bavila prvni hodina, odpovédélo 5 Zaka, Ze je velmi bavila, 3 Zaci, ze
je docela bavila. Pouze 1 zak uvedl, ze ho moc nebavila, tvafil se, ze jde o pfili§
jednoduché véci. Celkov€ nemél moc dobrou naladu, nebot’ to byl onen Zak, ktery
zaskrtl, ze ho matematika viibec nebavi, a druhy den naopak, Ze ho velmi bavi. O druhé
hodiné uvedlo 8 zakil, Ze je probirana latka velmi bavila, 3 zaky docela bavila a pouze

1 se vyjadfil neutralné.

Prvni hodinu si 6 zakid myslelo, Ze vSe pochopilo, 2 Zaci usoudili, ze pochopili vétSinu,
ale do kolonky, co nepochopili, nenapsali nic. Pouze jedna zakyné pfipustila, Ze latku

moc nepochopila, nejspis to v§ak bylo jejim nezdjmem o hodinu, zajimavé;jsi pro ni byly
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jeji kamaradky z jiné tfidy, které byly na tuto hodinu do tfidy pfifazeny. O hodiné
,bludiste” uvedlo 10 zakd, ze vSechnu latku pochopili, pouze 1, ze pochopil ptiblizné
polovinu, a 1, Ze latku moc nepochopil; ale oba posledn€¢ jmenovani zaci patii mezi
zéky, kterym matematika Cini potize 1 béhem roku. Povazuji u nich za uspéch, ze
alespoil obcas projevili zdjem a dokonce i viditelnou aktivitu, coz se u nich moc casto

nevidi.

Ovse

W vétsinu
O polovinu
Omoc ne
H nic

Obrazek 69: Pochopili jste v§e? (7. tfida, Domecky)

Ovse

@ vétsinu
O polovinu
Omoc ne
H nic

Obrazek 70: Pochopili jste vse? (7. tiida, Bludiste)

Na otazku, co je z kapitoly kresleni domecku jednim tahem bavilo nejvic, odpovédéeli
2 74ci, ze je bavilo vse, 2 uvedli kresleni domecku na zacatku, 1 odpovéd’ znéla: ,,jiny
pohled na matematiku“ a jedna ,spoluprace a ndzorné ukazky na tabuli“. 2 Zaci
na otazku neodpovédéli. Odpovidani na stejnou otazku u kapitoly ,,Bludisté bylo
nejspiSe negativné ovlivnéno tim, Ze se jiz blizil konec hodiny a vyu€ovéani vibec.
Vétsina zakii kolonku nevyplnila, 2 uvedli, Ze se jim libila celd hodina, 1 si oblibil

feSeni bludisté zadané pismeny a 1 kladn€ ohodnotil celkovy ndpad na tuto praci.

5 zékl ohodnotilo hodinu s domecky jednim tahem Iépe nez béznou hodinu
matematiky. 8 zaka zhodnotilo i hodinu s bludisti 1épe nez ostatni hodiny matematiky.

Stejné ohodnotili hodinu s domecky 4 Zzici a hodinu s bludisti 3 Zaci. Domecky

66



neohodnotil nikdo htife nez obycejnou hodinu matematiky a bludisté pouze 1. Opét jde
o jiz dfive zminéného zéka s velkymi vykyvy pfi vyhodnocovani dotazniki.
Nasledujici grafy zobrazuji, jak Zzaci hodnoti dané hodiny oproti bézné hodiné

matematiky.

Olepsi
W stejné
/ Ohorsi

Obrazek 71: Hodnoceni hodiny z teorie grafii oproti bézné hodiné matematiky (7. tfida, Domecky)

\ Olepsi
B stejné
j Ohorsi

Obrazek 72: Hodnoceni hodiny z teorie grafi oproti bézné hodiné matematiky (7. tfida, Bludisté)

4.7.4 6. tridy
Pribéh hodiny

Domecek, ktery lze nakreslit jednim tahem, v Sestych tfidach poznali a opét s velkym
nadSenim pfijali tkol nakreslit si tento domecek jednim tahem do seSitu. Objevili se tu
Casto problémy, Ze svlij postup nebyli schopni podruhé zopakovat, ale o to vice se dale
snazili uspét. Slovni popisovani zakum délalo potize, i kdyz si nakonec poradili a popis
néjakym svym nematematickym zpisobem =zvladli. To vSak bylo pozorovatelné
I v béznych hodinach, otazky typu: ,,Nemizu to radsi ukazat na tabuli, ja to neumim
fict? se vtéchto tfidach objevovaly bézné. Zapisy ABCADECDB Zakiim
nevyhovovaly, pouze byli schopni vyuzit pismenka pii slovnim popisu. Napft. ,,Zacnu

v Agku, potom jdu do Béka,...*.
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Pii rozdéleni podle pocatecniho bodu se v téchto tfidach nasli Zéci, ktefi pry zacali
v bod¢ C, D nebo E, sami ovS§em u tabule zjistili sviij omyl. Stejné jako v sedmé tiidé
nechtéli opustit mySlenku nakreslit domecek se zacatkem v bodé C, D nebo E. Nechala
jsem zaktim néjakou dobu na dalsi zkouseni a oni nechtéli piestat a stale hledali dalsi
moznosti a prichazeli s dalSimi a dal$imi pokusy, které vSak u tabule ztroskotaly. Zda
se, ze ulohy, u kterych nikdo nemtize nalézt feSeni, maji pro zaky své kouzlo, nebot’ se

stale snazi byt v né¢em prvni.

V obou tfidach bylo nutné vyuzit navodnych uloh (viz obr. 39 a obr. 40), sami by
nepfiisli na to, ze do bodl A a B vede lichy pocet cest. OvSem navodné ulohy a nékolik
vhodnych otazek z mé strany (napf. Kolik cest vedlo do bodu A? Kolik do bodu B?
Z kterého bodu jste zacali kreslit domeéek se tfemi stfechami? Kolik do tohoto bodu
vede cest? Co maji tato ¢isla spoleéného? ...) je k tomuto poznani dovedlo. Pro jednu
74kyni se muselo zopakovat, ktera jsou lichd a kterd suda ¢&isla. ReSeni podtu tzv.
lichych bodu zabralo v téchto tfidach vice ¢asu nez v sedmé tfidé ¢i na gymnaziu, ale

nakonec jsme se k vysledku piece jen dostali.

Formulace pravidla byla v obou tiidach spiSe prace pro mne. Ackoliv se zdalo, ze
pravidlo vSichni pochopili, pfi feSeni, zda obrdzky lze ¢i nelze nakreslit, se objevilo
nékolik jedinct, kteti je opravdu zkousSeli kreslit. Zdéalo se, Zze je to zkouSeni bavi
a 0 n¢jaké zjednoduseni jim nejde. N&kteti Zaci Spatné urcili u riiznych obrazki, Ze
nakreslit je jednim tahem neni mozné, ackoliv to mozné bylo. Usoudili tak pouze z toho
divodu, Ze oni sami takovy tah nezvladli najit, pfestoze existoval. Po mém upozornéni

na tyto chyby pochopili, Ze pomoci pravidla bude vysledek jistéjsi.

Jedna se o dvé odlisné tiidy, ptesto vSak hodina probihala velmi podobné, aZ na to, Ze
6. A byla o néco pomalejsi. MozZna to zplsobil vétsi pocet zaki ve tfidé, na tuto hodinu
jich bylo 18 a v 6. B pouze 15. Neni to sice veliky rozdil, avak pripocteme-li Zivost

nekterych zakh z 6. A, pochopime vznikly ¢asovy rozdil.
Vysledky dotazniki

Na otazku, zda je matematika bavi, odpovédélo 10 zakl, ze je velmi bavi, 12 zaka
matematika docela bavi. 5 zakd bavi matematika pouze né¢kdy a 5 zakG dokonce
pfiznalo, Ze je matematika velmi nebavi. Je tedy vidét, Ze nejde o z4dné matematické
tiidy, pfesto je matematika pro mnohé zabavou. K otazce, zda jim matematika jde, se

vyjadtilo pouze 7 zaki, ze jim velmi jde. ,,Docela jde* odpovédélo 10 zakh a ,, nékdy
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jde“ zaSkrtlo dokonce 12 zakt. 2 zaci uvedli, ze jim matematika moc nejde a 1 dokonce

pfiznal, ze mu matematika nejde viibec.

12 Zzaka ptiznalo, ze je hodina s kreslenim domeckt velmi bavila, a dalSich 13 jich
uvedlo, ze je docela bavila, 1 se vyjadfil neutrdlné a 3 uvedli, ze je to moc nebavilo,
a dalsi 3 to nebavilo vitbec. Na otazku, zda vSe pochopili, dokonce 21 74kt odpovédélo
,»ano “. 4 zaci pochopili vétsinu, 5 zhruba polovinu a 2 si mysli, Ze to moc nepochopili;

jde o zaky, kteii 1 v bézné hodin¢ maji slabsi vysledky.

7 Dvse
W vétsinu
O polovinu
O moc ne
M nic

Obrazek 73: Pochopili jste vie? (6. tiida, Domecky)

Otazkou ziistava, jestli zaky latka bavila vice nez matematika v ostatnich hodinéch.

9 74k ohodnotilo danou latku Iépe, 19 stejné a pouze 4 dali bézné latce z hodin

matematiky lepsi hodnoceni.

Olepsi
W stejné

Oméné

Obrazek 74: Hodnoceni hodiny z teorie grafii oproti b&Zné hodiné matematiky (6. tféida, Domecky)
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4.8 Celkové hodnoceni

Hodiny s kreslenim domecku jednim tahem se zucastnilo 90 zaku, 49 z viceletého
gymnazia a 41 ze zékladni skoly. Celkem 56 zakt z 90 (62 %) uvedlo, Ze pochopili vse.
Dalsich 20 z&kl pochopilo vétsinu, 10 pfiblizn€ polovinu a 4 si mysli, ze toho moc

nepochopili. Zda se tedy, Ze 76 zaku (85 %) bylo schopno pochopit alesponn vétSinu

Ovse

M vétsinu
Opolovinu
Omoc ne
M nic

Obrazek 75: Pochopili jste vie? (Domecky)

Z této Casti teorie grafu.

Casti zabyvajici se bludiitém se zicastnilo 61 zaki, z toho 49 zakli gymnézia a 12 zakh
zakladni skoly. Celkem 39 z 61 zaka (64 %) uvedlo, ze pochopili vSe. DalSich 14 zakt
pochopilo vétSinu, 6 polovinu a pouze 2 si mysli, Ze toho moc nepochopili. 53 zakt

(87 %) se domniva, Ze pochopili alespon vétSinu z této Casti teorie grafii.

Ovse

M@ vétsinu
O polovinu
Omoc ne
M nic

Obrazek 76: Pochopili jste vse? (Bludisté)

Zda se tedy, ze v obou piipadech vice nez 60 % zakti mélo pocit, Ze pochopilo vse,
Vv pfipadé€ zakladni Skoly takovy pocit mélo na hodin€¢ s domecky dokonce 66 % zakl
ana hodin¢ s bludisti 83 % (u druhé hodiny s bludisti se vSak jednalo o velmi maly
vzorek zakl — pouze 12). Pres 80 % zaki tvrdi, Ze pochopilo alespoil vétSinu, v ptipadé
zakladni Skoly se pfi hodiné s domecky takto ohodnotilo az 80 % zakh. MlZeme tedy

pfijmout prvni ¢ast hypotézy, Ze zZaci gymnazia i zdkladni Skoly jsou schopni pochopit
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Cast teorie grafil. Zbyva urcit, zda zdky teorie grafi bavi vice nez bézna hodina

matematiky.

Na otazku, zda zaky bavilo téma kresleni jednim tahem vice nez ostatni hodiny
matematiky, odpovéd¢€lo 27 zaki, ze je dana hodina bavila vice. 44 zaku piifadilo dané
hodin¢ stejné hodnoceni jako béznym hodindm matematiky, 18 z nich dokonce zaSkrtlo
u otazky, jestli je bavi matematika, nejvyssi mozné hodnoceni. Potom samoziejmé
nemohli hodinu s domecky ohodnotit Iépe, ale pouze stejné. Mizeme tedy fici, ze
45 7aki (50 %) ptisoudilo hodiné zabyvajici se teorii grafii lepsi hodnoceni (pokud to
bylo mozné) nez bézné hodiné¢ matematiky. 71 zaku (78 %) ohodnotilo danou hodinu

alespon stejné.

Pouze 19 zaki (21 %) ohodnotilo hodinu hiife nez ostatni hodiny matematiky. Nejvice
takovych zakl bylo ze tfid gymnézia, ti k tomu vSak mohli mit rizné divody, naptiklad:
vyhovuje jim vice jejich ucitel, jeho zplisob vedeni vyuky, jsou na né zvykli, nebo
porovnavali nejen s matematikou, se kterou se setkaji v hodinach matematiky, ale
naptiklad s riznymi logickymi hrami a dal§imi ¢innostmi z kurzii, které se tfeba

ani matematiky netykaji.

Olepsi

B stejné

O horsi

Obrazek 77: Hodnoceni hodiny z teorie grafii oproti bézné hodiné matematiky (Domecky)

21 z 61 zaku (34 %) ohodnotilo bludisté 1épe nez ostatni hodiny matematiky. DalSich
24 73kt ohodnotilo danou hodinu stejné jako ostatni hodiny. 9 z téchto 24 zakt vSak
hodinu 1épe uz ani hodnotit nemohli, nebot’ pfifadili ostatnim hodinam matematiky
nejlepSi mozny stupenn hodnoceni. Mizeme tedy tvrdit, Ze 30 zaka (49 %) pfisoudilo
hoding s bludisti lepsi hodnoceni (pokud to bylo mozné) nez bézné hodin€¢ matematiky.
45 zaku (74 %) ohodnotilo danou hodinu alesponi stejnym hodnoceni jako ostatni
hodiny. Hife hodinu s bludisti ohodnotilo 16 Zzaki, z toho byl pouze 1 Zdkem zékladni

Skoly, opét tedy musime uvazovat vn&jsi vliv kurzu €1 ucitelll na zaky gymnazia.
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O lepsi
W stejné

Ohorsi

Obrazek 78: Hodnoceni hodiny z teorie grafii oproti bézné hodiné matematiky (Bludiste)

Kazdopadné Zaci, ktefi ohodnotili hodinu teorie grafii 1épe nez ostatni hodiny, a Zci,
ktefi ohodnotili danou hodinu i ostatni hodiny nejvys$$im stupném, tvoii v obou
pripadech piiblizné 50 % vSech zakd. U zaki zékladni Skoly jde v piipadé domecki
0 61 % zaka (v ptipadé bludist dokonce o 83 % zakii, musime si vSak uvédomit, ze jde
o vzorek pouze 12 zaka). Vezmeme-li v potaz i zaky hodnotici vSechny hodiny stejné,

ziskame skoro 80 % 74kl a v ptipad¢ zékladni Skoly dokonce 90 % zaki.

Odvazim se tedy tvrdit, Ze se podatilo potvrdit hypotézu, Ze Z4ky vybrand Cast teorie
grafii bavi vice nez latka b&ézné probirand v hodinach matematiky. VSimnéte si, Ze
vysledky experimentu vychéazeji dokonce 1épe na vzorku zakt ze zékladni Skoly. Proto
1ze zafadit teorii grafii do vyuky nejen pro nadanéjsi déti (naptiklad na gymnaziu), ale

urcité 1 na zakladni Skolu bez jakéhokoliv zaméteni.
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