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sazeńı manželských pár̊u kolem stolu stř́ıdaj́ıćı muže a ženy, kde žádný pár nesed́ı
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U hlasovaćıho problému je určována pravděpodobnost, že jeden z kandidát̊u měl
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Závěr 57
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Úvod

Dostává se vám do rukou práce, která si klade za ćıl shromáždit na jednom mı́stě
poznatky o některých kombinatorických úlohách, jimiž se matematici zaob́ıraj́ı
už déle než sto let a jež jsou ve světě poměrně známy.

Určena je pro všechny zájemce o kombinatoriku, kteř́ı si chtěj́ı rozš́ı̌rit obzory
a poznat, že tento obor nekonč́ı u vzorc̊u pro počty permutaćı a variaćı, nýbrž
tyto jsou jen prvńım krokem na dlouhé cestě vpřed. Obsah práce by měl být
srozumitelný i matematicky nadaněǰśım student̊um středńıch škol, předpokládá
ale jistou dávku samostatnosti při dostudováńı nepř́ılǐs složitých, avšak jim dosud
neznámých pojmů.

Text je členěn do pěti kapitol, každá z nich se věnuje jedné konkrétńı úloze.
V úvodu je vždy stručně popsána jej́ı historie a vysvětleno zadáńı. Zpravidla
následuje několik zp̊usob̊u řešeńı a r̊uzné varianty zadáńı. V závěru se pak obje-
vuje zobecněńı úlohy nebo souvislosti s daľśımi partiemi kombinatoriky.

Prvńı kapitola se zabývá úlohou o zajatćıch. Ti stoj́ı v kruhu a postupně je
každý druhý z nich popravován až do chv́ıle, kdy zbývá posledńı, jenž dostane
milost. Je ukázáno, kdo z nich to bude. Následuj́ı varianty, kdy je popravován
každý q-tý a hledá se takové q, aby přežili určit́ı zajatci. Dále jsou popsány i
situace s v́ıce životy nebo s uspořádáńım v řadě mı́sto v kruhu.

Druhá kapitola pojednává o hanojských věž́ıch. Kromě počtu tah̊u potřebných
k přeneseńı kotouč̊u z jednoho koĺıku na jiný ukazuje, jakým zp̊usobem se jed-
notlivé kotouče pohybuj́ı a stř́ıdaj́ı v taźıch. Poté je věnován prostor variantám,
kde je př́ımý přenos kotouč̊u mezi některými koĺıky zakázán nebo jsou čtyři koĺıky
mı́sto tř́ı. Pro zpestřeńı je uvedena i úloha o př́ı̌serkách, která se dá převést na
problém hanojských věž́ı.

Tématem třet́ı kapitoly je úloha o hostech. Poč́ıtá se, kolika zp̊usoby je možné
rozesadit několik manželských pár̊u okolo stolu tak, aby se muži a ženy stř́ıdali
a nikdo neseděl vedle svého partnera. Následuje jej́ı zobecněńı na permutace
s omezuj́ıćımi podmı́nkami. Zde je zmı́něna i teorie věžových polynomů.

Čtvrtá kapitola je vyhrazena pro hlasovaćı problém. V něm se má určit pravdě-
podobnost, že prvńı kandidát měl po celou dobu sč́ıtáńı hlasovaćıch ĺıstk̊u v́ıc než
k-násobek počtu hlas̊u druhého. Zde je zaj́ımavé, že existuje velký počet r̊uzných
zp̊usob̊u, jak dospět k výsledku. V závěru je uvedena varianta této úlohy, kdy je
požadováno, aby prvńı kandidát měl alespoň tolik hlas̊u jako druhý, a je ukázáno,
že vede na Catalanova č́ısla.

Pátá kapitola patř́ı úloze o školačkách. Úkolem je sestavit týdenńı rozpis
vycházek pro patnáct d́ıvek chod́ıćıch ve trojićıch tak, aby každá s každou šla
právě jednou. Ukázáno je několik řešeńı, algebraických a hlavně geometrických.
Závěr je věnován zobecněnému problému, úloze o golfistech. Ukázány jsou i
s t́ımto souvisej́ıćı Schurigovy tabulky, které slouž́ı jako rozpis jednotlivých kol
např́ıklad šachových turnaj̊u, v nichž se má utkat každý hráč s každým.
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1. Úloha o zajatćıch

Následuj́ıćı úloha, ve světě známá jakožto Josephus Problem, nás svým poněkud
morbidńım zněńım odkazuje do dob prvńıho stolet́ı našeho letopočtu, kdy zuřila
válka mezi Židy a Ř́ımany. Vypráv́ı se, že židovský kněz a učenec Josephus se se
skupinou daľśıch muž̊u dostal do obkĺıčeńı ř́ımským vojskem. V beznadějné situaci
jeho společńıci zvolili raději smrt rukou svých přátel, než aby upadli v potupné
zajet́ı. Shromáždili se proto do kruhu a postupně byl zab́ıjen každý druhý muž.
Josephus, který tento př́ıstup neschvaloval, rychle vypočetl kam se postavit, aby
z̊ustal posledńım přeživš́ım. Později byl osvobozen, přijal jméno Flavius a vstoupil
do služeb Ř́ıma. Z̊ustal však věrný židovské v́ı̌re a tradici. Sepsal historicky cenná
d́ıla o své době. Přesněǰśı a podrobněǰśı informace jsou v [12].

1.1 Základńı varianta

Úloha 1. V kruhu stoj́ı n zajatc̊u. Postupně je každý druhý popraven, jen posledńı
dostane milost. Který z nich to bude?

Zajatce označ́ıme č́ısly 1, . . . , n ve směru hodinových ručiček. V tomto směru
budeme též poč́ıtat. Necht’ J(n) je č́ıslo omilostněného zajatce. Např. pro n = 11
jsou zajatci popravováni v pořad́ı 2, 4, 6, 8, 10, 1, 5, 9, 3, 11 a J(n) = 7 (viz
obr. 1.1).
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Obrázek 1.1: V základńı variantě úlohy o zajatćıch přežije z jedenácti ten sedmý.

Řešeńı úlohy najdeme např. v [11] a [15]. Neprozrad́ıme si ho hned na úvod,
ale postupně k němu dojdeme. Zřejmě J(1) = 1, tj. je-li jediný zajatec, dostane
milost. Pro větš́ı n se zamysleme nad t́ım, kolik zajatc̊u zbyde po prvńım kolečku
a kteř́ı to budou.

Je-li n sudé, čili n = 2k, zbyde přesně k zajatc̊u s č́ısly 1, 3, 5, . . . , 2k− 1. Je-li
n liché, n = 2k + 1, pak během prvńıho kolečka odstrańıme všech k zajatc̊u se
sudými č́ısly a hned po nich bude určitě následovat zajatec č́ıslo 1. Zbyde nám
tedy opět k zajatc̊u, tentokrát s č́ısly 3, 5, 7, . . . , 2k+1. Tak či tak se náš problém
zredukuje na hledáńı J(k), jenom na r-té pozici ted’ stoj́ı zajatec s č́ıslem 2r− 1,
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resp. 2r + 1, r = 1, 2, . . . , k. Pokud J(k) známe, snadno už dopoč́ıtáme J(n).
Odtud dostáváme rekurentńı vztahy:

J(1) = 1

J(2k) = 2J(k)− 1 pro k ≥ 1

J(2k + 1) = 2J(k) + 1 pro k ≥ 1.

Nyńı bychom se rádi dopracovali k explicitńımu vyjádřeńı J(n). Sestavme si
tabulku pro několik prvńıch hodnot n.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
J(n) 1 1 3 1 3 5 7 1 3 5 7 9 11 13 15 1 3

Můžeme si všimnout, že J(n) = 1 pro n = 1, 2, 4, 8, 16, čili pro mocniny
dvojky. Jedničkou poč́ınaje se hodnota J(n) postupně zvyšuje o 2. Snadno tak
dospějeme k hypotéze, že pro n = 2m + l, kde 0 ≤ l < 2m, plat́ı

J(n) = 2l + 1. (1.1)

Tuto hypotézu dokážeme indukćı podle m. V prvńım kroku máme m = 0,
l může nabývat pouze hodnoty 0. Dostáváme J(1) = 1, což plat́ı. V daľśım kroku
předpokládáme, že vztah plat́ı pro 1, . . . ,m− 1. Ukážeme, že pak plat́ı i pro m.
Zaměř́ıme se zvlášt’ na situace, kdy je l sudé a kdy je liché. Pro sudé l dostáváme

J(2m + l) = 2J

(
2m−1 +

l

2

)
− 1 = 2

(
2 · l

2
+ 1

)
− 1 = 2l + 1.

Podobně pro liché l

J(2m + l) = 2J

(
2m−1 +

l − 1

2

)
+ 1 = 2

(
2 · l − 1

2
+ 1

)
+ 1 = 2l + 1.

T́ımto je naše hypotéza potvrzena. Dále si uvědomı́me, že m = blog2 nc. ∗
Dospěli jsme tedy k výsledku

J(n) = 2
(
n− 2blog2 nc)+ 1 = 2n+ 1− 2blog2 nc+1. (1.2)

Pro zaj́ımavost zmiňme, že tento výsledek má pěknou a jednoduchou inter-
pretaci

”
škrtni prvńı jedničku a napǐs ji na konec“, pracujeme-li s č́ısly n a J(n)

ve dvojkové soustavě. Č́ıslo n můžeme psát jako n =
∑m

j=0 bj2
j, kde bj = 1 nebo 0

pro j = 1, . . . ,m−1 a bm = 1. Potom l = n−2m =
∑m−1

j=0 bj2
j. Takže l dostaneme

z n t́ım, že smažeme prvńı jedničku z binárńıho zápisu č́ısla n. (Můžeme smazat
i všechny nuly předcházej́ıćı daľśı jedničce). Dále dostáváme 2l =

∑m−1
j=0 bj2

j+1.
Dvěma vlastně násob́ıme tak, že na konec č́ısla přiṕı̌seme nulu. Nyńı zbývá přič́ıst
jedničku, to uděláme tak, že nulu, kterou jsme připsali na konec, změńıme na jed-
ničku.

∗bxc znač́ı dolńı celou část x
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Např. pro n = 22 dostáváme l = 6 a J(n) = 2 · 6 + 1 = 13. Ve dvojkové
soustavě:

n = 10110

l = 110

2l = 1100

J(n) = 1101

Vı́ce podrobnost́ı je možno naj́ıt v [11] nebo česky psaném článku [15]. Nyńı
se už ale pod́ıváme, jakým jiným zp̊usobem by se dalo ke vzorci (1.2) dospět.
Nejdř́ıv si uvědomı́me, že je-li počet zajatc̊u mocninou dvojky, bude přeživš́ım
vždy zajatec č́ıslo 1, čili J(2m) = 1. Myšlenka je taková, že při každém kolečku
máme sudý počet zajatc̊u, vždy je tedy popraven posledńı zajatec a na počátku
daľśıho kolečka se zač́ıná poč́ıtat od zajatce č́ıslo 1, ten tak nikdy neńı

”
druhý“

a zbyde až do samého konce. Daľśım užitečným vztahem (pro obecněǰśı zněńı
viz [24]) je

J(n) ≡ J(n− 1) + 2 (mod n) pro n ≥ 2. (1.3)

Ten vyplývá ze skutečnosti, že máme-li n zajatc̊u a na počátku je popraven
zajatec č́ıslo 2, problém se převede na hledáńı J(n − 1). Zač́ınáme však poč́ıtat
od zajatce č́ıslo 3, č́ısla zajatc̊u jsou tedy o 2 posunuta, proto

”
+2“. Ve vzorci je

”
modn“, protože č́ıslo n− 1 se neposunuje na n+ 1, nýbrž na 1.

Při hledáńı vzorce pro J(n) tedy vycháźıme ze vztah̊u:

J(2m) = 1 pro m = 0, 1, 2, . . .

J(n) =

{
J(n− 1) + 2 pro J(n− 1) < n− 1

1 pro J(n− 1) = n− 1
(1.4)

Ještě si položme otázku, zda existuje k r̊uzné od mocniny dvojky, pro které
J(k) = 1. Odpověd’ zńı ne. Důkaz provedeme sporem. Mějme nejmenš́ı k, pro
které to plat́ı. Nejbližš́ı nižš́ı mocnina dvojky k tomuto k je 2blog2 kc. Z (1.4) plyne
J(k−1) = k−1 a také J(k−1) = 1+2 ·(k−1−2blog2 kc), to vzhledem k

”
nač́ıtáńı

dvojek“, čili
1 + 2 · (k − 1− 2blog2 kc) = k − 1.

Odtud po úpravách
k = 2blog2 kc,

což je ve sporu s t́ım, že k neńı mocninou dvojky. Plat́ı tedy

J(n) =

{
1 n mocnina dvojky

J(n− 1) + 2 jinak,

odkud už př́ımo plyne (1.2), dř́ıve odvozený vzorec pro J(n).
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1.2 Záchrana př́ıtele

V [11] můžeme naj́ıt v souvislosti s úlohou o zajatćıch následuj́ıćı problém.

Úloha 2. Joseph̊uv př́ıtel by se mohl zachránit t́ım, že se postav́ı na takovou
pozici, aby na konci zbyli pouze on a Josephus. Která to je?

Neboli pro n ≥ 2 hledáme I(n), č́ıslo zajatce, který bude jako posledńı
popraven, pokud předpokládáme, že zajatec s č́ıslem J(n) je jediný, který dostane
milost.

Při řešeńı můžeme postupovat stejným zp̊usobem jako při hledáńı J(n). Zcela
analogickou úvahou dojdeme ke vztah̊um

I(2n) = 2I(n)− 1 pro n ≥ 2

I(2n+ 1) = 2I(n) + 1 pro n ≥ 2.

Odlǐsné však budou počátečńı podmı́nky. Namı́sto J(1) = 1 dostáváme I(2) = 2
a I(3) = 1. Podobně jako při hledáńı J(n) sestav́ıme tabulku několika prvńıch
hodnot I(n).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
I(n) – 2 1 3 5 1 3 5 7 9 11 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 1

Snadno pak dojdeme k hypotéze, že pro n = 3 · 2m + l, kde l < 3 · 2m,
plat́ı I(n) = 2l + 1. Tu lze dokázat pomoćı indukce, analogicky jako při d̊ukazu
vztahu (1.1). Podotkněme ještě, že 3 · 2m = 2m+1 + 2m. Můžeme proto psát

I(2m + 2m−1 + l) = 2l + 1 pro l < 2m + 2m−1.

Když už umı́me zjistit, který zajatec přežije a který bude popraven jako
posledńı, dozajista leckoho napadne následuj́ıćı otázka.

Úloha 3. V kruhu stoj́ı n zajatc̊u a postupně je každý druhý popravován. Kdo
z nich bude popraven jako a-tý?

T́ımto se podrobně zabývá [25]. My si ukážeme, jak dospět k rekurentńım
rovnićım a bez d̊ukazu pak uvedeme výsledek. Č́ıslo a-tého popraveného zajatce
označ́ıme Ja(n). Nejdř́ıv najdeme př́ıslušné rekurentńı vztahy. Pro n > 1 je jako
prvńı popraven zajatec 2. Problém se nám tak zredukuje na hledáńı (a− 1)-ńıho
popraveného z n− 1 zajatc̊u s t́ım, že č́ısla zajatc̊u jsou o dvojku posunuta. Toto
nám stač́ı k sestaveńı rovnic

Ja(n) =


1 pro n = a = 1

2 pro n > 1, a = 1

1 pro n, a > 1, Ja−1(n− 1) = n− 1

Ja−1(n− 1) + 2 pro n, a > 1, Ja−1(n− 1) ≤ n− 2.

Odsud je možné odvodit explicitńı vyjádřeńı

Ja(n) =

{
2a pro a ≤ n

2

2n+ 1− (2n− 2a+ 1) · 2blog2 n/(2n−2a+1)c+1 pro a > n
2
.
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1.3 Obecněǰśı problém a možnost určit č́ıslo

Nyńı budeme uvažovat situaci, kdy je popravován ne nutně každý druhý za-
jatec, nýbrž každý q-tý. Zajatce, který za těchto okolnost́ı přežije, budeme ozna-
čovat č́ıslem J(n, q). Ačkoliv neńı znám explicitńı vzorec pro výpočet J(n, q), je
zde několik zaj́ımavých otázek, které dokážeme zodpovědět. Nejprve sestavme
rekurentńı rovnice pro výpočet J(n, q). Ty vypadaj́ı následovně (pro podrobnosti
viz [24]):

J(1, q) = 1

J(n, q) ≡ J(n− 1, q) + q (mod n) pro n > 1

Jedná se vlastně o zobecněńı (1.3). T́ım, že je jako prvńı popraven q-tý zajatec,
se náš problém zredukuje na hledáńı J(n− 1, q) s t́ım, že č́ısla jsou o q posunuta.
A ted’ už se pod́ıvejme na daľśı úlohu z [11].

Úloha 4. V kruhu stoj́ı 2n zajatc̊u, prvńıch n dobrých a daľśıch n zlých. Ukažte,
že vždy existuje q (v závislosti na n) takové, že všichni zĺı budou popraveni dř́ıve
než kdokoliv z dobrých.

Např. pro n = 3, můžeme vźıt q = 5. Jako prvńı tři jsou pak popraveni zajatci
s č́ısly 5, 4 a 6. Toto q však neńı jediným řešeńım. Třeba pro q = 52 budou jako
prvńı popraveni zajatci 4, 6 a 5.

Kdyby bývali všichni zĺı stáli na prvńıch n pozićıch, situace by se značně
zjednodušila, stačilo by zvolit q = 1. Avšak i pro náš obt́ıžněǰśı př́ıpad dokážeme
existenci q, nebudeme se snažit naj́ıt nejmenš́ı vhodné, ale prostě nějaké. Zat́ımco
pro q = 1 by byl v každém kroku popraven zajatec s aktuálně nejmenš́ım č́ıslem,
my si dáme za ćıl určit takové q, aby zajatci byli popravováni od konce, čili
v každém kroku zajatec s aktuálně nejvyšš́ım č́ıslem. Když se nám to podař́ı,
budou zřejmě po n kroćıch zbývat jenom ti dobř́ı.

Je-li popraven posledńı zajatec, zač́ıná se v daľśım kroku poč́ıtat od prvńıho.
Zbývá-li právě k zajatc̊u, co muśı platit pro q, aby rozpoč́ıtáváńı padlo na po-
sledńıho z nich? Odpověd’ je nasnadě. Muśı platit, že č́ıslo q je dělitelné č́ıslem k.
Pak po q/k kolečkách poč́ıtáńı skonč́ıme u posledńıho zajatce.

Požadujeme tedy, aby k dělilo q pro k = 2n, 2n−1, . . . , n+1. Abychom tomuto
vyhověli, stač́ı zvolit

q = nsn(n+ 1, n+ 2, . . . , 2n).∗

Zjistili jsme tedy, že q vždy existuje. Pro př́ıpad se šesti zajatci dostáváme
q = nsn(4, 5, 6) = 60. Pro toto q budou jako prvńı popraveni zajatci 6, 5 a 4.

Na tuto úlohu můžeme narazit i v [24]. Autor se zde zabývá i následuj́ıćı,
podobnou úlohou.

Úloha 5. V kruhu stoj́ı 2n zajatc̊u. Ukažte, že vždy existuje q (v závislosti na n)
takové, že jsou jako prvńı popraveni všichni zajatci na lichých pozićıch.

Např. zvoĺıme-li při čtyřech zajatćıch q = 5, pak jsou jako prvńı popraveni
zajatci 1 a 3.

∗nsn znač́ı nejmenš́ı společný násobek
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Použijeme podobný trik jako výše. Budeme hledat takové q, aby zajatci na
lichých pozićıch byli popravováni od konce, čili v pořad́ı 2n − 1, 2n − 3, . . . , 1.
Uvědomı́me si, že v tomto př́ıpadě hledáme q takové, aby rozpoč́ıtáváńı skončilo
vždy jedno mı́sto před koncem kolečka, tj. v prvńım kroku na 2n− 1 a v daľśıch
kroćıch vždy dvě mı́sta před naposledy vyřazeným, což je zajatec s aktuálně nej-
vyšš́ım lichým č́ıslem. Chceme tedy q ≡ −1 (mod k) pro k = 2n, 2n−1, · · · , n+1.
Stač́ı proto zvolit

q = nsn(n+ 1, n+ 2, . . . , 2n)− 1.

Když jsme již źıskali zkušenost s řešeńım jednodušš́ıch úloh, můžeme se od-
vážně pustit do následuj́ıćıho problému, kterým se opět zaob́ıraj́ı [11] i [24].

Úloha 6. Josephus zná počet lid́ı v kruhu n i pozici j, na které se nacháźı. Jeho
jedinou naděj́ı je zvolit takové č́ıslo q, aby zbyl jako posledńı. M̊uže si být jist, že
patřičné č́ıslo existuje?

Při hledáńı odpovědi nám přijde vhod Bertrand̊uv postulát (viz např. [13]),
podle něhož pro všechna n > 2 existuje alespoň jedno prvoč́ıslo p, které splňuje
n/2 < p < n. Využijeme i slabš́ı podobu č́ınské věty o zbytćıch (viz např. [28]),
která ř́ıká, že jsou-li q a r nesoudělná č́ısla, potom má následuj́ıćı soustava rovnic
řešeńı:

x ≡ a (mod q)

x ≡ b (mod r)

Označme N = nsn(1, 2, . . . , n). Dále pak zvolme prvoč́ıslo p, pro které plat́ı
n/2 < p < n. Nejdř́ıv budeme předpokládat, že Josephus stoj́ı v prvńı polovině
kruhu, čili j ≤ n/2. Č́ıslo q pak dostaneme jako řešeńı soustavy rovnic

q ≡ 0 (mod N/p)

q ≡ j − 1 (mod p).

Je třeba si uvědomit, že p a N/p jsou č́ısla nesoudělná a že N/p je nejmenš́ım
společným násobkem č́ısel 1 až n vyjma p. Splněńı prvńı rovnice zp̊usob́ı, že
kromě kroku, kdy zbývá právě p zajatc̊u, je vždy popraven zajatec na posledńı
pozici aktuálńıho kolečka, čili předch̊udce naposledy popraveného. Druhá rovnice
pak odpov́ıdá situaćı, kdy zajatc̊u zbývá právě p. V tomto kroku bude popraven
(j − 1)-ńı zajatec od mı́sta, kde začneme poč́ıtat. Protože až do té doby budou
popravováni zajatci z konce kruhu, začne se poč́ıtáńı od zajatce č́ıslo 1 a bude
tedy popraven zajatec j − 1.

Pro q, jehož existence je zaručena d́ıky č́ınské větě o zbytćıch, budou zajatci
popraveni v pořad́ı n, n−1, . . . , p+1, j−1, j−2, . . . , 1, p, p−1, . . . , j+1 a Josephus
na j-tém mı́stě přežije. (Využ́ıváme zde i skutečnosti, že p > n/2 ≥ j, takže se
nestane, že by byl Josephus popraven dř́ıv, než nastane chv́ıle, kdy zbývá právě
p zajatc̊u.)

Podobným zp̊usobem můžeme vyřešit situaci, kdy j > n/2. Tentokrát dosta-
neme q z rovnic

q ≡ 1 (mod N/p)

q ≡ j + 1− n (mod p).

Tady už snadno domysĺıme, že tentokrát budou zajatci popravováni v pořad́ı
1, 2, . . . , n − p, j + 1, j + 2, . . . , n, n − p + 1, n − p + 2, . . . , j − 1. Takže v obou
př́ıpadech má Josephus možnost záchrany.
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1.4 Vı́ce život̊u

Nyńı dejme každému ze zajatc̊u do začátku z život̊u (tj. všem stejně), které funguj́ı
tak, že zajatec je popraven až ve chv́ıli, kdy je na něho ukázáno celkem z-krát. Do
té doby z̊ustává stát v kruhu, přičemž aktuálńı počet jeho život̊u rozpoč́ıtáváńı
nijak neovlivňuje. O této problematice pojednává [23] a dává odpověd’ na dvě
ńıže zadané úlohy.

Nejdř́ıve si ještě položme otázku, jestli počet život̊u může ovlivnit konečný
výsledek, tedy to, kdo přežije. Odpověd’ zńı ano. Např́ıklad pro n = 6 a q = 4,
přežije pro z = 1 zajatec č́ıslo 5 a pro z = 2 zajatec č́ıslo 3.

Na druhou stranu ale uvažme situaci, kdy n a q jsou nesoudělná. V tomto
př́ıpadě budou pro libovolné z zajatci popravováni ve stejném pořad́ı jako pro
z = 1. Proč? Protože mezit́ım, kdy je na někoho ukázáno poprvé a podruhé, je
ukázáno i na všechny ostatńı zajatce. To vede až k tomu, že dř́ıv, než je kdokoliv
popraven, spotřebuje každý z−1 život̊u a zbyde mu posledńı, takže všichni vlastně
čeĺı témuž jako při z = 1.

Ukážeme si, jak se Josephus může zachránit i v př́ıpadě, že nezná přesný počet
život̊u, který jim bude přidělen. Následuj́ıćı úloha je vlastně zobecněńım úlohy 6.

Úloha 7. Josephus zná počet zajatc̊u v kruhu n a svoji pozici j. Ukažte, že exis-
tuje q, jehož volbou se určitě zachráńı při libovolném počtu život̊u.

Možná bude trochu překvapeńım, že řešeńı je shodné s řešeńım úlohy 6, čili q
splňuj́ıćı:

Pro j ≤ n/2 q ≡ 0 (mod N/p) (1.5)

q ≡ j − 1 (mod p). (1.6)

Pro j > n/2 q ≡ 1 (mod N/p) (1.7)

q ≡ j + 1− n (mod p). (1.8)

Připomeňme, že N je nejmenš́ı společný násobek č́ısel 1, . . . , n a p prvoč́ıslo
takové, že n/2 < p < n.

Pro oba př́ıpady se pod́ıváme, v jakém pořad́ı bude ukazováno na zajatce.
Pro 1 < j ≤ n/2 to je

nz, (n− 1)z, . . . , (p+ 1)z, πz−1, j − 1, j − 2, . . . , 1, p, p− 1, . . . , j + 1,

kde ik znamená, že na prvek i (př́ıpadně posloupnost nějakých prvk̊u) bylo
ukázáno k-krát za sebou, a π znač́ı nějakou permutaci prvk̊u 1, . . . , p, která zač́ıná
prvkem j−1. Úsek nz, (n−1)z, . . . , (p+1)z je d̊usledkem vztahu (1.5). Dı́ky q ≡ 0
je vždy ukázáno na posledńıho zajatce. Jestliže se tedy zajatec ocitne na posledńı
pozici, je na něho ukazováno tak dlouho, dokud mu nedojdou životy. Po popravě
zajatce (p + 1) zbývá právě p zajatc̊u. Pro tuto chv́ıli se vše ř́ıd́ı vztahem (1.6).
Protože p je prvoč́ıslo a q po děleńı č́ıslem p nedává zbytek 0, jsou tato č́ısla ne-
soudělná. Všem žij́ıćım zajatc̊um nav́ıc zbývá všech z život̊u, nastává tedy dř́ıve
popsaná situace, kdy životy všech postupně klesnou na jediný (πz−1). Pokračováńı
je pak stejné jako v úloze 6.

Pro j = 1 už snadno domysĺıme, že vždy bude ukázáno na aktuálně posledńıho
zajatce a Josephus přežije bez ztráty jediného života.
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Pro j > n/2 bude na zajatce ukazováno v pořad́ı

(1, 2, . . . , n)z−1, 1, 2, . . . , n− p, j + 1, j + 2, . . . , n, n− p+ 1, n− p+ 2, . . . , j − 1.

Ani zde neńı zd̊uvodněńı obt́ıžné, nebot’ (1.7) mj. zaručuje, že při n zajatćıch bude
popořadě ukazováno na každého z nich. Každý tak hned v úvodu spotřebuje z−1
život̊u a vše následuj́ıćı je pak shodné jako v úloze 6, přičemž (1.8) zp̊usob́ı, že
po popravě prvńıch n− p zajatc̊u, bude následovat zajatec j + 1, č́ımž se zajatec
j jaksi

”
přeskoč́ı“ a přežije tak až do konce.

Vid́ıme, že pořad́ı popravováńı zajtc̊u ani v jednom z př́ıpad̊u nezáviśı na
počtu jejich život̊u. Zjistili jsme tedy, že Josephus se určitě může zachránit.

Ani v následuj́ıćı úloze nezná Josephus přesný počet život̊u. Naštěst́ı v́ı, že od
určité hodnoty už jejich množstv́ı nehraje roli. . .

Úloha 8. Josephovi je známo n i q. Má možnost stoupnout si na libovolnou
pozici a nav́ıc určit dolńı hranici počtu život̊u, které dostanou. Ukažte, že pro něj
existuje zp̊usob, jak se zachránit.

Zájemce nalezne řešeńı ve [23]. Zde je ukázáno, že Josephovi stač́ı zvolit
z = Fn+2.∗ Pro toto a všechna větš́ı z přežije vždy tentýž zajatec.

1.5 V řadě mı́sto v kruhu

Nyńı bude mı́t každý zajatec zase pouze jediný život a úloha se pozměńı jinak.
Zajatci nebudou stát v kruhu, nýbrž v řadě. Bude popravován každý druhý a
v momentě, kdy se dojde na konec řady, směr se obrát́ı a bude se postupovat
k jej́ımu počátku. A pozor – zajatci na konćıch řady se nepoč́ıtaj́ı dvakrát po sobě
(t́ım by byl jejich osud ihned zpečetěn), nýbrž pouze jednou. Posledńı přeživš́ı
dostane milost. Kdo to bude? T́ımto se podrobněji zabývá [12], a to i př́ıpady,
kdy je popravován každý třet́ı. My si zde ukážeme některé základńı výsledky.

Úloha 9. Určete W (n), omilostněného z n zajatc̊u za výše popsaných podmı́nek.

Zřejmě W (1) = 1. Dále zodpovězme, co maj́ı společného situace, kdy je n
sudé a kdy liché. Zamysleme se, co se stane po prvńım pr̊uchodu řadou. Zřejmě
padnou všichni se sudými č́ısly. Je-li n sudé, n = 2k, je jako posledńı v řadě
popraven zajatec 2k, načež se otoč́ı směr a na 2k − 1 je ukázáno jakožto na

”
prvého“. Je-li n liché, n = 2k − 1, je po popravě zajatce 2k − 2 zajatec 2k − 1

opět označen jako
”
prvý“, přičemž se otoč́ı směr poč́ıtáńı. V obou př́ıpadech se

tedy dostaneme do shodné situace. Odsud plyne W (2k) = W (2k − 1). Nav́ıc
vid́ıme, že zbylo právě k zajatc̊u. Problém se tak zredukoval na hledáńı W (k)
s trochu pozměněnými č́ısly, jedničce odpov́ıdá 2k− 1, dvojce 2k− 3, . . . , č́ıslu k
odpov́ıdá 1, tj. č́ıslu r z nové úlohy odpov́ıdá č́ıslo 2k − 2r + 1 z úlohy p̊uvodńı.
Dostáváme tak W (2k) = 2k − 2W (k) + 1. Shrneme-li naše zjǐstěńı, při hledáńı
W (n) vycháźıme ze vztah̊u

W (1) = 1

W (2k) = W (2k − 1) = 2k − 2W (k) + 1 pro k ≥ 1. (1.9)

∗Fn znač́ı n-té Fibonacciho č́ıslo. Ta definujeme jako F0 = 0, F1 = 1 a Fi = Fi−2 + Fi−1 pro
všechna i ≥ 2.
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Pro zaj́ımavost si sestavme tabulku několika prvńıch hodnot W (n):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
W (n) 1 1 3 3 1 1 3 3 9 9 11 11 9 9 11 11 1 1

Položme N rovno n nebo n − 1 tak, aby N bylo liché. N můžeme vyjádřit
ve dvojkové soustavě jako N =

∑m
j=0 bj2

j, kde bm = b0 = 1 a bj = 0 nebo 1 pro
j = 1, 2, . . . ,m− 1. Ukážeme, že plat́ı

W (n) = 1 +
m∑

j=1
j liché

bj2
j. (1.10)

Použijeme indukci podle n, přičemž vzhledem k (1.9) stač́ı pracovat pouze
s lichými n. V prvńım kroku snadno ověř́ıme, že vztah (1.10) plat́ı pro všechna
n ≤ 10. V druhém kroku předpokládáme, že (1.10) plat́ı pro 1, 2, . . . , n − 1 a
ukážeme, že pak plat́ı i pro n, kde n > 10. Důkaz provedeme zvlášt’ pro dva
př́ıpady, a to n = 4k − 1 a n = 4k + 1. Necht’ n = 4k − 1, tj. b0 = b1 = bm = 1 a

k =
n+ 1

4
= 1 +

m∑
j=2

bj2
j−2. (1.11)

Pak W (4k − 1) = 4k + 1− 2W (2k) = 4k + 1− 2(2k + 1− 2W (k)) = 4W (k)− 1,

tj. W (n) = 4W

(
n+ 1

4

)
− 1.

Pro sudé k přejdeme ke k − 1 t́ım, že od (1.11) odečteme jedničku a dostáváme

W

(
n+ 1

4

)
= W

(
m∑

j=2

bj2
j−2

)
= 1 +

m∑
j=2

j liché

bj2
j−2.

Pro liché k je b2 = 0 a dostáváme

W

(
n+ 1

4

)
= W

(
20 +

m∑
j=3

bj2
j−2

)
= 1 +

m∑
j=2

j liché

bj2
j−2.

Celkově tedy

W (n) = 4W

(
n+ 1

4

)
− 1 = 3 +

m∑
j=2

j liché

bj2
j = 1 +

m∑
j=1

j liché

bj2
j.

Př́ıpad n = 4k + 1 se ukáže podobně.

A co nám výsledek vlastně ř́ıká? Naṕı̌seme-li N∗ ve dvojkové soustavě, pak
z něj binárńı zápis č́ısla W (n) dostaneme jednoduše t́ım, že na posledńı pozici
ponecháme jedničku, na pozice př́ıslušej́ıćı sudé mocnině dvojky naṕı̌seme nulu a
zbylé č́ıslice oṕı̌seme. Např. W (45) = 41 vypadá ve dvojkové soustavě následovně:

n = 101101

W (n) = 101001.

∗N je rovno n nebo n− 1 tak, aby bylo liché.
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2. Hanojské věže

V [19] se dočteme:
”
V městě Banárasu je prý chrám, v němž indický b̊uh Brah-

ma při stvořeńı světa postavil tři diamantové tyčinky a navlékl na jednu z nich
64 zlatých kroužk̊u: největš́ı je vespod a každý daľśı je menš́ı než předešlý. Chrá-
mov́ı kněž́ı maj́ı za úkol překládat bez ustáńı, dnem i noćı, tyto kroužky z jedné
tyčinky na druhou; přitom použ́ıvaj́ı třet́ı tyčinky jako pomocné a dodržuj́ı pravid-
la – přenášet současně jen jeden kroužek a nepokládat větš́ı na menš́ı. Pověst
prav́ı, že až bude přeneseno všech 64 kroužk̊u, nastane konec světa. . .“

Pokud této legendě uvěř́ıme, máme se obávat brzkého konce? Nejen na to
odpov́ı tato kapitola, jež se zabývá hanojskými věžemi, matematickým hlavola-
mem, který spatřil světlo světa roku 1883 v Pař́ıži. Jeho autorem byl Edouard
Lucas (viz např. [20]).

2.1 Základńı varianta

Nebude-li řečeno jinak, vycháźıme z těchto předpoklad̊u:

• Hlavolam sestává ze tř́ı koĺık̊u (znač́ıme A, B a C) a n kotouč̊u (disk̊u),
které se na tyto koĺıky daj́ı nasouvat. Přitom se každé dva kotouče lǐśı svoj́ı
velikost́ı.

• Tahem se rozumı́ sejmut́ı vrchńıho kotouče z některého koĺıku a jeho pře-
mı́stěńı na jiný koĺık, pochopitelně opět nahoru.

• Plat́ı pravidlo, že větš́ı kotouč nemůže být umı́stěn na menš́ım.

Úloha 10. Jaký je minimálńı počet tah̊u potřebných k přemı́stěńı věže o n ko-
touč́ıch z jednoho koĺıku na jiný?

Můžeme předpokládat, že všechny kotouče jsou na koĺıku A a naš́ım ćılem je
přesunout je na C. Minimálńı počet tah̊u při n kotouč́ıch označ́ıme Hn. Např. pro
n = 3 je Hn = 7, viz obr. 2.1.

Obrázek 2.1: Nejrychleǰśı přesun tř́ı kotouč̊u z prvńıho na posledńı koĺık.

Kĺıčovou otázkou vedoućı k řešeńı je, v jaké situaci přesuneme největš́ı kotouč.
Ten muśı být nutně přesunut alespoň jednou, z A na C, což je možné pouze ve
chv́ıli, kdy jsou všechny ostatńı kotouče na koĺıku B. Problém si tedy můžeme
rozdělit do tř́ı krok̊u:
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1. Přesuneme n− 1 vrchńıch kotouč̊u z A na B.

2. Přesuneme největš́ı kotouč z A na C.

3. Přesuneme n− 1 kotouč̊u z B na C.

Rozmysĺıme si, že toto řešeńı je optimálńı. Pokud bychom největš́ı kotouč
přesouvali v́ıc než jednou, nijak t́ım nesńıž́ıme počet přesouváńı ostatńıch ko-
touč̊u. Dále si uvědomı́me, že největš́ı kotouč nikdy neomezuje pohyby ostatńıch
a že přesouváńı z A na B je stejně náročné jako přesouváńı z A na C (stač́ı
prohodit označeńı koĺık̊u B a C), a proto kroky 1 a 3 vyžaduj́ı každý Hn−1 tah̊u.
Krok 2 zvládneme v jednom tahu. Dı́ky této úvaze dosṕıváme k rekurentńım
rovnićım

Hn =

{
1 pro n = 1

2Hn−1 + 1 jinak.

Na základě těchto rovnic snadno dojdeme k explicitńımu vyjádřeńı Hn. Mů-
žeme použ́ıt substituci (viz [11]), a to tak že nejdř́ıve k oběma stranám přičteme
jedničku. Dostáváme

H1 + 1 = 2

Hn + 1 = 2Hn−1 + 2 pro n > 1.

Nyńı polož́ıme Tn = Hn + 1, čili

T1 = 2

Tn = 2Tn−1 pro n > 1.

Odtud explicitně vyjádř́ıme Tn:

Tn = 2 · Tn−1 = 2 · 2 · Tn−2 = . . . = 2 · . . . · 2︸ ︷︷ ︸
n− 1 dvojek

·T1 = 2n.

Protože Hn = Tn − 1, dostáváme výsledek

Hn = 2n − 1 pro n ≥ 1. (2.1)

Vrát́ıme-li se k legendě z úvodu této kapitoly, vid́ıme, že přeneseńı 64 kroužk̊u
vyžaduje 264 .

= 1,8 · 1019 tah̊u. Při rychlosti jeden tah za vteřinu by celý proces
trval v́ıc než 500 miliard let.

Nyńı jsme se zabývali pouze situaćı, kdy jsou všechny kotouče na počátku
na jediném koĺıku. Můžeme se ale rozhodnout přesouvat koĺıky z libovolného
počátečńıho stavu do libovolného koncového. Horńı odhad na počet potřebných
tah̊u źıskáme poměrně jednoduše. O tom už úloha z [11].

Úloha 11. Existuj́ı nějaké dvě konfigurace n kotouč̊u na třech koĺıćıch takové, že
by přesun mezi nimi vyžadoval v́ıce než 2n − 1 tah̊u?
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Odpověd’ zńı ne a dokážeme si ji indukćı. Pro n = 1 přesuneme kotouč od-
kudkoliv kamkoliv na nejvýše jeden tah, což vyhovuje požadavk̊um. Dále před-
pokládáme, že přesun mezi libovolnými k–kotoučovými konfiguracemi vyžaduje
nanejvýš 2k − 1 tah̊u, pro k = 1, . . . n − 1. Nyńı uvažujme n kotouč̊u. Pokud je
největš́ı kotouč v obou uspořádáńıch na stejném koĺıku, v̊ubec s ńım nebudeme
hýbat a zbylých n − 1 kotouč̊u uspořádáme během nejvýše 2n−1 − 1 ≤ 2n − 1
tah̊u. Jinak můžeme postupovat následovně:

1. Přesuneme n− 1 nejmenš́ıch kotouč̊u mimo počátečńı a ćılový koĺık největ-
š́ıho kotouče.

2. Přesuneme největš́ı kotouč na koĺık, který vyžaduje koncová konfigurace.

3. Přesuneme n− 1 ostatńıch kotouč̊u do požadovaného uspořádáńı.

Žádný z krok̊u 1 a 3 netrvá d́ıky indukčńımu předpokladu v́ıc než 2n−1 − 1
tah̊u. Celkem je tedy třeba nejvýše (2n−1 − 1) + 1 + (2n−1 − 1) = 2n − 1 tah̊u.
Uvědomme si, že jsme zároveň dokázali i to, že od libovolné konfigurace kotouč̊u
lze doj́ıt do libovolné jiné.

2.2 Řešeńı trochu jinak

Vrat’me se ještě k řešeńı hanojských věž́ı. Snadno si uvědomı́me, že optimálńı
posloupnost tah̊u je jen jedna. S jej́ım rekurzivńım popisem si sice vystač́ıme, ale
je zaj́ımavé pod́ıvat se na pohyby kotouč̊u trochu podrobněji jako např. v [31].

Nejdř́ıv se zamysleme nad t́ım, ve kterém tahu se pohybuje který kotouč, aniž
bychom se zaj́ımali o to, mezi kterými koĺıky tento tah prob́ıhá. Nejjednodušš́ı
to je s největš́ım kotoučem. Ten se pohne jednou, a to přesně uprostřed celé
posloupnosti tah̊u. Nav́ıc t́ım tuto posloupnost rozděĺı na dva stejné úseky, z nichž
každý odpov́ıdá přesunu n − 1 kotouč̊u. Druhý největš́ı kotouč se pohne vždy
přesně uprostřed těcho úsek̊u a tak bychom mohli pokračovat až k nejmenš́ımu.
Situaci pro n = 5 ilustruje obr. 2.2.

Obrázek 2.2: Hanojské věže pro pět kotouč̊u – délka čárky odpov́ıdá velikosti toho
právě přesouvaného.

Aby se nám o kotouč́ıch lépe mluvilo, oč́ıslujme si je od nejmenš́ıho podle
velikosti 1, . . . , n. Dı́ky obrázku snadno přijdeme na to, že kotouč 1 je přesouván
v každém lichém tahu, kotouč 2 v každém sudém tahu, jehož č́ıslo ale neńı dělitelné
čtyřmi, . . . , i v tahu, jehož č́ıslo je dělitelné 2i−1, ale ne 2i. (Důkaz by bylo možno
provést např. indukćı.) Toto zjǐstěńı lze pěkně interpretovat, zaṕı̌seme-li č́ısla tah̊u
ve dvojkové soustavě. Tři kotouče vyžaduj́ı sedm tah̊u. Kdy je kterým taženo
poznáme následovně:
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001 Přesouváme kotouč 1.

010 Přesouváme kotouč 2.

011 Přesouváme kotouč 1.

100 Přesouváme kotouč 3.

101 Přesouváme kotouč 1.

110 Přesouváme kotouč 2.

111 Přesouváme kotouč 1.

V každém tahu přesouváme kotouč odpov́ıdaj́ıćı pozici posledńı jedničky ve
dvojkovém zápisu č́ısla tohoto tahu. (Prvńı č́ıslice odpov́ıdá největš́ımu kotouči,
posledńı nejmenš́ımu.)

Nyńı se zaměřme na to, odkud kam se který kotouč přesouvá. Chceme-li
někomu předvést, jak umı́me hlavolam řešit, bude pro nás kĺıčové umět zod-
povědět otázku, kam přesunout nejmenš́ı kotouč v prvńım tahu, je-li naš́ım ćılem,
aby věž na konci stála na třet́ım koĺıku.

K tomu postač́ı prostá úvaha. Kotouč n budeme přesouvat pouze jednou, a to
na koĺık C. Aby to bylo možné, muśı být na B přesunut kotouč n − 1. K tomu
ale potřebujeme nejdř́ıv přesunout kotouč n− 2 na C atd. Vid́ıme, že prvńı tah
kotouče se stejnou paritou jako má n je na koĺık C, s opačnou paritou na koĺık
B. Při lichém počtu kotouč̊u ten nejmenš́ı tedy v prvńım tahu přesuneme na C,
při sudém počtu na B.

Dále můžeme vypozorovat, že se každý kotouč pohybuje bud’ pouze ve směru
A → B → C → A → . . ., nebo pouze ve směru A → C → B → A → . . ..
Důkaz provedeme indukćı. Pro malé počty kotouč̊u tvrzeńı snadno ověř́ıme a
dále předpokládáme, že plat́ı pro 1, 2, . . . , n − 1. Pro n kotouč̊u pak nejdř́ıve
přesuneme n−1 kotouč̊u z A na B. Z indukčńıho předpokladu plyne, že se každý
z nich během tohoto přesunu pohybuje pouze v jednom směru. Poté přesuneme
největš́ı kotouč. Ten vykoná jediný tah, tvrzeńı tedy splňuje. Poté přesuneme
n−1 kotouč̊u z B na C. Může se stát, že by se směr některého z nich obrátil? Ne,
protože věž z n− 1 kotouč̊u byla v obou př́ıpadech posunuta ve stejném směru.

Uvědomme si ještě, že pokud právě nehodláme přesunout nejmenš́ı kotouč,
je v každé pozici (vyjma počátečńı a koncové) právě jeden daľśı př́ıpustný tah.
Z výše uvedených poznatk̊u v́ıme, že nejmenš́ım kotoučem je hýbáno v každém
lichém tahu, a to pouze v jednom směru, který zálež́ı na paritě n. Celý algoritmus
tedy spoč́ıvá v opakováńı následuj́ıćı dvou krok̊u, dokud neńı celá věž přesunuta
na C:

1. Přesuneme nejmenš́ı kotouč v patřičném směru (pro liché n proti, pro sudé
n po směru hodinových ručiček).

2. Přesuneme jiný než nejmenš́ı kotouč (jediná možnost).

Tento postup můžeme popsat i jinak, když zaměř́ıme pozornost na to, mezi
kterými koĺıky k přesun̊um docháźı. Pro liché n (pro sudé analogicky, zaměněńım
B a C) se opakuje následuj́ıćı:

1. Tah z A na C (přesun nejmenš́ıho kotouče).
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2. Př́ıpustný tah mezi A a B.

3. Tah z C na B.

4. Př́ıpustný tah mezi A a C.

5. Tah z B na A.

6. Př́ıpustný tah mezi B a C.

Pod́ıváme-li se pozorněji, zjist́ıme, že ve skutečnosti se opakuj́ı pouze tři kroky:

1. Tah mezi A a C.

2. Tah mezi A a B.

3. Tah mezi B a C.

2.3 Př́ı̌serky a koule

V [18] je uvedeno, že se hanojské věže využ́ıvaj́ı ke zkoumáńı toho, jak lidé řeš́ı
problémy. Vyřešeńı následuj́ıćı úlohy prý trvá v pr̊uměru šestnáctkrát déle než
vyřešeńı j́ı izomorfńı úlohy zadané v pojmech hanojských věž́ı.

Tři př́ı̌sery drž́ı tři koule. Jak př́ı̌sery, tak koule jsou ve třech velikostech: malá,
středńı, velká. Malá př́ı̌sera drž́ı velkou kouli, středńı př́ı̌sera drž́ı malou kouli a
velká př́ı̌sera drž́ı středně velkou kouli. Toto uspořádáńı však uráž́ı smysl př́ı̌ser
pro symetrii, a tak by chtěly situaci změnit do stavu, kdy každá př́ı̌sera bude
držet kouli své velikosti. Př́ı̌sery mohou měnit velikost kouĺı, ale muśı při tom
dodržovat pravidla etikety př́ı̌ser:

• Vždy se může měnit velikost pouze jedné koule.

• Pokud dvě př́ı̌sery drž́ı koule stejné velikosti, jen koule, kterou drž́ı větš́ı
př́ı̌sera, se může změnit.

• Koule se nikdy nesmı́ změnit na stejnou velikost jako koule, kterou drž́ı
větš́ı př́ı̌sera.

Úloha 12. Jakým zp̊usobem doćıĺı př́ı̌serky co nejrychleji stavu spokojenosti?

Řešeńı se v [18] neuvád́ı, ale neńı obt́ıžné na něj přij́ıt. Začnou-li př́ı̌serky
velikosti kouĺı bez d̊ukladného přemýšleńı (avšak za dodržeńı pravidel) měnit,
nejsṕı̌s se brzy dostanou do kýženého stavu, protože možnost́ı neńı mnoho, ale
pravděpodobně to nebude optimálńım zp̊usobem.

Zapoj́ı-li rozum, povšimnou si, že nejv́ıc
”
diskriminována“ je nejmenš́ı př́ı̌serka.

Ta může změnit svoji kouli na malou jen ve chv́ıli, kdy žádná z ostatńıch př́ı̌ser
nedrž́ı malou kouli a ani kouli stejné velikosti, jako drž́ı malá př́ı̌serka. V dané
situaci to znamená, že potřebuje, aby druhé dvě př́ı̌sery držely středńı koule.

Jak toho doćılit, když středńı kouli drž́ı velká př́ı̌sera, ale středńı nikoliv?
Velká př́ı̌sera muśı té středńı udělat prostor, a to t́ım, že svoji kouli změńı na
takovou velikost, aby středńı př́ı̌seru

”
neblokovala“, tj. na velkou. Př́ı̌serky budou

měnit koule t́ımto zp̊usobem:

VMS → VMV → V SV → V SS →MSS →MSV,
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kde M , S a V postupně znač́ı malou, středńı a velkou kouli a na prvńım mı́stě
je uvedena koule, kterou drž́ı malá, na druhém středńı a na třet́ım velká př́ı̌sera.
V SM tedy znač́ı počátečńı stav kouĺı, jak je uveden v zadáńı úlohy, a MSV
konečný stav, kdy každá př́ı̌sera drž́ı kouli odpov́ıdaj́ıćı jej́ı velikosti. Názorně je
vše ukázáno na obr. 2.3.

Toto pětikrokové řešeńı je nejlepš́ı možné. Pro př́ıpad, že malá př́ı̌serka měńı
kouli pouze jednou během celého procesu, žádné vylepšeńı zřejmě nenajdeme.
A možnost, kdy měńı kouli dvakrát, nejprve na středńı a pak teprve na malou, je
mnohem zdlouhavěǰśı, dev́ıtikroková:

VMS → VMM → SMM → SMS → SV S →
→SV V →MV V →MVM →MSM →MSV.

Obrázek 2.3: Řešeńı úlohy o př́ı̌serkách.

Když už v́ıme, jak si se svým problémem porad́ı př́ı̌serky, zkusme ještě pro-
zkoumat, jak vlastně tato úloha souviśı s hanojskými věžemi.

Úloha 13. Najděte souvislost mezi hanojskými věžemi a př́ı̌serkami.

Nejdř́ıve nás může napadnout ztotožnit koĺıky s př́ı̌serkami, nebot’ se jedná
o statické objekty, které se neměńı, a následovně kotouče s koulemi. Brzy ale
zjist́ıme, že tudy cesta nevede. Vždyt’ např́ıklad na koĺıku může být větš́ı počet
kotouč̊u, ale každá př́ı̌serka drž́ı vždy právě jednu kouli.

Zkusme tedy přemýšlet dál. Na kotouč́ıch máme uspořádáńı dle velikosti.
V druhé úloze je toto uspořádáńı na př́ı̌serkách i kouĺıch, ale co se týče pravidel,
má opodstatněńı pouze pro př́ı̌serky. V př́ıpadě kouĺı slouž́ı pouze k popsáńı
výchoźı a ćılové pozice, na což by stejně dobře stačilo např. i to, kdyby se koule
lǐsily v barvě, nikoli ve velikosti.

Budeme proto kotouče ztotožňovat s př́ı̌serkami a koĺıky s koulemi. Konkrétně
je to tak, že ve hře máme 3 kotouče, přičemž největš́ı kotouč odpov́ıdá nej-
menš́ı př́ı̌serce a naopak. Proměna koule př́ı̌serkou tak odpov́ıdá přesunu kotouče
př́ıslušej́ıćıho dané př́ı̌serce. Pravidla etikety př́ı̌ser pak lze přepsat jako:
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• Vždy se může přesouvat pouze jeden kotouč. (Protože prvńı pravidlo vlastně
ř́ıká, že změnu koule může vždy provádět pouze jedna př́ı̌serka.)

• Pokud je na koĺıku v́ıce kotouč̊u, jen nejmenš́ı kotouč může být přesunut.

• Větš́ı kotouč se nesmı́ přesunout na koĺık, kde je menš́ı kotouč.

A vid́ıme, že se jedná o pravidla hanojských věž́ı. Ztotožńıme-li nejmenš́ı kouli
s prvńım koĺıkem a největš́ı se třet́ım, řeš́ıme úlohu pomoćı hanojských věž́ı tak,
jak je uvedeno na obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Řešeńı úlohy o př́ı̌serkách
”
v jazyce“ hanojských věž́ı.

2.4 Pozměněná zadáńı

Úlohy v této sekci pocházej́ı z [11].

Úloha 14. Najděte nejkraťśı posloupnost tah̊u, kterou lze přesunout věž o n ko-
touč́ıch z koĺıku A na koĺık C, jestlǐze př́ımé tahy mezi A a C jsou zakázány.

Počet potřebných tah̊u pro n kotouč̊u označ́ıme Gn. Pro n = 1 potřebujeme
dva tahy (z A na B a z B na C). Pro větš́ı n si opět položme onu kĺıčovou otázku:
Jak bude přesunut největš́ı kotouč? Zřejmě nejdř́ıve z A na B, přičemž ostatńıch
n− 1 kotouč̊u muśı být na C, a poté z B na C ve chv́ıli, kdy jsou ostatńı kotouče
na A. Celý postup tak můžeme zapsat jako:

1. Přesuneme n− 1 vrchńıch kotouč̊u z A na C.

2. Přesuneme největš́ı kotouč z A na B.

3. Přesuneme n− 1 kotouč̊u z C na A.

4. Přesuneme největš́ı kotouč z B na C.

5. Přesuneme n− 1 kotouč̊u z A na C.

Pro koĺıky A a C z̊ustává úloha symetrická, čili přesun z A na C je stej-
ně náročný jako z C na A. Každý z krok̊u 1, 3 a 5 tedy vyžaduje Gn−1 tah̊u.
Dostáváme tak rekurentńı rovnice

Gn =

{
2 pro n = 1

3Gn−1 + 2 jinak.

Explicitńı vyjádřeńı Gn je pak

Gn = 3n − 1 pro n ≥ 1.
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Dalo by se k němu dospět již dř́ıve zmı́něnou substitučńı metodou. Jeho plat-
nost můžeme dokázat za pomoci matematické indukce. Pro n = 1 vztah plat́ı a
předpokládáme-li, že plat́ı pro 1, . . . , n− 1, dostáváme

Gn = 3Gn−1 + 2 = 3(3n−1 − 1) + 2 = 3n − 1.

Úloha 15. Ukažte, že v pr̊uběhu řešeńı předchoźı úlohy se vyskytnou všechna
př́ıpustná uspořádáńı kotouč̊u na koĺıćıch.

Je dobré si uvědomit, že informace o tom, který kotouč lež́ı na kterém koĺıku,
již jednoznačně udává jejich uspořádáńı, nebot’ kotouče na koĺıku jsou vždy
v pořad́ı od největš́ıho po nejmenš́ı. Pro každý z n kotouč̊u jsou 3 možnosti,
kde se může vyskytovat. Všech př́ıpustných uspořádáńı je tedy 3n.

Řešeńı předchoźı úlohy vyžadovalo 3n − 1 tah̊u, čili se během něj vyskytlo 3n

uspořádáńı. Ta jsou jistě po dvou r̊uzná, protože řešeńı bylo optimálńı. Pokud by
totiž nějaká dvě byla stejná, dala by se posloupnost tah̊u zkrátit o celý úsek mezi
nimi. Odtud již vid́ıme, že se opravdu vyskytla všechna možná uspořádáńı.

Úloha 16. Uvažujme variantu hanojských věž́ı, kde jsou povoleny pouze tahy ve
směru hodinových ručiček, tj. z A na B, z B na C a z C na A. Na koĺıku A je věž
z n kotouč̊u. Kolik tah̊u je třeba na jejich přesunut́ı na koĺık B, resp. na koĺık C?

Počet tah̊u potřebných pro přesun n kotouč̊u o jeden koĺık po směru hodi-
nových ručiček označ́ıme Qn, proti směru Rn. Zřejmě Q1 = 1 a R1 = 2. Chceme-li
přesunout n kotouč̊u z A na B, postupujeme následovně:

1. Přesuneme n− 1 vrchńıch kotouč̊u z A na C, což vyžaduje Rn−1 tah̊u.

2. Přesuneme největš́ı kotouč z A na B (1 tah).

3. Přesuneme n− 1 kotouč̊u z C na B (Rn−1 tah̊u).

Přesun n kotouč̊u z A na C provedeme takto:

1. Přesuneme n− 1 vrchńıch kotouč̊u z A na C (Rn−1 tah̊u).

2. Přesuneme největš́ı kotouč z A na B (1 tah).

3. Přesuneme n− 1 kotouč̊u z C na A (Qn−1 tah̊u).

4. Přesuneme největš́ı kotouč z B na C (1 tah).

5. Přesuneme n− 1 kotouč̊u z A na C (Rn−1 tah̊u).

Dostáváme tak soustavu rekurentńıch rovnic:

Qn = 2Rn−1 + 1 pro n > 1

Rn = 2Rn−1 +Qn−1 + 2 pro n > 1

Q1 = 1

R1 = 2.

Abychom źıskali explicitńı vyjádřeńı Qn a Rn, rovnice ještě mı́rně uprav́ıme:

Rn = 2Rn−1 +Qn−1 + 2 = 2Rn−1 + 2Rn−2 + 3 (2.2)

= 2Rn−1 + 1 +Qn−1 + 1 = Qn +Qn−1 + 1 (2.3)

Qn = 2Rn−1 + 1 = 2Qn−1 + 2Qn−2 + 3. (2.4)
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Vztah (2.3) jsme využili pro odvozeńı (2.4). Dopoč́ıtáme-li ještě Q2 = 5 a
R2 = 7, můžeme nahĺıžet na (2.2) a (2.4) jako na samostatné rekurentńı rovnice.
Obecný zp̊usob jejich řešeńı je možno naj́ıt např. v [5]. My si zde uvedeme pouze
výsledek, ten by se dal dokázat pomoćı indukce:

Qn =
1

2
√

3

(
(1 +

√
3)n+1 − (1−

√
3)n+1

)
− 1 pro n ≥ 1

Rn =
1

4
√

3

(
(1 +

√
3)n+2 − (1−

√
3)n+2

)
− 1 pro n ≥ 1.

Úloha 17. Předpokládejme, že máme n dvojic stejně velkých kotouč̊u, vždy b́ılý a
černý, které jsou na počátku uspořádány na koĺıku A, a to tak, že na černém vždy
lež́ı b́ılý stejné velikosti. Stále plat́ı pravidlo, že věťśı kotouč nesmı́me položit na
menš́ı. Stejně velké na sebe m̊užeme pokládat libovolně. Na kolik nejméně tah̊u je
dokážeme přemı́stit na koĺık C tak, aby na konci opět na každém černém kotouči
ležel b́ılý stejné velikosti?

Nejdř́ıv uvažme situaci, kdy nám nezálež́ı na uspořádáńı černých a b́ılých a
pouze chceme přesunout věž z A na C. Označme Gn počet potřebných tah̊u pro
2n kotouč̊u. Jak budeme postupovat? Zřejmě úplně stejně jako v př́ıpadě základńı
varianty hanojských věž́ı, jenom by se dalo ř́ıct, že každý tah provedeme dvakrát,
kotouče stejné velikosti budeme nechávat při sobě. Odtud

Gn = 2Hn = 2 · (2n − 1) = 2n+1 − 2.

Nyńı už předpokládejme, že chceme zachovat uspořádáńı černá – b́ılá. Počet
tah̊u pro n dvojic označ́ıme Fn. Zamysleme se, jestli Fn = Gn. Bohužel nikoliv.
Dvojice největš́ıch kotouč̊u se totiž přesunuje pouze jednou, z A na C, přičemž je
nejdř́ıv přesunut b́ılý kotouč a potom teprve černý, který se tak ocitne na b́ılém.
Tady si uvědomı́me, že chceme-li dvojici kotouč̊u držet neustále při sobě, muśı
být počet jejich přemı́stěńı sudý, po lichém počtu přemı́stěńı skonč́ı černý kotouč
na b́ılém.

Jenom podotkneme, že F1 = 3. Pro n > 1, jak se nám doposud osvědčilo,
začneme s řešeńım problému od nejspodněǰśı dvojice kotouč̊u. Nab́ıźı se dva po-
stupy. Prvńı z nich se zabývá myšlenkou přesunout tuto dvojici dvakrát:

1. Přesuneme standardně n− 1 vrchńıch dvojic z A na C.

2. Přesuneme největš́ı kotouče z A na B.

3. Přesuneme standardně n− 1 dvojic z C na A.

4. Přesuneme největš́ı kotouče z B na C.

5. Přesuneme nadstandardně n− 1 dvojic z A na C.

Pojmem
”
standardně“ zde rozumı́me přesun nezohledňuj́ıćı uspořádáńı černá –

b́ılá a pojmem
”
nadstandardně“ ten, který je zohledňuje. Každý z krok̊u 1 a 3

tedy vyžaduje Gn−1 tah̊u a 5. krok Fn−1 tah̊u. Zde si muśıme uvědomit, že kroky
1 a 3 zaručuj́ı, že každá z n − 1 dvojic kotouč̊u absolvovala sudý počet přesun̊u
(stejně v prvńım jako ve třet́ım kroku), a tedy na počátku kroku 5 jsou kotouče
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v základńım uspořádáńı, čili se problém zredukoval na úlohu pro n − 1 dvojic.
Kroky 2 a 4 jsou každý na dva tahy. Odtud dostáváme

Fn = Fn−1 + 2Gn−1 + 4 = Fn−1 + 2 · (2n − 2) + 4 = Fn−1 + 2n+1 =

= Fn−2 + 2n + 2n+1 = . . . = F1 + 23 + 24 + . . .+ 2n+1 = 3 + 2n+2 − 8 =

= 2n+2 − 5.

Tento výsledek pro Fn je optimálńı pouze za předpokladu, že následuj́ıćı řešeńı
nenab́ıdne lepš́ı. Muśıme totiž ještě prověřit druhý nápad, a to přesunout největš́ı
b́ılý kotouč z A na B, potom největš́ı černý z A na C a pak největš́ı b́ılý z B na
C (stejný postup vlastně použ́ıváme, řeš́ıme-li úlohu pouze pro jedinou dvojici
kotouč̊u). Celý proces prob́ıhá takto:

1. Přesuneme standardně n− 1 vrchńıch dvojic z A na C.

2. Přesuneme největš́ı b́ılý kotouč z A na B.

3. Přesuneme standardně n− 1 dvojic z C na B.

4. Přesuneme největš́ı černý kotouč z A na C.

5. Přesuneme standardně n− 1 dvojic z B na C.

6. Přesuneme největš́ı b́ılý kotouč z B na C.

7. Přesuneme standardně n− 1 dvojic z C na A.

Protože standardńıch přesun̊u proběhl sudý počet, můžeme si být jisti správ-
ným konečným uspořádáńım. Liché kroky zabraly každý Gn−1 tah̊u a sudé kroky
každý po jednom tahu. Celkově tedy dostáváme

Fn = 4Gn−1 + 3 = 4 · (2n − 2) + 3 = 2n+2 − 5.

Dospěli jsme, možná trochu překvapivě, ke stejnému výsledku jako v předcho-
źım postupu. To znamená, že pro n ≥ 2 existuje v́ıce než jedna optimálńı sekvence
tah̊u. Můžeme použ́ıvat prvńı postup a kdykoliv, když jsou větš́ı kotouče na C
a menš́ı na A, nejpozději však ve chv́ıli, kdy na A zbývá jen nejmenš́ı dvojice
kotouč̊u, přej́ıt k druhému postupu.

2.5 Hanojské věže na čtyřech koĺıćıch

Doposud jsme vždy předpokládali, že náš hlavolam má právě 3 koĺıky. Ale jak
se náš problém změńı, přidáme-li koĺıky daľśı? Zřejmě už nebude potřeba tolik
tah̊u pro přesun věže, ale zt́ıž́ı se hledáńı optimálńıho řešeńı. My se zde omeźıme
pouze na čtyři koĺıky, nebot’ tento př́ıpad je sám o sobě dostatečně zaj́ımavý i
názorný. Zbytek této kapitoly vycháźı z poznatk̊u obsažených v [10] a [29], kde
čtenář nalezne v́ıce podrobnost́ı, např. i zobecněńı základńı varianty pro libovolný
počet koĺık̊u.

Úloha 18. Uvažujme variantu hanojských věž́ı, kde jsou čtyři koĺıky, označme je
A až D. Jaký je nejmenš́ı počet tah̊u potřebných pro přesun věže o n kotouč́ıch
z A na D?
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Hned v úvodu je nutno poznamenat, že tento problém z̊ustává doposud otev-
řený. Za optimálńı se považuje následuj́ıćı Frame-Stewart̊uv algoritmus, jeho opti-
malitu se však nepodařilo dokázat.

1. Rekurzivně (s použit́ım všech koĺık̊u) přemı́st́ıme n− i nejmenš́ıch kotouč̊u
z A na B.

2. Přesuneme i největš́ıch kotouč̊u z A na D, přičemž ignorujeme koĺık B.

3. Rekurzivně přemı́st́ıme n− i kotouč̊u z B na D.

Druhý krok odpov́ıdá klasickým hanojským věž́ım s i kotouči, vyžaduje tedy
2i − 1 tah̊u, viz (2.1). Kĺıčová je volba i, které voĺıme tak, aby výsledný počet
tah̊u byl minimálńı. Označ́ıme-li jako Gn nejmenš́ı počet tah̊u potřebných pro
přesun n kotouč̊u za pomoci čtyř koĺık̊u (při použit́ı Frame-Stewartova algoritmu),
dostáváme

Gn = min
1≤i≤n

(2Gn−i + 2i − 1)

G1 = 1.

V [29] je odtud odvozeno explicitńı vyjádřeńı pro Gn. Prozrad́ıme si výsledek:

Gn = 2s−2(2n− s2 + 3s− 4) + 1, kde s = {
√

2n}∗

Pro porovnáńı s klasickými hanojskými věžemi se pod́ıvejme, jak by si vedli
kněž́ı v Banárasu, kdyby pro přesun 64 kotouč̊u mohli mı́sto tř́ı koĺık̊u použ́ıvat
čtyři. Dostáváme s = {

√
128} = 11 a G64 = 18433. Znamená to, že i kdyby

kněž́ı přesunuli jeden kotouč denně, namı́sto každou vteřinu, skončil by svět po
přibližně padesáti letech.

Článek [29] se zabývá i daľśımi variantami hanojských věž́ı na čtyřech koĺıćıch.
Pro situace, kdy jsou povoleny pouze tahy po směru hodinových ručiček nebo
jenom mezi sousedńımi koĺıky, uvád́ı, že dosud neńı znám žádný efektivńı algo-
ritmus vedoućı k nalezeńı optimálńıch řešeńı. Zjednodušeně řečeno je třeba vy-
zkoušet všechny možnosti a vybrat z nich tu nejlepš́ı. Nav́ıc pro menš́ı hodnoty n
bylo zjǐstěno, že r̊uzných optimálńıch posloupnost́ı tah̊u existuje velké množstv́ı,
což v zásadě potvrzuje, že se jedná o komplikovaný problém.

Dále však autor uvád́ı variantu, kdy jsou koĺıky uspořádány jako hvězda. Pro
ni existuje pěkné řešeńı, ačkoliv jeho optimalita, podobně jako v předchoźı úloze,
neńı dokázána. Společně se na ni nyńı pod́ıvejme.

Úloha 19. Uvažujme variantu hanojských věž́ı na čtyřech koĺıćıch, kdy každý tah
muśı vést z nebo na koĺık B (koĺık B si m̊užeme představit jako střed hvězdy,
ostatńı jako jej́ı ćıpy). Naš́ım úkolem je přesunout věž o n kotouč́ıch z A na D.
Na kolik nejméně tah̊u je to možné?

Použijeme algoritmus podobný Frame-Stewartovu:

1. Rekurzivně (s použit́ım všech koĺık̊u) přemı́st́ıme n− i nejmenš́ıch kotouč̊u
z A na C.

2. Přesuneme i největš́ıch kotouč̊u z A na D, přičemž nevyuž́ıváme koĺık C.

∗{x} znač́ı nejbližš́ı celé č́ıslo k č́ıslu x.
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3. Rekurzivně přemı́st́ıme n− i kotouč̊u z C na D.

V tomto př́ıpadě odpov́ıdá krok 2 úloze 14, vyžaduje tedy 3i − 1 tah̊u. Ozna-
č́ıme-li Sn nejmenš́ı počet tah̊u potřebných k přeneseńı n kotouč̊u z A na D za
pomoci tohoto algoritmu, dostáváme

Sn = min
1≤i≤n

(2Sn−i + 3i − 1)

S1 = 2.

Explicitńı vyjádřeńı pro Sn bohužel nemáme, ale [29] uvád́ı výsledek, který
lze k výpočtu Sn využ́ıt. Necht’

{am}∞m=1 = (1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, . . .)

je posloupnost č́ısel 2j3k, j, k ≥ 0, uspořádaných v rostoućım pořad́ı. Pak tvrd́ıme,
že

Sn = 2
n∑

m=1

am. (2.5)

Stač́ı nám ukázat, že vždy právě jeden z n kotouč̊u vykoná právě 2am tah̊u
pro m = 1, 2, . . . , n, z čehož už př́ımo plyne (2.5). K d̊ukazu použijeme indukci.
Pro malé hodnoty n neńı problém toto tvrzeńı ověřit. Předpokládejme nyńı, že
plat́ı pro 1, 2, . . . , n− 1. Ukážeme, že plat́ı i pro n.

Nejdř́ıv si uvědomı́me, že j-tý největš́ı kotouč z kroku 2, tj. přesouvaný bez
využit́ı koĺıku C, vykoná 2 · 3j−1 tah̊u. (To můžeme ukázat indukćı. Největš́ı
kotouč vykoná 2 tahy, takže pro něj tvrzeńı plat́ı. Dále předpokládejme, že plat́ı
pro všechny až včetně (j − 1)-ńıho největš́ıho kotouče. Ukážeme, že plat́ı i pro
j-tý. Přidáńım j-tého kotouče se počty tah̊u ostatńıch nezměńı. Zat́ımco j − 1
kotouč̊u se přesunulo pomoćı celkem 3j−1 − 1 tah̊u, j kotouč̊u jich potřebovalo
3j − 1. Na j-tý kotouč jich tedy připadá (3j − 1) − (3j−1 − 1) = 2 · 3j−1.) To
znamená, že i kotouč̊u z kroku 2 vykoná 2 · 30, 2 · 31, . . . , 2 · 3i−1 tah̊u.

Ostatńıch n− i kotouč̊u je dvakrát rekurzivně přesouváno, podle indukčńıho
předpokladu tedy vykoná 4a1, 4a2, . . . , 4an−i tah̊u. Vid́ıme, že žádné dva kotouče
nevykonaj́ı stejný počet tah̊u, protože počet tah̊u každého z n−i menš́ıch kotouč̊u
je násobkem čtyřky, zat́ımco počet tah̊u i větš́ıch kotouč̊u nikoli. Hledáme i tak,
aby součet prvnk̊u z {2·30, 2·31, . . . , 2·3i−1}∪{4a1, 4a2, . . . , 4an−i} byl minimálńı.
Tj. chceme minimalizovat součet prvk̊u z

M = {30, 31, . . . , 3i−1} ∪ {2a1, 2a2, . . . , 2an−i}.

Zřejmě M ⊂ {a1, a2, a3, . . .} Protože {am}∞m=1 je rostoućı, bude součet určitě
minimálńı, pokud

M = {a1, . . . , an}. (2.6)

Položme si otázku, zda existuje i takové, aby platilo (2.6). Odpověd’ zńı ano.
Za i zvoĺıme počet prvk̊u v {a1, . . . , an}, které lze zapsat jako 3k, k ≥ 0. Ty-
to prvky odpov́ıdaj́ı právě hodnotám 30, 31, . . . , 3i−1. Zbývaj́ıćıch n − i hodnot
z {a1, . . . , an} lze psát ve tvaru 2j3k, j ≥ 1, k ≥ 0. Jsou to tedy dvojnásobky
nějakých člen̊u {am}∞m=1. A protože tato posloupnost je rostoućı, jedná se o dvoj-
násobky jej́ıch n− i nejmenš́ıch člen̊u, tedy o hodnoty 2a1, . . . , 2an−i. Plat́ı tedy
(2.6). Odtud už plyne (2.5).
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Ještě si ukažme, jak vyjádřit optimálńı i v závislosti na n. Vı́me, že 3i−1 lež́ı
v {a1, . . . , an}, ale 3i ne. Odtud

3i−1 ≤ an < 3i

i− 1 ≤ log3 an < i

i = blog3(an)c∗ + 1.

∗bxc znač́ı dolńı celou část x.
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3. Úloha o hostech

Následuj́ıćı úlohu o hostech, známou jakožto ménage problem, zformuloval roku
1891 francouzský matematik Édouard Lucas.

Úloha 20. Na firemńı več́ırek přǐslo n manželských pár̊u (n ≥ 3). Určete, kolika
zp̊usoby se mohou posadit ke kulatému stolu s 2n židlemi tak, aby se muži a ženy
stř́ıdali a žádná dvojice neseděla vedle sebe. (Dvě rozesazeńı, kde jedno vznikne
z druhého otočeńım, považujeme za r̊uzná.)

3.1 Př́ımočaré řešeńı

Označme Mn počet všech vyhovuj́ıćıch rozesazeńı host̊u. V [5] je tato úloha řešena
následovně. Nejdř́ıv se posad́ı ženy, to je možné 2 ·n! zp̊usoby (zvoĺı si liché nebo
sudé židle a ně pak usednou libovolně). Dostáváme

Mn = 2 · n! ·mn, (3.1)

kde mn je počet všech vyhovuj́ıćıch rozesazeńı muž̊u pro dané rozesazeńı žen.
K určeńı mn lze využ́ıt princip inkluze a exkluze. ∗ Označme Ai množinu

všech rozmı́stěńı muž̊u, kde i-tý muž sed́ı vedle své ženy, i = 1, . . . , n. Počet
všech možných rozesazeńı n muž̊u je n!, přičemž nevyhovuj́ı právě ta z

⋃n
i=1Ai.

Tedy

mn = n!− |A1 ∪ . . . ∪ An| = n!−
n∑

i=1

|Ai|+
n∑

i,j=1
i<j

|Ai ∩ Aj| − . . .

. . .+ (−1)s

n∑
i1,...,is=1
i1<...<is

|Ai1 ∩ . . . ∩ Ais|+ . . .+ (−1)n|A1 ∩ . . . ∩ An|. (3.2)

Výraz
n∑

i1,...,is=1
i1<...<is

|Ai1 ∩ . . . ∩ Ais| odpov́ıdá počtu všech rozesazeńı, kdy nějaká

s-tice muž̊u sed́ı vedle svých žen a zbylých n− s muž̊u sed́ı libovolně, tj. nějakým
z (n− s)! zp̊usob̊u. Můžeme psát

n∑
i1,...,is=1
i1<...<is

|Ai1 ∩ . . . ∩ Ais| = ds · (n− s)!, (3.3)

kde ds znač́ı počet zp̊usob̊u, jimiž lze vybrat s-tici muž̊u sed́ıćıch vedle svých žen
včetně mı́sta, kde sed́ı (od manželky můžou být napravo nebo nalevo). Uvědomı́me
si, že ds odpov́ıdá počtu zp̊usob̊u, jimiž lze vybrat s nesousedńıch oblouk̊u z 2n
oblouk̊u na kružnici. (Každý oblouk odpov́ıdá dvojici sousedńıch židĺı, na ńıž sed́ı
manželský pár.)

∗Princip inkluze a exkluze je popsán např. v [5] nebo [16].
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K výpočtu ds využijeme znalost toho, jaký je počet k-členných kombinaćı
nesousedńıch prvk̊u z n prvk̊u uspořádaných v řadě. To zjist́ıme tak, že každou
takovou kombinaci zakódujeme posloupnost́ı z k koleček a n−k čárek, kde kolečka
odpov́ıdaj́ı vybraným prvk̊um a čárky ostatńım, viz obr. 3.1.

Obrázek 3.1: Zp̊usob zakódováńı třičlenné kombinace z osmi prvk̊u, kterou tvoř́ı
prvky 1, 5 a 7, pomoćı koleček a čárek.

Čárky rozděluj́ı řadu na n− k + 1 pomyslných přihrádek. V každé přihrádce
je nejvýše jedno kolečko, protože kombinace neobsahuj́ı sousedńı prvky. Počet
těchto kombinaćı je tedy roven počtu zp̊usob̊u, jimiž lze vybrat k z n − k + 1
přihrádek, čili (

n− k + 1

k

)
. (3.4)

Nyńı vypoč́ıtáme ds. Oblouky na kružnici oč́ıslujeme 1, 2, . . . 2n. Abychom
vyřešili problém, že jsou v kruhu a ne v řadě, rozděĺıme si situaci na dva př́ıpady
podle toho, jestli oblouk 2n je či neńı zahrnut do výběru. Pokud neńı, vyb́ıráme
s nesousedńıch oblouk̊u z 2n− 1, což lze(

(2n− 1)− s+ 1

s

)
=

(
2n− s
s

)
zp̊usoby. Pokud je oblouk 2n ve výběru, zbývá vybrat s − 1 oblouk̊u z 2n − 3
(oblouky 2, 3, . . . 2n− 2), což lze(

(2n− 3)− (s− 1) + 1

s− 1

)
=

(
2n− s− 1

s− 1

)
zp̊usoby. Celkem tedy

ds =

(
2n− s
s

)
+

(
2n− s− 1

s− 1

)
=

(
2n− s
s

)
+

s

2n− s

(
2n− s
s

)
=

=
2n

2n− s

(
2n− s
s

)
. (3.5)

Výsledky (3.2), (3.3) a (3.5) dosad́ıme do (3.1) a dostáváme, že počet všech
vyhovuj́ıćıch rozesazeńı n manželských pár̊u okolo stolu je

Mn = 2 · n! ·
n∑

s=0

(−1)s(n− s)! 2n

2n− s

(
2n− s
s

)
. (3.6)

Pro porovnáńı zmiňme jedno podobné řešeńı, uvedené v [2]. Autoři zde ne-
upřednostňuj́ı ženy ani muže, nýbrž posazuj́ı všechny najednou. Opět je využit
princip inkluze a exkluze, přičemž je vzato do úvahy, že pro každou s-tici pár̊u,
je počet zp̊usob̊u, jak mohou sedět všichni muži vedle svých žen, stejný, a to Ws.
Z n pár̊u jich lze s vybrat

(
n
s

)
zp̊usoby. Dostane se tak

Mn =
n∑

s=0

(−1)s

(
n

s

)
Ws.
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Pro s-tici pár̊u lze vybrat židle ds zp̊usoby, tyto páry pak maj́ı s! možnost́ı, kde
který z nich bude sedět. Dále společně zvoĺı, která mı́sta př́ısluš́ı ženám a která
muž̊um (dvě možnosti). Skupiny ostatńıch muž̊u a ostatńıch žen pak mohou každá
usednout (n− s)! zp̊usoby. Celkem tedy

Ws = ds · s! · 2 · (n− s)!2.

Za ds se dosad́ı podle (3.5).

Ws =
2n

2n− s

(
2n− s
s

)
· s! · 2 · (n− s)!2,

a tedy

Mn =
n∑

s=0

(−1)s

(
n

s

)
2n

2n− s

(
2n− s
s

)
· s! · 2 · (n− s)!2 =

= 2 · n! ·
n∑

s=0

(−1)s(n− s)! 2n

2n− s

(
2n− s
s

)
,

což odpov́ıdá vztahu (3.6).

Vid́ıme, že obě zmı́něná řešeńı vycháźı z nápadu použ́ıt princip inkluze a ex-
kluze a vyžaduj́ı výpočet ds. Autoři druhého řešeńı považuj́ı za kĺıčovou myšlenku
neposazovat dámy jako prvńı. Jej́ı význam necht’ posoud́ı čtenář sám.

3.2 Věžové polynomy

Nyńı si ukážeme, jak se dá úloha o hostech přehledněji znázornit a zp̊usob jej́ıho
řešeńı zobecnit. Předpokládejme, že ženy se již usadily. Židle pro muže označme
1, . . . , n, jak ukazuje obr. 3.2. Na obr. 3.3 jsou pak vybarvena poĺıčka odpov́ıdaj́ıćı
židĺım, které se nacháźı vedle ženy daného muže. (F znač́ı ženy, M muže a
manželé jsou právě ti se shodným indexem.) Vyhovuj́ıćımu rozesazeńı muž̊u
zřejmě odpov́ıdá takový výběr b́ılých poĺıček, kdy je z každého řádku i každého
sloupce vybráno právě jedno.

F1 2

F2

3

F3

4
F4

5

F5

6

F6

1

M6

M5

M4

M3

M2

M1

1 2 3 4 5 6

Obrázek 3.2: Označeńı židĺı pro
muže (n = 6).

Obrázek 3.3: Zp̊usob znázorněńı
omezeńı pro muže (n = 6).

Vyhovuj́ıćı rozesazeńı si můžeme představit i jako rozmı́stěńı n věž́ı na b́ılá
pole, při kterém na sebe žádné dvě nemı́̌ŕı, vzájemně se neohrožuj́ı. (Věž je šachová
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M6

M5

M4

M3

M2

M1

1 2 3 4 5 6 F1
M5

F2

M1

F3

M6
F4

M3

F5

M4

F6

M2

Obrázek 3.4: Neohrožuj́ıćı se věže znázorňuj́ıćı vyhovuj́ıćı rozmı́stěńı muž̊u.

figura, která se pohybuje rovně, po sloupci nebo řadě, o libovolný počet poĺı.)
Jedno takové rozmı́stěńı je ukázáno na obr. 3.4.

Úlohu o hostech jsme vlastně převedli na problém rozmı́st’ováńı věž́ı. Ten
vyřeš́ıme opět pomoćı principu inkluze a exkluze, dojdeme však k poznatk̊um
užitečným i k řešeńı jiných úloh. Vycháźıme ze [3] a [4].

Označme Ai množinu všech takových rozestaveńı n neohrožuj́ıćıch se věž́ı,
kde se na i-tém řádku nacháźı věž na černém poli. Naš́ım ćılem je tedy určit
mn = n!− |A1 ∪ . . . ∪ An|, kde n! je právě počet všech možných rozmı́stěńı věž́ı.
Necht’ dále vk znač́ı počet všech možných rozmı́stěńı k neohrožuj́ıćıch se věž́ı na
černá pole. Z principu inkluze a exkluze (obdobně jako jsme dostali (3.2) a (3.3))
dostáváme

mn = n!−
n∑

k=1

(−1)k+1vk(n− k)!

A polož́ıme-li v0 = 1, pak

mn =
n∑

k=0

(−1)kvk(n− k)! (3.7)

Zde se na chv́ıli zastavme a uvědomme si, že vztah (3.7) je o něco
”
uni-

verzálněǰśı“, než bychom se v prvńı chv́ıli mohli domńıvat. Při jeho odvozeńı
jsme totiž nepotřebovali znát, která poĺıčka jsou vybarvena černě a která b́ıle.

Trochu odbočme a zaved’me si několik nových pojmů. Množinu vybarvených
poĺıček ve čtverci n krát n nazvěme śıt’. (Jedná se tedy o množinu uspořádaných
dvojic z č́ısel 1, . . . , n.) Necht’ dále vk(S) je počet všech rozmı́stěńı k neohrožuj́ıćıch
se věž́ı v śıti S a v0(S) = 1. Pak

v(x, S) =
∑
k≥0

vx(S)xk

nazýváme věžovým polynomem śıtě S.
Dále můžeme hovořit o permutaćıch s omezuj́ıćımi podmı́nkami. Právě k určo-

váńı jejich počtu nám věžové polynomy slouž́ı. Necht’ jsou dány množiny omezeńı
O1, . . . , On ⊆ {1, . . . , n}. Permutaćı s omezuj́ıćımi podmı́nkami n prvk̊u nazýváme
každou n-prvkovou permutaci p takovou, že p(i) /∈ Oi. Označ́ıme-li pn počet všech
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permutaćı s omezuj́ıćımi podmı́nkami, dostáváme vztah odpov́ıdaj́ıćı (3.7), a to

pn =
n∑

k=0

(−1)kvk(S)(n− k)!, (3.8)

kde S = {[i, j], j ∈ Oi}. Vše si ukážeme na př́ıkladě.

Úloha 21. Během več́ırku se pět host̊u rozhodlo poř́ıdit společné foto. Kolika
zp̊usoby se mohou postavit do řady, jestlǐze prvńı z nich nechce stát přesně upro-
střed, třet́ı nechce být na kraji, pátý naopak na kraji být chce a druhý se čtvrtým
si žádné podmı́nky nekladou?

Obrázek 3.5: Omezeńı pro uspo-
řádáńı host̊u při foceńı.

Obrázek 3.6: Rozklad na dvě
nezávislé śıtě.

Situaci znázorňuje obr. 3.5. Urč́ıme věžový polynom pro tuto śıt’. Zřejmě
nep̊ujde rozmı́stit v́ıc než tři věže. Pro jednu věž existuje šest možnost́ı, pro
dvě věže deset a pro tři čtyři, čili v0(S) = 1, v1(S) = 6, v2(S) = 10 a v3(S) = 4.
Věžový polynom śıtě je

v(x, S) = 1 + 6x+ 10x2 + 4x3.

A počet možných postaveńı daných host̊u do řady, źıskaný dosazeńım do (3.8), je

pn = 5!− 6 · 4! + 10 · 3!− 4 · 2! = 28.

Zat́ım jsme si ozřejmili smysl koeficient̊u vk(S), nikoli však samotného poly-
nomu v(x, S). Jde o to, že koeficienty vk(S) se pro složitěǰśı śıtě určuj́ı př́ımo
dost obt́ıžně. Daj́ı se ale

”
vyč́ıst“ právě z v(x, S). Ukážeme si dva vztahy, které

usnadňuj́ı určováńı věžových polynomů. Jejich odvozeńı je možné naj́ıt v [4].
Śıtě S1 a S2 nazýváme nezávislé, jestliže nemaj́ı žádný společný řádek ani

sloupec (tj. pokud [i, j] ∈ S1 a [k, l] ∈ S2, pak i 6= k a j 6= l). Necht’ S = S1 ∪ S2,
kde S1 a S2 jsou nezávislé, potom

v(x, S) = v(x, S1) · v(x, S2). (3.9)

Necht’ S je śıt’ a w ∈ S nějaké jej́ı poĺıčko. Śıt’, která vznikne z S vynecháńım
poĺıčka w, označ́ıme Sw a śıt’, která vznikne z S vynecháńım všech poĺıček z řádku
a sloupce, v nichž se nacháźı w, označ́ıme S ′w. Plat́ı

v(x, S) = v(x, Sw) + x · v(x, S ′w). (3.10)
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Ukážeme si, jak využ́ıt vztah (3.9) v naš́ı úloze. Śıt’ S můžeme rozložit na dvě
nezávislé śıtě, viz obr. 3.6. Necht’ S1 je tmavš́ı śıt’ a S2 světleǰśı. Zřejmě v1(S1) = 2,
v1(S2) = 4 a v2(S2) = 2. Odtud

v(x, S1) = 1 + 2x

v(x, S2) = 1 + 4x+ 2x2

v(x, S) = v(x, S1) · v(x, S2) = (1 + 2x)(1 + 4x+ 2x2) = 1 + 6x+ 10x2 + 4x3.

w

S2 S2w
S2w

¢

Obrázek 3.7: Śıtě př́ıslušej́ıćı zvolenému poĺıčku w.

Ačkoliv zde je situace jednoduchá, můžeme si na śıti S2 předvést vztah (3.10).
Zvolme w tak, jak je ukázáno na obr. 3.7. Dostáváme

v(x, S2w) = 1 + 3x

v(x, S ′2w
) = 1 + 2x

v(x, S2) = v(x, S2w) + x · v(x, S ′2w
) = (1 + 3x) + x(1 + 2x) = 1 + 4x+ 2x2.

Nyńı zmı́ńıme jednu klasickou úlohu, a to určeńı počtu permutaćı bez pevných
bod̊u.∗ Řešena je např. v [3] nebo [16].

Úloha 22. Hosté se zvedli od stolu a šli si zatančit, přičemž se spárovali zcela
náhodně (ale vždy muž se ženou). Jaká je pravděpodobnost, že žádný manželský
pár netanč́ı spolu?

Všech možných spárováńı je n! a ta, kde žádńı manželé netanč́ı spolu, odpo-
v́ıdaj́ı permutaćım s omezuj́ıćımi podmı́nkami znázorněným na obr. 3.8.

Obrázek 3.8: Śıt’ pro permutace bez pevných bod̊u.

∗Permutace bez pevného bodu je taková permutace p, kde pro všechna i plat́ı p(i) 6= i.
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Vid́ıme, že se jedná o śıt’, která vnikne sjednoceńım n nezávislých (jednopo-
ĺıčkových) śıt́ı. Věžový polynom každé z nich je 1 + x. Z (3.9) plyne

v(x, S) = (1 + x)n = 1 + nx+

(
n

2

)
x2 +

(
n

3

)
x3 + . . .+ xn

pn =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
(n− k)! =

n∑
k=0

(−1)kn!

k!
.

Výsledná pravděpodobnost je tedy
pn

n!
=

n∑
k=0

(−1)k

k!
. Abychom źıskali lepš́ı

představu o tom, k jaké hodnotě se tato pravděpodobnost přibližuje, pozname-

nejme, že
∞∑

k=0

(−1)k

k!
=

1

e
.
= 0,368.

Nyńı se vrat’me k úloze o hostech. Urč́ıme věžový polynom śıtě z obr. 3.3 (pro
libovolné n ≥ 3). Označme jako w poĺıčko v levém dolńım rohu a hledejme věžový
polynom pro Sw a S ′w (viz obr. 3.9).

w

S Sw Sw
¢

Obrázek 3.9: Úloha o hostech – výpočet věžového polynomu.

Śıtě typu Sw nebo S ′w sestávaj́ıćı z m poĺıček budeme nazývat m-schodǐstě.
(Tj. Sw je (2n− 1)-schodǐstě a S ′w je (2n− 3)-schodǐstě.) Odvod́ıme si vzorec pro
věžový polynom m-schodǐstě. Chceme-li na schodǐstě umı́stit k neohrožuj́ıćıch se
věž́ı, nesmı́ být žádné dvě z nich na sousedńıch poĺıch. Snadno domysĺıme, že počet
všech možných rozmı́stěńı odpov́ıdá počtu k-členných kombinaćı nesousedńıch
prvk̊u z m prvk̊u, tedy (

m− k + 1

k

)
,

jak jsme odvodili dř́ıve (viz (3.4)). Na m-schodǐstě můžeme umı́stit nanejvýše
b(m+ 1)/2c věž́ı. Př́ıslušný polynom je tedy

bm+1
2
c∑

k=0

(
m− k + 1

k

)
xk. (3.11)

Abychom při následuj́ıćıch výpočtech předešli nejasnostem, dohodněme se, že
pokud r či s je záporné nebo s > r, pak

(
r
s

)
= 0. Z (3.10) a (3.11) dostáváme

v(x, S) = v(x, Sw) + x · v(x, S ′w) =
n∑

k=0

(
2n− k
k

)
xk + x

n−1∑
k=0

(
2n− k − 2

k

)
xk =
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=
n∑

k=0

(
2n− k
k

)
xk +

n∑
k=0

(
2n− k − 1

k − 1

)
xk =

n∑
k=0

2n

2n− k

(
2n− k
k

)
xk.

Odtud už mn =
n∑

k=0

(−1)k 2n

2n− k

(
2n− k
k

)
(n− k)!.

Poznamenejme, že jsme dostali vk(S) = dk, viz (3.5), jak se dalo očekávat.
Smyslem bylo ilustrovat zp̊usob použit́ı věžových polynomů, nebot’ jej budeme
potřebovat k řešeńı daľśı úlohy.

3.3 Když už sed́ı ředitel

Nyńı se pod́ıváme na variantu úlohy o hostech, kdy se k ženám už jeden muž
usadil. Budeme se ptát, kolika zp̊usoby se mohou rozesadit ostatńı muži, a později
nav́ıc objasńıme, zda počet těchto rozesazeńı záviśı či nezáviśı na tom, které mı́sto
zvolil prvńı muž. Řešeńı následuj́ıćı úlohy pocháźı z [26].

Úloha 23. Prozrad’me si, že myšlenka nesedět vedle svých manželek vznikla
v hlavě ředitele firmy, na jej́ımž več́ırku se právě nacháźıme. Jeho d̊uvody po-
nechme stranou. Ostatńım muž̊um toto navrhl ve chv́ıli, kdy už ženy seděly. A
pak sám jako prvńı zaujal mı́sto. Kolika zp̊usoby se mohou posadit ostatńı muži
tak, aby ředitelovu požadavku vyhověli?

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ředitel je muž prvńı ženy. Necht’

se usadil na r-tou židli (r ∈ {3, . . . , n}). Budeme určovat věžový polynom śıtě
S, která vznikne, vypust́ıme-li ze śıtě pro úlohu o hostech prvńı řádek a r-tý
sloupec. Položme A = S ′w a B = Sw. Vid́ıme, že śıtě A i B se každá skládaj́ı
ze dvou nezávislých śıt́ı (viz obr. 3.10). Śıtě A1 a B1 jsou (2r − 5)-schodǐstě, A2

je (2(n − r) − 1)-schodǐstě a B2 je 2(n − r)-schodǐstě. Z (3.9), (3.10) a (3.11)
dostáváme

v(x,A1) = v(x,B1) =
r−2∑
i=0

(
2r − i− 4

i

)
xi

v(x,A2) =
n−r∑
i=0

(
2(n− r)− i

i

)
xi =

n−r+1∑
j=0

(
2(n− r)− j + 1

j − 1

)
xj−1

v(x,B2) =
n−r∑
j=0

(
2(n− r)− j + 1

j

)
xj =

n−r+1∑
j=0

(
2(n− r)− j + 1

j

)
xj

v(x, S) = x · v(x,A1) · v(x,A2) + v(x,B1) · v(x,B2) =

=
r−2∑
i=0

(
2r − i− 4

i

)
xi

n−r+1∑
j=0

(
2(n− r)− j + 2

j

)
xj =

=
n−1∑
k=0

xk

r−2∑
i=0

(
2r − i− 4

i

)(
2(n− r)− k + i+ 2

k − i

)
.

Počet možných rozesazeńı zbylých n − 1 muž̊u poté, co se ředitel posad́ı na
r-tou židli, je

n−1∑
k=0

(−1)k(n− k − 1)!
r−2∑
i=0

(
2r − i− 4

i

)(
2(n− r)− k + i+ 2

k − i

)
.
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Obrázek 3.10: Varianta úlohy o hostech, kdy již sed́ı ředitel (n = 10, r = 5).

V souvislosti s touto úlohou si položme ještě následuj́ıćı otázku.

Úloha 24. Pro která n je počet možných rozesazeńı ostatńıch muž̊u nezávislý na
tom, kam usedl ředitel?

Tj. hledáme taková n, kde je pro všechna r = 3, . . . , n počet možných roze-
sazeńı ostatńıch muž̊u stejný. Úloha pocháźı z [26]. Autor vyslovuje domněnku,
že řešeńım je pouze množina hodnot {3, 4, 6}, ale nemá pro ni d̊ukaz. Zde ji
dokážeme.

Př́ıpady pro n = 3, . . . , 6 neńı problém rozebrat každý zvlášt’ a domněnka
jim odpov́ıdá. Zabývejme se těmi ostatńımi. Budeme tvrdit, že pro n ≥ 7 maj́ı
zbývaj́ıćı muži v́ıce možných zp̊usob̊u rozesazeńı, když si ředitel sedne na čtvrtou
židli, než když si sedne na třet́ı. Śıtě pro obě situace znázorňuje obr. 3.11. Vznikly
ze śıtě n krát n úlohy pro hosty vynecháńım prvńıho řádku a třet́ıho (situace A),
resp. čtvrtého (situace B) sloupce.

K d̊ukazu nebudeme použ́ıvat princip inkluze a exkluze, nýbrž jenom porov-
návat počty dobrých rozesazeńı pro dané př́ıpady. Takže věže rozmı́st’ujeme na
b́ılá pole. Vid́ıme, že vyjma tř́ı horńıch řádk̊u jsou śıtě naprosto shodné. Můžeme
si představit, že nejdř́ıv rozmı́st́ıme n − 4 věž́ı na n − 4 spodńıch řádk̊u (tj. do
prostoru pod čarou). Pro každé rozmı́stěńı n−4

”
dolńıch“ věž́ı pak můžeme porov-

návat počty možných rozmı́stěńı zbývaj́ıćıch tř́ı
”
horńıch“ věž́ı ve třech vrchńıch

řádćıch pro situace A a B.
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A B

Obrázek 3.11: Śıtě pro situace, kdy ředitel sed́ı na třet́ı (A) a na čtvrté (B) židli.

Rozebereme jednotlivé př́ıpady podle toho, které sloupce z̊ustanou volné po
rozmı́stěńı

”
dolńıch“ věž́ı:

• Je-li obsazen třet́ı sloupec zleva, maj́ı
”
horńı“ věže v A i B stejné možnosti,

počet źıskaných rozestaveńı je tedy v obou situaćıch stejný.

• Je-li volný třet́ı sloupec zleva a oba sloupce s ńım soused́ıćı, maj́ı v A i B

”
horńı“ věže právě jeden zp̊usob, jak se rozmı́stit.

• Je-li volný třet́ı sloupec zleva a oba sloupce s ńım soused́ıćı jsou obsazeny,
je v A i B právě pro jednu

”
horńı“ věž dáno, kam se umı́st́ı (jen jedna z nich

může být ve třet́ım sloupci zleva), zbývaj́ıćı dvě maj́ı dvě možnosti jak se
rozmı́stit.

• Je-li volný druhý a třet́ı sloupec zleva a čtvrtý je obsazen, jsou v situaci A
dvě možnosti rozmı́stěńı

”
horńıch“ věž́ı, ale v situaci B pouze jedna.

• Naopak, je-li volný třet́ı a čtvrtý sloupec zleva a druhý je obsazen, je
v situaci A jediná možnost rozmı́stěńı

”
horńıch“ věž́ı a v situaci B dvě.

Vid́ıme, že pro porovnáńı jsou podstatné jenom posledńı dva body. Necht’ x je
počet rozmı́stěńı

”
dolńıch“ věž́ı odpov́ıdaj́ıćıch předposledńımu bodu a y posledńı-

mu. Rozd́ıl počt̊u možných rozesazeńı v A a B je zřejmě (2x+y)−(x+2y) = x−y.
Chceme-li ukázat, že v situaci B je počet všech možných rozesazeńı větš́ı než
v situaci A, stač́ı dokázat, že y > x. To jde snadno. Uvědomı́me si, že co se týče

”
dolńıch“ věž́ı, nemůže ve čtvrtém sloupci zleva stát věž ve čtvrtém řádku shora,

zat́ımco na druhý sloupec žádná omezeńı nejsou. Odtud vid́ıme, že y je větš́ı než
x právě o počet rozmı́stěńı

”
dolńıch“ věž́ı, při nichž stoj́ı věž ve druhém sloupci

na čtvrtém řádku (a třet́ı a čtvrtý sloupec je volný). Každý už sám domysĺı, že
pro n ≥ 7 aspoň jedno takové rozmı́stěńı existuje. T́ım je domněnka dokázána.

Ještě si povězme, proč argument z tohoto d̊ukazu nefunguje pro n = 6. Vid́ıme
(viz obr. 3.12), že zde je ještě

”
př́ılǐs st́ısněný“ prostor. Umı́st́ıme-li věž ve čtvrtém

řádku na druhý sloupec, nemůžeme umı́stit věž na spodńı řádek tak, aby z̊ustal
třet́ı a čtvrtý sloupec volný.
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Obrázek 3.12: Situace pro n = 6.

3.4 Několik poznámek

Vrat’me se nyńı zpátky k úloze o hostech. Ještě je totiž vhodné zmı́nit, že pro ni
existuj́ı i rekurentńı řešeńı, historicky starš́ı než ta výše zmı́něná. Řešeńı z roku
1903 od H. M. Taylora je popsáno v [8]. Také na počátku předpokládá, že ženy
se již posadily. Je poměrně složité a vede na soustavu rekurentńıch rovnic

An+1 = (n− 2)An + (3n− 4)Bn + Cn

Bn+1 = An +Bn

Cn+1 = (2n− 1)Bn + Cn,

kde An je počet všech vyhovuj́ıćıch rozesazeńı n muž̊u (tj. žádný muž nesed́ı vedle
své ženy). Bn je počet všech možných rozesazeńı n− 1 zbývaj́ıćıch muž̊u tak, aby
žádný z nich neseděl vedle své ženy, jestliže jeden muž již sed́ı, a to vedle své
ženy. A Cn je počet všech možných rozesazeńı n − 1 zbývaj́ıćıch muž̊u tak, aby
právě jeden z nich seděl vedle své ženy, jestliže jeden muž již sed́ı, a to vedle své
ženy. Z této soustavy rovnic je dále odvozena tzv. Laisantova rekuretńı formule

(n− 1)An+1 = (n2 − 1)An + (n+ 1)An−1 + 4 · (−1)n pro n ≥ 4.

Poměrně snadnou úpravou ji lze převést do podoby, odkud je výpočet An

o něco jednodušš́ı, a to

An = nAn−1 + 2An−2 − (n− 4)An−3 − An−4 pro n ≥ 7,

přičemž A3 = 1, A4 = 2, A5 = 13 a A6 = 80. Ještě připomeňme, že počet všech
řešeńı úlohy o hostech je Mn = 2n! · An.

Pro naši představu si závěrem uvedeme několik prvńıch hodnot An a prav-
děpodobnost, s jakou se muži posad́ı tak, aby nebyli vedle svých žen, rozesad́ı-li
se zcela náhodně. Ta je zřejmě pn = An/n!. Vše ukazuje tabulka 3.1. Ve [14] je

dokázáno, že lim
n→∞

pn =
1

e2

.
= 0,1353.
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n An pn

3 1 0,1667
4 2 0,0833
5 13 0,1083
6 80 0,1111
7 579 0,1149
8 4 738 0,1175
9 43 387 0,1196

10 439 792 0,1212
11 4 890 741 0,1225
12 59 216 642 0,1236
13 775 596 313 0,1246
14 10 927 434 464 0,1253
15 164 806 435 783 0,1260

Tabulka 3.1: Úloha o hostech – hodnoty An a pn.
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4. Hlasovaćı problém

Úloha 25. Ve volbách soupeř́ı dva kandidáti. Prvńı z nich dostal a hlas̊u, druhý
b hlas̊u, přičemž a ≥ kb, kde k je přirozené č́ıslo. Jaká je pravděpodobnost, že
v pr̊uběhu celého sč́ıtáńı měl prvńı kandidát v́ıc hlas̊u, než je k-násobek počtu
dosud sečtených hlas̊u jeho soupeře?

Tento problém zveřejnil v roce 1887 Joseph Bertrand, jen pro k = 1, a následně
Émile Barbier, již v této obecné podobě. S řešeńım pro k = 1 brzy přǐsel Désiré
André. Prvńı řešeńı obecného problému pak roku 1923 zaznamenal A. Aeppli. Nej-
zaj́ımavěǰśı je, že existuje poměrně dost zp̊usob̊u, jak se dopracovat k odpovědi.
Některé z nich si ukážeme ńıže. Pocháźı z [21] a [22], kde je možno naj́ıt i mnoho
odkaz̊u týkaj́ıćıch se tohoto tématu.

4.1 Řešeńı pomoćı překlopeńı

Nejdř́ıv si ujasněme, co přesně budeme poč́ıtat. Předpokládejme, že hlasy jsou
sč́ıtány v náhodném pořad́ı jeden po druhém. Můžeme tedy ř́ıct, že jsou na
začátku uspořádány do nějaké posloupnosti. Nás zaj́ımá poměr vyhovuj́ıćıch po-
sloupnost́ı ku všem. Hlas pro prvńıho kandidáta značme A a hlas pro druhého B.
Protože hlasy pro každého z kandidát̊u jsou navzájem nerozlǐsitelné, je počet všech
možných posloupnost́ı (

a+ b

a

)
. (4.1)

Z a+b pozic v uspořádáńı jich totiž a vyb́ıráme pro hlasy A. Např. pro a = 5, b = 2
a k = 2 existuje 21 posloupnost́ı, ale pouze tři z nich vyhovuj́ı (nazvěme je dob-
ré). Konkrétně AAAAABB, AAAABAB a AAABAAB. Naopak AAAABBA
je nevyhovuj́ıćı (špatná), protože po šestém kroku (v situaci AAAABB) nemá
prvńı kandidát v́ıc než dvojnásobek počtu hlas̊u druhého kandidáta. Výsledná
pravděpodobnost je tedy 3/21 = 1/7.

Nejdř́ıve budeme úlohu řešit pro k = 1, tj. zkoumáme, zda má prvńı kandidát
po celou dobu sč́ıtáńı v́ıc hlas̊u než kandidát druhý. Posloupnost hlasovaćıch ĺıstk̊u
budeme znázorňovat jako cestu ve čtvercové śıti zač́ınaj́ıćı v pr̊useč́ıku os, přičemž
ĺıstku A odpov́ıdá krok∗ (1, 1) a ĺıstku B krok (1,−1). Každá cesta tak zřejmě
konč́ı v bodě [a + b, a − b]. Dobré cesty jsou ty, které jsou po celou dobu nad
osou x. Např. posloupnost AABBABBAAA znázorńıme jako na obrázku 4.1.
Vid́ıme, že je špatná, protože se dotýká osy x (a dokonce pod ni později i klesne).
Prvńım špatným krokem je ten čtvrtý. Cesty zač́ınaj́ıćı hlasem A, resp.B, budeme
nazývat A-cesty, resp. B-cesty.

A nyńı můžeme přistoupit k řešeńı. Nejdř́ıv si uvědomı́me, že každá B-cesta
je určitě špatná. B-cest je celkem(

a+ b− 1

a

)
, (4.2)

protože ze zbylých a+ b− 1 pozic jich a vyb́ıráme pro ĺıstky A. Kĺıčovou otázkou
pro nás bude, kolik A-cest je také špatných. Ukážeme si, že počet špatných A-cest

∗Pojmem ”krok (x, y)“ rozumı́me posunut́ı o vektor (x, y).
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Obrázek 4.1: Znázorněńı posloupnosti hlas̊u AABBABBAAA jakožto cesty ve
čtvercové śıti.

je stejný jako počet všech B-cest, a to tak, že mezi množinami těchto cest najdeme
bijekci.

Obrázek 4.2: Bijekce mezi B-cestami a špatnými A-cestami.

Pro špatnou A-cestu vezmeme prvńı mı́sto jej́ıho dotyku s osou x. Celý počá-
tečńı úsek cesty až po tento bod pak podle osy x překloṕıme. Dostaneme tak
B-cestu (viz obrázek 4.2). Úplně stejný postup použijeme k nalezeńı špatné
A-cesty př́ıslušej́ıćı dané B-cestě. A bijekce je na světě. Zjistili jsme tedy, že

špatných A-cest je také

(
a+ b− 1

a

)
. Odečteńım všech špatných cest od (4.1)

dostáváme(
a+ b

a

)
− 2

(
a+ b− 1

a

)
=

(
a+ b

a

)
− 2 · (a+ b− 1)!

a!(b− 1)!
· b
b
· a+ b

a+ b
=

=

(
a+ b

a

)(
1− 2b

a+ b

)
=
a− b
a+ b

(
a+ b

a

)
. (4.3)

Pravděpodobnost, že prvńı kandidát měl v pr̊uběhu sč́ıtáńı vždy v́ıce hlas̊u než

druhý, je tedy
a− b
a+ b

.

Pro zaj́ımavost si ukážeme ještě jiný zp̊usob, jak zjistit počet špatných A-cest.
Budeme hledat bijekci mezi špatnýmiA-cestami a posloupnostmi tvořenými a hla-
sy A a b− 1 hlasy B. Mějme špatnou posloupnost zač́ınaj́ıćı hlasem pro A a na-
jděme prvńı B, které ji kaźı. To rozděluje posloupnost na dva úseky. B odstraňme
a úseky prohod’me. Nově vzniklá posloupnost je tvořena a hlasy A a b− 1 hlasy
B. Přehledně je vše znázorněno na obr. 4.3.

Jak pro posloupnost tvořenou a hlasy A a b− 1 hlasy B naj́ıt j́ı odpov́ıdaj́ıćı
špatnou posloupnost zač́ınaj́ıćı hlasem A? Postupujeme odzadu až k prvńımu A,
po jehož započteńı počet A převýš́ı o jedna počet B. Vlevo od tohoto A posloup-
nost rozděĺıme na dvě části, ty prohod́ıme a vlož́ıme mezi ně B (viz obr. 4.4).
Odtud už plyne, že počet špatných A-cest odpov́ıdá hodnotě (4.2).
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A A B B A B A A
odebrat

A A B A B A A
prohodit

A B A A A A B

Obrázek 4.3: Pro špatnou A-cestu hledáme cestu tvořenou a hlasy A a b − 1
hlasy B, (a = 5, b = 3).

A B A A A A B
vyhledat

A B A A A A B
prohodit

A A B B A B A A
dodat

Obrázek 4.4: Pro cestu tvořenou a hlasy A a b − 1 hlasy B hledáme špatnou
A-cestu, (a = 5, b = 3).

4.2 Řešeńı pomoćı otočeńı

Nyńı se pod́ıvejme, jak se úloha změńı pro k > 1. Posloupnost hlas̊u můžeme
opět znázorňovat jako cestu ve čtvercové śıti. Podstatné je to, že B bude nyńı
odpov́ıdat kroku (1,−k), nebot’ jeden hlas B vyvažuje pro naše potřeby k hlas̊u
A (dobré cesty jsou opět ty, které se po celou dobu drž́ı nad osou x). T́ım, že
kroky pro A a B nyńı nejsou symetrické a po překlopeńı části cesty podle osy x
by nově vzniklé kroky neodpov́ıdaly ani A, ani B, nelze uplatnit stejný zp̊usob
jako v předešlé sekci. Porad́ıme si ale podobně.

Budeme poč́ıtat, kolik je špatných cest, přičemž si je rozděĺıme podle toho,
kde konč́ı jejich prvńı špatný krok. To může být na ose x nebo až k jednotek pod
ńı. Označme Bi množinu těch cest, jejichž prvńı špatný krok konč́ı i jednotek pod
osou x, i = 0, . . . , k. Množiny Bi jsou zřejmě po dvou disjunktńı. Nav́ıc do Bk

patř́ı právě ty cesty, které zač́ınaj́ı krokem dol̊u. Jejich počet již známe, viz (4.2).
Kĺıčovým pro naše řešeńı je fakt, že |Bi| = |Bk| pro všechna i = 0, . . . , k − 1.

To si ukážeme pomoćı bijekce mezi množinami Bi a Bk. Pro cestu z Bi najdeme
př́ıslušnou cestu z Bk t́ım, že počátečńı úsek cesty včetně prvńıho špatného kroku,
otoč́ıme o 180◦ tak, aby se koncové vrcholy tohoto úseku zobrazily jeden na druhý
(viz obrázek 4.5). Určitě dostaneme cestu z Bk, protože otáčený úsek konč́ı krokem
(1,−k), kterýžto bude po otočeńı prvńım krokem dol̊u. Obdobným zp̊usobem
dostaneme pro cestu z Bk zpátky cestu z Bi, a to tak, že otáč́ıme úsek cesty
konč́ıćı v prvńım vrcholu lež́ıćım i jednotek pod osou x. (Takový vrchol určitě
existuje, nebot’

”
stoupáme“ pouze po jedné a vzhledem k předpokladu a ≥ kb se

cesta zač́ınaj́ıćı od B muśı někde dotknout osy x.) Zjistili jsme tedy

|Bi| =
(
a+ b− 1

a

)
pro i = 0, . . . , k.

Odtud po odečteńı od (4.1) dostáváme, že počet všech vyhovuj́ıćıch uspořádáńı
hlas̊u je(

a+ b

a

)
− (k + 1)

(
a+ b− 1

a

)
=

(
1− (k + 1)b

a+ b

)(
a+ b

a

)
=
a− kb
a+ b

(
a+ b

a

)
.

Pravděpodobnost, že prvńı kandidát měl po celou dobu sč́ıtáńı v́ıc než k-násobek

počtu hlas̊u druhého, je tedy
a− kb
a+ b

.
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Obrázek 4.5: Bijekce mezi B1 a Bk (k = 3, a = 8, b = 2).

4.3 Řešeńı pomoćı matematické indukce

Řešeńı úlohy 25 již známe. Označ́ıme-li Nk(a, b) počet všech vhodných uspořádáńı
hlas̊u pro daná a, b, k, můžeme psát

Nk(a, b) =
a− kb
a+ b

(
a+ b

a

)
. (4.4)

Pokud vztah (4.4)
”
uhodneme“, neńı již problém dokázat jej indukćı vzhledem

k a, b, a to následovně. V prvńım kroku ověř́ıme, že vztah splňuje Nk(a, 0) = 1 pro
všechna a > 0 (pokud jsou všechny hlasy jen A, pak jdou uspořádat právě jedńım
zp̊usobem, a ten je správný) a dále Nk(kb, b) = 0 pro všechna b > 0 (př́ıslušná
cesta pro a = kb konč́ı na ose x, a tud́ıž je vždy špatná).

Necht’ dále a > kb. Ve druhém kroku předpokládejme, že dokazovaný vztah
plat́ı pro všechny dvojice [p, q], kde 0 ≤ q ≤ b a kq ≤ p ≤ a, vyjma [0, 0], kde neńı
definován, a [a, b]. Dokážeme, že pak plat́ı i pro [a, b]. K tomu využijeme rovnici

Nk(a, b) = Nk(a− 1, b) +Nk(a, b− 1).

Pravá strana odpov́ıdá součtu dobrých cest konč́ıćıch hlasem pro A a dobrých
cest konč́ıćıch hlasem pro B. Dı́ky indukčńımu předpokladu tak dostáváme

Nk(a, b) =
(a− 1)− kb
(a− 1) + b

(
(a− 1) + b

a− 1

)
+
a− k(b− 1)

a+ (b− 1)

(
a+ (b− 1)

a

)
=

=
a− kb− 1

a+ b− 1
· a

a+ b

(
a+ b

a

)
+
a− kb+ k

a+ b− 1
· b

a+ b

(
a+ b

a

)
=

=
(a− kb)(a+ b− 1)

(a+ b)(a+ b− 1)

(
a+ b

a

)
=
a− kb
a+ b

(
a+ b

b

)
,

čili výsledná pravděpodobnost je (a− kb)/(a+ b).

4.4 Řešeńı uspořádáńım do kruhu

Následuj́ıćı řešeńı je fascinuj́ıćı svoj́ı jednoduchost́ı. Hledanou pravděpodobnost
zde dostaneme, aniž bychom poč́ıtali všechny posloupnosti.
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Uspořádejme všech a+ b hlasovaćıch ĺıstk̊u do kruhu (libovolným zp̊usobem).
Od kteréhokoliv ĺıstku můžeme zač́ıt a ve zvoleném směru sč́ıtat hlasy. Ukážeme,
že právě a− kb ĺıstk̊u je vhodným začátkem, tj. posloupnost, kterou takto dosta-
neme, splňuje podmı́nky zadáńı.

Konkrétně si můžeme představit, že na mı́stě hlasu A je č́ıslo 1 a na mı́stě B
je −k. Tato č́ısla postupně sč́ıtáme, přičemž dobrá posloupnost je taková, pro kte-
rou je pr̊uběžný součet stále kladný. Kĺıčovým pozorováńım je to, že vypust́ıme-li
z kruhu souvislý úsek

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k jedniček

,−k, (4.5)

neodstrańıme žádný vhodný začátek. (Při poč́ıtáńı od kterékoliv z těchto jedniček
bychom se po odečteńı k dostali na nulu nebo pod ni.) Dı́ky tomu, že součet tohoto
úseku je 0 a −k je až na jeho konci, neovlivńı jeho vynecháńı skutečnost, zda č́ısla
lež́ıćı mimo něj jsou či nejsou vhodným počátkem.

Úseky (4.5) postupně vypoušt́ıme tak dlouho, dokud v kruhu zbývá nějaké−k.
Takový úsek určitě vždy existuje, protože aktuálńı počet hlas̊u A v kruhu je vždy
alespoň k-násobkem aktuálńıho počtu hlas̊u B.

Abychom se zbavili všech −k, odstrańıme úsek (4.5) celkem b-krát. Na závěr
tedy zbývá v kruhu právě a − kb jedniček. Protože v něm již nejsou záporné
hodnoty, je zřejmě každá z nich vhodným počátkem. Tj. z a + b posloupnost́ı
znázorněných pomoćı jednoho kruhu, jich je a−kb dobrých. Celý postup ukazuje
obrázek 4.6.

Pro každou posloupnost existuje právě jeden kruh, kterým je znázorněna (po-
važujeme-li pootočené kruhy za stejné). Může se stát, že některá posloupnost
je v daném kruhu v́ıcekrát (pokud je kruh tvořen ze dvou nebo v́ıce shodných
úsek̊u), ale pak jsou v kruhu zastoupeny ve stejném počtu i ostatńı posloupnosti,
které tento kruh znázorňuje. Nic to tedy neměńı na skutečnosti, že poměr dobrých
posloupnost́ı ku všem je (a− kb)/(a+ b), což jsme chtěli dokázat.
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Obrázek 4.6: Odeb́ıráńı z kruhu pro a = 7, b = 3, k = 2. Z posloupnost́ı
znázorněných t́ımto kruhem je dobrá pouze ta zač́ınaj́ıćı vyznačeným A, čili
AAAAABABAB.
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4.5 Řešeńı pomoćı kĺıčových vrchol̊u

Následuj́ıćı d̊ukaz je o něco komplikovaněǰśı, což mu však neub́ırá na zaj́ıma-
vosti. Označme A = A(a, b, k) množinu všech cest pro daná a, b, k. Necht’ P je
libovolná cesta z A. Pro P definujeme množinu L(P ) obsahuj́ıćı a − kb hodnot
x-ových souřadnic vrchol̊u P následuj́ıćım zp̊usobem: Z hodnot y-ových souřadnic
vrchol̊u P najděme tu nejmenš́ı a označme ji y0. Do množiny L(P ) pak pro každé
y = y0, y0 + 1, . . . , y0 + (a− kb)− 1 zařad́ıme největš́ı x takové, že [x, y] ∈ P (viz
obrázek 4.7). Poznamenejme, že pro všechny P plat́ı L(P ) ⊂ {0, . . . , a+ b− 1}.

Obrázek 4.7: Definice L(P ) – ukázka pro dvě cesty z A(9, 3, 2). V prvńım př́ıpadě
L(P ) = {4, 5, 9}, ve druhém L(P ) = {0, 4, 11}.

Dále pro i = 0, 1, . . . , a + b − 1 definujeme Mi = {P ∈ A|i ∈ L(P )}. Zřejmě
plat́ı ∑

i

|Mi| = (a− kb)
(
a+ b

a

)
, (4.6)

protože |A| =
(

a+b
a

)
a |L(P )| = a− kb pro všechny P ∈ A.

Nejdř́ıve si uvědomı́me, že |M0| odpov́ıdá počtu všech dobrých cest. Mezi M0

a dobrými cestami totiž existuje snadno odhalitelná bijekce:

• P dobrá ⇒ [0, 0] nejnižš́ı vrchol v P ⇒ 0 ∈ L(P )⇒ P ∈M0.

• P ∈M0 ⇒ žádný daľśı vrchol P nelež́ı na ose x⇒ P dobrá.

Stěžejńım pro náš d̊ukaz bude ta skutečnost, že |M0| = |Mi| pro všechna
i = 1, 2, . . . , a+ b− 1. Protože množin Mi je celkem a + b, vzhledem ke (4.6)
dostaneme

M0 =
a− kb
a+ b

(
a+ b

b

)
,

což je nám dobře známý výsledek. Zbývá tedy naj́ıt bijekci mezi M0 a Mi. Nejdř́ıv
ukážeme

P = XY ∗ ∈Mi (X je prvńıch i krok̊u P ) ⇒ Q = Y X dobrá.

Prvńı vrchol úseku Y je zřejmě jeho nejńıže položeným. Jinak by nemohlo platit
i ∈ L(P ), nebot’ by se někde napravo od [i, yi] nacházel ve výšce yi jiný vrchol.
V cestě Q se tedy úsek Y udrž́ı nad osou x a cestu Q nepokaźı. Může něco
pokazit následuj́ıćı úsek X? V p̊uvodńı cestě P byly y-ové souřadnice prvńıho a

∗Zápisem P = XY rozumı́me, že P je tvořena posloupnost́ı krok̊u X a za ńı následuj́ıćı
posloupnost́ı Y .
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posledńıho vrcholu úseku Y rovny yi a a − kb. V nové cestě Q tedy bude y-ová
souřadnice posledńıho vrcholu Y rovna a − kb − yi. V jaké výšce se nacházel
nejńıže položený vrchol z X v P? Určitě ne ńıže než v yi − (a− kb) + 1, protože
yi je mezi a − kb nejnižš́ımi hodnotami y-ových souřadnic (nebot’ i ∈ L(P )).
Přitom X zač́ınal v [0, 0]. V Q je tedy nejńıže položený vrchol X ve výšce nej-
méně (yi − (a− kb) + 1) + (a− kb− yi) = 1, čili nad osou x. Takže Q je dobrá,
tj. Q ∈M0. Dále ukážeme

Q = Y X ∈M0 (X je posledńıch i krok̊u Q) ⇒ P = XY ∈Mi.

Dokazujeme, že i ∈ L(P ). Tedy, že napravo od [i, yi] neexistuje vrchol se stejnou
y-ovou souřadnićı a že yi patř́ı mezi a − kb nejnižš́ıch hodnot y-ových souřadnic
vrchol̊u v P . Nejdř́ıv si uvědomı́me, že úsek Y byl v Q po celou dobu nad osou x.
V P tedy bude po celou dobu nad úrovńı yi, což mj. znamená, že napravo od
[i, yi] neexistuje ve stejné výšce (a ani ńıže) žádný daľśı vrchol. Daľśı skutečnost́ı
je to, že v Q je posledńı vrchol úseku X ve výšce a−kb a nejnižš́ı vrchol ve výšce
nejméně 1. Odtud plyne, že v P je rozd́ıl y-ových souřadnice i-tého vrcholu a
nejńıže položeného vrcholu nejvýše a− kb− 1, hodnota yi tedy patř́ı mezi a− kb
nejnižš́ıch a i ∈ L(P ). T́ım je d̊ukaz hotov.

4.6 Souvislost s Catalanovými č́ısly

Závěrem si ukážeme, jak hlasovaćı problém souviśı s Catalanovými č́ısly. Lehce
jej pro tento účel pozměńıme.

Úloha 26. Oba kandidáti dostali ve volbách shodný počet hlas̊u. Kolika zp̊usoby
lze uspořádat hlasovaćı ĺıstky tak, aby prvńı kandidát měl po celou dobu sč́ıtáńı
alespoň tolik hlas̊u jako kandidát druhý?

Tj. položili jsme a = b a k = 1. Dále jsme změnili podmı́nku z
”
(ostře)

v́ıc“ na
”
alespoň tolik“ a neptáme se na pravděpodobnost, nýbrž na počet všech

uspořádáńı.
Necht’ n je počet hlas̊u, které dostal každý z kandidát̊u, a Cn řešeńı úlohy.

Posloupnost hlas̊u můžeme opět znázorňovat jako cestu ve čtvercové śıti. Cn je
tedy počet cest z [0, 0] do [2n, 0], které nikdy neklesnou pod osu x. Dále plat́ı, že
Cn−1 je počet cest z [0, 0] do [2n, 0], které nikdy neklesnou pod osu x a dotknou
se j́ı pouze v krajńıch bodech. Proč? Protože pro tyto cesty zřejmě plat́ı, že jejich
prvńı krok je nahoru, posledńı dol̊u a zbylých n − 1 hlas̊u pro A a n − 1 hlas̊u
pro B tvoř́ı cestu, která nikdy neklesne pod př́ımku y = 1.

Zřejmě tedy plat́ı i to, že Cn−1 je počet cest z [0, 0] do [2n− 1, 1], které se osy
x dotýkaj́ı pouze v [0, 0]. Tento počet už ale známe, viz (4.3), jedná se o p̊uvodńı
hlasovaćı problém (pro a = n, b = n− 1). Chceme-li tedy spoč́ıtat Cn, dosad́ıme
a = n+ 1, b = n a dostáváme

Cn =
(n+ 1)− n
(n+ 1) + n

(
(n+ 1) + n

n+ 1

)
=

1

2n+ 1

(
2n+ 1

n+ 1

)
=

1

2n+ 1
· (2n+ 1)!

(n+ 1)!n!
=

=
1

n+ 1
· (2n)!

n!n!
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
.
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A právě jako Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
je definováno n-té Catalanovo č́ıslo (pro všech-

na nezáporná celá č́ısla n). Několik prvńıch hodnot Cn ukazuje tabulka 4.1. Na
Catalanova č́ısla vede velké množstv́ı kombinatorických problémů. Asi dvě stě
jich lze nalézt ve [27]. Např. Cn je počet všech (n − 1)-prvkových posloupnost́ı
přirozených č́ısel a1 < a2 < · · · < an−1 splňuj́ıćıch 1 ≤ ai ≤ 2i. (Pro n = 4 to
jsou 1, 2, 3; 1, 2, 4; 1, 2, 5; 1, 2, 6; 1, 3, 4; 1, 3, 5; 1, 3, 6; 1, 4, 5; 1, 4, 6; 2, 3, 4; 2, 3, 5;
2, 3, 6; 2, 4, 5 a 2, 4, 6, což odpov́ıdá tomu, že C4 = 14.) Daľśım př́ıkladem může
být triangulace konvexńıho (n + 2)-úhelńıku pomoćı jeho úhlopř́ıček tak, aby se
žádné dvě nekř́ıžily, viz obrázek 4.8. Počet takových triangulaćı je také právě Cn.

n 0 1 2 3 4 5 6
Cn 1 1 2 5 14 42 132

Tabulka 4.1: Hodnoty Catalanových č́ısel.

Obrázek 4.8: Př́ıklad problému vedoućıho na Catalanova č́ısla – triangulace
(n+ 2)-úhelńıku bez kř́ıžeńı úhlopř́ıček, (n = 4).
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5. Úloha o školačkách

Nejsṕı̌s budete souhlasit, že potřeba sdělit si navzájem nejžhavěǰśı novinky ze
života je u děvčat opravdu silná. A každé dvě kamarádky si na sebe najdou
chvilku, at’ už jsou okolńı podmı́nky sebekomplikovaněǰśı. Snad právě proto je
následuj́ıćı úloha situována do prostřed́ı d́ıvč́ı internátńı školy.

Úloha 27. Patnáct školaček chod́ı na své každodenńı vycházky, a to vždy ve
trojićıch. Jak se maj́ı rozdělit, aby během jednoho týdne šly každé dvě alespoň
jednou pohromadě?

Tuto úlohu, známou jako Fifteen Schoolgirl Problem, přivedl na světlo světa
roku 1850 britský kněz a matematik Thomas P. Kirkman. Ke všem (sedmi)
navzájem neisomorfńım řešeńım dospěl v roce 1862 Woulhouse. Zájemce je nalezne
v [6]. Naš́ım ćılem bude ukázat si, jak lze rozličnými cestami dospět alespoň k jed-
nomu řešeńı.

5.1 Př́ımočaré řešeńı

Nejdř́ıv si uvědomme, že zadáńı úlohy je ekvivalentńı požadavku, aby spolu šly
každé dvě d́ıvky právě jednou, nebo také nejvýše jednou, protože každá d́ıvka
má čtrnáct spolužaček a každý ze sedmi dńı jde se dvěma z nich. Naš́ım ćılem
je vytvořit týdenńı rozpis vycházek tak, aby každý den šla každá d́ıvka v jedné
z trojic a aby se během týdne vyskytla každá dvojice právě jednou, viz např.
tabulka 5.1.

Po Út St Čt Pá So Ne

1, 2, 3 1, 4, 5 1, 6, 7 1, 8, 9 1, 10, 11 1, 12, 13 1, 14, 15
4, 8, 12 2, 9, 11 2, 8, 10 3, 5, 7 3, 4, 6 2, 5, 6 2, 4, 7
5, 10, 14 3, 13, 15 3, 12, 14 2, 13, 14 2, 12, 15 3, 9, 10 3, 8, 11
6, 9, 15 6, 8, 14 4, 9, 13 4, 10, 15 5, 8, 13 4, 11, 14 5, 9, 12
7, 11, 13 7, 10, 12 5, 11, 15 6, 11, 12 7, 9, 14 7, 8, 15 6, 10, 13

Tabulka 5.1: Ukázka řešeńı úlohy o školačkách.

Ač je zadáńı velmi prosté, naj́ıt řešeńı neńı úplně jednoduché. Je celkem
přirozené pokoušet se vytvořit vhodný rozpis metodou pokus – omyl s jistou
dávkou systematičnosti. Bez vhodné myšlenky se to ale nemuśı hned podařit.
(Necht’ se čtenář choṕı paṕıru a tužky a sám se o tom přesvědč́ı.) Zde si ukážeme
Frostovo řešeńı uvedené v [8].

Vyplňujeme tabulku o sedmi sloupćıch. Jednu d́ıvku pevně zvoĺıme (označme
ji x) a umı́st́ıme na prvńı řádek v každém sloupci. Dı́vky, které jdou s x, označ́ıme
postupně a1, a2, b1, b2, . . . , g1, g2. Máme tedy:

Po Út St Čt Pá So Ne

xa1a2 xb1b2 xc1c2 xd1d2 xe1e2 xf1f2 xg1g2

45



Dále budeme pracovat bez index̊u 1 a 2 a z ṕısmen a, b, . . . , g sestav́ıme trojice
tak, aby se každá dvojice vyskytovala právě jednou. To je vzhledem k malému
počtu prvk̊u triviálńı. Dostaneme trojice abc, ade, afg, bdf , beg, cdg, cef . Každou
z trojic umı́st́ıme do těch čtyř sloupc̊u tabulky, kde se v prvńım řádku nevyskytuje
žádné z jej́ıch ṕısmen, viz tabulka 5.2.

Po Út St Čt Pá So Ne

xa1a2 xb1b2 xc1c2 xd1d2 xe1e2 xf1f2 xg1g2

bdf ade ade abc abc abc abc
beg afg afg afg afg ade ade
cdg cdg bdf beg bdf beg bdf
cef cef beg cef cdg cdg cef

Tabulka 5.2: Frostovo řešeńı – před přǐrazeńım index̊u.

Vid́ıme, že zbývá ṕısmen̊um vhodně přǐradit indexy 1 nebo 2. To provedeme
nejdř́ıv pro všechny výskyty trojice bdf , potom pro všechny výskyty beg atd.
(trojice bereme podle jejich pořad́ı v tabulce). Při tom se ř́ıd́ıme těmito pravidly:

• V jednom sloupci nesmı́ být pro dané ṕısmeno použit dvakrát stejný index.

• Žádná dvojice (indexovaných ṕısmen) spolu nesmı́ být v́ıcekrát.

• Pokud prvńı dvě pravidla neurč́ı index jednoznačně, indexujeme č́ıslem 1.

T́ım je úloha vyřešena, viz tabulka 5.3. Použijeme-li pro označeńı d́ıvek č́ısla
mı́sto ṕısmen (x = 1, a1 = 2, a2 = 3, . . . , g2 = 15), dostaneme rozpis uvedený na
začátku kapitoly (tab. 5.1).

Po Út St Čt Pá So Ne

xa1a2 xb1b2 xc1c2 xd1d2 xe1e2 xf1f2 xg1g2

b1d1f1 a1d2e2 a1d1e1 a2b2c2 a2b1c1 a1b2c1 a1b1c2

b2e1g1 a2f2g2 a2f1g1 a1f2g1 a1f1g2 a2d2e1 a2d1e2

c1d2g2 c1d1g1 b1d2f2 b1e1g2 b2d1f2 b1e2g1 b2d2f1

c2e2f2 c2e1f1 b2e2g2 c1e2f1 c2d2g1 c2d1g2 c1e1f2

Tabulka 5.3: Frostovo řešeńı – konečná podoba.

5.2 Algebraické řešeńı

Následuj́ıćı řešeńı je také možné naj́ıt v [8]. Jednu d́ıvku (?) opět pevně zafixujeme
a ostatńı rozděĺıme do dvou skupin. V obou skupinách oč́ıslujeme d́ıvky 0 až 6.
V následuj́ıćım textu budeme označovat d́ıvky prvńı skupiny malými ṕısmeny a
druhé velkými. Pracovat budeme v tělese Z7. Pokuśıme se naj́ıt rozděleńı d́ıvek,
které pro r-tý den (r = 0 pro ponděĺı,. . . , r = 6 pro neděli) vypadá následovně:
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a+ r α + r A+ r
b+ r β + r B + r
c+ r γ + r C + r
d+ r ? D + r
E + r F + r G+ r

Dı́ky tomu, že se r každý den navýš́ı o jedničku, dostane se každá z d́ıvek právě
jednou během týdne na každou z pozic svoj́ı skupiny. Dı́vky z prvńı skupiny se
navzájem potkávaj́ı na prvńıch třech řádćıch v prvńıch dvou sloupćıch. Č́ısla
každých dvou d́ıvek se navzdájem lǐśı o 1, 2 nebo 3. A každé dvě se muśı setkat.
To nám zaruč́ı podmı́nky

α− a = 1, β − b = 2, γ − c = 3. (5.1)

Podobně se d́ıvky z druhé skupiny potkávaj́ı na posledńım řádku, pokaždé tři
najednou. Ze stejných d̊uvod̊u jako výše budeme požadovat

F − E = 1, G− F = 2, G− E = 3. (5.2)

Zbývá nám zajistit kontakty mezi d́ıvkami z r̊uzných skupin. Rozd́ıl č́ısla d́ıvky
z druhé skupiny a č́ısla d́ıvky ze skupiny prvńı je 0 až 6. Aby se setkaly každé
dvě, muśı platit

{A− a, A− α, B − b, B − β, C − c, C − γ, D − d} = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. (5.3)

Nyńı se budeme snažit splnit všechny výše uvedené podmı́nky. Jde to až
překvapivě snadno. Nejdř́ıv rozestav́ıme d́ıvky z prvńı skupiny tak, aby plati-
lo (5.1). Dále umı́st́ıme d́ıvky do sloupečku vpravo a snaž́ıme se vyhovět (5.3).
Zbydou nám č́ısla 3, 4 a 6, které, k naš́ı radosti a spokojenosti, splňuj́ı (5.2).

a α A
b β B
c γ C
d ? D
E F G

0 1
2 4
3 6
5 ?

0 1 0
2 4 5
3 6 1
5 ? 2

0 1 0
2 4 5
3 6 1
5 ? 2
3 4 6

Úloha je tedy vyřešena. Na závěr uvedeme rozpis vycházek na celý týden
(d́ıvky prvńı skupiny přeznač́ıme na a0, . . . , a6 a druhé b0, . . . , b6).

Po Út St Čt Pá So Ne

a0a1b0 a1a2b1 a2a3b2 a3a4b3 a4a5b4 a5a6b5 a6a0b6

a2a4b5 a3a5b6 a4a6b0 a5a0b1 a6a1b2 a0a2b3 a1a3b4

a3a6b1 a4a0b2 a5a1b3 a6a2b4 a0a3b5 a1a4b6 a2a5b0

a5 ? b2 a6 ? b3 a0 ? b4 a1 ? b5 a2 ? b6 a3 ? b0 a4 ? b1

b3b4b6 b4b5b0 b5b6b1 b6b0b2 b0b1b3 b1b2b4 b2b3b5

Tabulka 5.4: Algebraické řešeńı – konečná podoba.
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5.3 Geometrická řešeńı – krychle a čtyřstěn

Zaj́ımavým pohledem na úlohu o školačkách je pohled geometrický. Základńım
principem je zvolit strukturu, která má 15 prvk̊u, jež odpov́ıdaj́ı jednotlivým
d́ıvkám, a při konstrukci řešeńı pak využ́ıvat r̊uzné symetrie mezi nimi. Nejdř́ıve si
ukážeme řešeńı za pomoci krychle pocházej́ıćı z [7]. Zde si ho předevš́ım obohat́ıme
o názorné obrázky.

Jak jde krychle a hodnota 15 dohromady? Inu, osm vrchol̊u, šest stěn a krychle
sama. Pro názornost bude nejjednodušš́ı ztotožnit d́ıvky s vrcholy krychle, středy
stěn a středem krychle tak, jak je ukázáno na obrázku 5.1.

Obrázek 5.1: Dı́vky odpov́ıdaj́ı znázorněným bod̊um krychle.

Budeme postupovat ve dvou kroćıch. Nejdř́ıve vytvoř́ıme trojice, které splňuj́ı
podmı́nku, že každé dvě d́ıvky jsou spolu právě jednou. Ve druhém kroku ukážeme,
jak je možné rozmı́stit tyto trojice do sedmi dn̊u. V tomto řešeńı se objev́ı
následuj́ıćı typy trojic (viz obr. 5.2):

• střed krychle a dva protilehlé vrcholy (typ a)

• střed krychle a středy dvou protěǰśıch stěn (typ b)

• dva sousedńı vrcholy a střed přilehlé stěny (typ c)

• středy tř́ı sousedńıch stěn (typ d)

• dva protěǰśı vrcholy jedné stěny a střed stěny protěǰśı (typ e)

Obrázek 5.2: Typy utvářených trojic, postupně a až e.

Co se týče trojic typ̊u a, b a e, je situace jednoduchá – vezmeme všechny možné
trojice daného typu (tj. čtyři a, tři b a dvanáct e). V př́ıpadě typu c zvoĺıme
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12 z 24 možnost́ı. Pro každé dva sousedńı vrcholy je potřeba zvolit jednu ze
dvou stěn, s jej́ımž středem budou tvořit trojici. (Kdyby tvořily trojice se středy
obou stěn, vyskytovaly by se tyto dva vrcholy spolu dvakrát, což nechceme.)
Trojice vybereme tak, jak je znázorněno na obrázku 5.3 – za trojici voĺıme vrcholy
každého z modrých trojúhelńık̊u (symetricky pro zakrytou část krychle). Podobně
pro typ d je potřeba vybrat 4 z 8 možnost́ı tak, aby se středy žádných dvou
stěn spolu nevyskytovaly v́ıcekrát. Výběr provedeme podle obrázku 5.4 – každá
trojice je určena jedńım vrcholem krychle (modrý). Vybereme trojice př́ıslušej́ıćı
zvýrazněným vrchol̊um.

Obrázek 5.3: Volba trojic typu c. Obrázek 5.4: Volba trojic typu d.

Celkem jsme źıskali 4 + 3 + 12 + 12 + 4 = 35 trojic. Neńı těžké ověřit, že se
žádná dvojice spolu nevyskytuje v́ıcekrát, takže prvńı krok je splněn. Nyńı zbývá
rozdělit př́ıslušné trojice do sedmi dńı. Pro ponděĺı až čtvrtek vybereme vždy
jednu trojici typu a, jednu typu d a tři typu c, přičemž pro danou trojici typu a
je zbytek výběru jednoznačný. Pátku až neděli bude náležet jedna trojice typu b a
k ńı čtyři př́ıslušej́ıćı trojice typu e. Zde si můžeme vybrat jednu ze dvou možnost́ı,
jak budou zkombinovány. (Pro přehlednost budeme trojici typu e znázorňovat tak,
jak je ukázáno na obrázku 5.5.) Výsledné řešeńı ukazuje obrázek 5.6.

Obrázek 5.5: Zjednodušené znázorňováńı trojice typu e.

Obrázek 5.6: Rozvržeńı do dn̊u – prvńı krychle znázorňuje Po až Čt, druhá Pá
až Ne, třet́ı je alternativou ke druhé (tj. voĺıme jednu z nich).

49



Obdobně jako krychli je možné využ́ıt i čtyřstěn. Řešeńı pocháźı z [9], kde lze
naj́ıt podrobnosti. Čtyřstěn má čtyři stěny, čtyři vrcholy, šest hran a sám sebe.
Př́ıslušné trojice opět utvoř́ıme poměrně přirozeným zp̊usobem (pro názornost
viz obr. 5.7 a 5.8):

• dva vrcholy a hrana, která je spojuje (typ a)

• vrchol, hrana, která v něm nezač́ıná, a stěna, již maj́ı společnou (typ b)

• tři hrany př́ıslušej́ıćı jedné stěně (typ c)

• vrchol, protěǰśı stěna a čtyřstěn sám (typ d)

• dvě nesousedńı hrany a čtyřstěn sám (typ e)

• hrana a dvě stěny, které s ńı nesoused́ı (typ f)

Obrázek 5.7: Čtyřstěn – typy utvářených trojic, zleva doprava a až f .

Obrázek 5.8: Čtyřstěn – zjednodušené znázorněńı trojic, zleva doprava a až f .

V př́ıpadě čtyřstěnu je situace jednoduchá – do výběru zařazujeme všechny
existuj́ıćı trojice daných typ̊u. To je celkem šest trojic typu a, dvanáct b, čtyři c,
čtyři d, tři e a šest f . Vid́ıme, že dohromady dávaj́ı potřebných 35 trojic a snadno
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dokážeme ověřit, že se spolu žádná dvojice nevyskytuje v́ıcekrát. Zbývá tedy
provést rozděleńı do jednotlivých dn̊u. Pro ponděĺı až čtvrtek využijeme vždy
jednu trojici typu c, jednu d a tři b, pro pátek až neděli dvě a, jednu e a dvě f ,
jak je ukázáno na obrázku 5.9.

Obrázek 5.9: Rozvržeńı do dn̊u – prvńı čtyřstěn znázorňuje Po až Čt, druhý Pá
až Ne.

Ještě si uved’me, jak mohou vypadat rozpisy vycházek na základě zde zmı́ně-
ných řešeńı. Jeden pro krychli, jeden pro čtyřstěn. Odpov́ıdaj́ı jim tabulky 5.5 a
5.6, pričemž d́ıvky jsou oč́ıslovány podle obrázku 5.10.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
11

12

13
14

15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
13

14
15

Obrázek 5.10: Označeńı d́ıvek – krychle a čtyřstěn.

Po Út St Čt Pá So Ne

1, 5, 7 1, 4, 6 1, 3, 9 1, 2, 8 1, 11, 13 1, 12, 14 1, 10, 15
2, 3, 10 2, 5, 14 2, 6, 11 3, 4, 12 2, 9, 12 2, 4, 15 2, 7, 13
4, 8, 13 3, 7, 11 4, 5, 10 5, 9, 13 3, 5, 15 3, 6, 13 3, 8, 14
6, 9, 14 8, 9, 15 7, 8, 12 6, 7, 15 4, 7, 14 5, 8, 11 4, 9, 11

11, 12, 15 10, 12, 13 13, 14, 15 10, 11, 14 6, 8, 10 7, 9, 10 5, 6, 12

Tabulka 5.5: Rozpis podle řešeńı využ́ıvaj́ıćıho krychli.
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Po Út St Čt Pá So Ne

1, 5, 12 1, 2, 14 1, 3, 15 1, 4, 13 1, 7, 9 1, 8, 10 1, 6, 11
2, 10, 13 3, 9, 13 2, 7, 12 2, 11, 15 2, 3, 6 2, 5, 9 2, 4, 8
3, 11, 14 4, 6, 12 4, 10, 14 3, 8, 12 4, 5, 11 3, 4, 7 3, 5, 10
4, 9, 15 5, 8, 15 5, 6, 13 5, 7, 14 8, 13, 14 6, 14, 15 7, 13, 15
6, 7, 8 7, 10, 11 8, 9, 11 6, 9, 10 10, 12, 15 11, 12, 13 9, 12, 14

Tabulka 5.6: Rozpis podle řešeńı využ́ıvaj́ıćıho čtyřstěn.

5.4 Geometrické řešeńı – pyramida

Po zhlédnut́ı výše uvedených řešeńı je zaj́ımavé zapřemýšlet, jaká daľśı struktura
by se dala využ́ıt, a pokusit se naj́ıt vlastńı zp̊usob řešeńı. Nejdř́ıv nás mohou
napadat ostatńı platónská tělesa∗. Dvanáctistěn a dvacetistěn jsou ale pro naše
účely př́ılǐs

”
velké“. Osmistěn by se použ́ıt dal, ale vzhledem k tomu, že je duálńı s

krychĺı (krychle má šest stěn a osm vrchol̊u, osmistěn naopak), nebyl by výsledek
nijak zaj́ımavý. Nuže, zkusme to jinak. Kde jinde je možné naj́ıt patnáctku? Např.
zde: 1+2+3+4+5 = 15. A dvourozměrná pyramida je na světě! (Viz obr. 5.11.)

Obrázek 5.11: Pyramida z patnácti prvk̊u.

Na každé kolečko se můžeme d́ıvat jako na jednu školačku. Trojice d́ıvek
jdoućıch společně obarvujeme toutéž barvou. Na rozd́ıl od krychle nebo čtyřstěnu
nebudeme nejdř́ıv hledat rozděleńı do trojic a ty pak rozvrhovat do dn̊u, nýbrž se
budeme př́ımo snažit konstruovat rozvrh pro daný den. Hlavńı ideou je možnost
dvakrát po sobě otočit pyramidu o 120 stupň̊u na sebe samu. Neobarv́ıme-li
v pyramidě jednou barvou žádnou trojici koleček, která se navzájem otáč́ı na
sebe, můžeme stejný zp̊usob obarveńı použ́ıt tři dny za sebou, což je přesně to,
co nám usnadńı práci při hledáńı řešeńı. Pyramida je také osově souměrná, což
můžeme intuitivně využ́ıt při obarvováńı. Snaž́ıme se tedy dospět k tomu, aby
ponděĺı až středa a čtvrtek až sobota byly utvořeny pomoćı jednoho obarveńı.
Jedno úspěšné řešeńı je ukázáno na obr. 5.12.

Rozpis vycházek daný t́ımto řešeńım při oč́ıslováńı podle obrázku 5.13 zná-
zorňuje tabluka 5.7.

∗Platónské těleso je pravidelný konvexńı mnohostěn. Existuje jich celkem pět – čtyřstěn,
šestistěn (krychle), osmistěn, dvanáctistěn a dvacetistěn.
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Obrázek 5.12: Výsledné řešeńı pomoćı pyramidy.

11 12 13 14 15

7 8 9 10

4 5 6

2 3

1

Obrázek 5.13: Označeńı d́ıvek – pyramida.

Po Út St Čt Pá So Ne

1, 2, 3 1, 9, 14 1, 8, 12 1, 5, 13 1, 4, 10 1, 6, 7 1, 11, 15
4, 5, 6 2, 5, 15 2, 4, 7 2, 8, 10 2, 9, 12 2, 11, 13 2, 6, 14
7, 8, 15 3, 6, 10 3, 5, 11 3, 7, 9 3, 13, 15 3, 8, 14 3, 4, 12
9, 10, 11 4, 8, 13 6, 9, 13 4, 11, 14 5, 7, 14 4, 9, 15 5, 8, 9
12, 13, 14 7, 11, 12 10, 14, 15 6, 12, 15 6, 8, 11 5, 10, 12 7, 10, 13

Tabulka 5.7: Rozpis podle řešeńı využ́ıvaj́ıćıho pyramidu.
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5.5 Úloha o golfistech a Schurigovy tabulky

Nyńı zmı́ńıme jedno možné zobecněńı úlohy o školačkách. V originále se nazývá
Social Golfer Problem.

Úloha 28. Celkem s · h golfist̊u hraje jedenkrát týdně golf v s skupinách po h
hráč́ıch. Mohou hrát t týdn̊u, anǐz by se spolu někteř́ı dva setkali v́ıc než jednou?

Nejdř́ıv poznamenejme, že tento problém je stále otevřený, řešeńı je známé
jen pro některé jeho instance. Jednou z nich je právě úloha o školačkách (s = 5,
h = 3, t = 7).

Zpravidla je ćılem naj́ıt největš́ı možné t pro daná s a h. Je snadné odhadnout
t shora. Během každého z t týdn̊u hraje každý hráč s h−1 daľśımi a celkový počet
těch, se kterými hraje, nemůže přesáhnout počet všech hráč̊u (bez něho samého).
Odtud t · (h− 1) ≤ s · h− 1, čili

t ≤ (s · h− 1)/(h− 1). (5.4)

Původńı otázka, položená v květnu 1998 (viz [30]), se ptala konkrétně na 32
golfist̊u ve skupinách po čtyřech. Záhy bylo nalezeno řešeńı pro t = 9. Zřejmě
t < 11, takže zbývalo zodpovědět, zda lze t = 10. Roku 2004 dokázal A. Aguado,
že ano, viz [1].

Řešeńı daľśıch instanćı problému uvád́ı např. [17]. Odtud pocháźı i tabulka 5.8,
která ukazuje maximálńı možné t pro kombinace některých hodnot s a h. Zde
si můžeme povšimnout jedné skutečnosti. Např́ıklad pro 12 hráč̊u hraj́ıćıch ve
čtyřech skupinách po třech je nejvyšš́ı dosažitelné t rovno čtyřem, ačkoliv bychom
podle (5.4) mohli doufat v řešeńı, kde t = 5. Odtud vid́ıme, že nemůžeme být

”
př́ılǐs optimističt́ı“, a předpokládat, že vždy existuje řešeńı dané naš́ım horńım

odhadem.

Hráč̊u ve sk.
Skupin 2 3 4

4 7 4 5
5 9 7 5
6 11 8 7
7 13 10 9
8 15 11 10
9 17 13 11

Tabulka 5.8: Přehled toho, kolikrát mohou golfisté hrát v daném počtu skupin
o dané velikosti, aniž by se někteř́ı dva potkali v́ıcekrát.

Závěrem ještě zmiňme, že za speciálńı př́ıpad úlohy o golfistech můžeme po-
važovat např. i šachový turnaj, kde soupeř́ı nepř́ılǐs velký sudý počet hráč̊u a
požaduje se, aby každý s každým sehrál právě jednu partii (a pochopitelně i to,
aby v každém kole hráli všichni účastńıci). Tj. máme h = 2 a chceme t = h ·s−1.
Řešeńı existuje vždy a je velmi snadné jej zkonstruovat. Nejen češt́ı šachisté za
t́ımto účelem využ́ıvaj́ı tabulky, které v devatenáctém stolet́ı sestavil německý
matematik R. Schurig. Zp̊usob jejich konstrukce i daľśı podrobnosti přehledně
popisuje [32].
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Zde si ukážeme, jak dostat Schurigovu tabulku pro šest hráč̊u. A to i včetně
toho, aby se jednotlivým hráč̊um, pokud možno, stř́ıdaly kolo od kola b́ılé a černé
kameny, byt’ to neńı požadováno v naš́ı úloze. Analogický postup lze použ́ıt i pro
jiný počet hráč̊u.

Hráče označ́ıme č́ısly 1 až 6. Celkem sehraj́ı 5 kol, rozpis každého kola bude
na jednom řádku. V každém kole se spolu střetnou tři dvojice. V každé dvojici
má b́ılé ten, kdo je napsán na prvńım mı́stě.

V prvńım kroku budeme postupovat po řádćıch a psát č́ısla 1 až 5 (tj. č́ıslo 6
vynecháváme). Po pětce vždy pokračujeme jedničkou, viz tabulka 5.9.

1. kolo: 1 - 2 - 3 -
2. kolo: 4 - 5 - 1 -
3. kolo: 2 - 3 - 4 -
4. kolo: 5 - 1 - 2 -
5. kolo: 3 - 4 - 5 -

Tabulka 5.9: Schurigova tabulka pro 6 hráč̊u – prvńı krok.

Ve druhém kroku si zakryjeme prvńı sloupec, nic do něj nepřipisujeme. Opět
postupujeme po řádćıch, č́ısla tentokrát ṕı̌seme v sestupném pořad́ı, od pětky
k jedničce, viz tabulka 5.10.

1. kolo: 1 - 2 - 5 3 - 4
2. kolo: 4 - 5 - 3 1 - 2
3. kolo: 2 - 3 - 1 4 - 5
4. kolo: 5 - 1 - 4 2 - 3
5. kolo: 3 - 4 - 2 5 - 1

Tabulka 5.10: Schurigova tabulka pro 6 hráč̊u – druhý krok.

Nyńı už jen zbývá doplnit do prvńıho sloupce č́ıslo 6. Kv̊uli stř́ıdáńı barev je
v sudých kolech uvedeno na prvńım mı́stě. Výsledek ukazuje tabulka 5.11.

1. kolo: 1 - 6 2 - 5 3 - 4
2. kolo: 6 - 4 5 - 3 1 - 2
3. kolo: 2 - 6 3 - 1 4 - 5
4. kolo: 6 - 5 1 - 4 2 - 3
5. kolo: 3 - 6 4 - 2 5 - 1

Tabulka 5.11: Schurigova tabulka pro 6 hráč̊u – hotovo.

Ještě si ukažme, že Schurigova tabulka opravdu
”
funguje“, tj. každá dvojice se

střetne. Pro 2k hráč̊u má tabulka 2k − 1 řádk̊u (kol) a k sloupc̊u (stol̊u). Ptejme
se, kdo hraje v r-tém kole na s-tém stole (kromě prvńıho, který se obsazuje
jiným zp̊usobem). Necht’ b je č́ıslo hráče hraj́ıćıho s b́ılými kameny, c s černými.
(Zabýváme se všemi hráči kromě 2k.) Ze zp̊usobu, jak je tabulka tvořena neńı
těžké odvodit, že

b ≡ (r − 1)k + s

c ≡ −((r − 1)(k − 1) + (s− 1)) + 1,
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přičemž v těchto i následuj́ıćıch kongruenćıch poč́ıtáme (mod 2k − 1). Odtud po
úpravách dále dostáváme

b ≡ rk − k + s

c ≡ −rk + k − s+ r + 1

b+ c ≡ r + 1. (5.5)

Výsledek (5.5) nám ř́ıká předevš́ım to, že pokud spolu dva hráči v pr̊uběhu
turnaje hraj́ı, pak je jednoznačně určeno, ve kterém kole. (Zde je potřeba vźıt do
úvahy i to, že ze zp̊usobu odvozeńı (5.5) vyplývá, že plat́ı pro obě možnosti toho,
jaké barvy kamen̊u maj́ı hráči. Vzniká totiž sečteńım dvou kongruentńıch rovnic,
a kdybychom v nich zaměnili b a c, dostali bychom totéž.) Dále si uvědomı́me, že
(5.5) splňuje právě k− 1 dvojic r̊uzných č́ısel z 1, . . . , 2k− 1. To odpov́ıdá tomu,
že v každém kole je takto obsazeno k − 1 stol̊u (prvńı uvažujeme zvlášt’).

Potřebujeme ale ještě ověřit, že se na žádném řádku nevyskytuje žádná dvojice
v́ıcekrát. K tomu nám pomůže o něco silněǰśı tvrzeńı. Ukážeme, že hráč hraj́ıćı
v r-tém kole na posledńım stole s černými, označme jej x, je tentýž jako hráč
na prvńım stole v (r + 1)-ńım kole. (Můžeme uvažovat, že následuj́ıćım kolem
k posledńımu je prvńı.) Z toho pak plyne, že v prvńım kroku tvorby tabulky bylo
na r-tý řádek napsáno k č́ısel předcházej́ıćıch x a ve druhém kroku x a k− 2 č́ısel
následuj́ıćıch. Každé č́ıslo se tedy na řádku vyskytuje právě jednou, a tud́ıž se
žádná dvojice nemůže objevit v́ıcekrát.

Označme hráče na prvńım stole v (r+1)-ńım kole jako y a dokažme, že x = y.
Pro dané r opět můžeme vypoč́ıtat, o koho přesně se jedná:

x ≡ −((r − 1)(k − 1) + (k − 1)) + 1

y ≡ ((r + 1)− 1)k + 1

A po úpravách

x ≡ −r(k − 1) + 1

y ≡ rk + 1

y − x ≡ r(2k − 1)

y − x ≡ 0. (5.6)

Vzhledem k tomu, že č́ısla hráč̊u jsou mezi 1 a 2k − 1, z (5.6) plyne x = y.

”
Platnost“ Schurigových tabulek už jsme tedy ukázali pro všechny stoly vyjma

prvńıho. Tam je ale situace jednoduchá. Snadno můžeme domyslet, že se na něm
každý z 2k − 1 hráč̊u objev́ı právě jednou a utká se s hráčem 2k.

T́ım jsme hotovi. A pozitivńı nav́ıc je, že na základě zjǐstěńı, která jsme využili
k d̊ukazu, dokážeme bez toho, abychom si vypsali celou tabulku, ř́ıct, ve kterém
kole se střetnou dańı dva hráči, nebo domyslet, jak vypadá jej́ı řádek pro dané
kolo.
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Závěr

Závěrem si připomeňme, s jakými úlohami jsme se seznámili. Aneb co bychom
byli za kombinatoriky, kdybychom všechno nezkombinovali?

A B
C

D
E

F

G
H

I
JKLM

N
O

P

Q

R
S

T
U

H A N
OJ

E
S

A

E
?

I

O

Z
va

tanda

nna

mava

lga

denda

Norbert + Anna

Radek + Ema

Standa + Olga

Zdenda + Iva

Zikmund + Eva
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A) AABAAB
B) AAABBA
C) AAAABB
D) AABABA
E) AABBAA
F) AAABAB

Po Út St Čt Pá So Ne

BEN DEJ LOK DIK HEK FOG KAM
MLJ . . . . . . . . . . . . . . . BIL
. . . MNO . . . H?N . . . LCD . . .
. . . . . . FIN . . . MCF . . . . . .
. . . . . . . . . AJO . . . . . . . . .

1. Kdo přežije?

2. Který kotouč se pohne?

3. Kdo sed́ı mezi Ivou a Emou?

4. Která posloupnost neńı dobrá?

5. Kdo jde na vycházku společně s H a N?

A TO JE
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Praha: Karolinum, 2007. ISBN 978-80-246-1411-3.

59



[17] Pegg, E. Social Golfer Problem. Math Games [online], August 2007.
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