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Uvod

Dostava se vam do rukou prace, ktera si klade za cil shromézdit na jednom misté
poznatky o nékterych kombinatorickych tlohédch, jimiz se matematici zaobiraji
uz déle nez sto let a jez jsou ve svété pomérné znamy.

Urcena je pro vSechny zdjemce o kombinatoriku, kteti si chtéji rozsitit obzory
a poznat, ze tento obor nekonéi u vzorcu pro pocty permutaci a variaci, nybrz
tyto jsou jen prvnim krokem na dlouhé cesté vpred. Obsah prace by mél byt
srozumitelny i matematicky nadanéjsim studentum stifednich skol, predpoklada
ale jistou davku samostatnosti pii dostudovani neptilis slozitych, avsak jim dosud
neznamych pojmii.

Text je ¢lenén do péti kapitol, kazda z nich se vénuje jedné konkrétni loze.
V tvodu je vzdy struéné popsana jeji historie a vysvétleno zadani. Zpravidla
nasleduje nékolik zpusobu feSeni a ruzné varianty zadéani. V zavéru se pak obje-
vuje zobecnéni tlohy nebo souvislosti s dalsimi partiemi kombinatoriky.

Prvni kapitola se zabyva tulohou o zajatcich. Ti stoji v kruhu a postupné je
kazdy druhy z nich popravovan az do chvile, kdy zbyva posledni, jenz dostane
milost. Je ukézéno, kdo z nich to bude. Nésleduji varianty, kdy je popravovan
kazdy ¢-ty a hleda se takové ¢, aby ptezili urciti zajatci. Déle jsou popsany i
situace s vice zivoty nebo s usporadanim v fadé misto v kruhu.

Druha kapitola pojednava o hanojskych vézich. Kromé poc¢tu taht potiebnych
k preneseni kotouc¢u z jednoho koliku na jiny ukazuje, jakym zpusobem se jed-
notlivé kotouce pohybuji a stiidaji v tazich. Poté je vénovan prostor variantam,
kde je pifimy prenos kotou¢u mezi nékterymi koliky zakézan nebo jsou étyii koliky
misto tii. Pro zpestieni je uvedena i 1iloha o ptiserkédch, kterd se da prevést na
problém hanojskych vézi.

Tématem treti kapitoly je iloha o hostech. Pocita se, kolika zpusoby je mozné
rozesadit nékolik manzelskych paru okolo stolu tak, aby se muzi a zeny stiidali
a nikdo nesedél vedle svého partnera. Nasleduje jeji zobecnéni na permutace
s omezujicimi podminkami. Zde je zminéna i teorie vézovych polynomi.

Ctvrt4 kapitola je vyhrazena pro hlasovaci problém. V ném se m4 urcit pravde-
podobnost, ze prvni kandidat mél po celou dobu séitani hlasovacich listku vic nez
k-nasobek poctu hlasu druhého. Zde je zajimavé, ze existuje velky pocet ruznych
zpusobu, jak dospét k vysledku. V zaveéru je uvedena varianta této ulohy, kdy je
pozadovano, aby prvni kandidat mél alespon tolik hlasu jako druhy, a je ukdzano,
ze vede na Catalanova cisla.

P4t4 kapitola patif tloze o skolackdch. Ukolem je sestavit tydenni rozpis
vychazek pro patnéact divek chodicich ve trojicich tak, aby kazdd s kazdou §la
pravé jednou. Ukazano je nékolik feSeni, algebraickych a hlavné geometrickych.
Zavér je vénovan zobecnénému problému, tloze o golfistech. Ukazany jsou i
s timto souvisejici Schurigovy tabulky, které slouzi jako rozpis jednotlivych kol
napiiklad sachovych turnaji, v nichz se mé utkat kazdy hrac¢ s kazdym.



1. Uloha o zajatcich

Nasledujici dloha, ve svété znamé jakozto Josephus Problem, nas svym ponékud
morbidnim znénim odkazuje do dob prvniho stoleti naseho letopoctu, kdy zuftila
valka mezi Zidy a Rimany. Vypravi se, ze zidovsky knéz a uéenec Josephus se se
skupinou dalsich muzu dostal do obkli¢eni fimskym vojskem. V beznadéjné situaci
jeho spolecnici zvolili radéji smrt rukou svych pratel, nez aby upadli v potupné
zajeti. Shroméazdili se proto do kruhu a postupné byl zabijen kazdy druhy muz.
Josephus, ktery tento piistup neschvaloval, rychle vypocetl kam se postavit, aby
zustal poslednim prezivsim. Pozdéji byl osvobozen, pfijal jméno Flavius a vstoupil
do sluzeb Rima. Zustal vsak vérny zidovské vife a tradici. Sepsal historicky cenng

N

1.1 Zakladni varianta

Uloha 1. V kruhu stojin zajatcu. Postupné je kazdy druhy popraven, jen posledni
dostane milost. Ktery z nich to bude?

Zajatce oznacime cisly 1,...,n ve sméru hodinovych rucicek. V tomto sméru
budeme té7 pocitat. Necht J(n) je ¢islo omilostnéného zajatce. Napi. pron = 11
jsou zajatci popravovani v poradi 2, 4, 6, 8, 10, 1, 5,9, 3, 11 a J(n) = 7 (viz

obr. [1.1).
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Obrazek 1.1: V zékladni varianté tlohy o zajatcich pfezije z jedendacti ten sedmy.

Regeni tlohy najdeme napi. v [T1] a [I5]. Neprozradime si ho hned na tivod,
ale postupné k nému dojdeme. Ziejmeé J(1) = 1, tj. je-li jediny zajatec, dostane
milost. Pro vétsi n se zamysleme nad tim, kolik zajatcti zbyde po prvnim kolecku
a kteti to budou.

Je-li n sudé, cili n = 2k, zbyde presné k zajatcu s ¢isly 1,3,5,...,2k — 1. Je-li
n liché, n = 2k + 1, pak béhem prvniho kolecka odstranime vsech k zajatcu se
sudymi ¢isly a hned po nich bude urcité nasledovat zajatec ¢islo 1. Zbyde nam
tedy opét k zajatcu, tentokrat s ¢isly 3,5,7,...,2k+1. Tak ¢i tak se nas problém
zredukuje na hledani J(k), jenom na r-té pozici ted stoji zajatec s ¢islem 2r — 1,



resp. 2r + 1, r = 1,2,... k. Pokud J(k) zndme, snadno uz dopoc¢itame J(n).
Odtud dostavame rekurentni vztahy:

J1) =1
J(2k) =2J(k)—1 prok>1
J2k+1)=2J(k)+1 prok>1.

Nyni bychom se rddi dopracovali k explicitnimu vyjadieni J(n). Sestavme si
tabulku pro nékolik prvnich hodnot n.

n ||1]2 3|4 5 6 7|8 9 10 11 12 13 14 15[16 17
Jn)| 1|1 3[1 3 5 7|1 3 5 7 9 11 13 15| 1 3
Muzeme si v§imnout, ze J(n) = 1 pro n = 1,2,4,8,16, ¢ili pro mocniny

dvojky. Jednickou poc¢inaje se hodnota J(n) postupné zvysuje o 2. Snadno tak
dospéjeme k hypotéze, ze pron = 2" 4+ [, kde 0 < [ < 2™, plati

J(n) =20+ 1. (1.1)

Tuto hypotézu dokazeme indukci podle m. V prvnim kroku méame m = 0,
[ muze nabyvat pouze hodnoty 0. Dostavame J(1) = 1, coz plati. V dalsim kroku
predpokladame, ze vztah plati pro 1,...,m — 1. Ukdzeme, ze pak plati i pro m.
Zaméifme se zv14st na situace, kdy je [ sudé a kdy je liché. Pro sudé [ dostavame

J@m+D:2J@m%+é)—1:2(2%+&)—1:%+L
Podobné pro liché [
. oy =1 1—1
JR™M+1)=2J(2 + +1=2 2—5—+1 +1=21+1.

Timto je naSe hypotéza potvrzena. Déle si uvédomime, ze m = |logyn].
Dospéli jsme tedy k vysledku

J(n) =2 (n—28n) 41 =2pn 41 — olles2nl ¥t (1.2)

Pro zajimavost zminme, ze tento vysledek ma péknou a jednoduchou inter-
pretaci ,Skrtni prvni jednicku a napis ji na konec*, pracujeme-li s ¢isly n a J(n)
ve dvojkové soustavé. Cislo n mizeme psat jako n = Z;’LO b;27, kde b; = 1 nebo 0
proj=1,...,m—1ab, =1 Potoml=n—2" = Z;":_Ol b;27. Takze | dostaneme
z n tim, Ze smazeme prvni jedni¢ku z bindrniho zépisu ¢isla n. (Muzeme smazat
i vSechny nuly ptredchazejici dalsi jednicce). Déle dostavame 2] = Z;n;ol b; 20+,
Dvéma vlastné nasobime tak, ze na konec ¢isla pripiSeme nulu. Nyni zbyva pricist
jednicku, to udélame tak, ze nulu, kterou jsme pripsali na konec, zménime na jed-
nicku.

*|z] znaci dolni celou ¢ast



Napt. pro n = 22 dostavame | = 6 a J(n) = 2-6 + 1 = 13. Ve dvojkové
soustave:

n = 10110

I =110

21 = 1100
J(n) = 1101

Vice podrobnosti je mozno najit v [I1] nebo ¢esky psaném ¢lanku [15]. Nyni
se uz ale podivame, jakym jinym zpusobem by se dalo ke vzorci dospét.
Nejditv si uvedomime, ze je-li pocet zajatci mocninou dvojky, bude pfeziv§im
vzdy zajatec ¢islo 1, ¢ili J(2™) = 1. Myslenka je takovd, ze pii kazdém kolecku
mame sudy pocet zajatcu, vzdy je tedy popraven posledni zajatec a na pocatku
dalsiho kolecka se zacina pocitat od zajatce ¢islo 1, ten tak nikdy neni ,druhy*
a zbyde az do samého konce. Dalsim uzitecnym vztahem (pro obecnéjsi znéni
viz [24]) je

Jn)=Jn—-1)+2 (modn) pron > 2. (1.3)

Ten vyplyva ze skute¢nosti, ze mame-li n zajatcu a na pocatku je popraven
zajatec Cislo 2, problém se prevede na hledani J(n — 1). Za¢indme vsak pocitat
od zajatce cislo 3, ¢isla zajatcu jsou tedy o 2 posunuta, proto ,,+2“. Ve vzorci je
,modn*, protoze ¢islo n — 1 se neposunuje na n + 1, nybrz na 1.

Pii hledéni vzorce pro J(n) tedy vychdzime ze vztahu:

J(2™)=1 prom=0,1,2,...

_)Jn—=1)+2 proJ(n—1)<n—1
J(n) = {1 pro J(n—1)=n—1 (14)

Jesté si polozme otazku, zda existuje k ruzné od mocniny dvojky, pro které
J(k) = 1. Odpovéd znf ne. Dukaz provedeme sporem. Mé&jme nejmens{ k, pro
které to plati. Nejblizsf nizsf mocnina dvojky k tomuto k je 2U°e2*1 7 plyne
J(k—1)=k—1ataké J(k—1) = 1+2-(k—1—2le2k]) to vzhledem k ,naéitani
dvojek*, cili

142 (k—1—2leky 1

Odtud po upravach
k= QUOgQ kJ7

coz je ve sporu s tim, ze k£ neni mocninou dvojky. Plati tedy

1 n mocnina dvojky
J(n) = )
J(n—1)+2 jinak,

odkud uz piimo plyne (1.2)), dfive odvozeny vzorec pro J(n).



1.2 Zachrana pritele

V [1I] muzeme najit v souvislosti s tilohou o zajatcich nésledujici problém.

Uloha 2. Josephuv pritel by se mohl zachrdnit tim, Ze se postavi na takovou
pozici, aby na konci zbyli pouze on a Josephus. Kterd to je?

Neboli pro n > 2 hleddme I(n), ¢islo zajatce, ktery bude jako posledni
popraven, pokud predpoklddame, ze zajatec s ¢islem J(n) je jediny, ktery dostane
milost.

Pfi feseni muzeme postupovat stejnym zpusobem jako pti hledani J(n). Zcela
analogickou uvahou dojdeme ke vztahum

I(2n)=2I(n)—1 pron >2
I2n+1)=2I(n)+1 pron > 2.
Odligné vsak budou pocateéni podminky. Namisto J(1) = 1 dostdvame (2) = 2
a I(3) = 1. Podobné jako pii hledani J(n) sestavime tabulku nékolika prvnich
hodnot I(n).

1

516 17 18 19 20 21 22 23|24

7 911 131517192123‘ 1
Snadno pak dojdeme k hypotéze, ze pro n = 3-2™ + [, kde | < 3 - 2™,

plati I(n) = 21 + 1. Tu lze dokdzat pomoci indukce, analogicky jako pfi dukazu

vztahu ([1.1)). Podotknéme jeste, ze 3 - 2™ = 2™F1 4 2™ Muzeme proto psat
I™+2™ 4 )=2l+1 prol<2™ 42"

Kdyz uz umime zjistit, ktery zajatec prezije a ktery bude popraven jako
posledni, dozajista leckoho napadne nasledujici otazka.

Uloha 3. V kruhu stoji n zajatcu a postupné je kazdy druhy popravovdn. Kdo
z nich bude popraven jako a-ty?

Timto se podrobné zabyva [25]. My si ukdzeme, jak dospét k rekurentnim
rovnicim a bez dikazu pak uvedeme vysledek. Cislo a-tého popraveného zajatce
oznac¢ime J,(n). Nejdiiv najdeme prislusné rekurentni vztahy. Pro n > 1 je jako
prvni popraven zajatec 2. Problém se ndm tak zredukuje na hledani (a — 1)-ntho
popraveného z n — 1 zajatcu s tim, Ze ¢isla zajatcu jsou o dvojku posunuta. Toto
nam staci k sestaveni rovnic

1 pron=a=1

2 pron>1la=1

1 pron,a>1,J, 1 (n—1)=n-1
Jo-1(n—=1)4+2 pron,a>1,J,.1(n—1) <n-—2.

Ja(n) =

Odsud je mozné odvodit explicitni vyjadieni

{Qa pro a <

J,(n) =
Q 2n + 1 — (2n — 2a + 1) - 2og2n/@n=2a+1)J+1 - 1516 g >

NS N3



1.3 Obecnéjsi problém a moznost urcit cislo

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy je popravovan ne nutné kazdy druhy za-
jatec, nybrz kazdy ¢-ty. Zajatce, ktery za téchto okolnosti ptrezije, budeme ozna-
covat ¢islem J(n,q). Ackoliv neni znam explicitni vzorec pro vypocet J(n,q), je
zde nékolik zajimavych otazek, které dokazeme zodpovédét. Nejprve sestavme
rekurentni rovnice pro vypocet J(n,q). Ty vypadaji nasledovné (pro podrobnosti
viz [24]):

J(1,q) =1
Jn,g)=J(n—1,9)+q (modn) pron>1

Jedn4 se vlastné o zobecnéni (1.3)). Tim, Ze je jako prvni popraven ¢-ty zajatec,
se nas problém zredukuje na hledani J(n — 1, q) s tim, ze ¢isla jsou o ¢ posunuta.
A ted uz se podivejme na dalsf tlohu z [11].

Uloha 4. V kruhu stoji 2n zajatcu, pronich n dobriych a dalsich n zlych. Ukazte,
Ze vidy existuje q (v zdvislosti na n) takové, Ze vsichni 2li budou popraveni drive
nez kdokoliv z dobrych.

Napt. pro n = 3, muzeme vzit ¢ = 5. Jako prvni tii jsou pak popraveni zajatci
s ¢isly 5, 4 a 6. Toto ¢ vSak neni jedinym feSenim. Tteba pro ¢ = 52 budou jako
prvni popraveni zajatci 4, 6 a 5.

Kdyby byvali vSichni zli stali na prvnich n pozicich, situace by se znacné
zjednodusila, stacilo by zvolit ¢ = 1. AvSak i pro nas obtiznéjsi pripad dokazeme
existenci ¢, nebudeme se snazit najit nejmensi vhodné, ale prosté néjaké. Zatimco
pro ¢ = 1 by byl v kazdém kroku popraven zajatec s aktualné nejmensim cislem,
my si dame za cil urcit takové ¢, aby zajatci byli popravovani od konce, ¢ili
v kazdém kroku zajatec s aktualné nejvyssim cislem. Kdyz se ndm to podafi,
budou zfejmé po n krocich zbyvat jenom ti dobfi.

Je-1i popraven posledni zajatec, zac¢ina se v dalsim kroku pocitat od prvniho.
Zbyva-li pravé k zajatcu, co musi platit pro ¢, aby rozpocitavani padlo na po-
sledniho z nich? Odpovéd je nasnadé. Musi platit, Ze ¢islo ¢ je délitelné ¢islem k.
Pak po ¢/k koleckdch poéitani skonc¢ime u posledniho zajatce.

Pozadujeme tedy, aby k délilo ¢ pro k = 2n,2n—1,...,n+1. Abychom tomuto
vyhoveéli, staci zvolit

g=nsn(n+1,n+2,...,2n)[]

Zjistili jsme tedy, ze ¢ vzdy existuje. Pro ptipad se Sesti zajatci dostavame
g =nsn(4,5,6) = 60. Pro toto ¢ budou jako prvni popraveni zajatci 6, 5 a 4.

Na tuto tlohu muzeme narazit i v [24]. Autor se zde zabyva i nésledujici,
podobnou ulohou.

Uloha 5. V kruhu stoji 2n zajatciu. Ukazte, Ze vidy existuje q (v zdvislosti na n)
takové, Ze jsou jako pruni popraveni vSichni zajatci na lichych pozicich.

Napf. zvolime-li pii ¢tyfech zajatcich ¢ = 5, pak jsou jako prvni popraveni
zajatcl 1 a 3.

*nsn znaci nejmensi spole¢ny nasobek



Pouzijeme podobny trik jako vyse. Budeme hledat takové ¢, aby zajatci na
lichych pozicich byli popravovani od konce, ¢ili v potadi 2n — 1,2n — 3,..., 1.
Uvédomime si, ze v tomto piipadé hledame ¢ takové, aby rozpocitavani skoncilo
vzdy jedno misto pfed koncem kolecka, tj. v prvnim kroku na 2n — 1 a v dalsich
krocich vzdy dvé mista pred naposledy vyfazenym, coz je zajatec s aktualné nej-
vyssim lichym ¢islem. Cheeme tedy ¢ = —1 (mod k) pro k = 2n,2n—1,--- ,n+1.
Staci proto zvolit

g=munsn(n+1,n+2,...,2n) — 1.

Kdyz jsme jiz ziskali zkuSenost s fesenim jednodussich tloh, muzeme se od-

vézné pustit do nasledujiciho problému, kterym se opét zaobiraji [11] i [24].

Uloha 6. Josephus zna pocet lidi v kruhu n @ pozici j, na které se nachdzi. Jeho
jedinou nadéji je zvolit takové cislo q, aby zbyl jako posledni. Muze si byt jist, Ze
patriéné ¢islo existuje?

Pii hledani odpovédi ndm piijde vhod Bertranduv postuldt (viz napi. [13]),
podle néhoz pro vSsechna n > 2 existuje alespon jedno prvocislo p, které spliuje
n/2 < p < n. Vyuzijeme i slabsi podobu ¢inské véty o zbytcich (viz napr. [2§]),
ktera tika, ze jsou-li ¢ a r nesoudélna ¢isla, potom ma nasledujici soustava rovnic
feseni:

r=a (mod q)
xr=b (modr)

Ozna¢me N = nsn(1,2,...,n). Déle pak zvolme prvocislo p, pro které plati
n/2 < p < n. Nejdiiv budeme predpoklddat, ze Josephus stoji v prvni poloviné
kruhu, ¢ili 7 < n/2. Cislo ¢ pak dostaneme jako Feseni soustavy rovnic

g=0 (mod N/p)
g=j—1 (mod p).

Je tieba si uvédomit, ze p a N/p jsou ¢isla nesoudélnd a ze N/p je nejmensim
spole¢nym nasobkem ¢isel 1 az n vyjma p. Splnéni prvni rovnice zpusobi, ze
kromé kroku, kdy zbyva pravé p zajatcu, je vzdy popraven zajatec na posledni
pozici aktualniho kolecka, ¢ili predchudce naposledy popraveného. Druha rovnice
pak odpovida situaci, kdy zajatcu zbyva pravé p. V tomto kroku bude popraven
(7 — 1)-nf zajatec od mista, kde za¢neme pocitat. Protoze az do té doby budou
popravovani zajatci z konce kruhu, zac¢ne se pocitani od zajatce ¢islo 1 a bude
tedy popraven zajatec 7 — 1.

Pro q, jehoz existence je zarucena diky ¢inské vété o zbytcich, budou zajatci
popraveni v poradin,n—1,... ,p+1,7—1,7—2,...,1,p,p—1,...,7+1 a Josephus
na j-tém misté prezije. (Vyuzivame zde i skutecnosti, ze p > n/2 > j, takze se
nestane, ze by byl Josephus popraven diiv, nez nastane chvile, kdy zbyva pravé
p zajateu.)

Podobnym zpusobem muzeme vyfesit situaci, kdy j > n/2. Tentokrat dosta-
neme q 7 rovnic

¢g=1 (mod N/p)
g=j+1—n (mod p).

Tady uz snadno domyslime, ze tentokrat budou zajatci popravovani v poradi
L2,....n—p,g+1L5+2,....n,n—p+1,n—p+2 ...,5 — 1. Takze v obou
pripadech ma Josephus moznost zachrany.
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1.4 Vice zivotu

Nyni dejme kazdému ze zajatcu do zacatku z zivotu (tj. vSem stejné), které funguji
tak, ze zajatec je popraven az ve chvili, kdy je na ného ukazano celkem z-krat. Do
té doby zustava stat v kruhu, pricemz aktudlni pocet jeho zivotu rozpocitavani
nijak neovliviiuje. O této problematice pojednavé [23] a ddvd odpovéd na dvé
nize zadané tlohy.

Nejdrive si jesté polozme otazku, jestli pocet zivotu muze ovlivnit konecny
vysledek, tedy to, kdo piezije. Odpovéd zni ano. Napiiklad pro n = 6 a ¢ = 4,
prezije pro z = 1 zajatec ¢islo 5 a pro z = 2 zajatec ¢islo 3.

Na druhou stranu ale uvazme situaci, kdy n a ¢ jsou nesoudélna. V tomto
pripadé budou pro libovolné z zajatci popravovani ve stejném potradi jako pro
z = 1. Pro¢? Protoze mezitim, kdy je na nékoho ukazano poprvé a podruhé, je
ukazano i na vSechny ostatni zajatce. To vede az k tomu, ze diiv, nez je kdokoliv
popraven, spotiebuje kazdy z—1 zivotu a zbyde mu posledni, takze vsichni vlastné
celi témuz jako pii z = 1.

Ukéazeme si, jak se Josephus muze zachranit i v piipadé, Ze neznd presny pocet
zivotu, ktery jim bude pridélen. Nésledujici iloha je vlastné zobecnénim tlohy [6]

Uloha 7. Josephus znd pocet zajatcu v kruhu n a svoji pozici j. Ukazte, Ze exis-
tuje q, jehoz volbou se urcité zachrani pri libovolném poctu Zivotil.

Mozné bude trochu prekvapenim, Ze Fesen{ je shodné s fesenim tlohy [0} ¢ili ¢
spliujici:

Proj<n/2 ¢=0 (mod N/p) (1.5)
g=j—1 (mod p). (1.6)
Proj>n/2 ¢=1 (mod N/p) (1.7)
g=j+1—n (mod p). (1.8)

Ptripomenme, ze N je nejmensi spolecny nasobek cisel 1,...,n a p prvocislo
takové, ze n/2 < p < n.

Pro oba pripady se podivame, v jakém poradi bude ukazovano na zajatce.
Pro1l < j<n/2toje

nZ7(n_1)Z7"'7<p+1>z7ﬂ-2717j_17j_27"‘717p7p_17"'7j+17

kde % znamend, 7e na prvek i (pifpadné posloupnost néjakych prvkil) bylo
ukazano k-krat za sebou, a 7 znac¢i néjakou permutaci prvku 1,. .., p, ktera zacina
prvkem j—1. Usek n?, (n—1)%,...,(p+1)? je dusledkem vztahu ([1.5)). Diky ¢ =0
je vzdy ukazano na posledniho zajatce. Jestlize se tedy zajatec ocitne na posledni
pozici, je na ného ukazovano tak dlouho, dokud mu nedojdou Zivoty. Po popravé
zajatce (p + 1) zbyvé prave p zajatci. Pro tuto chvili se vse Hdf vztahem (L.6).
Protoze p je prvocislo a ¢ po déleni ¢islem p nedava zbytek 0, jsou tato c¢isla ne-
popsani situace, kdy Zivoty viech postupné klesnou na jediny (7°~!). Pokracovéni
je pak stejné jako v tloze [6]

Pro j = 1 uz snadno domyslime, ze vzdy bude ukdzano na aktualné posledniho
zajatce a Josephus piezije bez ztraty jediného zivota.



Pro j > n/2 bude na zajatce ukazovano v poradi
(1,2,...,n) 5 1,2,....n—p,j+1,5+2....,n,n—p+1ln—p+2,...,5—1

Ani zde nenf zdtivodnén{ obt{Zzné, nebot mj. zarucuje, ze pri n zajatcich bude
poporadé ukazovano na kazdého z nich. Kazdy tak hned v ivodu spotiebuje z —1
zivotu a vse nasledujici je pak shodné jako v uloze @, pricemz (1.8) zpusobi, ze
po popravé prvnich n — p zajatcu, bude nasledovat zajatec j + 1, ¢imz se zajatec
J jaksi ,presko¢i” a prezije tak az do konce.

Vidime, ze potadi popravovani zajtci ani v jednom z piipadu nezavisi na
poctu jejich zivotu. Zjistili jsme tedy, ze Josephus se urcité muze zachranit.

Ani v nésledujici 1iloze neznéd Josephus presny pocet zivotu. Nastésti vi, ze od
urcité hodnoty uz jejich mnozstvi nehraje roli. . .

Uloha 8. Josephovi je zndmo n 1 q. Md moznost stoupnout si na libovolnou
pozici a navic urcéit dolni hranici poctu Zivotu, které dostanou. Ukazte, Ze pro néj
existuje zpusob, jak se zachranit.

Zajemce nalezne feseni ve [23]. Zde je ukdzano, ze Josephovi stacéi zvolit
z = F, 2] Pro toto a vSechna vétsi z prezije vzdy tentyz zajatec.

1.5 V radé misto v kruhu

Nyni bude mit kazdy zajatec zase pouze jediny zivot a tloha se pozméni jinak.
Zajatci nebudou stat v kruhu, nybrz v fadé. Bude popravovan kazdy druhy a
v momenté, kdy se dojde na konec tady, smér se obrati a bude se postupovat
k jejimu pocatku. A pozor — zajatci na koncich fady se nepocitaji dvakrat po sobé
(tim by byl jejich osud ihned zpecetén), nybrz pouze jednou. Posledni ptezivsi
dostane milost. Kdo to bude? Timto se podrobnéji zabyva [12], a to i ptipady,
kdy je popravovan kazdy treti. My si zde ukazeme nékteré zakladni vysledky.

Uloha 9. Urcete W(n), omilostnéného z n zajatcu za viySe popsanych podminek.

Zirejmé W (1) = 1. Déle zodpovézme, co maji spoletného situace, kdy je n
sudé a kdy liché. Zamysleme se, co se stane po prvnim pruchodu fadou. Ziejmeé
padnou vSichni se sudymi ¢éisly. Je-li n sudé, n = 2k, je jako posledni v tadé
popraven zajatec 2k, nacez se otoCi smér a na 2k — 1 je ukazano jakozto na
,prvého®. Je-li n liché, n = 2k — 1, je po popravé zajatce 2k — 2 zajatec 2k — 1
opét oznacen jako ,prvy®, pricemz se otoc¢i smér pocitani. V obou ptipadech se
tedy dostaneme do shodné situace. Odsud plyne W(2k) = W (2k — 1). Navic
vidime, ze zbylo pravé k zajatcu. Problém se tak zredukoval na hledani W (k)
s trochu pozménénymi ¢isly, jednicce odpovida 2k — 1, dvojce 2k — 3, ..., ¢islu k&
odpovida 1, tj. ¢islu r z nové tlohy odpovida cislo 2k — 2r 4+ 1 z ulohy puvodni.
Dostavame tak W (2k) = 2k — 2W (k) + 1. Shrneme-li nase zjisténi, pii hleddni
W (n) vychazime ze vztahu

W(l) =1
W(2k)=W(2k—-1)=2k—-2W(k)+1 prok>1. (1.9)

*F,, znac¢i n-té Fibonacciho ¢islo. Ta definujeme jako Fy =0, Fy =1a F; = F;_o+ F;_1 pro
vSechna 7 > 2.
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Pro zajimavost si sestavme tabulku nékolika prvnich hodnot W (n):

10 11 12 13 14 15 16 17 18
9 11 11 9 9 11 11 1 1

8 9
39

Polozme N rovno n nebo n — 1 tak, aby N bylo liché. N muzeme vyjadrit
ve dvojkové soustavé jako N = Z;‘n:o b;27, kde b,, = by = 1 a b; = 0 nebo 1 pro
j=1,2,...,m — 1. Ukdzeme, ze plati

n)=1+ Y b2 (1.10)

J 'liché
Pouzijeme indukei podle n, pficemz vzhledem k ((1.9)) staci pracovat pouze
s lichymi n. V prvnim kroku snadno ovéiime, ze vztah (1.10)) plati pro vSechna
n < 10. V druhém kroku predpoklddame, ze (1.10)) plati pro 1,2,...,n — 1 a
ukdzeme, Ze pak plati i pro n, kde n > 10. Dukaz provedeme zvldst pro dva
piipady, aton =4k —1an=4k+1. Necht n =4k —1,tj. by =b; =b,, =1 a

n—+1 o o
k= =1+;bj2ﬂ . (1.11)

Pak W(4k — 1) = 4k + 1 — 2W(2k) = 4k + 1 — 2(2k + 1 — 2W(k)) = AW (k) — 1,

6. W(n) = 4W ("Il) Y

Pro sudé k prejdeme ke k — 1 tim, ze od ([1.11)) odec¢teme jednicku a dostdvame

W(”H) (szﬂ 2)—1+Zb2ﬂ2

7 liché

Pro liché k je b, = 0 a dostavame

n+1 0 2 2
W( y ) (2 +szﬂ )-1+Zb2’

7 liché

Celkove tedy

1 e . ik .
W(n):4w<"1 )—1=3+ D b2l =1+ ) b2,

j=2 j=1
57 liché 4 liché

Piipad n = 4k 4 1 se ukéze podobné.

A co nam vysledek vlastné tika? NapiSeme-li ve dvojkové soustave, pak
z né&j binarni zapis ¢isla W (n) dostaneme jednoduse tim, ze na posledni pozici
ponechame jednicku, na pozice prislusejici sudé mocniné dvojky napiseme nulu a
zbylé ¢islice opiseme. Napt. W (45) = 41 vypada ve dvojkové soustavé nésledovné:
n = 101101
W (n) = 101001.

*N je rovno n nebo n — 1 tak, aby bylo liché.
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2. Hanojské véze

V [19] se doc¢teme: ,V mésté Banarasu je pry chram, v némz indicky buh Brah-
ma pii stvoreni svéta postavil tii diamantové tycinky a navlékl na jednu z nich
64 zlatych krouzku: nejvétsi je vespod a kazdy dalsi je mensi nez predesly. Chra-
movi knézi maji za kol prekladat bez ustani, dnem i noci, tyto krouzky z jedné
ty¢inky na druhou; pritom pouzivaji tieti tyc¢inky jako pomocné a dodrzuji pravid-
la — prendset soucasné jen jeden krouzek a nepoklddat vétsi na mensi. Povést
pravi, ze az bude pfreneseno vSech 64 krouzku, nastane konec svéta. . . “

Pokud této legendé uvéiime, mame se obavat brzkého konce? Nejen na to
odpovi tato kapitola, jez se zabyva hanojskymi vézemi, matematickym hlavola-
mem, ktery spatril svétlo svéta roku 1883 v Parizi. Jeho autorem byl Edouard
Lucas (viz napi. [20]).

2.1 Zakladni varianta
Nebude-li feceno jinak, vychazime z téchto predpokladu:

e Hlavolam sestava ze tii koliku (znac¢ime A, B a C') a n kotoucu (disku),
které se na tyto koliky daji nasouvat. Pritom se kazdé dva kotouce lisi svoji
velikosti.

e Tahem se rozumi sejmuti vrchniho kotouce z nékterého koliku a jeho prie-
misténi na jiny kolik, pochopitelné opét nahoru.

e Plati pravidlo, ze vétsi kotou¢ nemuze byt umistén na mensim.

Uloha 10. Jaky je minimdlni pocet tahu potrebnich k premisténi véze o n ko-
toucich z jednoho koliku na jiny?

Muzeme predpokladat, ze vSechny kotouce jsou na koliku A a nasim cilem je
presunout je na C'. Miniméalni pocet tahu pii n kotoucich oznacime H,,. Napft. pro
n=3je H, =17, viz obr. 2.1]

= e e T
_ T s e
- = =

Obrazek 2.1: Nejrychlejsi presun tii kotoucu z prvniho na posledni kolik.

Klicovou otazkou vedouci k feseni je, v jaké situaci presuneme nejveétsi kotouc.
Ten musi byt nutné presunut alespon jednou, z A na C, coz je mozné pouze ve
chvili, kdy jsou vSechny ostatni kotouce na koliku B. Problém si tedy muzeme
rozdélit do ti{ kroku:
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1. Presuneme n — 1 vrchnich kotoucu z A na B.
2. Ptfesuneme nejvétsi kotouc z A na C.

3. Pfesuneme n — 1 kotoucu z B na C.

Rozmyslime si, ze toto feSeni je optimdlni. Pokud bychom nejvétsi kotouc
presouvali vic nez jednou, nijak tim nesnizime pocet presouvani ostatnich ko-
toucu. Déle si uvédomime, ze nejvétsi kotou¢ nikdy neomezuje pohyby ostatnich
a ze presouvani z A na B je stejné naro¢né jako presouvani z A na C (staci
prohodit oznaceni koliku B a C'), a proto kroky 1 a 3 vyzaduji kazdy H,,_; tahu.
Krok 2 zvladneme v jednom tahu. Diky této uvaze dospivame k rekurentnim
rovnicim

1 =1
H - pron
2H, 1 +1 jinak.

Na zakladé téchto rovnic snadno dojdeme k explicitnimu vyjadieni H,,. Mu-
zeme pouzit substituci (viz [11]), a to tak ze nejdiive k obéma strandm pficteme
jednicku. Dostavame

H1 —|— 1 = 2
H,+1=2H, {+2 pron > 1.
Nyni polozime T,, = H,, + 1, ¢ili
T =2
T,=21,_1 pron>1.

Odtud explicitné vyjadiime 7T;,:

T,.=2-T,1=2-2-T, o=...=2-...-2 T =2".
n — 1 dvojek

Protoze H,, =T, — 1, dostavame vysledek
H,=2"—1 pron>1. (2.1)

Vratime-li se k legendé z tivodu této kapitoly, vidime, ze preneseni 64 krouzku
vyzaduje 264 = 1,8 - 1012 taht. Pfi rychlosti jeden tah za vtefinu by cely proces
trval vic nez 500 miliard let.

Nyni jsme se zabyvali pouze situaci, kdy jsou vSechny kotouce na pocatku
na jediném koliku. Muzeme se ale rozhodnout pfesouvat koliky z libovolného
pocatecniho stavu do libovolného koncového. Horni odhad na pocet potiebnych
tahu ziskdme pomérné jednoduse. O tom uz tloha z [11].

Uloha 11. Existugi néjaké dvé konfigurace n kotoucu na trech kolicich takové, Ze
by presun mezi nimi vyZadoval vice nez 2™ — 1 tahu?
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Odpovéd zni ne a dokdzeme si ji indukeci. Pro n = 1 pfesuneme kotou¢ od-
kudkoliv kamkoliv na nejvyse jeden tah, coz vyhovuje pozadavkum. Déle pred-
pokladame, ze presun mezi libovolnymi k—kotoucovymi konfiguracemi vyzaduje
nanejvys 2 — 1 tahi, pro k = 1,...n — 1. Nyni uvazujme n kotouéi. Pokud je
nejveétsi kotou¢ v obou uspotradanich na stejném koliku, vibec s nim nebudeme
hybat a zbylych n — 1 kotouéit uspofdddme béhem nejvyse 2771 — 1 < 27 — 1
taht. Jinak muzeme postupovat nésledovneé:

1. Pfesuneme n — 1 nejmensich kotou¢u mimo pocatecni a cilovy kolik nejvét-
stho kotouce.

2. Pfesuneme nejvétsi kotouc na kolik, ktery vyzaduje koncova konfigurace.

3. Presuneme n — 1 ostatnich kotouc¢u do pozadovaného usporadani.

Zédny z kroki 1 a 3 netrva diky indukénimu predpokladu vic nez 27! — 1
taht. Celkem je tedy tfeba nejvyse (2"! — 1)+ 1+ (2"! —1) = 2" — 1 taht.
Uvédomme si, ze jsme zaroven dokazali i to, ze od libovolné konfigurace kotoucu
lze dojit do libovolné jiné.

2.2 Reseni trochu jinak

Vratme se jesté k feSeni hanojskych véZi. Snadno si uvédomime, Ze optimalni
posloupnost taht je jen jedna. S jejim rekurzivnim popisem si sice vystacime, ale
je zajimavé podivat se na pohyby kotou¢u trochu podrobnéji jako napt. v [31].

Nejdiiv se zamysleme nad tim, ve kterém tahu se pohybuje ktery kotou¢, aniz
bychom se zajimali o to, mezi kterymi koliky tento tah probiha. Nejjednodussi
to je s nejvétsim kotoucem. Ten se pohne jednou, a to piesné uprostied celé
posloupnosti tahu. Navic tim tuto posloupnost rozdéli na dva stejné tseky, z nichz
kazdy odpovida presunu n — 1 kotouc¢tu. Druhy nejvétsi kotouc¢ se pohne vzdy
presné uprostied técho useku a tak bychom mohli pokracovat az k nejmensimu.
Situaci pro n = 5 ilustruje obr. 2.2]

Obrazek 2.2: Hanojské véze pro pét kotoucu — délka c¢arky odpovida velikosti toho
pravé presouvaného.

Aby se nam o kotoucich 1épe mluvilo, o¢islujme si je od nejmensiho podle

velikosti 1, ..., n. Diky obriazku snadno pfijdeme na to, ze kotou¢ 1 je presouvan
v kazdém lichém tahu, kotou¢ 2 v kazdém sudém tahu, jehoz ¢islo ale neni délitelné
¢tyfmi, ..., 7 v tahu, jehoz ¢islo je délitelné 271, ale ne 2¢. (Dukaz by bylo mozno

provést napt. indukei.) Toto zjisténi lze pékné interpretovat, zapiSeme-li éisla tahu
ve dvojkové soustaveé. Tri kotouce vyzaduji sedm tahi. Kdy je kterym tazeno
pozname nasledovné:
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001 Piesouvame kotouc 1.
010 Piesouvame kotouc 2.
011 Presouvame kotouc 1.
100 Presouvame kotouc 3.
101  Presouvame kotouc 1.
110 Presouvame kotouc 2.

111 Presouvame kotoué 1.

V kazdém tahu presouvame kotou¢ odpovidajici pozici posledni jednicky ve
dvojkovém zépisu ¢isla tohoto tahu. (Prvni ¢islice odpovidd nejvétsimu kotoudi,
posledni nejmensimu.)

Nyni se zaméfme na to, odkud kam se ktery kotou¢ presouva. Chceme-li
nékomu predvést, jak umime hlavolam ftesit, bude pro nas klicové umét zod-
povédét otazku, kam presunout nejmensi kotou¢ v prvnim tahu, je-li nasim cilem,
aby véz na konci stala na tretim koliku.

K tomu postaci prosta tvaha. Kotou¢ n budeme presouvat pouze jednou, a to
na kolik C. Aby to bylo mozné, musi byt na B pfesunut kotou¢ n — 1. K tomu
ale potrebujeme nejdriv presunout kotou¢ n — 2 na C' atd. Vidime, ze prvni tah
kotouce se stejnou paritou jako ma n je na kolik C, s opac¢nou paritou na kolik
B. Pii lichém poctu kotou¢u ten nejmensi tedy v prvnim tahu presuneme na C,
pii sudém poctu na B.

Déle muZeme vypozorovat, 7e se kazdy kotou¢ pohybuje bud pouze ve sméru
A—- B —-C — A — ..., nebo pouze ve sméru A - C - B — A — ...
Dukaz provedeme indukci. Pro malé pocty kotoucu tvrzeni snadno ovérime a
dale predpokladame, ze plati pro 1,2,...,n — 1. Pro n kotouc¢u pak nejdiive
presuneme n — 1 kotoucu z A na B. Z indukéniho predpokladu plyne, ze se kazdy
z nich béhem tohoto presunu pohybuje pouze v jednom sméru. Poté presuneme
nejvetsi kotouc. Ten vykona jediny tah, tvrzeni tedy spliiuje. Poté presuneme
n —1 kotou¢t z B na C. Muze se stat, ze by se smér nékterého z nich obratil? Ne,
protoze véz z n — 1 kotoucu byla v obou ptipadech posunuta ve stejném sméru.

Uvédomme si jesté, ze pokud pravé nehodldme presunout nejmensi kotouc,
je v kazdé pozici (vyjma pocateéni a koncové) pravé jeden dalsi pripustny tah.
7 vyse uvedenych poznatku vime, Ze nejmensim kotoucem je hybano v kazdém
lichém tahu, a to pouze v jednom smeéru, ktery zalezi na parité n. Cely algoritmus

tedy spociva v opakovani nasledujici dvou kroku, dokud neni celd véz presunuta
na C"

1. Pfesuneme nejmensi kotou¢ v patiicném sméru (pro liché n proti, pro sudé
n po sméru hodinovych rucicek).

2. Presuneme jiny nez nejmensi kotou¢ (jedind moznost).

Tento postup muzeme popsat i jinak, kdyz zamétime pozornost na to, mezi
kterymi koliky k pfesuntim dochézi. Pro liché n (pro sudé analogicky, zaménénim
B a C) se opakuje nasledujici:

1. Tah z A na C (pfesun nejmensiho kotouce).
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2. Pripustny tah mezi A a B.
3. Tah z C' na B.
4. Pripustny tah mezi A a C.
5. Tah z B na A.
6. Ptipustny tah mezi B a C.

Podivame-li se pozornéji, zjistime, ze ve skutecnosti se opakuji pouze tti kroky:

1. Tah mezi A a C.
2. Tah mezi A a B.
3. Tah mezi B a C.

2.3 Priserky a koule

V [18] je uvedeno, ze se hanojské véze vyuzivaji ke zkouméni toho, jak lidé resi
problémy. VyfeSeni nasledujici tlohy pry trva v pruméru Sestnactkrat déle nez
vyteseni ji izomorfni ilohy zadané v pojmech hanojskych vézi.

Tii prisery drzi tii koule. Jak ptiSery, tak koule jsou ve trech velikostech: mala,
stredni, velka. Mala priSera drzi velkou kouli, stiedni priSera drzi malou kouli a
velka prisera drzi stfedné velkou kouli. Toto usporadani vSak urazi smysl piiser
pro symetrii, a tak by chtély situaci zménit do stavu, kdy kazda prisera bude
drzet kouli své velikosti. PriSery mohou ménit velikost kouli, ale musi pfi tom
dodrzovat pravidla etikety ptiSer:

e Vzdy se muze ménit velikost pouze jedné koule.

e Pokud dvé prisery drzi koule stejné velikosti, jen koule, kterou drzi vétsi
piiSera, se muze zmeénit.

e Koule se nikdy nesmi zménit na stejnou velikost jako koule, kterou drzi
vetsi prisera.

Uloha 12. Jakym zpiusobem docili priserky co nejrychleji stavu spokojenosti?

Reseni se v [I8] neuvadi, ale neni obtizné na néj piijit. Zaénou-li pifserky
velikosti kouli bez dukladného premysleni (avsak za dodrzeni pravidel) ménit,
nejspis se brzy dostanou do kyzeného stavu, protoze moznosti neni mnoho, ale
pravdépodobné to nebude optimélnim zpusobem.

Zapoji-li rozum, povsimnou si, ze nejvic , diskriminovana® je nejmensi ptiserka.
Ta muze zménit svoji kouli na malou jen ve chvili, kdy zadna z ostatnich priSer
nedrzi malou kouli a ani kouli stejné velikosti, jako drzi mala piiserka. V dané
situaci to znamena, ze potiebuje, aby druhé dvé prisery drzely stfedni koule.

Jak toho docilit, kdyz stfedni kouli drzi velkd prtiSera, ale stfedni nikoliv?
Velkda prisera musi té stfedni udélat prostor, a to tim, ze svoji kouli zméni na
takovou velikost, aby stfedni piiSeru ,neblokovala“, tj. na velkou. Ptiserky budou
ménit koule timto zpusobem:

VMS - VMV -VSV -VSS— MSS — MSV,
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kde M, S a V postupné znaci malou, stfedni a velkou kouli a na prvnim misté
je uvedena koule, kterou drzi mala, na druhém stredni a na tretim velka piiSera.
VSM tedy znaci pocatecni stav kouli, jak je uveden v zadani tlohy, a MSV
konecny stav, kdy kazda ptisera drzi kouli odpovidajici jeji velikosti. Nazorné je
vie ukazano na obr. 2.3

Toto pétikrokové feseni je nejlepsi mozné. Pro ptipad, Ze mala ptiserka méni
kouli pouze jednou béhem celého procesu, zadné vylepseni ziejmé nenajdeme.
A moznost, kdy méni kouli dvakrat, nejprve na sttedni a pak teprve na malou, je
mnohem zdlouhavéjsi, devitikrokova:

VMS - VMM — SMM — SMS — SVS —
—-SVV - MVV - MVM — MSM — MSV.

JOIRY: SOy
8 -0
I Y

Obrazek 2.3: Resenf dlohy o pifserkach.

Kdyz uz vime, jak si se svym problémem poradi piiSerky, zkusme jesté pro-
zkoumat, jak vlastné tato tloha souvisi s hanojskymi vézemi.

Uloha 13. Najdete souvislost mezi hanojskymi veZemi a priserkams.

Nejdifve nas mize napadnout ztotoznit koliky s pifSerkami, nebot se jedna
o statické objekty, které se neméni, a nasledovné kotouce s koulemi. Brzy ale
zjistime, Ze tudy cesta nevede. Vzdyt napiifklad na koliku muze byt vétsi pocet
kotouct, ale kazdd priserka drzi vzdy pravé jednu kouli.

Zkusme tedy premyslet dal. Na kotoucich mame uspotradani dle velikosti.
V druhé tloze je toto usporadani na priserkach i koulich, ale co se tyce pravidel,
ma opodstatnéni pouze pro piiSerky. V piipadé kouli slouzi pouze k popsani
vychozi a cilové pozice, na coz by stejné dobte stacilo napt. i to, kdyby se koule
lisily v barvé, nikoli ve velikosti.

Budeme proto kotouce ztotoznovat s priserkami a koliky s koulemi. Konkrétné
je to tak, ze ve hie mame 3 kotouce, pricemz nejvétsi kotouc¢ odpovida nej-
mensi piiSerce a naopak. Proména koule piiSerkou tak odpovida presunu kotouce
prislusejiciho dané ptiserce. Pravidla etikety piiSer pak lze prepsat jako:
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e Vzdy se muze presouvat pouze jeden kotoué. (Protoze prvni pravidlo vlastné
fikd, ze zménu koule muze vzdy provadét pouze jedna priSerka.)

e Pokud je na koliku vice kotoucu, jen nejmensi kotou¢ muze byt presunut.

e Vétsi kotouc se nesmi presunout na kolik, kde je mensi kotouc.

A vidime, zZe se jedna o pravidla hanojskych vézi. Ztotoznime-li nejmensi kouli
s prvnim kolikem a nejvétsi se tfetim, feSime tlohu pomoci hanojskych vézi tak,

jak je uvedeno na obrazku [2.4]

——_— T = m
FUE N S R g S S

Obrézek 2.4: Reseni tlohy o pifserkéch v jazyce“ hanojskych vezi.

2.4 Pozménéna zadani
Ulohy v této sekci pochazeji z [11].

Uloha 14. Najdéte nejkratsi posloupnost tahu, kterou lze presunout vézZ o n ko-
toucich z koliku A na kolik C, jestlize primé tahy mezi A a C' jsou zakdzdny.

Pocet potrebnych tahu pro n kotou¢u oznacime G,. Pro n = 1 potfebujeme
dva tahy (z Ana B az B na C). Pro vétsi n si opét polozme onu klicovou otazku:
Jak bude presunut nejvétsi kotouc¢? Ziejmé nejdiive z A na B, pricemz ostatnich
n — 1 kotouc¢t musi byt na C', a poté z B na C' ve chvili, kdy jsou ostatni kotouce
na A. Cely postup tak muzeme zapsat jako:

Presuneme n — 1 vrchnich kotouc¢u z A na C.
Ptresuneme nejvétsi kotouc z A na B.

Piesuneme n — 1 kotoucu z C na A.

Ptesuneme nejvétsi kotouc z B na C.

SAN R I

Piesuneme n — 1 kotoucu z A na C.

Pro koliky A a C' zustava tuloha symetricka, ¢ili pfesun z A na C' je stej-
né naro¢ny jako z C' na A. Kazdy z kroku 1, 3 a 5 tedy vyzaduje G,_; tahu.
Dostavame tak rekurentni rovnice

a 2 pron =1
" 13G,_1 +2 jinak.

Explicitni vyjadreni G,, je pak

G,=3"—1 pron>1.

18



Dalo by se k nému dospét jiz difve zminénou substituéni metodou. Jeho plat-
nost muzeme dokazat za pomoci matematické indukce. Pro n = 1 vztah plati a
predpokladame-li, ze plati pro 1,...,n — 1, dostavame

Gn=3G, 1 +2=3(3""-1)+2=3"-1.

Uloha 15. Ukazte, 3e v pribéhu feseni predchozi ulohy se vyskytnou vsechna
pripustnd uspordddni kotoucu na kolicich.

Je dobré si uvédomit, ze informace o tom, ktery kotouc lezi na kterém koliku,
jiz. jednoznacéné udava jejich uspofdddni, nebot kotouce na koliku jsou vizdy
v poradi od nejvétstho po nejmensi. Pro kazdy z n kotouc¢u jsou 3 moznosti,
kde se muze vyskytovat. Vsech ptipustnych usporadéani je tedy 3.

Resen{ predchozi tlohy vyzadovalo 3" — 1 taht, ¢ili se béhem néj vyskytlo 3"
uspotradani. Ta jsou jisté po dvou ruznd, protoze feseni bylo optimélni. Pokud by
totiz néjaka dvé byla stejnd, dala by se posloupnost tahu zkratit o cely tisek mezi
nimi. Odtud jiz vidime, ze se opravdu vyskytla vSechna mozné usporadani.

Uloha 16. UvazZugme variantu hanojskych véezi, kde jsou povoleny pouze tahy ve
smeéru hodinovych rucicek, tj. z A na B, 2 B na C a zC na A. Na koliku A je véz
zn kotoucu. Kolik tahu je treba na jejich presunuti na kolik B, resp. na kolik C'?

Pocet tahu potifebnych pro presun n kotoucu o jeden kolik po sméru hodi-
novych rucicek oznac¢ime (@), proti sméru R,,. Ziejmé )1 = 1 a R; = 2. Chceme-li
presunout n kotoucu z A na B, postupujeme nésledovneé:

1. Pfesuneme n — 1 vrchnich kotoucu z A na C, coz vyzaduje R,,_; tahu.

2. Presuneme nejvétsi kotoué z A na B (1 tah).

3. Ptresuneme n — 1 kotou¢u z C' na B (R,,_; taht).
Ptesun n kotoucu z A na C provedeme takto:
Presuneme n — 1 vrchnich kotoucu z A na C' (R,,_; tahu).
Pfresuneme nejvétsi kotou¢ z A na B (1 tah).

Ptresuneme n — 1 kotou¢u z C' na A (Q,,—1 tahu).

Presuneme nejvétsi kotou¢ z B na C' (1 tah).

A e

Ptesuneme n — 1 kotou¢u z A na C' (R,_; tahu).
Dostavame tak soustavu rekurentnich rovnic:

Qn=2R, 1+1 pron>1

Rn = 2Rn,1 —+ anl -+ 2 pron > 1

Q=1
R, =2.

Abychom ziskali explicitni vyjadieni @,, a R,, rovnice jesté mirné upravime:

Rn == 2Rn_1 + Qn—l + 2 == 2Rn—1 + 2Rn—2 —|— 3 (22)
:2Rn—1+]—+Qn—1+]—:Qn+Qn—1+1
Qn = 2Rn71 +1= 2Qn71 + 2@7172 + 3.
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Vztah jsme vyuzili pro odvozeni . Dopocitame-li jeste Q2 = 5 a
Ry = 7, muzeme nahlizet na a jako na samostatné rekurentni rovnice.
Obecny zpusob jejich Feseni je mozno najit napt. v [5]. My si zde uvedeme pouze
vysledek, ten by se dal dokazat pomoci indukce:

1 n+1 nt1
Qn:2_\/§<(1+\/§)+ —(1—\/§)+>—1 pron > 1

1 n+2 n+2
Rn—4—\/§((1+\/§) —(1—-+v3) )—1 pron > 1.

Uloha 17. Predpoklddejme, Ze mame n dvojic stejne velkych kotoucu, vidy bily a
cernyj, které jsou na pocdtku uspordddny na koliku A, a to tak, Ze na cerném vidy
lezi bily stejné velikosti. Stale plati pravidlo, Ze vétsi kotouc¢ mesmime poloZit na
mensi. Stejné velké na sebe muzeme pokladat libovolné. Na kolik nejméné tahi je
dokazeme premistit na kolik C tak, aby na konci opét na kazZdém cerném kotouci
lezel bily stejné velikosti?

Nejdiiv uvazme situaci, kdy nam nezalezi na usporadani cernych a bilych a
pouze chceme presunout véz z A na C. Ozna¢me G, pocet potfebnych tahu pro
2n kotoucu. Jak budeme postupovat? Ziejmeé uplné stejné jako v pripadé zakladni
varianty hanojskych vézi, jenom by se dalo fict, ze kazdy tah provedeme dvakrét,
kotouce stejné velikosti budeme nechavat pti sobé. Odtud

G,=2H,=2-(2"—1)=2"" -2

Nyni uz predpokladejme, Ze chceme zachovat usporadani cerna — bila. Pocet
taht pro n dvojic oznac¢ime F,,. Zamysleme se, jestli F,, = G,,. Bohuzel nikoliv.
Dvojice nejvétsich kotoucu se totiz presunuje pouze jednou, z A na C, pricemz je
nejdiiv presunut bily kotouc¢ a potom teprve cerny, ktery se tak ocitne na bilém.
Tady si uvédomime, ze chceme-li dvojici kotoucu drzet neustale pii sobé, musi
byt pocet jejich premisténi sudy, po lichém poctu premisténi skonci cerny kotouc
na bilém.

Jenom podotkneme, ze F; = 3. Pro n > 1, jak se nam doposud osvédcilo,
zacneme s feSenim problému od nejspodnéjsi dvojice kotoucu. Nabizi se dva po-
stupy. Prvni z nich se zabyva myslenkou presunout tuto dvojici dvakrat:

Presuneme standardné n — 1 vrchnich dvojic z A na C.
Presuneme nejvétsi kotouce z A na B.

Presuneme standardné n — 1 dvojic z C' na A.

Presuneme nejvétsi kotouce z B na C.

AN B

Piesuneme nadstandardné n — 1 dvojic z A na C.

Pojmem ,standardné” zde rozumime presun nezohlednujici usporadéni cerna —
bila a pojmem ,nadstandardné“ ten, ktery je zohlednuje. Kazdy z krokta 1 a 3
tedy vyzaduje G,,_; tahu a 5. krok F,,_; tahu. Zde si musime uvédomit, ze kroky
1 a 3 zarucuji, ze kazda z n — 1 dvojic kotoucu absolvovala sudy pocet presunu
(stejné v prvnim jako ve tfetim kroku), a tedy na pocatku kroku 5 jsou kotouce
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v zakladnim usporadani, cili se problém zredukoval na tulohu pro n — 1 dvojic.
Kroky 2 a 4 jsou kazdy na dva tahy. Odtud dostavame

Fo=F, 1 +2G, 1 +4=F, 1 +2-(2"-2)+4=F,  +2"" =
=F,o+2"+2" = =R+ +2'+ 42" =342" 8=
=2"t2 5,

Tento vysledek pro F;, je optimalni pouze za predpokladu, ze nasledujici reseni
nenabidne lepsi. Musime totiz jesté provérit druhy nédpad, a to presunout nejveétsi
bily kotou¢ z A na B, potom nejvétsi cerny z A na C' a pak nejvétsi bily z B na
C' (stejny postup vlastné pouzivame, fesime-li tlohu pouze pro jedinou dvojici
kotoucu). Cely proces probihd takto:

Presuneme standardné n — 1 vrchnich dvojic z A na C.
Presuneme nejvétsi bily kotou¢ z A na B.

Presuneme standardné n — 1 dvojic z C na B.
Pfesuneme nejvétsi cerny kotou¢ z A na C.

Pfesuneme standardné n — 1 dvojic z B na C.

Pfesuneme nejvétsi bily kotouc z B na C.

N gtk W

Presuneme standardné n — 1 dvojic z C' na A.

Protoze standardnich presunu probéhl sudy pocet, muzeme si byt jisti sprav-
nym kone¢nym uspotradanim. Liché kroky zabraly kazdy G,,_; tahu a sudé kroky
kazdy po jednom tahu. Celkové tedy dostdvame

Dospéli jsme, moznd trochu prekvapive, ke stejnému vysledku jako v predcho-
zim postupu. To znamena, ze pro n > 2 existuje vice nez jedna optimalni sekvence
taht. Muzeme pouzivat prvni postup a kdykoliv, kdyz jsou vétsi kotouce na C'
a mensi na A, nejpozdéji vsak ve chvili, kdy na A zbyva jen nejmensi dvojice
kotoucu, prejit k druhému postupu.

2.5 Hanojské véze na ¢tyrech kolicich

Doposud jsme vzdy predpokladali, ze nds hlavolam ma pravé 3 koliky. Ale jak
se nas problém zméni, pridame-li koliky dalsi? Ziejmé uz nebude potieba tolik
tahu pro presun véze, ale ztizi se hledani optimélniho feseni. My se zde omezime
pouze na ¢tyii koliky, nebot tento piipad je sdm o sobé dostateéné zajimavy i
nazorny. Zbytek této kapitoly vychézi z poznatku obsazenych v [10] a [29], kde
¢tenar nalezne vice podrobnosti, napt. i zobecnéni zékladni varianty pro libovolny
pocet koliku.

Uloha 18. Uvazugme variantu hanojskych vézi, kde jsou ctyri koliky, oznacme je
A az D. Jaky je nejmensi pocet tahu potrebnich pro presun véze o n kotoucich
zAnaD?
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Hned v ivodu je nutno poznamenat, ze tento problém zustava doposud otev-
feny. Za optimalni se povazuje nasledujici Frame-Stewartuv algoritmus, jeho opti-
malitu se vSak nepodarilo dokazat.

1. Rekurzivné (s pouzitim vsech koliku) pFemistime n — i nejmensich kotoucu
z A na B.

2. Pfesuneme i nejvétsich kotoucu z A na D, pricemz ignorujeme kolik B.

3. Rekurzivné premistime n — i kotoucu z B na D.

Druhy krok odpovida klasickym hanojskym vézim s ¢ kotouci, vyzaduje tedy
2t — 1 taht, viz . Klicova je volba i, které volime tak, aby vysledny pocet
taht byl minimélni. Oznacime-li jako G, nejmensi pocet tahu potiebnych pro
presun n kotouéu za pomoci ¢tyt koliku (pti pouziti Frame-Stewartova algoritmu),
dostavame

G, = min (2G,_; +2' — 1)
1<i<n

G, =1.
V [29] je odtud odvozeno explicitni vyjadieni pro G,,. Prozradime si vysledek:
G,=2"%2n—5"+3s—4)+1, kdes= {\/2n

Pro porovnani s klasickymi hanojskymi vézemi se podivejme, jak by si vedli
knézi v Banarasu, kdyby pro presun 64 kotouc¢u mohli misto tii koliku pouzivat
ctyfi. Dostavame s = {128} = 11 a Ggy = 18433. Znamend to, ze i kdyby
knézi presunuli jeden kotou¢ denné, namisto kazdou vterinu, skoncil by svét po
priblizné padeséti letech.

Clének [29] se zabyva i dalsfmi variantami hanojskych vézi na étyfech kolicich.
Pro situace, kdy jsou povoleny pouze tahy po sméru hodinovych rucicek nebo
jenom mezi sousednimi koliky, uvadi, ze dosud neni zndm zadny efektivni algo-
ritmus vedouci k nalezeni optimalnich feSeni. Zjednodusené feceno je treba vy-
zkousSet vSechny moznosti a vybrat z nich tu nejlepsi. Navic pro mensi hodnoty n
bylo zjisténo, ze ruznych optimalnich posloupnosti tahu existuje velké mnozstvi,
coz v zasadé potvrzuje, ze se jedna o komplikovany problém.

Déle vsak autor uvadi variantu, kdy jsou koliky uspotadany jako hvézda. Pro
ni existuje pékné feseni, ackoliv jeho optimalita, podobné jako v predchozi 1loze,
neni dokazana. Spoleéné se na ni nyni podivejme.

Uloha 19. Uvazugme variantu hanojskych vézi na ctyrech kolicich, kdy kaZdy tah
musi vést z nebo na kolik B (kolik B si miZeme predstavit jako stred hvézdy,
ostatni jako jeji cipy). Nasim ikolem je presunout véZ o n kotoucich z A na D.
Na kolik nejméné tahu je to mozné?

Pouzijeme algoritmus podobny Frame-Stewartovu:

1. Rekurzivné (s pouzitim vsech koliku) pfemistime n — i nejmensich kotoucu

7z Ana C.

2. Pfesuneme i nejvétsich kotouct z A na D, pticemz nevyuzivame kolik C'.

*{x} znaci nejblizsi celé éislo k ¢islu x.
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3. Rekurzivné premistime n — i kotouc¢u z C' na D.

V tomto pripadé odpovida krok 2 loze vyzaduje tedy 3¢ — 1 tahu. Ozna-
¢ime-li S,, nejmensi pocet tahu potrebnych k preneseni n kotoucu z A na D za
pomoci tohoto algoritmu, dostdavame

S, = min (25, _; + 3" —1)
1<i<n

S;=2.

Explicitni vyjadieni pro S,, bohuzel neméme, ale [29] uvadi vysledek, ktery
Ize k vypocétu S, vyuzit. Necht

{am}_, =(1,2,3,4,6,8,9,12,16, 18,24, .. .)

je posloupnost ¢isel 2/3% 5.k > 0, uspoirddanych v rostoucim potadi. Pak tvrdime,
ze

Sp =2 i Uy (2.5)
m=1

Staci nam ukazat, ze vzdy pravé jeden z n kotoucu vykond pravé 2a,, tahu
prom = 1,2,...,n, z ¢cehoz uz piimo plyne . K dukazu pouzijeme indukci.
Pro malé hodnoty n neni problém toto tvrzeni ovérit. Predpokladejme nyni, ze
plati pro 1,2,...,n — 1. UkdZeme, ze plati i pro n.

Nejdriv si uvédomime, ze j-ty nejvétsi kotouc z kroku 2, tj. presouvany bez
vyuziti koliku C, vykond 2 - 371 tahtu. (To muZeme ukézat indukci. Nejvéts
kotou¢ vykona 2 tahy, takze pro néj tvrzeni plati. Dale predpokladejme, ze plati
pro véechny az véetné (j — 1)-niho nejvétsiho kotouce. Ukazeme, ze plati i pro
j-ty. Pridanim j-tého kotouce se pocty tahu ostatnich nezméni. Zatimco j — 1
kotouct se piesunulo pomoci celkem 377! — 1 tahu, j kotouct jich potiebovalo
37 — 1. Na j-ty kotou¢ jich tedy pfipada (3/ — 1) — (3771 —1) = 2-3/71) To
znamend, ze i kotouct z kroku 2 vykona 2-3%,2-31,...,2- 3! taht.

Ostatnich n — i kotoucu je dvakrat rekurzivné presouvano, podle indukéntho
predpokladu tedy vykona 4aq,4as, . .., 4a,_; tahu. Vidime, ze zadné dva kotouce
nevykonaji stejny pocet tahu, protoze pocet tahu kazdého z n—7 mensich kotoucu
je nasobkem ¢tytky, zatimco pocet tahtu ¢ vétsich kotoucu nikoli. Hledame 7 tak,
aby soucet prvnku z {2-3°,2-3' ... 23771 U{4ay, 4as, . . ., 4a,_;} byl minimdlni.
Tj. chceme minimalizovat soucet prvku z

M ={3°3" . ..,37 YU {2a1,2a0,...,2a, ;}.

Ziejmé M C {ai,as,as, ...} Protoze {a,,}_, je rostouci, bude soucet urcité
minimalni, pokud

M ={ay,...,an}. (2.6)

Polozme si otazku, zda existuje ¢ takové, aby platilo . Odpoved zni ano.
Za i zvolime pocet prvka v {ai,...,a,}, které lze zapsat jako 3%, k > 0. Ty-
to prvky odpovidaji pravé hodnotam 3°,3',...,3""1. Zbyvajicich n — i hodnot
z {ai,...,a,} lze psat ve tvaru 273% j > 1, k > 0. Jsou to tedy dvojndsobky
néjakych clenu {a,, }5°_,. A protoze tato posloupnost je rostouci, jedna se o dvoj-
nasobky jejich n — ¢ nejmensich ¢lenu, tedy o hodnoty 2ayq, ..., 2a,_;. Plati tedy

(2.6). Odtud uz plyne ([2.5)).
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Jesté si ukazme, jak vyjadiit optimalni ¢ v zdvislosti na n. Vime, ze 3! lezi
v {ai,...,a,}, ale 3" ne. Odtud
371 <a, <3
1—1<logga, <1
i = [logg(an)]" + 1.

*|z] znaci dolni celou ¢ast x.
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3. Uloha o hostech

Nésledujici tilohu o hostech, zndamou jakozto ménage problem, zformuloval roku
1891 francouzsky matematik Edouard Lucas.

Uloha 20. Na firemni vecirek prislo n manZelskych pdri (n > 3). Urcete, kolika
zpusoby se mohou posadit ke kulatému stolu s 2n Zidlemi tak, aby se muzi a Zeny
stridali a Zddnd dvojice nesedéla vedle sebe. (Dvé rozesazent, kde jedno vznikne
z druhého otocenim, povazujeme za Tiznd.)

3.1 Primocaré reseni

Ozna¢me M, pocet viech vyhovujicich rozesazeni hostu. V [5] je tato tloha Fesena
nasledovné. Nejdiiv se posadi zeny, to je mozné 2 - n! zpusoby (zvoli si liché nebo
sudé zidle a né pak usednou libovolné). Dostavame

M, =2-nl-m,, (3.1)

kde m,, je pocet vSech vyhovujicich rozesazeni muzu pro dané rozesazeni zen.

K urceni m,, lze vyuzit princip inkluze a exkluze. [| Ozna¢me A; mnozinu
vSech rozmisténi muzu, kde i-ty muz sedi vedle své zeny, ¢ = 1,...,n. Pocet
vSech moznych rozesazeni n muzu je n!, pficemz nevyhovuji prave ta z [ J;_, A;.
Tedy

n n
My =nl— AU UA =nl = A+ > |ANAl-. ..
i=1 i,j=1
1<J
n

A (=1 > AL NN A,
WG

+...+(=D"AIN...NAL (3.2)

n
Vyraz Z |A;; N...N A, | odpovidd poétu vsech rozesazeni, kdy néjaka

i1 yeyis=1
11<...<tg
s-tice muzu sedi vedle svych zen a zbylych n — s muzu sedi libovolné, tj. néjakym

z (n — s)! zpusobu. Muzeme psat

n

AN N4,

ill,...,isél
11<...<1g

=ds-(n—9), (3.3)

kde d, znaci pocet zpusobu, jimiz lze vybrat s-tici muzu sedicich vedle svych zen
véetné mista, kde sedi (od manzelky muzou byt napravo nebo nalevo). Uvédomime
si, ze d, odpovida poctu zpusobu, jimiz lze vybrat s nesousednich oblouku z 2n
oblouku na kruznici. (Kazdy oblouk odpovida dvojici sousednich zidli, na niz sedi
manzelsky par.)

*Princip inkluze a exkluze je popsén napi. v [5] nebo [I6].
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K vypoctu dy vyuzijeme znalost toho, jaky je pocet k-clennych kombinaci
nesousednich prvku z n prvka usporadanych v fadé. To zjistime tak, ze kazdou
takovou kombinaci zakédujeme posloupnosti z £ kolecek a n—k carek, kde kolecka
odpovidaji vybranym prvkum a ¢érky ostatnim, viz obr. 3.1]

OITOTO]

Obrazek 3.1: Zpusob zakdédovani tficlenné kombinace z osmi prvku, kterou tvoii
prvky 1, 5 a 7, pomoci kolecek a ¢arek.

Céarky rozdeéluji fadu na n — k + 1 pomyslnych piihradek. V kazdé prihradce
je nejvyse jedno kolecko, protoze kombinace neobsahuji sousedni prvky. Pocet
téchto kombinaci je tedy roven pocCtu zpusobu, jimiz lze vybrat k z n — k + 1

prihradek, cili
n—Fk+1
(k1) »

Nyni vypocitame ds. Oblouky na kruznici ocislujeme 1,2, ...2n. Abychom
vytesili problém, Ze jsou v kruhu a ne v fadé, rozdélime si situaci na dva piipady
podle toho, jestli oblouk 2n je ¢i neni zahrnut do vybéru. Pokud neni, vybirame
s nesousednich oblouku z 2n — 1, coz lze

((2n— 1)5_ s+ 1) _ (Zns— s)

zpusoby. Pokud je oblouk 2n ve vybéru, zbyva vybrat s — 1 oblouku z 2n — 3
(oblouky 2,3,...2n — 2), coz lze

(2n—=3)—(s—1)+1\ [2n—s5—1
s—1 N s—1
zpusoby. Celkem tedy
2n — s 2n —s—1 2n —s s 2n —s
d, = + = + =
() () C0) =)
2n 2n —s
_QH_S( S ) (35)

Vysledky (3.2), (3.3) a (3.5) dosadime do (3.1) a dostdvéame, Ze pocet vsech

vyhovujicich rozesazeni n manzelskych paru okolo stolu je

n

M, =203 (~1)*(n - s)! 2n <2”_5>. (3.6)

2n —s S
s=0

Pro porovnéni zminme jedno podobné teseni, uvedené v [2]. Autoii zde ne-
uprednostiuji Zeny ani muze, nybrz posazuji vSechny najednou. Opét je vyuzit
princip inkluze a exkluze, pricemz je vzato do uvahy, ze pro kazdou s-tici paru,
je pocet zpusobu, jak mohou sedét vSichni muzi vedle svych zZen, stejny, a to Wi.
7 n paru jich lze s vybrat (Z) zpusoby. Dostane se tak

M, = Szn;(—ns (Z)W
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Pro s-tici paru lze vybrat zidle d, zpusoby, tyto pary pak maji s! moznosti, kde
ktery z nich bude sedét. Dale spolecné zvoli, kterd mista prislusi zenam a kterd
muzum (dvé moznosti). Skupiny ostatnich muzu a ostatnich zen pak mohou kazda
usednout (n — s)! zpusoby. Celkem tedy

Wy=d,-s'-2-(n—s)?
Za dg se dosadi podle (3.5)).

a tedy

M, = ;(—1)3 (Z) 2n27z - (2"8_ 3) 812 (n— s)? =

=2-nl- ) (=1)"(n— S)!QnQT s (2ns_ S)’

s=0

coz odpovida vztahu (3.6)).

Vidime, ze obé zminéna feSeni vychazi z ndpadu pouzit princip inkluze a ex-
kluze a vyzaduji vypocet ds. Autori druhého feseni povazuji za klicovou myslenku
neposazovat ddmy jako prvni. Jeji vyznam necht posoudi ¢tendr sdm.

3.2 Vézové polynomy

Nyni si ukdzeme, jak se da tloha o hostech prehlednéji znazornit a zptusob jejiho
feseni zobecnit. Piedpoklddejme, Ze zeny se jiz usadily. Zidle pro muze oznacéme
1,...,n, jak ukazuje obr. Na obr. [3.3]jsou pak vybarvena policka odpovidajici
zidlim, které se nachdzi vedle zeny daného muze. (F' znaé¢i Zeny, M muze a
manzelé jsou pravé ti se shodnym indexem.) Vyhovujicimu rozesazeni muzu
ziejmé odpovidéd takovy vybér bilych policek, kdy je z kazdého radku i kazdého
sloupce vybrano pravé jedno.

1 oo
My
Fe F2 M,
6 3 Ms
My
Fs Fs Ms
5 4 Me .
Fq
Obrazek 3.2: Oznaceni zidli pro Obrazek 3.3: Zpusob znazornéni
muze (n = 6). omezeni pro muze (n = 6).

Vyhovujici rozesazeni si muzeme piedstavit i jako rozmisténi n vézi na bila
pole, pii kterém na sebe zadné dvé nemiii, vzajemné se neohrozuji. (Véz je sachovéa
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F1

M, Ms
Fe F2
M4 Ml
Fs F3
[ —

4

Obrazek 3.4: Neohrozujici se véze znazornujici vyhovujici rozmisténi muzu.

figura, kterd se pohybuje rovné, po sloupci nebo fadé, o libovolny pocet poli.)
Jedno takové rozmisténi je ukazano na obr. |3.4]

Ulohu o hostech jsme vlastné pievedli na problém rozmistovani vézi. Ten
vyfresime opét pomoci principu inkluze a exkluze, dojdeme vsak k poznatkum
uziteénym i k feseni jinych tloh. Vychazime ze [3] a [4].

Oznacme A; mnozinu vSech takovych rozestaveni n neohrozujicich se vézi,
kde se na -tém Fadku nachéazi véz na ¢erném poli. Nasim cilem je tedy urcit
my, =n!—]A;U...UA,|, kde n! je pravé pocet vsech moznych rozmisténi veézi.
Necht dale v, znaci poéet viech moznych rozmisténi & neohrozujicich se vézi na
¢ernd pole. Z principu inkluze a exkluze (obdobné jako jsme dostali a (3.3))

dostavame
n

m, =n! — Z (—1)* o (n — k)!
k=1

A polozime-li vy = 1, pak

n

M =Y _ (1) vp(n — k)! (3.7)

k=0

Zde se na chvili zastavme a uvédomme si, ze vztah je o néco ,uni-
verzalnéjsi“, nez bychom se v prvni chvili mohli domnivat. Pii jeho odvozeni
jsme totiz nepotiebovali znat, kterd policka jsou vybarvena ¢erné a ktera bile.

Trochu odbo¢me a zavedme si nékolik novych pojmu. Mnozinu vybarvenych
policek ve ¢tverci n krét n nazvéme sit. (Jednd se tedy o mnozinu usporadanych
dvojic z ¢fsel 1, ..., n.) Necht déle v, (S) je pocet vSech rozmistén{ k& neohrozujicich
se vezi v siti S a vg(S) = 1. Pak

v(z,S) = Z v, (S)ak

k>0

nazyvame vézovym polynomem sité S.

Déle muzeme hovotit o permutacich s omezujicimi podminkami. Praveé k urco-
van{ jejich po¢tu ndm vézové polynomy slouzi. Necht jsou ddny mnoZiny omezeni
Oy,...,0, C{1,...,n}. Permutaci s omezujicimi podminkami n prvka nazyvame
kazdou n-prvkovou permutaci p takovou, ze p(i) ¢ O;. Oznacime-li p,, pocet vSech
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permutaci s omezujicimi podminkami, dostavame vztah odpovidajici (3.7)), a to

n

pr= Y (=D u(S)(n — k), (3-8)

k=0
kde S = {]i, ], 7 € O;}. Vse si ukdzeme na piikladeé.

Uloha 21. Béhem vecirku se pét hostu rozhodlo poridit spolecné foto. Kolika
zpusoby se mohou postavit do Tady, jestlize proni z nich nechce stdt presné upro-
stred, treti nechce byt na kragi, paty naopak na kraji byt chece a druhy se cturtym
st Zadné podminky nekladou?

]
] ] ] N
B

Obrazek 3.5: Omezeni pro uspo- Obrazek 3.6: Rozklad na dvé
radani hostu pii foceni. nezavislé site.

Situaci znazoriiuje obr. (3.5, Uréime vézovy polynom pro tuto sit. Ziejmé
neptjde rozmistit vic nez tii véze. Pro jednu véz existuje Sest moznosti, pro
dve véze deset a pro tii ¢tyfi, cili vo(S) = 1, v1(S) = 6, v2(S) = 10 a v3(S) = 4.
Vézovy polynom sité je

v(x,8) =1+ 62+ 102* + 42°.
A pocet moznych postaveni danych hostu do fady, ziskany dosazenim do (3.8)), je
pn=>0—6-414+10-3! —4.2! =28.

Zatim jsme si oziejmili smysl koeficientu vy (S), nikoli vSak samotného poly-
nomu v(z,S). Jde o to, ze koeficienty vg(S) se pro slozitéjsi sité urcéuji piimo
dost obtizné. Daji se ale ,vycist* prave z v(zx,S). Ukdzeme si dva vztahy, které
usnadnuji uréovani vézovych polynomu. Jejich odvozeni je mozné najit v [4].

Sité S; a S, nazyvame nezavislé, jestlize nemaji zadny spoleény tadek ani
sloupec (tj. pokud [i,7] € Sy a [k,I] € Sy, pak i # k a j #1). Necht S = S; U Ss,
kde S; a S5 jsou nezavislé, potom

v(z,S) =v(x, 1) - v(x, Sy). (3.9)

Necht S je sit a w € S né&jaké jeji policko. Sit, ktera vznikne z S vynechdnim

policka w, oznacime S, a sit, kterd vznikne z S vynechanim vSech policek z iddku
a sloupce, v nichz se nachazi w, oznacime S/,. Plati

v(z,S) =v(x,Sy) +x-v(x,S),). (3.10)
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Ukézeme si, jak vyuzit vztah (3.9) v nasf tloze. Sit S muzeme rozlozit na dvé
nezavislé sité, viz obr. Necht S je tmavsi sit a Sy svétlejsi. Ziejme vy (S)) = 2,
Ul(Sg) =4a Ug(SQ) = 2. Odtud

v(x,S) =1+2z
v(x,Sy) = 1+ 4z + 227
v(x,S) =v(z,S)) -v(x,S) = (1 4+ 22)(1 + 4z + 22°) = 1 + 62 + 102° + 42°.

S S, S,

Obrazek 3.7: Sité piislusejici zvolenému policku w.

Ackoliv zde je situace jednoduchd, muzeme si na siti Sy predvést vztah (3.10)).
Zvolme w tak, jak je ukdzdno na obr. Dost4dvame

v(x,Sy,) =143z
v(x, Sy ) =1+2z
v(z, %) = v(x,Ss,) + - v(z, Sy )= (1+3z) +z(1+2z) =1+ 4a + 227

Nyni zminime jednu klasickou 1lohu, a to uréeni poc¢tu permutaci bez pevnych

bodfl Regena je napt. v [3] nebo [16].

Uloha 22. Hosté se zvedli od stolu a §li si zatancit, pricemz se spdrovali zcela
ndhodné (ale vidy muz se Zenou). Jakd je pravdépodobnost, Ze Zadniy manzelsky
pdr netanci spolu?

Vsech moznych sparovani je n! a ta, kde zadni manzelé netanci spolu, odpo-
vidaji permutacim s omezujicimi podminkami zndzornénym na obr. [3.8]

Obrazek 3.8: Sit pro permutace bez pevnych bodu.

*Permutace bez pevného bodu je takovd permutace p, kde pro viechna i plati p(i) # i.
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Vidime, 7e se jedna o sit, ktera vnikne sjednocenim n nezdvislych (jednopo-
lickovych) siti. Vézovy polynom kazdé z nich je 1+ z. Z (3.9)) plyne

v(r,S)=(1+z)"=14+nz+ (Z)x2+ (§>x3+...+x”

Pn = i(—l)k(Z) (n— k) = Z (—1>kZ_:.

k=0 k=0

n = _1 k
Vysledna pravdépodobnost je tedy p_' = E % Abychom ziskali lepsi
n! !
k=0

predstavu o tom, k jaké hodnoté se tato pravdépodobnost priblizuje, pozname-
J J
L (=1)F 1
nejme, ze E ( k'> = — =0,368.
! e
k=0

Nyni se vratme k wloze o hostech. Urcime vézovy polynom sité z obr. (pro
libovolné n > 3). Ozna¢me jako w policko v levém dolnim rohu a hledejme vézovy

polynom pro S, a S}, (viz obr. 3.9).

S Sw Sv

Obrézek 3.9: Uloha o hostech — vypocet vézového polynomu.

Sité typu S, nebo S!, sestavajici z m policek budeme nazyvat m-schodiste.
(Tj. Sy je (2n — 1)-schodisteé a S!, je (2n — 3)-schodisté.) Odvodime si vzorec pro
vézovy polynom m-schodisté. Chceme-li na schodisté umistit k£ neohrozujicich se
vézi, nesmi byt zadné dvé z nich na sousednich polich. Snadno domyslime, Ze pocet
vSech moznych rozmisténi odpovida poc¢tu k-¢lennych kombinaci nesousednich

prvku z m prvku, tedy
m—Fk+1
k 7

jak jsme odvodili difve (viz (3.4])). Na m-schodisté muzeme umistit nanejvyse
| (m + 1)/2] vézi. Piislusny polynom je tedy

Bl

2

3 (m _: * 1)95’9 (3.11)

k=0

Abychom pri néasledujicich vypoctech predesli nejasnostem, dohodnéme se, ze

pokud 7 & s je zdporné nebo s > r, pak (1) = 0. Z (3.10) a (3.11)) dostavdme

n n—1
v(z,S) =v(x,Sy) +x-v(x,S.,) = Z <2nk_ k> zF + :CZ <2n _kk - 2) =
k=0

k=0
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= 2n—k\ , ~=(2n—k-1\ , ~ 2n [2n—k)\ ,
- < k >x+ ( k-1 )x —ZQn—k( k )x
_ 2n 2n — k
7 My, = —1)* — k).
Odtud uz m, Z( )2n—k< f )(n k)

k=0
Poznamenejme, ze jsme dostali vg(S) = d, viz (3.5), jak se dalo ocekavat.

Smyslem bylo ilustrovat zpisob pouziti véZovych polynomi, nebot jej budeme
potiebovat k feseni dalsi 1lohy.

3.3 Kdyz uz sedi reditel

Nyni se podivame na variantu tlohy o hostech, kdy se k Zzenam uz jeden muz
usadil. Budeme se ptat, kolika zptuisoby se mohou rozesadit ostatni muzi, a pozdéji
navic objasnime, zda pocet téchto rozesazeni zavisi ¢i nezavisi na tom, které misto
zvolil prvnf muz. Resenf nésledujici tlohy pochazi z [26].

Uloha 23. Prozrad'me si, zZe myslenka nesedét vedle svych manzelek vznikla
v hlavé reditele firmy, na jejimz vecirku se prdavé nachdzime. Jeho duvody po-
nechme stranou. Ostatnim muzum toto navrhl ve chvili, kdy uZ Zeny sedeély. A
pak sam jako proni zaujal misto. Kolika zpusoby se mohou posadit ostatni muzi
tak, aby teditelovu poZadavku vyhovéli?

Bez jmy na obecnosti predpoklddejme, Ze feditel je muZ prvni Zeny. Necht
se usadil na r-tou zidli (r € {3,...,n}). Budeme urcovat vézovy polynom sité
S, ktera vznikne, vypustime-li ze sité pro tlohu o hostech prvni fadek a r-ty
sloupec. Polozme A = S/ a B = S,,. Vidime, ze sité¢ A i B se kazda skladaji
ze dvou nezdvislych siti (viz obr. [3.10). Site A; a By jsou (2r — 5)-schodisté, A,
je (2(n — r) — 1)-schodiste a By je 2(n — r)-schodiste. Z (3.9), a

dostavame
r—2
2r —i—4\ .
v(x, Ay) = v(z, By) Z( ret )xl
=0
o =) =g . ! 2n—r) — 7+ 1\ .
U(ZIJ,AQ)—Z(( ) )xz_ Z <( )_1] )LL’J_I
i=0 g §=0 J
n—r 2 . o 1 . n—r+1 2 . o 1 .
(ZL‘,BQ) ( (n 7’)‘ J + )I] — Z ( (n 7’)‘ J + )CL‘]
=0 J =0 J

v(x,S) =x-v(x, Ay) - v(z, Ay) + v(x, By) - v(z, By) =

(
SR )

i= =0
n— r—2 .
2r—i—4\ [(2(n—1r)—k+i+2
_ k
()T

Pocet moznych rozesazeni zbylych n — 1 muzu poté, co se feditel posadi na
r-tou zidli, je

nz_l(—l)k(n k1) :: (27« _Z — 4) (Q(n - r)k—_zz +i+ 2).

k=0



A2 BZ

A=S, B=S,

Obrézek 3.10: Varianta ulohy o hostech, kdy jiz sedi feditel (n = 10, r = 5).

V souvislosti s touto ulohou si polozme jesté nasledujici otazku.

Uloha 24. Pro kterd n je pocet moznijch rozesazeni ostatnich muzu nezdvisly na
tom, kam usedl reditel?

Tj. hledame takova n, kde je pro vSechna r = 3,...,n potet moznych roze-
sazeni ostatnich muzu stejny. Uloha pochdzi z [26]. Autor vyslovuje domnénku,
ze TeSenim je pouze mnozina hodnot {3,4,6}, ale nemd pro ni dukaz. Zde ji
dokazeme.

Piipady pro n = 3,...,6 neni problém rozebrat kazdy zvlast a domnénka
jim odpovida. Zabyvejme se témi ostatnimi. Budeme tvrdit, ze pro n > 7 maji
zbyvajici muzi vice moznych zpusobtu rozesazeni, kdyz si feditel sedne na ¢tvrtou
zidli, nez kdyz si sedne na tieti. S{té pro obé situace zndzornuje obr. [3.11} Vznikly
ze sité n krét n dlohy pro hosty vynechdnim prvniho fadku a tretiho (situace A),
resp. ¢tvrtého (situace B) sloupce.

K dikazu nebudeme pouzivat princip inkluze a exkluze, nybrz jenom porov-
nivat pocty dobrych rozesazeni pro dané pripady. TakZe véZe rozmistujeme na
bila pole. Vidime, ze vyjma tii hornich fadku jsou sité naprosto shodné. Muzeme
si predstavit, ze nejdiiv rozmistime n — 4 vézi na n — 4 spodnich rddku (tj. do
prostoru pod ¢arou). Pro kazdé rozmisténi n—4 ,dolnich® vézi pak muzeme porov-
navat poCty moznych rozmisténi zbyvajicich tii ,,hornich* vézi ve tfech vrchnich
radcich pro situace A a B.
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Obrazek 3.11: Sité pro situace, kdy feditel sedi na treti (A) a na ctvrté (B) zidli.

Rozebereme jednotlivé pripady podle toho, které sloupce zustanou volné po
rozmisténi ,dolnich® vézi:

e Je-li obsazen tteti sloupec zleva, maji ,horni“ véze v A i B stejné moznosti,
pocet ziskanych rozestaveni je tedy v obou situacich stejny.

e Je-li volny tieti sloupec zleva a oba sloupce s nim sousedici, maji v A i B
,horni“ véze prave jeden zpusob, jak se rozmistit.

e Je-li volny tieti sloupec zleva a oba sloupce s nim sousedici jsou obsazeny,
je v Ai B prave pro jednu ,horni“ véz déno, kam se umisti (jen jedna z nich
muze byt ve tfetim sloupci zleva), zbyvajici dvé maji dvé moznosti jak se
rozmistit.

e Je-li volny druhy a treti sloupec zleva a ¢tvrty je obsazen, jsou v situaci A
dvé moznosti rozmisténi ,hornich“ vézi, ale v situaci B pouze jedna.

e Naopak, je-li volny tieti a ¢tvrty sloupec zleva a druhy je obsazen, je
v situaci A jedind moznost rozmisténi ,hornich® vézi a v situaci B dvé.

Vidime, Ze pro porovndni jsou podstatné jenom posledni dva body. Necht z je
pocet rozmisténi ,,dolnich“ vézi odpovidajicich predposlednimu bodu a y posledni-
mu. Rozdil po¢tu moznych rozesazeni v A a B je ziejmeé (2z+y)— (z+2y) = z—vy.
Chceme-li ukézat, ze v situaci B je pocet vSech moznych rozesazeni vétsi nez
v situaci A, staci dokéazat, ze y > z. To jde snadno. Uvédomime si, ze co se tyce
,dolnich“ vézi, nemuze ve ¢tvrtém sloupci zleva stat véz ve ¢tvrtém radku shora,
zatimco na druhy sloupec zadna omezeni nejsou. Odtud vidime, Ze y je vétsi nez
x praveé o pocet rozmisténi ,dolnich®“ vézi, pii nichz stoji véz ve druhém sloupci
na ctvrtém radku (a teti a ¢tvrty sloupec je volny). Kazdy uz sdm domysli, ze
pro n > 7 aspon jedno takové rozmisténi existuje. Tim je domnénka dokazana.

Jesté si povézme, pro¢ argument z tohoto dukazu nefunguje pro n = 6. Vidime
(viz obr. , ze zde je jesté ,prilis stisnény prostor. Umistime-li véz ve ¢tvrtém
fadku na druhy sloupec, nemuzeme umistit véz na spodni fadek tak, aby zustal
treti a ctvrty sloupec volny.
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Obrazek 3.12: Situace pro n = 6.

3.4 Neékolik poznamek

Vratme se nyni zpatky k tiloze o hostech. Jesté je totiz vhodné zminit, Ze pro ni
existujf i rekurentni Feseni, historicky starsf nez ta vyse zminénd. Resenf z roku
1903 od H. M. Taylora je popséno v [§]. Také na pocatku predpokladd, ze zeny
se jiz posadily. Je pomérné slozité a vede na soustavu rekurentnich rovnic

Api1=m—=2)A,+Bn—-4)B, +C,
Bn+1 = An + Bn
Cn-i—l = (2” — 1>Bn + Cn,

kde A,, je pocet viech vyhovujicich rozesazeni n muzu (tj. zadny muz nesedi vedle
své zeny). B, je pocet vSech moznych rozesazeni n — 1 zbyvajicich muzu tak, aby
zadny z nich nesedél vedle své Zeny, jestlize jeden muz jiz sedi, a to vedle své
zeny. A C), je pocet vSech moznych rozesazeni n — 1 zbyvajicich muzu tak, aby
pravé jeden z nich sedél vedle své Zeny, jestlize jeden muz jiz sedi, a to vedle své
zeny. 7 této soustavy rovnic je dédle odvozena tzv. Laisantova rekuretni formule

(n—1)Ap1=0>—-1DA, +(n+ 1A, +4-(=1)" pron > 4.

Pomérné snadnou tpravou ji lze prevést do podoby, odkud je vypocet A,
o néco jednodussi, a to

A, =nA,1+2A, 2o —(n—4)A,_ 53— A,y pron>T1,

pricemz Az =1, Ay = 2, A5 = 13 a Ag = 80. Jesté pripomenme, ze pocet vSech
reSeni ulohy o hostech je M, =2n!- A,,.

Pro nasi predstavu si zavérem uvedeme nékolik prvnich hodnot A, a prav-
dépodobnost, s jakou se muzi posadi tak, aby nebyli vedle svych zen, rozesadi-li
se zcela nahodné. Ta je zfejmé p, = A, /nl. Ve ukazuje tabulka Ve [14] je
dokazano, ze lim p, = 2 = 0,1353.

n—oo
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nl A [ P
3 10,1667
4 2 10,0833
5 13 | 0,1083
6 80 | 0,1111
7 979 | 0,1149
8 4738 | 0,1175
9 43 387 | 0,1196

10 439792 | 0,1212
11 4890 741 | 0,1225
12 29 216 642 | 0,1236
13 775596 313 | 0,1246
14| 10927434 464 | 0,1253
15 | 164 806 435 783 | 0,1260

Tabulka 3.1: Uloha o hostech — hodnoty A,, a p,.
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4. Hlasovaci problém

Uloha 25. Ve volbdch souperi dva kandiddti. Pruni z nich dostal a hlasu, druhy
b hlasu, pricemz a > kb, kde k je prirozené cislo. Jakd je pravdépodobnost, Ze
v prubéhu celého scéitdni mél proni kandiddt vic hlasi, neZ je k-ndsobek poctu
dosud sectenyjch hlasiu jeho soupere?

Tento problém zvetejnil v roce 1887 Joseph Bertrand, jen pro k = 1, a nasledné
Emile Barbier, jiz v této obecné podobé. S fesenim pro k = 1 brzy pfisel Désiré
André. Prvni feseni obecného problému pak roku 1923 zaznamenal A. Aeppli. Nej-
Nékteré z nich si ukazeme nize. Pochazi z [21] a [22], kde je mozno najit i mnoho
odkazu tykajicich se tohoto tématu.

4.1 Reseni pomoci pieklopeni

Nejdiiv si ujasnéme, co piresné budeme pocitat. Pfedpokladejme, ze hlasy jsou
sCitany v nahodném poradi jeden po druhém. Muzeme tedy fict, Ze jsou na
zacatku usporadany do néjaké posloupnosti. Nas zajima pomér vyhovujicich po-
sloupnosti ku vsem. Hlas pro prvniho kandidata znac¢me A a hlas pro druhého B.
Protoze hlasy pro kazdého z kandidatu jsou navzdjem nerozlisitelné, je pocet vsech

moznych posloupnosti
a+b
) 4.1
(0 (4.1

Z a+b pozic v usporadéani jich totiz a vybirame pro hlasy A. Napt. proa = 5,b = 2
a k = 2 existuje 21 posloupnosti, ale pouze tfi z nich vyhovuji (nazvéme je dob-
ré). Konkrétne AAAAABB, AAAABAB a AAABAAB. Naopak AAAABBA
je nevyhovujici ($patnd), protoze po Sestém kroku (v situaci AAAABB) nem4
prvini kandidét vic nez dvojnasobek poctu hlasu druhého kandidata. Vyslednd
pravdépodobnost je tedy 3/21 = 1/7.

Nejdiive budeme tlohu tesit pro k = 1, tj. zkoumame, zda ma prvni kandidat
po celou dobu séitani vic hlasu nez kandidat druhy. Posloupnost hlasovacich listka
budeme znézornovat jako cestu ve ¢tvercové siti zacinajici v pruseciku os, pricemz
listku A odpovida krok (1,1) a listku B krok (1, —1). Kazd4 cesta tak ziejmé
koné¢i v bodé [a + b,a — b]. Dobré cesty jsou ty, které jsou po celou dobu nad
osou z. Napft. posloupnost AABBABBAAA zndzornime jako na obrazku [4.1]
Vidime, zZe je $patnd, protoze se dotyka osy z (a dokonce pod ni pozdéji i klesne).
Prvnim spatnym krokem je ten ¢tvrty. Cesty zac¢inajici hlasem A, resp. B, budeme
nazyvat A-cesty, resp. B-cesty.

A nyni muzeme pristoupit k feseni. Nejdiiv si uvédomime, ze kazda B-cesta
je urcité Spatna. B-cest je celkem

a+b—1
(451, ”

protoze ze zbylych a+ b — 1 pozic jich a vybirdme pro listky A. Klicovou otazkou
pro nas bude, kolik A-cest je také spatnych. Ukazeme si, ze pocet Spatnych A-cest

<

*Pojmem ,krok (z,y)* rozumime posunuti o vektor (z,y).
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Obrazek 4.1: Znazornéni posloupnosti hlasi AABBABBAAA jakozto cesty ve
¢tvercové siti.

je stejny jako pocet vSech B-cest, a to tak, ze mezi mnozinami téchto cest najdeme
bijekci.

A
S
/
N,
\ V"
\p,

Obrazek 4.2: Bijekce mezi B-cestami a Spatnymi A-cestami.

Pro spatnou A-cestu vezmeme prvni misto jejtho dotyku s osou x. Cely poca-
tecni tsek cesty az po tento bod pak podle osy x ptreklopime. Dostaneme tak
B-cestu (viz obrazek . ijlné stejny postup pouzijeme k nalezeni Spatné
A-cesty prislusejici dané B-cesté. A bijekce je na svété. Zjistili jsme tedy, ze

b—1
ot ) Odectenim vsech Spatnych cest od (4.1)

Spatnych A-cest je také (
a

dostavame
a+b a+b—1 a+b (a+b—1)! b a+1b
-2 = —92. L2 -
a a a allb—1!" b a+d
a+b 2b a—bfa+b
( a )( a+b) a+b( a ) (43)
Pravdépodobnost, ze prvni kandidat mél v prubéhu séitani vzdy vice hlasu nez

a—>b

a+b

druhy, je tedy

Pro zajimavost si ukdzeme jesté jiny zpusob, jak zjistit pocet Spatnych A-cest.
Budeme hledat bijekci mezi Spatnymi A-cestami a posloupnostmi tvorenymi a hla-
sy A a b— 1 hlasy B. Méjme $patnou posloupnost zacinajici hlasem pro A a na-
jdéme prvni B, které ji kazi. To rozdéluje posloupnost na dva tseky. B odstranme
a useky prohodme. Nové vznikla posloupnost je tvofena a hlasy A a b — 1 hlasy
B. Prehledné je vse zndzornéno na obr. 4.3

Jak pro posloupnost tvorenou a hlasy A a b — 1 hlasy B najit ji odpovidajici
Spatnou posloupnost zac¢inajici hlasem A? Postupujeme odzadu az k prvnimu A,
po jehoz zapocteni pocet A prevysi o jedna pocet B. Vlevo od tohoto A posloup-
nost rozdélime na dvé ¢asti, ty prohodime a vlozime mezi né B (viz obr. .
Odtud uz plyne, ze pocet Spatnych A-cest odpovida hodnoté .
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AABBABAAM» AAB ABAAM» ABAAAAB
odebrat prohodit

Obrazek 4.3: Pro $patnou A-cestu hledame cestu tvorenou a hlasy A a b — 1
hlasy B, (a =5, b = 3).

ABAAMAAB ®»> ABAA AAB» AABBABAA
vyhledat prohodit dodat

Obrazek 4.4: Pro cestu tvofenou a hlasy A a b — 1 hlasy B hledame spatnou
A-cestu, (a =5, b= 3).

4.2 Reseni pomoci otoceni

Nyni se podivejme, jak se uloha zméni pro & > 1. Posloupnost hlasu muzeme
opét znazornovat jako cestu ve Ctvercové siti. Podstatné je to, ze B bude nyni
odpovidat kroku (1, —k), nebot jeden hlas B vyvazuje pro nase potreby & hlasu
A (dobré cesty jsou opét ty, které se po celou dobu drz nad osou x). Tim, ze
kroky pro A a B nyni nejsou symetrické a po preklopeni ¢asti cesty podle osy x
by nové vzniklé kroky neodpovidaly ani A, ani B, nelze uplatnit stejny zpusob
jako v predeslé sekci. Poradime si ale podobné.

Budeme pocitat, kolik je Spatnych cest, piicemz si je rozdélime podle toho,
kde koncf jejich prvni §patny krok. To muze byt na ose x nebo az k jednotek pod
ni. Ozna¢me B; mnozinu téch cest, jejichz prvni spatny krok konéi i jednotek pod
osou z, ¢ = 0,...,k. Mnoziny B; jsou zfejmé po dvou disjunktni. Navic do By
patii prave ty cesty, které zac¢inaji krokem dolu. Jejich pocet jiz zndme, viz (4.2)).

Klicovym pro nase feseni je fakt, ze |B;| = |Bg| pro viechna i = 0,...,k — 1.
To si ukazeme pomoci bijekce mezi mnozinami B; a By. Pro cestu z B; najdeme
prislusnou cestu z By tim, ze poc¢atecni usek cesty véetné prvniho $patného kroku,
otoc¢ime o 180° tak, aby se koncové vrcholy tohoto tseku zobrazily jeden na druhy
(viz obrézek. Urcité dostaneme cestu z By, protoze otaceny tsek konc¢i krokem
(1, —k), kteryzto bude po otoceni prvnim krokem doli. Obdobnym zpusobem
dostaneme pro cestu z By zpatky cestu z B;, a to tak, ze otacime usek cesty
konéici v prvnim vrcholu lezicim 4 jednotek pod osou x. (Takovy vrchol urcité
existuje, nebot ,stoupdme” pouze po jedné a vzhledem k piedpokladu a > kb se
cesta zacinajici od B musi nékde dotknout osy x.) Zjistili jsme tedy

b—1
]Bi\:(a+a ) proi=0,..., k.

Odtud po odecteni od (4.1)) dostavame, ze pocet vsech vyhovujicich usporadant
hlasu je

1 1 _
a+b C(k+1) a+b _ 1_(k+ Wb\ [a+b _a—kbla+b |
a a a+b a a-+b a
Pravdépodobnost, ze prvni kandidat meél po celou dobu séitani vic nez k-nésobek

a—kb
a+b’

poctu hlasu druhého, je tedy
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Obrazek 4.5: Bijekce mezi By a By, (k= 3,a =8,b=2).

4.3 Reseni pomoci matematické indukce

Resen{ ﬁlohy jiz zname. Oznacime-li Ny (a, b) pocet vSech vhodnych usporadani
hlasu pro dana a, b, k, muzeme psat

Ni(a,b) = aalké;b (‘L : b). (4.4)

Pokud vztah y,2uhodneme®, neni jiz problém dokéazat jej indukeci vzhledem
k a, b, a to nasledovné. V prvnim kroku ovéiime, ze vztah spliuje Ni(a,0) = 1 pro
vSechna a > 0 (pokud jsou vSechny hlasy jen A, pak jdou usporadat préavé jednim
zpusobem, a ten je spravny) a dédle Ni(kb,b) = 0 pro vSechna b > 0 (pfislusnd
cesta pro a = kb koné¢i na ose z, a tudiz je vzdy Spatnd).

Necht ddle a > kb. Ve druhém kroku predpoklddejme, ze dokazovany vztah
plati pro vsechny dvojice [p, q], kde 0 < ¢ < b a kq < p < a, vyjma [0, 0], kde neni
definovén, a [a, b]. Dokdzeme, Ze pak plati i pro [a, b]. K tomu vyuzijeme rovnici

Nk(a, b) = Nk(a - 17 b) + Nk(a, b— 1)

Prava strana odpovida souctu dobrych cest konéicich hlasem pro A a dobrych
cest koncicich hlasem pro B. Diky indukénimu predpokladu tak dostdvame

o=y () () -
:a——.a(a—l—) a—kb+k (a+>:

at+b—1 a+b a a+b—1 a+b a

_ (a—kb)(a+b—1)(a+b) :a—kb<a+b)’

(a+b)(a+b—1) a a+b \ b
¢ili vysledné pravdépodobnost je (a — kb)/(a + b).

4.4 ReSeni usporadanim do kruhu

Nésledujici feseni je fascinujici svoji jednoduchosti. Hledanou pravdépodobnost
zde dostaneme, aniz bychom pocitali vSechny posloupnosti.
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Usporadejme vsech a + b hlasovacich listkia do kruhu (libovolnym zpusobem).
Od kteréhokoliv listku muzeme zacit a ve zvoleném sméru séitat hlasy. Ukazeme,
ze prave a — kb listku je vhodnym zacatkem, tj. posloupnost, kterou takto dosta-
neme, spliuje podminky zadani.

Konkrétné si muzeme predstavit, ze na misté hlasu A je ¢islo 1 a na misté B
je —k. Tato cisla postupneé sc¢itame, piicemz dobra posloupnost je takova, pro kte-
rou je prubézny soucet stale kladny. Klicovym pozorovanim je to, ze vypustime-li
z kruhu souvisly usek

1,...,1,—k, (4.5)

——

k jednicek
neodstranime zadny vhodny zacéatek. (Pii pocitani od kterékoliv z téchto jednicek
bychom se po odecteni k dostali na nulu nebo pod ni.) Diky tomu, Ze soucet tohoto
useku je 0 a —k je az na jeho konci, neovlivni jeho vynechani skutecnost, zda ¢isla
lezici mimo néj jsou ¢i nejsou vhodnym pocatkem.

Ijseky postupné vypoustime tak dlouho, dokud v kruhu zbyva néjaké —k.
Takovy usek urcité vzdy existuje, protoze aktualni pocet hlasu A v kruhu je vzdy
alespon k-nasobkem aktualniho poc¢tu hlasu B.

Abychom se zbavili viech —k, odstranime tisek celkem b-krat. Na zaveér
tedy zbyva v kruhu pravé a — kb jednicek. Protoze v ném jiz nejsou zaporné
hodnoty, je zfejmé kazda z nich vhodnym pocatkem. Tj. z a + b posloupnosti
znazornénych pomoci jednoho kruhu, jich je a — kb dobrych. Cely postup ukazuje
obrazek (4.6l

Pro kazdou posloupnost existuje pravé jeden kruh, kterym je zndzornéna (po-
vazujeme-li pootocené kruhy za stejné). Muze se stat, ze nékterd posloupnost
je v daném kruhu vicekrat (pokud je kruh tvofen ze dvou nebo vice shodnych
usekt), ale pak jsou v kruhu zastoupeny ve stejném poctu i ostatni posloupnosti,
které tento kruh znazornuje. Nic to tedy neméni na skutecnosti, ze pomér dobrych
posloupnosti ku vsem je (a — kb)/(a + b), coz jsme chteli dokazat.

A A 1 1 1@@

A B 1 -2 @ 1

A A 1 1 1 1 1 1

A B 1 -2 1 ) 1 )
B A -2 1 -2 1 -2 1

P ‘oo WLt

Obréazek 4.6: Odebirani z kruhu pro a = 7, b = 3, k = 2. Z posloupnosti
znazornénych timto kruhem je dobra pouze ta zacinajici vyznacenym A, ¢ili
AAAAABABAB.
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4.5 Reseni pomoci klicovych vrcholia

Néasledujici dukaz je o néco komplikovanéjsi, coz mu vsSak neubirda na zajima-
vosti. Oznaéme A = A(a,b, k) mnozinu vSech cest pro dand a,b, k. Necht P je
libovolna cesta z A. Pro P definujeme mnozinu L(P) obsahujici a — kb hodnot
x-ovych souradnic vrcholu P nésledujicim zpusobem: Z hodnot y-ovych souradnic
vrcholu P najdéme tu nejmensi a oznacme ji yo. Do mnoziny L(P) pak pro kazdé
Y=1%0,Y% +1,...,90+ (a — kb) — 1 zafadime nejvétsi x takové, ze [z,y| € P (viz
obrézek [4.7). Poznamenejme, ze pro véechny P plati L(P) C {0,...,a+b—1}.

1N \ \ Y\
N ) i

Y ¥ !

a

Obréazek 4.7: Definice L(P) — ukazka pro dvé cesty z A(9, 3,2). V prvnim piipadé
L(P) ={4,5,9}, ve druhém L(P) = {0,4,11}.

Déle proi =0,1,...,a + b — 1 definujeme M; = {P € Al|i € L(P)}. Ztejmé

platf
S M| = (a — kb) (“:b) (4.6)

)

protoze |A| = (a+b) a |L(P)| = a — kb pro viechny P € A.

a
Nejdiive si uvédomime, ze |My| odpovidd poctu vsech dobrych cest. Mezi M,

a dobrymi cestami totiz existuje snadno odhalitelna bijekce:
e P dobrd = [0,0] nejnizsi vrchol v P = 0 € L(P) = P € M,.
e P € My = zadny dalsi vrchol P nelezi na ose x = P dobra.

Stézejnim pro nas dukaz bude ta skutecnost, ze |My| = |M;| pro vsechna
i=1,2,...,a+b— 1. Protoze mnozin M; je celkem a + b, vzhledem ke (/4.6

dostaneme b )
a— a—+
M, =
T a+b ( b )

coz je nam dobte znamy vysledek. Zbyva tedy najit bijekci mezi My a M;. Nejdiiv
ukazeme

P = XY[|€ M; (X je prvnich i kroki P) = Q =Y X dobr4.

Prvni vrchol iseku Y je ziejmé jeho nejnize polozenym. Jinak by nemohlo platit
i € L(P), nebot by se nékde napravo od [i, y;] nachdzel ve vysce y; jiny vrchol.
V cesté @ se tedy usek Y udrzi nad osou x a cestu ) nepokazi. Muze néco
pokazit nasledujici isek X7 V puvodni cesté P byly y-ové soutadnice prvniho a

*Zapisem P = XY rozumime, ze P je tvofena posloupnosti kroku X a za ni nésledujici
posloupnosti Y.
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posledniho vrcholu dseku Y rovny y; a a — kb. V nové cesté Q tedy bude y-ova
soufadnice posledniho vrcholu Y rovna a — kb — y;. V jaké vysce se nachézel
nejnize polozeny vrchol z X v P? Urcité ne nize nez v y; — (a — kb) + 1, protoze
Pritom X zacinal v [0,0]. V @ je tedy nejniZe polozeny vrchol X ve vysce nej-
méné (y; — (a — kb) + 1) + (a — kb — y;) = 1, ¢ili nad osou z. Takze @ je dobré,
tj. @ € My. Déle ukazeme

Q =YX € My (X je poslednich i kroku Q)) = P = XY € M,.

Dokazujeme, ze i € L(P). Tedy, ze napravo od [i, y;| neexistuje vrchol se stejnou
vrcholu v P. Nejdiiv si uvédomime, ze tisek Y byl v @) po celou dobu nad osou .
V P tedy bude po celou dobu nad trovni y;, coz mj. znamend, Ze napravo od
i, y;] neexistuje ve stejné vysce (a ani nize) zadny dalsi vrchol. Dalsi skutecnosti
nejméné 1. Odtud plyne, ze v P je rozdil y-ovych soufadnice i-tého vrcholu a
nejnize polozeného vrcholu nejvyse a — kb — 1, hodnota y; tedy patii mezi a — kb

cvv s

4.6 Souvislost s Catalanovymi ¢isly

Zéaverem si ukazeme, jak hlasovaci problém souvisi s Catalanovymi ¢isly. Lehce
jej pro tento tcel pozménime.

Uloha 26. Oba kandiddti dostali ve volbdch shodniy pocet hlasiu. Kolika zpusoby
lze usporadat hlasovaci listky tak, aby proni kandiddt mél po celou dobu scitdni
alesponi tolik hlastu jako kandiddt druhy?

Tj. polozili jsme a = b a k = 1. Déle jsme zménili podminku z ,(ostie)
vic“ na ,alespon tolik“ a neptdame se na pravdépodobnost, nybrz na pocet vsech
usporadani.

Necht n je pocet hlasi, které dostal kazdy z kandidatt, a C,, feSeni tlohy.
Posloupnost hlasu muzeme opét znazornovat jako cestu ve ¢tvercové siti. C), je
tedy pocet cest z [0, 0] do [2n, 0], které nikdy neklesnou pod osu x. Déle plati, ze
Ch—1 je pocet cest z [0,0] do [2n, 0], které nikdy neklesnou pod osu x a dotknou
se ji pouze v krajnich bodech. Pro¢? Protoze pro tyto cesty ziejmé plati, ze jejich
prvni krok je nahoru, posledni dolu a zbylych n — 1 hlasu pro A a n — 1 hlasu
pro B tvofi cestu, kterd nikdy neklesne pod piimku y = 1.

Ziejmeé tedy plati i to, ze C,,_1 je pocet cest z [0,0] do [2n — 1, 1], které se osy
x dotykaji pouze v [0, 0]. Tento pocet uz ale zndme, viz , jedna se o puvodni
hlasovaci problém (pro a = n, b =n — 1). Chceme-li tedy spocitat C,,, dosadime
a=n+1,b=n a dostavame

() - () - e

T om+1 (n+1)n!
1 (2n)! 1 [2n
T n+1 nn! n4+1\n )’

n
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1 2n
A prave jako C,, = — je definovano n-té Catalanovo ¢islo (pro vsech-
n n

na nezapornd celd ¢isla n). Nékolik prvnich hodnot C,, ukazuje tabulka . Na
Catalanova ¢isla vede velké mnozstvi kombinatorickych problému. Asi dvé sté
jich lze nalézt ve [27]. Napi. C,, je pocet viech (n — 1)-prvkovych posloupnosti
prirozenych éisel a; < ay < +-+ < a,_1 spliujicich 1 < a; < 2i. (Pron =4 to
jsou 1,2,3; 1,2,4; 1,2,5; 1,2,6; 1,3,4; 1,3,5; 1,3,6; 1,4,5; 1,4,6; 2,3,4; 2,3, 5;
2,3,6; 2,4,5 a 2,4,6, coz odpovida tomu, ze Cy = 14.) Dalsim prikladem muze
byt triangulace konvexniho (n + 2)-ihelniku pomoci jeho hlopticek tak, aby se
zadné dve nekiizily, viz obrazek [4.8] Pocet takovych triangulaci je také prave C,.

n |0[1[2]3]4]5 | 6
Co|1|1(2]5]|14]42 132

Tabulka 4.1: Hodnoty Catalanovych ¢isel.

Obréazek 4.8: Priklad problému vedouciho na Catalanova ¢isla — triangulace
(n + 2)-thelniku bez kifzeni uhlopricek, (n = 4).
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5. Uloha o skolaékach

Nejspis budete souhlasit, ze potfeba sdélit si navzajem nejzhavéjsi novinky ze
zivota je u dévcéat opravdu silnd. A kazdé dvé kamaradky si na sebe najdou
chvilku, at uz jsou okolni podminky sebekomplikovanéjsi. Snad pravé proto je
nasledujici diloha situovana do prostiedi divci internatni skoly.

Uloha 27. Patndct skolacek chodi na své kazdodenni vychdzky, a to vidy ve
trogicich. Jak se maji rozdélit, aby béhem jednoho tydne Sly kazZdé dvé alesporn
jednou pohromadé?

Tuto tlohu, zndmou jako Fifteen Schoolgirl Problem, privedl na svétlo svéta
roku 1850 britsky knéz a matematik Thomas P. Kirkman. Ke vSem (sedmi)
navzajem neisomorfnim fesenim dospél v roce 1862 Woulhouse. Zajemce je nalezne
v [6]. Nasim cilem bude ukdzat si, jak 1ze rozliénymi cestami dospét alespon k jed-
nomu feseni.

5.1 Primocaré reseni

Nejdiiv si uvédomme, ze zadani ilohy je ekvivalentni pozadavku, aby spolu sly
kazdé dvé divky pravé jednou, nebo také nejvyse jednou, protoze kazda divka
ma ¢trnact spoluzacek a kazdy ze sedmi dni jde se dvéma z nich. Nasim cilem
je vytvorit tydenni rozpis vychazek tak, aby kazdy den Sla kazda divka v jedné
z trojic a aby se béhem tydne vyskytla kazda dvojice pravé jednou, viz naprt.
tabulka [5.11

| Po | Ut St Ct P4 So Ne
1,2,3 | 1,45 [ 1,6,7 [ 1,8,9 [1,10,11[1,12,13[1,14,15
4,812 | 2,9,11 [ 2,8,10 | 3,5,7 | 3,4,6 | 2,56 | 2,4,7
5,10,14 | 3,13,15 | 3,12,14 | 2,13,14 | 2,12,15 | 3,9,10 | 3,8,11
6,9,15 | 6,8,14 | 4,9,13 | 4,10,15 | 5,8,13 [ 4,11,14 | 5,9,12
7,11,13 [ 7,10,12 | 5,11,15 | 6,11,12 [ 7,9,14 | 7,8,15 | 6,10, 13

Tabulka 5.1: Ukazka teseni ilohy o skolackach.

A¢ je zadani velmi prosté, najit feseni neni uplné jednoduché. Je celkem
prirozené pokouset se vytvorit vhodny rozpis metodou pokus — omyl s jistou
davkou systematicnosti. Bez vhodné myslenky se to ale nemusi hned podarit.
(Necht se ¢tendf chopi papiru a tuzky a sdm se o tom presvedci.) Zde si ukdzeme
Frostovo teseni uvedené v [§].

Vypliujeme tabulku o sedmi sloupcich. Jednu divku pevné zvolime (oznac¢me
ji ) a umistime na prvni fadek v kazdém sloupci. Divky, které jdou s x, oznac¢ime
postupné aq, as, by, ba, ..., g1, g2. Mame tedy:

| Po | Ut [ st | Ct [ Pa | So | Ne |
xb1by xdydy zfifz | 29192

rai1a9 TC1Co Te1€9
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Déle budeme pracovat bez indexu 1 a 2 a z pismen a, b, . .., g sestavime trojice
tak, aby se kazda dvojice vyskytovala pravé jednou. To je vzhledem k malému
poctu prvku trivialni. Dostaneme trojice abe, ade, afg, bdf, beg, cdg, cef. Kazdou
z trojic umistime do téch ¢tyt sloupcu tabulky, kde se v prvnim fadku nevyskytuje
z&dné z jejich pismen, viz tabulka [5.2

| Po | Ut | St | Ct | P4 | So | Ne |
xaiay | xbiby | weico | xdidy | werey | Tfifo | Tg1go
bdf ade | ade abc abc abc abc

beg | afg | afg | afg | afg | ade | ade
cdg cdg | bdf beg bdf beg bdf
cef cef | beg cef cdg cdg cef

Tabulka 5.2: Frostovo feSeni — pred prifazenim indexu.

Vidime, ze zbyva pismenum vhodné pritadit indexy 1 nebo 2. To provedeme
nejdiiv pro vSechny vyskyty trojice bdf, potom pro vSechny vyskyty beg atd.
(trojice bereme podle jejich poradi v tabulce). Pti tom se fidime témito pravidly:

e V jednom sloupci nesmi byt pro dané pismeno pouzit dvakrat stejny index.
e Zidna dvojice (indexovanych pismen) spolu nesmi byt vicekrat.
e Pokud prvni dvé pravidla neurc¢i index jednoznacné, indexujeme cislem 1.

Tim je tdloha vyfesena, viz tabulka [5.3] Pouzijeme-li pro oznaceni divek ¢isla
misto pismen (x = 1, a; =2, a3 = 3, ..., go = 15), dostaneme rozpis uvedeny na
zacétku kapitoly (tab. [5.1)).

| Po | Ut | St | Ct | P4 | So | Ne |
zrayay | xbiby | weycy | wdidy | wees | xfifa | £g192
bldlfl ardges | ardiey | agbaca | asbicy | arbacy | arbicy
baei1g1 | asfoge | asfigi | aifagr | a1 fige | axdaer | asxdies
cidage | c1digr | bidafa | bieige | badifo | bieagi | bada fi

coeafa | caerfi | baeaga | creafi | cadagr | cadige | cieifs

Tabulka 5.3: Frostovo feseni — konecna podoba.

5.2 Algebraické reseni

Nésledujici fesent je také mozné najit v [§]. Jednu divku (x) opét pevné zafixujeme
a ostatni rozdélime do dvou skupin. V obou skupinach ocislujeme divky 0 az 6.
V nasledujicim textu budeme oznacovat divky prvni skupiny malymi pismeny a
druhé velkymi. Pracovat budeme v télese Z7. Pokusime se najit rozdéleni divek,
které pro r-ty den (r = 0 pro pondéli,..., r = 6 pro nedéli) vypadd nésledovné:
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a+r a+r A+r
b+r pf+r B+r
c+r y+r CHr
d+r * D+r
E+r F+r G+r

Diky tomu, Ze se r kazdy den navysi o jednicku, dostane se kazda z divek praveée
jednou béhem tydne na kazdou z pozic svoji skupiny. Divky z prvni skupiny se
navzéjem potkavaji na prvnich tiech fadcich v prvnich dvou sloupcich. Cisla
kazdych dvou divek se navzdajem lisi o 1, 2 nebo 3. A kazdé dvé se musi setkat.
To ndm zaru¢i podminky

a—a=1, [f—-b=2, ~v—c=3. (5.1)

Podobné se divky z druhé skupiny potkavaji na poslednim radku, pokazdé tii
najednou. Ze stejnych duvodu jako vyse budeme pozadovat

F-E=1 G-F=2 G-E=3. (5.2)

Zbyvéa nam zajistit kontakty mezi divkami z ruznych skupin. Rozdil ¢isla divky
z druhé skupiny a ¢isla divky ze skupiny prvni je 0 az 6. Aby se setkaly kazdé
dvé, musi platit

{A-a,A—a,B—b,B—(3,C—¢,C—~,D—d} ={0,1,2,3,4,5,6}. (5.3)

Nyni se budeme snazit splnit vSechny vyse uvedené podminky. Jde to az
prekvapivé snadno. Nejdiiv rozestavime divky z prvni skupiny tak, aby plati-
lo . Déle umistime divky do sloupecku vpravo a snazime se vyhovét .
Zbydou nam c¢isla 3, 4 a 6, které, k nasi radosti a spokojenosti, spliuji ([5.2)).

a a A 0 1 _ 0 10 010
b B B 2 4 _ 2 45 2 45
c v C 3 6 _ 3 6 1 3 6 1
d *« D 5 x _ 5 x 2 5 x 2
E F G o - 3 4 6
Uloha je tedy vyteSena. Na zavér uvedeme rozpis vychazek na cely tyden
(divky prvni skupiny preznacéime na ao, ..., ag a druhé by, ..., bg).

| Po | Ut | st | Ct | P& | So | Ne |
a0a1b0 alagbl a2a3b2 a3a4b3 CL4CL5b4 a5a6b5 a6a0b6
asa4bs | azasbs | asagby | asapby | asaiby | apasbs | ajasby

aszagby | asapby | asaibs | agasbs | apasbs | arasbs | asasby
(1,5*1)2 aﬁ*bg (lo*b4 (ll*b5 ag*bﬁ ag*bo a4*b1

b3babs | babsby | bsbsbi | bbobs | bobibs | bibaby | babsbs

Tabulka 5.4: Algebraické feseni — kone¢na podoba.
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5.3 Geometricka reSeni — krychle a ctyrstén

Zajimavym pohledem na tlohu o skolackach je pohled geometricky. Zakladnim
principem je zvolit strukturu, kterda méa 15 prvku, jez odpovidaji jednotlivym
divkam, a pti konstrukei feseni pak vyuzivat ruzné symetrie mezi nimi. Nejdiive si
ukdzeme Feseni za pomoci krychle pochézejici z [7]. Zde si ho predevsim obohatime
0 nazorné obrazky.

Jak jde krychle a hodnota 15 dohromady? Inu, osm vrcholu, Sest stén a krychle
sama. Pro nazornost bude nejjednodussi ztotoznit divky s vrcholy krychle, sttedy
stén a stiedem krychle tak, jak je ukdzano na obrézku 5.1}

Obrazek 5.1: Divky odpovidaji zndzornénym bodum krychle.

Budeme postupovat ve dvou krocich. Nejdiive vytvoiime trojice, které splnuji
podminku, ze kazdé dvé divky jsou spolu pravé jednou. Ve druhém kroku ukazeme,
jak je mozné rozmistit tyto trojice do sedmi dnu. V tomto feSeni se objevi

nésledujici typy trojic (viz obr. [5.2)):
e stied krychle a dva protilehlé vrcholy (typ a)

stfed krychle a sttedy dvou protéjsich stén (typ b)

dva sousedni vrcholy a stied prilehlé stény (typ c)

stfedy ti{ sousednich stén (typ d)

dva protéjsi vrcholy jedné stény a stied stény protéjsi (typ e)

HIIY Y

Obrazek 5.2: Typy utvarenych trojic, postupné a az e.

Co se tyce trojic typu a, b a e, je situace jednoduchd — vezmeme vSechny mozné
trojice daného typu (tj. ¢tyfi a, tfi b a dvandct e). V piipadé typu c¢ zvolime
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12 7z 24 moznosti. Pro kazdé dva sousedni vrcholy je potieba zvolit jednu ze
dvou stén, s jejimz stfedem budou tvorit trojici. (Kdyby tvorily trojice se stiedy
obou stén, vyskytovaly by se tyto dva vrcholy spolu dvakrét, coz nechceme.)
Trojice vybereme tak, jak je znazornéno na obrazku|5.3|— za trojici volime vrcholy
kazdého z modrych trojihelnika (symetricky pro zakrytou ¢ést krychle). Podobné
pro typ d je potieba vybrat 4 z 8 moznosti tak, aby se stiedy zadnych dvou
stén spolu nevyskytovaly vicekrat. Vybér provedeme podle obrazku — kazda
trojice je urc¢ena jednim vrcholem krychle (modry). Vybereme trojice prislusejici

zvyraznénym vrcholim.

Obrazek 5.3: Volba trojic typu c. Obrazek 5.4: Volba trojic typu d.

Celkem jsme ziskali 4 + 3 4+ 12 + 12 + 4 = 35 trojic. Neni tézké ovérit, ze se
zadna dvojice spolu nevyskytuje vicekrat, takze prvni krok je splnén. Nyni zbyva
rozdeélit prislusné trojice do sedmi dni. Pro pondéli az ctvrtek vybereme vzdy
jednu trojici typu a, jednu typu d a tii typu ¢, pficemz pro danou trojici typu a
je zbytek vybéru jednoznacny. Patku az nedéli bude nalezet jedna trojice typu b a
k ni ¢tyri prislusejici trojice typu e. Zde si muzeme vybrat jednu ze dvou moznosti,
jak budou zkombinovany. (Pro prehlednost budeme trojici typu e znézornovat tak,
jak je ukdzano na obrazku ) Vysledné teseni ukazuje obrazek (5.6 -

¥

Obrazek 5.5: Zjednodusené znazornovani trojice typu e.

4..‘7 Y

&y '

Obrézek 5.6: Rozvrzeni do dni — prvni krychle znézornuje Po az Ct, druhd P&
az Ne, treti je alternativou ke druhé (tj. volime jednu z nich).
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Obdobné jako krychli je mozné vyuzit i étyfstén. Resenf pochézi z [9], kde lze
najit podrobnosti. Ctyfstén ma ¢tyti stény, ¢tyfi vrcholy, Sest hran a sam sebe.
Piislusné trojice opét utvoiime pomérné prirozenym zpusobem (pro nazornost

viz obr. a :

e dva vrcholy a hrana, ktera je spojuje (typ a)

vrchol, hrana, kterd v ném nezacind, a sténa, jiz maji spolecnou (typ b)

tfi hrany prislusejici jedné sténé (typ c)

vrchol, protéjsi sténa a ¢tyfstén sam (typ d)

e dvé nesousedni hrany a ¢tyfstén sam (typ e)

hrana a dvé stény, které s ni nesousedi (typ f)

\

ASRAS
L >

Obrézek 5.7: Ctyistén — typy utvarenych trojic, zleva doprava a az f.

\

ASAY
L B

Obrézek 5.8: Ctyistén — zjednodusené znézornéni trojic, zleva doprava a az f.
V pripadé ctyisténu je situace jednoduchd — do vybéru zarazujeme vsSechny
existujici trojice danych typu. To je celkem Sest trojic typu a, dvanact b, ¢tyfi c,

¢tyti d, tii e a Sest f. Vidime, ze dohromady davaji potfebnych 35 trojic a snadno
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dokazeme ovérit, ze se spolu zadna dvojice nevyskytuje vicekrat. Zbyva tedy
provést rozdéleni do jednotlivych dnu. Pro pondéli az étvrtek vyuzijeme vzdy
jednu trojici typu ¢, jednu d a tii b, pro patek az nedéli dvé a, jednu e a dvé f,
jak je ukdzano na obrazku |5.9

A &4

Obrézek 5.9: Rozvrzeni do dnfi — prvnf étyfstén znézoriiuje Po az Ct, druhy P&
az Ne.

Jesté si uvedme, jak mohou vypadat rozpisy vychdzek na zdkladé zde zminé-
nych feseni. Jeden pro krychli, jeden pro étyrstén. Odpovidaji jim tabulky a
5.6}, pricemz divky jsou ocislovany podle obrazku |5.10]

\

L%

3
7
~--12

15
1
14
e ’ ~
P )
% 10
3

Obrazek 5.10: Oznaceni divek — krychle a ctyTstén.

8
6

Po Ut St Ct P4 So Ne
1,57 1,4,6 1,3,9 1,2,8 [1,11,13[1,12,14]1,10,15
2,3,10 | 2,5,14 | 2,6,11 | 3,4,12 | 2,9,12 | 2,4,15 | 2,7,13
4,813 | 3,7,11 | 4,5,10 | 5,9,13 | 3,5,15 | 3,6,13 | 3,8,14
6,9,14 | 8,9,15 | 7,8,12 | 6,7,15 | 4,7,14 | 5,8,11 | 4,9,11
11,12,15 [ 10,12,13 | 13,14,15 | 10,11,14 | 6,8,10 | 7,9,10 | 5,6, 12

Tabulka 5.5: Rozpis podle feseni vyuzivajiciho krychli.
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Po Ut St Ct P4 So Ne
1,5,12 [ 1,2,14 [ 1,3,15 [ 1,4,13 [ 1,7.9 1,8,10 | 1,6,11
2,10,13 ] 3,9,13 | 2,7,12 [ 2,11,15] 2,3,6 2.5,9 2,4, 8
3,11,14 | 4,6,12 [4,10,14 | 3,8,12 | 4,5,11 3,4,7 | 3,5,10
4,9,15 | 5,8,15 | 5,6,13 | 5,7,14 | 8,13,14 | 6,14,15 | 7,13,15
6,7,8 |7,10,11| 8,9,11 | 6,9,10 | 10,12,15 | 11,12,13 | 9,12, 14

Tabulka 5.6: Rozpis podle feSeni vyuzivajiciho ¢tytstén.

5.4 Geometrické reSeni — pyramida

Po zhlédnuti vyse uvedenych feSeni je zajimavé zapremyslet, jaka dalsi struktura
by se dala vyuzit, a pokusit se najit vlastni zpusob feseni. Nejdiiv nds mohou
napadat ostatni platénskd télesaf] Dvandctistén a dvacetistén jsou ale pro nase
ucely prilis ,,velké“. Osmistén by se pouzit dal, ale vzhledem k tomu, Ze je dudlni s
krychli (krychle m4 Sest stén a osm vrcholu, osmistén naopak), nebyl by vysledek
nijak zajimavy. Nuze, zkusme to jinak. Kde jinde je mozné najit patnactku? Napf.
zde: 14+2+3+445 = 15. A dvourozmérnd pyramida je na svété! (Viz obr. [5.11])

O
O O
O OO
CHORORE)
O 0OOO0O0

Obrazek 5.11: Pyramida z patnacti prvku.

Na kazdé kolecko se muzeme divat jako na jednu Skolacku. Trojice divek
jdoucich spolecné obarvujeme toutéz barvou. Na rozdil od krychle nebo ctytsténu
nebudeme nejdriv hledat rozdéleni do trojic a ty pak rozvrhovat do dnu, nybrz se
budeme piimo snazit konstruovat rozvrh pro dany den. Hlavni ideou je moznost
dvakrat po sobé otocit pyramidu o 120 stupnu na sebe samu. Neobarvime-li
v pyramidé jednou barvou zadnou trojici kolecek, kterda se navzajem otaci na
sebe, muzeme stejny zpusob obarveni pouzit tii dny za sebou, coz je presné to,
co nam usnadni praci pii hledani feseni. Pyramida je také osové soumérna, coz
muzeme intuitivné vyuzit pti obarvovani. Snazime se tedy dospét k tomu, aby
pondéli az stfeda a ctvrtek az sobota byly utvoreny pomoci jednoho obarveni.
Jedno dspésné feseni je ukdzano na obr. [5.12

Rozpis vychazek dany timto feSenim pii ocislovani podle obrazku 7né-
zornuje tabluka [5.7]

*Platénské téleso je pravidelny konvexni mnohostén. Existuje jich celkem pét — ¢tyfstén,
Sestistén (krychle), osmistén, dvandctistén a dvacetistén.
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Obrazek 5.12: Vysledné feseni pomoci pyramidy.
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Obrazek 5.13: Oznaceni divek — pyramida.

Po Ut St Ct P4 So Ne
1,2,3 [1,9,14 [ 1,812 [ 1,5, 13 [ 1,4,10 | 1,6,7 [1,11,15
4,5.6 | 2,5,15 | 2,4,7 | 2,8,10 | 2,9,12 [2,11,13| 2,6,14
7.8,15 | 3,6,10 | 3,5,11 | 3,7,9 [3,13,15] 3,8,14 | 3,4,12
9,10,11 | 4,8,13 | 6,9,13 [4,11,14 | 5,7,14 | 4,9,15 | 5,8,9
12,13,14 | 7,11,12 [ 10,14,15 | 6,12,15 | 6,8,11 |5,10,12 | 7,10,13

Tabulka 5.7: Rozpis podle feseni vyuzivajicitho pyramidu.
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5.5 Uloha o golfistech a Schurigovy tabulky

Nyni zminime jedno mozné zobecnéni ulohy o skolackach. V origindle se nazyva
Social Golfer Problem.

Uloha 28. Celkem s - h golfistu hraje jedenkrdt tydné golf v s skupindch po h
hracich. Mohou hrdt t tydnu, aniZ by se spolu nekteri dva setkali vic nez jednou?

Nejdiiv poznamenejme, ze tento problém je stéle otevieny, feSeni je znamé
jen pro nékteré jeho instance. Jednou z nich je praveé tloha o skolackach (s =5,
h=3,t="7).

Zpravidla je cilem najit nejvétsi mozné ¢ pro dand s a h. Je snadné odhadnout
t shora. Béhem kazdého z t tydnu hraje kazdy hrac s h —1 dalsimi a celkovy pocet
téch, se kterymi hraje, nemuze presdhnout pocet vsech hracu (bez ného samého).

Odtud t- (h—1) < s-h— 1, éili
t<(s-h—1)/(h—1). (5.4)

Puvodni otézka, polozend v kvétnu 1998 (viz [30]), se ptala konkrétné na 32
golfisti ve skupinach po ¢tytech. Zahy bylo nalezeno teseni pro ¢t = 9. Ziejmé
t < 11, takze zbyvalo zodpovédeét, zda lze t = 10. Roku 2004 dokazal A. Aguado,
ze ano, viz [1].

Resenf dalsich instanci problému uvadi napi. [I7]. Odtud pochdzi i tabulka ,
ktera ukazuje maximélni mozné ¢ pro kombinace nékterych hodnot s a h. Zde
si muzeme povsSimnout jedné skutecnosti. Napiiklad pro 12 hracu hrajicich ve
¢tytech skupinédch po tiech je nejvyssi dosazitelné ¢ rovno ¢tyrem, ackoliv bychom
podle mohli doufat v feseni, kde ¢t = 5. Odtud vidime, Ze nemtZzeme byt
,prilis optimisticti, a predpokladat, ze vzdy existuje feseni dané nasim hornim
odhadem.

Hracu ve sk.

Skupin 2 ‘ 3 ‘ 4
4 7 4 5

5 9 7 5

6 11 | 8 7

7 13110 ] 9

8 15 | 11 | 10

9 17 | 13 | 11

Tabulka 5.8: Piehled toho, kolikrat mohou golfisté hrat v daném poctu skupin
o dané velikosti, aniz by se nékteri dva potkali vicekrat.

Zaveérem jesté zminme, ze za specialni pripad ulohy o golfistech muzeme po-
vazovat napr. i Sachovy turnaj, kde soupefi neprilis velky sudy pocet hracu a
pozaduje se, aby kazdy s kazdym sehral pravé jednu partii (a pochopitelné i to,
aby v kazdém kole hrali vsichni ticastnici). Tj. madme h = 2 a chceme t = h-s—1.
Resen{ existuje vzdy a je velmi snadné jej zkonstruovat. Nejen Gesti Sachisté za
timto ucelem vyuzivaji tabulky, které v devatenactém stoleti sestavil némecky
matematik R. Schurig. Zpusob jejich konstrukce i dalsi podrobnosti piehledné
popisuje [32].
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Zde si ukazeme, jak dostat Schurigovu tabulku pro Sest hraci. A to i véetné
toho, aby se jednotlivym hracum, pokud mozno, stiidaly kolo od kola bilé a ¢erné
kameny, byt to neni pozadovano v nasf tloze. Analogicky postup lze pouzit i pro
jiny pocet hracu.

Hréce oznacime ¢isly 1 az 6. Celkem sehraji 5 kol, rozpis kazdého kola bude
na jednom tadku. V kazdém kole se spolu stietnou tii dvojice. V kazdé dvojici
ma bilé ten, kdo je napsan na prvnim misté.

V prvnim kroku budeme postupovat po fadcich a psat ¢isla 1 az 5 (tj. ¢islo 6
vynechavame). Po pétce vzdy pokrac¢ujeme jednickou, viz tabulka .

1. kolo: 1 - 2 - 3 -
2. kolo: 4 - 5 - 1-
3. kolo: 2 - 3 - 4 -
4. kolo: 5 - 1- 2 -

5. kolo: 3 - 4 - 5 -
Tabulka 5.9: Schurigova tabulka pro 6 hracu — prvni krok.
Ve druhém kroku si zakryjeme prvni sloupec, nic do néj neptipisujeme. Opét

postupujeme po fadcich, ¢isla tentokrat piSeme v sestupném poradi, od pétky
k jednicce, viz tabulka [5.10

1. kolo: 1 - 2-5 3-4
2. kolo: 4 - 5-3 1-2
3. kolo: 2 - 3-1 4-5
4. kolo: 5 - 1-4 2-3
5. kolo: 3 - 4-2 5-1

Tabulka 5.10: Schurigova tabulka pro 6 hra¢t — druhy krok.

Nyni uz jen zbyvéa doplnit do prvniho sloupce ¢islo 6. Kvuli sttidani barev je
v sudych kolech uvedeno na prvnim misté. Vysledek ukazuje tabulka [5.11]

1. kolo: 1-6 2-5 3-4
2.kolo: 6-4 5-3 1-2
3.kolo: 2-6 3-1 4-5
4. kolo: 6-5 1-4 2-3
5 kolo: 3-6 4-2 5-1

Tabulka 5.11: Schurigova tabulka pro 6 hracu — hotovo.

Jesté si ukazme, ze Schurigova tabulka opravdu ,funguje®, tj. kazda dvojice se
stfetne. Pro 2k hracu ma tabulka 2k — 1 fadku (kol) a k sloupcu (stolu). Ptejme
se, kdo hraje v r-tém kole na s-tém stole (kromé prvniho, ktery se obsazuje
jinym zpusobem). Necht b je ¢islo hréce hrajiciho s bilymi kameny, ¢ s ¢ernymi.
(Zabyvame se vSemi hracéi kromé 2k.) Ze zpusobu, jak je tabulka tvorena neni
tézké odvodit, ze

b=(r—1k+s
c=—((r—=1)k-1)+(s—1))+1,
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pricemz v téchto i nasledujicich kongruencich poé¢itdme (mod 2k — 1). Odtud po
upravach dale dostavame

b=rk—k+s
c=—-rk+k—-—s+r+1
b+c=r+1 (5.5)

Vysledek nam iika predevsim to, ze pokud spolu dva hraci v prubéhu
turnaje hraji, pak je jednozna¢né urcéeno, ve kterém kole. (Zde je potieba vzit do
uvahy i to, ze ze zpusobu odvozeni ([5.5) vyplyva, ze plati pro obé moznosti toho,
jaké barvy kament maji hraci. Vznika totiz se¢tenim dvou kongruentnich rovnic,
a kdybychom v nich zameénili b a ¢, dostali bychom totéz.) Déle si uvédomime, ze
spliuje pravé k — 1 dvojic ruznych ¢isel z 1,...,2k — 1. To odpovida tomu,
ze v kazdém kole je takto obsazeno k — 1 stolu (prvn{ uvazujeme zvlast).

Potiebujeme ale jesté ovérit, ze se na zadném fadku nevyskytuje zadna dvojice
vicekrat. K tomu ndm pomuze o néco silnéjsi tvrzeni. Ukazeme, ze hrac¢ hrajici
v r-tém kole na poslednim stole s cernymi, oznacme jej x, je tentyz jako hrac
na prvinim stole v (r + 1)-nim kole. (Muzeme uvazovat, ze nasledujicim kolem
k poslednimu je prvni.) Z toho pak plyne, Ze v prvnim kroku tvorby tabulky bylo
na r-ty radek napsano k cisel predchézejicich x a ve druhém kroku x a k — 2 ¢isel
nasledujicich. Kazdé ¢islo se tedy na tadku vyskytuje pravé jednou, a tudiz se
zadna dvojice nemuze objevit vicekrat.

Ozna¢me hréce na prvnim stole v (r+ 1)-nim kole jako y a dokazme, ze = y.
Pro dané r opét muzeme vypocitat, o koho presné se jedna:

=Dk -1+ (k—1))+1
(r+1) =Dk +1

x
Y

A po upravach

=—rk—-1)+1
y=rk+1
y—z=r(2k—1)
y—x=0. (5.6)

Vzhledem k tomu, ze ¢isla hrac¢u jsou mezi 1 a 2k — 1, z plyne z = y.
,Platnost“ Schurigovych tabulek uz jsme tedy ukazali pro vSechny stoly vyjma
prvniho. Tam je ale situace jednoduchd. Snadno muzeme domyslet, ze se na ném
kazdy z 2k — 1 hracu objevi pravé jednou a utka se s hracem 2k.

Tim jsme hotovi. A pozitivni navic je, ze na zakladé zjisténi, ktera jsme vyuzili
k dukazu, dokazeme bez toho, abychom si vypsali celou tabulku, fict, ve kterém

kole se stfetnou dani dva hraci, nebo domyslet, jak vypada jeji fddek pro dané
kolo.
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Z.aver

Zavérem si pripomenme, s jakymi tlohami jsme se seznamili. Aneb co bychom
byli za kombinatoriky, kdybychom vSechno nezkombinovali?

FUAE
S B
R E
Q F
P G
0 H
MLKJI
F -] F
J (0]
H A N

@)dend§> v @tanda
Norbert + Anna

@Iga @nna Radek + Ema

Standa + Olga

Zdenda + lva
O O Zikmund + Eva
@va @ ma
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AABAAB
AAABBA
AAAABB
AABABA
AABBAA
AAABAB

R RCASRN

| Po | Ut | St | Ct | P4 | So | Ne |

BEN | DEJ | LOK | DIK | HEK | FOG | KAM
MLJ | ... BIL
MNO | ... |H?N| ... | LCD
FIN | ... | MCF
AJO

1. Kdo prezije?

2. Ktery kotouc¢ se pohne?

3. Kdo sedi mezi Ivou a Emou?
4. Kterd posloupnost neni dobra?

5. Kdo jde na vychazku spolecné s H a N7

A TO JE
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