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Praha 2010 ..........................
Jakub Lang



Abstrakt

Metóda viazaných klastrov(z ang. Coupled Cluster CC ) bola pôvodne
vyvinutá Hermannom Kümmlom pre potreby jadrovej fyziky. Následne po
Č́ıžkovej a Paldusového úprave sa stala použitel’nou i pre oblast’ teoretickej

chémie. V priebehu doby sa osvedčila ako jedna z najlepš́ıch
kvantovo-chemických metód. Úlohou tejto práce je otestovat’ výsledky

multireferenčných CC metód pri použit́ı optimalizovaných
orbitálov(OVOS ), źıskaných z jedno-determinatných singletných stavov

kvázi-degenerovaných systémov a použitých na dvoj-determinatný
tripletový stav.

Abstract

The aim of this work is to test the performance of multireference methods
using the truncated virtual orbital space as a result when OVOS method is

employed. As a guess function, the OVOS wave function is used for the
calculations of the two-determinantal state of a quasi-degenerate system.

The resulting energies are investigated for different truncation of the virtual
orbital space.



Motivácia

V súčastnosti sú CC metódy jedny z najefekt́ıvneǰśıch metód pre
kvantovo-chemické ab initio výpočty, dosahujúce výbornej presnosti za
nižšie náklady ako metóda konfiguračnej interakcie. Metóda vyvinutá v
skupine prof. M. Urbana dovol’uje źıskat’ optimalizované orbitály, ktoré

znižujú poč́ıtacie nároky s minimalnou stratou presnosti. V spojeńı s MR
Brillouin-Wignerovovými a Mukherjeeovými CC metódami je možné

dosiahnut’ presných výsledkov za menšie náklady. Tato práca ma za úlohu
zrovnat’ poskytované výsledky vypočitaných energíı dvoj-determinatných

tripletov pomocou optimalizovaných virtualných orbitálov
jedno-determinatných singletných stavov.
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1 1 ÚVOD

1 Úvod

1.1 Úvod do Hartree-Fockovej metódy

Predpokladom pre aplikáciu CC metód je uskutočnenie Hartree-Fockovej
metódy. História Hartree-Fockovej metódy siaha až do druhej polovice 20.
rokov 20. stoletia, respektive pred toto obdobie, kedy se začalo ukazovat’, že
tradičná Bohrova teória atómu nie je platná pre iné atómy ako vod́ık, z
tohto dôvodu bol zavedený kvantový defekt väzbovej energie elektrónu EB
definovaný ako

EB =
−Rhc

(n+ d)2
(1)

kde d je kvantový defekt a ked’ začalo byt’ zrejmé, že je potreba zahrnút’

korelovaný pohyb elektrónov. V roku 1927, rok po publikovaniu práce
Erwina Schrödingera o vlnovej funkcii, prǐsel anglický fyzik D.R.Hartree1 s
metódou aproximat́ıvneho určenia vlnovej funkcie viacčásticového
systému(many-body problem), pomocou súčinu jednočásticových vlnových
funkcíı N neinteragujúcich část́ıc tzv. Hartreeho súčin.

ψ =
N∏
i=1

ψi (2)

|ψ〉 = |ψ1, ...., ψN〉 (3)

Dosadeńım takto aproximovanej vlnovej funkcie do Schrödingerovej rovnice,
dostávame vzt’ah pre energiu základného stavu poṕısaného rovnicou

E0 = 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉 =
∑
a

〈a|h|a〉+
1

2

∑
ab

〈ab|v12|ab〉 (4)

Naneštastie sa ukázalo, že tato metóda nefunguje pre atomy s vyšš́ım
protonovým č́ıslom ako 3, pretože nesplňuje podmienku nerozĺı̌sitel’nosti
fermionov.

Φ(χ1...χiχj...χN) = −Φ(χ1...χjχi...χN) (5)

1D.R.Hartree(27.3.1897-12.2.1958) anglický matematik a fyzik. Člen královskej vedecké
společnosti, známý pre svoju prácu v obore numerickej analýzy a zavedeńı iezv. Hartreeho
produktu. Je po nom pomenovaná atomová jednotka energie Hartree

Eh =
~2

mea0
2

= 2Ry .= 27.21eV

1



1 1 ÚVOD

Tuto chybu napravil až v roku 1930 ruský fyzik Vladimı́r A. Fock a
nezávislo na ňom J. C. Slater2 zavedeńım vlnovej funkcie v podobe
Slaterova determinantu D,

detD = ÂΦ(χ1(1)...χN(N)) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
χ1(1) · · · χ1(N)

...
. . .

...
χN(1) · · · χN(N)

∣∣∣∣∣∣∣ (6)

Â =
1√
N !

∑
P∈SN

3

(−1)sP (7)

kde Â je antisymetrizačný operátor, definovaný podl’a rovnice (7). Pri
výmenne elektrónov (výmennne st́lpcov) dochádza automaticky k zmene
znamienka determinantu.

Zavedeńım takto zostaveného Slaterova determinantu ako aproximativnej
vlnové funkcie je možné odvodit’ energiu elektrónu v priemernom
potenciálnom poli ostatných elektrónov. (mean-field potential)

E0 = 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉 =
∑
a

〈a|h|a〉+
1

2

∑
ab

(〈ab|v12|ab〉 − 〈ab|v12|ba〉) (8)

Jednotlivé integrály sú pomocou maticových elementov definované ako

〈a|h|a〉 = haa

〈ab|v12|ab〉 = Jab

〈ab|v12|ba〉 = Kab (9)

Z rovnice je vidiet’, že pre pŕıpad takzvanej ”self-interakcie” Jaa je tento
pŕıspevok vynulováný opačným pŕıspevkom výmenného operátoru Kaa.
Následujúcim dosadeńım jedno-determinantnej vlnovej funkcie do
Schrödingerovej vlnovej funkcie a použit́ım variačnej podmienky,4 a
dodržańım ortogonality zabezpečenej pomocou Langrageových
multiplikátorov dostávame Hartree-Fockove rovnice pre jedno-determinatný
problém.

2americký fyzik
3Permutačná grupa- je podgrupou symetrickej grupy, definovaná ako prosté zobrazenie

množ́ıny M na seba samú, ked’ permutačná grupa obsahuje všetky permutácie množiny M
nazýva sa symetrickou grupou.

4Variačný prinćıp vid. dodatek
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1 1 ÚVOD

Odvodenie HF rovnic vychádza z požiadavku minimalizácie energie
základného stavu vzhl’adom k spinorbitálom. Pomocou funkcionálu v tvare,

F[χa] = E0[χa]−
N∑
a=1

N∑
b=1

εab(〈a|b〉 − δab) (10)

kde E0[χa] je definované podl’a vzt’ahu (8) a εab
5 je ztotožnené s

Langrangeovými multiplikátory. Variováńım funkcionálu F potom
dostávame

δF =
∑
a

〈δχa|h|χa〉+
N∑
a,b

(〈δχaχb|v12|χaχb〉−

−〈δχaχb|v
′

12|χbχa〉)−
N∑
a,b

εba(〈δχa|χb〉)+

+komplexne združené členy = 0

(11)

rovnicu (11), ktorú je možné preṕısat’ do klasickej integrálnej formy a
definovat’ Coulombický a výmenný operátor pôsobiaci na spinorbitál χa(1)

δF =
∑
a

∫
(dx1δχa(1)∗h(1)χa(1))+

N∑
a,b

∫
dx1(

∫
dx2δχ

∗
a(1)χb(2)∗r−121χa(1)χb(2)−

−
∫
dx2δχ

∗
a(1)χ∗b(2)r−1

12 χb(1)χa(2))−
N∑
a,b

εba (δχa
∗χb) +

+ komplexne združené členy = 0

(12)

Jbχa(1) =

(∫
χ∗b(2)r−121χb(2)dx2

)
χa(1)

Kbχa(1) =

(∫
χ∗b(2)r−121χa(2)dx2

)
χb(1)

(13)

5plat́ı
ε∗ab = εba

3



1 1 ÚVOD

S takto definovanými operátormi môžeme zaviest’ Fockov operátor F a
previest’ rovnice (12) na jej jednoduchšiu formu (14), následne je viditel’né,
že člen v zátvorkách muśı byt’ rovný nule pre každé a.

δF =
N∑
a=1

∫
(dx1δχa(1)∗

[
(h(1)χa(1) +

N∑
b=1

(Jb −Kb))χa(1)−
N∑
b=1

εba(χb)

]
= 0

(14)

Fχa =
N∑
b=1

εbaχb

Tieto vlnové funkcie, ale nie sú vlastnými funkciami Fockovho operátoru. K
źıskániu vlastných (kánonických) funkćı, je potreba urobit’ unitárnu
transformáciu. Tieto orbitály následne diagonalizujú maticu ε.

Fχ′a = εaχ
′
a

Podl’a spôsobu d’aľsej transformáce je možné źıskat’ lokalizované popŕıpade
delokalizované orbitály.

1.2 Restricted Hartree-Fockova metóda

Jedna z metód ako riešit’ Hartree-Fockove rovnice je omezit’ jednotlivé
spinorbitály tak, že jejich prostorové části sú rovnaké pre spin α i β 6 a
celková vlnová funkcia obsahuje n/2 prostorových orbitálov ψ . Pôsobeńım
Fockovho operátoru na takto upravené spinorbitály a vynásobeńım zl’ava
spinovou část’ou α(γ) dostaneme nový Fockov operátor pre uzavrenú vrstvu.

F(1)ψa(1) =

[∫
α(γ1)∗F(1)α(γ1)dγ1

]
ψa(1) =

∫
α(γ1)∗h(1)α(γ1)dγ1ψa(1)+

+
∑
b

∫ ∫
α(γ1)∗χb(2)∗r−121χb(2)α(γ1)dγ1dx2ψa(1)−

−
∑
b

∫ ∫
α(γ1)∗χb(2)∗r−121χb(1)α(γ2)dγ1dx2ψa(2) (15)

Kedže spinorbitály χ obsahujú n/2 priestorových orbitálov pre n spinových
funkcíı, je možné, po dosadeniu súčinu spinovej a prostorovej části za
spinorbitál, rozdelit’ jednotlivé súčty na súčet súčtov pre alfa a beta spiny.

6táto metóda je nazývaná Restricted Hartree-Fock (RHF)

4



1 1 ÚVOD

Druhá část l’avej strany rovnice (15) sa rozš́ıri na 4 integrály, ktoré sa po
integrácii cez spinové části redukujú na dva integrály,∑

b

∫ ∫
α(γ1)∗χb(2)∗r−121χb(2)(γ1)dγ1dx2ψa(1)−

−
∑
b

∫ ∫
α(γ1)∗χb(2)∗r−121χb(1)α(γ2)dγ1dx2ψa(2)

=

N/2∑
b=1

2

∫
ψb(2)∗r−1

12 ψb(2)ψa(1)dx2 −
N/2∑
b=1

∫
ψb(2)∗r−1

12 ψa(2)ψb(1)dx2 (16)

Následne môžeme definovat’ Coulombický a výmenný operátor pre RHF
rovnako ako v predchádzajúcom pŕıpade. Vynásobeńım Fockovho operátoru
zl’ava determinantom |Ψ0〉 = |ψ1, ..., ψN/2〉 dostávame energiu.

E0 = 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉 = 2
∑
a

〈a|h|a〉
∑
ab

(2〈ab|v12|ab〉 − 〈ab|v12|ba〉) (17)

Pre jednotlivé integrály je možné zaviest’ označenie podobné rovniciam (9).

E0 = 2

N/2∑
a

haa +

N/2∑
a,b

(2Jab −Kab)

Zavedeńım priestorovej funkcie ako lineárnej kombinácie bázových funkcíı,
ψn =

∑K
m Cmnκm je možné zostavit tzv. Hartree-Fock-Roothaanove rovnice.

Tieto bázové funkcie môžu mat’ podobu atomových orbitálov, planárných
v́ln, gaussovských funkcíı, pŕıpadne Slaterových funkcíı alebo iných. Ak
vynásob́ıme Fockovov operátor zprava molekulovým orbitálom (lineárna
kombinácia bázových funkcíı) a zl’ava funkciou κo dostávame po integrácii
maticové elementy Fockovho operátora v danej bázi Fom. Prevedeńım
rovnakého postupu na pravú část Hartree-Fockových rovńıc dostávame
podobnú maticu prekryvových integrálov Som∫

κ∗oF(1)
K∑
m

Cmnκmdx1 = εn

∫
κ∗o

K∑
m

Cmnκm (18)

∑
m

FomCmn = εn
∑
m

SomCmn (19)

Túto algebraickú rovnicu je možné riešit’ iteračným spôsobom tzv.
self-consitent field(SCF).

5



1 1 ÚVOD

A to podl’a schémy

1. počiatočný odhad koeficientov a spoč́ıtanie integrálov, prekryvové matice
2. spoč́ıtanie matice hustôt, Fockovej matice
3. diagonalizácia
4. nové koeficienty
5. návrat k bodu 2

Body 2-5 sú opakovane opakované, až kým nedochádza ku konvergencii.
Podl’a výberu počiatočných koeficientov je možné ovplyvnit’ rychlost’

konvergencie self-consistent field výpočtu preto sú niekdy použité
semiempirické metódy, ktoré nie sú naročné na poč́ıtaćı čas ako je napŕıklad
NDDO (neglect of diatomic differential overlap -zanedbanie rozdielných
dvojatomových prekryvov).

1.3 Unrestricted Hartree-Fockova metóda

Unrestricted Hartree-Fockova metóda (UHF) je narozdiel od RHF ovel’a
zložiteǰsia, pretože je potreba spoč́ıtat’ dve algebrické rovnice naraz.

Fα(1)ψαa (1) = εαaψ
α
a (1)

Fβ(1)ψβa (1) = εβaψ
β
a (1) (20)

Podobným spôsobom ako u predchodzieho pŕıpadu, dostaneme Fockov
operátor pre částice so spinom alfa a beta.

Fα(1)ψαa (1) =

[∫
α(γ1)∗Fα(1)α(γ1)dγ1

]
ψa(1) =

∫
α(γ1)∗h(1)α(γ1)dγ1ψa(1)+

+
Nα∑
b

∫ ∫
α(γ1)∗χαb (2)∗r−121χαb (2)α(γ1)dγ1dx2ψa(1)+

+
Nβ∑
b

∫ ∫
α(γ1)∗χβb (2)∗r−121χβb (2)α(γ1)dγ1dx2ψa(1)−

−
Nα∑
b

∫ ∫
α(γ1)∗χαb (2)∗r−121χαb (1)α(γ2)dγ1dx2ψa(2) (21)

Narozdiel od rovnice (15), má rovnica (21) o jeden integrál naviac, to je
spôsobeno inými priestorovým funkciami pre spiny alfa a beta. Zavedeńım

6



1 1 ÚVOD

Coulombického operátoru pre interakciu elektrónu s alfa-alfa spiny a
alfa-beta spiny a výmenného operátoru sa rovnica (21) zjednodušš́ı na tvar
(22).

Fα(1) = h(1) +
Nα∑
b

(Jαb (1)−Kα
b (1)) +

Nβ∑
b

Jβb (1) (22)

S pomocou takto definovaného Fockovho operátoru, môžeme zaviest’

celkovú orbitálnú energie pre částice s rozdielnými spinorbitálmi.

E0 =
Nα∑
a

hαaa +
1

2

Nα∑
a,b

(Jααab −Kαα
ab ) +

1

2

Nβ∑
a,b

(Jββab −K
ββ
ab ) +

Nα,Nβ∑
a,b

Jαβab (23)

Aproximovańım vlnovej funkcie pomocou lineárnej kombinácie bázových
funkcíı a pôsobeńım Fockova operátoru na túto funkciu, dostávame po
vynásobeniu zl’ava bázovou funkciou tzv. Pople-Nesbetovy rovnice, ktoré sú
analogické k HFR rovniciam.∑

m

Fα
omC

α
mn = εαn

∑
m

SomC
α
mn∑

m

F β
omC

β
mn = εβn

∑
m

SomC
β
mn (24)

Tieto rovnice je potrebné spoč́ıtat’ simultálnne počas každej iterácie.
Nevýhodou tejto metódy je spinová kontaminácia, ked’ výsledná vlnová
funkcia nie je vlastnou funkciou operátoru S2. Daľsou možnost́ıou riešenia
HF rovńıc je použitie metódy ROHF(restricted open shell HF), kedy
nedochádza ku spinovej kontaminacii.

Naneštastie HF metóda dokáže źıskat len okolo 99% celkovej energie, ked’

sa pri zväčšovaniu bázi už neznižuje celková energie takzvaná HF limita. K
d’aľsiemu pribĺıženiu k skutečnej nerelativistickeh energii je potreba použit’

post-HF metódy ako sú poruchová teória (MBPT7), metóda viazaných
klastrov, konfiguračná interakcia a iné.

7známa ako MP, podle omezenia sa nazývana MP2, MP4,...

7
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obr. energetické minima pre jednotlivé metódy

8



2 2 METÓDA VIAZANÝCH KLASTROV(COUPLED CLUSTERS)

2 Metóda viazaných klastrov(coupled

clusters)

2.1 Exponenciálný rozvoj vlnovej funkcie

Jedńım zo základných kameňov coupled clusters metód je exponenciálný
rozvoj vlnovej funkcie v tvare. Pôvodný exponencionálný rozvoj siaha do
statistickej fyziky ako klastrový rozvoj pre partičnú funkciu, ale vlnová
funkcia v tejto podobe bola pôvodne navrhnutá H.Kümmlom pre atomové
jadrá. Pre kvantovú chémiu ale nebola táto metóda použitel’ná až do doby
vydania článku J.Č́ıžka, odvodenia CC rovnic algebraicky a pomocou
diagramatického pŕıstupu.

|Φ〉 = eT |ψ0〉 (25)

eT |Φ〉 = ψ0 + T |ψ0〉+
1

2
T 2|ψ0〉+

1

3!
T 3|ψ0〉+ ...

1

n!
T n|ψ0〉 (26)

Kde T je klastrový operátor, ktorý pôsobeńım na danú vlnovú funkciu
vyvolá excitáciu jedného nebo viacerých elektrónov (T1, T2, .. excitačné
operátory).

T = T1 + T2 + T3 + ...

+...T5 + T6 + T7 + ..

...+ TN (27)

kde |ψ0〉 predstavuje Fermiho vákuum a N je počet elektrónov. Jednotlivé
operátory excitácíı je možné vyjadrit’ pomocou anihilačných a kreačných
operátrov.1

Tm =
1

(m!)2

∑
ij...
ab...

tab...ij... (a
†ib†j...) (28)

1Kreačné a anihilačné operátory sú definované ako

a†|0〉 = |a〉

i|i〉 = |0〉
a†|ijkl〉 = |ijakl〉
j|ijkl〉 = −|ikl〉

9



2 2 METÓDA VIAZANÝCH KLASTROV(COUPLED CLUSTERS)

kde m zodpovedá m-násobnej excitácii, pre ktoré plat́ı m ≤ N ,kde N je
počet elektrónov. Člen 1

(m!)2
sa vyskytuje z dôvodu, že všetky permutácie

kreačných alebo annihlačných operátorov sú rovnaké(neplat́ı to, ale
všeobecne).

a†ib†jc†k = c†ib†ja†k = −b†ia†jc†k = ...

Rovnako to plat́ı aj pre amplitúdy

tabij = −tabji = tbaji = ...

Takže pre operátor trojnásobných excitácíı sa rovnaký člen opakuje (3!)2 tj.
36krát. Následne môžeme rovnicu (25) zaṕısat’ do Taylorovho tvaru.

|Φ〉 = |ψ0〉+ T1|ψ0〉+ T2ψ0〉+ ...

+
1

2
T 2

1 |ψ0〉+ T1T2|ψ0〉+
1

2
T 2

2 |ψ0〉+ ...

+
1

3!
T 3

1 |ψ0〉+
1

2
T1

2T2|ψ0〉+ ...

+
1

4!
T 4

1 |ψ0〉+ +
1

2
T1

2T2T3|ψ0〉+ ... (29)

Členy v tvare T1|ψ0〉 atd’. sa nazývajú spojené pŕıspevky(connected), a
naopak akékol’vek súčiny operátorov sú nazývané rozpojené(disconnected).2

V pŕıpade RHF alebo UHF je pŕıspevok T1|ψ0〉 podl’a Brillouinova teorému
minimalné, narozdiel od T2|ψ0〉 pŕıspevku, ktorý zahrnuje najväčšiu
koreláciu ako dôsledek dvojelektrónovej povahy Hamiltoniánu. Celkový
klastrový operátor pro N-elektrónový systém je ukončený excitačným
operátorom TN v praxi sa ale pož́ıvaji redukované aproximácie zvyčajne do
dvoj až štvornásobných excitácíı(T2...T4). Podl’a omezenia rozvoja
operátorov excitacíı pre dve excitáce, tri, štyri atd’. sú dané metódy nazývaé
CCD, CCQ(v praxi ale nepouž́ıvané) a ich kombinácie CCSD, CCSDT
atd’.3Ďaľśım omezeńım je samozrejme velkost’ báze referenčného systému.

ΦCCD = ψ0 + T2ψ0 +
1

2
T 2ψ0 +

1

3!
T 3ψ0 + ... (30)

TCCSD = T1 + T2

2Tieto členy sú ako dôsledek exponencionalnej formy zodpovedné za size-extenzivitu
CC metód.

3CCSD-coupled cluster singles and doubles, CCD -coupled cluster doubles atd.
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2.2 Coupled cluster rovnice

Prvé rovnice pre najednoduchšiu CC metódu CCD odvodil J.Čižek, ktorý
tiež predstavil diagramatický pŕıstup k riešeniu CC rovnic, vychádzejúci z
teorému spojených diagramov podobnému diagramom pro MBPT 4. Tieto
rovnice môžeme źıskat’ projekciou Schrödingerovej rovnice na referenčnú
vlnovú funkciu, respekt́ıve na vlnové funkcie vzniknuté pôsobeńım
excitačného operátoru na referenčnú vlnovú funkciu, ked’ dochádza k
vzniku nelinearných rovńıc tzv. amplitúdových rovnic obsahuj́ıch súčiny a
násobky amplitúd a jednej rovnice pre energiu. Kedže je CC nevariačnou
metódou je možné źıskat’ viac ako 100% korelačnej energie.

Ecorr = 〈ψ0|e−THNe
T |ψ0〉 (31)

〈ψ(k)
K |e

−THNe
T |ψ0〉 = 0 (32)

kde HN je normal product Hamiltonian5

Rovnice pro CCD metódu je možné źıskat’ projekciou
upravenej Schrödingerovej rovnice na referenčnú vlnovú funkciu a
dvojexcitovanú vlnovú funkci (použit́ım diagrammatického př́ıstupu je
možné zjednodušit’ následujúce odvodenie). Spolu s aplikovańım
Slater-Condonových pravidiel dostávame amplitúdové rovnice6

εabij t
ab
ij = 〈ab||ij〉+

1

2

∑
cd

〈ab||cd〉tcdij +
1

2

∑
kl

〈ij||kl〉tabkl−

−
∑
kc

(〈bk||cj〉tacik − 〈bk||ci〉tacjk − 〈ak||cj〉tbcik + 〈ak||ci〉tbcjk) + ... (33)

Podobným spôsobem je možné odvodit aj iné metódy (CCSD,
CCSDT,CCSDTQ,...), výhodneǰśım sa ale ukazuje diagramatický pŕıstup
pomocou antisymetrických Goldstonových diagramov. Mimo tieto metódy
existujú aj ich aproximácie, ktoré aproximujú niektoré členy ako napŕıklad
L-CCA (Linear Coupled Cluster Approximation), CEPA (Coupled-Electron
Pair Aproximation7 a d’aľsie.

4Many-body pertuberation theory - mnohočásticová poruchová teorie, tiež známa ako
Møller-Plesset pertuberation theory

5Schrödingeorva rovnice pro normal product Hamiltonian

Hnψ = ∆Eψ

6pre kanonický pŕıpad HF
7táto metóda bola vyvinutá nezávisle od ostatných
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3 Multireferenčný pŕıstup a metódy

3.1 Multireferenčny pŕıstup a metódy

Kým predchodzie metódy ako CC, MBPT(2) a iné post-HF metódy sú
postavené na výpočtu dynamickej korelačnej energie, ktorá je dôsledkem
pohybu elektrónov korelovaných ostatnými elektrónmi v systéme, metódy
multireferenčné zahrnujú metódy nedynamickej korelácie elektrónov
napŕıklad v pŕıpade
kvázi-degenerovaných systémov, ked’ rozdielne referenčné vlnové funkcie
majú skoro rovnakú váhu v celkovej vlnovej funkcii systému, pŕıkladom sú
napŕıklad trimetylmetán, niektoré diradikály (CH2) a iné.

obr.1 π orbitály TMM

Spoločné sú pre ne bĺızke až degenerované energetické hladiny, kde môže
dochádzat’ k obsad’ovaniu hlad́ın rozdielným spôsobem. Pre molekulu
trimetylénmetánu (TMM) v singletovom stave(obr.1) dochádza k obsadeniu
bud’ orbitálu π2 alebo π3 .

12



3 3 MULTIREFERENČNÝ PRÍSTUP A METÓDY

Vlnová funkcia môže byt’ tede poṕısaná bud’ ako

|ψ〉 = |...π2
1π

2
2〉

alebo
|ψ〉 = |...π′21 π′23 〉

Aby boli obe potenciálne vlnové funkcie optimalizováné rovnako je výhodné
použ́ıt’ ich lineárnú kombináciu, výsledná kombinácia je takzvaná MCSCF
funkcia (Multiconfiguration self-consistent field)

|ψMCSCF = A|...π2
1π

2
2〉+B|...π2

1π
2
3〉 (34)

Do celkovej vlnovej funkcie môžeme zahrnút’ orbitály obsadené jedným
elektrónom,

|ψMCSCF = A|...π2
1π

2
2〉+B|...π2

1π
2
3〉+

+ C(|...π2
1π̄

1
2π

1
3〉+ |...π2

1π
1
2π̄3

1〉 (35)

popŕıpade obsadeńım iných ako najnižš́ıch orbitálov alebo všetkých
kombinácíı pre akt́ıvne orbitály (obr.2)1.

obr.2 rozdelenie orbitálov pre MCSCF metódy

1CASSCF-Complete Active Space Self-Consitent Field
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Śıce MCSFC/CASSCF je vyborný pokus zovšeobecnit’ HF postup pre
nedynamickú koreláciu, tieto metódy ale nedokážu zahrnút’ dynamickú
koreláciu. Naštastie takto vytvorené vlnové funkcie následne môžu slúžit’

ako počiatečne funkcie v multireferenčnej konfiguračnej interakcii (MRCI),
poruchovej teórii atd.

3.2 Multireferenčné Coupled cluster metódy

Multireferenčné coupled cluster metódy sú založené všeobecne na
efektivnom Hamiltoniane, ktorý je poṕısaný pomocou zovšeobecnenej
Blochovej rovnice

H W = WHeff (36)

kde Heff je efektivný Hamiltonian a W vlnový operátor.

Podl’a výberu vlnového operátoru (37, 38) môžeme rozdelit’ MRCC na
dva druhy valence universal (VU) a state universal (SU) respektive Fock
space a Hilbert space. Podl’a toho či sú jednotlivé stavy uvažované všetky
naraz ide o pravé MRCC (genuine MRCC) alebo len jeden takzvané
state-selective (SS) coupled cluster[15].

Valence universal W = Ω = eT (37)

State universal W = U =
∑
i

eT (i)|φi〉〈φi| (38)

Pri MRCC metódach je treba použit’ CMS(Complete Model Space)
tvorený všetkými možnými konfiguraciami obsahujúcimi obsadené aktivné
orbitály. Inak dochádza k narušeniu size-extensivity. Vo väčšine pŕıpadov je
tento priestor neúmerne velký a je poteba použit’ špecialne upravené
neúplné
priestory (IMS VU-CC)2, aby nedochádzalo práve k narušeniu
size-extenzivity. SS-CC metódy môžu následne implementovat’ niekteré
rovnice z pravých MRCC metód ako sú napŕıklad Mukherjee coupled
cluster Mk-CC, Brillouin-Wigner coupled cluster BW-CC a iné. Podobne
niekteré metódy MRCC v jednoreferenčnom formalizme napŕıklad
ec-CCSD(externally corrected CCSD, kde sú použ́ıvvané výpočty z iných
metód) (obr.3).

2Existuje, metóda použ́ıvajúca takzvaného všeobecného priestoru(GMS-general model
space), kde neńı CMS omezený ale sú použité predom vybrané konfigurácie, ktoré tvoria
tento priestor.
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obr.3a CC metódy

obr.3b pokr. CC metódy
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4 Metóda optimalizovaných virtuálných

orbitálov

4.1 Nástin optimalizačných metód

Pri použit́ı HF metódy vznikajú ako vedl’aǰśı produkt neobsadené
(virtuálné) orbitály v počte Nbaz.fci −No tak aby v kánonickom pŕıpade
splňovali podmienku ortogonality k obsadeným orbitálom . Tieto orbitály
sú následne použité v post-HF metódách ako sú MPx, CC metódy.
Najčasteǰsie použivané metódy CC 1 počitáju s výpočetnou naročnost’ou
N2
oN

4
v , N

3
oN

3
v respekt́ıve N3

oN
4
v , kde No sú obsadené orbitály a Nv

neobsadené[6]. Takže je pri redukcii počtu virtuálných orbitálov o 50%
možné teoreticky zrychlit výpočet o 24. Častým výpočetným postupom je
”zamrznutie” core orbitálov, ktoré sice ovplyvňujú množstvo korelačnej
energie ale neovplivňujú vlastnosti.

Virtuálné orbitály je možné zredukovat’ niekol’kými metódy ako sú
napŕıklad metóda FNO(Frozen Natural Orbitals) alebo OVOS(Optimized
Virtual Orbital Space).

Frozen natural orbitáls Tato metóda je založená na poznatku, že
prirodzené orbitály ako vlastné funkcie jednočásticové matice hustôt sú
schopné kvantifikovat’ kontribúciu jednotlivých orbitálov na celkovej energii.

Základom metódy je SCF metóda, ktorá generuje obsadené a neobsadené,
virtuálné orbitály. Následne je spoč́ıtaná jednočásticová matica hustôt Λ v
podpriestoru virtuálných orbitálov v rámci MBPT(2) metódy. Pomocou
takto vytvorenej matice je možné riešit’ rovnice pre vlastná č́ısla

ΛW = Wn (39)

kde W je matice prirozených orbitálov v bázi molekulových orbitálov a n
sú jednotlivé obsadovacie č́ısla, ktoré určujú kontribúciu daného orbitálu.

Podl’a určenej redukcie sa odstráni percentuálny počet orbitálov s
najnižš́ımi obsadovaćımi č́ıslami. Část Fockovej matice obsahujúcej blok
virtuálných orbitálov je transformovaná do redukovanej báze prirozených

1CCSD(T) - CCSD metóda s poruchovo spočtenými trojnásobnými excitacemi
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orbitálov a následným vyriešeńım rovnice pre vlastné č́ısla je možné źıskat’

nové kanonické molekulové orbitály V v bázi prirodzených orbitálov

F̃ = W̃†FW̃ (40)

F̃V = Vε (41)

orbitály V se následne prevedú do báze atómových orbitálov. Akokol’vek
sa táto metóda jav́ı ako jednoduchá je treba uplatnit’ niekteré omezenia
napŕıklad pri UHF metóde muśı být počet alfa a beta odstranených
orbitálov rovnaky, pre pŕıpad degenerovaných orbitálov dochádza k
odstraneniu/ponechaniu celého bloku degenerovaných orbitálov.

Použitie tejto metódy nie je omezené len na kanonické orbitály, ale
môžou byt’ použité akékol’vek ı́né. Kanonické orbitály ale zabezpečujú
oddelené bloky virtuálných a obsadených orbitálov.

Optimized virtuál orbitál space Narozdiel od metódy zamrznutých
prirodzených orbitálov sú na virtuálné orbitály kladené aj iné podmienky
okrem najnižšieho obsad’ovacieho č́ısla. Sú to napŕıklad prekryvové
kritérium ako je maximalizácia prekryvového funkcionálu poruchových v́ln
prvného rádu definovaných v priestore redukovaných virtuálných
orbitálov(OVOS) a v priestoru pôvodných orbitálov(VOS). Ďaľsia možnost
je energetické kritérium, použitie Hylleraasovho funkcionálu druhého rádu.

Počiátočným krokom je vytvorenie niekol’kých podpriestorov. Priestor
virtuálných orbitálov je rozdelený na podpriestory neaktivných virtuálných
orbitálov, aktivných orbitálov, pŕıpadne orbitálov, ktoré sú v priebehu
optimalizácie odstranené. Alternat́ıvne je možné dopredu vytvorit’ set
prirodzených orbitálov pomocou metódy zamrznutých prirodzených
orbitálov a následne pokračovat’ v optimalizácii priestoru virtuálných
orbitálov.

Pri optimalizácii pomocou Hylleraasovho funkcionálu [3] dochádza k
rozdeleniu priestoru virtuálných orbitálov na akt́ıvne a neakt́ıvne. A
následnej transformácie neakt́ıvneho priestoru do priestoru akt́ıvnych
orbitálov2 K tomu dochádzi tak, že E(2) energia neaktivnych orbitálov je

2Takže sú elementami akt́ıvneho priestoru linearnej kombinácie akt́ıvnych a
neakt́ıvnych orbitálov

φ′i = φi +
∑

e

Reiφeφi + ...

17
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presuvaná do akt́ıvneho priestoru variovańım Hylleraasova funkcionálu
podl’a rotačných parametrov, kde rotačné parametry sú źıskané pomocou
Newton-Raphsonovy metódy

J2 = 〈φ1|H0 − E0|φ1〉+ 2〈φ1|W − E(1)|φ0〉 ≥ E(2) (42)

R = −G.H−1 (43)

kde G a H sú gradient a Hessian Hylleraasova funkcionálu.

4.2 Optimalizácia priestoru virtuálných orbitálov
pomocou prekryvového funkcionálu

Základnou myšlenkou je rozdelenie celkového priestoru virtuálných
orbitálov na tri části[17], na oblast’ neakt́ıvnych orbitálov V1, ktoré
zostávajú počas samotnej optimalizácie nedotknuté.( V RHF pŕıpade býva
tento priestor obvykle prázdny, v pŕıpade ked’ sú orbitály obsadené jedným
elektrónom v referenčnom determinante je V1 naplnená práve tými
orbitálmi. V tomhle pŕıpade je tento priestor nedotknutý aj z dôvodu toho,
že tieto orbitály obsadené jedným elektrónom nepatria ani medzi obsadené
orbitály, ani virtuáln a následne energia by už nebola invariatná k rotácii
priestoru virtuálných orbitálov. K naplneniu V1 priestoru môže dochádzat’

aj z iného dôvodu.)
priestor V2, akt́ıvny priestor je počas procedúry optimalizováný tak, aby na
konci transformácie obsahoval čo najviac informacíı o celkovém VOS tj. aj o
priestoru V3, ktorý je po ukončeńı optimalizácie odstranený(obr.4).
Ako kritérium pre optimalizáciu, môže slúžit’ už poṕısané energetické
kritérium, menovito Hylleraasovo kritérium alebo minimalizácia kvadrátu
rozdielu energie s celkovým VOS a energie vypoč́ıtanou s redukovaným
priestorem.

Ešte úspěšneǰsie sú funkcionály založené na prekryvu vlnových funkćı.
Napŕıklad pre post-CCSD metódy, môže byt’ použitá linearizovaná CCSD
vlnová funkcia (44), vlnové funkcie prvého rádu a iné[17].

F = 〈ψ0|TCCSD|TOV OSCCSD |ψ0〉 (44)

kde TCCSD sú excitačné operátory v úplnom VOS respekt́ıve v
redukovanom VOS TOV OSCCSD = TOV OS1 + TOV OS2
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obr.4 priestor obsadených a virtuálných orbitálov

TOV OS2 =
1

4

∑
a∗,b∗

i,j

ta
∗b∗

ij a∗†ib∗†j

TOV OS1 =
∑
a∗,b∗

i,j

ta
∗b∗

ij a∗†i

kde indexy označené hviezdičkou idú cez V1+V2 podpriestor. Následne sú
vypočitané jednotlivé maticové elementy transformačnej matice U bud’ v
podobe

U = eR

alebo
U = R

kde R sú rotačné parametry. Ked’ sú jednotlivé maticové elementy matice
U rovné rotačným parametrom je potreba zaviest’ d’aľsiu podmienku
ortogonality v podobe Langragianovho multiplikátoru. Variovanie
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optimalizačného funkcionálu a dodatočná podmienka ortogonality dovolujú
zostrojit’ diagonalizovanú maticu D v podpriestoru optimalizovaných
orbitálov s maticovými elementami

Da(V 2+V 3)b(V 2+V 3) =
∑
ij

∑
cd

tca
(V 2+V 3)

ij tdb
(V 2+V 3)

ij Pcd (45)

Pcd =
∑
e∗

Ue∗cUe∗d

Následne je potreba diagonalizovat’ blok nových optimalizovaných orbitálov
k źıskaniu orbitálných energíı. K vylepšeniu celkovej energie je následne
možné použ́ıt poznatku toho, že k najväčš́ı pŕıspevek ku korelačńı energii
ma všeobecne energia MBPT(2) źıskaná zahrnut́ım úplného VOS(tato
energie je vypoč́ıtaná vždy). Celková energie je potom vypoč́ıtaná zo súčtu
energie pre úplný VOS MBPT(2) a rozdielu energíı výslednej metódy
(CCSD, CCSD(T),...) a energie pre MBPT(2) v redukovanom VOS.

Ecelk = EfullV OS
MBPT (2) − (EOV OS

CCSD,... − EOV OS
MBPT (2)) (46)

Celkový čas môže následne klesnút’ z dńı na hodiny [7]
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5 Metodika práce

5.1 Výber báze a optimalizácia geometrie

Študovanou molekulou bola molekula tetrametylénetánu (C6H8). Táto
molekula bola poprvýkrát pripravená Paulem Dowdem v roku 1970, ktorý
taktiež popisal jej EPR spektrum(obr.5). Paul Dowd syntetizoval túto
molekulu ožarovańım xenónovou lampou z azo prekurzoru(obr.6), ktorý bol
pripravený oxidáciou derivátu dihydraźınu(obr.7) ako jej základný stav
označil triplet[16], niektoré neskoršie výpočty ale ukazujú, že najnižš́ı stav
je singlet[14]. Pre túto prácu bola použita báza cc-pvdz pre optimalizáciu
pomocou RMP2. Molekula bola optimalizovaná v geometrii tripletu pri
50.1◦ (tab. 1), singlet byl vypoč́ıtaný pri kolmom usporiadańı (90◦).
Samotné multireferečné výpočty boli uskutočnené s použit́ım báze 6-31G.

C1 − C2(Å) C2 − C3(Å) C4 − C2 − C3(stupne) twist (stupne)
triplet 1.499 1.398 118.9 50.1
singlet 1.499 1.398 118.9 90.0

Tabulka 1: geometria

obr.5 ESR spektrum P. Dowd et all. J. Am. Chem. Soc.,108
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obr.6 azoprekurzor obr.7 derivát dihydraźınu

obr.8 tetrametylénmetán (TME)

obr.9 ”twisted” uhol
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5.2 Výber výpočetnej metódy

Všetky výpočty boli počitané v programu ACES II(Advanced Concepts in
Electronic Structure)[19], do ktorého bol implementovaný zdrojový kód pre
výpočty pomocou metódy OVOS, následné multireferenčné výpočty boli
poč́ıtané poč́ıtané v ACES II taktiež. Základom výpočtu bolo prevedenie
HF výpočtov s použitim unrestricted metódy pre triplet a restricted open
shell pre singlet. Následne boli spoč́ıtané vlnové funkce v rámci metódy
MBPT(2) a tie boli použité pre samotný výpočet nových virtuálnych
orbitálov metodou OVOS.

Takto vytvorené vlnové funkcie v pŕıpade singletu poslúžili ako nové
vlnové funkcie pre výpočet energie tripletu pomocou Brillouine-Wignerovej
metódy coupled clusters s použit́ım dvoj-referenčného determinantu. Ako
aproximácia exponencionálneho rozvoja slúžila metóda CCSD. Táto metóda
bola použitá pre jej nevel’kú výpočetnú náročnost’ pri výborných výsledkoch.

Pre porovnanie s výpočtami boli prevedené výpočty pomocou metódy
Frozen Natural Orbitals, ktoré ako je d’alej uvedené poskytujú podobné
výsledky ako jednoreferenčné výpočty coupled cluster metódou CCSD
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6 Dáta

6.1 SR-CCSD

Výpočet OVOS bol prevedený v bázi cc-pvdz pre geometriu uvedenú v
tabul’ke 1. Z tabulky je vidiet’ pokles výpočetného času pre post-OVOS
metódu CCSD(tab.2)

Výpočetný čas(s)
Redukcia VOS

40 50 60 70 80 90 100
stav

triplet 480 766 1098 1811 2811 3649 5037
singlet 496 679 1123 1969 2665 3212 4925

Tabulka 2: výpočetný čas

Pre 40%-nú redukciu VOS je viditel’ný 80%-ný pokles potrebného
výpočtného času v pŕıpade tripletu, respektive 90% pre singlet. Takáto
redukcia však ale so sebou prináša značný nárast vo výslednej energii(0,187
a.u. v pŕıpade tripletu a 0,295 a.u. pre singlet). Energie pre iné hodnoty
redukcie VOS sú uvedené v grafe 1. z výsledkou je možné vypovedat’, že
výsledné energie pred použit́ım MR metódy sú v súlade s teoriou
OVOSu.[6] Tiež bol prevedený výpočet metódou FNO pre tripletný
stav(tab. 2). Priemerný rozdiel medzi fno/ovos je 0,016 a.u. avšak pri
metóde FNO dochádza k väčšej redukcii poč́ıtacieho času ako v pŕıpad
metódy OVOS, ktorá rieši redukciu VOS iterat́ıvne.

Energia(a.u.)
Redukcia VOS

40 50 60 70 80 90
stav

fno/triplet -232,421 -232.502 -232,574 - -232,584 -
ovos/triplet -232,459 -232,518 -232,557 -232,591 -232,610 -232,630

Tabulka 3: energia
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graf 1 SR-CCSD S-T gap OVOS
Triplet-červená
Singlet-modrá

6.2 BW-CCSD

Samotný výpočet BW-MRCC tripletného stavu tetrametylénmetánu
prebiehal v bázi cc-pvdz, ktorá poskytuje pre molekulu TME bázu o
vel’kosti 130 bázových funkcíı, ktorá v pŕıpade 40%-ného zńıženia počtu
orbitálov obsahuje 48 orbitálov, 58 pre 50%-nú atd’. Ako referenčná vlnová
funkcia(táto referenčná funkcia bola počitána bez symetrie, čiže všetky jej
MO patria do jednej irreducibilnej grupy)1 slúžila vlnová funkcia źıskaná
pomocou metódy UHF OVOS pre pŕıpad singletného stavu v geometrii
tripletu(tab.1). Na jej základe bol postavený dvoj-determinatný výpočet
BW-CCSD energie tripletu(tab.4)

Tento výpočet ale nebol dokončeny ked’že efektivný Hamiltonián
obsahoval komplexné č́ısla. Toto mohlo byt’ spôsobené bĺızkost’ou
energetických hlad́ın a jejich kvázi-degenerovaného charakteru,pŕıpadne
iným prolémom technického alebo softwarového typu.

Ďaľsou poč́ıtanou molekulou bol radikál metylénu CH2. Výpočet pre túto
molekulu bol prevedeńı v bázi cc-pvtz, ktorá poskytuje 65 bázových funkcíı.
Referenčná vlnová funkcia bola spoč́ıtaná pre jedno-determinantný singlet

1toto bolo spôsobené neexistujúcou implementáciou zdrojové kódu pre poč́ıtanie BW-
CCSD pre symetrie väčšie ako je symetria C1
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metódou UHF-OVOS a následne použitá v BW-CCSD. V tabul’ke 4 sú
uvedené jednotlivé hodnoty BW-CCSD energie pre triplet stav metylénu a
jejich zodpovedajúce redukované podpriestory virtuálnych orbitálov.

Tabulka 4: BW-CCSD
Energia(a.u.),báza cc-pvtz

Redukcia VOS
stav 40 50 60 70 80 90 100

ESR-CCSDsinglet -39,0416 -39,0473 -39,0510 -39,0522 -39,0534 -39,0538 -39,0541
EBW-CCSD -39,0428 -39,0487 -39,0535 -39,0547 -39,0568 -39,0573 -39,0581

Počet virt. obritálov 24 30 37 43 49 55 61

6.3 Mk-CCSD

Ďaľsia multireferenčná metóda, ktorá bola použitá bola metóda Mk CCSD.
Postup tohto výpočtu bol úplne analogický výpočtu pomocou metódy
BW-CCSD. Výsledné údaje sú uvedené v tab. 6 spolu s energiami pre
SR-CCSD v singletovom stave.

Tabulka 5: Mk-CCSD
Energia(a.u.),báza cc-pvtz

Redukcia VOS
stav 40 50 60 70 80 90 100

ESR-CCSDsinglet -39,0416 -39,0473 -39,0510 -39,0522 -39,0534 -39,0538 -39,0541
EMk-CCSD -39,0426 -39,0484 -39,0530 -39,0542 -39,0560 -39,0565 -39,0570

Počet virt. obritálov 24 30 37 43 49 55 61
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7 Záver

7.1 Výsledky

Z výsledkov źıskaných pomocou OVOS pre BW-CCSD a Mk-CCSD je
vidno, že redukcia do 80% poskytuje výsledky v rámci chemickej presnosti
(1,5 kcal\mol). Ešte väčšia redukcia do 70% poskytuje uspokojivé výsledky
pri skrateńı času o 61% v pŕıpade BW-CCSD.

Tabulka 6: Rozdiel medzi energiou full VOS a OVOS
Zmena energia(kcal\mol),báza cc-pvtz

Redukcia VOS
stav 40 50 60 70 80 90

∆ESR-CCSDsinglet 7,8243 4,2692 1,9719 1,1750 0,4539 0,1662
∆EMk-CCSD 9,0225 5,3922 2,5105 1,7293 0,5957 0,2878
∆EBW-CCSD 9,6119 5,9314 2,9218 2,1443 0,8364 0,5204

Z grafov 2.-4. vypĺıva, že BW-CCSD dosahuje najnižšej energie avšak za
cenu vačšieho rozdielu energíı medzi energiou full VOS a energiou pre
OVOS a taktiež za dlhš́ı poč́ıtaný čas, v priemere 15% poč́ıtacieho času
výpočtov pomocou metódy Mk-CCSD. Najdlhšie trvajúcou sa ale ukázala
samotná procedúra OVOS a jej iterácie transformácíı orbitálov, pre
jednotlivé hodnoty redukcíı boli potrebné časy skoro 5krát dlhšie ako u post
OVOS metód MK-CCSD a BW-CCSD.

graf 2 Závistlost’ energie BW-CCSD,SR-CCSD na reduckcii VOS
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graf 3 Závistlost’ energie Mk-CCSD,SR-CCSD na reduckcii VOS
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graf 4 Porovnanie závistlost́ı Mk-CCSD a BW-CCSD

Z výsledkov je teda možné vyvodit’ pre pŕıpad použitia referenčnej vlnovej
funkcie źıskanej pomocou metódy OVOS zo singletného stavu metylénu, že
metóda OVOS je schopná úspešne źıskat’ 99,963% energie systému s full
VOS a 99,964% respektive. Metóda OVOS sa taktiež osvedčila ako metóda,
ktorá dokáže pre 20%-nú redukciu podpriestoru virtuálnych orbitálov
zaistit’ hodnoty, ktoré zodpovedajú intervalu chemickej presnosti hodnôt
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vypoč́ıtaných pre full VOS.

Metóda OVOS sa jav́ı ako úspešný nástupca metód ako je FNO, ANO1 a
d’aľsie, schopných zńıž́ıt počitacie nároky o 20-30% a zachovat’ väčšinu
hodnôt systému bez akejkol’vek redukcie.

7.2 Diskusia

Nemožnost’ vypoč́ıtania post OVOS výpočtov pre tetrametylénmetán je
možné prisudzovat’ bud’ pŕılǐsnej bĺızkosti jednotlivých energetických hlad́ın,
nemožno tiež výlúčit technickú chybu v zdrojovom kóde programu ACES
II, ktorá nebola doteraz odhalená.

V pŕıpade metylénu je možné očakávat’ d’aľsie zlepšenie, ked’že báza
cc-pvtz pre molekulu metylénu obsahuje len 65 bázových funkcíı, je teda na
mieste očakávat’ podstatne väčšie skrátenie nároku na poč́ıtaćı čas pre báze
ako sú cc-pv5z,cc-pvqz a d’aľsie, kedy sa ukazuje najväčšia sila metódy
OVOS ako nástroja schopného značne zredukovat’ počet virtualných
orbitálov a zachovat’ požadovanú presnost’ danej post Hartree-Fockovskej
metody.

Iné zlepšenia možno hladat’ priamo v metóde OVOS v podobe novej
implementácie funkcionálov postavených či už na prekryvových
funkcionálov alebo iných.

1Approximate Natural Orbitals
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8 Dodatok

8.1 Variačný prinćıp

Variačný teorém stanovuje, že pre systém poṕısaný Hamiltonianom Ĥ a
akákol’vek vlnová funkcia splňjúca okrajové podmienky a podmienku
ortonormality splňuje rovnicu (48)

〈ψ|Ĥ|ψ〉 ≥ E0 (47)

kde E0 je skutečná minimalná energia. Tento teorém nám dovoluje
minimalizovat’ energiu prostým optimalizovańım vlnovej funkcie.
Definujme integrál I ako

I = 〈ψ|Ĥ − E0|ψ〉

= 〈ψ|Ĥ|ψ − 〈ψ|E0|ψ〉

= 〈ψ|Ĥ|ψ〉 − E0 (48)

zavedeńım funkcie ψ ako lineárnej kombinácie funkcíı ψ =
∑

i ciχi

I = 〈
∑
i

ciχi|Ĥ − E0|
∑
k

ckχk〉

ked’že Ĥχj = Ejχj môžeme rovnici preṕısat na

I =
∑
i

∑
k

c∗i ck[Ek − E0]〈χi|χk〉

vypoč́ıtańım sumy idúcej cez k dostávame

=
∑
i

kc∗i ci[Ei − E0]

=
∑
i

|ci|2[Ei − E0] (49)

E0 ako nejnižšia energie je vždy väčšia ako Ei a kvadrát realného č́ısla je
vždy kladný potom

I ≥ 0 (50)
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