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Abstrakt

Cı́lem této práce je seznámit čtenáře se zobrazenı́m jménem kruhová inverze. Definice

tohoto zobrazenı́ hned v úvodu a následný popis včetně důkazů všech vlastnostı́ tohoto

zobrazenı́ ve dvou rovinách, a sice syntetické a analytické s komplexnı́ proměnnou,

připravı́ čtenáře pro řešenı́ přı́kladů a úloh v druhé kapitole této práce. Snahou je

seznámit čtenáře s kruhovou inverzı́ natolik, aby pochopil veškeré jejı́ vlastnosti a byl

schopen je využı́t nejen v přı́kladech, ale i v praxi.

Abstract

The objective of this paper is to make reader acquainted with the depiction known

as ring inversion. A definition of the depiction set forth in the introduction and a

subsequent description including proofs of all characteristics of this depiction in two

planes, namely a synthetic and an analytic plane with a complex variable, shall enable

a reader to solve problems and tasks which are contained in the second part of this

paper. The aim of this work is to familiarize a reader with the ring inversion in such a

degree so that he will understand all of the characteristics and will be able to make use

of this knowledge not only to solve theoretical problems but also in practice.
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1.3 Kruhová inverze jako komplexnı́ funkce komplexnı́ proměnné . . . . . . . . . . 21
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Použité značky

R množina reálných čı́sel

R+ množina kladných reálných čı́sel

C množina komplexnı́ch čı́sel

E2 dvojrozměrný Euklidovský prostor

M2 Möbiův prostor E2 ∪∞

I(k) : X → X ′ zobrazenı́ bodu X do bodu X ′ v kruhové inverzi s určujı́cı́ kružnicı́ k

k(S, r) určujı́cı́ kružnice kruhové inverze

~u,
−→
SX vektor
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Úvod

Již v hodinách matematiky na střednı́ škole se učı́me, co je to zobrazenı́. Je to předpis,

který každému bodu z definičnı́ho oboru, přiřadı́ právě jeden bod z oboru hodnot.

Je vysvětleno, že některá zobrazenı́ jsou tzv. vzájemně jednoznačná. Znamená to, že

každý vzor má právě jeden obraz a každý obraz má právě jeden vzor. Zobrazenı́ je

častým tématem středoškolské matematiky. Funkce, posloupnosti, řady a mnohá dalšı́

témata odpovı́dajı́ předpisu zobrazenı́. Mě osobně tento předpis a vlastnost vzájemné

jednoznačnosti okouzlily svoji dokonalostı́.

Problém nastal při přı́chodu na vysokou školu, kde jsem se seznámil s pojmem

kruhová inverze. Dozvěděl jsem se, že jednou ze základnı́ch vlastnostı́ kruhové inverze

je, že dokáže přı́mku, resp. kružnici zobrazit bud’to na přı́mku, nebo na kružnici. Tato

informace mě naprosto uchvátila, poněvadž popı́rá dokonalost zobrazenı́. Samozřejmě,

že jedna konkrétně zadaná přı́mka, resp. kružnice v E2 má jeden konkrétnı́ obraz

(kružnici nebo přı́mku), ale obecně se nedá tvrdit, že obrazem přı́mky, resp. kružnice

je přı́mka, nebo kružnice (bez možnosti sjednocenı́). Napadlo mě okamžitě, že tento

jev musı́ mı́t velké využitı́ v praxi. Toto je důvod, proč jsem si téma kruhové inverze

zvolil za téma své bakalářské práce.

Ponořenı́m hlouběji do tohoto tématu jsem zjistil, že existuje řada odborných knich,

které se tı́mto tématem zabývajı́. Každý autor pı́še podle své chuti, a tak se v každé lite-

ratuře objevuje definice kruhové inverze pokaždé trochu jinak. Pro pozorného čtenáře

to nenı́ žádný velký problém vyčı́st informace z jedné knihy a přidat je k informacı́m

z knihy druhé. I já jsem si takto pospojoval spousty znalostı́. Nenašel jsem totiž žádnou

knihu, ve které by bylo napsáno vše, co jsem do té doby už nastudoval z jiných knih.

V každé literatuře jsem našel pouze definici kruhové inverze, pár dokázaných vlastnostı́

a nějaké přı́klady. Moji snahou tedy je sjednocenı́ řady těchto vědomostı́ do jednoho

textu. Mojı́ hlavnı́ prioritou je, aby veškeré informace napsané v této práci pokrývaly

co největšı́ spektrum vědomostı́ o kruhové inverzi. Je zřejmé, že to nenı́ úplně jedno-

duchý úkol, poněvadž každá definice je trochu odlišná od odstatnı́ch. Snažil jsem se

tedy nalézt takovou definici, pod kterou bude spadat co nejvı́ce definic z nastudované

literatury. Sepsánı́ všech vlastnostı́ a jejich důkazů včetně přı́kladů je už spı́še mravenčı́
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práce.

Práci strukturuji v klasickém pořadı́. V prvnı́ kapitole je uvedena definice kru-

hové inverze a poté jejı́ vlastnosti. Vše provedeno v rovině analytické. V kapitole

druhé budou následujı́ přı́klady, které jsem vybral tak, aby je bylo možné použı́t nejen

v matematických limitnı́ch prostorech, ale i v praxi.
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Kapitola 1

Teoretická část o kruhové inverzi

1.1 Syntetické vyjádřenı́

V Euklidovské rovině E2 je dána kružnice k(S, r). Zvolme libovolně bod X 6= S.

Sestrojme obraz X ′ bodu X podle následujı́cı́ho postupu:

1. r > |SX| (obr. 1.1)

(a) sestrojı́me polopřı́mku SX

(b) bodem X vedeme kolmici m k polopřı́mce SX

(c) zı́skáme bod T jako průsečı́k kolmice m s kružnicı́ k

(d) bodem T vedeme tečnu t ke kružnici k

(e) tečna protne polopřı́mku SX v jednom bodě X ′; tento bod je obrazem bodu

X

2. r < |SX|

(a) sestrojı́me polopřı́mku SX

(b) bodem X vedeme tečnu t ke kružnici k

(c) zı́skáme bod T jako bod odtyku tečny t s kružnicı́ k

(d) bodem T vedeme kolmici m k polopřı́mce SX

(e) bod X ′, čili obraz bodu X , ležı́ na prusečı́ku kolmice m s polopřı́mkou SX
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3. r = |SX|

Přı́pad, kdy X ∈ k, je distribuován v textu nı́že.

Obr. 1.1

Z obr. 1.1 je patrné, že podle Pythagorovy věty platı́ vztah

|ST |2 + |TX ′|2 = |SX ′|2.

Provedeme úpravu

|ST |2 + |TX ′|2 = |SX ′|2,

|ST |2 + |TX|2 + |XX ′|2 = |SX ′|2,

|ST |2 + |ST |2 − |SX|2 + (|SX ′| − |SX|)2 = |SX ′|2,

2|ST |2 − |SX|2 + |SX ′|2 − 2|SX ′| · |SX|+ |SX|2 = |SX ′|2,

|SX ′| · |SX| = |ST |2,

kde |ST | = r, proto můžeme napsat

|SX ′| · |SX| = r2. (1.1)

Rovnost (1.1) definuje zobrazenı́ jménem kruhová inverze. Tato rovnost je defino-

vaná pro všechna X 6= S. Abychom mohli dodefinovat zobrazenı́ pro bod S, je nutné

zavést tzv. Möbiovu rovinu M2 ([2] a [5]). Pokud k E2 přidáme jeden prvek, a sice

nevlastnı́ bod∞, vznikne nám Möbiova rovina. Platı́ tedy M2= E2∪∞. Shrňme tedy

veškeré poznatky a použijme definici z [3].
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KRUHOVÁ INVERZE V M2 je dána určujı́cı́ kružnice k(S, r), kde S ∈ E2 a r ∈ R+.

Zobrazenı́ kruhová inverze přiřadı́ každému bodu roviny X 6= S bod X ′ tak, že

platı́:

1. Polopřı́mky SX a SX ′ jsou totožné.

2. Délka |SX ′| se určı́ na základě vztahu |SX| · |SX ′| = r2.

Kružnice k(S, r) je určujı́cı́ kružnicı́ kruhové inverze, kde bod S je střed kruhové

inverze a r2 jejı́ koeficient. Pı́šeme I(k) : X → X ′.

Zároveň platı́ I(k) : S →∞ ∧ ∞→ S.

Kruhová inverze je prosté zobrazenı́ roviny M2 zpět na celou rovinu M2. Kruhová

inverze je involutornı́ zobrazenı́, tedy platı́ I(k) : X → X ′ ∧ I(k) : X ′ → X . Nynı́

do rovnosti (1.1) dosad’me bod X ∈ k:

|SX| · |SX ′| = r2,

r · |SX ′| = r2,

|SX ′| = r.

Musı́ platit, že polopřı́mka SX je totožná s polopřı́mkou SX ′. Zároveň ale platı́

také rovnost |SX| = |SX ′| = r. Z toho je zřejmé, že X = X ′. Je to tedy samodružný

bod. Bod X jsme na kružnici k zvolili libovolně, vlastnost tedy platı́ pro všechny body

kružnice. Kružnice k je tedy množinou samodružných bodů.

Dalšı́ důležitou vlastnostı́ kruhové inverze je, že body uvnitř určujı́cı́ kružnice

se zobrazujı́ do vnějšı́ oblasti kružnice a naopak. Vyplývá to z definice kruhové inverze,

resp. ze vzorce (1.1). Pokud je |SX| < r, musı́ nezbytně platit |SX ′| > r, a naopak.

Jak už bylo napsáno výše, body kružnice jsou samodružné.

Některá literatura (např. [1] a [2]) uvádı́ definici kruhové inverze, kde se vyskytuje

i záporný koeficient zobrazenı́. V našem přı́padě je koeficient r2, což nám zaručuje

vždy kladné hodnoty. Rovnice |SX| · |SX ′| = |λ| je ale taktéž rovnicı́ kruhové inverze

s koeficientem λ, kde ale λ ∈ R. Je zřejmé, že pokud λ = −1, jedná se o středovou

souměrnost, pokud λ = 0, zobrazı́ se celá rovina do středu kruhové inverze, a pokud

platı́ λ = 1, jedná se o identitu. U kruhové inverze s kladným koeficientem platı́, že
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polopřı́mky SX, SX ′ jsou totožné. V přı́padě záporného koeficientu je tomu naopak,

bod X ′ se zobrazı́ na polopřı́mku opačnou polopřı́mce SX . Jedná se tedy o složenı́

kruhové inverze s kladným koeficientem a středové souměrnosti se středem v bodě

S. V důsledku toho se v tomto textu nezmiňuji o přı́padech zobrazenı́ se záporným

koeficientem.

1.1.1 Zobrazenı́ přı́mky a kružnice

V M2 je dána určujı́cı́ kružnice k(S, r) a libovolná přı́mka p tak, že S ∈ p. Body

A, B ∈ p ∩ k (obr. 1.2). Pokud tuto přı́mku zobrazı́me v kruhové inverzi, zobrazı́ se

opět na přı́mku. Polopřı́mka SA, resp. SB, se zobrazı́ zase na polopřı́mku SA, resp.

SB, což vyplývá z definice kruhové inverze. Můžeme tedy tvrdit, že přı́mka p se zobrazı́

sama na sebe. Pouze body A, B jsou ale samodružné (poněvadž ležı́ na kružnici k),

nejedná se tedy o přı́mku samodružných bodů.

Obr. 1.2

Jak se tedy ale zobrazı́ přı́mka, která neprocházı́ bodem S? Vezměme v potaz

přı́mku, která nemá s kružnicı́ žádný společný bod a ležı́ zcela vně určujı́cı́ kružnice.

Musı́ tedy platit, že jejı́ obraz bude ležet uvnitř kružnice. Přı́mka zcela jistě v M2

procházı́ bodem ∞. Jejı́ obraz tedy musı́ procházet bodem S.

Vyslovme tvrzenı́, že přı́mka, která neprocházı́ bodem S se zobrazı́ na kružnici, která

procházı́ středem S kruhové inverze. Nynı́ se pokusme toto tvrzenı́ dokázat (obr. 1.3).

V M2 si zvolme kružnici k(S, r) a přı́mku p, která neprocházı́ bodem S. Sestrojme

kolmici m k přı́mce p tak, aby S ∈ m. Bod P je patou kolmice, tedy P ∈ m ∩ p.

Sestrojme obraz bodu P , I(k) : P → P ′, a kružnici l nad průměrem SP ′. Nynı́ zvolme

libovolně bod X ∈ p, X 6= P . Polopřı́mka SX protne kružnici l ve dvou bodech, a

sice S a X ′, kde X ′ je obrazem bodu X . Platı́ vztah |SP | · |SP ′| = r2, musı́me tedy
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Obr. 1.3

dokázat, že platı́ i vztah |SX| · |SX ′| = r2. Ekvivalentně upravı́me rovnost

|SP | · |SP ′| = |SX| · |SX ′|,
|SP ′|
|SX ′|

=
|SX|
|SP |

.

Tento výsledný vztah ale platı́. Vyplývá to z podobnosti trojúhelnı́ků SPX a SX ′P ′.

Poněvadž |∠P ′X ′S| = π
2 , ležı́ bod X ′ nad kružnici l. Tı́m je důkaz hotov. Přı́mka, která

neprocházı́ středem S kruhové inverze, se tedy zobrazı́ na kružnici, která procházı́

bodem S. Předcházejı́cı́ dvě úlohy (zobrazenı́ přı́mky, která procházı́, resp. neprocházı́

středem kruhové inverze) jsou popsány v [1].

Jak už bylo řečeno, kruhová inverze je involutornı́ zobrazenı́. Znamená to tedy,

že kružnice procházejı́cı́ středem S kruhové inverze se zobrazı́ zpět na přı́mku, která

neprocházı́ bodem S. Vzniká zde tedy otázka, na co se zobrazı́ kružnice, která středem

S neprocházı́. Zvolme stejný postup jako u předchozı́ otázky. Vyslovme tvrzenı́, které

se pokusı́me následně dokázat.

Můžeme tvrdit, že pokud vzor (kružnice) ležı́ zcela vně určujı́cı́ kružnice, resp.

uvnitř, jejı́ obraz ležı́ zcela uvnitř určujı́cı́ kružnice, resp. vně. Přı́mku, jako obraz

kružnice, můžeme tedy vyloučit. Můžeme zkusit tvrdit, že se zadaná kružnice zobrazı́

zase na kružnici, která neprocházı́ středem kruhové inverze (obr.1.4). Toto tvrzenı́ i

jeho důkaz jsou popsány v [2].

V rovině je dána určujı́cı́ kružnice kruhové inverze k(S, r) a kružnice l(O, r1), pro

kterou platı́ S /∈ l. Zvolme body A, B tak, že A, B ∈
←→
OS ∩ l. I(k) : A → A′ ∧ B →

B′, tedy I(k) : AB → A′B′. Sestrojme kružnici l′(P, r2) nad průměrem A′B′. Z

definice lze odvodit vztah |SA| : |SB′| = |SB| : |SA′|. Úsečky AB a A′B′ jsou tedy

stejnolehlé ve stejnolehlosti se středem v bodě S. Tedy i kružnice l a l′ jsou navzájem
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Obr. 1.4

stejnolehlé dle středu S. Na kružnici l zvolme body X, Y tak, aby trojice bodů S, X, Y

byla navzájem kolineárnı́. Přı́mka XY nám kružnici l′ protne ve dvou bodech. Ty

označı́me X ′, Y ′ tak, aby ve výše zmı́něné stejnolehlosti byl bod Y ′ obraz bodu X a bod

X ′ obraz bodu Y . Z mocnosti bodu ke kružnici plyne rovnost |SA|·|SB| = |SX|·|SY |.

Ze stejnolehlosti kružnic plyne rovnost |SB| : |SA′| = |SY | : |SX ′|. Z prvnı́ rovnosti

můžeme vyjádřit

|SB| = |SX| · |SY |
|SA|

.

Dosadı́me do druhé rovnosti a upravı́me

|SX| · |SY |
|SA|

· 1
|SA′|

=
|SY |
|SX ′|

,

|SX|
|SA| · |SA′|

=
1

|SX ′|
,

|SX| · |SX ′| = |SA| · |SA′|.

Výsledná rovnost dokazuje, že v kruhové inverzi určené kružnicı́ k(S, r) je obrazem

bodu X bod X ′. Tvrzenı́, že kružnice neprocházejı́cı́ středem kruhové inverze se zobrazı́

na kružnici, která taktéž neprocházı́ středem S, je tedy dokázáno.

V předcházejı́cı́ch dvou úvahách (přı́mka, resp. kružnice, neprocházejı́cı́ středem

kruhové inverze) byly brány v potaz pouze přı́pady, kdy kružnice i přı́mka ležely zcela

ve vnějšı́ oblasti určujı́cı́ kružnice. Je ale zřejmé, že stejné podmı́nky platı́ i pro přı́pady,

kdy útvary majı́ s určujı́cı́ kružnicı́ společné některé body, nebo ležı́ uvnitř určujı́cı́

kružnice. Společné body jsou samodružné a stále platı́ pravidlo, že body z vnitřnı́

oblastni určujı́cı́ kružnice se zobrazı́ vně této kružnice a naopak. Uvedené geometrické

útvary zůstanou i tak zachovány.
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1.1.2 Dalšı́ vlastnosti

Přı́mka procházejı́cı́ bodem S je samodružná. Můžeme se tedy ptát, zda existuje i kruž-

nice, která by byla samodružná. Nejedná se ovšem o určujı́cı́ kružnici. Ta je totiž zároveň

množinou samodružných bodů, což pro přı́mku procházejı́cı́ středem kruhové inverze

neplatı́. Tuto podmı́nku samodružnosti splňuje pouze kružnice, která je ortogonálnı́1

k určujı́cı́ kružnici (obr. 1.5).

Obr. 1.5

Zvolme určujı́cı́ kružnici k(S, r) a k nı́ ortogonálnı́ kružnici l(O, r1). Existujı́ body

T1, T2 ∈ k∩ l, kde platı́ |∠ST1O| = |∠ST2O| = π/2. Na kružnici l zvolme libovolně

bod X 6= T1, T2. Polopřı́mka SX protne kružnici l v dalšı́m bodě X ′. Z mocnosti bodu

ke kružnici platı́ |SX| · |SX ′| = |ST1|2 = |ST2|2 = r2. Bod X ′ je tedy obrazem bodu

X v kruhové inverzi s určujı́cı́ kružnicı́ k. Tento důkaz je taktéž propracován v [5].

V rovině je dána určujı́cı́ kružnice kruhové inverze k(S, r) a dva geometrické útvary

m,n a bod P , pro které platı́ P ∈ m∩n. Zůstává otázkou, zda existuje bod P ′ ∈ m′∩n′,

kde K(S) : m → m′ ∧n → n′ a zároveň platı́ I(k) : P → P ′. Tento problém je taktéž

řešený v [3].

Kruhová inverze je prosté zobrazenı́, tedy obraz bodu P je určen jednoznačně.

Zobrazenı́ nám zaručuje, že pokud P ∈ m, resp. P ∈ n, pak také P ′ ∈ m′, resp.

P ′ ∈ n′. Obraz P ′ je tedy bodem průniku útvarů m′, n′ a platı́ I(k) : P → P ′.

V důsledku řešenı́ předchozı́ otázky, zda společný bod vzorů se zobrazı́ na společný

bod obrazů, vzniká otázka dalšı́. Zda se střed kružnice l (vzor) zobrazı́ na střed kružnice
1Dvě kružnice jsou ortogonálnı́, právě když tečny vedené společným bodem svı́rajı́ úhel π

2 .
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l′ (obraz). Tento přı́pad je znázorněn na obr. 1.6 a je řešen v [3] nebo [1].

Obr. 1.6

V rovině je dána kružnice l(O, r1) a jejı́ obraz l′(P, r2) v kruhové inverzi s určujı́cı́

kružnicı́ k(S, r). Body A, B ležı́ na průsečı́ku kružnice l a spojnice středů kružnic

l, l′. Pokud zvolı́me |SA| = a, |SB| = b, pak |SO| = a+b
2 . Z rovnosti (1.1) můžeme

dopočı́tat |SA′| = r2

a
, |SB′| = r2

b
, |SP | = 2r2

a+b
. Nynı́ vyjádřeme |SP | jako střed

vzdálenostı́ |SA′| a |SB′|, tedy |SP | = r2(a+b)
2ab

. Aby se bod O zobrazil do bodu P ,

musela by platit rovnost

2r2

a+ b
=

r2(a+ b)
2ab

4abr2 = (a+ b)2r2

r2[4ab− (a+ b)2] = 0

−r2(a− b)2 = 0.

Ta ovšem neplatı́, tedy bod P nenı́ obrazem bodu O. V důsledku tohoto tvrzenı́ je

chybným postupem při sestrojovánı́ obrazu kružnice v kruhové inverzi zobrazit jeden

bod kružnice a jejı́ střed.

Dalšı́ důležitou vlastnostı́ kruhové inverze je podobnost trojúhelnı́ků SXY ′ a SY X ′

z obr. 1.7, kde k(S, r) je určujı́cı́ kružnicı́, X,Y ∈ E2−{S} a body X ′, Y ′ jsou obrazy

bodů X,Y . Platı́ rovnosti |SX| · |SX ′| = r2 a |SY | · |SY ′| = r2, tedy můžeme psát
|SX|
|SY | =

|SY ′|
|SX′| , a poněvadž ∠XSY je pro oba trojúhelnı́ky společný, jsou trojúhelnı́ky

podobné podle věty sus.
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Obr. 1.7

Důsledkem předchozı́ho důkazu je tvrzenı́, že kruhová inverze zachovává ortogo-

nalitu. Pokud jsou k sobě navzájem dva geometrické útvary ortogonálnı́, pro jejich

obrazy platı́ stejná podmı́nka. Pokusme se nynı́ toto tvrzenı́ dokázat (obr. 1.8).

Obr. 1.8

Zvolme určujı́cı́ kružnici k(S, r) a libovolně body X, Y 6= S. Zvolme libovolně

bod Z, který ležı́ na polopřı́mce SX . Body X ′, Y ′, Z ′ jsou popořadě obrazy bodů

X,Y, Z. Platı́ 4SY X ∼ 4SX ′Y ′ a 4SY Z ∼ 4SZ ′Y ′. Pomocı́ orientovaných úhlů

můžeme zapsat rovnost

∠XY Z = ∠XY S + ∠SY Z = ∠SX ′Y ′ + ∠Y ′Z ′S = ∠Z ′Y ′X ′.

Tedy úhel α, který svı́rajı́ dva geometrické útvary, se zobrazı́ na úhel stejné veli-

kosti avšak opačně orientovaný. V přı́padě neorientovaného úhlu platı́ mezi vzorem a

obrazem rovnost.

Tato vlastnost ale platı́ pro každý úhel, nejen pro úhel π/2. Problém nastává v situaci,
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kdy Z ležı́ na polopřı́mce opačné polopřı́mce SX . Zde platı́

∠ZY X = ∠ZY S + ∠SY X = ∠SZ ′Y ′ + ∠Y ′X ′S = π − ∠Z ′Y ′X ′

tedy ∠ZY X = π − ∠Z ′Y ′X ′. Tuto rovnost už nesplňuje libovolný úhel, ale pouze

úhel o velikosti π/2, poněvadž pro něj platı́ rovnost α = π − α. Tı́m je tvrzenı́, že

kruhová inverze zachovává ortogonalitu, dokázano.

Tento i předcházejı́cı́ důkaz jsou provedeny v [5].

Poslednı́ vlastnost, kterou se v této práci budeme zabývat, vyplývá z předchozı́ch

dvou tvrzenı́, a sice zachovánı́ ortogonality a zobrazenı́ společného bodu dvou geo-

metrických útvarů. Dokažme, že ke dvěma nesoustředným kružnicı́m lze vždy nalézt

střed kruhové inverze S tak, že se zadané dvě kružnice zobrazı́ na kružnice soustředné.

Poloměr určujı́cı́ kružnice nemusı́ být jednoznačný. Naopak, tvrzenı́ platı́ pro všechna

r ∈ R+ (obr. 1.9).

Obr. 1.9

V rovině jsou dány kružnice m(O1, r1), n(O2, r2), kde O1 6= O2. Sestrojme kružnici

l ortogonálnı́ k oběma zadaným kružnicı́m. Kružnice má střed v bodě P ∈ o ∩ ch, kde

o je spojnice středů kružnic m, n a ch je chordála těchto kružnic. Poloměr kružnice

je roven vzdálenosti |PT |, kde T je bod dotyku tečny vedené z bodu P ke kružnici

m, resp. n. Zı́skáme bod S ∈ l ∩ o. V kruhové inverzi k(S, r), r ∈ R+, se kružnice

l vždy zobrazı́ na přı́mku, poněvadž procházı́ bodem S. Obraz kružnice l je tedy

přı́mka p. Obrazy bodů průniků kružnic m, l a n, l se zobrazı́ na přı́mku p, což nám
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zaručuje dřı́ve dokázaná vlastnost kruhové inverze. Poněvadž kružnice l je k těmto

dvěma kružnicı́m ortogonálnı́, i kružnice m′, n′ musı́ svı́rat s přı́mkou p pravý úhel.

Aby byla tato vlastnost zachována, musı́ přı́mka p procházet středy kružnic m′, n′. Osa

o procházı́ středy kružnic m, n, tedy na nı́ musı́ ležet i středy obrazů těchto kružnic.

Tedy O′ ∈ o ∩ p, kde O′ je společný střed kružnic m′, n′.

1.2 Analytické vyjádřenı́

Vrat’me se nynı́ k našı́ rovnosti (1.1). Kruhová inverze je synteticky definována jako

rovnost součinu vzdálenostı́ bodů (vzoru a obrazu) od středu kruhové inverze a druhé

mocnině poloměru určujı́cı́ kružnice. Pokud se chceme zabývat analytickým vyjádře-

nı́m, musı́me určit soustavu souřadnic. V této soustavě jsou body X, X ′, jakožto vzor

a obraz, zapsány pomocı́ souřadnic. Můžeme se tedy zajı́mat o to, zda se dá rovnost

(1.1) zapsat pomocı́ vektorů, a sice zda platı́

−→
SX ·

−→
SX ′= r2. (1.2)

Obraz bodu X ležı́ na polopřı́mce SX , tedy můžeme psát, že λ·
−→
SX =

−→
SX ′, λ ∈ R+.

Pro ulehčenı́ výpočtů můžeme bez újmy na obecnosti střed kruhové inverze vždy

posunout do počátku soustavy souřadnic.

Zvolme libovolně určujı́cı́ kružnici k(S, r) a bod X 6= S. Dále platı́ S[0, 0], X[x, y],

X ′[x′, y′], kde I(k) : X → X ′. Dopočı́tejme vektory
−→
SX = (x, y),

−→
SX ′= (x′, y′),

neboli také
−→
SX ′= λ · (x, y). Dosad’me zpět do rovnice (1.2), dostaneme

−→
SX ·

−→
SX ·λ = r2,

(x2 + y2)λ = r2,

λ =
r2

x2 + y2
.

Z toho plyne

−→
SX ′ =

r2

x2 + y2
·
−→
SX,

(x′, y′) =
r2

x2 + y2
· (x, y),
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tedy

x′ =
x · r2

x2 + y2
,

y′ =
y · r2

x2 + y2
. (1.3)

Rovnice (1.3) jsou analytickým vyjádřenı́m kruhové inverze s určujı́cı́ kružnicı́

k(S, r), S[0, 0]. Odvozenı́ analytického vyjádřenı́ kruhové inverze je taktéž popsáno

v [3].

Pro odvozenı́ vzorce (1.3) jsme použili podmı́nky, kdy S = [0, 0]. Nynı́ se tedy

zabývejme přı́padem, kdy S = [m, n], m, n ∈ R. Jedná se pouze o analogické odvozenı́

z předchozı́ho výpočtu.

Stále platı́ podmı́nka λ·
−→
SX =

−→
SX ′. Poněvadž ale S = [m, n], pak

−→
SX = (x −

m, y − n). Můžeme tedy psát

−→
SX ·

−→
SX ·λ = r2,[

(x−m)2 + (y − n)2
]

λ = r2,

λ =
r2

(x−m)2 + (y − n)2
.

Z toho plyne

−→
SX ′ =

r2

(x−m)2 + (y − n)2
·
−→
SX,

(x′ −m, y′ − n) =
r2

(x−m)2 + (y − n)2
· (x−m, y − n),

tedy

x′ =
(x−m) · r2

(x−m)2 + (y − n)2
+m,

y′ =
(y − n) · r2

(x−m)2 + (y − n)2
+ n. (1.4)

Rovnice (1.4) jsou analytickým vyjádřenı́m kruhové inverze s určujı́cı́ kružnicı́

k(S, r), kde platı́ S = [m,n], X[x, y], X ′[x′, y′] a kde I(k) : X → X ′.
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1.3 Kruhová inverze jako komplexnı́ funkce komplexnı́

proměnné

V této kapitole se budeme zabývat kruhovou inverzı́ vyjádřenou jako komplexnı́ funkce

komplexnı́ proměnné (dále jen funkce). Pohybujeme se tedy ve čtyřrozměrném pro-

storu, poněvadž se jedná o zobrazenı́ z C do C, kde každý prvek z C je vyjádřen jako

komplexnı́ čı́slo z = a + b i, nebo jako bod Gaussovy roviny v souřadnicovém tvaru

z = [a, b], a, b ∈ R. Graficky budeme část tohoto prostoru vyjadřovat jako zobrazenı́

Gaussovy roviny zpět do Gaussovy roviny.

Vrat’me se nynı́ k našı́ rovnosti (1.1), kterou jsme odvodili na základě Pythagorovy

věty o pravoúhlém trojúhelnı́ku. Z této rovnosti jsme odvodili analytické vyjádřenı́

kruhové inverze a nynı́ vyjádřı́me předpis funkce, který by odpovı́dal kruhové inverzi.

Obr. 1.10 je grafickým znázorněnı́m kruhové inverze v Gaussově rovině.

Obr. 1.10

Než přistoupı́me k samotnému odvozenı́ předpisu funkce představujı́cı́ kruhovou

inverzi, dokážeme platnost rovnosti |z − z0|2 = (z − z0)(z − z0). Zvolme obecně

z = a+ b i a z0 = m+ n i, a, b,m, n ∈ R.

Levá strana rovnosti je rovna

|z − z0|2 = |(a+ b i)− (m+ n i)|2 = |(a−m) + (b− n) i|2 = (a−m)2 + (b− n)2.

Pravá strana dokazované rovnosti je rovna

(a+ b i−m− n i)(a− b i−m+ n i) =

= [(a−m) + (b− n) i] [(a−m)− (b− n) i] =

= (a−m)2 + (b− n)2.

Obě strany se rovnajı́, rovnost tedy platı́.
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Přistupme nynı́ k samotnému odvozenı́ předpisu komplexnı́ funkce komplexnı́

proměnné představujı́cı́ kruhovou inverzi. Kruhová inverze je dána předpisem funkce

komplexnı́ proměnné, tedy f(z) = w, z, w ∈ C∪{∞}. Rovnost (1.1) můžeme přepsat

do tvaru |z − z0| · |w − z0| = r2, kde z0 ∈ C je střed kruhové inverze, a upravit

(z − z0)(z − z0)(w − z0)(w − z0) = r4,

(w − z0)(z − z0)(w − z0) =
r4

z − z0
. (1.5)

Zkoumejme blı́že součin (z − z0)(w − z0). Obě komplexnı́ čı́sla můžeme vyjádřit

jako vektory ~u = z − z0, ~v = w − z0. Definujme vektor ~w = w − z0, který je osově

souměrný s vektorem~v podle osy x. Vektory~u, ~w svı́rajı́ s kladnou částı́ reálné osy stejný

úhel, poněvadž body z0, z, w jsou kolineárnı́. Jestliže tedy vektor ~u svı́rá s kladnou částı́

reálné osy úhel α, pak vektor ~v musı́ svı́rat úhel 2π − α. Pokud (graficky) násobı́me

dva vektory, pak sčı́táme jejich argumenty, které svı́rajı́ s kladnou částı́ reálné osy, a

násobı́me jejich délky. Pokud tedy sečteme α + (2π − α), výsledný úhel je 2π. Musı́

tedy platit, že součin (z − z0)(w − z0) ∈ R (obr. 1.11).

Obr. 1.11

Zbývá vynásobit délky vektorů, tedy|z−z0|·|w − z0| = |z−z0|·|w−z0|. Výsledek

je podle předpokladu roven r2. Dosad’me zpět do rovnosti (1.5) a upravme

(w − z0) · r2 =
r4

z − z0
,

w = z0 +
r2

z − z0
. (1.6)
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Funkce (1.6) definuje obraz bodu z, z 6= z0. Pro úplnost můžeme opět dodefinovat

f(z0) =∞∧ f(∞) = z0, čı́mž definujeme obraz bodu z, kde z = z0. Vyslovme tedy

následujı́cı́ definici.

KRUHOVÁ INVERZE Necht’z ∈ C ∪ {∞}, pak ke každému bodu z je přiřazen právě

jeden bod w na základě předpisu

f(z) : w = z0 +
r2

z − z0
.

Bod z0 je střed kruhové inverze a r2 jejı́ koeficient, pro které platı́ z0 ∈ C a

r ∈ R+.

Dále definujeme f(z0) =∞ a f(∞) = z0.

Předpis funkce kruhové inverze včetně jejı́ch základnı́ch vlastnostı́ i dokazovaná

rovnost |z − z0|2 = (z − z0)(z − z0) jsou též zmı́něny v [4].

Pokud máme kruhovou inverzi použı́vat při výpočtech, můžeme si vždy vhodně

zvolit počátek soustavy souřadnic do středu kruhové inverze. V přı́padě, že máme

soustavu pevně zadanou, můžeme ji vždy vhodně posunout do středu kruhové inverze.

Zvolme tedy kruhovou inverzi se středem v bodě z0 = [0, 0] a poloměrem r = 1.

Z původnı́ho předpisu funkce dostaneme předpis

f(z) : w =
1
z
, (1.7)

který budeme využı́vat v následujı́cı́ch výpočtech a přı́kladech.

1.3.1 Důkaz involuce a zobrazenı́ okolı́ bodu z0

V tomto oddı́le si dokážeme, že kruhová inverze je involutornı́ zobrazenı́, a ukážeme

si, jak se zobrazı́ okolı́ bodu z0 vzhledem k poloměru určujı́cı́ kružnice |z − z0| = r,

kde v našem přı́padě r = 1.

V zobrazenı́, které je složeno ze dvou stejných kruhových inverzı́, se libovolný

bod z zobrazı́ sám do sebe. Pokud w je obraz bodu z, musı́ platit

w =
1

(1
z
)
= z.
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Ze vztahu w = 1
z

je zřejmé, že pokud |z| < 1, pak |w| > 1. Absolutnı́ hodnota

komplexnı́ho čı́sla a čı́sla k němu komplexně sdruženého je stejná. Okolı́ Uz0 〈0, 1) se

tedy zobrazı́ do okolı́ Uz0 (1,∞〉 a naopak.

Přı́klad

Zobrazte bod z = 3 − 2 i v kruhové inverzi w = 1
z
. Vypočı́tejte hodnoty |z|, |w| a

bod w zobrazte zpět v této kruhové inverzi. Výsledky porovnejte.

Řešenı́

Platı́ f(z) = w a f(w) = w′, tedy

w =
1

3 + 2 i
=
3− 2 i
13

=
3
13
− 2
13

i,

|z| =
√
9 + 4 =

√
13 =̇ 3, 6,

|w| =
√
9
169
+
4
169
=

√
13
13
=̇ 0, 277,

w′ =
1

3
13 +

2
13 i
=

3
13 −

2
13 i

13
132

= 3− 2 i.

Bod w se zobrazı́ zpět do bodu z. Vzdálenost |z − z0| > 1 a |w − z0| < 1, bod z

tedy ležı́ vně určujı́cı́ kružnice a bod w uvnitř.

1.3.2 Samodružnost určujı́cı́ kružnice

Jako prvnı́ dokážeme, že určujı́cı́ kružnice kruhové inverze |z−z0| = r, kde z0 = [0, 0]

a r = 1, je samodružná. Bod z náležı́ určujı́cı́ kružnici. Je-li z = a+ b i, a, b ∈ R, pak

a2 + b2 = 1. Můžeme vypočı́tat b = ±
√
1− a2. Vezmeme např. b =

√
1− a2, tedy

z = a+ i
√
1− a2. Bod z zobrazı́me v kruhové inverzi, tedy

w =
1

a+ i
√
1− a2

=
1

a− i
√
1− a2

=
a+ i

√
1− a2

a2 + 1− a2
= a+ i

√
1− a2.

Vı́dı́me, že libovolný bod z náležı́cı́ určujı́cı́ kružnici se zobrazı́ sám na sebe.

Určujı́cı́ kružnice je tedy samodružná.

Přı́klad

Zobrazte kružnici |z| = 1 v kruhové inverzi w = 1
z
.
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Řešenı́

Označme z = a+ b i, a, b ∈ R. Podmı́nka |z| = 1 nám zaručuje, že a 6= 0∨ b 6= 0.

Do rovnice kružnice dosadı́me obraz bodu z v kruhové inverzi a upravı́me

1 = |z| =
∣∣∣∣1z

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1
a− b i

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a+ b i

a2 + b2

∣∣∣∣ = |z|
a2 + b2

.

Musı́ tedy platit podmı́nka a2+ b2 = 1. Tu však splňuje pouze již zmı́něná kružnice

|z| = 1. Kružnice se tedy zobrazı́ sama na sebe.

Přı́klad

Zobrazte bod z = 1
2 +

√
3
2 i v kruhové inverzi w = 1

z
.

Řešenı́

Platı́

w =
1

1
2 −

√
3
2 i
=
1
2 +

√
3
2 i

1
4 +

3
4

=
1
2
+

√
3
2

i.

Bod z je samodružný.

1.3.3 Zobrazenı́ přı́mky

Pro zobrazenı́ bodu z ∈ C− {0}, z = x + y i, x, y ∈ R, v kruhové inverzi f(z) = 1
z

můžeme odvodit obecný vzorec

f(z) =
1

x− y i
=

x+ y i

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+

y

x2 + y2
i,

kde f(z) = w, w = u + v i, tedy u = x
x2+y2

, v = y
x2+y2

. Jedná se o zobrazenı́ bodu

[x, y] z množiny C do bodu [u, v] z množiny C. Platı́

u2 + v2 =
x2 + y2

(x2 + y2)2
=

1
x2 + y2

=
u

x
=

v

y
,

inverznı́ zobrazenı́ je tedy definováno pro složky u, v jako x = u
u2+v2

, y = v
u2+v2

.

Jak už vı́me, rozlišujeme dvě polohy přı́mky vůči určujı́cı́ kružnici, a sice kdy

z0 ∈ p a z0 /∈ p. Přı́mku procházejı́cı́ středem kruhové inverze můžeme v přı́padě

z0 = [0, 0] napsat ve směrnicovém tvaru y = kx. Dosad’me nynı́ za x, y a dopočı́tejme

obraz přı́mky p:

p : y = kx ⇒ v

u2 + v2
= k

u

u2 + v2
⇒ q : v = ku,
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což je shodná přı́mka, poněvadž bod z0 = [0, 0] a směrnice k zůstávajı́ zachovány.

Tedy p = q.

Speciálnı́m přı́padem je přı́mka x = 0, kde směrnice k nenı́ definovaná. Dosadı́me

za x a dopočı́táme

p : x = 0 ⇒ u

u2 + v2
= 0 ⇒ q : u = 0, v ∈ R− {0}.

Přı́mka x = 0 se tedy zobrazı́ taktéž sama na sebe.

Přı́klad

Zobrazte přı́mku p, která procházı́ počátkem soustavy souřadnic [0, 0] a bodem

z1 = 3 + q i, q ∈ R. Ověřte, zda se obraz rovná vzoru.

Rěšenı́

Jestliže je směrový vektor přı́mky p roven
−→
sp= (3, q), pak normálový vektor je

ve tvaru
−→
np= (q,−3), tedy

p : qx− 3y = 0.

Body na přı́mce p jsou např. z1 = 3 + q i, z2 = 1 +
q
3 i. Pak

f(z1) =
1

3− q i
=

3
9 + q2

+
q

9 + q2
i,

f(z2) =
1

1− q
3 i
=
1 + q

3 i
9+q2

9

=
9

9 + q2
+
3q
9 + q2

i.

Směrový vektor přı́mky f(p) je roven

−→
sf(p)=

(
6

9 + q2
,
2q
9 + q2

)
≈ (3, q),

tedy normálový vektor přı́mky je
−→

nf(p)= (q,−3). Můžeme psát

f(p) : qx− 3y = 0.

V přı́padě přı́mky neprocházejı́cı́ středem kruhové inverze jsou výpočty podobné.

Směrnicový tvar takové přı́mky je y = kx + q, q 6= 0. Dosad’me i zde za x, y a

dopočı́tejme

y = kx+ q,

v

u2 + v2
= k

u

u2 + v2
+ q,

v = ku+ (u2 + v2)q,

0 = qu2 + qv2 + ku− v.
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Upravme dále z obecného tvaru rovnice

qu2 + qv2 + ku− v = 0,(
u2 +

k

q
u

)
+

(
v2 − 1

q
v

)
= 0,(

u2 +
k

q
u+

k2

4q2

)
− k2

4q2
+

(
v2 − 1

q
v +

1
4q2

)
− 1
4q2

= 0,(
u+

k

2q

)2
+

(
v − 1
2q

)2
=

k2 + 1
4q2

.

Výsledkem je tedy rovnice kružnice, která procházı́ počátkem soustavy souřadnic,

středem kružnice je bod O
[
− k
2q ,

1
2q

]
a jejı́ poloměr r1 =

√
k2+1
2q .

Přı́klad

V kruhové inverzi f(z) = 1
z

zobrazte přı́mku p : 3x − 7y + 5 = 0. U výsledné

kružnice vyšetřete jejı́ střed a poloměr.

Rěšenı́

Provádı́me úpravy jako v předchozı́ch přı́padech

3
u

u2 + v2
− 7 v

u2 + v2
+ 5 = 0,

5u2 + 5v2 + 3u− 7v = 0,(
u2 +

3
5
u

)
+

(
v2 − 7

5
v

)
= 0,(

u2 +
3
5
u+

9
100

)
− 9
100
+

(
v2 − 7

5
v +

49
100

)
− 49
100

= 0,

(
u+

3
10

)2
+

(
v − 7
10

)2
=
29
50

.

Výsledkem je kružnice l(O, r1), kde O
[
− 3
10 ,

7
10

]
a r1 =

√
58
10 .

1.3.4 Zobrazenı́ kružnice

Polohu kružnice l taktéž rozlišujeme na dva přı́pady, a sice kdy z0 ∈ l a kdy z0 /∈ l.

Jak už vı́me (a máme dokázané), obrazem kružnice procházejı́cı́ bodem z0 je přı́mka p,

pro kterou platı́ z0 /∈ p.
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Zbývá tedy v komplexnı́ rovině dokázat, že kružnice neprocházejı́cı́ bodem z0

se zobrazı́ na jinou kružnici se stejnou vlastnostı́. K výpočtu využijeme vzorce pro

zobrazenı́ bodu z předchozı́ho odstavce.

V komplexnı́ rovině je dána kružnice l1(O1, r1), O1 = m + n i a libovoný bod

kružnice z = x+ y i. Rovnici kružnice můžeme zapsat ve tvaru

(x−m)2 + (y − n)2 = r21.

Středovou rovnici kružnice přepišme do obecného tvaru

x2 − 2mx+m2 + y2 − 2ny + n2 − r21 = 0,

x2 + y2 − 2mx− 2ny + p = 0,

kde p = m2 + n2 − r21. Nynı́ zobrazme bod z v kruhové inverzi a výpočet upravme

u2

(u2 + v2)2
+

v2

(u2 + v2)2
− 2m u

u2 + v2
− 2n v

u2 + v2
+ p = 0,

1
u2 + v2

− 2mu

u2 + v2
− 2nv

u2 + v2
+ p = 0,

1− 2mu− 2nv + pu2 + pv2 = 0,

u2 + v2 − 2m
p

u− 2n
p

v +
1
p
= 0.

Výsledkem může být kružnice l2(O2, r2), která neprocházı́ bodem z0. Abychom

zjistili, že se jedná o kružnici, převedeme obecný tvar rovnice do středového tvaru(
u2 − 2m

p
u

)
+

(
v2 − 2n

p
v

)
= −1

p
,(

u2 − 2m
p

u+
m2

p2

)
− m2

p2
+

(
v2 − 2n

p
v +

n2

p2

)
− n2

p2
= −1

p
,

(
u− m

p

)2
+

(
v − n

p

)2
=

m2 + n2 − p

p2
,

(
u− m

p

)2
+

(
v − n

p

)2
=

r21
p2

.

Obrazem kružnice l1(O1, r1) je tedy kružnice l2(O2, r2), kde O2 = m
p
+ n

p
i a

r2 = r1
p

.
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Přı́klad

Zobrazte kružnici se středem v bodě O = 4
5 +

7
10 i a poloměrem r = 1

10 v kruhové

inverzi f(z) = 1
z
. U obrazu vyšetřete střed a poloměr.

Rěšenı́

Ze zadaných infomacı́ můžeme napsat středovou rovnici kružnice(
x− 4
5

)2
+

(
y − 7
10

)2
=
1
100

.

Nynı́ ji upravme na obecnou rovnici

x2 − 8
5
x+
16
25
+ y2 − 14

10
y +

49
100

=
1
100

,

x2 + y2 − 8
5
x− 7
5
y +
28
25
= 0.

Dosad’me za x, y a upravme:

u2

(u2 + v2)2
+

v2

(u2 + v2)2
− 8
5
· u

u2 + v2
− 7
5
· v

u2 + v2
+
28
25
= 0,

1− 8
5
u− 7
5
v +
28
25

u2 +
28
25

v2 = 0,

u2 + v2 − 10
7

u− 5
4
v +
25
28
= 0.(

u2 − 10
7

u+
25
49

)
− 25
49
+

(
v2 − 5

4
v +
25
64

)
− 25
64
+
25
28
= 0,

(
u− 5
7

)2
+

(
v − 5
8

)2
=

25
3136

.

Zadaná kružnice se tedy zobrazı́ na kružnici se středem v bodě O′ = 5
7 +

5
8 i a

poloměrem r′ = 5
56 .

1.3.5 Skládánı́ kruhových inverzı́

Poslednı́m tématem, kterým se budeme v této práci zabývat, je skládánı́ kruhových

inverzı́. V potaz budeme brát dva přı́pady, a sice skládáme dvě kruhové inverze, když

středy určujı́cı́ch kružnic splývajı́ a když ne.

Jako prvnı́ rozebereme přı́pad, kdy z0 = z1 a z0 = z2, kde z1, z2 jsou středy

určujı́cı́ch kružnic. Soustavu souřadnic zvolme tak, aby z0 = [0, 0]. Pro lepšı́ názornost
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zvolme poloměry určujı́cı́ch kružnic různé od 1, tedy r1 6= 1, r2 6= 1 a r1 6= r2, poněvadž

v přı́padě dvou kružnic o stejném poloměru vznikne identita, jak už bylo psáno dřı́ve.

V komplexnı́ rovině jsou dány dvě soustředné kružnice l1(z0, r1), l2(z0, r2). Zobrazenı́

určené těmito kružnicemi jsou

f1(z) =
r21
z

,

f2(z) =
r22
z

.

Jak vı́me, skládánı́ zobrazenı́ nenı́ komutativnı́, tedy uvažujme dva obrazy

(f1 ◦ f2)(z) =
r22(
r21
z

) = r22
r21
· z,

(f2 ◦ f1)(z) =
r21(
r22
z

) = r21
r22
· z.

Výsledkem je tedy vždy stejnolehlost se středem v bodě z0. Koeficient stejnolehlosti

se rovná podı́lu druhých mocnin poloměrů kružnic, kde čitatel i jmenovatel zlomku je

závislý na pořadı́ skládánı́.

V druhém přı́padě máme dvě nesoustředné určujı́cı́ kružnice. Jednu ze dvou kružic

můžeme umı́stit do počátku soustavy souřadnic a jejı́ poloměr vzı́t jako jednotku, tedy

dvě určujı́cı́ kružnice k1([0, 0], 1), k2(z0, r), kde z0 6= [0, 0], a zobrazenı́

f1(z) =
1
z
,

f2(z) = z0 +
r2

z − z0
.

Výsledné zobrazenı́ jsou ve tvaru

(f1 ◦ f2)(z) = z0 +
r2

1
z
− z0

,

(f2 ◦ f1)(z) =
1

z0 + r2

z−z0

.

Obě tyto složeniny nepopisujı́ žádné běžně známé zobrazenı́. Jedná se o tzv. obecně

lineárně lomené zobrazenı́ s předpisem

f(z) =
az + b

cz + d
; a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0.

Kruhová inverze, ale také dalšı́ známá zobrazenı́, jako např. rotace a stejnolehlost, jsou

podmnožinou obecně lineárně lomeného zobrazenı́ ([6]).
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Kapitola 2

Kruhová inverze a jejı́ využitı́

V této kapitole se budeme zabývat užı́vánı́m kruhové inverze v geometrii. Celou

kapitolu si rozdělı́me na dvě části.

V prvnı́ části bude našı́m zájmem zkoumánı́ Apolloniových úloh, ovšem ne z hle-

diska řešitelnosti, ale budeme sledovat využitı́ kruhové inverze při postupu řešenı́ těchto

úloh.

V druhé části si vyjmenujeme některé dalšı́ možné využitı́ kruhové inverze. Nastı́-

nı́me i možnosti využitı́ kruhové inverze v praxi.

2.1 Apolloniovy úlohy

Mějme tři geometrické útvary: bod (B), přı́mku (p), kružnici (k). Vytvořme všechny

možné třı́prvkové kombinace s opakovánı́m tvořené z těchto třı́ prvků. Našı́m úkolem

je sestrojit takovou kružnici, která se dotýká všech třı́ zadaných geometrických útvarů.

Řešenı́ těchto úloh lze dohledat v mnoha knihách, skriptech a předevšı́m na in-

ternetu. Opětovným popisem postupů řešenı́ nepřı́nášı́me nic nového. Krom toho se

tato práce vztahuje ke kruhové inverzi a nikoliv k Appolloniovým úlohám. Zmiňu-

jeme je ovšem proto, protože nejčastějšı́ využitı́ kruhové inverze je právě při řešenı́

Apolloniových úloh.

Podı́vejme se na to tedy z jiné stránky. Kruhová inverze je vzájemně jednoznačné

zobrazenı́. Jednomu bodu roviny odpovı́dá právě jeden bod roviny. Vezmeme-li ale

obecně obraz přı́mky, resp. kružnice, nemůžeme s jistotou řı́ci, na co se tento útvar
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zobrazı́. Je to určitým způsobem jedinečná vlastnost tohoto zobrazenı́. Pokusme se

toho využı́t. Naše zadánı́ pracuje se třemi prvky, a sice s bodem, přı́mkou a kružnicı́.

Jak už bylo řečeno, bod zobrazı́ kruhová inverze na bod, ale přı́mku zobrazı́ na přı́mku,

nebo kružnici a kružnici taktéž na přı́mku, nebo kružnici. Máme tedy jedinečnou

možnost měnit pomocı́ kruhové inverze geometrické útvary mezi sebou, a tı́m zároveň

měnit i zadánı́ přı́kladu. Poněvadž, jak už vı́me, v kruhové inverzi platı́, že dotýkajı́-

li se dva geometrické útvary vzorů, dotýkajı́ se i jejich obrazy. Změnı́me-li pomocı́

kruhové inverze geometrické útvary zadánı́ a poté nalezneme kružnici odpovı́dajı́cı́

zadánı́ Apolloniovy úlohy, tato kružnice se v téže kruhové inverzi zobrazı́ na kružnici,

která splňuje podmı́nky v původnı́m nezměném zadánı́.

Rozdělme si tedy úlohy podle toho, kolik bodů se vyskytuje v zadánı́.

0 bodů 1 bod 2 body 3 body

ppp Bpp BBp BBB

ppk Bpk BBk

pkk Bkk

kkk

Budeme se nynı́ snažit převést libovolné zadánı́ do všech ostatnı́ch přı́padů ve stejném

sloupci tabulky.

Našı́m úkolem je nalezenı́ středu kruhové inverze S tak, aby nám po zobrazenı́

vzniklo jiné zadánı́. Poloměr kružnice už nenı́ určujı́cı́, poněvadž měnı́ pouze tvar

výsledného obrazu, geometrické útvary zůstanou již zachovány. Volme střed S vždy

tak, aby nebyl roven žádnému ze zadaných bodů B. Stále se pohybujeme v rovině M2.

2.1.1 Tři body

V tomto přı́padě nemůže kruhová inverze pomoci, poněvadž se v zadánı́ nevyskytuje

žádná přı́mka ani kružnice pouze body. Zároveň zde máme jen jedno zadánı́. Pře-

vod na jiné zadánı́ tedy nenı́ už jen z tohoto důvodu vůbec možný. Tı́mto přı́padem

se nebudeme vı́ce zbývat.
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2.1.2 Dva body

B1B2k

Zde i v následujı́cı́ch přı́kladech už může kruhová inverze pomoci, poněvadž nepra-

cujeme pouze s body, ale i s kružnicı́ (kružnicemi), resp. přı́mkou (přı́mkami). Musı́me

tedy toto zadánı́ převést na jediný přı́pad, a sice B1B2p. Kružnice se na přı́mku zobrazı́

tehdy, ležı́-li na nı́ střed kruhové inverze. Konkrétnı́ polohy bodů B1, B2 nejsou pro

zobrazenı́ důležité. Můžeme tedy psát podle obr. 2.1

B1B2k → B1B2p ⇔ S ∈ k.

Obr. 2.1

B1B2p

Opětovně převádı́me na jediný přı́pad, a sice na zadánı́ B1B2k. Střed kruhové

inverze S volme tak, aby neležel na přı́mce p. Přı́mka se tak v kruhové inverzi zobrazı́

na kružnici. Jako v předchozı́m přı́padě nemá poloha bodů B1, B2 vliv na výsledné

zobrazenı́. Platı́ (obr. 2.2)

B1B2p → B1B2k ⇔ S /∈ p.

Obr. 2.2
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2.1.3 Jeden bod

Bp1p2

Jako prvnı́ rozebere nejjednoduššı́ ze třı́ přı́padů, dvě přı́mky a jeden bod. Chceme-li

přejı́t na zadánı́ Bk1k2, volı́me střed S tak, aby neležel ani jedné ze zadaných přı́mek.

Pokud střed kruhové inverze umı́stı́me na právě jednu z přı́mek, zı́skáme tak zadánı́

Bpk.

V tomto přı́padě, na rozdı́l od následujı́cı́ch, existuje vždy řešenı́, poněvadž nezáležı́

na tom, zda existuje průnik zadaných útvarů či ne. Sepišme poznatky (obr. 2.3)

Bp1p2 → Bk1k2 ⇔ (S1 /∈ p1 ∧ S1 /∈ p2),

Bp1p2 → Bpk ⇔ [(S2 ∈ p1 ∨ S2 ∈ p2) ∧ (S2 /∈ p1 ∩ p2)].

Obr. 2.3

Bpk

Druhý přı́pad je už poněkud složitějšı́. Záležı́ totiž na konkrétnı́m postavenı́ za-

daných útvarů. Bod S volı́me tak, aby neležel na kružnici ani přı́mce, pokud chceme

převést zadánı́ do tvaru Bk1k2. Při převedenı́ na přı́pad Bp1p2 musı́ střed kruhové

inverze ležet v průniku přı́mky a kružnice. Tento bod ovšem neexistuje, pokud přı́mka

ležı́ zcela vně zadané kružnice. Ne vždy lze tedy převést zadánı́ Bpk na zadánı́ Bp1p2.

Těchto situacı́ bude v dalšı́ch přı́padech špı́še přibývat. Pı́šeme podle obr. 2.4

Bpk → Bk1k2 ⇔ (S1 /∈ p ∧ S1 /∈ k),

Bpk → Bp1p2 ⇔ S2 ∈ p ∩ k.

Bk1k2

Třetı́ a poslednı́ přı́pad je podobný předchozı́mu. Pokud bod S ležı́ na právě jedné

ze zadaných kružnic, obrazem je zadánı́ Bpk. Abychom dostali přı́pad Bp1p2, musı́

střed kruhové inverze ležet v bodě průniku těchto dvou kružnic. Tento bod průniku
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Obr. 2.4

ovšem nemusı́ vždy existovat. Tyto přı́pady existence či neexistence průniků zada-

ných geometrických útvarů nebudeme v dalšı́ch zadánı́ch zmiňovat. Zamyšlenı́ nad

konkrétnı́m zadánı́m přenecháme čtenáři. Platı́ tedy (obr. 2.5)

Bk1k2 → Bpk ⇔ [(S1 ∈ k1 ∨ S1 ∈ k2) ∧ (S1 /∈ k1 ∩ k2)],

Bk1k2 → Bp1p2 ⇔ S2 ∈ k1 ∩ k2.

Obr. 2.5

2.1.4 Žádný bod

p1p2p3

V potaz nynı́ přicházı́ zadánı́ složená pouze z přı́mek a kružnic. Jako prvnı́ roze-

bereme přı́pad třı́ přı́mek. Zadánı́ k1k2k3 dostaneme, jestliže bod S zvolı́me tak, aby

neležel ani na jedné ze zadaných přı́mek. Naopak, pokud bod S ležı́ na právě jedné

přı́mce, po zobrazenı́ zı́skáme zadánı́ pk1k2. Jako poslednı́ zbývá průnik dvou zada-

ných přı́mek. Pokud bude střed kruhové inverze ležet v tomto průniku, dostaneme se k
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zadánı́ p1p2k. Podle obr. 2.6 může psát

p1p2p3 → k1k2k3 ⇔

⇔ (S1 /∈ p1 ∧ S1 /∈ p2 ∧ S1 /∈ p3),

p1p2p3 → pk1k2 ⇔

⇔ [(S2 ∈ p1 ∨ S2 ∈ p2 ∨ S2 ∈ p3) ∧ (S2 /∈ p1 ∩ p2 ∧ S2 /∈ p1 ∩ p3 ∧ S2 /∈ p2 ∩ p3)],

p1p2p3 → p1p2k ⇔

⇔ [(S3 ∈ p1 ∩ p2 ∨ S3 ∈ p1 ∩ p3 ∨ S3 ∈ p2 ∩ p3) ∧ (S3 /∈ p1 ∩ p2 ∩ p3)].

Obr. 2.6

p1p2k

Jako dalšı́ v pořadı́ rozebereme přı́pad dvou přı́mek a jedné kružnice. Pokud střed

kruhové inverze neležı́ ani na jednom ze zadaných geometrických útvarů, přejdeme

tak k zadánı́ k1k2k3. Jestliže bod S ležı́ na právě jedné z přı́mek, nebo na kružnici,

dostaneme zadánı́ pk1k2. Bod průniku všech třı́ útvarů volı́me tehdy, chceme-li přejı́t

na zadánı́ p1p2p3. Shrňme tedy poznatky (obr. 2.7)

p1p2k → k1k2k3 ⇔

⇔ (S1 /∈ p1 ∧ S1 /∈ p2 ∧ S1 /∈ k),

p1p2k → pk1k2 ⇔

⇔ [(S2 ∈ p1 ∨ S2 ∈ p2 ∨ S2 ∈ k) ∧ (S2 /∈ p1 ∩ p2 ∧ S2 /∈ p1 ∩ k ∧ S2 /∈ p2 ∩ k)],

p1p2k → p1p2p3 ⇔

⇔ (S3 ∈ p1 ∩ p2 ∩ k).
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Obr. 2.7

pk1k2

I v přı́padě přı́mky a dvou kružnic platı́, že pokud chceme přejı́t na zadánı́ k1k2k3,

musı́me bod S volit tak, aby neležel ani na jednom ze zadaných geometrických útvarů.

Pokud zvolı́me za střed kruhové inverze průnik právě dvou zadaných útvarů, přejdeme

tak na zadánı́ p1p2k. Kruhová inverze se středem v průniku všech třı́ zadaných útvarů

nám převede zadánı́ do tvaru p1p2p3. Tedy (obr. 2.8)

pk1k2 → k1k2k3 ⇔

⇔ (S1 /∈ p ∧ S1 /∈ k1 ∧ S1 /∈ k2),

pk1k2 → p1p2k ⇔

⇔ [(S2 ∈ p ∩ k1 ∨ S2 ∈ p ∩ k2 ∨ S2 ∈ k1 ∩ k2) ∧ (S2 /∈ p ∩ k1 ∩ k2)],

pk1k2 → p1p2p3 ⇔

⇔ (S3 ∈ p ∩ k1 ∩ k2).

k1k2k3

Jako poslednı́ rozebereme přı́pad třı́ kružnic. Pokud bod S ležı́ na právě jedné

ze zadaných kružnic, kruhová inverze převede zadánı́ do tvaru pk1k2. Pokud ležı́ bod S

v průniku právě dvou ze zadaných kružnic, zı́skáme zadánı́ p1p2k. A jako poslednı́

volı́me za střed kruhové inverze průnik všech třı́ kružnic. Dostaneme tak zadánı́ p1p2p3.

Ve všech třech zadánı́ch lze sledovat určitou pravidelnost, např. pro převod na zadánı́ třı́

kružnic ležı́ bod S vždy mimo zadané geometrické útvary. Naopak ležı́-li střed kruhové

inverze v průniku všech třı́ útvarů, dostaneme přı́pad třı́ přı́mek. Hlubšı́ zkoumánı́ těchto
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Obr. 2.8

pravidelnostı́ (i v předcházejı́cı́ch zadánı́ch) přenecháme čtenáři. Můžeme podle obr. 2.9

psát

k1k2k3 → pk1k2 ⇔

⇔ [(S1 ∈ k1 ∨ S1 ∈ k2 ∨ S1 ∈ k3) ∧ (S1 /∈ k1 ∩ k2 ∧ S1 /∈ k1 ∩ k2 ∧ S1 /∈ k2 ∩ k3)],

k1k2k3 → p1p2k ⇔

⇔ [(S2 ∈ k1 ∩ k2 ∨ S2 ∈ k1 ∩ k3 ∨ S2 ∈ k2 ∩ k3) ∧ (S2 /∈ k1 ∩ k2 ∩ k3)],

k1k2k3 → p1p2p3 ⇔

⇔ (S3 ∈ k1 ∩ k2 ∩ k3).

Obr. 2.9

Ukázali jsme si, jak lze z jakéhokoliv zadánı́ Appoloniovy úlohy přejı́t do jiného

zadánı́ se stejným počtem zadaných bodů. Jak už bylo psáno výše, ne všechny změny
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lze vždy provést, poněvadž nemusı́ vždy existovat průniky některých zadaných geo-

metrických útvarů, které jsou nezbytné pro převod do jiného zadánı́.

2.2 Dalšı́ využitı́ kruhové inverze

V poslednı́ části této práce si ukážeme dalšı́ využitı́ kruhové inverze v přı́kladech.

Pokusı́me se úvest i některá přirovnánı́ do praxe, kdy se dajı́ postupy z těchto přı́kladů

využı́t. Všechny tyto přı́klady lze dohledat v [7].

1. přı́klad V rovině je dána samodružná přı́mka p, bod A a jeho obraz A′, kde A 6= A′.

Vyšetřete určujı́cı́ kružnici k a střed S kruhové inverze.

Je zřejmé, že bod S ležı́ na přı́mce p. Stejně tak musı́ ležet i na přı́mce AA′. Tedy

S ∈ p ∩ AA′. Bodem A′ procházı́ tečna k určujı́cı́ kružnici k. Pokud tedy sestrojı́me

Thaletovu kružnici l nad průměrem SA′, musı́ na nı́ ležet bod T (bod dotyku tečny).

Stačı́ sestrojit kolmici q k přı́mce AA′, která procházı́ bodem A. Platı́, že T ∈ q ∩ l,

tedy k(S, |ST |) (obr. 2.10).

Obr. 2.10

Kruhová inverze se řı́dı́ pomocı́ určujı́cı́ kružnice k(S, r), jak bylo psáno v prvnı́

kapitole této práce. Chceme-li v zadané kruhové inverzi zobrazovat geometrické útvary,

je pro nás nezbytné znát tuto určujı́cı́ kružnici. Tento přı́klad nás měl naučit, jak určujı́cı́

kružnici nalezneme, známe-li pouze některé výsledné vzory a obrazy kruhové inverze.

Samozřejmě existuje vı́ce podobných zadánı́, ze kterých se dá zjistit určujı́cı́ kružnice,

39



jako např. známe-li pouze body (vzory) A, B a (obrazy) A′, B′. Dalšı́ přı́pady v této

práci neuvádı́me. Zamyšlenı́ nad nimi přenecháváme čtenáři.

2. přı́klad V rovině jsou dány dvě různoběžky p, q, jejichž průsečı́k P je nepřı́stupný.

Je dán libovolný bod A. Sestrojte přı́mku PA.

Různoběžné přı́mky v rovině majı́ jeden společný bod. Tato vlastnost je zachována,

i když tento průsečı́k nenı́ přı́stupný. Zobrazı́me-li tedy přı́mky p, q v kruhové inverzi

se středem v bodě S, kde S /∈ p ∧ S /∈ q, a libovolným poloměrem, zı́skáme tı́m

dvě kružnice p′, q′, které se protı́najı́ ve dvou bodech, a sice S a P ′. Poloměr určujı́cı́

kružnice k lze volit tak, aby bod P ′ byl přı́stupný. Zároveň zı́skáme obraz A′ bodu A.

Kružnice dána třemi body S, P ′, A′ se zobrazı́ na přı́mku PA. Tento postup je zobrazen

na obr. 2.11.

Lze postupovat i tak, že S = A. Postup je stejný, akorát hledaná přı́mka PA má

v kruhové inverzi jako obraz přı́mku a nikoliv kružnici, poněvadž procházı́ středem

kruhové inverze. Obrazem je tedy přı́mka P ′A, která je ovšem samodružná.

Obr. 2.11

Přı́klad v praxi

Pan Štětečka, malı́ř z povolánı́, který se právě stal otcem, se rozhodl vyzdobit na-

rychlo dětský pokojı́ček. Rozhodl se namalovat na strop mı́stnosti duhu, ovšem v trochu

netradičnı́m stylu. Nakreslil na strop mı́stnosti dvě různoběžné přı́mky s nepřı́stupným

průsečı́kem, čı́mž rovinu stropu rozdělil na tři části. V každé z těchto částı́ zvolil
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náhodně jeden bod a těmito body vedl dalšı́ přı́mky, které procházı́ nepřı́stupným prů-

sečı́kem. Ve výsledku je tedy strop rozdělen na šest částı́ svazkem pěti přı́mek, jejichž

průsečı́k je nepřı́stupný. Pan Drahuš nakonec tyto jednotlivé části postupně vymaloval

barvami duhy, a sice červenou, oranžovou, žlutou, zelenou, modrou a fialovou.

Strop pana Štětečky je znázorněn v obrazové přı́loze 1.

3. přı́klad V rovině jsou dány dvě různoběžky p, q s nepřı́stupným průsečı́kem P . Je

dána přı́mka a a bod A, kde A ∈ a. Sestrojte kružnici l takovou, že se dotýká přı́mky a

v bodě A a procházı́ bodem P .

Zvolme určujı́cı́ kružnici kruhové inverze k(S, r) s libovolným poloměrem r, kde

S /∈ p∧S /∈ q ∧S /∈ a. Zı́skáme kružnice a′, p′, q′, které jsou popořadě obrazy přı́mek

a, p, q. Označme bod P ′ ∈ p′ ∩ q′ a P ′ 6= S. Zároveň se bod A zobrazı́ do bodu

A′ ∈ a′. Hledáme takovou kružnici l′, která procházı́ bodem P ′ a dotýká se kružnice

a′ v bodě A′. Střed této kružnice ležı́ na ose o úsečky P ′A′ a na přı́mce A′O = t, kde

O je střed kružnice a′. Můžeme tedy psát l′(M, |MP ′|), M ∈ o ∩ t, kde l′ je obrazem,

resp. vzorem hledané kružnice l (obr. 2.12).

Obr. 2.12

4. přı́klad V rovině je dána kružnice l, kde přı́stupný je pouze oblouk této kružnice.

Střed zadané kružnice je nepřı́stupný. Na oblouku je dán bod T . Ved’te bodem T tečnu

t ke kružnici l.

Zvolme střed kruhové inverze tak, aby obrazem zadané kružnice byla přı́mka. Tedy

S ∈ l. Poloměr určujı́cı́ kružnice nenı́ podstatný. Zı́skáme přı́mku l′ a na nı́ bod T ′.
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Obrazem, resp. vzorem kružnice t′ dotýkajı́cı́ se přı́mky l′ v době T ′ a procházejı́cı́

bodem S, bude hledaná tečna t. Střed kružnice t′ ležı́ v průniku osy o úsečky ST ′

a kolmice p k přı́mce l′, která procházı́ bodem T ′. Můžeme tedy psát t′(O, |OS|)

(obr. 2.13).

Pokud zvolı́me na začátku S /∈ l, bude l′ kružnice a nikoliv přı́mka. Střed kružnice

t′ poté ležı́ na průniku již zmı́něné osy o a přı́mky P ′T ′, kde P ′ je střed kružnice l′.

Obr. 2.13

Přı́klad v praxi

Panı́ Motyčková, členka spolku Úspešný zahrádkář, si na své zahradě vytyčila

obdélnı́kový záhonek ze třı́ stran ohraničený plotem. Ráda by zde pěstovala nějaké

pestré okrasné květiny. Rozhodla se rozdělit záhonek pomyslnou přı́mkou na dvě části

a do každé takto vzniklé části vymodelovat část kružnice tak, aby pomyslná dělı́cı́

přı́mka byla tečnou ke každé z kružnic. Na pomyslné přı́mce vyznačila dva body (body

dotyku kružnic) a v každé polovině záhonu libovolně zvolila bod, kterým má kružnice

procházet. Body ovšem zvolila tak, že středy obou kružnic zcela určitě nebudou ležet

ve vymezém záhonu.

Nakonec se jı́ za pomoci kruhové inverze kružnice podařilo nalézt. Obě kružnice

i přı́mku dělı́cı́ záhon na dvě části vyznačila malými kamı́nky. Barevné květiny, které

zde poté rostly, byly okrasou celé jejı́ velké zahrady.

Přibližný náčrt záhonu panı́ Motyčkové je zobrazen v obrazové přı́loze 2.
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5. přı́klad V rovině je dána kružnice l(O, h) a dva jejı́ vnitřnı́ body A, B, kde A 6= B.

Nalezněte kružnici m takovou, aby procházela body A, B a byla ortogonálnı́ k zadané

kružnici l.

Orotognálnı́ kružnice ke kružnici určujı́cı́ je samodružná. Pokud tedy kružnici l

zvolı́me jako určujı́cı́ kružnici kruhové inverze, musı́ platit, že bod A, resp. B se zobrazı́

na bod A′, resp. B′, který náležı́ hledané kružnici. Stačı́ tedy zobrazit např. bod A podle

kružnice l a poté kružnice dána body A, A′, B je hledanou kružnicı́ (obr. 2.14).

Obr. 2.14

Přı́klad v praxi

Hvězdář Obložný si na svůj dům vyrobil krásné slunečnı́ hodiny. Nakreslil na jižnı́

stěnu svého domu velikou kružnici, do jejı́ž vnitřnı́ části, dál od země, připevnil kratšı́

ocelový prut, který na hodiny ve slunném letnı́m počası́ vrhal stı́n. Zdlouhavým po-

zorovánı́m přibližně vyznačil jednotlivé dennı́ hodiny. Vypočı́tal, že průměrně slunce

během léta vycházı́ kolem páté hodiny rannı́ a zapadá přibližně v devět hodin večer.

Rozhodl se rozdělit slunečnı́ hodiny na dvě části pomocı́ oblouku kružnice vepsaného

do slunečnı́ch hodin. Ten se rozhodl umı́stit do kružnice hodin tak, aby procházel právě

body, které představujı́ přibližný čas letnı́ho východu a západu slunce, tedy 6. a 21.

hodina, a zároveň bude oblouk ortogonálnı́ ke kružnici slunečnı́ch hodin.

Po krátkém čase bohužel zjistil, že tento hledaný oblouk bude značně rozměrný a

že jeho střed určitě nebude ležet na ploše stěny domu. Naštěstı́ znal kouzlo kruhové

inverze, která mu pomohla problém vyřešit. Po zhotovenı́ naplánované práce ještě
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vyzdobil část rozdělené kružnice slunečnı́ch hodin jako měsı́c a druhou část jako

slunce. Slunečnı́ hodiny se poté staly chloubou nejen rodiny Obložných, ale i celé

vesnice.

Výsledný výtvor pana Obložného naleznete v obrazové přı́loze 3.

Přı́padů užitı́ kruhové inverze je samozřejmě celá řada. Vı́ce jich v této práci

prezentovat nebudeme. Snahou bylo předevšı́m uvést vzorové přı́klady, které můžeme

přı́padně využı́t i v běžném životě, jak napovı́dajı́ praktická přirovnánı́ na koncı́ch

školnı́ch přı́kladů.

44



Závěr

Dostal jsme se k závěru této práce. Nynı́ se podı́vám do úvodnı́ části na cı́le, které jsem

si předurčil. Mojı́ úlohou bylo sepsat definici kruhové inverze, popsat a dokázat jejı́

vlastnosti, vše v rovině syntetické a analytické s komplexnı́ proměnnou, a k tomu uvést

početnı́ přı́klady s užitı́m kruhové inverze.

V prvnı́ části prvnı́ kapitoly jsem uvedl syntetickou definici kruhové inverze.

Za touto definicı́ jsem dokázal mnohé vlastnosti, které lze dohledat v odkázané li-

teratuře. Prvnı́ část jsem doplnil i o analytický předpis. V druhé části prvnı́ kapitoly

pı́ši o kruhové inverzi jako o komplexnı́ funkci s komplexnı́ proměnnou. Hned v úvodu

jsem opět uvedl definici kruhové inverze odpovı́dajı́cı́ rovině analytické s komplexnı́

proměnnou. Dále následujı́ důkazy vlastnostı́ kruhové inverze, u kterých jsem již uvedl

přı́klady. V druhé kapitole jsem opustil stránku teoretickou a v prvnı́ část jsem věnoval

Apolloniovým úlohám. Řešil jsem je z pohledu, jak by mohla kruhová inverze pomoci

při řešenı́ těchto přı́kladů. V druhé části jsou uvedeny některé dalšı́ přı́klady. Práci jsem

proložil množstvı́m obrázků, které zachycujı́ důležité přı́pady a přı́klady k lepšı́mu

pochopenı́ textu.

Předtı́m, než jsem začal psát tuto práci, jsem měl tři hlavnı́ myšlenky: sjednotit

všechny dostupné informace o kruhové inverzi, převod mezi jednotlivými zadánı́mi

v Apolloniových úlohách a uvedenı́ přı́kladů, které by se daly aplikovat i do prak-

tického života. Myšlenka sjednocenı́ je až na pár nedostatků dotažena do konce (o

dalšı́ch možných rozšı́řenı́ch práce nı́že). Část o Apolloniových úlohách bych považo-

val za nejzdařenějšı́ a zřejmě i nejvı́ce odpovı́dá mým původnı́m představám. Nejvı́ce

úsilı́ mě ovšem stála část s praktickými úlohami. Zjistil jsem, že kruhová inverze nemá

až zas tak velké uplatněnı́ v přı́kladech, které by se daly aplikovat i prakticky. V práci

je pár takových přı́kladů, u kterých uvádı́m i praktické přı́pady, ovšem tento počet ani

zdaleka neodpovı́dá mým původnı́m představám.

Svůj vlastnı́ přı́nos vidı́m bez pochyby v oddı́le, kde se zabýváme Apolloniovými

úlohami. Při řešenı́ těchto úloh na vysoké škole jsem se velice často setkal s využitı́m

kruhové inverze, ale nikde jsem nenašel soupis těchto poznatků. Nenı́ to žádná hluboká

věděcká práce, je potřeba si pouze uvědomovat veškeré situace, které mohou v zadánı́ch
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nastat. Výsledek se mi zdá dobrý. Myslı́m, že takovéto zpracovánı́ tohoto tématu by

určitě našlo využitı́ v hodinách matematiky, např. při studiu Apolloniových úloh.

Jako druhý přı́nos bych označil právě sjednocenı́ mnoha informacı́. Je mnohem

praktičtějšı́ nalézt veškeré informace v jedné literatuře, kde jsou poznatky řazeny a

spojovány logicky za sebe, než vybı́rat jednotlivé části z mnohých odborných knich a

vše si poté muset logicky provázat. Tento přı́nos bych ale viděl ve stı́nu Apolloniových

úloh, poněvadž se domnı́vám, že jsem zcela neobsáhl veškeré znalosti o kruhové

inverzi. Uvedu konkrétnı́ přı́pady.

V úvodu se zmiňuji o koeficientu kruhové inverze λ, který může nabývat i záporných

hodnot. Rozhodl jsme se nezkoumat tyto přı́pady, poněvadž se jedná o složenı́ středové

souměrnosti (která nenı́ obsahem této práce) a již popsané kruhové inverze. Dalšı́m

rozšı́řenı́m by mohla být exkurze do vyššı́ch prostorů. Kulová inverze v trojrozměrném

prostoru a vyššı́ sférické inverze. Ani těmito tématy jsem se nezabýval, poněvadž jsme

pracoval v E2, přı́padně v M2. Jistě by se našla i dalšı́ témata, kterými by se práce

mohla obohatit.

Nejslabšı́ část vidı́m samozřejmě v úlohách s využitı́m kruhové inverze. Těchto

úloh nenı́ mnoho, jsou většinou tematicky podobné, ne-li téměr stejné. Samozřejmě

jsem se snažil vybı́rat úlohy tematicky odlišné. Výsledkem toho je nı́zký počet úloh

uvedených v této práci. Ani pokusy o přirovnánı́ k praktickým úlohám bych nehodnotil

jako zcela dostačujı́cı́.

Věřı́m a doufám, že i přes veškeré nedostatky, které tato práce určité má, se najde pro

tyto řádky využitı́ nejen při hodnocı́ výsledků této práce, ale také např. při studentské

přı́pravě do hodin matematiky, při snaze seznámit někoho s tı́mto tématem, nebo snad

jen jako pomocný text, do kterého aspoň někdy někdo při řešenı́ matematické úlohy

nahlédne.

Tuto práci bych na úplný závěr rád ukončil poněkud netypicky, a sice s úsměvem

na rtech. Zapomeňme na chvı́li na všechny poznatky, informace a odvozené vzorce, a

zkusme se na téma kruhové inverze podı́vat trochu s humorem. Jako poslednı́ uvedu

přı́klad na využitı́ kruhové inverze.
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Byl jednou jeden farmář, který potřeboval ohradu pro svoje ovce. Chtěl ale, aby

ohrada byla co nejkratšı́ a ohrazený prostor byl co největšı́. Na pomoc si zavolal

inženýra, fyzika a matematika.

Inženýr postavil kruhovou ohradu a dodal, že úspornějšı́ způsob neexistuje. Fyzik

postavil dlouhou zed’a prohlásil, že můžeme předpokládat, že je někonečně dlouhá.

Nakonec přišel matematik. Chvı́li přemýšlel, pak kolem sebe postavil malou ohrádku a

řekl: „Já jsem venku a vše, co je za plotem, je uvnitř ohrady.“
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[3] KUŘINA, F. Deset geometrických transformacı́. Praha : Prometheus, 2002. Kru-
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http://geometrie.kma.zcu.cz/index.php/www/content/download/225/658/file/SG8.pdf.
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Přı́loha 2
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