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Uvod

Vypocty objemu téles zajimaly matematiky jiz ve starovékém Egypté a Mezopotamii, coz
dokazuji mnohé tlohy s touto tematikou objevujici se v nalezenych dobovych materialech.
Postupy, jak objemy urcit, i nasledné vypocty byly dilezité zejména v zemédélstvi a sta-
vebnictvi. Typicky byl uré¢ovan objem sypek nejruznéjsich tvaru ¢i objem zeminy nutné
k vykopani pii stavebnich pracich. Nejvétsim problémem téchto tloh vétsinou nebylo sa-
motné urceni objemu, ale nasledny prevod jednotek, ktery byl vzhledem k jejich velkému
mnozstvi mimotadné komplikovany.

Pokud chceme zkoumat objemy téles, je dulezité stanovit, co pojmem objem télesa ma-
tematicky rozumime. 7 tohoto duvodu je zaveden pojem mira. V naSem textu pracujeme
s Jordanovou mirou, ktera je pro potfebu definovani objemu dostacujici a je méné kom-
plikovand nez Lebesguova mira. V kapitole o mite ukazujeme, Ze télesa jsou méritelnymi
mnozinami a tak je mozné nalézt jejich objem. Navic odvodime, Ze objem je aditivni a tak
je mozné urc¢it objem télesa jako soucet objemu jeho ¢asti.

Pro vypocty objemu téles vyuzivame integralniho poctu, a to obecné trojného integralu.
Teorie zavedeni trojného integralu je postavena na vystavéné teorii miry. Odvozeni vztahu
pomoci integralu v ptripadé jednoduchych téles probiranych na stfedni skole ukazujeme
pomoci jednoduchého integralu, a to pres vztah pro objem rotacniho télesa. Déle jsou
uvedena odvozeni téchto vztahti pomoci trojného integralu, nebot je tento postup obecnéjsi
a tak aplikovatelny i na jind nez rotacni télesa.

Zéaverecna kapitola ukazuje jiné postupy urceni vztahu pro objemy téles nez pomoci
integralniho poctu. Vztah pro objem jehlanu lze didakticky ukazat velmi nédzorné pomoci
déleni krychle a kvadru na jehlany o stejném objemu, coz podporuje jeho vyuziti ve skolské
matematice. Vyznamnou ¢asti této kapitoly jsou vysledky praci Archiméda ze Syrakus.
Jeho jedinecnd metoda odvozeni objemu téles je zalozend na principu rovnovahy na péce.
Pomoci této metody ukazujeme odvozeni vztahu pro objem rotacniho paraboloidu a koule.
Na zavér ukazeme odvozeni vztahu pro kuzel a kouli pomoci Cavalieriova principu.



1. Objemy téles ve starovéku

Potteba pocitat objemy téles neni novodobou zélezitosti. Objevuje se uz v nejstarsich
dochovanych matematickych pisemnych zaznamech.

V uvodu je tfeba zminit, Ze naSe soucasné znalosti starovéké matematiky jsou zalozeny
na zkoumani dochovanych materialu, jichz se nalezlo zalostné malo. Tudiz je obtizné sou-
dit, do jaké miry tyto texty tehdejsi znalost matematiky skutecné reprezentuji. Navic neni
jisté, zda pripadné chyby ve vypoctech byly zalozeny na neznalosti nebo byly zpusobeny
pouhou chybou pii prepisu.

Pro ukédzku vypoctu objemu téles budeme uvadét ulohy z [1].

1.1 Egypt

N

»Metoda pocitini c¢tverhranné obilnice, jejiz délka je 10, $itka 10 a vyska 10. Co je to, co do
ni vejde v obili? Pocitej s 10 10krdt, vyjde 100. Pocitej se 100 10krat, vyjde 1000. Pripocti
% 2 1000, je to 500, vyjde 1500. To je jeji objem v char.! Vypocti 2—10 z 1500, vyjde 75. To
je to, co do ni vejde.”

Vyse uvedend tloha z Rhindova papyru (19. stoleti pf. n. 1.) ndzorné ukazuje, ze ve sta-
rovekém Egypté byla potfeba pocitat objemy. Slo napifklad o tzv. ctverhranné obilnice
(krychle, kvadr) a kruhové obilnice (vélec); méné obvyklym télesem, jehoz objem uméli
Egyptané spocitat, byl komoly jehlan — komold pyramida. Egyptané déle operovali s jehla-
nem (pyramidy), u n&j véak nezjistovali objem, ale sklon stény nebo jeho vysku.

Egyptska matematika musela byt na znacéné vysoké urovni jiz v dobé staveb prvnich
pyramid, tj. v poloviné tietiho tisicilet! pr. Kr. Rect{ autori (Hérodotos, Proklos) sou-
dili, ze se i Rekové geometrii naucili pravé od Egyptani. Geometrie podle nich vznikla
v Egypté z ustaviéné potieby premérovat pudu po kazdoroénich zaplavach zpusobenych
rozvodnénym Nilem.

1.1.1 Aritmetika

V Egypté byla od nejstarsich dob uzivana nepoziéni desitkova soustava. Ptirozena cisla
byla zaznamenavana prostym nahromadénim potifebnych znaku.

Egyptfané uméli séitat, odéitat, nasobit i délit. Ndsobeni a déleni provadéli pomérné oso-
bitou metodou. Pti nasobeni postupovali tak, ze jednoho z ¢initeli postupné zdvojnasobovali
a jeho vhodné nésobky potom secetli. Pti déleni postupné zdvojnasobovali délitele, dokud
z téchto jeho vhodnych nasobku neslozili délence.

IJednotka char odpovida piiblizné 96,1 litru.



1.1.2 Jednotky objemu

Zakladem dutych mér byla jednotka hekat, ktera odpovidala asi 4,8 litru; velmi ¢asto byly
pti déleni této jednotky uzivany cdsti Horova oka tzv. Horovy zlomky (viz Obrazek 1.1

al2),t. 2 L 1 1L Lg é, které byly v praxi vyhodné pii puleni i zdvojovani.

= OXN Dz o« K6 7
7 o F c &3 J
o 8 5 &+
Obrazek 1.1: Horovo oko a jeho ¢asti Obrazek 1.2: Zlomky jednotky hekat

Pro uplnost uvedeme, ze jednotka hekat se délila na 10 hinu a jeden hin na 32 ro.

Uzivana byla i jednotka char (viz tloha v dvodu textu), kterd obsahovala 20 jednotek
hekat.

1.1.3 Ulohy

Nyni uvedeme tii zdkladni tlohy, na kterych demonstrujeme télesa, jejichz objem Egyptané
pocitali. Nutno poznamenat, ze samotny vypocet objemu obvykle nebyl zdaleka tak slozity
jako nasledny prevod jednotek.

Uloha 1.1.1 (Krychle a kvadr) V piikladu z ivodniho odstavce je prezentovan vypocet
objemu kvadru o rozmérech 10, 10 a 10 loktu (tj. krychle). Vynasobenim vsech ti{ rozméru
vyjde 1000 loktu krychlovych. Nasledny vypocet uz reprezentuje pravé jen prevody jed-
notek. Nejprve z loktu krychlovych na chary, poté je vypocten objem obilnice ve dvace-
tinasobnych jednotkach — snad vozik.

Uloha 1.1.2 (Vélec) Také objem valce pocitali Egyptané standardnim zpusobem, ob-
sah zdkladny vynésobili vyskou. Zajimavé je, jakym zpusobem vypocitali obsah kruhové
zékladny. Egyptsky vypocet obsahu S kruhu o pruméru d odpovidéa v nasi symbolice vzorci

1 2 8 2 64
S = <d——-d) - <—-d> =2
9 9 81
Srovname-li nas vzorec pro vypocet obsahu kruhu o pruméru d se vzorcem odpovidajicim
egyptskému vypoctu, dojdeme k rovnosti

1 64

Zn-d? = . d?
1" 81
a ziskame , eqyptskou hodnotu“ ¢isla 7:
256
= — = 3, 1605.
AT



Egyptané tedy piiblizné nahradili obsah kruhu obsahem ¢tverce; jeho stranu nebylo
tézké ziskat, stacilo odebrat od prumeéru kruhu jeho jednu devitinu.

Uloha 1.1.3 (Komoly jehlan) Egyptané znali zcela presny postup pro vypocet objemu
komolého jehlanu se ¢tvercovymi zakladnami odpovidajici nasemu vzorci:

V=2 <a2+ab+b2),

kde a, b jsou strany dolni a horni zdkladny a h je vyska. Zajimavé je, ze se fada histo-
riki matematiky domniva, ze tato metoda vypoctu byla odvozena teoreticky, coz je pro
egyptskou matematiku netypické.

1.2 Mezopotamie

wKoryto. (3,20) hlava, (2,30) zdklad, % lokte hloubky. Objem je co?
Ty: (3,20) a (2,30) secti. (5,50) vidis. 5 z (5,50) odecti, (2,55).
(2,55) s (5), délka, ndsob. (14,35) vidis ... (0,40), vyska, ndsob. (9,43;20) vidis ...

Vyse uvedena tloha se vztahuje k vypoc¢tu objemu koryta pro uschovani obili a muzeme
ji nélezt v matematickych tabulkach ulozenych v Londyné (British Museum).

Tabulky, které obsahuji praktické tlohy na vypocty objemi, pochézi ze Starobabylonské
fise (2000 — 1600 pt. Kr.). Je tieba zduraznit, ze se v téchto tlohdch témér nevyskytuji
geometrické terminy pro télesa; hovoii se napf. o ¢lunu, korytu, zlabu, kandalu, kruhové
nadobé, studni, naspu, svahu, kruhovému naspu apod. Nemame dolozen vyskyt ptikladu
na vypocet objemu koule, kuzele ani jehlanu. Pocitalo se patrné jen s télesy, kterd se
vyskytovala v bézném zivoté ¢i ve stavebni praxi.

1.2.1 Aritmetika

Cisla na nalezenych tabulkach jsou zapisovana v Sedesdtkové soustave. V- Mezopotamii se
pouzivala poziéni sedesdtkovd soustava. Cisla byla zapisovana do radku zleva doprava od
nejvyssich radu k nizsim.

Nyni uvedeme piiklad zépisu ¢isla 424 000 v poziéni Sedesatkové soustavé uzivané v Me-
zopotamii:

Y AR R

V nasi symbolice zapisujeme toto ¢islo v Sedesdtkové soustave ve tvaru (1, 57, 46, 40),
coz znaéi 1 - 60% + 57 - 60 + 46 - 60 + 40. Velkym problémem vyse popsaného poziéniho
systému byl chybéjici znak pro nulu a s tim souvisejici nejasnosti pii rozlisSovani radu.



Presto se potfeba nuly vynorila az asi v 8. stoleti pt. n. 1., kdy zacal byt chybéjici rad
vyznacovan néjakym vhodnym znakem.

Mezopotamskda matematika pracovala pouze s prirozenymi ¢isly, kladnymi Sedesatinnymi
zlomky a smiSenymi ¢isly. V. Mezopotamii umeéli podobné jako v Egypté scitat, odécitat,
nasobit i délit. Pii nasobeni vyuzivali tabulky nasobent, pti déleni tabulky reciprokijch hod-
not.

1.2.2 Jednotky objemu

Zakladni objemovou jednotkou byl 1 objemouvy sar; slo o objem hranolu se ¢tvercovou

podstavou o strané 1 gar (asi 6 m) a vyskou 1 loket (asi 3 m).? Specidlni objemovou

jednotkou byla 1 cihla. Pritom 720 cihel dalo cihlovy sar, tj. 1 objemovy sar.

1.2.3 Ulohy

V nésledujicim odstavci si uvedeme tlohy zachované na tabulkach. Opét je dulezité po-
dotknout, ze Casto nejvétsim problémem vypoctu byl prevod jednotek. Tuto ¢ast 1loh
v zadani neuvadime.

Uloha 1.2.1 (Krychle a kvadr) ,Clun. (1) gar délka, 3 gar a (2) lokte sirky, (6)
hloubka. Objem clunu je co?“

Starobabylénsti poctari umeéli presné vypocitat objem krychle i kvadru. Postup jejich
vypoctu lze v nasi symbolice zapsat vzorcem

V =a3 resp. V =abe,

kde a je délka hrany krychle, resp. a,b a ¢ jsou délky hran kvadru.
Vnitini prostor ¢lunu ma tvar kvadru o rozmérech 1 gar, % gar a 2 lokte, tj. (0,40) gar a 6
lokti. Objem c¢lunu je tedy

V = (1) x (0;40) x (6) = (4) sar.

Uloha 1.2.2 (Klin) ,Zemina hrize, (30) délka, (2) lokte itka, (6) vyska. Zeminy je
kolik?“

Rada mezopotéamskych matematickych pifkladi se tykd pravidelného ¢ nepravidelného
klinu (dlohy o hrazich nadrzi nebo kandlu apod.). V téchto tlohach je kromé objemu
zeminy pocitana vyska a délka ndspu ¢i mnozstvi prace kopacu.

Objem pravidelného klinu V' je vypocitan (v nasi symbolice) takto:

2Proto je v pifkladech na objem téles vyska uvadéna vzdy v loktech narozdil od ostatnich veli¢in
uvadénych v gar.



— [ ln
V:%-a-l-h, ﬁl,

kde a, [ jsou délky hran zdkladny a h jeho vyska. Pro nas piiklad tedy a = 2 lokte (tj.(0;10)
gar), | = 30 gar a h = 6 loktu. Postup, vypocet i vysledek 15 sar je spravny.

Uloha 1.2.3 (Téleso s obdélnikovou podstavou) V tloze z tivodni ukazky je pocitan
objem zvlastni nddoby; dno je obdélnik (o strandch [ a a), dvé stény jsou lichobézniky
(o zdkladnéch a, b a vysce h) a dvé stény obdélniky. Starobabylénsky postup lze v nasi
symbolice zapsat vzorcem

Babylonané tedy vlastné nahradili nepravidelné téleso kvadrem o stranéch “T“’, [, h, jehoz
objem uméli spocitat (fﬂoha 1.2.1), a tim dospéli ke spravnému vysledku.

Uloha 1.2.4 (Valec) ,,Objem. (0; 30) obvod. (0;40) viska. Jaky je objem?*
Jedna se o vypocet objemu V valcové sypky, zndme-li jeji vysku h a obvod o podstavy.
V nasi symbolice lze nésledny vypocet zapsat vzorcem

o*-h

V= .
12

Oznaéime-li S obsah podstavy a vezmeme-li babylénskou hodnotu® 7 = 3, snadno k tomuto
postupu dojdeme:

o=m-d, tedy dzg,
s

g 9 <d>2 d> 0? o?
=TT = T - — =T - — =7+ — = —
2 4 A2 Arn’
0? 0*-h
Vi=dh=h=3

Postup vypoctu je ziejmé spravny, pokud pouzijeme zminénou aproximaci pro m.

Poznamka 1.2.1 Podrobnéjsi informace o matematice ve starovéku lze nalézt v [1], priklady
pak v [2].

3Mezopotamska matematika obyéejné pracovala s hodnotou 7 = 3; mdme vsak doklad (tabulky z konce
starobabylénského obdobi), ze uzivala i aproximaci T = 3%.
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2. Mira mnoziny

Je ztejmé, ze vztahy pro objemy téles jsou potfebné. Snaha urcovat objem téles se, jak jiz
bylo feceno, objevovala uz ve starovéku. Nasim tkolem ted bude naznaécit, jak se v mate-
matice objem definuje. V piisti kapitole pak vypocteme objem vybranych téles postupem,
ktery pri odvozeni vyuziva integralni pocet.

2.1 Definice objemu

Objem télesa vlastné vyjadiuje, ,kolik se toho vejde* do omezené podmnoziny R? (napt.
kolik se toho da uskladnit v sypce — viz tlohy v predchozi kapitole). Analogicky obsah
rovinného 1itvaru ukazuje, ,kolik se toho vejde* do omezené podmnoziny R?. Je ziejmé,
ze v obou prostorech pracujeme se stejnou ideou. Odsud vznikla idea miry. Mira je tedy
jakymsi obecnym pojmem, ktery zahrnuje plosny obsah v R?, objem v R?, piipadné ana-
logicky v prostoru R". Miru budeme obecné znacit .

V devatenactém stoleti se matematici poprvé zacali teoric miry zabyvat. V této souvis-
losti zminme préci [6] francouzského matematika Camille Jordana (1832 — 1922) z roku
1892 a dilo [7] italského matematika Giuseppe Peana (1858 — 1932). Jordan se zabyval
definovanim tzv. méfitelné mnoziny, Peano jeho teorii doplnil o uréeni tzv. vnéjsi a vnitini
miry mnoziny.

Autorem podstatného zobecnéni Jordanovy-Peanovy miry je francouzsky matematik
Henri Lebesgue (1875 — 1941). Své prace [8] a [9] publikoval na samém poc¢atku 20. sto-
leti. My se vSak zameétime na Jordanovu miru, ktera je blizsi stiedoskolské matematice
a pro objemy téles je zcela dostacujici. Problematiku Jordanovy miry si pro jednodu-
chost a ndzornost vysvétlime v R?. Samoziejmé veskeré uvedené teze je mozné pienést do
prostoru R3, piip. prostort vyssich dimenzi.

Ideu zavedeni miry nyni naznac¢ime, v nasledujici podkapitole ji pak zpracujeme mate-
maticky presné. Predstavme si tedy dvojrozmérny objekt, u néhoz chceme uréit miru (tedy
obsah). Jinymi slovy chceme napf. zjistit, kolik papiru bychom spotiebovali na vystfizeni
tohoto objektu z papiru, ¢i kolik latky bychom museli mit na potazeni celého takového
obrazce. Jak ale urcime, kolik to je? Zrejmé potiebujeme zavést néjaky ,jednotkovy utvar*,
ktery nam pomuze odpovédét na vyse uvedené otazky a dokaze také pokryt rovinny objekt
beze zbytku. Nejjednodussim takovym utvarem je ziejmé ctverec. Proto byl jednotkovy
¢tverec (o délce strany 1) zvolen za jednotku miry. Kdyz tedy libovolny obrazec (mnozina
M) pokryjeme ¢tvercovou siti s dostatecné malymi ¢tverci a spocitame jejich pocet, ziskdme
tedy sit jemnéjsi (jemnost sité udava tzv. norma déleni, znacime ji || D]|).

Zavedeme ndsledujici oznaceni. Nechf pii daném déleni D znaci Sp soucet obsaht
vSech ¢tvercu site, které jsou celé obsazeny ve vnitifku mnoziny M, a necht S}, je soucet
obsahu vSech c¢tvercu sité, které obsahuji alespon jeden bod hranice mnoziny M. Soucet
Sp + S}, = Sp vyjadiuje soucet plognych obsahii téch étvercli v dané ctvercové siti, které



obsahuji body mnoziny M.
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Obréazek 2.1: Vnitini Jordanova mira Obréazek 2.2: Vnéjsi Jordanova mira

Protoze ST, > 0, tak je Sp < Sp. Pii zjemnovani ¢tvercové sité soucty Sp rostou a Sp
klesaji. Oznac¢me

S= lim Sp a S= lim Sp.
| D]|—0 |ID||—0

Pro tyto limity plati B
S<S.

Prvni z téchto limit se nazyva vnitrng, druhéd pak vnéjsi Jordanova mira. Jestlize jsou tyto
hodnoty stejné, fekneme, Ze je mnozina méritelnd. Touto spolecnou hodnotou definujeme
jeji miru, tedy obsah. V ptipadé ostré nerovnosti fekneme, ze je mnozina neméritelnd a jeji
miru (obsah) pak nelze zavést. Déle bude potieba dokazat, ze mira je aditivni, tedy ze
obsah ttvaru lze ur¢it jako obsah jeho jednotlivych ¢asti (analogicky pro objem v R?).

2.2 Jordanova mira

Nyni se dostavame k matematicky presné definici objemu téles. Pujde vlastné o zptesnéni
idey z predchoziho odstavce. Jak jiz bylo feceno, budeme vse vysvétlovat v roviné, tedy
v R2. Zaéneme definovdnim zdkladnich mnozinovych pojmi, které budeme naddle hojné
vyuzivat.

Definice 2.2.1 Epsilonovym okolim U.(z) bodu x € M, nazyvame mnozinu
Uew) ={y e M | [z —y| <e}.

Poznamka 2.2.1 Do epsilonového okoli bodu x tedy patti vsechny takové body y, jejichz
vzdélenost od bodu z je ostfe mensi nez ¢ (¢ > 0, € € R).



Obréazek 2.3: Znazornén{ U (z) v R?

Pfi znalosti pojmu okoli ted jiz snadno zavedeme ostatni pojmy.

Definice 2.2.2 Rikdme, ze mnozina M, M C P je oteviend pravé tehdy, kdyz
Ve e M 3 U(x) C M. Déle M se nazyva uzaviend, jestlize P — M je oteviena.

Poznamka 2.2.2 Tedy mnozina M je oteviend pravé tehdy, kdyz kazdy bod x nalezi do
mnoziny M i s néjakym svym okolim.

Definice 2.2.3 Vnitrek M° mnoziny M je takova oteviend mnozina, kterd je ze vsech
otevienych mnoziny obsazenych v mnoziné M (tedy tyto mnoziny jsou podmnozinami
mnoziny M) nejvetsi.

Poznamka 2.2.3 Ziejmé vzdy M° C M, zaroven M° je otevienda mnozina. Tedy M je
oteviend < M = M°.

Definice 2.2.4 Predpokladejme, ze M C P. Potom pojmy wvnéjsek, hranice a uzdver
mnoziny M definujeme takto:

vnéjsek mnoziny M: ExtM = (P — M)°,
hranice mnoziny M: hrM = P — M°— (P — M)°,
uzdvér mnoziny M: M = MUhrM.
P
Obréazek 2.4: Vnéjsek Ext M Obrazek 2.5: Vnitiek a hranice mnoziny

Jednim z vyse uvedenych mnozinovych pojmu byla i uzaviend mnozina. V dalsim textu
budeme jiz operovat pouze s uzavienymi mnozinami. Uzavienymi mnozinami jsou napf.
¢tverec ¢ kruh, obecné rovinné obrazce (v R?) a télesa (v R?).

Nyni zavedeme nékolik pojmu, které jsou nutné pro zavedeni vnéjsi a vnitini miry.
Jednim z nich je déleni a jeho norma.
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Definice 2.2.5 Mgjme interval J = (ay, b;) x {(as, by) C R? (tj. obecné obdélnik). Necht
D, resp. D, jsou déleni intervali (ay, by) resp. (aq, by) s délicimi body

(11:$0<$1<l’2<...<$n:b1, a2:y0<y1<y2<...<ym:b2,

takovymi, ze
’351 - 575171‘ = ’yj - yj—l’

prot=1,2,...,n;5=1,2..., m.
Potom piimky v = 2; ay =y;,i=0,1,...,n, 5 =0, 1,..., m rozdéli obdélnik J na nm
¢tvercu.

]i':<xi—17$i>x<yj—1ayj>a 1=1,2,..., n; ]:1, 2,...,m,

jejichz sjednoceni budeme nazyvat délenim obdélniku J.

Déle definujeme normu délent ||D|| jako

def
||D|| é r1 — Xo.

Vezméme nyni mnozinu M C R? a obdélnik .J, ktery lze rozdélit na ¢tverce a ktery
obsahuje mnozinu M. Casto potfebujeme zjistit, jaky obsah mé samotné pokryti mnoziny
M ¢tvercovou siti. Pro tyto ucely bude uzitecné zavedeni pojmu elementdrni mnozina.
Elementarni mnozina ¥,, je sjednoceni konecného poctu ¢tvercu déleni D takovych, ze
zadné dva ruzné ¢tverce nemaji spolecné vnitini body. Plosny obsah 1i(X,) elementarni
mnoziny ¥, tedy zavadime jako soucet obsahu ¢tvercu, z nichz se dana elementdarni mnozina
sklada.

Nyni se seznamime s Jordanovou mirou. Pro zavedeni Jordanovy miry definujeme nej-
prve pojmy jddro a obal mnoziny. S obéma pojmy jsme se jiz setkali v tivodni ideji, jen
jsme si je takto nepojmenovali.

Definice 2.2.6 Bud M omezend mnozina v R?, M° jeji vnitiek, M jeji uzaveér. Jddro
J(M, D) mnoziny M pii déleni D definujeme jako sjednoceni vsech ¢tvercu déleni D
lezicich ve vnittku M° mnoziny M. Déle definujeme obal O(M, D) mnoziny M pii déleni
D jako sjednoceni viech ¢tverct déleni D, které maji s uzdvérem M mnoziny M aspoil
jeden spolecny bod.

Vzhledem k tomu, ze jadro i obal jsou elementdrnim: mnozinamsi, je jejich obsah roven
sou¢tu obsahu prislusnych ctvercu. Tedy v pripadé jadra ¢tvercu obsazenych ve vnitiku
mnoziny, v pripadé obalu ¢tvercu, které maji s jejim uzavérem neprazdny prunik. Vse si
znazornime na Obrazcich 2.6 a 2.7:

11



M M
7 A 7
\ \
N P
Obrazek 2.6: Jadro Obréazek 2.7: Obal

P1i pohledu na Obréazky 2.6 a 2.7 si lze vSimnout, ze pocet ¢tvercu tvoricich jadro, resp.
obal, zavisi na volbé déleni D sité. Ziejmé plati, Ze ¢im mens{ bude norma déleni || D||, tim
malé, a tak bude jadro a obal lépe aproximovat mnozinu M. Z této myslenky vychéazi
nasledujici véta.

Véta 2.2.1 Necht ||Dy|| < ||Di||. Bud M mnozina, J(M, D), resp. J(M, D), jeji jadro
pri déleni Dy, resp. Dy. Bud O(M, Dy), resp. O(M, Ds), jeji obal pri déleni Dy, resp. Ds.
Pak plati:

Nézorné lze tici, ze jadro se zjemnovanim zvétsuje, obal se zjemnovanim zmensuje.
J(M, D) pii zjemnovéani déleni D ¢im dal tim 1épe ,vycerpavaji“ M° a O(M, D) ¢im dél
tim méné ,presahuji“ M. Pro obsah téchto elementarnich mnozin tedy bude platit

ﬁ(O(M7 DQ)) < ﬁ(O(Ma Dl))7

coz je bezprostiednim dusledkem Véty 2.2.1. Déle pro vSsechna Dy, D, plati:

Kdyz tedy zmensujeme normu déleni D, tak p(J(M, D)) roste a p(O(M, D)) klesa.
Déle si 1ze rozmyslet, ze obsah jadra i obalu je nezavisle na volbé déleni D omezeny — zdola
nulou, shora pak obsahem obdélnika, ktery mnozinu M pokryva, tj. ¢islem
(by — a1) - (by — az). Z monotonie a omezenosti p(J(M, D)) a p(O(M, D)) tedy plyne
existence vlastnich limit! (2.2) a (2.3), které nazyvame vnitrni a vnéjsi Jordanovou mirou.
Vnitind (Jordanova) mira (M)

pe(M) = lim p(J(M, Dy)). (2.2)

[ D1]|—0

1Rekneme, ze limitou jadra lim) p—o (J(M, D)) = a je a € R, jestlize Ve > 035 > 0; VD;
0<||D]| <d: |p(J(M, D)) —al < e. Analogicky ziskdme vztah pro limitu obalu.
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Vnéjsi (Jordanova) mira p* (M)
W*(M) = Tim F(O(M, Dy). (23)

D2 =0

Ze vztahu (2.1), (2.2) a (2.3) pak vyplyva, ze vnitini mira je vzdy mensi nebo rovna
mife vnéjsi:
pi (M) < p* (M) (2.4)
Definice 2.2.7 Mnozina M se nazyva jordanovsky meéritelnd, je-li u.(M) = p*(M). Tuto
spole¢nou hodnotu pak nazveme Jordanovou mirou mnoziny M a znacime ji pu(M).

Nyni uz tedy vime, co znamend, Ze je mnozina métitelnd. Nasim cilem je ukazat, ze
vSechna télesa (tj. uzaviené souvislé mnoziny) jsou také méfitelné mnoziny. Potom m&
smysl hledat jejich miru, tedy objem.

Ne vSechny omezené mnoziny jsou méftitelné, jak ukazuje néasledujici priklad.

Piiklad 2.2.1 (neméritelnd mnozina) Méjme mnozinu M, kterd je tvorena usporada-
nymi dvojicemi (z, y) racionélnich ¢isel z uzavieného intervalu (0, 1),

tji. M = {(z,y)|0 <2 <1,0<y <1z y€ Q} (viz Obrazek 2.8). Tato mnozina je
zajimavé tim, ze mé pro kazdé déleni prazdné jadro (z a y jsou jen raciondlni ¢isla), ale
neprazdny obal. Obalem je pro kazdé déleni D cely ctverec (0, 1) x (0, 1).

y

0 1 X
Obrézek 2.8

Vidime tedy, ze p*(M) =1 a p(M) = 0. Mnozina M tak neni méfitelna.

Uzitecné bude zavedeni pojmu nulovd mnozina.
Definice 2.2.8 Mnozinu, jejiz vnéjsi mira je rovna nule, nazyvame nulovd mnoZina.

Poznamka 2.2.4 Je-li p*(M) =0, pak je i p.(M) = 0, protoze p.(M) < p*(M) a nulova
mnozina M je tedy méfitelna.

Nyni si uvedeme zdkladni vlastnosti miry, nasledovat bude véta ohledné jeji aditivity.
Na zavér ukazeme, ze vSechna télesa jsou méritelna.

Véta 2.2.2 Bud M omezend mnoZina. Pak plati:
O(M, D)= J(M, D)UJO(hr (M), D),
i(O(M, D)) = u(J(M, D)) + p(O(hr (M), D)). (2.5)

Diikaz: Sporem. Necht pfi daném déleni D existuje neprazdny prinik ¢tverct sité a uzdvéru
M mnoziny M.
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b=

Obréazek 2.9

Pak bud étverec nélez do jaddra M° mnoziny M (&erné ¢tverce), nebo étverec do M° ne-
patii. Pak ale zfejmé prunik takového ¢tverce a hranice hr M mnoziny M neni prazdny
(Ssedé ctverce). Na zdkladé znalosti obsahu elementdarnich mnozin ihned dostdvame doka-
zované rovnosti. U

Z (2.5) ziskdme limitnim pfechodem nasledujici dusledek.

Dusledek 2.2.1
P (M) = p (M) + p* (hr M)

Nésleduje jedna z klicovych vét o méritelnosti mnozin.

Véta 2.2.3 Omezenda mnozina je méritelna < jeji hranice je nulova mnozina.

Diikaz: Vychézi z Dusledku 2.2.1. p*(M) = p.(M) pravé tehdy, kdyz p*(hr M) = 0. Déle
w*(hr M) = 0 prave tehdy, kdyz u(hr M) = 0. O

Zékladni vlastnosti Jordanovy miry je aditivita, tj. pro libovolné dvé disjunktni mnoziny
M, N plati:
p(MUN) = p(M) + pu(N).

Pro obsah elementarnich mnozin je aditivita zfejmé, plyne piimo z definice. Rozsiteni na li-
bovolné méfitelné mnoziny lze nalézt napt. v [4]. My si v nasledujici vété ukdzeme zobecnéni
aditivity na dvojice mnozin, jejichz prunik neni prazdny, je vsak nulovou mnozinou. Toto
tvrzeni je pro urcovani objemu téles velmi uziteéné, protoze nam umozni ,zanedbavat*
jejich hranici.

Véta 2.2.4 Necht M, N jsou méfitelné mnoziny. Pak jestlize y(M N N) = 0, tak

p(MUN) = p(M) + p(N).
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Dukaz:

MUN =(M—=N)U(N—M)U(NNM) M N

M = (M —N)U(MnNN)
N=(N-M)U(MNN)

w(MUN) = p(M—N)+p(N—M)+p(NnM)
p(M) = p(M = N)+ p(NNM)
u(N) = p(N = M)+ pNnM)

p(MUN) = p(M) —p(N) = —p(NNM)

Plati:
p(MUN) +p(MNON) = p(M) + p(N).

g

Matematickou indukei 1ze Vétu 2.2.4 rozsitit na koneéné mnoho mnozin. Ziskame tak
nasledujici dusledek.

Disledek 2.2.2 Jsou-li M;, i = 1,2,... k méritelné mnoZiny a mira pruniku kaZdych
dvou je rovna nule, pak je sjednoceni téchto mnozZin méritelnd mnozina, jejiz mira je rovna
souctu mer jednotlivych mnozin.

Meéritelnost téles

Ukazeme, ze mnoziny, jejichz hranice jsou tvoreny koneénym poctem grafu stejnomérné
spojitych funkei (specidlné kfivek, resp. ploch), jsou métitelné.

Véta 2.2.5 Necht g je funkce r—1 proménnych, kterd je spojitd > na omezeném uzavieném
intervalu J C R". Potom graf funkce g, tj. mnozina
M ={[z, g(x)]; x = (21, 2,..., x,—1) € J}, ma r-rozmérnou miru nulovou.

Diikaz: Dikaz provedeme opét v prostoru R2, pficemz lze rozsifit i do prostort vyssich
dimenzi.

Pokryjeme mnozinu M koneé¢nym poc¢tem obdélniktu tak, ze vezmeme déleni D na
intervalu J s normou déleni || D|| < ¢ a v kazdém délicim intervalu (z;_1, z;) zvolime bod

Bud g: R = R, zg € D,. Rekneme, ze funkce g Je spojitd v bodé zg, pravé tehdy, kdyz Ve > 0
36 >0Vx e Dy : jx—xo| < = |g(x)—g(zo)| < . Rekneme, Ze g je spojité na intervalu J C Dy, pokud
je spojitd v kazdém bodé zg € J.
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&. Je-li O; obdélnik (x;_q, x;) x (g(&;)—¢, g(&)+¢€), pak ziejmé sjednoceni téchto obdélnika
pokryvd M a soucet jejich mér je roven® 2e(b — a).

Pokud dokazeme, ze p*(M) < 2e(b — a) pro kazdé € > 0, ukdzeme, ze vyraz kon-
verguje k nule pro ¢ — 0, takze p*(M) = 0. Ztejmé M C D, tedy i O(M) C O(D),
a tedy u(O(M)) < n(O(D)). Dokazovanou rovnost pak ziskame limitnim prechodem pro
|D|| — 0. O

Z Vét 2.2.3 a 2.2.5 dostdvame méfitelnost téles. Véta 2.2.5 ukazuje, Ze plocha v R?
(tedy hranice uzaviené mnoziny — télesa) ma nulovou miru u3. Podle Véty 2.2.3 pak vime,
ze mnozina, jejiz hranice je tvorena konetnym sjednocenim grafu spojitych funkci defino-
vanych na uzavienych intervalech, je méritelna.

3Protoze mira kazdého obdélniku je rovna 2e(w; — x;_1).
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3. Riemannuv integral

Objem téles lze vypocitat pomoci trojného integrdlu (téz trojrozmérného integrdlu nebo
integrdlu v R3). Pro tyto ticely se pokusime uvést definici integralu a nékteré zakladni
vysledky, které pak vyuzijeme v nasledujici kapitole pti praktickych vypoctech. Vyklad
budeme opét pro jednoduchost provadét v R2.

3.1 Definice Riemannova integralu

Bud M C R? méfitelnd mnozina. Vezméme obdélnik J, ktery lze rozdélit na étverce,
M C J, D je jeho déleni. Oznacme ¢tverce I;; € O(M, D) jako wg, k = 1,2,...m (na
Obrazku 3.1 je napi. m = 28).

Ly

b

= |
=
=

L

e |

Obrazek 3.1

Je-li nyni f realnd funkce, kterd je na M omezend a oy, = inf,, f, B = sup,, f, pak
vyrazy

s(f: M, D) = Zakuwk resp.  S(f3 M, D) = Zﬁkuwk

nazyvame dolnim resp. hormm sou¢tem funkce f pii déleni D, OdeVld&JlClm mnoziné M.

Obrazek 3.2: Dolni soucet Obrézek 3.3: Horni soucet
Lze ukazat, ze pro Dy, Dy takovd, ze | Dy|| < || D2|| plati:

s(f: M, D) < s(f: M, Dy) (3.1)
S(f; M, D) > S(f; M, Dy) (3.2)

a dale



s(f; M, D) < S(f; M, D) (3.3)
S

) <
(f;

pro kazdé déleni D. Navic s(f; M, D) i M, D) jsou omezené, protoze f je omezena.
Z omezenosti a monotonie s(f; M, D) a S(f; M, D) plyne existence vlastnich limit
lim s(f; M, D) = / (z,y) dzdy, (3.4)
1D]l-0 J
lim S(f; M, D) = /f(a:,y) dz dy. (3.5)
1DlI—0

Limitu (3.4) nazyvame dolnim integrdlem funkce f pfes mnozinu M pii déleni D, limitu
(3.5) nazyvame hornim integrdlem funkce f pres mnozinu M pii déleni D.
Z nerovnosti (3.3) plyne

Z ey dody < [ f9) dzay.

M

Je-1li horni integral roven dolnimu integralu, pak jejich spole¢nou hodnotu nazyvame
integrdalem funkce f pres mnozinu M, oznacujeme jej

/M f(z, y) dz dy

a fikame, ze funkce f je integrovatelnda na mnoziné M.
Poznamka 3.1.1 V R? pouzivame oznaceni [, f(z,y, z) dz dydz.

Véta 3.1.1 Bud M C R uzaviend a méritelnd mnozina. Bud f funkce spojitd na M
(vzhledem k M). Pak [ f(z)dx existuje.
M

Diikaz: 1ze nalézt v [4].
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3.2 Vypocet integralu
Hlavni zpusoby vypoctu vicerozmérnych integrali jsou zalozeny na pouziti Fubiniovy véty
a vety o substituci.

Véta 3.2.1 (Fubiniova véta v R?)

1. Necht P je uzaviend mnozina v R? ¢(z,y) a ¢(x,y) jsou spojité funkce na P,
o(x,y) < (x,y) pro (z,y) € P. Necht mnozina M je definovdna predpisem

M = {(z,y,2) € R?, (z,y) € P, p(z,y) < z < P(z,y)}.

Je-li dale f spojita na M, pak plati
¥(z,y)
/ f(x,y,z)dxdydz:/ (/ f(x,y,z)dz)dxdy.
M P > Jo(zy)

2. Necht M je uzaviend méritelnd mnoZina v R3, jejiz priumét do osy z je interval {(a, b).
Pro dané z € (a, b) oznacme

Q. = {(z,y) €R? (2,y,2) € M}

(fez mnoziny M rovinou z = konst.). Je-li funkce f spojita na mnoziné M, potom
plati

b
/ f(ac,y,z)dxdydz:/ < f(x,y,z)dxdy) dz.
M a Qz
Poznamka 3.2.1 Analogické véty dostaneme, kdyz zaménime tlohy jednotlivych promén-
nych z, y, z

Nyni néasleduje definice transformace souradnic. Tu poté vyuzijeme pii vysloveni véty
o substituci.

Definice 3.2.1 Transformace souradnic je vzajemné jednoznacéné zobrazeni ¢ oteviené
mnoziny M C R" do R", jestlize pro y = y;(x) urcujici ¢ plati:

1. y; maji spojité parcidlni derivace na mnoziné M,

Dz
mnoziné M. Tento determinant nazyvame jakobidn.

2. Oznaéme 2¢ .= <ayl> kde v = 1,...,m a j = 1,...n. Plati: det %(:ﬂ) # 0 na

Véta 3.2.2 (Véta o substituci) Bud M oteviend, omezend a méritelnd v R”. Bud dale
¢ : M — p(M) transformace souradnic s omezenymi parcialnimi derivacemi. Potom plati

L( Ny = [ flota ]det =

pokud jeden z téchto integrali existuje.

dz,
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4. Vypocty objemu téles pomoci
integralu

4.1 Jednoduchy integral

4.1.1 Objem jehlanu se ¢tvercovou podstavou

vV
d r
/ a
Obrézek 4.1: Jehlan Obrazek 4.2: Prurez jehlanu

Na Obrazku 4.1 mame zakreslen jehlan a jeho fez rovinou rovnobéznou s podstavou
ve vzdélenosti z od podstavy. Obsahy téchto fezu se méni linearné. Je tedy tieba zjistit,
jaky je vztah mezi obsahem podstavy a obsahem tezu v zavislosti na vysce z. Odvozeni si
ukazeme na Obrazku 4.2.

7 podobnosti trojihelniku vyplyva néasledujici rovnost

a
v

kde v je vyska jehlanu.
Z vyse uvedeného vztahu vyjadiime o', abychom zjistili, jak se méni délka strany rezu

v zavislosti na vysce:
,_ alv—2z)

odkud dostaneme:

Odtud dostavame obsah Tezu ve vysce z:

2
z
v
2
coz je rovno soucinu obsahu podstavy S, a (1 + ﬁ) . Velmi nepfesné muzeme fici, ze bu-

deme ,sc¢itat* obsahy vSech fezu ve vysce od 0 do v. Pfesné tuto myslenku zformulujeme
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a provedeme pomoci integrace.

Integrujeme takto:

/ 2\ 2 / 2\ 2 / 2z  z2 z z° v
/Sp<1—;> dz:Sp/<1—;> dz:Sp/<1—2;+ﬁ) dz:Sp[z—;—i—@]O:
0 2 3 0 02 03 0

v v v
=Sy(v= " tg) ~ (0= +38) =53

4.1.2 Objem rotac¢niho télesa

Objem rota¢niho télesa budeme pocitat podle vzorce

b
V= W/f2($)d$,
kde f(x) znaci funkci, jejiz graf se otaci kolem osy z, é¢imz vymezuje pozadované téleso.

Rozmysleme si, co vzorec ftikd. Nazorneé,
i kdyz velmi nepfesné, muzeme tici, ze mame
seCist vSechny obsahy kruhu, které dohro- y

mady tvoii dané rotacni téleso. Vychdzime 4\
tedy ze vzorce pro obsah kruhu S = mr?. ;

Ve vzorci zna¢i f(z) funkéni hodnotu v bodé wx
z, tj. hodnotu na y-ové ose. f%(z) je tedy
druhou mocninou poloméru kruhu, ktery je
fezem télesa v bodé x, mf%(z) je jeho obsah. Obrazek 4.3

[ |

Pomoci tohoto vzorce muzeme spocitat napiiklad objem koule, polokoule, kulové tusece,
valce ¢i kuzele.
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Koule

Obréazek 4.4: Koule

Z Obrazku 4.4 je ziejmé, ze kolem osy = se otaci ¢ast kruznice. Funkce f(z) mé tedy
tvar!

f(z) =r? — g2

Déle je potteba urcit meze, kde integrujeme na ose x. Meze jsou opét ziejmé z Obrazku
4.4. Tedy

a=-r,b=r.
Nyni muzeme zac¢it integrovat.
T 3 3 3 3_ .3 3_ .3
x| r r 3re —r° 4+ 3r° —r
V=m r2—x2dx:7r[7"2x——] :7r<r3——+7’3——>:7r~ =
/( ) 31— 3 3 3
43 4
=T -— = —7r
3 3

Objemy polokoule a kulové tsece vypocitame velmi podobné jako objem koule. Vzdy
nechdme kolem osy x rotovat ¢ast kruznice o poloméru r. Jediné, v ¢em se budou vypocty
lisit, jsou meze, kde budeme integrovat.

Vztah vyplyva z rovnice kruznice se stiedem v po¢dtku a polomérem r: z2 + 3% = r2. Pii vyjddieni y
z rovnice ziskdme vztah y = /12 — 22,
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Kulova useé

N
S
=

Obréazek 4.5: Kulova tsec

Analogicky jako v predchozich dvou prikladech uré¢ime meze, na kterych budeme integ-
rovat.
Z Obrazku 4.5 je ziejmé, ze
a=r—uv, b=r.

Nyni muzeme zac¢it integrovat.
T

3 r 3 _ 3
V:W/(TQ_QJ“Q)d-TC:?T[?"zw—x—} ZW(Td—r——(r—v)TQ%——(T v) ):
3 r—uv 3 3
3r® — 1% = 3r® 4+ 3r®v + (r® = 3r®v + 3rv® —1?) 3rov? — o3 5 3r—uw
- =7 — = .
Valec
y ]
r
r‘ .J !
AN
vox
——————————————— 15 I|;
4 v

Obréazek 4.6: Vilec

Z Obrazku 4.6 je zfejmé, ze se kolem osy z otaci primka rovnobézna s osou x prochéazejici
na ose y bodem r. Funkce f(z) ma tedy tvar

flx)=r.
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Urcime meze, kde integrujeme. Nas valec ma vysku v, tedy

a=0,b=w.
Nyni muzeme zac¢it integrovat.
0 v
V = 7r/7’2dx =T |:T2JJ} = mriy
0
0
Kuzel
y
N ;\
P .
o
ik P
i P
YL X
P
II l‘
[
4 \

Obrézek 4.7: Kuzel

Z Obrazku 4.7 je ztejmé, Ze se kolem osy x otaci cast piimky p, kterd prochazi body
P, =[v,0] a P, = [0,r]. Rovnice takové piimky je tedy

re+vy —rv =0.

Odtud vyjadiime y:
rv—rr  r(v—21)

flx)=y= =

v v
Urceni mezi ilustruje opét Obrazek 4.7. Tedy

a=0,b=w.

Nyni muzeme zac¢it integrovat.
v v

20, _ )2 2 2 2 3.0
V:W/de:ﬂr (1)2—21Jx—|-x2)dx:ﬂ xv2—27jx—+w—] =

V2 v? v? 2 3 1o
0 0
s 5 v ar? 031,
=5 \V v+ )= = 5.
) 3 v 3 3
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4.2 Trojny integral

Objem téles lze spocitat podle vzorce:

V= gﬁ dz dydz,

kde M je mnozina, na které integrujeme.

Vzorec vychazi ze samotné interpretace (ndsobného) integralu. V jednorozmérném pii-
padé integral odpovida otazku, jak zjistit velikost plochy pod grafem funkce f(z) nad
danym intervalem I — R. Rozsitime-li situaci o jednu dimenzi, pak otazka zni, jak spocitat
objem mnoziny pod grafem funkce f : M — R? na mnoziné M C R2 Vsimnéme si, Ze
kdyz budeme integrovat funkci f(z,y) =1 na M, dostaneme obsah mnoziny M nasobeny
jednickou, tj. ¢fselné vyjde samotny obsah mnoziny M C R2%. Podobné trojny integral na
mnoziné M C R3 funkce identicky rovné jedné miuzeme interpretovat jako objem mnoziny
M C R3.

Pomoci trojného integralu znovu vypocitame objemy téles, které jiz byly spocitany

vvvvvv

naznacili, jak vypocitat objem i u jinych nez rotacnich téles.

Vypocty pomoci substituci

Pro uziti substituci je potieba spocitat absolutni hodnotu determinantu Jakobiho matice,
kterou nasobime integrovany vyraz. Vzorec se tedy zméni nasledovné:

V= ﬂf 17| ds dss dss.
N

4.2.1 Valcové (cylindrické) souradnice

Substituce:
x = Trcose,
Yy = 7rsing,
z = 2z,

kde

r>0,¢€(0,2m1), z €R.

Spocitame absolutni hodnotu determinantu Jakobiho matice:

gz oz o cosp rsingp 0
ar 0 0z .
oy By oy | . _|cosp  rsing| 9 o
J=\% 3, 5. |=|sing —rcosp 0= . = —rcos‘p —rsin p =
I 0 0 1 singp —rcosp
or Op 0z
= —7r(cos? ¢ + sin? p) = —r.

Tedy vychazi
|J| =

Pomoci této substituce muzeme spocitat napriklad objem valce.
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Valec

y
v
@ = 360°
S X
R Z Obrazku 4.8 jsou ziejmé meze pro r,
- ¢ a z, na kterych budeme integrovat:
r € (0,R), ¢ € (0,27), z € (0,v).

Obréazek 4.8: Vilec

Nyni muzeme zac¢it integrovat.

s v 2T v 2T v

2R v
ffrdrdcpdz:ff[g]é{d@dz:ff%dgodz:f%[gp]gwdz:fﬂR2dz:7rR2 [z]p =
00 00 00 0

0
mR%v

|| @@=«

4.2.2 Sférické souradnice

Substituce:
r = p sindcosp,
y = o sindsinp,
z = p cosd,

kde

0>0,9 € (—mm), ¢ €(0,27).

Dale je opét potieba spocitat absolutni hodnotu determinantu Jakobiho matice, ktery ma
pro tuto substituci tvar:

20 00 ﬁ sincosyp —p cosPcosy o sindsing
J = g—g % g—i =|sindsingy —p cos¥sing —p sinvcosp |=
g_z % g—; cos ¥ 0 sind 0
= 0?sin® ¥ sin? o + 0% cos? ¥ sin ) cos? ¢ + o7 cos? ¥ sin ¥ sin? ¢ + % sin® ¥ cos? p =
= 0%sin® (sin? ¥ sin? o + cos? ¥ cos?  + cos? ¥ sin? ¢ + sin? ¥ cos? ) =
= 0%sind (sin® ¥ (sin® p + cos? @) + cos? V¥ (cos? ¢ + sin® ¢)) =
2

= ¢?sin ¥ (sin? ¥ + cos? V) = o? sin ¥

Pomoci této substituce muzeme napriklad jinym zpusobem spocitat objem koule.
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Koule

raleH

¢ 5‘\\ Y
va — } x X’I -1 ! \ M T
z—'/ 9 = 180° Pz

Obréazek 4.9: Sférické souradnice — koule Obréazek 4.10: cosd

'/I\J; 4

0

<
ol
<

Z Obréazku 4.9 jsou zfejmé meze pro g, coz je polomeér télesa. V nasem pripadé je
polomér roven R. Rotace kolem osy vy je opét ziejmé o 360°, tedy 27. Ddle je potieba
zamyslet se nad mezemi pro rotaci kolem osy z. Z obrazku je patrné, ze je tieba otocit
0 180° (tedy o ), pficemz prechdzime mezi zdpornymi a kladnymi hodnotami. V substituci
pro z se vyskytuje cos ¢, jehoz prubéh vidime na Obréazku 4.10.

Nyni jsou jiz ziejmé vSechny meze. Tedy:

0€ (0,R), v € (0,7, p € (0,2m).

Muzeme zacit integrovat.

R2m TR TR T .
[[®sinddpdedd = [[ ¢®sind [p]7dodd = [[ 2me*sind dodd = [ 27sind [£] dY =
0 00 00 0

0

O—y

i 27rsin19%3 dv = %3277 [ — cos¥]j = %SQW (14+1) =47R3
0
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4.2.3 Prehled vzorcu

V tabulce si nyni prehledné shrneme dosavadni vysledky.

Krychle

Kvadr

Hranol

Jehlan, kuzel

Koule

Kulova tseé

Valec

V=a

V = abe
V==5-v
V=15,
Vz%m‘:”
V—m)Q(
V =mr?v

Naskyta se otazka, zda by se k nékterym z téchto vzorcu dalo dojit
integralniho poc¢tu. Na to ndm odpovi nasledujici kapitola.
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5. Odvozeni vzorcu bez pouziti
integralu

5.1 Archimédés

Archimédés ze Syrakis (2877 — 212 pi. n. 1.) byl jednim z nejvétsich matematika starého
feckého svéta pusobici na pocatku helénistické éry. Jako matematik dosahl vrcholu tehdejsi-
ho abstraktniho mysleni a stal se predchudcem novovéké matematické analyzy a geometrie.
Ze spisu, které se nam od Archiméda dochovaly, se prevazna ¢ast vénuje vypoctum obsaht
a objemu. V této kapitole se zamérime na jeho metody vypoctu objemu téles.

Vyznamnym dilem z hlediska objemu téles bylo dvoudilné pojednani ,,O kouli a vélci“.
Nalezneme zde mimo jiné dulezita tvrzeni o objemu koule a jejich ¢asti. V téchto spisech
Archimédés formuluje a dokazuje nasledujici tvrzeni:

1. Objem koule je roven ctyrnasobku objemu kuzele, jehoZ polomér i vyska jsou rovny
polomeru koule.

2. Objem kulové vysece je roven objemu kuZele, jehoz vyska je rovna poloméru koule a je-
hoZ podstava mda obsah rovny povrchu pldsté kuZele vepsaného v prislusné iseci.

3. Objem koule je roven dvéma tretinam objemu opsaného vdlce.

4. Objemy kuzele o polomeéru podstavy r a vysce 2r, koule o poloméru r a vdlce o po-
loméru r a vysce 2r jsou v pomeru 1:2:5.

5. Ze vsech kulovych useci se stejnym povrchem mda polokoule nejvétsi objem.

Druhym (pro nés dulezitym) dilem obsahujicim vysledky tykajici se objemu téles je
spis ,,O kénoidech a sféroidech”. Zde Archimédés definuje napt. rotacni paraboloid vzni-
kajici rotaci paraboly kolem své osy, rotacni hyperboloid vznikajici rotaci hyperboly kolem
své osy Ci rotacni elipsoid vznikajici analogicky rotaci elipsy kolem své osy. Archimédés
v tomto spisu tika, ze objem usece rotacniho paraboloidu je roven trem polovindm objemu
kuzele s touZ podstavou a touz osou.

Vypoétem objemu tisece rotacniho paraboloidu, elipsoidu a hyperboloidu se Archimédés

zabyval i v pojednani s nazvem ,,O metodé®. Odvodil zde mimo jiné, ze pomeér objemu vdlce
a vepsaného elipsoidu je 3:2, a tak vyjadril objem elipsoidu.
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Dale se zamyslel nad situaci, kdy je vélec vepsan do pravidelného ¢tyrbokého hranolu
a Tezan rovinou, kterd prochazi stredni prickou dolni zdkladny hranolu a s ni rovnobéznou
hranou zakladny horni (viz Obrazek 5.1). Odvodil, Ze objem odriznuté cdasti vdlce je roven
jedné sestiné objemu uvazZovaného hranolu.

Obrazek 5.1

Zajimavym piikladem, kterym se Archimédés zabyval, bylo urceni objemu télesa, které
vzniklo prunikem dvou na sebe kolmych vélcu vepsanych do krychle (viz Obrézek 5.2).
Ukazal, ze objem tohoto télesa tvori 2/3 objemu celé krychle.

Obrazek 5.2

Dvé z vyse uvedenych Archimédovych tvrzeni nyni odvodime. Ukézeme si na nich
jedinecny postup, ktery tento fecky matematik sdm objevil. Pokusime se reprodukovat
Archimédovy postupy ze spisu O metodé; vypocet objemu rota¢niho paraboloidu tak, jak
ho uvadi 4. véta a vypocet objemu koule tak, jak ho uvadi 2. véta uvedeného spisu. Obé
odvozeni jsou zalozena na principu rovnovahy na pace.
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5.1.1 Odvozeni nékterych Archimédovych tvrzeni

Rovnovaha na pace

I r

O
m.!'

O
m}

Obrazek 5.3: Paka
Archimédés znal a vyuzival vztah pro rovnovahu na pace
miry = MaTa, (51)

tj. ¢im veétsi je vzdélenost predmétu od bodu, kde je paka podepiena, tim mensi musi byt
jeho hmotnost pro zachovani rovnovahy.

Objem rotac¢niho paraboloidu

Jako prvni si uvedeme odvozeni vzorce pro objem rotacniho paraboloidu. Postup je jedno-
duchy a nazorné demonstruje metodu, jiz Archimédés vyuzival.

Na Obrazku 5.4 vidime ez paraboloidem ve-

deny kolmo na usecku AD, kterd je zaroven C D
spoleénou osou vsech zobrazenych téles. Pa-

raboloid vznikl rotaci paraboly s vrcholem

v bodé A kolem tsecky AD. Zaroven je
v obrazku zakresleny fez vélce o vysce |AD)| M $ 0 N
a poloméru podstavy |BD| = |DC|. Déle x/
vidime na obrazku tez kuzele s vrcholem A
v bodé A a polomérem podstavy taktéz
|BD|. Dodejme, ze vzdélenost |AD| = |AH|
a |[AK| = |DK| (K je tedy teéziste vélce). S
je libovolny bod tusecky AD, kterym je veden
fez vSemi tfemi télesy. H

Obrazek 5.4: Paraboloid

Rovnice obecné paraboly g s vrcholem v pocatku soustavy souradnic a osou splyvajici
s kladnou poloosou y md tvar: g : y = az?. Z této vlastnosti paraboly vyplyvd, ze |AD| =
a|BDJ? a |AS| = a|OS|?. Odsud dostdvdme vykrdcenim a rovnost

|AD|  |BDJ?
|AS| — |OS|?’
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ktera je zakladem hledani vztahu pro objem paraboloidu. Nyni ji budeme dale upravovat.
Z rovnosti |AD| = |AH| a |BD| = |NS| (viz Obrazek 5.4) dostdvame

|AH| |[NSJ?
|AS| — |OS|?”

Rozsitenim zlomku na pravé strané c¢islem 7 obdrzime

|AH| INS|?-m  obsah kruhu ve vélci
|AS| ~ |OS|2-7  obsah kruhu v paraboloidu’

Protoze |AH| = 2|AK]|, plati

2|AK|  obsah kruhu ve valci
|AS| ~ obsah kruhu v paraboloidu’

(5.2)

Vztah (5.2) muzeme na zakladé (5.1) pfepsat ve tvaru
2|AK]| - obsah kruhu paraboloidu = |AS| - obsah kruhu vélce

a interpretovat takto: kruh tsece paraboloidu umistény ve vzdalenosti 2|AK| od stfedu
paky A vyvazi kruh vepsaného vilce lezictho od bodu A ve vzdélenosti |AS| (jeden kruh
tedy musime dét ,na druhou stranu®, tj. do bodu H).

Jak bylo feceno v tvodu, S je libovolny bod tsecky AD,; kterym je veden tez. Tato
rovnost bude tedy nezavisla na jeho volbé. Nechame-li bod S postupné probihat tisecku AD,
tak kruhy vzniklé z téchto fezu postupné vyplni cely valec, resp. celou use¢ paraboloidu.
v tomto bodé. Vélec zustava na misté na puvodni strané (,,vyvazuje“ pdku). Rovnovahu ne-
porusime, pokud vSechny kruhy valce presuneme do jeho tézisté, tj. do bodu K. Ziskavame

2|AK]| - objem celého paraboloidu = |AK]| - objem celého vélce.

Po tpravé ziskame vztah mezi objemem rotacniho paraboloidu a objemem vélce o stejném
pruméru podstavy a stejné vysce

1

objem celého paraboloidu = ;- objem celého valce.

Na zékladé znalosti vztahu® mezi objemem vélce a kuzele se stejnou podstavou a vijskou
V (kuzel) = $V (vélec) ziskdme tipravou predchoziho vztahu vztah mezi objemem parabo-
loidu a kuzele o stejné podstaveé a vysce

objem usece paraboloidu = g objem vepsaného kuzele.

LV (valec) = mr2v, V (kuzel) = 1/3 - mr?v.
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Objem koule

Na Obrazku 5.5 je znazornéna koule se K
sttedem v bodé K a polomérem BK. Zaroven
je zde zakresleny vilec o vysce |AG| a po- My ‘N
lomeéru podstavy EG. Dale vidime kuzel s vr-
cholem v bodé A a polomérem podstavy
taktéz EG. Dodejme, ze vzdélenost |AG| =
|AH| a |AG| = |EG|. S je libovolny bod
usecky AG, jimz je veden tez kolmo na
osu AG vSemi tremi télesy. Ziejmé plati, ze
|AB| = |AD| = |BE| = |DZ|, |AP| = |AR]|
a |PS| = |SR). H

~

Obrazek 5.5: Koule

Dale vidime, ze
|MS| = |AG|, |PS|=|AS],

plati tedy rovnosti

|MS|-|PS| = |AG]|-|AS], (5.3)
MS| |AG
Uinkindol R el A4
P3| 43| (5:4)

Rovnost (5.3) pro nas bude prvnim vychozim krokem, nyni ji budeme déle upravovat.

Podivejme se na trojihelnik AXG. Tento trojihelnik je na zdkladé Thalétovy véty
pravoihly (AG je prumér kruznice a bod X této kruznici nalezi). Dile XS je vyska na
stranu AG tohoto trojuhelnika, tedy XS je kolméd na AG. Z Eukleidovy véty o odvésné
(¢ cq = a® nebo c- ¢, = b?) a z Pythagorovy véty (¢ = a? + b?) ziskdvdme nésledujici
vztahy

G
|AG| - |AS| = |AX]?, X )
|AX? = | XS|* + |AS|%. A

Obrazek 5.6
Spojenim obou rovnosti dostaneme

|AG| - |AS| = | XS|* + |AS|*.
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Nyni dosadime vyse uvedenou rovnost do vztahu (5.3), ziskame tak
|MS|-|PS| =|XS|* +|AS]* = | XS|* + |PS|%. (5.5)

Druhym vychozim krokem je rovnost (5.4), také tu budeme déle upravovat. Zlomek na
levé strané rozsitime ¢islem |M S| a vyuzijeme rovnosti |AG| = |AH|. Dostaneme tak

|AH|  |MS|? (5.6)
|AS| — |MS|-|PS| '
S vyuzitim (5.5) obdrzime
2
|AH| | M S| (57)

|AS| | XS]2+ |PS]
Rozsitenim zlomku na pravé strané cislem 7 ziskame

|IMS|]? -«
| XS|?2-m+|PS|?-7

a odtud (viz Obrazek 5.5)?

|MS]?-m _ obsah kruhu ve valci
|XS|2 -7+ |PS|2-7  obsah kruhu v kouli + obsah kruhu v kuzeli’

coz dosadime do rovnosti (5.7) a obdrzime

|AH| obsah kruhu ve vélci
|AS|  obsah kruhu v kouli + obsah kruhu v kuzeli’

Z tohoto vztahu a ze zdkona rovnovahy na pace (podepfena v bodé A) lze usoudit, ze
kruh ve vélci, kdyz zustane na misté, vyvéazi oba zbylé kruhy (v kouli a kuzeli) prenesené
do bodu H tak, ze jejich tézisté je pravé v bodé H.

Z téchto tezu slozime dohromady télesa, stejné jako v odvozeni pro objem parabo-
loidu. Valec zustavajici na puvodnim misté na pace bude v rovnovaze s kouli a kuzelem

byl na pace umistén v bodé K. Potom podle vztahu mir; = myres mame
|AK| - objem valce = |AH| - (objem koule + objem kuzele).
Jelikoz |[AH| = 2|AK|, dostdvéame, ze vélec je oproti kouli s kuzelem dvojndsobny:

objem véalce = 2 - (objem koule + objem kuzele).

2Kuzelem po celou dobu budeme rozumét kuzel AEZ.
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Déle vime, ze valec ma oproti vepsanému kuzelu trojnasobny objem. Tedy

3 -objem kuzele = 2-objem kuzele 4 2 - objem koule,

objem kuzele = 2-objem koule. (5.8)
Vratme se nyn{ zpét k Obrézku 5.5. Oznacme o polomér koule, tj. ¢ = |BK]|. Vidime,
ze kuzel AEZ ma vysku v = 2p a polomér r = 2p. Vime, ze objem kuzele je V = %m“%.

Jeho objem je tedy

1 8
V= 571"4@2'2@: §7TQ3.

Kuzel ABD, tedy kuzel, jehoz polomeér zdkladny i vyska jsou rovny polomeéru koule

(v=p, r = p), ma objem
1 1
V:§7T-Q2-Q:§7TQ3.

Je zrejmé, ze objem kuzele AEZ je roven objemu osmi kuzeli ABD. Dosadime-li tento
poznatek do rovnosti (5.8), dostaneme

8 kuzelu = 2 koule,
neboli

Koule ma oproti kuzelu, jehoz polomér i vyska jsou rovny poloméru koule,
¢tyrnasobny objem.

coz presné odpovida znamemu vzorci

V (koule) = S7r3.

35



5.2 Jiné postupy

Na zavér se zamérime na takové postupy, které sice nejsou matematicky zcela presné, jsou
vsak didakticky zajimavé. Mohou priblizit nékteré vzorce pro objemy i mladsim zakum,
jelikoz jsou zalozeny zejména na nazornych predstavach a obrazcich.

5.2.1 Objem jehlanu
Objem jehlanu je roven jedné tretiné objemu hranolu se stejnou podstavou a vyskou.

Objem jehlanu je tedy roven jedné tietiné soucinu obsahu podstavy a visky.

My se omezime na pravouhlé jehlany, na kterych je vztah pékné demonstrovatelny. Lze
si snadno predstavit, ze krychli lze rozdélit na tii shodné jehlany:
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Obrézek 5.7

Takovyto model Ize zakum vymodelovat z papiru, aby si mohli sami zkusit, Ze jsou jehlany
skutecné stejné a ze jejich slozenim vznikne krychle.

ale lze jej rozdélit na tii pravouhlé jehlany se stejnym objemem. A to tak, ze délkami stran
podstavy a vysky jsou vzdy hodnoty a, b, c.

Obrédzek 5.8

Objem jehlanu se pomoci krychle da ukazat jesté dalsim zpusobem. Krychle je totiz
slozend pravé ze Sesti jehlanu; podstavou kazdého jehlanu je jedna sténa krychle, vSechny
jehlany se pak sbihaji v jednom bodé, a to v tézisti krychle (viz Obrazek 5.9).
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Obrazek 5.9

Vime, ze objem Vj, krychle o strané a je Vj, = a®. Krychle je vyplnéna Sesti shodnymi
jehlany, objem V; kazdého je tak
Vi @
Gi=g=%,
6 6
coz presné odpovidd objemu jehlanu se ¢tvercovou podstavou (strana a, obsah S = a?)
a vyskou v = g:
a1 a 1
V=g
Opét tedy dostavame, ze objem jehlanu je roven jedné tietiné soucinu obsahu jeho pod-
stavy a vysky.

Ze vztahu po objem kuzele nyni odvodime vztah pro objem valce.

5.2.2 Vzorce odvozené na zakladé Cavalieriova principu

P1i odvozeni lze také s ispéchem vyuzivat Cavalieriuv princip pro objemy téles. Ten tika,

ze

telesa se stejné velkymi podstavami® a vyskami maji stejnij objem, pokud Tezy rovnobéiné
s podstavami vedené ve stejné vzdalenosti od podstav maji stejné obsahy.

Objem kuzele

Objem kuzele je roven jedné tretiné soucinu obsahu podstavy a visky.

Abychom mohli pouzit Cavalieriuv princip, budeme uvazovat kuzel s polomérem pod-
stavy R a vyskou h a jehlan se stejnou vyskou a ¢tvercovou podstavou o strané a = /7 - R.

3tj. podstavami, které majf stejny obsah
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Obrazek 5.10

Obe télesa majf zfejmé stejny obsah podstavy?, tj. S = mR2. Nyni obéma télesy vedeme
ve stejné vysce v rovinu rovnobéznou s rovinami podstavy. Tato rovina protne kuzel v kruhu
a jehlan ve ¢tverci. Jelikoz jsou trojihelniky V7,57 a V' Z5S5 shodné, jsou také shodné
usecky 7151 a Z5Ss, a tak jsou si rovny i obsahy fezu v libovolné vysce v, ¢imz je splnéna
podminka Cavalieriova principu. Ziskdvame tedy vztah pro objem kuzele analogicky jako
vztah pro objem jehlanu:

Vi = 3w R*h =15, - h.

Objem koule

Objem koule o poloméru R je roven objemu vdlce o priuméru podstavy R, vysce 2R, od
néhoz odecteme objem dvou kuZeli o vysce R a polomeéru podstavy R.

Pii odvozeni vyuzijeme opét Cavalieriuv princip pro objemy téles. Na Obrazku 5.11
vidime tii télesa o stejné vysce 2R — vélec, kouli a jakysi ,dvojkuzel”. V obrazku mame
dale naznacenu rovnost ,,valec je roven souctu koule a dvou kuzelu“, pricemz pro struc¢nost
hovofime o rovnosti a souctu téles, mame vsak na mysli jejich objemy.

2R

Obrazek 5.11: Objem koule pomoci Cavalieriova principu

Podivejme se, jak vypadd fez témito télesy ve stejné vysce v (méfeno od stiedu téles).
Pokud budou mit fezy na obou strandch rovnosti stejny obsah, pak budou mit télesa na
obou stranach rovnosti stejny objem.

4S(etverec) = a?, S(kruh) = 72
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Rez véalcem je ziejmé v kazdé vysce fezu kruh o poloméru R, tedy

S (tez valce) = mR>.

Obrazku 5.12 vidime, ze hledany polomér ve vysce v od stredu koule 1ze snadno dopocitat
podle Pythagorovy véty: r, = v/ R? — v? a obsah fezu je tedy

T

Obrédzek 5.12

S (fez koule) = m(R* — v?).

Déle pottebujeme zjistit, jak vypada fez kuzelem. Tim bude opét kruh, tentokrat s po-
lomérem v (strana kuzele svird s jeho podstavou thel velikosti 45°, polomeér je tedy vzdy
roven vysce od stiedu)

S (fez kuzele) = mv”.

Vzhledem k tomu, ze
TR? = (R? — v?) + m?,

dostavame
S (fez valce) = S (koule) + S (kuzel).

Muzeme tedy podle Cavalierova principu na zakladé znalosti vzorcu pro objem valce
a dvou kuzelu snadno dopocitat objem koule. Uvédomme si, ze nami zadany valec ma po-
lomér R a vysku 2R, kazdy z kuzelt pak ma vysku i polomeér podstavy roven R. Dostdavame
tak rovnost:

1
TR?-2R = V (koule) +2- §7rR2 R,
neboli
3 2 13
2rR° = V (koule) + §7TR :
odkud uz bezprostiedné plyne

V (koule) = 3$wR3.
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Zaver

V této préci byl ctenaii predstaven vypocet objemu vybranych téles, jak byly provadény
ve starovékém Egypté a Mezopotamii. Byl ukézéan jejich postup a vyuziti a tak zduraznéna
potfeba objemy pocitat.

Dale byl ¢tenaf seznamen s matematicky presnou definici objemu téles pomoci Jor-
danovy miry. Zavedenim déleni D se podafilo dokézat véty o meéritelnosti téles a aditi-
vité jejich objemu. Dukazy prinesly ¢tenaii obohaceni pro praci s mnozinovymi pojmy.
Na zakladé vystavéné teorie miry byla vybudovana teorie Riemannova integréalu, coz bylo
dulezité pri odvozeni vztahii pomoci integralntho poctu.

Vztahy pro objemy téles, jez jsou uvadény ve stfedoskolskych piehledech vzorcu, byly
nazorné vypocitany pomoci jednoduchého integralu, ¢imz bylo ukazano, ze v pripadé
rotacnich téles je zbytecné uziti komplikovanéjstho nésobného integralu. Pro piipadné
dalsi vypocty byla néktera odvozeni provedena podruhé i pomoci trojného integralu, jehoz
vyuziti je obecnéjsi.

Na zaveér byly odvozeny vztahy pro objemy nékterych téles bez integralniho poctu,
a to pomoci Archimédovy metody, Cavalieriova principu a nazornych predstav. Nékteré
z téchto postupu mohou byt uzitetné pro priblizeni puvodu vztahu i zakum mladsiho
véku, pro které je integralni pocet zatim prilis komplikovany.
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