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Úvod

Výpočty objemů těles zaj́ımaly matematiky již ve starověkém Egyptě a Mezopotámii, což
dokazuj́ı mnohé úlohy s touto tematikou objevuj́ıćı se v nalezených dobových materiálech.
Postupy, jak objemy určit, i následné výpočty byly d̊uležité zejména v zemědělstv́ı a sta-
vebnictv́ı. Typicky byl určován objem sýpek nejr̊uzněǰśıch tvar̊u či objem zeminy nutné
k vykopáńı při stavebńıch praćıch. Největš́ım problémem těchto úloh většinou nebylo sa-
motné určeńı objemu, ale následný převod jednotek, který byl vzhledem k jejich velkému
množstv́ı mimořádně komplikovaný.

Pokud chceme zkoumat objemy těles, je d̊uležité stanovit, co pojmem objem tělesa ma-
tematicky rozumı́me. Z tohoto d̊uvodu je zaveden pojem mı́ra. V našem textu pracujeme
s Jordanovou mı́rou, která je pro potřebu definováńı objemu dostačuj́ıćı a je méně kom-
plikovaná než Lebesguova mı́ra. V kapitole o mı́̌re ukazujeme, že tělesa jsou měřitelnými
množinami a tak je možné nalézt jejich objem. Nav́ıc odvod́ıme, že objem je aditivńı a tak
je možné určit objem tělesa jako součet objemů jeho část́ı.

Pro výpočty objemů těles využ́ıváme integrálńıho počtu, a to obecně trojného integrálu.
Teorie zavedeńı trojného integrálu je postavena na vystavěné teorii mı́ry. Odvozeńı vztah̊u
pomoćı integrál̊u v př́ıpadě jednoduchých těles prob́ıraných na středńı škole ukazujeme
pomoćı jednoduchého integrálu, a to přes vztah pro objem rotačńıho tělesa. Dále jsou
uvedena odvozeńı těchto vztah̊u pomoćı trojného integrálu, nebot’ je tento postup obecněǰśı
a tak aplikovatelný i na jiná než rotačńı tělesa.

Závěrečná kapitola ukazuje jiné postupy určeńı vztah̊u pro objemy těles než pomoćı
integrálńıho počtu. Vztah pro objem jehlanu lze didakticky ukázat velmi názorně pomoćı
děleńı krychle a kvádru na jehlany o stejném objemu, což podporuje jeho využit́ı ve školské
matematice. Významnou část́ı této kapitoly jsou výsledky praćı Archiméda ze Syrákús.
Jeho jedinečná metoda odvozeńı objemů těles je založená na principu rovnováhy na páce.
Pomoćı této metody ukazujeme odvozeńı vztahu pro objem rotačńıho paraboloidu a koule.
Na závěr ukážeme odvozeńı vztahu pro kužel a kouli pomoćı Cavalieriova principu.
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1. Objemy těles ve starověku

Potřeba poč́ıtat objemy těles neńı novodobou záležitost́ı. Objevuje se už v nejstarš́ıch
dochovaných matematických ṕısemných záznamech.

V úvodu je třeba zmı́nit, že naše současné znalosti starověké matematiky jsou založeny
na zkoumáńı dochovaných materiál̊u, jichž se nalezlo žalostně málo. Tud́ıž je obt́ıžné sou-
dit, do jaké mı́ry tyto texty tehdeǰśı znalost matematiky skutečně reprezentuj́ı. Nav́ıc neńı
jisté, zda př́ıpadné chyby ve výpočtech byly založeny na neznalosti nebo byly zp̊usobeny
pouhou chybou při přepisu.

Pro ukázku výpočtu objemů těles budeme uvádět úlohy z [1].

1.1 Egypt

”
Metoda poč́ıtáńı čtverhranné obilnice, jej́ı̌z délka je 10, š́ıřka 10 a výška 10. Co je to, co do

ńı vejde v obiĺı? Poč́ıtej s 10 10krát, vyjde 100. Poč́ıtej se 100 10krát, vyjde 1000. Připočti
1
2

z 1000, je to 500, vyjde 1500. To je jej́ı objem v char.1 Vypočti 1
20

z 1500, vyjde 75. To
je to, co do ńı vejde.“

Výše uvedená úloha z Rhindova papyru (19. stolet́ı př. n. l.) názorně ukazuje, že ve sta-
rověkém Egyptě byla potřeba poč́ıtat objemy. Šlo např́ıklad o tzv. čtverhranné obilnice
(krychle, kvádr) a kruhové obilnice (válec); méně obvyklým tělesem, jehož objem uměli
Egypt’ané spoč́ıtat, byl komolý jehlan – komolá pyramida. Egypt’ané dále operovali s jehla-
nem (pyramidy), u něj však nezjǐst’ovali objem, ale sklon stěny nebo jeho výšku.

Egyptská matematika musela být na značně vysoké úrovni již v době staveb prvńıch
pyramid, tj. v polovině třet́ıho tiśıcilet́ı př. Kr. Řečt́ı autoři (Hérodotos, Proklos) sou-
dili, že se i Řekové geometrii naučili právě od Egypt’an̊u. Geometrie podle nich vznikla
v Egyptě z ustavičné potřeby přeměřovat p̊udu po každoročńıch záplavách zp̊usobených
rozvodněným Nilem.

1.1.1 Aritmetika

V Egyptě byla od nejstarš́ıch dob už́ıvána nepozičńı deśıtková soustava. Přirozená č́ısla
byla zaznamenávána prostým nahromaděńım potřebných znak̊u.

Egypt’ané uměli sč́ıtat, odč́ıtat, násobit i dělit. Násobeńı a děleńı prováděli poměrně oso-
bitou metodou. Při násobeńı postupovali tak, že jednoho z činitel̊u postupně zdvojnásobovali
a jeho vhodné násobky potom sečetli. Při děleńı postupně zdvojnásobovali dělitele, dokud
z těchto jeho vhodných násobk̊u nesložili dělence.

1Jednotka char odpov́ıdá přibližně 96,1 litru.
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1.1.2 Jednotky objemu

Základem dutých měr byla jednotka hekat, která odpov́ıdala asi 4,8 litru; velmi často byly
při děleńı této jednotky už́ıvány části Horova oka tzv. Horovy zlomky (viz Obrázek 1.1
a 1.2), tj. 1

2
, 1

4
, 1

8
, 1

16
, 1

32
a 1

64
, které byly v praxi výhodné při p̊uleńı i zdvojováńı.

Obrázek 1.1: Horovo oko a jeho části Obrázek 1.2: Zlomky jednotky hekat

Pro úplnost uvedeme, že jednotka hekat se dělila na 10 hin̊u a jeden hin na 32 ro.
Už́ıvána byla i jednotka char (viz úloha v úvodu textu), která obsahovala 20 jednotek
hekat.

1.1.3 Úlohy

Nyńı uvedeme tři základńı úlohy, na kterých demonstrujeme tělesa, jejichž objem Egypt’ané
poč́ıtali. Nutno poznamenat, že samotný výpočet objemu obvykle nebyl zdaleka tak složitý
jako následný převod jednotek.

Úloha 1.1.1 (Krychle a kvádr) V př́ıkladu z úvodńıho odstavce je prezentován výpočet
objemu kvádru o rozměrech 10, 10 a 10 lokt̊u (tj. krychle). Vynásobeńım všech tř́ı rozměr̊u
vyjde 1000 lokt̊u krychlových. Následný výpočet už reprezentuje právě jen převody jed-
notek. Nejprve z lokt̊u krychlových na chary, poté je vypočten objem obilnice ve dvace-
tinásobných jednotkách – snad voźık.

Úloha 1.1.2 (Válec) Také objem válce poč́ıtali Egypt’ané standardńım zp̊usobem, ob-
sah základny vynásobili výškou. Zaj́ımavé je, jakým zp̊usobem vypoč́ıtali obsah kruhové
základny. Egyptský výpočet obsahu S kruhu o pr̊uměru d odpov́ıdá v naš́ı symbolice vzorci

S =
(
d− 1

9
· d
)2

=
(8

9
· d
)2

=
64

81
· d2.

Srovnáme-li náš vzorec pro výpočet obsahu kruhu o pr̊uměru d se vzorcem odpov́ıdaj́ıćım
egyptskému výpočtu, dojdeme k rovnosti

1

4
π · d2 =

64

81
· d2

a źıskáme
”

egyptskou hodnotu“ č́ısla π:

π =
256

81
.
= 3, 1605.
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Egypt’ané tedy přibližně nahradili obsah kruhu obsahem čtverce; jeho stranu nebylo
těžké źıskat, stačilo odebrat od pr̊uměru kruhu jeho jednu dev́ıtinu.

Úloha 1.1.3 (Komolý jehlan) Egypt’ané znali zcela přesný postup pro výpočet objemu
komolého jehlanu se čtvercovými základnami odpov́ıdaj́ıćı našemu vzorci:

V =
h

3
·
(
a2 + ab+ b2

)
,

kde a, b jsou strany dolńı a horńı základny a h je výška. Zaj́ımavé je, že se řada histo-
rik̊u matematiky domńıvá, že tato metoda výpočtu byla odvozena teoreticky, což je pro
egyptskou matematiku netypické.

1.2 Mezopotámie

”
Koryto. (3, 20) hlava, (2, 30) základ, 2

3
lokte hloubky. Objem je co?

Ty: (3, 20) a (2, 30) sečti. (5, 50) vid́ı̌s. 1
2

z (5, 50) odečti, (2, 55).
(2, 55) s (5), délka, násob. (14, 35) vid́ı̌s . . . (0, 40), výška, násob. (9, 43; 20) vid́ı̌s . . .“

Výše uvedená úloha se vztahuje k výpočtu objemu koryta pro uschováńı obiĺı a můžeme
ji nálezt v matematických tabulkách uložených v Londýně (British Museum).

Tabulky, které obsahuj́ı praktické úlohy na výpočty objemů, pocháźı ze Starobabylónské
ř́ı̌se (2000 – 1600 př. Kr.). Je třeba zd̊uraznit, že se v těchto úlohách téměř nevyskytuj́ı
geometrické termı́ny pro tělesa; hovoř́ı se např. o člunu, korytu, žlabu, kanálu, kruhové
nádobě, studni, náspu, svahu, kruhovému náspu apod. Nemáme doložen výskyt př́ıklad̊u
na výpočet objemu koule, kužele ani jehlanu. Poč́ıtalo se patrně jen s tělesy, která se
vyskytovala v běžném životě či ve stavebńı praxi.

1.2.1 Aritmetika

Č́ısla na nalezených tabulkách jsou zapisována v šedesátkové soustavě. V Mezopotámii se
použ́ıvala pozičńı šedesátková soustava. Č́ısla byla zapisována do řádk̊u zleva doprava od
nejvyšš́ıch řád̊u k nižš́ım.

Nyńı uvedeme př́ıklad zápisu č́ısla 424 000 v pozičńı šedesátkové soustavě už́ıvané v Me-
zopotámii:

V naš́ı symbolice zapisujeme toto č́ıslo v šedesátkové soustavě ve tvaru (1, 57, 46, 40),
což znač́ı 1 · 603 + 57 · 602 + 46 · 60 + 40. Velkým problémem výše popsaného pozičńıho
systému byl chyběj́ıćı znak pro nulu a s t́ım souvisej́ıćı nejasnosti při rozlǐsováńı řád̊u.
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Přesto se potřeba nuly vynořila až asi v 8. stolet́ı př. n. l., kdy začal být chyběj́ıćı řád
vyznačován nějakým vhodným znakem.

Mezopotámská matematika pracovala pouze s přirozenými č́ısly, kladnými šedesátinnými
zlomky a smı́̌senými č́ısly. V Mezopotámii uměli podobně jako v Egyptě sč́ıtat, odč́ıtat,
násobit i dělit. Při násobeńı využ́ıvali tabulky násobeńı, při děleńı tabulky reciprokých hod-
not.

1.2.2 Jednotky objemu

Základńı objemovou jednotkou byl 1 objemový sar ; šlo o objem hranolu se čtvercovou
podstavou o straně 1 gar (asi 6 m) a výškou 1 loket (asi 1

2
m).2 Speciálńı objemovou

jednotkou byla 1 cihla. Přitom 720 cihel dalo cihlový sar, tj. 1 objemový sar.

1.2.3 Úlohy

V následuj́ıćım odstavci si uvedeme úlohy zachované na tabulkách. Opět je d̊uležité po-
dotknout, že často největš́ım problémem výpočtu byl převod jednotek. Tuto část úloh
v zadáńı neuvád́ıme.

Úloha 1.2.1 (Krychle a kvádr)
”

Člun. (1) gar délka, 1
2

gar a (2) lokte š́ıřky, (6)
hloubka. Objem člunu je co?“
Starobabylónšt́ı počtáři uměli přesně vypoč́ıtat objem krychle i kvádru. Postup jejich
výpočtu lze v naš́ı symbolice zapsat vzorcem

V = a3, resp. V = abc,

kde a je délka hrany krychle, resp. a, b a c jsou délky hran kvádru.
Vnitřńı prostor člunu má tvar kvádru o rozměrech 1 gar, 1

2
gar a 2 lokte, tj. (0,40) gar a 6

lokt̊u. Objem člunu je tedy

V = (1)× (0; 40)× (6) = (4) sar.

Úloha 1.2.2 (Kĺın)
”

Zemina hráze, (30) délka, (2) lokte š́ıřka, (6) výška. Zeminy je
kolik?“
Řada mezopotámských matematických př́ıklad̊u se týká pravidelného či nepravidelného
kĺınu (úlohy o hráźıch nádrž́ı nebo kanál̊u apod.). V těchto úlohách je kromě objemu
zeminy poč́ıtána výška a délka náspu či množstv́ı práce kopáč̊u.
Objem pravidelného kĺınu V je vypoč́ıtán (v naš́ı symbolice) takto:

2Proto je v př́ıkladech na objem těles výška uváděna vždy v loktech narozd́ıl od ostatńıch veličin
uváděných v gar.
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V =
1

2
· a · l · h,

kde a, l jsou délky hran základny a h jeho výška. Pro náš př́ıklad tedy a = 2 lokte (tj.(0;10)
gar), l = 30 gar a h = 6 lokt̊u. Postup, výpočet i výsledek 15 sar je správný.

Úloha 1.2.3 (Těleso s obdélńıkovou podstavou) V úloze z úvodńı ukázky je poč́ıtán
objem zvláštńı nádoby; dno je obdélńık (o stranách l a a), dvě stěny jsou lichoběžńıky
(o základnách a, b a výšce h) a dvě stěny obdélńıky. Starobabylónský postup lze v naš́ı
symbolice zapsat vzorcem

V =
a+ b

2
· l · h.

Babylóňané tedy vlastně nahradili nepravidelné těleso kvádrem o stranách a+b
2
, l, h, jehož

objem uměli spoč́ıtat (Úloha 1.2.1), a t́ım dospěli ke správnému výsledku.

Úloha 1.2.4 (Válec)
”

Objem. (0; 30) obvod. (0;40) výška. Jaký je objem?“
Jedná se o výpočet objemu V válcové sýpky, známe-li jej́ı výšku h a obvod o podstavy.
V naš́ı symbolice lze následný výpočet zapsat vzorcem

V =
o2 · h

12
.

Označ́ıme-li S obsah podstavy a vezmeme-li babylónskou hodnotu3 π = 3, snadno k tomuto
postupu dojdeme:

o = π · d, tedy d =
o

π
,

S = π · r2 = π ·
(d

2

)2
= π · d

2

4
= π · o

2

4π2
=
o2

4π
,

V = S · h =
o2

4π
· h =

o2 · h
12

.

Postup výpočtu je zřejmě správný, pokud použijeme zmı́něnou aproximaci pro π.

Poznámka 1.2.1 Podrobněǰśı informace o matematice ve starověku lze nalézt v [1], př́ıklady
pak v [2].

3Mezopotámská matematika obyčejně pracovala s hodnotou π = 3; máme však doklad (tabulky z konce
starobabylónského obdob́ı), že už́ıvala i aproximaci π = 3 1

8 .
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2. Mı́ra množiny

Je zřejmé, že vztahy pro objemy těles jsou potřebné. Snaha určovat objem těles se, jak již
bylo řečeno, objevovala už ve starověku. Naš́ım úkolem ted’ bude naznačit, jak se v mate-
matice objem definuje. V př́ı̌st́ı kapitole pak vypočteme objem vybraných těles postupem,
který při odvozeńı využ́ıvá integrálńı počet.

2.1 Definice objemu

Objem tělesa vlastně vyjadřuje,
”
kolik se toho vejde“ do omezené podmnožiny R3 (např.

kolik se toho dá uskladnit v sýpce – viz úlohy v předchoźı kapitole). Analogicky obsah
rovinného útvaru ukazuje,

”
kolik se toho vejde“ do omezené podmnožiny R2. Je zřejmé,

že v obou prostorech pracujeme se stejnou ideou. Odsud vznikla idea mı́ry. Mı́ra je tedy
jakýmsi obecným pojmem, který zahrnuje plošný obsah v R2, objem v R3, př́ıpadně ana-
logicky v prostoru Rn. Mı́ru budeme obecně značit µ.

V devatenáctém stolet́ı se matematici poprvé začali teoríı mı́ry zabývat. V této souvis-
losti zmiňme práci [6] francouzského matematika Camille Jordana (1832 – 1922) z roku
1892 a d́ılo [7] italského matematika Giuseppe Peana (1858 – 1932). Jordan se zabýval
definováńım tzv. měřitelné množiny, Peano jeho teorii doplnil o určeńı tzv. vněǰśı a vnitřńı
mı́ry množiny.

Autorem podstatného zobecněńı Jordanovy-Peanovy mı́ry je francouzský matematik
Henri Lebesgue (1875 – 1941). Své práce [8] a [9] publikoval na samém počátku 20. sto-
let́ı. My se však zaměř́ıme na Jordanovu mı́ru, která je bližš́ı středoškolské matematice
a pro objemy těles je zcela dostačuj́ıćı. Problematiku Jordanovy mı́ry si pro jednodu-
chost a názornost vysvětĺıme v R2. Samozřejmě veškeré uvedené teze je možné přenést do
prostoru R3, př́ıp. prostor̊u vyšš́ıch dimenźı.

Ideu zavedeńı mı́ry nyńı naznač́ıme, v následuj́ıćı podkapitole ji pak zpracujeme mate-
maticky přesně. Představme si tedy dvojrozměrný objekt, u něhož chceme určit mı́ru (tedy
obsah). Jinými slovy chceme např. zjistit, kolik paṕıru bychom spotřebovali na vystřižeńı
tohoto objektu z paṕıru, či kolik látky bychom museli mı́t na potažeńı celého takového
obrazce. Jak ale urč́ıme, kolik to je? Zřejmě potřebujeme zavést nějaký

”
jednotkový útvar“,

který nám pomůže odpovědět na výše uvedené otázky a dokáže také pokrýt rovinný objekt
beze zbytku. Nejjednodušš́ım takovým útvarem je zřejmě čtverec. Proto byl jednotkový
čtverec (o délce strany 1) zvolen za jednotku mı́ry. Když tedy libovolný obrazec (množina
M) pokryjeme čtvercovou śıt́ı s dostatečně malými čtverci a spoč́ıtáme jejich počet, źıskáme
tak i přibližný obsah obrazce. Aproximace bude t́ım přesněǰśı, č́ım budou čtverce menš́ı,
tedy śıt’ jemněǰśı (jemnost śıtě udává tzv. norma děleńı, znač́ıme ji ‖D‖).

Zavedeme následuj́ıćı označeńı. Necht’ při daném děleńı D znač́ı SD součet obsah̊u
všech čtverc̊u śıtě, které jsou celé obsaženy ve vnitřku množiny M , a necht’ S ′D je součet
obsah̊u všech čtverc̊u śıtě, které obsahuj́ı alespoň jeden bod hranice množiny M . Součet
SD + S ′D = SD vyjadřuje součet plošných obsah̊u těch čtverc̊u v dané čtvercové śıti, které
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obsahuj́ı body množiny M .

Obrázek 2.1: Vnitřńı Jordanova mı́ra Obrázek 2.2: Vněǰśı Jordanova mı́ra

Protože S ′D ≥ 0, tak je SD ≤ SD. Při zjemňováńı čtvercové śıtě součty SD rostou a SD
klesaj́ı. Označme

S = lim
‖D‖→0

SD a S = lim
‖D‖→0

SD.

Pro tyto limity plat́ı
S ≤ S.

Prvńı z těchto limit se nazývá vnitřńı, druhá pak vněǰśı Jordanova mı́ra. Jestliže jsou tyto
hodnoty stejné, řekneme, že je množina měřitelná. Touto společnou hodnotou definujeme
jej́ı mı́ru, tedy obsah. V př́ıpadě ostré nerovnosti řekneme, že je množina neměřitelná a jej́ı
mı́ru (obsah) pak nelze zavést. Dále bude potřeba dokázat, že mı́ra je aditivńı, tedy že
obsah útvaru lze určit jako obsah jeho jednotlivých část́ı (analogicky pro objem v R3).

2.2 Jordanova mı́ra

Nyńı se dostáváme k matematicky přesné definici objemu těles. Půjde vlastně o zpřesněńı
idey z předchoźıho odstavce. Jak již bylo řečeno, budeme vše vysvětlovat v rovině, tedy
v R2. Začneme definováńım základńıch množinových pojmů, které budeme nadále hojně
využ́ıvat.

Definice 2.2.1 Epśılonovým okoĺım Uε(x) bodu x ∈M , nazýváme množinu

Uε(x) = {y ∈M | |x− y| < ε}.

Poznámka 2.2.1 Do epśılonového okoĺı bodu x tedy patř́ı všechny takové body y, jejichž
vzdálenost od bodu x je ostře menš́ı než ε (ε > 0, ε ∈ R).
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Obrázek 2.3: Znázorněńı Uε(x) v R2

Při znalosti pojmu okoĺı ted’ již snadno zavedeme ostatńı pojmy.

Definice 2.2.2 Ř́ıkáme, že množina M , M ⊂ P je otevřená právě tehdy, když
∀x ∈M ∃ U(x) ⊂M . Dále M se nazývá uzavřená, jestliže P −M je otevřená.

Poznámka 2.2.2 Tedy množina M je otevřená právě tehdy, když každý bod x nálež́ı do
množiny M i s nějakým svým okoĺım.

Definice 2.2.3 Vnitřek M o množiny M je taková otevřená množina, která je ze všech
otevřených množiny obsažených v množině M (tedy tyto množiny jsou podmnožinami
množiny M) největš́ı.

Poznámka 2.2.3 Zřejmě vždy M o ⊂ M , zároveň M o je otevřená množina. Tedy M je
otevřená ⇔M = M o.

Definice 2.2.4 Předpokládejme, že M ⊂ P . Potom pojmy vněǰsek, hranice a uzávěr
množiny M definujeme takto:

vněǰsek množiny M : ExtM = (P −M)o,
hranice množiny M : hrM = P −M o − (P −M)o,
uzávěr množiny M : M = M ∪ hrM .

Obrázek 2.4: Vněǰsek ExtM Obrázek 2.5: Vnitřek a hranice množiny

Jedńım z výše uvedených množinových pojmů byla i uzavřená množina. V daľśım textu
budeme již operovat pouze s uzavřenými množinami. Uzavřenými množinami jsou např.
čtverec či kruh, obecně rovinné obrazce (v R2) a tělesa (v R3).

Nyńı zavedeme několik pojmů, které jsou nutné pro zavedeńı vněǰśı a vnitřńı mı́ry.
Jedńım z nich je děleńı a jeho norma.
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Definice 2.2.5 Mějme interval J = 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 ⊂ R2 (tj. obecně obdélńık). Necht’

Dx resp. Dy jsou děleńı interval̊u 〈a1, b1〉 resp. 〈a2, b2〉 s dělićımi body

a1 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b1, a2 = y0 < y1 < y2 < . . . < ym = b2,

takovými, že
|xi − xi−1| = |yj − yj−1|

pro i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m.
Potom př́ımky x = xi a y = yj, i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , m rozděĺı obdélńık J na nm
čtverc̊u.

Iij = 〈xi−1, xi〉 × 〈yj−1, yj〉, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m,

jejichž sjednoceńı budeme nazývat děleńım obdélńıku J .

Dále definujeme normu děleńı ‖D‖ jako

‖D‖ def
= x1 − x0.

Vezměme nyńı množinu M ⊂ R2 a obdélńık J , který lze rozdělit na čtverce a který
obsahuje množinu M . Často potřebujeme zjistit, jaký obsah má samotné pokryt́ı množiny
M čtvercovou śıt́ı. Pro tyto účely bude užitečné zavedeńı pojmu elementárńı množina.
Elementárńı množina Σn je sjednoceńı konečného počtu čtverc̊u děleńı D takových, že
žádné dva r̊uzné čtverce nemaj́ı společné vnitřńı body. Plošný obsah µ̃(Σn) elementárńı
množiny Σn tedy zavád́ıme jako součet obsah̊u čtverc̊u, z nichž se daná elementárńı množina
skládá.

Nyńı se seznámı́me s Jordanovou mı́rou. Pro zavedeńı Jordanovy mı́ry definujeme nej-
prve pojmy jádro a obal množiny. S oběma pojmy jsme se již setkali v úvodńı ideji, jen
jsme si je takto nepojmenovali.

Definice 2.2.6 Bud’ M omezená množina v R2, M o jej́ı vnitřek, M jej́ı uzávěr. Jádro
J(M, D) množiny M při děleńı D definujeme jako sjednoceńı všech čtverc̊u děleńı D
lež́ıćıch ve vnitřku M o množiny M . Dále definujeme obal O(M, D) množiny M při děleńı
D jako sjednoceńı všech čtverc̊u děleńı D, které maj́ı s uzávěrem M množiny M aspoň
jeden společný bod.

Vzhledem k tomu, že jádro i obal jsou elementárńımi množinami, je jejich obsah roven
součtu obsah̊u př́ıslušných čtverc̊u. Tedy v př́ıpadě jádra čtverc̊u obsažených ve vnitřku
množiny, v př́ıpadě obalu čtverc̊u, které maj́ı s jej́ım uzávěrem neprázdný pr̊unik. Vše si
znázorńıme na Obrázćıch 2.6 a 2.7:
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Obrázek 2.6: Jádro Obrázek 2.7: Obal

Při pohledu na Obrázky 2.6 a 2.7 si lze všimnout, že počet čtverc̊u tvoř́ıćıch jádro, resp.
obal, záviśı na volbě děleńı D śıtě. Zřejmě plat́ı, že č́ım menš́ı bude norma děleńı ‖D‖, t́ım
jemněǰśı śıt’ źıskáme a t́ım větš́ı počet čtverc̊u bude děleńı obsahovat. Nav́ıc budou čtverce
malé, a tak bude jádro a obal lépe aproximovat množinu M . Z této myšlenky vycháźı
následuj́ıćı věta.

Věta 2.2.1 Necht’ ‖D2‖ ≤ ‖D1‖. Bud’ M množina, J(M, D1), resp. J(M, D2), jej́ı jádro
při děleńı D1, resp. D2. Bud’ O(M, D1), resp. O(M, D2), jej́ı obal při děleńı D1, resp. D2.
Pak plat́ı:

J(M, D1) ⊂ J(M, D2),
O(M, D2) ⊂ O(M, D1).

Názorně lze ř́ıci, že jádro se zjemňováńım zvětšuje, obal se zjemňováńım zmenšuje.
J(M, D) při zjemňováńı děleńı D č́ım dál t́ım lépe

”
vyčerpávaj́ı“ M o a O(M, D) č́ım dál

t́ım méně
”
přesahuj́ı“ M . Pro obsah těchto elementárńıch množin tedy bude platit

µ̃(J(M, D1)) ≤ µ̃(J(M, D2)),

µ̃(O(M, D2)) ≤ µ̃(O(M, D1)),

což je bezprostředńım d̊usledkem Věty 2.2.1. Dále pro všechna D1, D2, plat́ı:

µ̃(J(M, D1)) ≤ µ̃(O(M, D2)). (2.1)

Když tedy zmenšujeme normu děleńı D, tak µ̃(J(M, D)) roste a µ̃(O(M, D)) klesá.
Dále si lze rozmyslet, že obsah jádra i obalu je nezávisle na volbě děleńı D omezený – zdola
nulou, shora pak obsahem obdélńıka, který množinu M pokrývá, tj. č́ıslem
(b1 − a1) · (b2 − a2). Z monotonie a omezenosti µ̃(J(M, D)) a µ̃(O(M, D)) tedy plyne
existence vlastńıch limit1 (2.2) a (2.3), které nazýváme vnitřńı a vněǰśı Jordanovou mı́rou.
Vnitřńı (Jordanova) mı́ra µ∗(M)

µ∗(M) = lim
‖D1‖→0

µ̃(J(M, D1)). (2.2)

1Řekneme, že limitou jádra lim‖D‖→0 µ̃(J(M, D)) = a je a ∈ R, jestliže ∀ε > 0 ∃δ > 0; ∀D;
0 < ‖D‖ < δ : |µ̃(J(M, D))− a| < ε. Analogicky źıskáme vztah pro limitu obalu.
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Vněǰśı (Jordanova) mı́ra µ∗(M)

µ∗(M) = lim
‖D2‖→0

µ̃(O(M, D2)). (2.3)

Ze vztah̊u (2.1), (2.2) a (2.3) pak vyplývá, že vnitřńı mı́ra je vždy menš́ı nebo rovna
mı́̌re vněǰśı:

µ∗(M) ≤ µ∗(M). (2.4)

Definice 2.2.7 Množina M se nazývá jordanovsky měřitelná, je-li µ∗(M) = µ∗(M). Tuto
společnou hodnotu pak nazveme Jordanovou mı́rou množiny M a znač́ıme ji µ(M).

Nyńı už tedy v́ıme, co znamená, že je množina měřitelná. Naš́ım ćılem je ukázat, že
všechna tělesa (tj. uzavřené souvislé množiny) jsou také měřitelné množiny. Potom má
smysl hledat jejich mı́ru, tedy objem.

Ne všechny omezené množiny jsou měřitelné, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 2.2.1 (neměřitelná množina) Mějme množinu M , která je tvořena uspořáda-
nými dvojicemi (x, y) racionálńıch č́ısel z uzavřeného intervalu 〈0, 1〉,
tj. M = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x, y ∈ Q} (viz Obrázek 2.8). Tato množina je
zaj́ımavá t́ım, že má pro každé děleńı prázdné jádro (x a y jsou jen racionálńı č́ısla), ale
neprázdný obal. Obalem je pro každé děleńı D celý čtverec 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Obrázek 2.8

Vid́ıme tedy, že µ∗(M) = 1 a µ∗(M) = 0. Množina M tak neńı měřitelná.

Užitečné bude zavedeńı pojmu nulová množina.

Definice 2.2.8 Množinu, jej́ıž vněǰśı mı́ra je rovna nule, nazýváme nulová množina.

Poznámka 2.2.4 Je-li µ∗(M) = 0, pak je i µ∗(M) = 0, protože µ∗(M) ≤ µ∗(M) a nulová
množina M je tedy měřitelná.

Nyńı si uvedeme základńı vlastnosti mı́ry, následovat bude věta ohledně jej́ı aditivity.
Na závěr ukážeme, že všechna tělesa jsou měřitelná.

Věta 2.2.2 Bud’ M omezená množina. Pak plat́ı:

O(M, D) = J(M, D) ∪O(hr (M), D),

µ̃(O(M, D)) = µ̃(J(M, D)) + µ̃(O(hr (M), D)). (2.5)

D̊ukaz: Sporem. Necht’ při daném děleńı D existuje neprázdný pr̊unik čtverc̊u śıtě a uzávěru
M množiny M .
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Obrázek 2.9

Pak bud’ čtverec nálež́ı do jádra M o množiny M (černé čtverce), nebo čtverec do M o ne-
patř́ı. Pak ale zřejmě pr̊unik takového čtverce a hranice hrM množiny M neńı prázdný
(šedé čtverce). Na základě znalosti obsahu elementárńıch množin ihned dostáváme doka-
zované rovnosti. �

Z (2.5) źıskáme limitńım přechodem následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 2.2.1
µ∗(M) = µ∗(M) + µ∗(hrM)

Následuje jedna z kĺıčových vět o měřitelnosti množin.

Věta 2.2.3 Omezená množina je měřitelná ⇔ jej́ı hranice je nulová množina.

D̊ukaz: Vycháźı z Důsledku 2.2.1. µ∗(M) = µ∗(M) právě tehdy, když µ∗(hrM) = 0. Dále
µ∗(hrM) = 0 právě tehdy, když µ(hrM) = 0. �

Základńı vlastnost́ı Jordanovy mı́ry je aditivita, tj. pro libovolné dvě disjunktńı množiny
M , N plat́ı:

µ(M ∪N) = µ(M) + µ(N).

Pro obsah elementárńıch množin je aditivita zřejmá, plyne př́ımo z definice. Rozš́ı̌reńı na li-
bovolné měřitelné množiny lze nalézt např. v [4]. My si v následuj́ıćı větě ukážeme zobecněńı
aditivity na dvojice množin, jejichž pr̊unik neńı prázdný, je však nulovou množinou. Toto
tvrzeńı je pro určováńı objemů těles velmi užitečné, protože nám umožńı

”
zanedbávat“

jejich hranici.

Věta 2.2.4 Necht’ M, N jsou měřitelné množiny. Pak jestliže µ(M ∩N) = 0, tak

µ(M ∪N) = µ(M) + µ(N).
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D̊ukaz:

M ∪N = (M −N) ∪ (N −M) ∪ (N ∩M)

M = (M −N) ∪ (M ∩N)

N = (N −M) ∪ (M ∩N)

µ(M ∪N) = µ(M −N) + µ(N −M) + µ(N ∩M)
µ(M) = µ(M −N) + µ(N ∩M)
µ(N) = µ(N −M) + µ(N ∩M)

µ(M ∪N)− µ(M)− µ(N) = −µ(N ∩M)

Plat́ı:
µ(M ∪N) + µ(M ∩N) = µ(M) + µ(N).

�

Matematickou indukćı lze Větu 2.2.4 rozš́ı̌rit na konečně mnoho množin. Źıskáme tak
následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 2.2.2 Jsou-li Mi, i = 1, 2, . . . , k měřitelné množiny a mı́ra pr̊uniku každých
dvou je rovna nule, pak je sjednoceńı těchto množin měřitelná množina, jej́ı̌z mı́ra je rovna
součtu měr jednotlivých množin.

Měřitelnost těles

Ukážeme, že množiny, jejichž hranice jsou tvořeny konečným počtem graf̊u stejnoměrně
spojitých funkćı (speciálně křivek, resp. ploch), jsou měřitelné.

Věta 2.2.5 Necht’ g je funkce r−1 proměnných, která je spojitá 2 na omezeném uzavřeném
intervalu J ⊂ Rr. Potom graf funkce g, tj. množina
M = {[x, g(x)]; x = (x1, x2, . . . , xr−1) ∈ J}, má r-rozměrnou mı́ru nulovou.

D̊ukaz: Důkaz provedeme opět v prostoru R2, přičemž lze rozš́ı̌rit i do prostor̊u vyšš́ıch
dimenźı.

Pokryjeme množinu M konečným počtem obdélńık̊u tak, že vezmeme děleńı D na
intervalu J s normou děleńı ‖D‖ < δ a v každém dělićım intervalu 〈xi−1, xi〉 zvoĺıme bod

2Bud’ g : R→ R, x0 ∈ Dg. Řekneme, že funkce g je spojitá v bodě x0, právě tehdy, když ∀ ε > 0
∃ δ > 0∀x ∈ Dg : |x−x0| < δ ⇒ |g(x)−g(x0)| < ε. Řekneme, že g je spojitá na intervalu J ⊆ Dg, pokud
je spojitá v každém bodě x0 ∈ J .

15



ξi. Je-li Oi obdélńık 〈xi−1, xi〉×〈g(ξi)−ε, g(ξi)+ε〉, pak zřejmě sjednoceńı těchto obdélńık̊u
pokrývá M a součet jejich měr je roven3 2ε(b− a).

Pokud dokážeme, že µ∗(M) ≤ 2ε(b − a) pro každé ε > 0, ukážeme, že výraz kon-
verguje k nule pro ε → 0, takže µ∗(M) = 0. Zřejmě M ⊂ D, tedy i O(M) ⊂ O(D),
a tedy µ̃(O(M)) ≤ µ̃(O(D)). Dokazovanou rovnost pak źıskáme limitńım přechodem pro
‖D‖ → 0. �

Z Vět 2.2.3 a 2.2.5 dostáváme měřitelnost těles. Věta 2.2.5 ukazuje, že plocha v R3

(tedy hranice uzavřené množiny – tělesa) má nulovou mı́ru µ3. Podle Věty 2.2.3 pak v́ıme,
že množina, jej́ıž hranice je tvořena konečným sjednoceńım graf̊u spojitých funkćı defino-
vaných na uzavřených intervalech, je měřitelná.

3Protože mı́ra každého obdélńıku je rovna 2ε(xi − xi−1).
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3. Riemann̊uv integrál

Objem těles lze vypoč́ıtat pomoćı trojného integrálu (též trojrozměrného integrálu nebo
integrálu v R3). Pro tyto účely se pokuśıme uvést definici integrálu a některé základńı
výsledky, které pak využijeme v následuj́ıćı kapitole při praktických výpočtech. Výklad
budeme opět pro jednoduchost provádět v R2.

3.1 Definice Riemannova integrálu

Bud’ M ⊂ R2 měřitelná množina. Vezměme obdélńık J , který lze rozdělit na čtverce,
M ⊂ J , D je jeho děleńı. Označme čtverce Iij ∈ O(M, D) jako wk, k = 1, 2, . . .m (na
Obrázku 3.1 je např. m = 28).

Obrázek 3.1

Je-li nyńı f reálná funkce, která je na M omezená a αk = infwk
f, βk = supwk

f , pak
výrazy

s(f ; M, D) =
m∑
k=1

αkµ̃(wk) resp. S(f ; M, D) =
m∑
k=1

βkµ̃(wk)

nazýváme dolńım resp. horńım součtem funkce f při děleńı D, odpov́ıdaj́ıćım množině M .

Obrázek 3.2: Dolńı součet Obrázek 3.3: Horńı součet

Lze ukázat, že pro D1, D2 taková, že ‖D1‖ ≤ ‖D2‖ plat́ı:

s(f ; M, D1) ≤ s(f ; M, D2) (3.1)

S(f ; M, D1) ≥ S(f ; M, D2) (3.2)

a dále
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s(f ; M, D) ≤ S(f ; M, D) (3.3)

pro každé děleńı D. Nav́ıc s(f ; M, D) i S(f ; M, D) jsou omezené, protože f je omezená.
Z omezenosti a monotonie s(f ; M, D) a S(f ; M, D) plyne existence vlastńıch limit

lim
‖D‖→0

s(f ; M, D) =

∫
M

f(x, y) dx dy, (3.4)

lim
‖D‖→0

S(f ; M, D) =

∫
M

f(x, y) dx dy. (3.5)

Limitu (3.4) nazýváme dolńım integrálem funkce f přes množinu M při děleńı D, limitu
(3.5) nazýváme horńım integrálem funkce f přes množinu M při děleńı D.
Z nerovnosti (3.3) plyne ∫

M

f(x, y) dx dy ≤
∫
M

f(x, y) dx dy.

Je-li horńı integrál roven dolńımu integrálu, pak jejich společnou hodnotu nazýváme
integrálem funkce f přes množinu M , označujeme jej∫

M

f(x, y) dx dy

a ř́ıkáme, že funkce f je integrovatelná na množině M .

Poznámka 3.1.1 V R3 použ́ıváme označeńı
∫
M
f(x, y, z) dx dy dz.

Věta 3.1.1 Bud’ M ⊂ R uzavřená a měřitelná množina. Bud’ f funkce spojitá na M
(vzhledem k M). Pak

∫
M

f(x) dx existuje.

D̊ukaz: lze nalézt v [4].
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3.2 Výpočet integrálu

Hlavńı zp̊usoby výpočtu v́ıcerozměrných integrál̊u jsou založeny na použit́ı Fubiniovy věty
a věty o substituci.

Věta 3.2.1 (Fubiniova věta v R3)

1. Necht’ P je uzavřená množina v R2, ϕ(x, y) a ψ(x, y) jsou spojité funkce na P ,
ϕ(x, y) ≤ ψ(x, y) pro (x, y) ∈ P . Necht’ množina M je definována předpisem

M = {(x, y, z) ∈ R3, (x, y) ∈ P, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}.

Je-li dále f spojitá na M , pak plat́ı∫
M

f(x, y, z) dx dy dz =

∫
P

(∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)

f(x, y, z) dz
)

dx dy.

2. Necht’ M je uzavřená měřitelná množina v R3, jej́ıž pr̊umět do osy z je interval 〈a, b〉.
Pro dané z ∈ 〈a, b〉 označme

Qz = {(x, y) ∈ R2, (x, y, z) ∈M}

(řez množiny M rovinou z = konst.). Je-li funkce f spojitá na množině M , potom
plat́ı ∫

M

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

(∫
Qz

f(x, y, z) dx dy
)

dz.

Poznámka 3.2.1 Analogické věty dostaneme, když zaměńıme úlohy jednotlivých proměn-
ných x, y, z.

Nyńı následuje definice transformace souřadnic. Tu poté využijeme při vysloveńı věty
o substituci.

Definice 3.2.1 Transformace souřadnic je vzájemně jednoznačné zobrazeńı ϕ otevřené
množiny M ⊂ Rr do Rr, jestliže pro y = yi(x) určuj́ıćı ϕ plat́ı:

1. yi maj́ı spojité parciálńı derivace na množině M ,

2. Označme Dy
Dx

:=
(
∂yi
∂xj

)
, kde i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . n. Plat́ı: det Dy

Dx
(x) 6= 0 na

množině M . Tento determinant nazýváme jakobián.

Věta 3.2.2 (Věta o substituci) Bud’ M otevřená, omezená a měřitelná v Rr. Bud’ dále
ϕ : M −→ ϕ(M) transformace souřadnic s omezenými parciálńımi derivacemi. Potom plat́ı∫

ϕ(M)

f(y) dy =

∫
M

f(ϕ(x))

∣∣∣∣ det
Dy

Dx
(x)

∣∣∣∣ dx,

pokud jeden z těchto integrál̊u existuje.
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4. Výpočty objemů těles pomoćı
integrál̊u

4.1 Jednoduchý integrál

4.1.1 Objem jehlanu se čtvercovou podstavou

Obrázek 4.1: Jehlan Obrázek 4.2: Pr̊uřez jehlanu

Na Obrázku 4.1 máme zakreslen jehlan a jeho řez rovinou rovnoběžnou s podstavou
ve vzdálenosti z od podstavy. Obsahy těchto řez̊u se měńı lineárně. Je tedy třeba zjistit,
jaký je vztah mezi obsahem podstavy a obsahem řezu v závislosti na výšce z. Odvozeńı si
ukážeme na Obrázku 4.2.

Z podobnosti trojúhelńık̊u vyplývá následuj́ıćı rovnost

a

v
=

a′

v − z
,

kde v je výška jehlanu.
Z výše uvedeného vztahu vyjádř́ıme a′, abychom zjistili, jak se měńı délka strany řezu

v závislosti na výšce:

a′ =
a(v − z)

v
,

odkud dostaneme:
a′ = a

(
1− z

v

)
.

Odtud dostáváme obsah řezu ve výšce z:

a2
(

1− z

v

)2
,

což je rovno součinu obsahu podstavy Sp a
(

1 + z
v

)2
. Velmi nepřesně můžeme ř́ıci, že bu-

deme
”
sč́ıtat“ obsahy všech řez̊u ve výšce od 0 do v. Přesně tuto myšlenku zformulujeme
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a provedeme pomoćı integrace.

Integrujeme takto:

v∫
0

Sp

(
1− z

v

)2
dz = Sp

v∫
0

(
1− z

v

)2
dz = Sp

v∫
0

(
1− 2

z

v
+
z2

v2

)
dz = Sp

[
z − z2

v
+

z3

3v2

]v
0

=

= Sp

(
v − v2

v
+

v3

3v2

)
−
(

0− 02

v
+

03

3v2

)
= Sp

v

3

4.1.2 Objem rotačńıho tělesa

Objem rotačńıho tělesa budeme poč́ıtat podle vzorce

V = π

b∫
a

f 2(x)dx,

kde f(x) znač́ı funkci, jej́ıž graf se otáč́ı kolem osy x, č́ımž vymezuje požadované těleso.

Rozmysleme si, co vzorec ř́ıká. Názorně,
i když velmi nepřesně, můžeme ř́ıci, že máme
seč́ıst všechny obsahy kruh̊u, které dohro-
mady tvoř́ı dané rotačńı těleso. Vycháźıme
tedy ze vzorce pro obsah kruhu S = πr2.
Ve vzorci znač́ı f(x) funkčńı hodnotu v bodě
x, tj. hodnotu na y-ové ose. f 2(x) je tedy
druhou mocninou poloměru kruhu, který je
řezem tělesa v bodě x, πf 2(x) je jeho obsah. Obrázek 4.3

Pomoćı tohoto vzorce můžeme spoč́ıtat např́ıklad objem koule, polokoule, kulové úseče,
válce či kužele.
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Koule

Obrázek 4.4: Koule

Z Obrázku 4.4 je zřejmé, že kolem osy x se otáč́ı část kružnice. Funkce f(x) má tedy
tvar1

f(x) =
√
r2 − x2.

Dále je potřeba určit meze, kde integrujeme na ose x. Meze jsou opět zřejmé z Obrázku
4.4. Tedy

a = −r, b = r.

Nyńı můžeme zač́ıt integrovat.

V = π

r∫
−r

(r2− x2)dx = π
[
r2x− x3

3

]r
−r

= π
(
r3− r3

3
+ r3− r3

3

)
= π · 3r

3 − r3 + 3r3 − r3

3
=

= π · 4r3

3
=

4

3
πr3

Objemy polokoule a kulové úseče vypoč́ıtáme velmi podobně jako objem koule. Vždy
necháme kolem osy x rotovat část kružnice o poloměru r. Jediné, v čem se budou výpočty
lǐsit, jsou meze, kde budeme integrovat.

1Vztah vyplývá z rovnice kružnice se středem v počátku a poloměrem r: x2 + y2 = r2. Při vyjádřeńı y
z rovnice źıskáme vztah y =

√
r2 − x2.
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Kulová úseč

Obrázek 4.5: Kulová úseč

Analogicky jako v předchoźıch dvou př́ıkladech urč́ıme meze, na kterých budeme integ-
rovat.
Z Obrázku 4.5 je zřejmé, že

a = r − v, b = r.

Nyńı můžeme zač́ıt integrovat.

V = π

r∫
r−v

(r2 − x2)dx = π
[
r2x− x3

3

]r
r−v

= π
(
r3 − r3

3
− (r − v)r2 +

(r − v)3

3

)
=

= π · 3r3 − r3 − 3r3 + 3r2v + (r3 − 3r2v + 3rv2 − v3)
3

= π · 3rv2 − v3

3
= πv2 · 3r − v

3

Válec

Obrázek 4.6: Válec

Z Obrázku 4.6 je zřejmé, že se kolem osy x otáč́ı př́ımka rovnoběžná s osou x procházej́ıćı
na ose y bodem r. Funkce f(x) má tedy tvar

f(x) = r.
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Urč́ıme meze, kde integrujeme. Náš válec má výšku v, tedy

a = 0, b = v.

Nyńı můžeme zač́ıt integrovat.

V = π

v∫
0

r2dx = π
[
r2x
]v
0

= πr2v

Kužel

Obrázek 4.7: Kužel

Z Obrázku 4.7 je zřejmé, že se kolem osy x otáč́ı část př́ımky p, která procháźı body
P1 = [v, 0] a P2 = [0, r]. Rovnice takové př́ımky je tedy

rx+ vy − rv = 0.

Odtud vyjádř́ıme y:

f(x) = y =
rv − rx

v
=
r(v − x)

v
.

Určeńı meźı ilustruje opět Obrázek 4.7. Tedy

a = 0, b = v.

Nyńı můžeme zač́ıt integrovat.

V = π

v∫
0

r2(v − x)2

v2
dx =

πr2

v2

v∫
0

(v2 − 2vx+ x2) dx =
πr2

v2

[
xv2 − 2v

x2

2
+
x3

3

]v
0

=

=
πr2

v2

(
v3 − v3 +

v3

3

)
=
πr2

v2
· v

3

3
=

1

3
πr2v.
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4.2 Trojný integrál

Objem těles lze spoč́ıtat podle vzorce:

V =
y

M

1 dx dy dz,

kde M je množina, na které integrujeme.
Vzorec vycháźı ze samotné interpretace (násobného) integrálu. V jednorozměrném př́ı-

padě integrál odpov́ıdá otázku, jak zjistit velikost plochy pod grafem funkce f(x) nad
daným intervalem I → R. Rozš́ı̌ŕıme-li situaci o jednu dimenzi, pak otázka zńı, jak spoč́ıtat
objem množiny pod grafem funkce f : M → R2 na množině M ⊂ R2. Všimněme si, že
když budeme integrovat funkci f(x, y) ≡ 1 na M , dostaneme obsah množiny M násobený
jedničkou, tj. č́ıselně vyjde samotný obsah množiny M ⊂ R2. Podobně trojný integrál na
množině M ⊂ R3 funkce identicky rovné jedné můžeme interpretovat jako objem množiny
M ⊂ R3.

Pomoćı trojného integrálu znovu vypoč́ıtáme objemy těles, které již byly spoč́ıtány
v předchoźı podkapitole. Výpočet provedeme t́ımto složitěǰśım zp̊usobem proto, abychom
naznačili, jak vypoč́ıtat objem i u jiných než rotačńıch těles.

Výpočty pomoćı substitućı

Pro užit́ı substitućı je potřeba spoč́ıtat absolutńı hodnotu determinantu Jakobiho matice,
kterou násob́ıme integrovaný výraz. Vzorec se tedy změńı následovně:

V =
y

N

|J | ds1 ds2 ds3.

4.2.1 Válcové (cylindrické) souřadnice

Substituce:
x = r cosϕ,
y = r sinϕ,
z = z,

kde
r > 0, ϕ ∈ (0, 2π〉, z ∈ R.

Spoč́ıtáme absolutńı hodnotu determinantu Jakobiho matice:

J =

∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂x
∂z

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∂y
∂z

∂z
∂r

∂z
∂ϕ

∂z
∂z

=
cosϕ r sinϕ 0
sinϕ −r cosϕ 0

0 0 1
=

cosϕ r sinϕ
sinϕ −r cosϕ

= −r cos2 ϕ− r sin2 ϕ =

= −r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = −r.

Tedy vycháźı
|J | = r.

Pomoćı této substituce můžeme spoč́ıtat např́ıklad objem válce.
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Válec

Obrázek 4.8: Válec

Z Obrázku 4.8 jsou zřejmé meze pro r,
ϕ a z, na kterých budeme integrovat:

r ∈ (0, R〉, ϕ ∈ (0, 2π〉, z ∈ 〈0, v〉.

Nyńı můžeme zač́ıt integrovat.

v∫
0

2π∫
0

R∫
0

r dr dϕ dz =
v∫
0

2π∫
0

[ r
2

2
]R0 dϕ dz =

v∫
0

2π∫
0

R2

2
dϕ dz =

v∫
0

R2

2
[ϕ]2π0 dz =

v∫
0

πR2 dz = πR2 [z]v0 =

= πR2v

4.2.2 Sférické souřadnice

Substituce:
x = % sinϑ cosϕ,
y = % sinϑ sinϕ,
z = % cosϑ,

kde
% > 0, ϑ ∈ (−π, π〉, ϕ ∈ 〈0, 2π).

Dále je opět potřeba spoč́ıtat absolutńı hodnotu determinantu Jakobiho matice, který má
pro tuto substituci tvar:

J =

∂x
∂%

∂x
∂ϑ

∂x
∂ϕ

∂y
∂%

∂y
∂ϑ

∂y
∂ϕ

∂z
∂%

∂z
∂ϑ

∂z
∂ϕ

=
sinϑ cosϕ −% cosϑ cosϕ % sinϑ sinϕ
sinϑ sinϕ −% cosϑ sinϕ −% sinϑ cosϕ
cosϑ % sinϑ 0

=

= %2 sin3 ϑ sin2 ϕ+ %2 cos2 ϑ sinϑ cos2 ϕ+ %2 cos2 ϑ sinϑ sin2 ϕ+ %2 sin3 ϑ cos2 ϕ =
= %2 sinϑ (sin2 ϑ sin2 ϕ+ cos2 ϑ cos2 ϕ+ cos2 ϑ sin2 ϕ+ sin2 ϑ cos2 ϕ) =
= %2 sinϑ (sin2 ϑ (sin2 ϕ+ cos2 ϕ) + cos2 ϑ (cos2 ϕ+ sin2 ϕ)) =
= %2 sinϑ (sin2 ϑ+ cos2 ϑ) = %2 sinϑ

Pomoćı této substituce můžeme např́ıklad jiným zp̊usobem spoč́ıtat objem koule.
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Koule

Obrázek 4.9: Sférické souřadnice – koule Obrázek 4.10: cosϑ

Z Obrázku 4.9 jsou zřejmé meze pro %, což je poloměr tělesa. V našem př́ıpadě je
poloměr roven R. Rotace kolem osy y je opět zřejmě o 360◦, tedy 2π. Dále je potřeba
zamyslet se nad mezemi pro rotaci kolem osy z. Z obrázku je patrné, že je třeba otočit
o 180◦ (tedy o π), přičemž přecháźıme mezi zápornými a kladnými hodnotami. V substituci
pro z se vyskytuje cosϑ, jehož pr̊uběh vid́ıme na Obrázku 4.10.

Nyńı jsou již zřejmé všechny meze. Tedy:

% ∈ (0, R〉, ϑ ∈ (0, π〉, ϕ ∈ (0, 2π〉.

Můžeme zač́ıt integrovat.

π∫
0

R∫
0

2π∫
0

%2 sinϑ dϕ d% dϑ =
π∫
0

R∫
0

%2 sinϑ [ϕ]2π0 d% dϑ =
π∫
0

R∫
0

2π%2 sinϑ d% dϑ =
π∫
0

2π sinϑ [%
3

3
]R0 dϑ =

=
π∫
0

2π sinϑR
3

3
dϑ = R3

3
2π [− cosϑ]π0 = R3

3
2π (1 + 1) = 4

3
πR3
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4.2.3 Přehled vzorc̊u

V tabulce si nyńı přehledně shrneme dosavadńı výsledky.

Krychle V = a3

Kvádr V = abc

Hranol V = Sp · v

Jehlan, kužel V = 1
3
Sp · v

Koule V = 4
3
πr3

Kulová úseč V = πv2
(

3r−v
3

)

Válec V = πr2v

Naskýtá se otázka, zda by se k některým z těchto vzorc̊u dalo doj́ıt i bez znalosti
integrálńıho počtu. Na to nám odpov́ı následuj́ıćı kapitola.
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5. Odvozeńı vzorc̊u bez použit́ı
integrál̊u

5.1 Archimédés

Archimédés ze Syrákús (287? – 212 př. n. l.) byl jedńım z největš́ıch matematik̊u starého
řeckého světa p̊usob́ıćı na počátku helénistické éry. Jako matematik dosáhl vrcholu tehdeǰśı-
ho abstraktńıho myšleńı a stal se předch̊udcem novověké matematické analýzy a geometrie.
Ze spis̊u, které se nám od Archiméda dochovaly, se převážná část věnuje výpočt̊um obsah̊u
a objemů. V této kapitole se zaměř́ıme na jeho metody výpočt̊u objemů těles.

Významným d́ılem z hlediska objemů těles bylo dvoud́ılné pojednáńı
”
O kouli a válci“.

Nalezneme zde mimo jiné d̊uležitá tvrzeńı o objemu koule a jej́ıch část́ı. V těchto spisech
Archimédés formuluje a dokazuje následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Objem koule je roven čtyřnásobku objemu kužele, jehož poloměr i výška jsou rovny
poloměru koule.

2. Objem kulové výseče je roven objemu kužele, jehož výška je rovna poloměru koule a je-
hož podstava má obsah rovný povrchu pláště kužele vepsaného v př́ıslušné úseči.

3. Objem koule je roven dvěma třetinám objemu opsaného válce.

4. Objemy kužele o poloměru podstavy r a výšce 2r, koule o poloměru r a válce o po-
loměru r a výšce 2r jsou v poměru 1:2:3.

5. Ze všech kulových úseč́ı se stejným povrchem má polokoule nejvěťśı objem.

Druhým (pro nás d̊uležitým) d́ılem obsahuj́ıćım výsledky týkaj́ıćı se objemů těles je
spis

”
O kónoidech a sféroidech“. Zde Archimédés definuje např. rotačńı paraboloid vzni-

kaj́ıćı rotaćı paraboly kolem své osy, rotačńı hyperboloid vznikaj́ıćı rotaćı hyperboly kolem
své osy či rotačńı elipsoid vznikaj́ıćı analogicky rotaćı elipsy kolem své osy. Archimédés
v tomto spisu ř́ıká, že objem úseče rotačńıho paraboloidu je roven třem polovinám objemu
kužele s touž podstavou a touž osou.

Výpočtem objemu úseče rotačńıho paraboloidu, elipsoidu a hyperboloidu se Archimédés
zabýval i v pojednáńı s názvem

”
O metodě“. Odvodil zde mimo jiné, že poměr objemu válce

a vepsaného elipsoidu je 3:2, a tak vyjádřil objem elipsoidu.
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Dále se zamýšlel nad situaćı, kdy je válec vepsán do pravidelného čtyřbokého hranolu
a řezán rovinou, která procháźı středńı př́ıčkou dolńı základny hranolu a s ńı rovnoběžnou
hranou základny horńı (viz Obrázek 5.1). Odvodil, že objem odř́ıznuté části válce je roven
jedné šestině objemu uvažovaného hranolu.

Obrázek 5.1

Zaj́ımavým př́ıkladem, kterým se Archimédés zabýval, bylo určeńı objemu tělesa, které
vzniklo pr̊unikem dvou na sebe kolmých válc̊u vepsaných do krychle (viz Obrázek 5.2).
Ukázal, že objem tohoto tělesa tvoř́ı 2/3 objemu celé krychle.

Obrázek 5.2

Dvě z výše uvedených Archimédových tvrzeńı nyńı odvod́ıme. Ukážeme si na nich
jedinečný postup, který tento řecký matematik sám objevil. Pokuśıme se reprodukovat
Archimédovy postupy ze spisu O metodě; výpočet objemu rotačńıho paraboloidu tak, jak
ho uvád́ı 4. věta a výpočet objemu koule tak, jak ho uvád́ı 2. věta uvedeného spisu. Obě
odvozeńı jsou založena na principu rovnováhy na páce.
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5.1.1 Odvozeńı některých Archimédových tvrzeńı

Rovnováha na páce

Obrázek 5.3: Páka

Archimédés znal a využ́ıval vztah pro rovnováhu na páce

m1r1 = m2r2, (5.1)

tj. č́ım větš́ı je vzdálenost předmětu od bodu, kde je páka podepřena, t́ım menš́ı muśı být
jeho hmotnost pro zachováńı rovnováhy.

Objem rotačńıho paraboloidu

Jako prvńı si uvedeme odvozeńı vzorce pro objem rotačńıho paraboloidu. Postup je jedno-
duchý a názorně demonstruje metodu, j́ıž Archimédés využ́ıval.

Na Obrázku 5.4 vid́ıme řez paraboloidem ve-
dený kolmo na úsečku AD, která je zároveň
společnou osou všech zobrazených těles. Pa-
raboloid vznikl rotaćı paraboly s vrcholem
v bodě A kolem úsečky AD. Zároveň je
v obrázku zakreslený řez válce o výšce |AD|
a poloměru podstavy |BD| = |DC|. Dále
vid́ıme na obrázku řez kužele s vrcholem
v bodě A a poloměrem podstavy taktéž
|BD|. Dodejme, že vzdálenost |AD| = |AH|
a |AK| = |DK| (K je tedy těžǐstě válce). S
je libovolný bod úsečky AD, kterým je veden
řez všemi třemi tělesy.

Obrázek 5.4: Paraboloid

Rovnice obecné paraboly g s vrcholem v počátku soustavy souřadnic a osou splývaj́ıćı
s kladnou poloosou y má tvar: g : y = ax2. Z této vlastnosti paraboly vyplývá, že |AD| =
a|BD|2 a |AS| = a|OS|2. Odsud dostáváme vykráceńım a rovnost

|AD|
|AS|

=
|BD|2

|OS|2
,
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která je základem hledáńı vztahu pro objem paraboloidu. Nyńı ji budeme dále upravovat.
Z rovnost́ı |AD| = |AH| a |BD| = |NS| (viz Obrázek 5.4) dostáváme

|AH|
|AS|

=
|NS|2

|OS|2
.

Rozš́ı̌reńım zlomku na pravé straně č́ıslem π obdrž́ıme

|AH|
|AS|

=
|NS|2 · π
|OS|2 · π

=
obsah kruhu ve válci

obsah kruhu v paraboloidu
.

Protože |AH| = 2|AK|, plat́ı

2|AK|
|AS|

=
obsah kruhu ve válci

obsah kruhu v paraboloidu
. (5.2)

Vztah (5.2) můžeme na základě (5.1) přepsat ve tvaru

2|AK| · obsah kruhu paraboloidu = |AS| · obsah kruhu válce

a interpretovat takto: kruh úseče paraboloidu umı́stěný ve vzdálenosti 2|AK| od středu
páky A vyváž́ı kruh vepsaného válce lež́ıćıho od bodu A ve vzdálenosti |AS| (jeden kruh
tedy muśıme dát

”
na druhou stranu“, tj. do bodu H).

Jak bylo řečeno v úvodu, S je libovolný bod úsečky AD, kterým je veden řez. Tato
rovnost bude tedy nezávislá na jeho volbě. Necháme-li bod S postupně prob́ıhat úsečku AD,
tak kruhy vzniklé z těchto řez̊u postupně vyplńı celý válec, resp. celou úseč paraboloidu.

Přenesme nyńı všechny kruhy paraboloidu do bodu H tak, že jejich těžǐstě bude právě
v tomto bodě. Válec z̊ustává na mı́stě na p̊uvodńı straně (

”
vyvažuje“ páku). Rovnováhu ne-

poruš́ıme, pokud všechny kruhy válce přesuneme do jeho těžǐstě, tj. do bodu K. Źıskáváme

2|AK| · objem celého paraboloidu = |AK| · objem celého válce.

Po úpravě źıskáme vztah mezi objemem rotačńıho paraboloidu a objemem válce o stejném
pr̊uměru podstavy a stejné výšce

objem celého paraboloidu = 1
2
· objem celého válce.

Na základě znalosti vztahu1 mezi objemem válce a kužele se stejnou podstavou a výškou
V (kužel) = 1

3
V (válec) źıskáme úpravou předchoźıho vztahu vztah mezi objemem parabo-

loidu a kužele o stejné podstavě a výšce

objem úseče paraboloidu = 3
2
· objem vepsaného kužele.

1V (válec) = πr2v, V (kužel) = 1/3 · πr2v.
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Objem koule

Na Obrázku 5.5 je znázorněna koule se
středem v bodě K a poloměrem BK. Zároveň
je zde zakreslený válec o výšce |AG| a po-
loměru podstavy EG. Dále vid́ıme kužel s vr-
cholem v bodě A a poloměrem podstavy
taktéž EG. Dodejme, že vzdálenost |AG| =
|AH| a |AG| = |EG|. S je libovolný bod
úsečky AG, j́ımž je veden řez kolmo na
osu AG všemi třemi tělesy. Zřejmě plat́ı, že
|AB| = |AD| = |BE| = |DZ|, |AP | = |AR|
a |PS| = |SR|.

Obrázek 5.5: Koule

Dále vid́ıme, že
|MS| = |AG|, |PS| = |AS|,

plat́ı tedy rovnosti

|MS| · |PS| = |AG| · |AS|, (5.3)

|MS|
|PS|

=
|AG|
|AS|

. (5.4)

Rovnost (5.3) pro nás bude prvńım výchoźım krokem, nyńı ji budeme dále upravovat.
Pod́ıvejme se na trojúhelńık AXG. Tento trojúhelńık je na základě Thalétovy věty

pravoúhlý (AG je pr̊uměr kružnice a bod X této kružnici nálež́ı). Dále XS je výška na
stranu AG tohoto trojúhelńıka, tedy XS je kolmá na AG. Z Eukleidovy věty o odvěsně
(c · ca = a2 nebo c · cb = b2) a z Pýthagorovy věty (c2 = a2 + b2) źıskáváme následuj́ıćı
vztahy

|AG| · |AS| = |AX|2,

|AX|2 = |XS|2 + |AS|2.
Obrázek 5.6

Spojeńım obou rovnost́ı dostaneme

|AG| · |AS| = |XS|2 + |AS|2.
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Nyńı dosad́ıme výše uvedenou rovnost do vztahu (5.3), źıskáme tak

|MS| · |PS| = |XS|2 + |AS|2 = |XS|2 + |PS|2. (5.5)

Druhým výchoźım krokem je rovnost (5.4), také tu budeme dále upravovat. Zlomek na
levé straně rozš́ı̌ŕıme č́ıslem |MS| a využijeme rovnosti |AG| = |AH|. Dostaneme tak

|AH|
|AS|

=
|MS|2

|MS| · |PS|
. (5.6)

S využit́ım (5.5) obdrž́ıme

|AH|
|AS|

=
|MS|2

|XS|2 + |PS|2
. (5.7)

Rozš́ı̌reńım zlomku na pravé straně č́ıslem π źıskáme

|MS|2 · π
|XS|2 · π + |PS|2 · π

a odtud (viz Obrázek 5.5)2

|MS|2 · π
|XS|2 · π + |PS|2 · π

=
obsah kruhu ve válci

obsah kruhu v kouli + obsah kruhu v kuželi
,

což dosad́ıme do rovnosti (5.7) a obdrž́ıme

|AH|
|AS|

=
obsah kruhu ve válci

obsah kruhu v kouli + obsah kruhu v kuželi
.

Z tohoto vztahu a ze zákona rovnováhy na páce (podepřena v bodě A) lze usoudit, že
kruh ve válci, když z̊ustane na mı́stě, vyváž́ı oba zbylé kruhy (v kouli a kuželi) přenesené
do bodu H tak, že jejich těžǐstě je právě v bodě H.

Z těchto řez̊u slož́ıme dohromady tělesa, stejně jako v odvozeńı pro objem parabo-
loidu. Válec z̊ustávaj́ıćı na p̊uvodńım mı́stě na páce bude v rovnováze s kouĺı a kuželem
umı́stěnými svými těžǐsti v bodě H.

Válec má těžǐstě v polovině své osy, tj. v bodě K. Budeme jej tedy brát tak, jako by
byl na páce umı́stěn v bodě K. Potom podle vztahu m1r1 = m2r2 máme

|AK| · objem válce = |AH| · (objem koule + objem kužele).

Jelikož |AH| = 2|AK|, dostáváme, že válec je oproti kouli s kuželem dvojnásobný:

objem válce = 2 · (objem koule + objem kužele).

2Kuželem po celou dobu budeme rozumět kužel AEZ.
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Dále v́ıme, že válec má oproti vepsanému kuželu trojnásobný objem. Tedy

3 · objem kužele = 2 · objem kužele + 2 · objem koule,

objem kužele = 2 · objem koule. (5.8)

Vrat’me se nyńı zpět k Obrázku 5.5. Označme % poloměr koule, tj. % = |BK|. Vid́ıme,
že kužel AEZ má výšku v = 2% a poloměr r = 2%. Vı́me, že objem kužele je V = 1

3
πr2v.

Jeho objem je tedy

V =
1

3
π · 4%2 · 2% =

8

3
π%3.

Kužel ABD, tedy kužel, jehož poloměr základny i výška jsou rovny poloměru koule
(v = %, r = %), má objem

V =
1

3
π · %2 · % =

1

3
π%3.

Je zřejmé, že objem kužele AEZ je roven objemu osmi kužel̊u ABD. Dosad́ıme-li tento
poznatek do rovnosti (5.8), dostaneme

8 kužel̊u = 2 koule,

neboli

Koule má oproti kuželu, jehož poloměr i výška jsou rovny poloměru koule,
čtyřnásobný objem.

což přesně odpov́ıdá známemu vzorci

V (koule) = 4
3
πr3.
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5.2 Jiné postupy

Na závěr se zaměř́ıme na takové postupy, které sice nejsou matematicky zcela přesné, jsou
však didakticky zaj́ımavé. Mohou přibĺıžit některé vzorce pro objemy i mladš́ım žák̊um,
jelikož jsou založeny zejména na názorných představách a obrázćıch.

5.2.1 Objem jehlanu

Objem jehlanu je roven jedné třetině objemu hranolu se stejnou podstavou a výškou.
Objem jehlanu je tedy roven jedné třetině součinu obsahu podstavy a výšky.

My se omeźıme na pravoúhlé jehlany, na kterých je vztah pěkně demonstrovatelný. Lze
si snadno představit, že krychli lze rozdělit na tři shodné jehlany:

Obrázek 5.7

Takovýto model lze žák̊um vymodelovat z paṕıru, aby si mohli sami zkusit, že jsou jehlany
skutečně stejné a že jejich složeńım vznikne krychle.

O něco složitěǰśı situace je v př́ıpadě kvádru. Ten nelze rozložit na tři shodné jehlany,
ale lze jej rozdělit na tři pravoúhlé jehlany se stejným objemem. A to tak, že délkami stran
podstavy a výšky jsou vždy hodnoty a, b, c.

Obrázek 5.8

Objem jehlanu se pomoćı krychle dá ukázat ještě daľśım zp̊usobem. Krychle je totiž
složená právě ze šesti jehlan̊u; podstavou každého jehlanu je jedna stěna krychle, všechny
jehlany se pak sb́ıhaj́ı v jednom bodě, a to v těžǐsti krychle (viz Obrázek 5.9).
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Obrázek 5.9

Vı́me, že objem Vk krychle o straně a je Vk = a3. Krychle je vyplněna šesti shodnými
jehlany, objem Vj každého je tak

Vj =
Vk
6

=
a3

6
,

což přesně odpov́ıdá objemu jehlanu se čtvercovou podstavou (strana a, obsah S = a2)
a výškou v = a

2
:

Vj =
a3

6
=

1

3
· a2 · a

2
=

1

3
Sp · v.

Opět tedy dostáváme, že objem jehlanu je roven jedné třetině součinu obsahu jeho pod-
stavy a výšky.

Ze vztahu po objem kužele nyńı odvod́ıme vztah pro objem válce.

5.2.2 Vzorce odvozené na základě Cavalieriova principu

Při odvozeńı lze také s úspěchem využ́ıvat Cavalieri̊uv princip pro objemy těles. Ten ř́ıká,
že

tělesa se stejně velkými podstavami3 a výškami maj́ı stejný objem, pokud řezy rovnoběžné
s podstavami vedené ve stejné vzdálenosti od podstav maj́ı stejné obsahy.

Objem kužele

Objem kužele je roven jedné třetině součinu obsahu podstavy a výšky.

Abychom mohli použ́ıt Cavalieri̊uv princip, budeme uvažovat kužel s poloměrem pod-
stavy R a výškou h a jehlan se stejnou výškou a čtvercovou podstavou o straně a =

√
π ·R.

3tj. podstavami, které maj́ı stejný obsah
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Obrázek 5.10

Obě tělesa maj́ı zřejmě stejný obsah podstavy4, tj. S = πR2. Nyńı oběma tělesy vedeme
ve stejné výšce v rovinu rovnoběžnou s rovinami podstavy. Tato rovina protne kužel v kruhu
a jehlan ve čtverci. Jelikož jsou trojúhelńıky V Z1S1 a V Z2S2 shodné, jsou také shodné
úsečky Z1S1 a Z2S2, a tak jsou si rovny i obsahy řez̊u v libovolné výšce v, č́ımž je splněna
podmı́nka Cavalieriova principu. Źıskáváme tedy vztah pro objem kužele analogický jako
vztah pro objem jehlanu:

Vk = 1
3
πR2 h = 1

2
Sp · h.

Objem koule

Objem koule o poloměru R je roven objemu válce o pr̊uměru podstavy R, výšce 2R, od
něhož odečteme objem dvou kužel̊u o výšce R a poloměru podstavy R.

Při odvozeńı využijeme opět Cavalieri̊uv princip pro objemy těles. Na Obrázku 5.11
vid́ıme tři tělesa o stejné výšce 2R – válec, kouli a jakýsi

”
dvojkužel“. V obrázku máme

dále naznačenu rovnost
”
válec je roven součtu koule a dvou kužel̊u“, přičemž pro stručnost

hovoř́ıme o rovnosti a součtu těles, máme však na mysli jejich objemy.

Obrázek 5.11: Objem koule pomoćı Cavalieriova principu

Pod́ıvejme se, jak vypadá řez těmito tělesy ve stejné výšce v (měřeno od středu těles).
Pokud budou mı́t řezy na obou stranách rovnosti stejný obsah, pak budou mı́t tělesa na
obou stranách rovnosti stejný objem.

4S(čtverec) = a2, S(kruh) = πr2
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Řez válcem je zřejmě v každé výšce řezu kruh o poloměru R, tedy

S (řez válce) = πR2.

Řezem koule bude zřejmě také kruh, ovšem s jeho poloměrem je to obt́ıžněǰśı. Na
Obrázku 5.12 vid́ıme, že hledaný poloměr ve výšce v od středu koule lze snadno dopoč́ıtat
podle Pýthagorovy věty: rv =

√
R2 − v2 a obsah řezu je tedy

S (řez koule) = π(R2 − v2).
Obrázek 5.12

Dále potřebujeme zjistit, jak vypadá řez kuželem. T́ım bude opět kruh, tentokrát s po-
loměrem v (strana kužele sv́ırá s jeho podstavou úhel velikosti 45◦, poloměr je tedy vždy
roven výšce od středu)

S (řez kužele) = πv2.

Vzhledem k tomu, že
πR2 = π(R2 − v2) + πv2,

dostáváme
S (řez válce) = S (koule) + S (kužel).

Můžeme tedy podle Cavalierova principu na základě znalosti vzorc̊u pro objem válce
a dvou kužel̊u snadno dopoč́ıtat objem koule. Uvědomme si, že námi zadaný válec má po-
loměr R a výšku 2R, každý z kužel̊u pak má výšku i poloměr podstavy roven R. Dostáváme
tak rovnost:

πR2 · 2R = V (koule) + 2 · 1

3
πR2 ·R,

neboli

2πR3 = V (koule) +
2

3
πR3,

odkud už bezprostředně plyne

V (koule) = 4
3
πR3.
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Závěr

V této práci byl čtenáři představen výpočet objemů vybraných těles, jak byly prováděny
ve starověkém Egyptě a Mezopotámii. Byl ukázán jejich postup a využit́ı a tak zd̊urazněna
potřeba objemy poč́ıtat.

Dále byl čtenář seznámen s matematicky přesnou definićı objemu těles pomoćı Jor-
danovy mı́ry. Zavedeńım děleńı D se podařilo dokázat věty o měřitelnosti těles a aditi-
vitě jejich objemů. Důkazy přinesly čtenáři obohaceńı pro práci s množinovými pojmy.
Na základě vystavěné teorie mı́ry byla vybudována teorie Riemannova integrálu, což bylo
d̊uležité při odvozeńı vztah̊u pomoćı integrálńıho počtu.

Vztahy pro objemy těles, jež jsou uváděny ve středoškolských přehledech vzorc̊u, byly
názorně vypoč́ıtány pomoćı jednoduchého integrálu, č́ımž bylo ukázáno, že v př́ıpadě
rotačńıch těles je zbytečné užit́ı komplikovaněǰśıho násobného integrálu. Pro př́ıpadné
daľśı výpočty byla některá odvozeńı provedena podruhé i pomoćı trojného integrálu, jehož
využit́ı je obecněǰśı.

Na závěr byly odvozeny vztahy pro objemy některých těles bez integrálńıho počtu,
a to pomoćı Archimédovy metody, Cavalieriova principu a názorných představ. Některé
z těchto postup̊u mohou být užitečné pro přibĺıžeńı p̊uvodu vztah̊u i žák̊um mladš́ıho
věku, pro které je integrálńı počet zat́ım př́ılǐs komplikovaný.
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[4] Kopáček, J. Integrály. Matfyzpress, Praha, 2004.
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