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Úvod

Historie prvního a druhého Stokesova problému sahá p°ibliºn¥ do poloviny de-
vatenáctého století. Tehdy bylo mnoho v¥dc· fascinováno problematikou elektro-
magnetického pole a elektromagnetickou indukcí. Jeden ze zkoumaných model·
byl tvo°en kulovým kyvadlem, jehoº oscilace byly tlumeny elektrickým polem
statické koule. Nicmén¥ v n¥kterých p°ípadech docházelo v porovnání experimen-
t· a teorie k odchylkám. Tento jev byl p°ipisován p°ítomnosti vzduchu namísto
vakua. Z experiment· plynulo, ºe pro vzduch se musel teoretický výsledek násobit
jistým koe�cientem.

Uº d°íve byla experimentáln¥ dokázána existence viskozity, coº bylo tenkrát
povaºováno za n¥co jako vnit°ní t°ení tekutiny. Nicmén¥ tato veli£ina byla v mno-
hých modelech a výpo£tech zanedbávána. Av²ak nep°esnosti v kyvadlovém mod-
elu v elektromagnetickém poli inspirovaly G.G. Stokese ke zkoumání fenoménu
viskozity práv¥ na tomto modelu. Experimentální výsledky bez p°ítomnosti elek-
trického pole kolem statické koule vedly k jasným záv¥r·m � £ím víc se kyvadlo
p°i své oscilaci p°iblíºilo ke statické kouli, tím byl pohyb kyvadla více tlumený.
Tento jev popsal pro newtonovskou tekutinu G.G. Stokes ve svém £lánku [6].

Jedním ze zjednodu²ujících p°ípad· tohoto modelu, byl pohyb v polopros-
toru vypln¥ného tekutinou buzený oscilující deskou (rovinou xz), coº je dnes
ozna£ováno jako druhý Stokes·v problém. Pokud zkoumáme na stejné oblasti
pohyb vybuzený náhlým urychlením rovniny xz bez oscilace, dostaneme první
Stokes·v problém. Jinými zp·soby zjednodu²ení m·ºeme dostat nap°. Couette
�ow p°ípadn¥ Poiseuille �ow.

Fyzikální význam prvního a druhého Stokesova problému spo£ívá ve zp·sob·
zjednodu²ení, díky n¥muº se jedná o jednoduchý smyk (tzv. simple shear �ow),
tedy ideální teoretický p°ípad pro testování vlastností r·zných model·.

Jak uº bylo °e£eno G.G. Stokes vy°e²il ve své práci tyto dva problémy pro
newtonovskou tekutinu. Newtonovská tekutina je modelový p°ípad, který je ste-
jn¥ jako nap°. ideální plyn nereálný. N¥které druhy tekutin se za ur£itých pod-
mínek mohou p°iblíºit tomuto chování, nicmén¥ mnoho tekutin se výrazn¥ odli²u-
je. Uvaºujme tedy zobecn¥ní newtonovské tekutiny mocninnými modely typu

Tδ = 2µ0

(
1 + λ∥D∥2

)mD, (1a)

D = α
(
1 + β∥Tδ∥2

)n Tδ, (1b)

kde Tδ = T − (1
3
TrT)I je bezstopá £ást tenzoru nap¥tí, D je symetrická £ást

gradientu rychlosti a µ0, λ, α, β, n,m ∈ R.
V p°ípad¥ prvního explicitního modelu (1a) se zabýváme pom¥rn¥ standard-

ním typem modelu, který m·ºe velice dob°e popisovat chování materiál· jako
polymer·, sypkých sm¥sí apod. Z numerického hlediska p°edstavuje evolu£ní ne-
lineární parabolickou rovnici s jednou prostorovou prom¥nnou.

V p°ípad¥ druhého implicitního modelu (1b) odvozeného v [8] se setkáváme
s novým tvarem konstitutivní rovnice v implicitním tvaru. Tento implicitní tvar
nabízí nové moºnosti chování mocninných model· pro materiály, kde standardní
explicitní forma nedávala dobrou aproximaci.

2



x0

y

v1(y, t)

Obrázek 1: Schématický obrázek prvního Stokesova problému.
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1. Zobecn¥ní newtonovské tekutiny

Zobecn¥ní newtonovské tekutiny konstitutivním vztahem pro tenzor nap¥tí T
m·ºeme chápat mnoha zp·soby. Na²ím základním kamenem bude princip invari-
ance. Uvaºujme nestla£itelnou homogenní tekutinu a tenzor nap¥tí ve tvaru

T = f(v,∇v) .

Díky principu invariance lze závislost na rychlosti resp. gradientu rychlosti zre-
dukovat pouze na závislost symetrické £ásti gradientu rychlosti D = 1

2
(∇v+∇v⊤)

neboli
T = f(D) .

Uvaºujme dále tenzor nap¥tí ur£ený vztahem

T = f0(. . .)I+ f1(. . .)D+ f2(. . .)D2 , 1 (1.1)

kde f0, f1, f2 závisejí na TrD,TrD2,TrD3. V p°ípad¥ jednoduchého smyku dostáváme
symetrickou £ást gradientu rychlosti ve tvaru

D =
1

2

 0 ∂v1(y,t)
∂y

0
∂v1(y,t)

∂y
0 0

0 0 0

 ,D2 =
1

4


(

∂v1(y,t)
∂y

)2
0 0

0
(

∂v1(y,t)
∂y

)2
0

0 0 0

 . (1.2)

Pro T = (1
3
TrT)I+ Tδ dostaneme z (1.1)(

1

3
TrT

)
I = f0(. . .)I+ f2(. . .)D2 ,

Tδ = f1(. . .)D .

Dále z v(x, y, z; t) = (v1(y, t), 0, 0) dostáváme D(x, y, z; t) = D(y, t), div v =
TrD = 0 = TrD3, tudíº

f1(TrD,TrD2,TrD3) = f1(TrD2) .

Ozna£me

τ = f1(TrD2)
1

2

∂v1(y, t)

∂y
. (1.3)

Jelikoº f1 je skalární funkce, dostáváme bezstopou £ást tenzoru nap¥tí ve tvaru

Tδ =

 0 τ 0
τ 0 0
0 0 0

 . (1.4)

Po dosazení do Eulerových pohybových rovnic

ρ
dv

dt
= divT

1Díky v¥t¥ o reprezentaci pro tenzor druhého °ádu nemusíme uvaºovat závislost na

D3,D4, . . . ,Dn. Pro libovolné liché n je Dn =
(
TrD2

)n−1
2 D a pro sudé n je Dn =

(
TrD2

)n
2 I
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neboli

divT = div

[(
1

3
TrT

)
I+ Tδ

]
.

Dostáváme soustavu

ρ
∂v1(y, t)

∂t
=

∂

∂x

(
1

3
TrT

)
+

∂τ(y, t)

∂y
, (1.5a)

0 =
∂

∂y

(
1

3
TrT

)
, (1.5b)

0 =
∂

∂z

(
1

3
TrT

)
, (1.5c)

coº nám implikuje vztah
1

3
TrT = Cx+D , (1.6)

kde C,D jsou konstanty. Odtud plyne, ºe stopa tenzoru nap¥tí je ve sm¥ru y a z
konstantní a ve sm¥ru x nejvý²e lineární.

Poznámka £.1: Pokud nebude °e£eno jinak, budeme v dal²ích kapitolách vºdy
vycházet ze vztah· odvozených v Kapitole 1.

Poznámka £.2: Viskozita je fyzikální veli£ina vyjad°ující míru odporu tekutiny
v te£ném sm¥ru zm¥ny rychlosti. V tomto p°ípad¥, kdy v(x, y, z; t) = (v1(y, t), 0, 0),
lze zobecn¥nou viskozitu de�novat jako

µ ≡ τ
∂v1(y,t)

∂y

.

V klasickém p°ípad¥ newtonovské tekutiny je viskozita konstantní. Oproti tomu,
pro námi uvaºované modely, dostaneme v prvním p°ípad¥ explicitního modelu
(1a) výraz

µ = µ0

(
1 +

λ

2

∣∣∣∣∂v1(y, t)∂y

∣∣∣∣2
)m

,

kde µ0 je viskozita p°i nulovém gradientu rychlosti. Tento model je pro m ∈
(−1

2
, 0) ur£itou parafrází tzv. Carreau modelu viz [3], který se v¥t²ínou uvádí ve

tvaru
µ = µ∞ +

µ0 − µ∞

(1 + (λγ̇)2)
1−n
2

,

kde µ∞ je viskozita pro γ̇ → ∞, γ̇ ≡ ∂v1(y,t)
∂y

. Tato zám¥nnost je v²ak moºná
pouze v p°ípad¥, kdy se pro Carreau model uvaºuje parametr n ∈ [0, 1), tedy
u∞ = 0. Tento p°edpoklad není bezp°edm¥tný, jelikoº odpovídá experimentálním
dat·m pro ur£ité materiály z polymer· apod. Navíc � jak ukáºeme pozd¥ji � jsme
schopni °e²it model (1a) pouze pro parametr m ∈ [−0.5,∞), coº p°esn¥ odpovídá
hodnotám n ∈ [0, 1) pro Carreau model.

Obecn¥ m·ºeme diskutovat viz [8] £ty°i r·zné typy chování modelu (1a) vzh-
ledem k parametru m zahrnující jak tzv. �shear thinning� , �shear thickening�
tak i nemonotonní chování � jejich kombinaci. Speciáln¥ pro m = 0 dostáváme
newtonowskou tekutinu.

5



Jednoduché pozorování vede k zajímavým záv¥r·m, a to ºe p°i náhlém urych-
lení (γ̇ → ∞) se ná² model pro parametr m ≥ 0 chová jako tuhé t¥leso. Tento
fenomén je u n¥kterých druh· tekutin známý, proto nebudeme parametr m nijak
apriori omezovat.

Obdobné úvahy lze provést i v p°ípad¥ implicitního modelu (1b)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

||D||

||T
||

 

 

m = 0.3
m = 0
m = −0.2
m = −0.5
m = −1.5

Obrázek 1.1: Chování ∥T∥ v závislosti na ∥D∥ pro r·zné hodnoty parametru m.
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2. První a druhý Stokes·v problém
pro newtonovskou tekutinu

M¥jme nestla£itelnou newtonovskou tekutinu, kde s pouºitím Stokesových pos-
tulát· dostaneme tenzor nap¥tí T = (−p + λ div v)I + 2µD. Eulerovy pohybové
rovnice a nestla£itelnost tekutiny 1 dávají Navier-Stokesovy rovnice tvar

ϱ
dv

dt
= −∇p+ div(2µD) ,

kde
1

3
TrT = −p ,Tδ = 2µD .

Dle p°edchozí Kapitoly 1, konkrétn¥ dle vztah· (1.2), (1.3), (1.4), (1.5a) a (1.6)
°e²íme soustavu

∂v1(y, t)

∂t
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν

∂2v1(y, t)

∂y2
, (2.1a)

∂p

∂y
=

∂p

∂z
= 0 , (2.1b)

∂p

∂x
= C , (2.1c)

kde ν ≡ µ
ϱ
zna£í kinematickou viskozitu. Po dosazení okrajových podmínek pro

t, y → ∞ nám v²ak plyne, ºe C = 0, tedy tlak p je konstantní.

2.1 První problém pro newtonovskou tekutiny

První problém pro newtonovskou tekutinu vyjád°íme matematicky takto

∂v1(y, t)

∂t
= ν

∂2v1(y, t)

∂y2
, (2.2a)

v1(y, 0) = 0 , (2.2b)
v1(0, t) = v0 , (2.2c)

lim
y→∞

v1(y, t) = 0 .2 (2.2d)

Pro t ∈ [0,∞) a y ∈ [0,∞). Nejprve zkusme vy°e²it jednodu²²í p°ípad ustáleného
proud¥ní. Soustava (2.2) p°ejde na tvar

∂2v1(y)

∂y2
= 0 ,

v1(0) = v0 ,

lim
y→∞

v1(y) = 0 .

1Z rovnice kontinuity dρ
dt + ρ divv = 0 a nestla£itelnosti tekutiny (ρ = konst.) plyne vztah

divv = 0
2Okrajová podmínka limy→∞ v(y, t) = 0 vystihuje � díky vlastnostem viskozity � fyzikální

podstatu problému.
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Studium ustáleného proud¥ní má smysl pouze v p°ípad¥, pokud uvaºujeme
omezenou oblast ve vertikálním sm¥ru, konkrétn¥ nekone£ný pás o vý²ce h s
okrajovou podmínkou v(h) = 0. Za t¥chto podmínek nalezneme °e²ení ve tvaru

v1(y) =
hv0 − v0y

h
,

coº bude slouºit jako srovnání p·vodního problému pro dosti velká t. Nyní si v²ak
zavedeme pojem �náhlého urychlení� pomocí Laplaceovy transformace.

Laplaceova transformace: Uvaºujme Laplaceovu transformaci viz [9] funkce
v1(x, t) jako

L(v1(y, t)) = L(y, t) =

∞∫
0

v1(y, t) e
−pt dt . (2.3)

Pouºijeme integra£ní metodu per-partes a díky po£áte£ní podmínce v1(y, 0) = 0
dostaneme

∞∫
0

∂v1(y, t)

∂t
e−pt dt =

[
v1(y, t)e

−pt
]∞
0
+ p

∞∫
0

v1(y, t) e
−pt dt = pL(y, p) .

Aplikujeme v¥tu o zám¥n¥ derivace a integrálu na vztah (2.3), z cehoº dostaneme

∞∫
0

∂2v1
∂y2

(y, t) e−pt dt =
d2 L(y, t)

dy2
.

Vztah (2.2) a po£áte£ní a okrajové podmínky p°ejdou na

∂2 L(y, t)

∂y2
− p

ν
L(y, t) = 0 ,

L(0, p) =

∞∫
0

v0 e
−pt dt =

v0
p

,

lim
y→∞

L(y, t) = 0 .

�e²ení dostaneme jako

L(y, p) =
v0
p
e−

√
p
ν
y .

Pro inverzní Laplaceovu transformaci vyuºijeme faktu, ºe funkce e−
√

p
ν

y je obrazem
funkce erfc

(
y

2
√
νt

)
, 3 tudíº °e²ením (2.2) je

v1(y, t) = v0 erfc

(
y

2
√
νt

)
= v0

[
1− erf

(
y

2
√
νt

)]
. (2.4)

3Funkce erf je zkratka pro error function de�novanou vztahem erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t2 dt, erfc

je její dopln¥k. Více v [1]
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2.2 Druhý problém pro newtonovskou tekutinu

Ve druhém Stokesov¥ problému uvaºujeme oscilující desku, kde jediný rozdíl v
matematické interpretaci oproti prvnímu problému je v okrajové podmínce pro
y = 0. Problém (2.2) tudíº p°ejde na tvar

∂v1(y, t)

∂t
= ν

∂2v1(y, t)

∂y2
, (2.5a)

v1(0, t) = v0 sin (ωt) , (2.5b)
v1(y, 0) = 0 , (2.5c)

lim
y→∞

v1(y, t) = 0 . (2.5d)

Dle [5] m·ºeme vyuºít obdobnou úvahu jako v prvním problému a pouºitím
Laplaceovy transformace4 dostaneme

L(y, p) =
v0ω

p2 + ω2
e−

√
p
ν
y ,

coº odpovídá sou£inu dvou funkcí

F1 =
v0ω

p2 + ω2
= L(sinωt) ,

F2 = e−
√

p
ν
y = L( y

2t
√
πνt

e−
y2

4νt ) .

Pov²imn¥me si, ºe
L−1 [F1(p) · F2(p)] = f1(t) ∗ f2(t) ,

kde * zna£í konvoluci. Odtud dostaneme °e²ení ve tvaru

v1(y, t) =
v0y

2
√
πν

t∫
0

sin[ω(t− s)]

s
3
2

e−
y2

4νs ds

a lehkým trikem viz [5] obdrºíme

v1(y, t) = v0 e
−
√

ω
2ν

y sin

(
ωt−

√
ω

2ν
y

)
.

4v p°ípad¥ odvození °e²ení druhého Stokesova problému bývá v¥t²inou pouºita Fourierova
transformace. Pro zm¥nu v²ak uvedeme toto odvození pomocí Laplaceovy transformace
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3. První Stokes·v problém pro
zobecn¥nou newtonovskou tekutinu

3.1 Zobecn¥ní £.1

V p°ípad¥ modelu (1a) dostáváme

Tδ = 2µ0

(
1 + λ∥D∥2

)mD ,

∥D∥ =
√
TrDD⊤ =

√
TrD2 ,

f1(TrD2) = 2µ0

(
1 + λ∥D∥2

)m
.

Z Kapitoly 1 dostáváme bezstopou £ást tenzoru nap¥tí ve tvaru

Tδ =


0 µ0

(
1 + λ

2

(
∂v1(y,t)

∂y

)2)m
∂v1(y,t)

∂y
0

µ0

(
1 + λ

2

(
∂v1(y,t)

∂y

)2)m
∂v1(y,t)

∂y
0 0

0 0 0

 .

Z okrajových podmínek dále plyne, ºe C = 0. Máme tedy konstantní tlak. Tato
situace vede na soustavu parciálních diferenciálních rovnic (dále jen PDR) 2. °ádu

∂

∂y

[
ν

(
1 +

λ

2

(
∂v1(y, t)

∂y

)2
)m

∂v1(y, t)

∂y

]
=

∂v1(y, t)

∂t
, (3.1a)

v1(0, t) = v0 , (3.1b)
v1(y, 0) = 0 , (3.1c)

lim
y→∞

v(y, t) = 0 , (3.1d)

∀t ∈ [0,∞), y ∈ [0,∞) , (3.1e)

kde ν = µ
ϱ
zna£í kinematickou viskozitu. Pokusíme se nalézt její p°ibliºné °e²ení

pomocí metody poruchového po£tu vzhledem k parametru ε = λ
2
, který budeme

uvaºovat dostate£n¥ malý neboli 0 < ε << 1. Hledejme tedy v1(y, t) = v1(y, t; ε) =
ṽ0(y, t) + εṽ1(y, t) + ε2ṽ2(y, t) + . . . 1

Rovnice (3.1a) p°ejde na

1Parametr ε by se m¥l uvaºovat v bezrozm¥rné podob¥, tedy ε = λ
2

(
Lchar

Vchar

)2
, kde Lchar je

charekteristická délka a Vchar charakteristická rychlost. Tato úvaha by ale znamenala zbyte£nou
komplikaci ve výpo£tech
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∂

∂y

[
ν

(
1 + ε

(
∂(ṽ0 + εṽ1 + . . .)

∂y

)2
)m

∂(ṽ0 + εṽ1 + . . .)

∂y

]
=

∂(ṽ0 + εṽ1 + . . .)

∂t
,

v0 = ṽ0(0, t) ,

0 = ṽ0(y, 0) ,

0 = lim
y→∞

ṽ0(y, t) ,

0 = ṽ1(0, t) = ṽ2(0, t) = . . . ,

0 = ṽ1(y, 0) = ṽ2(0, t) = . . . ,

0 = lim
y→∞

ṽ1(y, t) = lim
y→∞

ṽ2(y, t) = . . . ,

∀t ∈ [0,∞), y ∈ [0,∞) .

�e²me nyní jednotlivé rovnice vzhledem k mocnin¥ ε do prvního °ádu.

O(ε0) :
∂2ṽ0(y, t)

∂y2
=

1

ν

∂ṽ0(y, t)

∂t
, (3.3)

O(ε1) :
∂2ṽ1(y, t)

∂y2
+ 3m

(
∂ṽ0(y, t)

∂y

)2
∂2ṽ0(y, t)

∂y2
=

1

ν

∂ṽ1(y, t)

∂t
. (3.4)

Jak si m·ºeme v²imnout, rovnice °ádu ε0 odpovídá Navier-Skokesovu (dále jen
N-S) systému pro newtonovskou tekutinu, jejiº °e²ení je dle (2.4)

ṽ0(y, t) = v0 erfc

(
y

2
√
νt

)
= v0

2√
π

∞∫
y

2
√
νt

e−t2dt , (3.5)

tedy
∂ṽ0(y, t)

∂y
= −v0

1√
πνt

e−
y2

4νt ,

∂2ṽ0(y, t)

∂y2
= v0

y

2
√
πν3t3

e−
y2

4νt .

Po dosazení do rovnice °ádu ε1 dostaneme

∂2ṽ1(y, t)

∂y2
+

3mv30

2
√
π3ν5t5

ye−
3y2

4νt =
1

ν

∂ṽ1(y, t)

∂t
. (3.6)

Obdrºeli jsme rovnici typu

∆ṽ1(y, t) + f(y, t) =
1

ν

∂ṽ1(y, t)

∂t
. 2 (3.7)

Z jednoduché substituce ȳ = 1√
ν
y v rovnici (3.6) plyne

∂2ṽ1(ȳ, t)

∂y2
=

∂2v̄1(ȳ, t)

∂ȳ2
1

ν
,

2Výraz ∆ zastupuje Laplace·v operátor.
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νf(y, t) = νf(
√
ν ȳ, t) = f̄(ȳ, t) =

3mv30

2ν
√
π3t5

ȳ e−
3ȳ2

4t ,

coº nám p°evede p°edchozí problém (3.7) na známý a °e²itelný p°ípad

∂v̄1(ȳ, t)

∂t
−∆ṽ1(ȳ, t) = f̄(ȳ, t) , (3.8a)

ṽ1(ȳ, 0) = 0 , (3.8b)
ṽ1(0, t) = 0 . (3.8c)

Oproti p°ípadu °ádu ε0, zde nenastává �náhlé urychlení� a ṽ1(y, t) je spojitá
v²ude. Dostali jsme rovnici vedení tepla (dále jen RVT) s pravou stranou (Cauchy-
ova úloha). Navíc pro QT = {[0,∞)× (0, T ), T > 0} libovolné platí:

lim
t→0+

∂αf̄(ȳ, t)

∂ȳα
= 0 , α = 0, 1, 2 ,

ṽ1(ȳ, 0) = 0 .

Máme tudíº spln¥né p°edpoklady na °e²ení, které má tvar

v̄1(ȳ, t) =

t∫
0

∞∫
0

[G(ȳ − x̄, t− τ)−G(ȳ + x̄, t− τ)] f̄(x̄, τ) dx̄ dτ , 3

tedy

v̄1(ȳ, t) =
3mv30
4π2ν

t∫
0

∞∫
0

(
e−

(ȳ−x̄)2

4(t−τ) − e−
(ȳ+x̄)2

4(t−τ)

)
x̄ e−

3x̄2

4τ√
τ 5(t− τ)

dx̄ dτ . (3.9)

Zp¥tným dosazením ȳ = 1√
ν
y , x̄ = 1√

ν
x a následn¥ do v1(y, t, ε) = ṽ0(y, t) +

εṽ1(y, t) +O(ε2) dostaneme p°ibliºné °e²ení problému (3.1a) jako

v1(y, t) = v0 erfc

(
y

2
√
νt

)
+ λm

3v30
8π2ν

∫ t

0

∫ ∞

0

(
e−

(y−x)2

4 ν(t−τ) − e−
(y+x)2

4 ν(t−τ)

)
x e−

3 x2

4 ντ√
τ 5(t− τ)

dx dτ. (3.10)

Poznámka k metod¥ poruchového po£tu: Metoda poruchového po£tu by-
la aplikována £ist¥ formáln¥, bez jakékoliv analýzy konvergence °ady v1(y, t) =
v1(y, t; ε) = ṽ0(y, t) + εṽ1(y, t) + ε2ṽ2(y, t) + . . . Takovýto postup je u podob-
ných p°ípad· b¥ºný. Vzhledem k tomu, ºe °ád rovnic je stejný jak pro ε = 0
tak pro ε nenulová, lze o£ekávat, ºe uvedený rozvoj rychlosti je smysluplný a
poskytuje alespo¬ základní kvalitativní informaci o chování °e²ení systému rovnic
(3.1a). Podrobn¥j²í diskuzi metody poruchového po£tu a jejich omezení lze nalézt
kup°íkladu v [2].

3G(y, t) := 1
2
√
πt

e−
|y|2
4t je Greenova funkce uvaºovaná na celém prostoru. Pro p°ípad polo-

prostoru odvozeno v [4]
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3.2 Zobecn¥ní £.2

Uvaºujme implicitní model (1b) neboli

D = α
(
1 + β∥Tδ∥2

)n Tδ .

Aplikací Eulerových pohybových rovnic a vyuºitím vztah· odvozených v Kapitole 1,
dostáváme

ρ
∂v1(y, t)

∂t
= C +

∂τ(y, t)

∂y
.

Dosazením okrajových podmínek pro t, y → ∞ plyne, ºe C = 0. Díky závislosti
τ = f(D) dostávíme z implicitního modelu (1b) soustavu

ρ
∂v1(y, t)

∂t
=

∂τ(y, t)

∂y
, (3.11a)

1

2

∂v1(y, t)

∂y
= α

(
1 + βτ 2(y, t)

)n
τ(y, t) , (3.11b)

v1(0, t) = v0 , (3.11c)
v1(y, 0) = 0 , (3.11d)

lim
y→∞

v(y, t) = 0 , (3.11e)

∀t ∈ [0,∞), y ∈ [0,∞) . (3.11f)

Její p°ibliºné °e²ení nalezneme pomocí metody poruchového po£tu vzhledem k
parametru ε = β, který budeme uvaºovat dostate£n¥ malý, tedy 0 < ε << 1.
Hledejme °e²ení pro pro dvojici [v1(y, t), τ(y, t)], kde

v1(y, t) = v1(y, t; ε) = ṽ0(y, t) + εṽ1(y, t) + ε2ṽ2(y, t) + . . .

τ1(y, t) = τ1(y, t; ε) = τ̃0(y, t) + ετ̃1(y, t) + ε2τ̃2(y, t) + . . .

Rovnice (3.11a) nám p°ejde na tvar

ρ
∂(ṽ0 + εṽ1 + ε2ṽ2 . . .)

∂t
=

∂(τ̃0(y, t) + ετ̃1(y, t) + ε2τ̃2(y, t) + . . .)

∂y
,

1

2

∂(ṽ0 + εṽ1 + . . .)

∂y
= α

(
1 + ε(τ̃0(y, t) + . . .)2

)n
(τ̃0(y, t) + . . .) ,

v0 = ṽ0(0, t) ,

0 = ṽ0(y, 0) ,

0 = lim
y→∞

ṽ0(y, t) ,

0 = ṽ1(0, t) = ṽ2(0, t) = . . . ,

0 = ṽ1(y, 0) = ṽ2(0, t) = . . . ,

0 = lim
y→∞

ṽ1(y, t) = lim
y→∞

ṽ2(y, t) = . . . ,

0 = τ̃0(y, 0) = τ̃1(y, 0) = . . . ,

0 = lim
y→∞

τ̃1(y, t) = lim
y→∞

τ̃2(y, t) = . . . ,

∀t ∈ [0,∞), y ∈ [0,∞) .
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�e²me nyní jednotlivé rovnice vzhledem k mocnin¥ ε do prvního °ádu

O(ε0) : ρ
∂ṽ0(y, t)

∂t
=

∂τ̃0(y, t)

∂y
,

1

2

∂ṽ0(y, t)

∂y
= α τ̃0 ,

O(ε1) : ρ
∂ṽ1(y, t)

∂t
=

∂τ̃1(y, t)

∂y
,

1

2

∂ṽ1(y, t)

∂y
= α τ̃1(y, t) + αn τ̃ 30 (y, t) .

Stejn¥ jako v p°ípad¥ explicitního modelu i tady soustava °ádu ε0, po dosazení
z jedné rovnice do druhé, odpovídá N-S systému pro newtonovskou tekutinu. To
nám dle (2.4) vede na °e²ení

ṽ0(y, t) = v0 erfc

(√
αρ y
√
2 t

)
= v0

2√
π

∞∫
√

αρ y√
2t

e−t2dt ,

tedy

∂ṽ0(y, t)

∂y
= −v0

√
2αρ

πt
e−

αρ y2

2t , (3.12)

τ̃0(y, t) = −v0

√
ρ

2απ t
e−

αρ y2

2t . (3.13)

Po dosazení do soustavy °ádu ε1 obdrºíme z druhé rovnice vztah

τ̃1(y, t) =
1

2α

(
∂ṽ1(y, t)

∂y
− n

(
v0

√
ρ

2απ t
e−

αρ y2

2t

)3
)

,

který po zderivování dle y a dosazení do rovnice (3.12) dává

∂ṽ1(y, t)

∂t
=

1

2αρ

∂2ṽ1(y, t)

∂y2
− 3 v30n

4

√
ρ3

2α3π3 t5
y e−

3
2

αρ y2

t .

Prove¤me substituci ȳ =
√
2αρ y. Pro p°ehlednost a názorné srovnání s p°ed-

chozím p°ípadem pro explicitní model ozna£me ν = 1
2αρ

. Na první pohled se zdá
toto ozna£ení zavád¥jící, nicmén¥ kinematická viskozita ν a hodnota 1

2αρ
spolu

úzce souvisí. Pokud bychom opustili metodu poruchového po£tu a podívali se na
vztah t¥chto dvou hodnot explicitního modelu (1a) a implicitního modelu (1b)
pro n = m, zjistíme, ºe hodnota µ odpovídá hodnot¥ 1

2α
, tedy ν = 1

2αρ
.

Po substituci ȳ =
√
2αρn = 1√

ν
y dostaneme

∂ṽ1(ȳ, t)

∂t
− ∂2ṽ1(ȳ, t)

∂ȳ2
= −3 v30n

4

√
ρ5

2α3π3 t5
√
ν ȳ e−

3 ȳ2

4 t . (3.14)

Stejn¥ jako u explicitího model jsme dostali RVT typu

∂v̄1(ȳ, t)

∂t
−∆ṽ1(ȳ, t) = f̄(ȳ, t) , (3.15a)

ṽ1(ȳ, 0) = 0 , (3.15b)
ṽ1(0, t) = 0 . (3.15c)
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Jsou spln¥ny v²echny p°edpoklady pro °e²ení tvaru

v̄1(ȳ, t) = −3

8

v30n

π2

√
ρ5

α3

√
ν

∫ t

0

∫ ∞

0

(
e−

(ȳ−x̄)2

4(t−τ) − e−
(ȳ+x̄)2

4(t−τ)

)
x̄ e−

3 x̄2

4 τ√
τ 5(t− τ)

dx̄ dτ .

Zp¥tným dosazením ȳ = 1√
ν
y , x̄ = 1√

ν
x a následn¥ do v1(y, t, ε) = ṽ0(y, t) +

εṽ1(y, t) +O(ε2) dostaneme p°ibliºné °e²ení problému (3.1a) jako

v1(y, t) = v0 erfc

(
y

2
√
νt

)
− ρ2βn

α
√
8

3v30
8π2ν

∫ t

0

∫ ∞

0

(
e−

(y−x)2

4 ν(t−τ) − e−
(y+x)2

4 ν(t−τ)

)
x e−

3 x2

4 ντ√
τ 5(t− τ)

dx dτ . (3.16)

Tímto zp·sobem zápisu jsme cht¥li demonstrovat, ºe rozdíl mezi aproximací
metodou poruchového po£tu u explicitního modelu (1a) � vztah (3.10) � a u
implicitního model (1b) � vztah (3.16) � je pouze v rozdílné konstant¥ u prvního
£lenu rozvoje.
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4. Druhý Stokes·v problém pro
zobecn¥nou newtonovskou tekutinu

4.1 Zobecn¥ní £.1

Znovu uvaºujme zobecn¥ní newtonovské tekutiny konstitutivním vztahem (1a),
tedy

T = −pI+ 2µ0

(
1 + λ∥D∥2

)mD .

Pro druhý Stokes·v problém dostáváme soustavu PDR

∂

∂y

[
ν

(
1 +

λ

2

(
∂v1(y, t)

∂y

)2
)m

∂v1(y, t)

∂y

]
=

∂v1(y, t)

∂t
, (4.1a)

v1(0, t) = v0 sin(ωt) , (4.1b)
v1(y, 0) = 0 , (4.1c)

lim
y→∞

v(y, t) = 0 . (4.1d)

Stejn¥ jako v sekci 3.1 vyuºijeme k nalezení p°ibliºného °e²ení metodu poru-
chového po£tu vzhledem k parametru ε = λ

2
. Dostáváme stejnou soustavu pro

°ády ε jako v minulém p°ípad¥ pro první Stokes·v problém. Rovnice °ádu ε0

odpovídá rovnici pro newtonovskou tekutinu, a tudíº

ṽ0(y, t) = v0 e
−
√

ω
2ν

y sin

(
ωt−

√
ω

2ν
y

)
.

Pro zjednodu²ení zápisu ozna£íme ξ =
√

ω
2ν

y a obdrºíme

∂ṽ0(y, t; ε)

∂y
= −v0ξ e

−ξ [cos(ωt− ξ) + sin(ωt− ξ)] ,

∂2ṽ0(y, t; ε)

∂y2
= −v02ξ

2 e−ξ cos(ωt− ξ) .

Dosazením do rovnice (3.4) °ádu ε1 dostaneme rovnici

∂2ṽ1
∂y2

+
3mω2v30
2ν2

e−3ξ cos(ωt− ξ) (1+ sin 2(ωt− ξ))︸ ︷︷ ︸ = 1

ν

∂ṽ1
∂t

.

f(y, t)

Substitucí ṽ1( 1νy,
1
ν
t) vzejde rovnice stejného typu jako v p°ede²lém p°ípad¥ a i

tady je spln¥no

lim
t→0+

∂αf(y, t)

∂yα
= 0 , α = 0, 1, 2 ,

ṽ1(y, 0) = 0
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a °e²ením je

ṽ1(y, t) =

∫ t

0

∫ ∞

0

G(y − x, t− τ)f(x, τ) dx dτ .

Obdrºeli jsme tedy

ṽ1(y, t) =
3

2
mω2v30

∫ t

0

∫ ∞

0

e−3ξ(x)− (y−x)2

4(t−τ)

√
t− τ

cos(ωτ − ξ(x)) [1+sin 2(ωτ − ξ(x))] dx dτ

(4.2)
a kone£n¥ dosazením do poruchového po£tu máme

v1(y, t) = v0 e
−
√

ω
2ν

y sin

(
ωt−

√
ω

2ν
y

)
+

λ

2
ṽ1(y, t) . (4.3)

4.2 Zobecn¥ní £.2

Uvaºme implicitní model (1b). Z odvození v sekci 3.2 nám ihned plyne soustava

ρ
∂v1(y, t)

∂t
=

∂τ(y, t)

∂y
, (4.4a)

1

2

∂v1(y, t)

∂y
= α

(
1 + βτ 2(y, t)

)n
τ(y, t) , (4.4b)

v1(0, t) = v0 sin (ωt) , (4.4c)
v1(y, 0) = 0 , (4.4d)

lim
y→∞

v(y, t) = 0 . (4.4e)

Metoda poruchového po£tu se provádí stejným postupem jako s sekci 3.2 resp.
4.1, proto zde uvedeme pouze výsledek

v1(y, t) = v0 e
−
√

ω
2ν

y sin

(
ωt−

√
ω

2ν
y

)
− ρ2βn

α
√
8
v̄1(y, t) , (4.5)

kde v̄1(y, t) =
1
m
ṽ1(y, t) ze vztahu (4.2).
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5. Numerické °e²ení

5.0.1 Nekone£ná oblast

Nekone£ná oblast je z hlediska numerické matematiky p°ímo neuchopitelná, proto
je nutno tuto oblast bu¤ um¥le zam¥nit za �dostate£n¥� velkou kone£nou oblast
nebo vhodnou transformaci p°evést na oblast kone£nou.

V transformované oblasti (nap°. pomocí arctan y) hledáme °e²ení v bázi de�-
nované na celém prostoru jako je rozvinutí do báze tvo°ené Laguerre polynomy
viz [1]. Díky vhodné volb¥ této báze m·ºeme lehce docílit dobré konvergence pro
y → ∞, a jako ideální kandidáti se nabízejí funkce konvergující v nekone£nu p°i-
bliºn¥ jako erfc(y). 1 Nicmén¥ tato metoda není ideální pro úlohy typu prvního
Stokesova problému, jelikoº velká nespojitost v £ase t = 0 pro y = 0 není pro
aproximaci funkcemi typu C∞(R2) vhodná.

Zkusme to tedy jinak. �e²me ná² problém na omezené oblasti neboli v tunelu
s p°idanou okrajovou podmínkou v1(ymax, t) = 0,∀t ≥ 0. Jednoduchým numeric-
kým experimentem � posunutím svrchní hranice pásu a porovnáním s p°edchozím
výsledkem � m·ºeme jednodu²e zkoumat závislost °e²ení na (horní) okrajové pod-
mínce. Pokud by tento experiment m¥l pozitivní výsledek, tedy ºe se pro ur£itý
£asový interval °e²ení s p·vodní svrchní hranicí a posunutou hranicí p°íli² neli²í,
m·ºeme s lehkou újmou na obecnosti povaºovat na²e °e²ení za dostate£n¥ apro-
ximativní.

Toto �o°íznutí� nekone£né oblasti je vhodné pro druhý Stokes·v problém �
oscilující deska, kde se jednotlivé kmity pro t → ∞ navzájem vyru²í. V p°ípad¥
prvního Stokesova problému musíme bohuºel p°iznat, ºe �o°íznutý� problém se
pro velká t odchyluje od p·vodního problému na nekone£né oblasti.

x0

y

v1(y, t)

(a) Nekone£ná oblast.

x 10

y

1

v1(y, t)

(c) O°íznutá kone£ná oblast.

Obrázek 5.1: O°íznutí nekone£né oblasti.

1pro velké y → ∞ je erfc(y) ∼ ey
2

y
√
π

∑∞
n=0(−1)n (2n−1)!!

(2y2)n
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5.0.2 Nelinearita

V p°ípad¥ explicitního modelu (1a) °e²íme v prvním i druhém Stokesov¥ problé-
mu nelineární parabolickou PDR. Nejp°ím¥j²í cesta k °e²ení vede pouºitím exis-
tujícího softwaru, který je optimalizován pro °e²ení úloh daného typu. V na²em
p°ípad¥ budeme rozebírat dv¥ základní varianty hledání °e²ení.

V první vyuºijeme freeware ur£ený pouze na metodu kone£ných prvk· (konkrét-
n¥ FreeFem++) a vhodným algoritmem se pokusíme vypo°ádat s nelinearitou
t°etího °ádu. V druhém p°ípad¥ pouºijeme komer£ní software Matlab, který tak-
téº vyuºívá metody kone£ných prvk· respektive kone£ných diferencí viz [11].

Pon¥kud sloºit¥j²í situace nastává v p°ípad¥ implicitního modelu (1b), kde
°e²íme soustavu dvou nelineárních PDR prvního °ádu. Tato úloha je z°eteln¥
komplikovan¥j²í a p°ed pouºitím numerického softwaru ji budeme muset n¥jak
zjednodu²it.

Pouºitím Eulerovy dop°edné metody m·ºeme diskretizovat prostorovou deriva-
ci, coº vede na soustavu oby£ejných diferenciálních rovnic (dále jen ODR) a al-
gebraických rovnic. Tento systém se nazývá systém diferenciálních algebraick-
ých rovnic (dále jen DAE). Teorie kolem DAE je dosti sloºitá a algoritmy na
výpo£et jsou hodn¥ komplikované, proto budeme v tomto p°ípad¥ vyuºívat ves-
tav¥né funkce ode15s v softwaru Matlab. Podrobn¥j²í popis t¥chto funkcí v [10].

5.1 Numerické °e²ení explicitního modelu pomocí
metodou kone£ných prvk·

Matematická teorie se v p°ípad¥ evolu£ních parabolických rovnic opírá o teorii
Bochnerových prostor·. My se ov²em zkusíme na tuto problematiky podívat
trochu jinak, a to z následujících dvou perspektiv.

První moºnost je chápat £as jako privilegovanou prom¥nnou a diskretizovat
prostorovou prom¥nnou. Diskretizovaný problém, který p°ejde na soustavu oby£e-
jných diferenciálních rovnic, bychom vy°e²ili nap°. pouºitím metody kone£ných
diferencí. Bohuºel ekvidistantní £asový krok, spolu s velkou nespojitostí pro t = 0,
indukuje pom¥rn¥ velkou numerickou chybu.

Druhá moºnost je pohlíºet na £as jako dal²í rozm¥r � °e²me tedy problém na
prostoro£asové oblasti. V tomto p°ípad¥ v²ak pot°ebujeme dode�novat okrajovou
podmínku pro t = tmax. Pro dostate£n¥ velká t lze povaºovat proud¥ní za ustálené,
tedy ∂v1

∂t
= 0, coº v p°ípad¥ obdelníkové prostoro£asové oblasti vede na podmínku

Neumannova typu ∂v1
∂n⃗

= 0 2 pro £ást hranice, kde t = tmax.
Jiné opodstatn¥ní této podmínky je skute£nost, ºe volná hranice tj. hranice,

kde nep·sobí ºádná síla, se standardn¥ demonstruje Neumannovou okrajovou
podmínkou. A´ uº tak £i onak, uv¥domme si, ºe tato podmínka je nep°esná pro
malé hodnoty tmax. Tuto skute£nost musíme zohlednit p°i hledání numerického
°e²ení, a jak lze £ekat, nebude toto °e²ení záviset jen na parametrech úlohy, ale i
na zkoumané oblasti Ω � konkrétn¥ na hodnot¥ tmax.

2n⃗ je vektor vn¥j²í normály.
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5.1.1 Slabá formulace

Nech´ ṽ1 ∈ C2(Ω) ∪ C(Ω), kde Ω = {[y, t] ∈ R2 : y ∈ (0, ymax), t ∈ (0, tmax)} a
tmax, ymax jsou zvolené kladné konstanty. Nech´ dále

∂Ω = Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3 ∩ Γ4 ,

Γ1 = {[y, t] : y = 0, t ∈ (0, tmax)} ,

Γ2 = {[y, t] : y ∈ [0, ymax], t = tmax} ,

Γ3 = {[y, t] : y = ymax, t ∈ (0, tmax)} ,

Γ4 = {[y, t] : y ∈ [0, ymax], t = 0}

Ω

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

0 tmax

ymax

v1(y, t) = 1

∂v1(y,t)
∂~n

= 0

v1(y, t) = 0

v1(y, t) = 0

Obrázek 5.2: Schématický obrázek pro oblast Ω.

a m¥jme g ∈ C(Γ1). �ekneme, ºe ṽ1 je klasické °e²ení prvního (resp. druhého)
Stokesova problému pro explicitní model (1a), pokud

∂

∂y

[
ν

(
1 +

λ

2

(
∂ṽ1(y, t)

∂y

)2
)m

∂ṽ1(y, t)

∂y

]
=

∂ṽ1(y, t)

∂t
, (5.1a)

ṽ1 = g na Γ1 , (5.1b)
ṽ1 = 0 na Γ3 ∪ Γ4 , (5.1c)

∂v1
∂n⃗

= 0 na Γ2 . (5.1d)

Nech´ φ̃ ∈ V(Ω) = {f ∈ C∞(Ω) : f = 0 na Γ3 ∪ Γ4}. P°enásobíme touto funkcí
rovnici (5.1a) a zintegrujme p°es oblast Ω. Dostaneme∫
Ω

∂

∂y

[
ν

(
1 +

λ

2

(
∂ṽ1(y, t)

∂y

)2
)m

∂ṽ1(y, t)

∂y

]
φ̃(y, t) dω =

∫
Ω

∂ṽ1(y, t)

∂t
φ̃(y, t) dω.

Pouºitím Greenovy v¥ty 3 obdrºíme∫
∂Ω

ν

(
1 +

λ

2

(
∂ṽ1(y, t)

∂y

)2
)m

∂ṽ1(y, t)

∂y
φ̃(y, t) n⃗ dσ

−
∫
Ω

ν

(
1 +

λ

2

(
∂ṽ1(y, t)

∂y

)2
)m

∂ṽ1(y, t)

∂y

∂φ̃(y, t)

∂y
dω =

∫
Ω

∂ṽ1(y, t)

∂t
φ̃(y, t) dω.

3Greenova v¥ta pro per partes po sloºkách:
∫
Ω

∂v
∂xk

u =
∫
∂Ω

vun⃗ dσ −
∫
Ω

v ∂u
∂xk

dω
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Dále vyuºijme, ºe ∂ṽ1(y,t)
∂y

n⃗ = ∂ṽ1(y,t)
∂n⃗y

a ∂g(y,t)
∂y

= 0, jelikoº g(y, t) = g(t). Z okra-
jových podmínek plyne slabá formulace ve tvaru∫

Ω

ν

(
1 +

λ

2

(
∂v1(y, t)

∂y

)2
)m

∂v1(y, t)

∂y

∂φ(y, t)

∂y
+

∂v1(y, t)

∂t
φ(y, t) dω = 0, (5.2)

kde v1, φ ∈ V(Ω) = {f ∈ H1(Ω) : f = 0 |Γ3∪Γ4
4 }.

Bohuºel, jak si m·ºeme v²imnout, tak levá strana není ve tvaru bilineární
formy, tedy klasickou teorii pro lineární PDR nelze pouºít. Abychom se s tímto
problémem vypo°ádali, budeme °e²it jinou úlohu a jednoduchým numerickým
experimentem zjistíme, do jaké míry upravená úloha aproximuje tu p·vodní.

5.1.2 Linearizující algoritmus

M¥jme úlohu

(†)
∫
Ω

ν

(
1 +

λ

2

(
∂uk(y, t)

∂y

)2
)m

∂v1,k(y, t)

∂y

∂φ(y, t)

∂y
+

∂v1,k(y, t)

∂t
φ(y, t) dω = 0 ,

(5.3)
kde uk je libovolná funkce zH1(Ω) a v1,k, φ ∈ V(Ω) = {f ∈ H1(Ω) : f = 0 |Γ3∪Γ4}.

Nyní uº máme na levé stran¥ bilineární formu vzhledem k v1, φ a m·ºeme
jednodu²e provést výpo£et vyuºívající metody kone£ných prvk·. Otázkou v²ak
z·stává, jak zvolit funkci u, aby °e²ení (†) co nejlépe aproximovalo p·vodní úlohu.
Postup hledání této funkce popí²eme následovn¥:

0) jelikoº parametr λ je dle p°edpokladu malý, zvolme jako první hodnotu u0 = 0

1) pomocí u0vypo£teme z (†) funkci v1,k a u1 := v1,k

. . .

k) pomocí uk−1 vypo£teme z (†) funkci v1,k a kone£n¥ za v1 := v1,k

Funk£nost algoritmu posoudíme tak, ºe spo£ítáme ∥uk − uk−1∥. 5 Pokud je tato
hodnota dosti malá v porovnání s hodnotou ∥v1,k∥, lze usuzovat,ºe na²e idea je
�správná� a °e²ení úlohy (†) dostate£n¥ aproximuje p·vodní úlohu. 6

Vlastnosti algoritmu: Vý²e jsme zám¥rn¥ pouºili výrazu, ºe idea je �správná� .
Tato my²lenka není jasn¥ matematicky podloºená, tedy nemáme ºádný matema-
tický d·kaz konvergence. Pohybujeme se pouze v rovin¥ aproximativního nume-
rického °e²ení, kde hledáme pevný bod linearizijícího algoritmu. Jeho nalezení je
podmín¥no numerickou analýzou problému, která závisí na zvolených paramet-
rech úlohy. Nejprve zvolme konkrétní hodnoty parametr· ν = 0.1 a λ = 0.1,

4Symbolem f |Γ= 0 rozumíme Lf = 0, kde L je operátor stopy na Γ1
5Zavedeme si konvenci, ºe pokud nebude °e£eno jinak, rozumíme ∥f∥ = ∥f∥L2(Ω) =(∫

Ω
|f |2 dω

)2
.

6V p°ípad¥ Navier-Stokesových rovnic s konvektivním £lenem se standardn¥ pouºívá Newton-
Raphson·v algoritmus. Jeho interpretace a konvergence je v²ak dosti sloºitá otázka a v na²em
p°ípad¥ zbyte£ná.
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zkoumanou oblast Ω = (0, 1)2 � variabilitu této volby budeme zkoumat v dal²í
sekci kapitoly � a bude nás zajímat závislost konvergence na parametru m.

�ekneme, ºe linearizující algoritmus je monotónní, pokud:
∥u2k+2∥ > ∥u2k∥,∀k ∈ N & ∥u2k+1∥ < ∥u2k−1∥,∀k ∈ N

Tato situace nastává 7 pro m ∈ [−0.5,∞), a pro m < −0.5 monotónnost ne-
nastává. Toto monotónní chování ov²em je²t¥ nezaru£uje konvergenci, proto nás
budou zajímat pouze p°ípady, kdy rozdíl ∥u1 − u2∥ je dostate£n¥ �malý� , £ímº
máme na mysli situaci, kdy m ∈ [−0.5; 0.5]. Pro tyto hodnoty parametru m

nastává konvergence linearizujícího algoritmu ∥uk−uk−1∥
∥v1,k∥

→ 0 pro k → ∞ a od-
chylka od °e²ení pomocí pdepe je dána pouze aproximací metody kone£ných prvk·
v závislosti na síti a volb¥ prvk·.

V¥nujme je²t¥ pozornost diskusi ohledn¥ vztahu kinematické viskozity ν a
hodnoty tmax. Pro hodnoty ν blízké nule se linearizující algoritmus chová ²patn¥
a dochází k oscilaci. Pro strukturovanou sí´ nastává oscilace s konstantní ampli-
tudou a pro adaptovanou sí´ m·ºe nastat i tzv. blow up. Tato oscilace se v²ak
stává tlumenou, pokud dostate£n¥ prodlouºíme zkoumanou oblast Ω v £ase.

Jednoduchým numerickým testem zjistíme, ºe rychlostní pro�l pro dvojici
[ν, tmax] = [1, 1] je stejný 8 jako pro dvojici [ν, tmax] = [0.001, 1000], coº plyne ze
vztahu (5.3). Díky tomu m·ºeme pro libovoln¥ malou hodnotu ν naleznout tmax

takové, ºe linearizující algoritmus konverguje. Následnou vhodnou transformací
hodnoty ν m·ºeme p°evést p·vodní problém na nový pro oblast Ω = (0, 1)2.

5.1.3 Numerické výsledky prvního Stokesova problému me-

todou kone£ných prvk·

V této sekci budeme studovat n¥které vlastnosti linearizujícího algoritmu, kon-
krétn¥ monotonii v závislosti na parametru m a na hodnot¥ ymax.

Zave¤me si konvenci pro zjednodu²ení zápis·: V²echny fyzikálních veli£iny
budeme uvaºovat v základních jednotkách SI, a proto nebudeme tyto jednotky
explicitn¥ pouºívat v zápisu.

Nech´ tmax = ymax = 1 a m¥jme nejd°íve strukturovanou sí´ s 100× 100 uzly
na hranicích (20000 trojúhelník·), a poté adaptovanou sí´ (12145 trojúhelníku).
Parametr λ je dle p°edpokladu malý � uvaºujme λ = 0.1, ν = 0.02 a parametr
m = 0.2. Symbolem ∆k ozna£me relativní aproxima£ní chybu, konkrétn¥ ∆k =
∥uk−uk−1∥

∥uk∥
. Na obrázku (5.3) m·ºeme vid¥t pr·b¥h chybové funkce v1,k−uk−1, tím

jsme si experimentáln¥ ov¥°ili, ºe linearizující algoritmus opravdu konverguje k
n¥jakému p°ibliºnému °e²ení. Otázkou v²ak z·stává, do jaké míry se toto p°ibliºné
°e²ení shoduje s p°esným °e²ením? Odpov¥¤ nalezneme v konvergenci metody
kone£ných prvk·.

P°esné ur£ení aproximace MKP pro nelineární úlohu je dosti sloºitá prob-
lematika. Jediným vodítkem budou v na²em p°ípad¥ numerické experimenty,
které pro testovaná data více, £i mén¥ odpovídají konvergenci pro lineární úlohy.
Výsledky t¥chto numerických experiment· interpretujme takto:

7Uvaºujeme strukturovanou sí´. Pro adaptovanou sí´ je situace pon¥kud komplikovan¥j²í,
jelikoº pro n > 1 m·ºe nastat tzv. �blow up�. Na druhou stranu pro n ∈ [−0.5, 0.5] dává
adaptovaná sí´ mnohem rychlej²í numerickou konvergenci.

8p°enásobený pom¥rovou konstantou
tmax,1

tmax,2
= 1

1000 .
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1t0

y

1

(a) k = 1,∆2 = 4.5 · 10−3

1t0

y

1

(b) k = 3,∆8 = 1.0 · 10−5

Obrázek 5.3: Gra�cké znázorn¥ní chyby linearizujícího algoritmu, první problém.

Pokud pouºíváme P1 prvky, lze o£ekávat konvergenci s p°esností C1(h
1) a

pro P2 prvky C2(h
2). Hodnotu kladných konstant C1 a C2 lze zmen²it vhodnou

adaptivitou sít¥, proto budeme jen pro názornost uvaºovat C1 = C2 = 1. 9 V
prvním p°ípad¥ P1 prvk· lze tedy o£ekávat p°i strukturovaná síti 100×100 toler-
anci 0.01 a v p°ípad¥ P2 prvk· 0.0001. Pokud zkoumáme rozdíl aproximativního
°e²ení metodou kone£ných prvk· a °e²ení pomocí pdepe, p°i dostate£ném zjem-
n¥ní se vºdy pohybujeme práv¥ v této toleranci. M·ºeme tedy na základ¥ prove-
dené numerické analýzy a experiment· konstatovat, ºe pro hodnoty parametru
m ∈ [−0.5; 0.5] linearizující algoritmus aproximuje p°esné °e²ení v toleranci 0.01
u P1 prvk· a 0.0001 u P2 prvk·. Zkoumáme-li chování MKP pro adaptivní sí´,
m·ºeme dokonce, pro hodnoty m blízké nule, za krat²í výpo£etní £as obdrºet
stejnou aproximaci jako v p°i pouºití pdepe.

P°ejdeme tedy na dal²í £ást problému a pokusíme se dokázat, ºe s lehkou
újmou na obecnosti m·ºeme p°edpokládat okrajovou podmínku v1(ymax, t) = 0.
Dokáºeme, ºe problém na nekone£né oblasti 10 lze p°evést na oblast kone£nou
vhodným �o°íznutím�. Posuneme hodnotu ymax na dvojnásobek (5.4b) resp.
£ty°násobek (5.4c) a budeme zkoumat odchylku tohoto °e²ení v·£i p·vodnímu
(5.4a) pro ymax = 1, které je na obrázcích vyzna£eno £ernou £arou. Znázorn¥me
si je²t¥ chybu v1(y, t) pro ymax = 1, 2, 4 viz obrázek (5.5). Abychom mohli srovná-
vat, musíme v1(ymax = 1) dode�novat nulou na zbytku oblasti, která je pro
ymax = 2, 4 v¥t²í. Pro p°ehlednost ozna£me ∆2,4 = ∥v1(ymax = 1)− v1(ymax = 2)∥
a ∆1,4 = ∥v1(ymax = 1)− v1(ymax = 4)∥ .

9Bohuºel odhadování konvergentních konstant není zrovna nejjednodu²²í v¥c. Proto budeme
vycházet ze situace , kdy m = 0, tedy v p°ípad¥ newtonovské tekutiny, kdy známe p°esné °e²ení.
Pro P1 prvky jsou konstanty v závislosti na d¥lení oblasti C50 = 0.047, C100 = 0.033, C150 =
0.026 a v p°ípad¥ P2 prvk· je C50 = 0.06, C100 = 0.9 a C150 = 1.3. Pokud danou sí´ adaptujeme,
dostaneme p°i stejném po£tu element· sít¥ konstanty p°ibliºn¥ 10-krát men²í.

10Nekone£ná oblast je v tomto p°ípad¥ chápána z hlediska prostorové prom¥nné y. Hodnotu
tmax uvaºujeme konstantní.

11Pro názorná srovnání zobrazujeme izok°ivky � v²echny body této k°ivky mají stejnou
funk£ní hodnotu � a pouºíváme projekci z prostoru [t, y, z] na rovinu [t, y]. Hodnoty z = v1(y, t)
jsou znázorn¥ny barvami RGB typu, kde �alová barva odpovídá hodnot¥ 1 a £ervená barva
hodnot¥ 0.
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(a) ymax = 1
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(c) ymax = 4

Obrázek 5.4: �e²ení MKP pro r·zné hodnoty ymax.
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1t0
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2

(a) ∆1,2 = 3, 5 · 10−7

1t0

y

4

(b)
∆1,4 = 5, 2 · 10−7

Obrázek 5.5: Gra�cké znázorn¥ní chyby p°i zv¥t²ení hodnoty ymax, první problém.
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Z numerických experiment· tedy plyne, ºe omezení p·vodního poloprostoru na
kone£nou oblast Ω, kde uvaºujeme p°idanou okrajovou podmínku v1(ymax, t) = 0
pro dostate£n¥ velkou hodnotu ymax, má minimální vliv a tedy °e²ení úlohy (†)
m·ºeme povaºovat za dostate£n¥ aproximující p·vodní úlohu.

5.1.4 Numerické výsledky druhého Stokesova problému

metodou kone£ných prvk·

V p°ípad¥ druhého Stokesova problému je situace velice podobná, a jak se dalo
o£ekávat, dojdeme ke stejnému záv¥ru jako v p°ípad¥ prvního Stokesova problé-
mu. Pro srovnání v²ak uvedeme n¥kolik názorných ilustrací. Hodnoty parametr·
jsou Ω = (0, 10)2, ν = 0.2,m = 0.2. V tomto p°ípad¥ jsme pouºili adaptovanou
sí´, která dává rychlej²í konvergenci.

1t0

y

1

(a) k = 1,∆2 = 7.2 · 10−6

1t0

y

1

(b) k = 3,∆8 = 6.0 · 10−12

Obrázek 5.6: Gra�cké znázorn¥ní chyby linearizujícího algoritmu, druhý problém.
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Obrázek 5.7: �e²ení MKP pro r·zné hodnoty ymax.
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(a) ∆1,2 = 3, 5 · 10−7
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(b)
∆1,4 = 5, 2 · 10−7

Obrázek 5.8: Gra�cké znázorn¥ní chyby p°i zv¥t²ení hodnoty ymax, druhý problém.
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5.2 Výsledky dosaºených pomocí softwaru Mat-
lab R2007b

5.2.1 Explicitní model

V této sekci budeme srovnávat výsledky získané pomocí linearizujícího algorit-
mu naprogramovaného ve freewaru pro MKP �Freefem++ � a komer£ním soft-
warem Matlab, kde zabudovaná funkce pdepe viz [11] umoº¬uje °e²it parabolické
£i eliptické evolu£ní úlohy s jednou prostorovou dimenzí, tedy typu prvního a
druhého Stokesova problému pro explicitní model (1a). Získané výsledky budeme
porovnávat gra�cky a po£etn¥ pomocí softwaru Matlab.

Srovnání výsledk· z programu Freefem++ dosáhneme tak, ºe si necháme vyp-
sat hodnoty °e²ení ve stejné m°íºce, jako pouºívá Matlab. Obsahem plochy °e²ení
rozumíme hodnotu S = ∥v1∥ = (

∫
Ω
|v1|2 dω)

1
2 . Tento výpo£et je zprost°edkován

zabudovanou funkcí v programu Matlab trapz, která umoº¬uje výpo£et integrálu
pomocí lichob¥ºníkové metody.

Ohledn¥ kinematické viskozity ν = µ
ρ
ud¥lejme následující pozorování. Uvaºme

konstantní hustotu ρ = 1000 a srovnáme výsledky pro ν = 0.001 resp. ν = 0.1
pro Ω100 = (0, 1)× (0, 100) resp. Ω1 = (0, 1)× (0, 1). Ostatní parametry uvaºme
m = 0.4 a λ = 0.1.
Tento výsledek z obrázku (5.9a) a (5.9b) byl vypo£ítán na síti t× y = 101× 101.
Jak lze vid¥t, rozdíl prvního p°ípadu a druhého (p°enásobeného pom¥rovou kon-
stantou 1

100
= tmax,1

tmax,2
£iní pouze 4.1 · 10−8, tedy relativní odchylka je 1.5 · 10−7.

Stejnou situaci dostaneme i pro ostatní m ∈ [−0.5;∞). Obdobná aproximace viz
obrázek (5.9c) nastává i v programu Freefem++ pro m ∈ [−0.5;∞), kde nap°.
relativní odchylka pro m = 0.4 od °e²ení pro pdepe je 8.2 · 10−5.

Proto s lehkou újmou na obecnosti m·ºeme zvolit libovolnou hodnotu ν (s
ohledem na hodnotu tmax). Nyní srovnáme °e²ení v t¥chto dvou programech a
budeme se zabývat jejich odchylkou pro r·zné hodnoty parametru m.

Dosp¥jeme k zajímavým záv¥r·m. Pro m > 0.5 linearizující algoritmus os-
ciluje a konvergence není zaji²t¥ná, nicmén¥ jak lze vid¥t na obrázku (5.9d), kde
vykreslujeme rozdíl °e²ení pro pdepde a MKP, pro m ∈ [−0.5; 0.5] linearizující al-
goritmus dává dobrou konvergenci a p°esnou aproximaci. Bohuºel pro m < −0.5
funkce pdepe v programu Matlab za£ne dávat ²patné výsledky a stejn¥ tak i lin-
earizující algoritmus v programu Freefem++.

Na obrázku (5.10a) a (5.10b) m·ºeme vid¥t, jak p°i zjemn¥ní sít¥ pro m =
−0.7 °e²ení pdepe diverguje a posunuje sm¥rem k nulovému °e²ení, nap°. p°i
zjemn¥ní na 1001× 1001 je S = 0.1088. Obdobná situace nastává i pro MKP.

Rozeberme nyní vztah tenzoru nap¥tí T a symetrické £ásti gradientu rychlosti
D. Jak uº bylo °e£eno, pro m ∈ (0,∞) nastává shear thickening a pro m ∈
(−0.5; 0) shear thinining. Na²e výsledky budeme porovnávat gra�cky s p°ípadem
newtonovské tekutiny, kdy m = 0 a ν = ν0 = 0.1, tedy pom¥r ∥T∥

∥D∥ = 50 je
konstantní.
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(a) pdepe: ν = 0.001, tmax = 100, S = 26.9658
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(b) pdepe: ν = 0.1, tmax = 1, S = 0.269658
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(c) MKP: ν = 0.1, tmax = 1, S = 0.269636
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(d) Rozdíl °e²ení pdepe a MKP, S = 8.2 · 10−5

Obrázek 5.9: �e²ení pro pdepe a MKP.
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(a) n = −0.7, t× y = 812, S = 0.3710
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(b) n = −0.7, t× y = 1612, S = 0.3045

Obrázek 5.10: Degenerace °e²ení pro n < −0.5.
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∥D∥ je konstantní

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

y

(b) °e²ení pro m = 2 - thickening

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

y
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Obrázek 5.11: Chování pro r·zné hodnoty parametru m.
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5.2.2 Implicitní model

�e²ení implicitního modelu (1b) není triviální a nena²el jsem ºádný zp·sob, jak
tento problém °e²it p°ímo � podobn¥ jak v p°ípad¥ explicitního modelu. Nicmén¥
diskretizací v prostorové prom¥nné y na n hladin p°evedeme soustavu PDR

ρ
∂v1(y, t)

∂t
=

∂τ(y, t)

∂y
, (5.4a)

1

2

∂v1(y, t)

∂y
= α

(
1 + βτ 2(y, t)

)n
τ(y, t) , (5.4b)

v1(0, t) = v0 , (5.4c)
v1(y, 0) = 0 , (5.4d)

lim
y→∞

v(y, t) = 0 , (5.4e)

na soustavu n ODR a n algebraických rovnic. Kv·li p°ehlednosti zave¤me zna£ení
u(y, t) := v1(y, t). Pro existenci a jednozna£nost °e²ení jednotlivých ODR pot°e-
bujeme aspo¬ spojitost v £ase, tato podmínka ov²em pro v1(0, t) pro t ∈ [0, tmax]
není spln¥na u nuly. Proto budeme muset modi�kovat po£áte£ní podmínku
v1(0, 0) = 0 na podmínku v1(0, 0) = 1, tedy budeme uvaºovat po£áte£ní okrajovou
podmínku u1(t) = 1,∀t ∈ [0, tmax]. 12 Pro ostatní un(t) tento problém nenastává
a m·ºeme uvaºovat po£áte£ní podmínky ui(0) = 0, ∀i = 2, 3, . . . n, coº odpovídá
podmínce v1(y, 0) = 0 a obdobn¥ τ(y, 0) = 0, tedy τi(0) = 0, ∀i = 1, 2, . . . n.
Implementaci horní okrajové podmínky v1(ymax, t) = 0,∀t ∈ [0, tmax] realizujeme
podmínkou v1,n = 0, coº implikuje podmínku τ(ymax, t) = 0, ∀t ∈ [0, tmax], tedy
τn(t) = 0.

V diskretizaci prostorové prom¥nné pouºijeme Eulerovu zp¥tnou metodu.
Hodnotu dy volíme jako ymax

n
. Dostáváme tedy soustavu

0 = 1− u1(t) ,

∂u2(t)

∂t
=

τ2(t)− τ1(t)

ρ dy
,

. . .

∂un−1(t)

∂t
=

τn−1(t)− τn−2(t)

ρ dy
,

0 = τn(t) ,

0 =
u1(t)− u2(t)

2 dy
+ α

(
1 + β(τ1(t))

2
)n

τ1(t) ,

. . .

0 =
un−1(t)− un(t)

2 dy
+ α

(
1 + β(τn−1(t))

2
)n

τn−1(t) ,

0 = un(t) ,

u1(t) = 1,∀t ∈ [0, tmax] ,

ui(0) = 0,∀i = 2, 3, . . . n ,

τi(0) = 0,∀i = 1, 2, . . . n .

12Druhá moºnost modi�kace je zachování po£áte£ní podmínky a eliminace okrajové. Tedy
u1(0, 0) = 0 a u1(0, t) = 1−ε(t),∀t ∈ (0, tmax], kde ε(t) konverguje velice rychle k 0 pro t → ∞.
Tuto moºnost ale dostaneme, vezmeme-li jako první hladinu funkce v1(y, t) jako u2(y, t).
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Tímto jsme dostali soustavu diferenciálních algebraických rovnic (DAE), která
je pomocí zabudované funkce ode15s viz [10] v programu Matlab °e²itelná pro
n ∈ [−0.5;∞). Pro n < −0.5 nastává stejná degenerace jako v p°ípad¥ explic-
itního modelu. Co se tý£e parametr· úlohy, konkrétn¥ parametru α, nem·ºeme
být tak variabilní jako v p°ípad¥ explicitního modelu. Nicmén¥ i tady funguje
podobná transformace, coº plyne z (5.4a). �e²ení pro dvojici [α, tmax,1] = [1, 100]
obrázek (5.12a) odpovídá � aº na pom¥rovou konstantu tmax,1

tmax,2
� °e²ení pro dvo-

jici [α, tmax,2] = [10, 1000] obrázek (5.12b). Dal²í parametry zvolme bez újmy na
obecnosti β = 0.1 a n = 0.4.
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Obrázek 5.12: Ukázkové °e²ení pro implicitní model.
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Záv¥r

Problematika nenewtonovských tekutin je v sou£asnosti velice populárním té-
matem matematického modelování. Umoº¬uje popsat chování r·zných tekutin a´
uº ve v¥d¥, léka°ství £i v pr·myslu. Existuje nep°eberné mnoºství model·, které
lépe, £i h·°e popisují chování reálných materiál·. Jeden z ukázkových problém·
pro studium model· je jednoduchý smyk. První a druhý Stokes·v problém jsou
typickými p°edstaviteli jednoduchého smyku a skýtají ideální analýzu, a´ uº pro
spojité oscila£ní chování � druhý Stokes·v problém, tak p°i nespojitém chování
� první Stokes·v problém.

Inova£ní pojetí v p°ípad¥ implicitního modelu (1b) navíc otevírá dal²í moºnos-
ti popisu chování nenewtonovských tekutin. Tato práce by m¥la slouºit nejen jako
analýza dal²ího mocninného modelu, ale i jako inspirace pro zkoumání implicit-
ních a jiných forem konstitutivních vztah·. V na²em p°ípad¥ vede implicitní forma
modelu na soustavu DAE. Nesetkáváme se tedy, jako v p°ípad¥ klasické formulace
konstitutivního vztahu, s PDR, které po prostorové diskretizaci vedou na system
ODR, nýbrº s pom¥rn¥ sloºitou a obecn¥ mén¥ známou teorii DAE.

V neposlední °ad¥ se v¥nujeme problematice space-time discretization neboli
prostoro£asové diskretizaci, kdy uvaºujeme £as jako dal²í prostorovou prom¥nnou.
Dle mn¥ dostupných informací nelze p°edem ur£it, zda je tento zp·sob nahlíºení
lep²í neº klasický zp·sob diskretizace v £ase a p°evedení na soustavu ODR. Proto
m¥ v p°ípad¥ prvního Stokesova problému, kde pracujeme s nespojitým chování
v £ase t = 0, napadla my²lenka °e²it tuto úlohu £asoprostorovou diskretizací s
vyuºitím metody kone£ných prvk·, která je ve dvou dimenzích spolu s moºnou
adaptivitou sít¥ velice silným numerickým nástrojem. Linearizující algoritmus,
který jsem pro tuto úlohu vymyslel, je postavený na jednoduché my²lence a v¥°ím,
ºe by se dal pouºít i so�stikovan¥j²í p°ístup. Nicmén¥ tato problematika nebyla
cílem mojí práce, proto zde není podrobn¥ji diskutována.

Záv¥rem bych zmínil, ºe jsme vy°e²ili první a druhý Stokes·v problém na
kone£né oblasti pro uvaºované dva modely a parametry n,m ≥ −0.5. Provedli
jsme analýzu, kdy m·ºeme zam¥nit nekone£nou oblast za kone£nou a zkoumali
jsme chování linearizujícího algoritmu pro p°ípad prostoro£asové diskretizace na
explicitním modelu (1a), která nám pro ur£ité hodnoty parametru m dávala p°es-
n¥j²í aproximaci.
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