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Úvod

První kosmickou sondou, která se p°iblíºila Merkuru, byl Mariner 10, jenº v letech
1974/75 b¥hem svých t°í pr·let· okolo planety zmapoval p°ibliºn¥ 40 % aº 45 %
povrchu. B¥hem t¥chto pr·let· také nam¥°il slabé magnetické pole. Spole£n¥ s
pozd¥j²ími pr·lety sondy Messenger ukázal, ºe se hranice magnetosféry nachází
relativn¥ blízko k povrchu planety. Dále objevil, ºe má Merkur velké ºelezné jádro.
Druhou a sou£asn¥ poslední sondou vyslanou k Merkuru je Messenger (MErcury

Surface, Space ENvironment, GEochemistry and Ranging). Po vypu²t¥ní v roce
2004 podnikl krom pr·let· kolem Venu²e t°i pr·lety kolemMerkuru a následn¥ byl
18. b°ezna 2011 naveden na jeho ob¥ºnou dráhu. B¥hem dvou pr·let· v roce 2008
a t°etího v roce 2009 Messenger nasbíral d·kazy podporující teorii tekutého jádra.
Dal²í misí, momentáln¥ stále ve fázi plánování, je BepiColombo, spole£ný projekt
Evropské Vesmírné Agentury (ESA) a Japonské agentury pro letecký pr·zkum
(JAXA). P°edpokládaný start je momentáln¥ ur£en na rok 2014 s plánovaným
dosáhnutím orbity v roce 2020. Plánovaná povrchová sonda (Mercury Surface

Element, MSE) byla pro technologické potíºe a rozpo£tová omezení zru²ena.
Merkur je nejmen²í planetou slune£ní soustavy a zárove¬ je planetou Slunci

nejbliº²í s ob¥ºnou dobou 87,9 dní. Doba rotace je 58,6 dne. Nemá ºádný p°iro-
zený satelit a jeho zmapovaný povrch p°ipomíná m¥sí£ní krajinu, av²ak existují
d·kazy o tektonické aktivit¥. P°edpokládá se velké tekuté jádro s moºností exis-
tence malého pevného vnit°ního jádra. Vnit°ní struktura je ur£ena na základ¥
jednoduchých fyzikálních princip· a srovnání se Zemí.

Z jiº prob¥hlých m¥°ení vesmírných sond je z°ejmé, ºe magnetické pole Mer-
kuru je velmi slabé, p°ibliºn¥ 1 % síly Zemského magnetického pole. Jádro je
alespo¬ £áste£n¥ kapalné a krom¥ ºeleza obsahuje i leh£í prvky. Magnetické pole
Merkuru je slabé a dominantn¥ dipolární, a£koliv teorie i numerické simulace pla-
netárních dynam pro Merkur p°edpovídají spí²e multipolární reºim. K vysv¥tlení
bylo navrºeno n¥kolik r·zných alternativ. Jednou z nich je model dynama s vel-
kým vnit°ním jádrem [1], ve kterém je slabé pole výsledkem omezení na konvekci
pouze v malé £ásti tekutého objemu jádra. Dal²ím moºným vysv¥tlením je, ºe
vzhledem k tenkému plá²ti je magnetohydrodynamická (MHD) aktivita ovlivn¥-
na vn¥j²ím polem, jeº reguluje p°echod mezi dipolárním a multipólovým reºimem
[5]. Toto vn¥j²í pole je indukováno proudy v magnetosfé°e. Krom¥ jiných, exo-
ti£t¥j²ích, vysv¥tlení (nap°. termo-elektrické dynamo), bylo k vysv¥tlení slabého
magnetického pole navrºeno Christensenem [4] dynamo operující pouze v £ásti
kapalného jádra, a p°ekryté vysoce vodivou, ale termáln¥ stabiln¥ strati�kovanou
vrstvou. Tento návrh je motivován termáln¥-evolu£ními modely, které nazna£ují,
ºe tepelný tok skrz hranici jádra a plá²t¥ je sub-adiabatický. Dynamo je tedy
"pouze ve vnit°ním jád°e a dynamem generované pole se musí ²í°it skrz stabiln¥

strati�kovanou ºeleznou vrstvu"[4].
V této práci vycházím z posledn¥ zmín¥ného modelu Christensenova. Vzhle-

dem k pomalé rotaci Merkuru ve výsledném magnetickém poli p°evládají malé,
£asov¥ velmi prom¥nlivé sloºky. Pole dynama se pak ²í°í skrz stabiln¥ vodivou
oblast, kde jsou tyto £asov¥ prom¥nlivé £ásti siln¥ zeslabené skin e�ektem, zatím-
co slab¥ £asov¥ prom¥nlivé dipólové a kvadrupólové sloºky projdou skrz. Tento
model vysv¥tlený v jiº zmín¥ném £lánku [4] "dává odhady, které lze ov¥°it probí-
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hajícími a plánovanými vesmírnými misemi (Messenger, BepiColombo)".
Vzhledem k malé velikosti vnit°ního magnetického pole Merkuru ve srovnání se

Zemí a blízkosti Slunce hraje významn¥j²í roli téº pole magnetosféry ??. �asové
zm¥ny magnetosférického pole také indukují sekundární proudy v plá²ti, které
mohou p°ispívat ohmickou disipací k tepelné bilanci planety.

Cílem této práce je kvali�kovan¥ odhadnout moºný vliv jouleovského zah°í-
vání (neboli ohmické disipace) zp·sobeného £asovými zm¥nami jak vn¥j²ího, tak
vnit°ního pole na plá²´ovou konvekci Merkuru. Získané výsledky následn¥ porov-
náváme s existujícími odhady zah°ívání plá²t¥ jinými zp·soby (rozpad radioak-
tivních prvk·, slapové zah°ívání).

Práce je strukturovaná následovn¥. V první kapitole rozebíráme matematický
model a odvozujeme d·leºité vztahy pouºité p°i výpo£tech. V druhé kapitole pak
uvádím výsledky zvlá²´ pro vn¥j²í pole a zvlá²´ pro vnit°n¥ buzené magnetic-
ké pole. V p°íloze A v¥nuji pozornost uºite£ným vztah·m pro Besselovy funkce
prvního a druhého druhu a v p°íloze B vztah·m pro sférické harmonické funkce.
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1. Matematická formulace

V této kapitole se v¥nujeme popisu matematického modelu °e²ené úlohy. Uvaºu-
jeme sférickou vrstvu s po £ástech konstantní vodivostí v nevodivém prostoru. Z
omezení na vodivosti plyne, ºe °e²íme úlohu pro sféricky symetrický vrstevnatý
model (ná£rtek viz 1.1).

Dále vycházíme ze soustavy Maxwellových rovnic v kvazistacionárním tvaru:

∇. ~E = 0, (1.1)

∇. ~B = 0, (1.2)

∇× ~E +
∂

∂t
~B = 0, (1.3)

∇× ~B = µ0
~j. (1.4)

Zde ~E, resp. ~B zna£í elektrickou intenzitu, resp. magnetickou indukci pole, µ0 per-
meabilitu a ~j objemovou hustotu elektrického proudu. P°ehled pouºitého zna£ení
je uveden na konci této práce.

1.1 Odvození Helmholtzovy rovnice

Uvaºujme obecnou vrstvu s z na²eho sférického modelu 1.1. Dále p°edpokládejme
platnost Ohmova zákona v podob¥

~j = σs ~E. (1.5)

Jak jiº bylo zmín¥no, p°edpokládáme σs pro kaºdou vrstvu konstantní. Aplikací
rotace na rovnici (1.4) p°ejdeme k rovnici

∇×∇× ~B = µ0σs∇× ~E. (1.6)

Vyuºitím identity vektorové analýzy (uvedena pro obecné vektorové pole ~A)

∇×∇× ~A = ∇(∇. ~A)−∆ ~A, (1.7)

Faradayova zákona (1.3) a bezdivergentnosti pole (1.2) p°ejdeme k vlnové rovnici

∆ ~B − µ0σs
∂

∂t
~B = 0. (1.8)

Provedeme-li £asovou derivaci na harmonickou £asovou závislost pole

~B(~r, t) = 2<
[
~̂B(r) exp(−iωt)

]
, (1.9)

p°i£emº st°í²ku pro jednoduchost dále nepí²eme, a pouºijeme ozna£ení k2
s =

iµ0σsω dostaneme kone£ný vztah

∆ ~B + k2
s
~B = 0, (1.10)

známý jako Helmholtzova rovnice.
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Obrázek 1.1: Ná£rtek pouºitého vrstevnatého modelu s hrani£ními polom¥ry r0

(spodní hranice) a rp (svrchní hranice). Ve vrstv¥ ohrani£ené polom¥ry (rs−1,rs)
p°edpokládáme konstantní vodivost σs.

1.2 Sloºky vektoru magnetické indukce

Vektor magnetického pole uvnit° vodi£e lze popsat sou£tem nekone£né °ady ob-
sahující sférické Besselovy funkce I. a II. druhu a sférické harmonické funkce:

~B =
∞∑
j=1

j∑
m=−j

j+1∑
l=j−1

αljmwl(kr)~Y
l
jm(ϑ, ϕ), (1.11)

p°i£emº koe�cienty α jsou po vrstvách konstantní. Zde chápeme zápis αljmwl ja-
ko lineární kombinaci sférických Besselových funkcí I. a II. druhu °ádu l. Krátké
shrnutí vztah· pro sférické Besselovy funkce uvádím v Dodatku A.

Nebudeme uvaºovat toroidální pole, které ve sféricky symetrickém modelu
m·ºe být buzeno pouze na spodní hranici oblasti. P°edpokládáme, ºe jouleovské
teplo generované toroidálním polem dynama bude °ádov¥ srovnatelné s efektem
pole poloidálního. Nadále tedy pokládáme αjjm = 0. Z podmínky na spln¥ní (1.2)
dostaneme vztah mezi koe�cienty α:

αj+1
jm = −

√
j

j + 1
αj−1
jm . (1.12)

V nevodivé oblasti lze elektromagnetické pole jednozna£n¥ popsat skalárním mag-
netickým potenciálem

U = rp
∞∑
j=1

j∑
m=−j

[(
r

rp
)jG

(e)
jm + (

rp
r

)j+1G
(i)
jm]Yjm(ϑ, ϕ), (1.13)

kde G(e)
jm, resp. G

(i)
jm, jsou p°ísp¥vky vn¥j²ího, resp. vnit°ního pole a r > rp je

radiální vzdálenost. Potom

~B = −∇U = −
∞∑
j=1

j∑
m=−j

[
√
j(2j + 1)(

r

rp
)j−1G

(e)
jm
~Y j−1
jm (ϑ, ϕ)
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+
√

(j + 1)(2j + 1)(
rp
r

)j+2G
(i)
jm
~Y j+1
jm (ϑ, ϕ)]. (1.14)

Ze vztahu (1.12) mezi koe�cienty α a p°i znalosti rekurzí pro sférické Besselovy
funkce (A.12) aº (A.14) získáme vyjád°ení radiální sloºky pole

~er. ~Bs =
∑
jm

√
j

2j + 1
αj−1
jm [wj−1(ksr) + wj+1(ksr)]Yjm(ϑ, ϕ)

=
∑
jm

√
j(2j + 1)αj−1

jm

wj(ksr)

ksr
Yjm(ϑ, ϕ) (1.15)

a te£né sloºky pole

~er × ~Bs = i
∑
jm

√
j + 1

2j + 1
αj−1
jm [wj−1(ksr)−

j

j + 1
wj+1(ksr)]~Y

j
jm(ϑ, ϕ)

= i
∑
jm

√
2j + 1

j + 1
αj−1
jm

1

ksr

d

dr
(rwj(ksr))~Y

j
jm, (1.16)

uvnit° s-té vrstvy. Zavedení funkcí odpovídajících horizontální, resp. vertikální,
sloºce pole, které jsou lineární kombinací sférických Besselových funkcí I. a II.
druhu,

hjm(r) := αj−1
jm

1

ksr
wj(ksr) (1.17)

tjm(r) :=
d

dr
(rwj(ksr))

αj−1
jm

ks
(1.18)

vede na jednodu²²í zápis vztah· pro radiální (1.15) a te£nou (1.16) sloºku:

~er. ~Bs =
1

r

∑
jm

√
j

2j + 1
hjm(r)Yjm, (1.19)

~er × ~Bs =
i

r

∑
jm

√
j + 1

2j + 1
tjm(r)~Y j

jm. (1.20)
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1.3 Maticová formulace

V této sekci vycházíme z £lánku [2] a odvodíme vztah mezi polem na povrchu a
spodní hranici °e²ené oblasti.
Pokud si rozepí²eme funkce hjm(r) a tjm(r) z p°ede²lé sekce:

hjm(r) =
αj−1
jm

ks
wj(ksr) = asjmjj(ksr) + bsjmyj(ksr) (1.21)

tjm(r) = asjm
d

dr
(rJj(ksr)) + bsjm

d

dr
(ryj(ksr)) (1.22)

vidíme, ºe k nim m·ºeme p°istupovat v maticovém vyjád°ení(
hjm
tjm

)
(r) = Asj(r)

(
asjm
bsjm

)
, (1.23)

kde 2x2 matice Asj(r) obsahuje sférické Besselovy funkce I. a II. druhu a jejich
derivace

Asj(r) =

(
jj(ksr) yj(ksr)

d
dr

(rjj(ksr))
d
dr

(ryj(ksr))

)
. (1.24)

Pokud pro libovolnou vybranou vrstvu s vezmeme maticový vztah na dolní a
horní hranici, (

hjm
tjm

)
(rs−1) = Asj(rs−1)

(
asjm
bsjm

)
, (1.25)

(
hjm
tjm

)
(rs) = Asj(rs)

(
asjm
bsjm

)
, (1.26)

eliminací koe�cient· asjm a bsjm získáme maticový vztah pro funkce hjm(r) a tjm(r)
na jednotlivých hranicích uvaºované vrstvy(

hjm
tjm

)
(rs) = Asj(rs)[A

s
j(rs−1)]−1

(
hjm
tjm

)
(rs−1). (1.27)

Pokud na sebe postupn¥ naváºeme výrazy na jednotlivých vrstvách, dostaneme
vztah pro pole na spodní hranici °e²ené oblasti (polom¥r r0) a pole na povrchu
(polom¥r rp)

(
hjm
tjm

)
(rp) =

 − rp√
j(2j+1)

[jG
(e)
jm − (j + 1)G

(i)
jm]

−rp(j + 1)
√

j
2j+1

[G
(e)
jm +G

(i)
jm]

 = C.

(
hjm
tjm

)
(r0), (1.28)

kde jsme zavedli ozna£ení

C =
2∏

s=N

Bs, (1.29)

Bs = Asj(rs)[A
s
j(rs−1)]−1. (1.30)
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Na horní hranici jsme aplikovali spojitost horizontální a te£né sloºky ~B a
pouºili rozklad (1.14) do horizontální a te£né sloºky. Bs je p°enosová matice s-té
vrstvy a je dána výrazem (viz [2])

Bs
j =

(
Pj + z2Qj −Pj

Pj + z1Rj + z2Qj + z1z2Sj −Pj − z1Rj

)
z2, (1.31)

kde z1 = ksrs a z2 = ksrs−1. K°íºové sou£iny sférických Besselových funkcí jsou
dány rekurzemi:

Pj+1 = Sj +
j2

z1z2

Pj −
j

z1

Qj −
j

z2

Rj,

Qj+1 =
j

z1

Pj −
j + 2

z2

Pj+1 −Rj,

Rj+1 =
j

z2

Pj −
j + 2

z1

Pj+1 −Qj,

Sj+1 = Rj −
(j + 2)2

z1z2

Pj+1 −
j + 2

z1

Qj+1 −
j + 2

z2

Rj+1.

Po£áte£ní podmínky a kontrolní sou£in po kaºdé iteraci mají tvar:

P0 =
sin(z2 − z1)

z1z2

,

Q0 =
cos(z2 − z1)

z1z2

− sin(z2 − z1)

z1z2
2

,

R0 = −cos(z2 − z1)

z1z2

− sin(z2 − z1)

z2
1z2

,

S0 =
sin(z2 − z1)

z1z2

− cos(z2 − z1)

z2
1z2

+
cos(z2 − z1)

z1z2
2

+
sin(z2 − z1)

z2
1z

2
2

,

PjSj −QjRj =
1

z2
1z

2
2

.

Tento p°ístup rozebraný v [2] funguje spolehliv¥ pro zi ∼ 1, pro námi pouºívané
parametry je v²ak zi ∼ 10−3 a pro takové hodnoty uvedená metoda výpo£tu
z numerických d·vod· selhává s rostoucím stupn¥m j. Proto jsme se rozhodli
napo£ítat p°enosové matice ze vztahu (1.30) p°ímým vy£íslováním odpovídajících
sférických Besselových funkcí. Tvar matice Asj(rs) známe, viz (1.24).
Zave¤me do£asn¥ do konce této sekce ozna£ení

J1 = jj(z1), resp. J2 = jj(z2),

Y1 = yj(z1), resp. Y2 = yj(z2). (1.32)

V souladu s práv¥ zavedeným zna£ením bude mít matice [Asj(rs−1)]−1 tvar

[Asj(rs−1)]−1 =
1

J2Y ′2 − J ′2Y2

(
Y ′2 −Y2

−J ′2 J2

)
, (1.33)

v n¥mº £árkou u Besselovy funkce zna£íme derivaci po p°enásobení r, £ili J ′i =
d
dr

(rJi(ksr)). P°enosová matice tak dostane tvar

Bs = Asj(rs)[A
s
j(rs−1)]−1 =

1

J2Y ′2 − J ′2Y2

(
J1Y

′
2 − J ′2Y1 −J1Y2 + J2Y1

J ′1Y
′

2 − J ′2Y ′1 J2Y
′

1 − J ′1Y2

)
.

(1.34)
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V numerických výpo£tech vy£íslujeme Besselovy funkce pomocí voln¥ dostupné
knihovny slatec [17]. Jejich derivace pak vztahem odvozeným z A.12 aº A.14,
tudíº
d

dz
(zwj(z)) = zw′j(z)+wj(z) = wj(z)+z(wj−1(z)−j + 1

z
wj(z)) = zwj−1(z)−jwj(z).

(1.35)

1.4 Výpo£et jouleovského tepla

V této sekci op¥t rozli²ujeme £asovou a frekven£ní oblast. Vycházíme ze vzorce
pro okamºitou hustotu výkonu magnetického pole

q =
1

µ2
0σ

(∇× ~B)2

=
1

µ2
0σ

[
(∇× ~̂B) exp(iωt) + (∇× ~̂B) exp(−iωt)

]2

=
1

µ2
0σ

[
(∇× ~̂B)2 exp(2iωt) + (∇× ~̂B

∗
)2 exp(−2iωt)

+2(∇× ~̂B).(∇× ~̂B
∗
)
]
. (1.36)

Protoºe nás zajímá st°ední hodnota p°es del²í £asový úsek, musíme hustotu
výkonu st°edovat p°es periodu T

q̄ =
1

T

T∫
0

qdt. (1.37)

Vzhledem k tomu, ºe první dva £leny okamºité hustoty výkonu jsou harmonické,
p°i integrování p°es periodu jsou nulové, tak pro st°ední hodnotu hustoty výkonu
dostáváme vztah

q̄ =
2

µ2
0σ

(∇× ~̂B).(∇× ~̂B
∗
). (1.38)

St°ední hodnota výkonu je objemový integrál hustoty výkonu

Q̄ =
∫
V
q̄dV. (1.39)

Pouºitím vzorc· pro sférické harmoniky (viz Dodatek B) získáme pro rotaci vek-
toru magnetického pole v s-té vrstv¥

(∇× ~B) =
∑
jm

αj−1[−iks
√
j + 1

2j + 1
wj ~Y

j
jm] + αj−1[iks

√
j

2j + 1
wj ~Y

j
jm]

=
∑
jm

ikswj ~Y
j
jm[−αj−1

√
j + 1

2j + 1
−
√

j

j + 1

√
j

2j + 1
αj−1]

=
∑
jm

−iksαj−1wj ~Y
j
jm

j + 1 + j√
(j + 1)(2j + 1)

=
∑
jm

−iksαj−1wj ~Y
j
jm

√
2j + 1

j + 1
. (1.40)

9



Díky tomu získáme jiº úhlov¥ nezávislý výraz pro st°ední hodnotu výkonu

Q̄ =
∑
jm

∫
r

2

µ2
0σ

∣∣∣∣∣−ikαj−1wj(kr)

√
2j + 1

j + 1

∣∣∣∣∣
2

r2dr

=
∑
jm

∫
r

2

µ2
0σ

∣∣∣−ikαj−1wj(kr)
∣∣∣2 2j + 1

j + 1
r2dr, (1.41)

kde samoz°ejm¥ k a σ chápeme jako po £ástech konstantní funkce nabývající
hodnot ks, σs na intervalech (rs−1, rs). Po dosazení z (1.17) nabyde výraz po£etn¥
p°ijatelného tvaru

Q̄ =
∑
jm

∫
r

2

µ2
0σ

∣∣∣−ik2hjm(r)
∣∣∣2 2j + 1

j + 1
r2dr

=
∑
jm

∫
r

2

µ2
0σ
|−µ0σwjhjm(r)|2 2j + 1

j + 1
r2dr

=
∑
jm

∫
r

2σw2
j |hjm(r)|2 2j + 1

j + 1
r2dr. (1.42)

Ve sférické symetrii po£ítané výrazy nezávisí na m, zavedeme tedy st°ední
výkon pro stupe¬ j

Q̄j :=
∫
r

2σw2
j |hjm(r)|2 2j + 1

j + 1
r2dr. (1.43)

Podobn¥ zavedeme st°ední hustotu výkonu pro stupe¬ j

q̄j :=
1

4πr2

[
2σw2

j |hjm(r)|2 2j + 1

j + 1
r2

]
. (1.44)

Hodnotu Q̄ vy£íslujeme numericky Rombergovou metodou. Tu realizujeme pro-
cedurami z [12], kde je metoda téº popsána.
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2. Výsledky

V této kapitole uvádíme výsledky numerických výpo£t· pro r·zné hodnoty pa-
rametr·. Uvaºujeme dvouvrstvý model pro vnit°ní pole (stabiln¥ strati�kovaná
vrstva a plá²´) a jednovrstvý model (pouze plá²´) pro vn¥j²í pole. V první £ás-
ti se v¥nujeme výsledk·m pro extern¥ buzené pole. Druhá £ást kapitoly je pak
v¥nována vnit°n¥ buzenému poli. Výpo£ty jsme provád¥li do stupn¥ j = 5. Pro
výpo£ty hustoty výkonu q̄j ve v²ech modelech jsme zvolili kanonickou hodnotu
amplitudy variací magnetického pole 0.01 T na svrchní, resp. spodní hranici. Díky
kvadratické závislosti výkonu na amplitud¥ pole lze výsledky snadno p°e²kálovat
na fyzikáln¥ relevantní hodnoty. Celkový tepelný výkon Q̄j jiº bere v úvahu rea-
listické odhady amplitud pole.

2.1 Vn¥j²í pole

Extern¥ buzeným polem máme na mysli pole indukované proudy v magnetosfé°e.
Uvaºujeme p°edev²ím nízkoperiodické p°ísp¥vky polí. Ve výpo£tech jsme pouºili
periodu jednoho dne, deseti dní, 59 dní (perioda rotace planety) a 88 dní (doba
ob¥hu). Hodnotu polom¥ru jádra (rcm) a polom¥ru planety (rp) jsme p°ejali z [3].

Polom¥r planety ... rp = 2 440 ×103m
Polom¥r jádra ... r0 = rcm = 1 900 ×103m

Jako vodivost v plá²ti σm jsme uvaºovali t°i r·zné, o °ád se li²ící, hodnoty
(10−3,10−2,10−1S.m−1), které odpovídají vodivosti pro silikátové materiály [11].
Pro budící pole jsme uvaºovali realistickou amplitudu variací magnetosférického
pole o velikosti 100nT [10].

S t¥mito vstupními parametry jsme provedli výpo£ty a do²li k hodnotám
jak pro hustotu výkonu q pro r·zné stupn¥, tak pro výsledný výkon v plá²ti. Na
obrázcích 2.1 aº 2.4 je vynesena hustota výkonu ve [W.m−3] v závislosti na radiální
sou°adnici r. Obrázky jsou ²kálované 0.01 T, tabulky jiº na amplitudu 100nT .
Jak je patrné z obrázk· 2.1 aº 2.4, vn¥j²í pole má nejv¥t²í vliv na zah°ívání blízko
povrchu planety a sm¥rem k jádru klesá, coº jist¥ není p°ekvapující. Pokud pro
zvolenou hodnotu periody porovnáme proh°ívání v závislosti na vodivosti zjistíme,
ºe °ádové zvý²ení hodnoty vodivosti odpovídá p°ibliºn¥ °ádovému nár·stu hustoty
výkonu.

Zm¥na periody se projeví výraznou zm¥nou hustoty výkonu, jelikoº ta je kva-
draticky nep°ímo úm¥rná zvolené period¥.
V tabulce 2.1 jsme shrnuli hodnoty výkon· pro celý plá²´ a realistickou ampli-
tudu. Z té je patrna p°ibliºn¥ lineární závislost na vodivosti plá²t¥ a pokles pro
rostoucí hodnoty periody.
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Obrázek 2.1: Zm¥na hustoty výkonu v závislosti na r (svislá osa) pro pe-
riodu T = 1 den a r·zné hodnoty vodivosti v plá²ti (od shora postupn¥:
10−3,10−2,10−1S.m−1). Kanonické ²kálování amplitudou 0.01 T.
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Obrázek 2.2: Zm¥na hustoty výkonu v závislosti na r (svislá osa) pro pe-
riodu T = 10 dní a r·zné hodnoty vodivosti v plá²ti (od shora postupn¥:
10−3,10−2,10−1S.m−1). Kanonické ²kálování amplitudou 0.01 T.
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Obrázek 2.3: Zm¥na hustoty výkonu v závislosti na r (svislá osa) pro periodu
rovnou period¥ rotace ∼ 59 dní a r·zné hodnoty vodivosti v plá²ti (od shora
postupn¥: 10−3,10−2,10−1S.m−1). Kanonické ²kálování amplitudou 0.01 T.
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Obrázek 2.4: Zm¥na hustoty výkonu v závislosti na r (svislá osa) pro periodu rov-
nou ob¥ºné dob¥ ∼ 88 dní a r·zné hodnoty vodivosti v plá²ti (od shora postupn¥:
10−3,10−2,10−1S.m−1). Kanonické ²kálování amplitudou 0.01 T.
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T σ j
[dny] [S.m−1] 1 2 3 4 5
1 10−1 7.35 18.24 30.18 41.78 52.38

10−2 1.28 2.92 4.54 5.98 7.23
10−3 0.13 0.29 0.46 0.60 0.73

10 10−1 1.28×10−1 2.92×10−1 4.54×10−1 5.98×10−1 7.23×10−1

10−2 1.29×10−2 2.94×10−2 4.56×10−2 6.01×10−2 7.26×10−2

10−3 1.29×10−3 2.94×10−3 4.56×10−3 6.01×10−3 7.26×10−3

59 10−1 3.71×10−3 8.45×10−3 1.31×10−2 1.73×10−2 2.09×10−2

10−2 3.71×10−4 8.45×10−4 1.31×10−3 1.73×10−3 2.09×10−3

10−3 3.71×10−5 8.45×10−5 1.31×10−4 1.73×10−4 2.09×10−4

88 10−1 1.67×10−3 3.80×10−3 5.89×10−3 7.76×10−3 9.38×10−3

10−2 1.67×10−4 3.80×10−4 5.89×10−4 7.76×10−4 9.38×10−4

10−3 1.67×10−5 3.80×10−5 5.89×10−5 7.76×10−5 9.38×10−5

Tabulka 2.1: P°ehledová tabulka výkon· v MW v plá²ti pro dané hodnoty para-
metr· a s realistickou amplitudou pole 100 nT.

2.2 Vnit°ní pole

Vnit°ním polem myslíme magnetické pole buzené dynamem v jád°e Merkuru.
Podle Christensenova modelu [4] je navíc v p°ípad¥ Merkuru jeho magnetické
pole buzeno pouze men²í, vnit°ní £ástí jádra. Z tohoto d·vodu jsme v modelu
po£ítali se stabiln¥ strati�kovanou vrstvou, pro jejíº hodnotu vodivosti σc jsme
uvaºovali dv¥ hodnoty, 105 a 106 S.m−1. Pro vodivostní model plá²t¥ jsme pouºili
stejné hodnoty jako p°i výpo£tech pro extern¥ buzené pole, £ili σm = 10−3,10−2 a
10−1S.m−1. �íselnou hodnotu polom¥ru vnit°ního jádra r0 jsme zvolili v souladu
s [4], takºe rozm¥rové parametry mají následující hodnoty:

Polom¥r planety ... rp = 2 440 ×103m
Polomer hranice jádra a plá²t¥ ... rcm = 1 900 ×103m
Vnit°ní pol. stab. stratif. vrstvy ... r0 = 1 200 ×103m

Jako periodu jsme zvolili hodnotu 10 000 let, jelikoº pro °ádov¥ niº²í hodnoty
periody neprojde dostate£ná £ást pole skrz stabiln¥ strati�kovanou vrstvu, vzhle-
dem k její vysoké vodivosti. Její tlou²´ka je dokonce v¥t²í neº tlou²´ka plá²t¥. Jak
vidno z obrázk· (2.5) pro vodivost σc = 105S.m−1 a (2.6) pro σc = 105S.m−1,
pro zvolené parametry modelu je hustota výkonu v plá²ti velmi nízká, p°i£emº
nejvýrazn¥j²í p°ísp¥vek je od dipólového £lenu. Pro zvolenou niº²í hodnotu vodi-
vosti ve stabiln¥ strati�kované vrstv¥ je dominance tohoto p°ísp¥vku výrazn¥j²í.
�ádová zm¥na vodivosti uvnit° stabiln¥ strati�kované vrstvy rovn¥º °ádov¥ ovliv-
ní výslednou velikost hustoty výkonu. Tabulka (2.2) zobrazuje p°ehled výkon· v
plá²ti. Budící amplituda byla p°e²kálována na pole 104nT .
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Obrázek 2.5: Zm¥na hustoty výkonu v závislosti na r (svislá osa) pro periodu
T = 10000 let, vodivost strati�kované vrstvy σ = 105S.m−1 a r·zné hodnoty
vodivosti v plá²ti (od shora postupn¥: 10−3,10−2,10−1S.m−1). Kanonické ²kálování
amplitudou 0.01 T.
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Obrázek 2.6: Zm¥na hustoty výkonu v závislosti na r (svislá osa) pro periodu
T = 10000 let, vodivost strati�kované vrstvy σ = 106S.m−1 a r·zné hodnoty
vodivosti v plá²ti (od shora postupn¥: 10−3,10−2,10−1S.m−1). Kanonické ²kálování
amplitudou 0.01 T.
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j
σc [S.m−1] σm [S.m−1] 1 2 3 4 5

105 10−1 6 842 927 186 44.2 11.6
10−2 684 92.7 18.6 4.42 1.16
10−3 68.4 9.27 1.86 0.44 0.12

106 10−1 435 101.6 33 11.6 4.17
10−2 43.5 10.1 3.29 1.16 0.42
10−3 4.35 1.01 0.33 0.12 0.042

Tabulka 2.2: P°ehledová tabulka výkon· v mW v plá²ti pro dané hodnoty para-
metr· a s realistickou amplitudou pole 104 nT. Buzení vnit°ním dynamem. σc,
resp. σm, uvádí vodivost ve strati�kované vrstv¥, resp. plá²ti.
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Záv¥r

V rámci této práce jsem nastudoval z dostupných materiál· poznatky o mag-
netickém poli Merkuru a jeho vývoji. Seznámil jsem se s teoriemi vysv¥tlující
nam¥°ené slabé pole planety. �e²il jsem Maxwellovy rovnice v kvazistacionárním
p°iblíºení pro vodivou sférickou vrstvu v nevodivém prost°edí a odvodil vztah
mezi magnetickým polem na dvou soust°edných sférách vypln¥ných po £ástech
konstantní vodivostí. Dále jsem odvodil vztah pro výpo£et jouleovského výko-
nu, resp. hustoty výkonu, které jsem následn¥ pro pouºité parametry numericky
vy°e²il.

Produkce tepla v plá²ti Merkuru vlivem radioaktivního rozpadu se na základ¥
chondritické koncentrace p°edpokládá 0.3 - 0.7 TW. Odhady maximální produkce
tepla díky slapovému zah°ívání jsou na základ¥ Maxwellovské reologie okolo 65
GW, odhady sou£ásné produkce se pak pohybují kolem 1 GW. Námi spo£ítaný
odhad se pohybuje °ádov¥ pod 10 MW pro vn¥j²í pole, v porovnání s kterým je
p°ísp¥vek vnit°ního pole zanedbatelný. Odhad tepelného toku na povrchu dle [3]
odpovídá 0.8 - 1 TW.

Z toho plyne, ºe sou£asné zah°ívání zp·sobené radioaktivním rozpadem prvk·
tvo°í mezi 30% a 90% z celkového odhadnutého toku na povrchu planety. Slapové
zah°ívání v sou£asnosti tvo°í asi 0.1% z celkového odhadnutého toku na povrchu
a námi zkoumané zah°ívání vlivem magnetických polí je v maximálním p°ípad¥
setinové v porovnání se slapovým zah°íváním a nem·ºe ovlivnit proud¥ní v plá²ti.
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A. Sférické Besselovy funkce

V této kapitole uvádíme p°ehled základních poznatk· a vztah· týkajících se sfé-
rických Besselových funkcí. Více se lze dozv¥det nap°íklad v [8], [13] a [14].

Následující sekce je volným p°ekladem z [13] a je odd¥lena uvozovkami.
"M¥jme Helmholtzovu rovnici, která se b¥ºn¥ zapisuje ve tvaru

∆ ~B + k2 ~B = 0, (A.1)

ve sférických sou°adnicích. Neboli pokud laplacián rozepí²eme ve sférických sou-
°adnicích

d2R

dr2
ΘΦ+

2

r

dR

dr
ΘΦ+

1

r2 sin2 φ

d2Θ

dϑ2
RΦ+

cosφ

r2 sinφ

dΦ

dφ
ΘR+

1

r2

d2Φ

dφ2
ΘR+k2RΘΦ = 0,

(A.2)
p°i£emº R(r), Θ(ϑ), Φ(φ) jsou funkce odpovídajících prom¥nných. Po vynásobení
rozepsané funkce (r2/RΘΦ) ,

r2

R

d2R

dr2
+

2r

R

dR

dr
+ k2r2 +

1

Θ sin2 φ

d2Θ

dϑ2
+

cosφ

Φ sinφ

dΦ

dφ
+

1

Φ

d2Φ

dφ2
= 0, (A.3)

vidíme, ºe rovnici lze °e²it separací prom¥nných. �e²me pro R a za separa£ní
konstantu zvolme n(n+ 1), £ili

r2

R

d2R

dr2
+

2r

R

dR

dr
+ k2r2 = n(n+ 1) (A.4)

a po vynásobení R a p°evedení £lenu z pravé strany dostáváme

r2 d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
+ [k2r2 − n(n+ 1)]R = 0. (A.5)

Coº je jiº tvar sférické Besselovy diferenciální rovnice. Ozna£íme-li navíc x = kr,
p°ejde rovnice do tvaru

x2 d2R

dx2
+ 2x

dR

dr
+ [x2 − n(n+ 1)]R = 0.” (A.6)

Dv¥ lineárn¥ nezávislá °e²ení této diferenciální rovnice se nazývají sférické
Besselovy funkce prvního, resp. druhého druhu (jn, resp. yn)([14], [9]) a jsou
de�nitoricky vztaºena s Besselovými funkcemi vztahy:

jn(x) =

√
π

2x
Jn+ 1

2
(x), (A.7)

yn(x) =

√
π

2x
Yn+ 1

2
(x) = (−1)n+1

√
π

2x
J−n− 1

2
(x). (A.8)

V p°ípad¥, kdy je n celé £íslo, lze sférické Besselovy funkce napsat téº pomocí
Rayleighových formulí [9]:
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jn(x) = (−x)n
(

1

x

d

dx

)n
sinx

x
, (A.9)

yn(x) = −(−x)n
(

1

x

d

dx

)n
cosx

x
. (A.10)

N¥kolik prvních sférických Besselových funkcí má tedy v takovém p°ípad¥
tvar:

j0(x) =
sinx

x

j1(x) =
sinx

x2
− cosx

x

j2(x) =
(

3

x3
− 1

x

)
sinx− 3 cosx

x2

y0(x) = −j−1(x) = −cosx

x

y1(x) = j−2(x) = −cosx

x2
− sinx

x

y2(x) = −j−3(x) =
(
− 3

x3
+

1

x

)
cosx− 3 sinx

x2
.

(A.11)

Pro Besselovy funkce platí následující rekurentní vztahy:

wj+1(z) + wj−1(z) =
2j + 1

z
wj(z) = 0 (A.12)

d

dz
wj(z)− j

z
wj(z) + wj+1(z) = 0 (A.13)

d

dz
wj(z) +

j + 1

z
wj(z)− wj−1(z) = 0. (A.14)
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B. Sférické harmonické funkce

V této kapitole uvádíme základní poznatky o sférickým harmonických funkcích.
Podrobnosti jsou k nalezení nap°íklad v ([8], [15] a [16]).

Sférické harmonické funkce Y m
j (ϑ, φ) jsou úhlovou £ástí °e²ení skalární Lapla-

ceovy rovnice
∆f(r, ϑ, φ) = 0, (B.1)

∆ΩYjm = −j(j + 1)Yjm, (B.2)

ve sférických sou°adnicích a jsou de�novány

Yjm(ϑ, φ) ≡

√√√√2j + 1

4π

(j −m)!

(j +m)!
Pm
j (cosϑ) exp(imφ), (B.3)

kde j = 0, ...,∞, m = −j, ..., j., p°i£emº j je stupe¬ a m °ád dané funkce.
Pm
j (cosϑ) jsou p°idruºené Legendrovy funkce svázané s Legendrovy polynomy
Pj(x) de�ni£ním vztahem (viz nap°. [8])

Pjm(x) =
√

(1− x2)m
dm

dxm
Pj(x). (B.4)

Legendrovy polynomy se £asto zapisují ve form¥ Rodrigueova vzorce

Pj(x) =
1

2nn!

dj

dxj
(x2 − 1)j (B.5)

Na jednotkové kulové plo²e jsou sférické harmoniky ortonormální

2π∫
0

π∫
0

Yjm(ϑ, φ)Y ∗j′m′(ϑ, φ) sinϑdϑdφ = δjj′δmm′ . (B.6)

Podobn¥, vektorové sférické harmonické funkce ~Y j
jm jsou úhlovou £ástí °e²ení

vektorové Laplaceovy rovnice,
∆~f = 0. (B.7)

Platí
∆Ω

~Y l
jm = −l(l + 1)~Y l

jm, (B.8)

a podmínka ortonormality

2π∫
0

π∫
0

~Y l
jm(ϑ, φ).~Y l′

j′m′(ϑ, φ) sinϑdϑdφ = δjj′δmm′δll′ . (B.9)

Lze snadno odvodit následující vztahy mezi vektorovými a skalárními sféric-
kými harmonickými funkcemi:

∇.[f(r).~Y j−1
jm ] =

√
j

2j + 1

(
d

dr
− j − 1

r

)
f(r)Yjm, (B.10)

∇.[f(r).~Y j+1
jm ] = −

√
j + 1

2j + 1

(
d

dr
+
j + 2

r

)
f(r)Yjm, (B.11)
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∇.[f(r).~Y j
jm] = 0, (B.12)

∇× [f(r).~Y j−1
jm ] = i

√
j + 1

2j + 1

(
d

dr
− j − 1

r

)
f(r)~Y j

jm, (B.13)

∇× [f(r).~Y j+1
jm ] = i

√
j

2j + 1

(
d

dr
+
j + 2

r

)
f(r)~Y j

jm, (B.14)

∇× [f(r).~Y j
jm] = i

√
j

2j + 1

(
d

dr
− j

r

)
f(r)~Y j+1

jm

+i

√
j + 1

2j + 1

(
d

dr
+
j + 1

r

)
f(r)~Y j−1

jm , (B.15)

kde f(r) je libovolná spojitá funkce závislá na r.
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Seznam pouºitých zkratek

~E ... vektor elektrické intenzity
~B ... vektor magnetické indukce pole
µ0 ... permeabilita vakua
σs ... vodivost s-té vrstvy
~j ... hustota proudu
ω ... úhlová frekvence
k ... vlnový vektor

αljm ... koe�cient alfa
wj(r) ... obecné ozna£ení sférických Besselových funkcí (w)
jn(r) ... sférické Besselovy funkce I. druhu
yn(r) ... sférické Besselovy funkce II. druhu

Yjm(ϑ, φ) ... skalární sférická harmonická funkce
Pjm(cosϑ) ... p°idruºené Legendrovy polynomy

Pj(x) ... Legendrovy polynomy
~Y l
jm(ϑ, φ) ... vektorové sférické harmonické funkce

U ... skalární magnetický potenciál
r ... radiální sou°adnice
r0 ... polom¥r spodní hranice
rcm ... polom¥r hranice jádra a plá²t¥
rp ... vn¥j²í polom¥r

G
(e)
jm ... komplexní harmonický koe�cient vn¥j²ího pole

G
(i)
jm ... komplexní harmonický koe�cient vnit°ního pole

(r, ϑ, φ) ... sférické sou°adnice
hjm(r) ... horizontální sloºka pole
tjm(r) ... vertikální sloºka pole

Bs ... p°enosová matice s-té vrstvy
C ... odezva systému

Asj(rs) ... matice vrstvy
Pj, Qj, Rj, Sj ... k°íºové sou£iny sférických Besselových funkcí

q ... hustota výkonu
q̄ ... st°ední hustota výkonu
Q ... výkon
Q̄ ... st°ední hodnota výkon·

R(r),Θ(ϑ),Φ(φ) ... funkce sférických prom¥nných
δij ... Kroneckerovo delta
d ... tlou²´ka plá²t¥
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