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Uvod

Prvni kosmickou sondou, ktera se ptiblizila Merkuru, byl Mariner 10, jenz v letech
1974/75 béhem svych tii prileti okolo planety zmapoval ptiblizné 40 % az 45 %
povrchu. Béhem téchto priletii také naméril slabé magnetické pole. Spole¢né s
pozdéjsimi prilety sondy Messenger ukazal, Ze se hranice magnetosféry nachézi
relativné blizko k povrchu planety. Dale objevil, Ze ma Merkur velké Zelezné jadro.
Druhou a soucasné posledni sondou vyslanou k Merkuru je Messenger (MFErcury
Surface, Space ENvironment, GFEochemistry and Ranging). Po vypusténi v roce
2004 podnikl krom priileti kolem Venuse tii prulety kolem Merkuru a nésledné byl
18. btezna 2011 naveden na jeho obéznou drahu. Béhem dvou priileti v roce 2008
a tfetiho v roce 2009 Messenger nasbiral diikazy podporujici teorii tekutého jadra.
Dalsi misi, momentélné stale ve fazi planovéni, je BepiColombo, spole¢ny projekt
Evropské Vesmirné Agentury (ESA) a Japonské agentury pro letecky prazkum
(JAXA). Predpokladany start je momentalné uréen na rok 2014 s planovanym
dosdhnutim orbity v roce 2020. Planovana povrchova sonda (Mercury Surface
Element, MSE) byla pro technologické potiZe a rozpo¢tova omezeni zruSena.

Merkur je nejmensi planetou sluneéni soustavy a zaroven je planetou Slunci
nejblizsi s obéznou dobou 87,9 dni. Doba rotace je 58,6 dne. Neméa zadny piiro-
zeny satelit a jeho zmapovany povrch pripomind mési¢ni krajinu, avsak existuji
diikkazy o tektonické aktivité. Pfedpoklada se velké tekuté jadro s moznosti exis-
tence malého pevného vnitiniho jadra. Vnitini struktura je urcena na zéklade
jednoduchych fyzikalnich principt a srovnani se Zemi.

7 jiz. probéhlych méfeni vesmirnych sond je zfejmé, ze magnetické pole Mer-
kuru je velmi slabé, pfiblizné 1 % sily Zemského magnetického pole. Jadro je
alespon ¢astecné kapalné a kromé Zeleza obsahuje i leh¢éi prvky. Magnetické pole
Merkuru je slabé a dominantné dipolarni, ackoliv teorie i numerické simulace pla-
netarnich dynam pro Merkur pfedpovidaji spiSe multipolarni rezim. K vysvétleni
bylo navrzeno nékolik riznych alternativ. Jednou z nich je model dynama s vel-
kym vnitinim jadrem [I], ve kterém je slabé pole vysledkem omezeni na konvekci
pouze v malé ¢asti tekutého objemu jadra. Dalsim moznym vysvétlenim je, Ze
vzhledem k tenkému plasti je magnetohydrodynamicka (MHD) aktivita ovlivné-
na vnéjsim polem, jez reguluje prechod mezi dipolarnim a multipélovym rezimem
[5]. Toto vné&jsi pole je indukovano proudy v magnetosfére. Kromé jinych, exo-
magnetického pole navrzeno Christensenem [4] dynamo operujici pouze v ¢asti
kapalného jadra, a prekryté vysoce vodivou, ale terméalné stabilné stratifikovanou
vrstvou. Tento navrh je motivovan termalné-evoluénimi modely, které naznacuji,
7e tepelny tok skrz hranici jadra a plasté je sub-adiabaticky. Dynamo je tedy
"pouze ve vnitinim jdadie a dynamem generované pole se musi SiFit skrz stabilné
stratifikovanou Zeleznou vrstvu"[4].

V této praci vychazim z posledné zminéného modelu Christensenova. Vzhle-
dem k pomalé rotaci Merkuru ve vysledném magnetickém poli prevladaji malé,
¢asové velmi proménlivé slozky. Pole dynama se pak $iii skrz stabilné vodivou
oblast, kde jsou tyto ¢asové proménlivé ¢asti silné zeslabené skin effektem, zatim-
co slabé casové proménlivé dipolové a kvadrupolové slozky projdou skrz. Tento
model vysvétleny v jiz zminéném ¢lanku [4] "ddvd odhady, které lze ovérit probi-



hagicimi a plénovangmi vesmirngmi misemi (Messenger, BepiColombo)".

Vzhledem k malé velikosti vnitiniho magnetického pole Merkuru ve srovnéani se
Zemi a blizkosti Slunce hraje vyznamnéjsi roli téz pole magnetosféry 7. Casové
zmény magnetosférického pole také indukuji sekundarni proudy v plasti, které
mohou prispivat ohmickou disipaci k tepelné bilanci planety.

Cilem této prace je kvalifikované odhadnout mozny vliv jouleovského zahii-
vani (neboli ohmické disipace) zpiisobeného ¢asovymi zménami jak vnéjsiho, tak
vnitiniho pole na plastovou konvekci Merkuru. Ziskané vysledky néasledné porov-
navame s existujicimi odhady zahiivani plasté jinymi zpusoby (rozpad radioak-
tivnich prvki, slapové zahiivani).

Préce je strukturovana nasledovné. V prvni kapitole rozebirdme matematicky
model a odvozujeme dulezité vztahy pouzité pii vypoctech. V druhé kapitole pak
uvadim vysledky zvlast pro vnéjsi pole a zvlast pro vnitiné buzené magnetic-
ké pole. V piiloze A vénuji pozornost uziteénym vztahtim pro Besselovy funkce
prvniho a druhého druhu a v priloze B vztahim pro sférické harmonické funkce.



1. Matematickid formulace

V této kapitole se vénujeme popisu matematického modelu fesené tlohy. Uvazu-
jeme sférickou vrstvu s po ¢astech konstantni vodivosti v nevodivém prostoru. Z
omezeni na vodivosti plyne, Ze feSime tlohu pro sféricky symetricky vrstevnaty
model (nacértek viz [L.1).

Dale vychazime ze soustavy Maxwellovych rovnic v kvazistaciondrnim tvaru:

V.E =0, (1.1)

V.B =0, (1.2)

v i+ B0 (1.3)
o '

V x B = o). (1.4)

Zde E , resp. B znaéi elektrickou intenzitu, resp. magnetickou indukeci pole, pg per-
meabilitu a j objemovou hustotu elektrického proudu. Prehled pouzitého znaceni
je uveden na konci této prace.

1.1 Odvozeni Helmholtzovy rovnice

Uvazujme obecnou vrstvu s z naseho sférického modelu Dale pfedpokladejme
platnost Ohmova zakona v podobé

—

Jak jiz bylo zminéno, predpokladame o, pro kazdou vrstvu konstantni. Aplikaci
rotace na rovnici (1.4)) pfejdeme k rovnici

V x V x B = o,V x E. (1.6)

-,

Vyuzitim identity vektorové analyzy (uvedena pro obecné vektorové pole A)
VxVxA=V(V.A) - AA (1.7)

Faradayova zakona (1.3 a bezdivergentnosti pole (1.2)) prejdeme k vlnové rovnici

. o -
AB — /L(]O'SaB = 0. (1.8)

Provedeme-li ¢asovou derivaci na harmonickou ¢asovou zavislost pole
B(7,t) = 2R | B(r) exp(—iwt)| , (1.9)

piitem? stifsku pro jednoduchost déle nepiSeme, a pouZijeme oznaceni k2 =
tiposw dostaneme konecény vztah

AB+ k2B =0, (1.10)

znamy jako Helmholtzova rovnice.



Obrazek 1.1: Nac¢rtek pouzitého vrstevnatého modelu s hrani¢nimi poloméry rg
(spodni hranice) a r, (svrchni hranice). Ve vrstvé ohranicené poloméry (rs_q,rs)
predpokladame konstantni vodivost oy.

1.2 Slozky vektoru magnetické indukce

Vektor magnetického pole uvniti vodice 1ze popsat souc¢tem nekonec¢né rady ob-
sahujici sférické Besselovy funkce I. a II. druhu a sférické harmonické funkce:

o J
B=3 > > auw(kn)Y, (), (1.11)
pricemz koeficienty « jsou po vrstvach konstantni. Zde chapeme zépis aémwl ja-
ko line4drni kombinaci sférickych Besselovych funkei I. a II. druhu fadu /. Kratké
shrnuti vztahu pro sférické Besselovy funkce uvadim v Dodatku A.

Nebudeme uvazovat toroidalni pole, které ve sféricky symetrickém modelu
muze byt buzeno pouze na spodni hranici oblasti. Pfedpoklddame, Ze jouleovské
teplo generované toroidalnim polem dynama bude fadové srovnatelné s efektem
pole poloidalniho. Nadale tedy pokladame a;:m = 0. Z podminky na splnéni ([1.2))
dostaneme vztah mezi koeficienty a:

ot = /jilagi;f. (1.12)

V nevodivé oblasti 1ze elektromagnetické pole jednoznac¢né popsat skalarnim mag-
netickym potencidlem

> J T e Tpy i

U=rp3 Y (G + (2P GRIYim(¥, 9), (1.13)
j=1m=—j p

kde G§~2, resp. Gg.?m jsou prispévky vnéjsiho, resp. vnitiniho pole a r» > r, je

radidlni vzdéalenost. Potom

B=-VU = =% 3 [il2j + DGR 0.9)



+ O+ D@+ LYY (0, 0)]. (1.14)

Ze vztahu ([1.12)) mezi koeficienty « a pii znalosti rekurzi pro sférické Besselovy
funkce (A.12) az (A.14) ziskime vyjadfeni radidlni slozky pole

“B = % 7 g (k) + e (B (0, )

= i+ J“”J Ym0, 9) (1.15)

a tecné slozky pole

e X By = Z 2] 1 W o (w1 (kgr) — ﬁ%ﬂ(%ﬂ]%‘%(&@)

2j+1

1 d —

Z ]ﬂST dr( ]( )) m ( )
uvnitt s-té vrstvy. Zavedeni funkci odpovidajicich horizontalni, resp. vertikalni,
slozce pole, které jsou linedrni kombinaci sférickych Besselovych funkei I. a II.

druhu,

4 1
hjm (1) -—<1$n1E;;ug(ksr) (1.17)
d ol
tim(r) == 5(7“11)]-(/{57“)) ]Jf (1.18)

vede na jednodussi zapis vztahi pro radialni (1.15) a te¢nou (1.16) slozku:

- Z T + ; Pjm, T)}/}m, (1.19)

> B jt+1 i
€ X B, = Z %+1m)ﬁ. (1.20)



1.3 Maticova formulace

V této sekci vychazime z ¢lanku [2] a odvodime vztah mezi polem na povrchu a
spodni hranici feSené oblasti.
Pokud si rozepiSeme funkce hj,(r) a tj,(r) z predeslé sekce:

Bjm (1) = Oé;j@ w;(ker) = aj,J;(ksr) + 03, (ker) (1.21)
() = @ (T (b)) + B (5 (ur) (1.22)

vidime, 7e k nim miizeme pfistupovat v maticovém vyjadieni

(Jo-mo(7)

kde 2x2 matice Aj(r) obsahuje sférické Besselovy funkce I. a II. druhu a jejich
derivace

N 1 S
Aﬂ“"(g(mj(ksr)) i(ryj(ksr))>' (1.24)

Pokud pro libovolnou vybranou vrstvu s vezmeme maticovy vztah na dolni a

horni hranici,
Rim s as.m
< tj, ) (Ts—l) = Aj(rs—l) < bﬁ > > (125)
jm im

Njm s ajm
< o ) (rs) = Aj(rs) ( b ) , (1.26)

o NP s s S
eliminaci koeficientti a},, a b, ziskime maticovy vztah pro funkce hjy, (1) a ¢ (r)
na jednotlivych hranicich uvazované vrstvy

(P ) o= (P ). )

tim tim
Pokud na sebe postupné navizeme vyrazy na jednotlivych vrstvich, dostaneme

vztah pro pole na spodni hranici FeSené oblasti (polomér ry) a pole na povrchu
(polomér r,)

(e) . (@)
Rjm ) —W[ 3Gim — (U + 1)G‘ ] _ Bim .
D L Oy St R G IR

kde jsme zavedli oznaceni



Na horni hranici jsme aplikovali spojitost horizontéilni a tecné slozky B a
pouZili rozklad (1.14)) do horizontalni a tecné slozky. B® je pfenosova matice s-té
vrstvy a je dana vyrazem (viz [2])

B _ Pj + 2Q; —P; 2

J P] + Zle + ZQQj + zleSj —P] — Zle ’

kde z1 = kyry a 29 = kyrs_1. Kiizové souciny sférickych Besselovych funkci jsou
dény rekurzemi:

(1.31)

2

J J J
P = 9 +2 P20 —2LR.
Jj+1 ]+Z]_ZQ J ZlQ] 2 K
J J+2
Qjr1 = ZTPJ - 72 i1 — R
J J+2
Rj+1 = 7Pj - 7Pj+1 - Qja
Z9 21
j+2)? j+2 j+2
Sj+1 = Rj - !Pj+1 - 7Qj+1 - 7Rj+1~
2122 21 zZ2

Pocatec¢ni podminky a kontrolni souc¢in po kazdé iteraci maji tvar:

sin(zg — 21)

B = T
_cos(zp —2z1)  sin(z — 21)
Qo = 2129 B 2z
R, — _cos(z2 —21)  sin(zp — 21)
2129 2229
S, — sin(zp — 21)  cos(z2 — 21) N cos(zg — 2z1) . sin(ze — 21)
2122 2i 2 2123 223 7
bS; — QR = Z%‘l'z%

Tento pristup rozebrany v [2] funguje spolehlivé pro z; ~ 1, pro nami pouZivané
parametry je vSak z; ~ 1072 a pro takové hodnoty uvedend metoda vypoctu
z numerickych divodi selhava s rostoucim stupném j. Proto jsme se rozhodli
napocitat prenosové matice ze vztahu piimym vycislovanim odpovidajicich
sférickych Besselovych funkei. Tvar matice A3(rs) zname, viz (1.24)).

Zavedme docasné do konce této sekce oznaceni

J1 = jj(z1), resp. Ja = jj(2),

Vi =y;(z1), resp. Ya=y;(z). (1.32)
V souladu s pravé zavedenym znacenim bude mit matice [A$(r,_1)]~" tvar
1 Y, -Y
Asra )] = | 2 ? 1.33
[ ](T 1)] JQ}/Q/ _ Jé}/Q ( _Jé JQ ) ) ( )

v némz ¢arkou u Besselovy funkce zna¢ime derivaci po pfenéasobeni r, ¢ili J| =
4y J;(k,r)). Pfenosova matice tak dostane tvar

_ 1 LY, — Y, —5Ys+ LY,
s __ As s 1 _ 119 241 1142 241
B = e = g (e e ).

(1.34)



V numerickych vypoctech vycislujeme Besselovy funkce pomoci volné dostupné

knihovny slatec [I7]. Jejich derivace pak vztahem odvozenym z az
tudiz

(o)) = (2 (2) = wy 22wy ()L 0y () = 2wy a(2) gy ()

dz
(1.35)

1.4 Vypocet jouleovského tepla

V této sekci opét rozliSujeme casovou a frekvenc¢ni oblast. Vychazime ze vzorce
pro okamzitou hustotu vykonu magnetického pole

1 o
- B)?2
1= gV
1 = 2, 2
= 2 (V x B) exp(iwt) + (V x B) exp(—iwt)
5o
- % (V x §)26XP(2th) +(V x B )% exp(—2iwt)
HoO

Protoze nés zajimé stfedni hodnota pfes delsi ¢asovy tsek, musime hustotu
vykonu stfedovat pres periodu T’

T
1
g = — dt. 1.
q To/q (1.37)

Vzhledem k tomu, Ze prvni dva ¢leny okamzité hustoty vykonu jsou harmonické,
pii integrovani pres periodu jsou nulové, tak pro stfedni hodnotu hustoty vykonu
dostavame vztah

2 > Py
d=——(VxB).(VxB). 1.38
2 (VX BV X B) (1.38)

Stiedni hodnota vykonu je objemovy integral hustoty vykonu

Q= [gdV. (1.39)
14

PouZitim vzorct pro sférické harmoniky (viz Dodatek B) ziskdme pro rotaci vek-
toru magnetického pole v s-té vrstveé

5 o [T o [T o
(VxB) = > o '[—ik, mwjyﬁn]Jraj [iks 2j+1ijfm]

jm
= Zikswjyﬁrn[_&a—l L — L _Lay—l]
o J 25 +1 j+1V25+1
4 N 1
= > —ikydtwY), .J i +.‘7
jm VJU+D(2i+1)
- . 127 +1
= Y ikl [ (1.40)
m Jj+1



Diky tomu ziskdme jiz ihlové nezavisly vyraz pro stfedni hodnotu vykonu

_ 2 2j +1
- ik wy (k 24
Q jzmz,,/ﬂga ika? ™ w; (kr) i1 redr
2 . 27 +1
= Z/T —ikzoﬂ_le(kr)'Q ‘_7+ ridr, (1.41)
e e Jj+1

kde samoziejmé k a o chiapeme jako po ¢astech konstantni funkce nabyvajici
hodnot kg, o na intervalech (r5_1,75). Po dosazeni z (1.17) nabyde vyraz pocetné
prijatelného tvaru

- 2 9 227+1 ,

2 27 +1
= Z/T [~ to0w (1)

927 +1

: r2dr. (1.42)
J+1

= % [ 2002 by (r)]

Jjm r

Ve sférické symetrii poc¢itané vyrazy nezavisi na m, zavedeme tedy stfedni
vykon pro stupen j

227 +1

. r2dr. (1.43)

Qj = /20w32|hjm(7“)!

Podobné zavedeme stfedni hustotu vykonu pro stupen j

. 1 2 22]+1 5
4= 13 [Qij |Pjm (T)] ) ). (1.44)

Hodnotu @ vy¢islujeme numericky Rombergovou metodou. Tu realizujeme pro-
cedurami z [12], kde je metoda téZ popsana.

10



2. Vysledky

V této kapitole uvadime vysledky numerickych vypoc¢ti pro rizné hodnoty pa-
rametri. Uvazujeme dvouvrstvy model pro vnitini pole (stabilné stratifikovana
vrstva a plast) a jednovrstvy model (pouze plast) pro vnéjsi pole. V prvni ¢as-
ti se vénujeme vysledkim pro externé buzené pole. Druha ¢ast kapitoly je pak
vénovana vnitiné buzenému poli. Vypocty jsme provadéli do stupné j = 5. Pro
vypocty hustoty vykonu ¢; ve vSech modelech jsme zvolili kanonickou hodnotu
amplitudy variaci magnetického pole 0.01 T na svrchni, resp. spodni hranici. Diky
kvadratické zavislosti vykonu na amplitudé pole lze vysledky snadno preskalovat
na fyzikalné relevantni hodnoty. Celkovy tepelny vykon Qj jiz bere v tivahu rea-
listické odhady amplitud pole.

2.1 Vnéjsi pole

Externé buzenym polem mame na mysli pole indukované proudy v magnetosféte.
Uvazujeme predevsim nizkoperiodické piispévky poli. Ve vypoctech jsme pouzili
periodu jednoho dne, deseti dni, 59 dni (perioda rotace planety) a 88 dni (doba
obéhu). Hodnotu poloméru jadra (r.,) a poloméru planety (r,) jsme piejali z [3].

Polomér planety ... Tp — 2440 x10*m
Polomér jadra ... 79 = rem — 1 900 x10%°m

Jako vodivost v plasti o, jsme uvazovali tfi rizné, o fad se lisici, hodnoty
(1073,1072,1071S.m™1), které odpovidaji vodivosti pro silikatové materialy [11].
Pro budici pole jsme uvazovali realistickou amplitudu variaci magnetosférického
pole o velikosti 100n7" [10].

S témito vstupnimi parametry jsme provedli vypocty a dosli k hodnotam
jak pro hustotu vykonu ¢ pro rizné stupné, tak pro vysledny vykon v plasti. Na
obrazcich ai je vynesena hustota vykonu ve [W.m ™3] v zavislosti na radialni
soufadnici r. Obrazky jsou Skalované 0.01 T, tabulky jiz na amplitudu 100n7".
Jak je patrné z obrazku az vnéjsi pole ma nejvétsi vliv na zahiivani blizko
povrchu planety a smérem k jadru klesé, coz jisté neni pirekvapujici. Pokud pro
zvolenou hodnotu periody porovnédme prohiivani v zavislosti na vodivosti zjistime,
7e Tadové zvyseni hodnoty vodivosti odpovida priblizné fadovému nartstu hustoty
vykonu.

Zmeéna periody se projevi vyraznou zménou hustoty vykonu, jelikoz ta je kva-
draticky nepifimo iimérna zvolené periodé.

V tabulce jsme shrnuli hodnoty vykont pro cely plast a realistickou ampli-
tudu. Z té je patrna ptiblizné line4rni zavislost na vodivosti plasté a pokles pro
rostouci hodnoty periody.
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Obrazek 2.1: Zména hustoty vykonu v zévislosti na r (svisla osa) pro pe-
riodu T = 1 den a ruzné hodnoty vodivosti v plasti (od shora postupné:
103,102,101 S.m™1). Kanonické skalovani amplitudou 0.01 T.
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Obrazek 2.2: Zména hustoty vykonu v zévislosti na r (svisla osa) pro pe-
riodu 7" = 10 dni a rizné hodnoty vodivosti v plasti (od shora postupné:
103,102,101 S.m™1). Kanonické skalovani amplitudou 0.01 T.
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Obrazek 2.3: Zména hustoty vykonu v zévislosti na r (svisla osa) pro periodu
rovnou periodé rotace ~ 59 dni a ruzné hodnoty vodivosti v plasti (od shora
postupné: 1072,1072,10"1S.m~1). Kanonické skdlovani amplitudou 0.01 T.
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Obréazek 2.4: Zména hustoty vykonu v zavislosti na r (svisla osa) pro periodu rov-
nou obé&zné dob& ~ 88 dni a rizné hodnoty vodivosti v plasti (od shora postupné:
103,102,101 S.m™1). Kanonické skalovani amplitudou 0.01 T.
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T o j

[dny] | [S.m™!] 1 2 3 4 5

1 1071 7.35 18.24 30.18 41.78 52.38
1072 1.28 2.92 4.54 5.98 7.23
1073 0.13 0.29 0.46 0.60 0.73

10 1070 [ 1.28x1071[2.92x1071 [ 4.54x107 1 [ 5.98x107F [ 7.23x 1071
1072 [1.29x10°%2[2.94x10° 2| 4.56x10° 2| 6.01x10°2 | 7.26x 102
1073 [ 1.29x1073 [ 2.94%x1073 | 4.56x1073 | 6.01x1073 | 7.26x1073

59 1077 [ 3.71x1073 | 845x1073 | 1.31x1072 | 1.73x1072 | 2.09x 102
1072 [ 3.71x107* [ 8.45x107* [ 1.31x1073 | 1.73x1073 | 2.09x 1073
1073 [ 3.71x107° | 8.45x107° | 1.31x10~* | 1.73x10~* | 2.09x10~*

88 1071 | 1.67x1073 | 3.80x1072 | 5.89x1073 | 7.76x1073 | 9.38x1073
1072 [ 1.67x107% | 3.80x107* | 5.89x10~* | 7.76x10~* | 9.38x10~*
1073 [ 1.67x107° [ 3.80x107° | 5.89x107° | 7.76x10° | 9.38x10~°

Tabulka 2.1: Prehledova tabulka vykonu v MW v plasti pro dané hodnoty para-
metru a s realistickou amplitudou pole 100 nT.

2.2 Vnitini pole

Vnitfnim polem myslime magnetické pole buzené dynamem v jadie Merkuru.
Podle Christensenova modelu [4] je navic v p¥ipadé Merkuru jeho magnetické
pole buzeno pouze mensi, vnitini ¢asti jadra. Z tohoto divodu jsme v modelu
pocitali se stabilné stratifikovanou vrstvou, pro jejiz hodnotu vodivosti o, jsme
uvazovali dvé hodnoty, 10° a 10° S.m~!. Pro vodivostni model plasté jsme pouzili
stejné hodnoty jako p¥i vypoctech pro externé buzené pole, ¢ili o, = 1073,1072 a
101S.m~L. Ciselnou hodnotu poloméru vnitintho jadra ro jsme zvolili v souladu
s [4], takze rozmérové parametry maji nasledujici hodnoty:

.1 = 2440 x10°m
o Tem = 1 900 x103m
ro = 1200 x10°m

Polomér planety
Polomer hranice jadra a plasté
Vnitini pol. stab. stratif. vrstvy ...

Jako periodu jsme zvolili hodnotu 10 000 let, jelikoz pro faddové nizsi hodnoty
periody neprojde dostatecné ¢ast pole skrz stabilné stratifikovanou vrstvu, vzhle-
dem k jeji vysoké vodivosti. Jeji tloustka je dokonce vétsi nez tloustka plasté. Jak
vidno z obrazku pro vodivost o, = 10°S.m~! a pro o, = 10°S.m~1,
pro zvolené parametry modelu je hustota vykonu v plasti velmi nizka, pricemz
nejvyraznéjsi prispévek je od dipolového ¢lenu. Pro zvolenou nizsi hodnotu vodi-
vosti ve stabilné stratifikované vrstvé je dominance tohoto piispévku vyraznéjsi.
Radova zména vodivosti uvniti stabilné stratifikované vrstvy rovnéz radoveé ovliv-
ni vyslednou velikost hustoty vykonu. Tabulka (2.2)) zobrazuje pfehled vykoni v
plasti. Budici amplituda byla preskalovana na pole 104nT.
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Obrazek 2.5: Zména hustoty vykonu v zéavislosti na r (svisla osa) pro periodu
T = 10000 let, vodivost stratifikované vrstvy o = 10°S.m~! a rizné hodnoty
vodivosti v plasti (od shora postupné: 1072,1072,1071S.m ™). Kanonické skalovani
amplitudou 0.01 T.
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Obrazek 2.6: Zména hustoty vykonu v zavislosti na r (svisla osa) pro periodu
T = 10000 let, vodivost stratifikované vrstvy o = 10°S.m~! a rizné hodnoty
vodivosti v plasti (od shora postupné: 1072,1072,1071S.m ™). Kanonické skalovani
amplitudou 0.01 T.
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J

o. [Sm™ | o, [SmTY 1 2 3 4 5
10° 1071 6842 | 927 | 186 | 44.2 | 11.6
1072 684 | 92.7 | 186 | 4.42 ] 1.16

1073 68.4 | 927 [1.86|0.44] 0.12

10° 107! 435 [ 101.6 | 33 |11.6 | 4.17
1072 435 [ 10.1 [ 329 1.16 | 0.42

1073 435 | 1.01 [0.3310.12 | 0.042

Tabulka 2.2: Pfehledova tabulka vykoni v mW v plasti pro dané hodnoty para-
metri a s realistickou amplitudou pole 10* nT. Buzeni vnitinim dynamem. o,
resp. o, uvadi vodivost ve stratifikované vrstveé, resp. plasti.
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Zaver

V ramci této prace jsem nastudoval z dostupnych materidlit poznatky o mag-
netickém poli Merkuru a jeho vyvoji. Seznamil jsem se s teoriemi vysvétlujici
naméfené slabé pole planety. Resil jsem Maxwellovy rovnice v kvazistaciondrnim
piiblizeni pro vodivou sférickou vrstvu v nevodivém prostiedi a odvodil vztah
mezi magnetickym polem na dvou soustfednych sférach vyplnénych po céstech
konstantni vodivosti. Déle jsem odvodil vztah pro vypocet jouleovského vyko-
nu, resp. hustoty vykonu, které jsem nasledné pro pouzité parametry numericky
vyrtesil.

Produkce tepla v plasti Merkuru vlivem radioaktivniho rozpadu se na zékladé
chondritické koncentrace pfedpoklada 0.3 - 0.7 TW. Odhady maximéalni produkce
tepla diky slapovému zahtivani jsou na zakladé Maxwellovské reologie okolo 65
GW, odhady soucasné produkce se pak pohybuji kolem 1 GW. Nami spocitany
odhad se pohybuje fadové pod 10 MW pro vnéjsi pole, v porovnéni s kterym je
prispévek vnitiniho pole zanedbatelny. Odhad tepelného toku na povrchu dle [3]
odpovida 0.8 - 1 TW.

Z toho plyne, 7ze soucasné zahtivani zptsobené radioaktivnim rozpadem prvki
tvori mezi 30% a 90% z celkového odhadnutého toku na povrchu planety. Slapové
zah¥fivani v soucasnosti tvoii asi 0.1% z celkového odhadnutého toku na povrchu
a nami zkoumané zahiivani vlivem magnetickych poli je v maximélnim ptipadé
setinové v porovnani se slapovym zahtivanim a nemtze ovlivnit proudéni v plasti.
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A. Stérické Besselovy funkce

V této kapitole uvadime piehled zakladnich poznatku a vztaha tykajicich se sfé-
rickych Besselovych funkei. Vice se lze dozvédet napiiklad v [8], [13] a [14].

Nésledujici sekce je volnym prekladem z [13] a je oddélena uvozovkami.
"Méjme Helmholtzovu rovnici, kterd se bézné zapisuje ve tvaru

AB+ kB =0, (A1)

ve sférickych soufadnicich. Neboli pokud laplacian rozepiseme ve sférickych sou-
fadnicich

d’*R 2dR 1 d?e cos¢ dP 1 d%® )

ﬁ@q) ;dr@ o g d? ®+md—¢@R+3W®R+k RO® =0,
(A.2)

pticemz R(r), ©(1), ®(¢) jsou funkce odpovidajicich proménnych. Po vynasobeni

rozepsané¢ funkce (r?/ROP) |

r?d*?R  2rdR T 1 d’©  cos¢ d® 1d%*®

e =0 A3
Ra? T Rar Osing d? | Bsmode  Ddg? (4.3)

vidime, Ze rovnici lze TeSit separaci proménnych. Resme pro R a za separacni
konstantu zvolme n(n + 1), ¢ili

r?d?R  2rdR
_ 4+ k%2 = 1 A4
Ra? " Ra TR ot (A4
a po vynasobeni R a pievedeni ¢lenu z pravé strany dostavame
,d*R dR
— 22— [k — R = 0. A5
dr2+ rdr+[ n(n+1)]JR=0 (A.5)

Coz je jiz tvar sférické Besselovy diferencialni rovnice. Oznac¢ime-li navic x = kr,
prejde rovnice do tvaru

,d*R dR
@ + 2xd— + 2 —n(n+1)R=0." (A.6)
Dvé linedrné nezéavisla feSeni této diferencidlni rovnice se nazyvaji sférické
Besselovy funkce prvniho, resp. druhého druhu (j,, resp. v,)([14], [9]) a jsou

definitoricky vztazena s Besselovymi funkcemi vztahy:

Jn(x) = J 1 (), (A7)

Yn(r) = \/7 i1 () = 1)”*1@”%(@. (A.8)

V pripadé, kdy je n celé ¢islo, lze sférické Besselovy funkce napsat téz pomoci
Rayleighovych formuli [9]:
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o) = or () e (A9)
(@) = —(—z)" (;i) oy (A.10)

Nékolik prvnich sférickych Besselovych funkei ma tedy v takovém pripadé
tvar:

) sin
Jo(x) = T
( ) sinx cosx
) = —
N 2 .
() (3 1) . 3coszx
) = |———)sinx —
J2 3 x 2
. COS T
Yo(r) = —ja(z)=—

cosx sinz

yi(z) = joolv)=—

x? x
() = —j3(x)= (—3 + 1) cosT — IS
Y2 = —J=3T) = B 2
(A.11)
Pro Besselovy funkce plati nasledujici rekurentni vztahy:
27+1
wj+1(2) + wj,1(2> = ]Z 'lUj(Z) =0 (Al?)
d J
L Wile) = Zwi(z) +wjn(z) =0 (A.13)
d j+1
dzwj(z) 7wj(z) —w;_1(2) = 0. (A.14)
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B. Sférické harmonické funkce

V této kapitole uvadime zékladni poznatky o sférickym harmonickych funkcich.
Podrobnosti jsou k nalezeni napiiklad v (8], [I5] a [16]).

Sférické harmonické funkce Y;"(,#) jsou tdhlovou ¢asti feSeni skaldrni Lapla-
ceovy rovnice

Af(r,0,¢) =0, (B.1)
AqYjm = =j(j +1)Yjm, (B.2)

ve sférickych souradnicich a jsou definovany

2j+1(j—m)! .
Yim (9, 0) EJ T U Y (cos ) exp(imo) (B3)
kde 7 = 0,...,00, m = —j,...,j., pficemz j je stupen a m tad dané funkce.

Pi*(cos ) jsou pFidruzené Legendrovy funkce svazané s Legendrovy polynomy
P;(x) defini¢nim vztahem (viz napf. [§])

Pin(a) = /(= 22T P(a). (B4

Legendrovy polynomy se ¢asto zapisuji ve formé Rodrigueova vzorce

1 &

) — (2 1)
Py(a) = ot = ) (B3
Na jednotkové kulové plose jsou sférické harmoniky ortonormélni
2r ™
/ / Yo (0, 0)Y i (9, 6) Sin 9A9AG = 0518 (B.6)
00

Podobné, vektorové sférické harmonické funkee Y,

vektorové Laplaceovy rovnice,

jsou thlovou ¢asti feSeni

Af=0. (B.7)
Plati
AoY!, = —l(l+ 1Y}, (B.8)
a podminka ortonormality
2T W
/ / V0, 0).Y0 (9, 6) sin 0dvde = 63518 (B.9)
0 0

Lze snadno odvodit nésledujici vztahy mezi vektorovymi a skalarnimi sféric-
kymi harmonickymi funkcemi:

VIO = g (-5 ) 0 @)

VO = i () 0 @an
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V()Y = 0,
VXUOT = i3 <f - 1) Fr)Vi,
Vx0T = jS 1 <;7~ + J; 2) F()Y,
Vol = 2jj+ 1 <;~ - ‘;) FOY!
g e Pl

kde f(r) je libovolna spojita funkce zavisla na r.
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Seznam pouzitych zkratek

E ... vektor elektrické intenzity
B ... vektor magnetické indukce pole
Lo ... permeabilita vakua
Os ... vodivost s-té vrstvy
j’ ... hustota proudu
w ... thlova frekvence
k ... vlnovy vektor
ozém .. koeficient alfa
w;(r) ... obecné oznaceni sférickych Besselovych funkef (w)
Jn(r) ... sférické Besselovy funkce I. druhu
Yn (1) ... sférické Besselovy funkce II. druhu
Yjm (0, ¢) ... skalarni sféricka harmonicka funkce
P, (cos?) ... pfidruzené Legendrovy polynomy
P;(z) ... Legendrovy polynomy
Y], (9,¢) ... vektorové sférické harmonické funkce

U ... skalarni magneticky potencial
r ... radialni soutadnice
ro ... polomér spodni hranice
Tem .-~ Polomér hranice jadra a plasté
Tp ... vinéjsi polomér
Ggfi ... komplexni harmonicky koeficient vnéjsiho pole
ng ... komplexni harmonicky koeficient vnitiniho pole
(r,9,¢) ... sférické souradnice
hjm(r) ... horizontalni slozka pole
tim(r) ... vertikalni slozka pole
B® ... prenosova matice s-té vrstvy
C ... odezva systému
A3(rs) ... matice vrstvy
P;,Q;, R;,S; ... kifzové souciny sférickych Besselovych funkei
q ... hustota vykonu
q ... stfedni hustota vykonu
Q@ ... vykon
Q@ ... stfedni hodnota vykont
®) ... funkce sférickych proménnych
0ij ... Kroneckerovo delta
d ... tloustka plasté
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