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Abstrakt: Konvergence marginalniho rozdéleni Markovova Tetézce ke stacionér-
nimu rozdéleni je dilezitd vlastnost, kterda ma v moderni matematice mnoho
aplikaci. Jednou z nich jsou napt. Markov Chain Monte Carlo algoritmy, kte-
ré slouzi ke generovani realizaci ze slozitych pravdépodobnostnich rozdéleni. Pro
takové aplikace je klicové spravné odhadnout tzv. mixing time Markovova Tetéz-
ce, tj. pocet kroki nutny k tomu, aby se marginalni rozdéleni retézce lisilo od
stacionarniho rozdéleni jen s povolenou nepiesnosti. Cilem této préace je popsat
metodu odhadu mixing time, ktera vyuziva obecnou pravdépodobnostni techniku
zvanou coupling. V prvni ¢asti textu bude vybudovéan teoreticky aparat, na jehoz
zakladé tuto metodu odvodime. Ve druhé ¢asti predvedeme jeji pouziti na klasic-
kych prikladech Markovovych fetézctli, kterym je napiiklad nahodna prochazka
po grafu. V zavéru ukazeme odhad rychlosti konvergence Metropolisova fetézce
pro piipustna obarveni grafu, jakozto typického piikladu MCMC algoritmu.
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Abstract: Convergence of the marginal distribution of a Markov chain to its stati-
onary distribution is an essential property of this model with many applications
in different fields of modern mathematics. Such typical applications are for exam-
ple the Markov Chain Monte Carlo algorithms, which are useful for sampling
from complicated probability distributions. A crucial point for usefulness of such
algorithms is the so called mixing time of corresponding Markov chain, i.e. the
number of steps the chain has to make for the difference between its current
marginal distribution and stationary distribution to be sufficiently small. The
main goal of this thesis is to describe a method for estimation of the mixing time
based on a probability technique called coupling. In the first part we collect some
definitions and propositions to show how the method works. Later the method
is demonstrated on several traditional examples of Markov chains including e.g.
random walk on a graph. In the end we study Metropolis chain on the set of
proper colorings of a graph as a specific example of MCMC algorithm and show
how to estimate its mixing time.
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Uvod

Markovovy fetézce, nesouci jméno po ruském matematiku Andreji Markovovi
(1856-1922), jsou klasickym piikladem stochastickych procesii, ktery ma mnoho
aplikaci napfi¢ riznymi obory matematiky, fyziky a teoretické informatiky. Jed-
nou z dulezitych vlastnosti Markovovych fetézci, vyuzivanou zvlasté v modernich
algoritmickych aplikacich fetézci s diskrétnim c¢asem a koneénym stavovym pro-
storem, je konvergence marginalniho rozdéleni fetézce k jeho stacionarnimu roz-
déleni. Tuto vlastnost vyuzivaji napt. Markov Chain Monte Carlo algoritmy (dale
jen MCMC algoritmy), které slouzi ke generovani realizaci ze zvoleného pravdé-
podobnostniho rozdéleni definovaného na néjaké typicky velmi rozsahlé mnoziné.
Princip takového algoritmu je pomérné jednoduchy. Sta¢i na oné mnoziné zkon-
struovat takovy Markovuv fetézec, aby jeho stacionarni rozdéleni bylo rozdéleni, z
néhoz chceme generovat realizace. Diky vySe zminéné konvergenci mtze po dosta-
tecné velkém poc¢tu kroku aktudlni stav fetézce slouzit jako (priblizna) realizace
ze staciondrniho rozdéleni.

Vzhledem k vyse uvedenému principu MCMC algoritmu je dulezité znat, jak
rychle marginalni rozdéleni daného Markovova fetézce ke stacionarnimu rozdéleni
konverguje (tzv. rychlost mizingu). Jinymi slovy, hledame odpovéd na otazku, jak
velky pocet kroki je tfeba nechat fetézec udélat, nez bude rozdil mezi aktualnim
marginalnim rozdélenim fetézce a jeho stacionarnim rozdélenim dostateéné maly.
Tento potiebny pocet krokii nazyvame mixing time Markovova Tetézce. Pravé
problematikou odvozeni mezi pro mixing time se budeme v této praci zabyvat.

Metod pro odhadnuti mixing time daného Markovova Tetézce je mnoho. Né-
které zkoumaji vlastni ¢isla matice pravdépodobnosti prechodu, jiné naptiklad
vodivost vhodného asociovaného grafu. V této praci se zaméfime na metodu vyu-
zivajici coupling, coz je dikazova technika vychazejici z teorie pravdépodobnosti.
Coupling umoznuje srovnavat rozdéleni dvou nahodnych veli¢in tim, Ze z nich
vytvorime nahodny vektor a vhodné urcéime jeho sdruzené rozdéleni. Pro tce-
ly odhadnuti rychlosti konvergence Markovovych fetézci budeme pomoci tzv.
Markovského couplingu sdruzovat celé fetézce jakozto posloupnosti ndhodnych
veli¢in.

Pokud chceme zkoumat rychlost mixingu Markovova fetézce, musime si ta-
ké vybrat vhodny néstroj pro méreni rozdilu mezi dvéma pravdépodobnostnimi
rozdélenimi definovanymi na stejné mnoziné. K tomuto ucelu budeme uzivat vzdd-
lenost v totdlni variaci. Tato volba je pro nas vyhodnéa, protoze (jak ukdzeme)
existuje tizké souvislost mezi vzdalenosti v totalni variaci dvou pravdépodobnost-
nich rozdéleni a tzv. optimdlnim couplingem nahodnych veli¢in, pro néz jsou tato
rozdéleni marginalnimi. Diusledkem této souvislosti je, ze maximéalni vzdalenost
v totalni variaci mezi dvéma pravdépodobnostnimi rozdélenimi lze odhadnout
pomoci analyzy vhodného couplingu piislusné rozdélenych ndhodnych veli¢in.

Jak uvidime, analogicky princip funguje i pro rozdéleni celého Markovova Te-
tézce. Zde zkoumame Markovsky coupling dvou fetézct a snazime se ziskat odhad
na cas koalescence tohoto couplingu, resp. snazime se odhadnout pravdépodob-
nost jevu, ze az do néjakého casu t nedoslo k setkani obou fetézci. Pravé pomoci
této pravdépodobnosti totiz lze ziskat odhad na vzdalenost v totalni variaci mezi
marginalnim rozdélenim fetézce v Case t a stacionarnim rozdélenim, v disledku



¢ehoz dostaneme pozadovanou horni mez pro mixing time pfislusného retézce.
Prace je organizovana nasledovné: V prvni kapitole jsou pripomenuty nékte-
ré zakladni pojmy a dilezité vlastnosti Markovovych fetézct s diskrétnim casem,
které jsou ve zbytku textu ¢asto vyuzivany. Ve druhé ¢asti jsou predstaveny pojmy
totalni variace, coupling pravdépodobnostnich rozdéleni a mixing time Markovo-
va Tetézce. Nésledné ukazeme nékteré jejich zajimavé vlastnosti a prozkouméame
souvislost mezi couplingem rozdéleni a vzdalenosti téchto rozdéleni v totalni va-
riaci. Tato souvislost je spolecné s dalsimi poznatky ve treti kapitole uzita k
odvozeni metody odhadu pro mixing time Markovova Tetézce. Ve ¢tvrté kapitole
ilustrujeme uziti této metody na nékterych klasickych piikladech jednoduchych
Markovovych Tetézcti, jako je napiiklad ndhodné prochézka po cyklu. V posledni
casti prace pak ukdZzeme odhad mixing time Metropolisova fetézec na mnoziné
vSech pripustnych obarveni grafu, jakozto typického prikladu MCMC algoritmu.



1. Markovovy retézce s diskrétnim
casem

V této kapitole nejprve pripomeneme nékteré zakladni pojmy a dulezité vlastnosti
Markovovych fetézca s diskrétnim ¢asem, které budeme v dalsim textu vyuzivat.
Dalsi podrobnosti o Markovovych fetézcich véetné dikazl zde uvedenych tvrzeni
lze nalézt v knihach [1] a [2].

Vzhledem k tomu, Ze se v této praci budeme vénovat pouze uréitému typu
Markovovych fetézci, domluvme se na nasledujicim. Pokud neuvedeme jinak,
budeme v dalsim textu pod pojmem Markowviv retézec s matici P a stavovym
prostorem §) rozumét homogenni Markoviv fetézec s diskrétnim ¢asem s matici
pravdépodobnostni prechodu P a kone¢nou mnozinou staviu €.

Definice. Markovuv fetézec s matici P a stavovym prostorem () se nazyva ne-
rozloZitelnyj, jestlize pro kazdou dvojici stavi z,y € () existuje pfirozené cislo ¢
takové, ze P'(z,y) > 0.

Definice. Ozna¢me T (z) := {t > 1: P'(x,x) > 0} mnozinu vSech moZnych ¢ast
navratu do stavu x. Perioda stavu x je definovana jako nejvétsi spolecny délitel
¢isel z T (x).

Rekneme, ze Markoviiv Fetézec je apertodicky, jestlize v8echny jeho stavy maji
periodu 1.

Véta 1. (Tvrzeni 1.7 v [1]) Necht Markoviv fetézec s matici P je aperiodicky a
nerozloZitelny. Potom existuje r € N takové, Ze P"(x,y) > 0 pro vSechny x,y € ).

Definice. Rekneme, ze rozdéleni 7w na € je staciondrng, spliuje-li
m(y) = ZW($>P(1’, y)  pro vsechna y € Q. (1.1)
€N

Maticovy zapis tohoto vztahu je
T =m7P. (1.2)

Véta 2. (Véta 2.26 v [2]) V nerozloZitelném fetézci s konecné mnoha stavy sta-
ciondrni rozdéleni existuje.

Definice. Necht (X;) je Markoviv fetézec s matici P a stavovym prostorem
Q). Rikdme, Ze rozdéleni m na mnoziné ) spliuje podminky detailni rovnovahy
vzhledem k P, jestlize plati

7(x)P(z,y) = 7(y)P(y,x) pro viechna z,y € . (1.3)

Véta 3. (Tvrzeni 1.19 v [1]) Necht (X;) je Markoviv fetézec s matici P a stavo-
vym prostorem ). Jakékoli rozdélent w splnujici podminky detailni rovnovdhy je
staciondrnim rozdélenim tetézce (Xy).

Definice. Reprezentaci matice pravdépodobnosti prechodu P na stavovém pro-
storu £ pomoct ndhodného prifazeni rozumime dvojici (f, Z), kde f : Q@ x A — Q
je prechodovd funkce, Z je ndhodné veli¢ina nabyvajici hodnot z mnoziny A a pro
vSechna z,y € Q plati vztah

P{f(z,Z) =y} = P(z,y). (1.4)



Véta 4. (Tvrzeni 1.5 v [1]) Pro kaZdou matici pravdépodobnosti piechodu na
konecném stavovém prostoru existuje reprezentace pomoci ndhodného prirazent.

Definice. Jednoduchd ndhodnd prochdzka na mnozing {0, 1,...,n} s absorpénimi
bariérami je Markoviv Fetézec se stavovym prostorem 2 = {0,1,...,n} a matici

1 pokud k=0=jnebok=n=

1/2 pokud k=j+4+1, kdej=1,2,...,n—1
1/2 pokudk=j—-1, kdej=1,2,...,.n—1
0  jinak.

P(j,k) = (1.5)

Véta 5. (Tvrzeni 2.1 v [1|) Necht (X;) je jednoduchd ndhodnd prochdzka na
mnoziné {0,1,...,n} s absorpénimi bariérami. Oznacme T cas absorpee, tj. cas,
kdy retézec poprvé navstivi stav O nebo stav n. Predpoklddejme, Ze plati Xy = k,
kde 0 < k < n. Potom je

Ei(7) = k(n — k). (1.6)



2. Totalni variace a coupling
rozdéleni

V této kapitole nejprve predstavime vzdalenost v totélni variaci jakozto metriku,
kterou budeme mérit vzdélenost mezi dvéma pravdépodobnostnimi rozdélenimi a
uvedeme nékolik jejich uzite¢nych charakterizaci, které budeme uzivat ve zbytku
prace. V dalsi sekci vysvétlime pojem coupling pravdépodobnostnich rozdéleni a
ukazeme jeho souvislost se vzdélenosti v totalni variaci. Dale budeme zkoumat
vzdalenost marginalniho rozdéleni fetézce od stacionarniho rozdéleni, zejména
pak vyvoj této vzdalenosti v ¢ase. V dalsi ¢asti dokdZzeme Vétu o konvergenci a
nakonec predstavime klicovy pojem mixing time Markovova fetézce.

Zavérem jesté poznamenejme, ze vétsina materialu prezentovaného v této ¢asti
je k nalezeni ve ¢tvrté kapitole knihy [1].

2.1 Vzdalenost v totalni variaci

Abychom mohli zkoumat rychlost konvergence marginalniho rozdéleni Markovova
fetézce k jeho stacionarnimu rozdéleni, budeme potfebovat vhodny néstroj pro
méreni vzdalenosti mezi pravdépodobnostnimi rozdélenimi na stavovém prostoru
fetézce. Timto nastrojem pro nas bude vzdalenost v totalni variaci.

Definice. Vzddlenost v totdlni variaci pravdépodobnostnich rozdéleni i a v na
mnoziné {2 je definovana jako

1t = vl = mass |(4) — (A)] (2.1)

Vyjadreni vzdalenosti v totalni variaci jakozto maxima pres vSechny podmno-
ziny v (2.1) je sice nazorné, ale neni piilis pohodlné pro pouziti v odhadech
této vzdalenosti. Uvedeme proto nyni dvé uziteéné alternativni charakterizace
vzdalenosti v totalni variaci, a to pomoci souctu pfes stavovy prostor.

Véta 6. Necht i1 a v jsou dvé pravdépodobnostni rozdéleni na 2. Potom plati

0 vy = 53 lu() —v) (22)

€N

i) lp—viev = Y [ue)—v(@)]. (2.3)

€N
w(@)zv (@)

Diikaz. (i) Polozme B = {x € Q: u(x) > v(x)}. Necht A C 2 je libovolny né-
hodny jev. Potom plati

u(A) — v(A) < p(AN B) — v(AN B) < u(B) — v(B) (2.4)

a podobné
v(A) = p(A) < v(B) - u(B°), (2.5)



Odectenim pravych stran (2.4) a (2.5) zjistime, Ze oba horni odhady jsou stejné.
Déle pokud vezmeme A = B (nebo A = B°), je vyraz |u(A)—v(A)| roven hornimu
odhadu ve (2.4) (resp. ve (2.5)). Proto plati

b= vlrv = 51(B) —w(B) + w(BY) = p(B%) = 3 3" lu(e) —w(@)]. (26)

(ii) Postupujeme zcela identicky jako v dikazu c¢asti (i). V zavéru namisto
(2.6) piseme

ln = vllzv = p(B) = v(B) = ) [u(x) — v(x)].

]

S pomoci Véty 6 mizeme ukazat, ze vzdalenost v totalni variaci ma skutecné
vlastnosti metriky.

Véta 7. Oznacme P prostor vsech pravdépodobnostnich rozdéleni na ). Dvojice
(P, I+ -l7v) je metricky prostor s metrikou |-, -||rv : P x P — R, definovanou
vztahem ||, -||lrv == || - — - |lrv. To jest, pro kazdd p,v,n € P plati

) I =vlzy >0
(i) |n=virv =0=p=v
)

(i) [|p = vlzv = v — pllrv
(1v) lw=vlev < |l =nllov + In — vizv.

Diikaz. Vlastnosti (i),(ii) a (iii) plynou pf¥imo z definice vzdalenosti v totalni
variaci. Sta¢i proto ukazat vlastnost (iv), tj. ze vzdalenost v totalni variaci spliuje
trojuhelnikovou nerovnost. Podle Veéty 6 plati

o= vl = 53 Inta) -

= 53 () — () + nla) — vz
< 5 lw) ()| + Infa) — ()] (2.7
= 23 lule) (o) +%Z ()

= |lu—=nllrv +lln = vlzv,

kde v (2.7) jsme uzili trojuhelnikovou nerovnost pro absolutni hodnotu rozdilu
redlnych cisel. O

Nyni ukazeme, ze vzdalenost dvou riznych marginalnich rozdéleni fetézce se
nezvétsi, posuneme-li fetézec v Case o krok vpred.



Véta 8. Méyme Markoviv retézec s matici P, mnoZinou stavi €2 a necht i a v
jsou rozdeélend na ). Potom plati

|uP = vP|ry < ||u—v|rv. (2.8)

Diikaz. Necht p, v jsou jako ve znéni véty. Pak podle Veéty 6 méame

P~ vPley = 53 IuP@) — vP()

= %meg %u(y)P(y,x) —y%l/(y)P(yam)

_ % %P@, 2) [1(y) — v(v))

< %%%P@,x) n(y) — ()| (2.9)
- %%m(m—v(yn%my,x)

= 23 lutw) — )

= ||Nye_QV||TV~

V nerovnosti (2.9) jsme pouzili trojuhelnikovou nerovnost a v zavéru znovu Vétu
6. O

Vsimnéme si, ze po dosazeni pu := puP' a v := 7 do vztahu z predeslé véty
dostavame diky vlastnosti (1.2)

|pP*t =l < uP' = 7|z (2.10)

To jest, posune-li se Fetézec s pocateénim rozdélenim p v ¢ase o krok vpred,
vzdalenost jeho marginalniho rozdéleni od stacionérniho rozdéleni se nezvétsi.

2.2 Coupling pravdépodobnostnich rozdéleni

Definice. Pojmem coupling pravdépodobnostnich rozdéleni 1 a v budeme rozu-
mét takovy ndhodny vektor (X,Y'), Ze marginéalni rozdéleni X je p a marginalni
rozdéleni Y je v, tj. coupling (X,Y) spliwje P{X =z} = p(z) a P{Y =y} =
v(y).

Poznamka. Jak je vidét z definice, pro kazdou dvojici pravdépodobnostnich roz-
déleni i, v neni jejich coupling zdaleka urcen jednoznacné. V dalsim textu budeme
konkrétni coupling rozdéleni p a v specifikovat bud pomoci dvourozmérného roz-
déleni ndhodného vektoru (X,Y) a nebo (pro usnadnéni) jen slovnim popisem
vzajemné zavislosti obou veli¢in X a Y.



Pro libovolna pravdépodobnostni rozdéleni p a v zfejmé existuje nezavisly
coupling téchto rozdéleni, tj. takovy coupling (X,Y’), ze plati

P{X =2Y = y} = P{X = 2}P{Y =y} = p(z)v(y)

pro v8echna z,y € 2. Naopak specialné pro p = v, muzeme vytvorit takovy
coupling (X,Y"), Ze bude platit P{X = Y} = 1. To ale nebude mozné, pokud
budou rozdéleni i a v rizna. Na otazku jak moc se mizeme k této vlastnosti
piiblizit dava odpovéd néasledujici véta.

Véta 9. Necht i1 a v jsou pravdépodobnostni rozdéleni na ). Potom
lp—v|lry =inf{P{X #Y}:(X.,Y) je coupling p a v}. (2.11)

Diikaz. Nejprve necht (X,Y) je libovolny coupling p a v a A € Q je libovolny
jev. Pak mame

WA —v(A) = P{X €A} —P{Y € A}
< P{X €AY ¢ A} (2.12)
< P{X £Y). (2.13)

Nerovnost (2.12) plati, protoZe jsme pficetli nezaporny vyraz P{X ¢ A, Y € A}.
Z (2.13) potom plyne

ln— vl < inf{P{X # Y} : (X,Y) je coupling p a v}.
K dikazu opacné nerovnosti postaci, zkonstruujeme-li coupling spliiujici
= vley =P{X #Y}.

Toho dosahneme, pokud definujeme veliciny X a Y tak, aby nabyvaly stejnych
hodnot co nejcastéji je to mozné. Polozme

p="" minfu(x), v(z)}.

€N

Mame

Swinfur) vy = Y ww Y v (214
el 2@ )o@

Prictenim a odettenim vyrazu ), 1<, () #(2) k pravé strané (2.14) dostavame

S minfu(e) v@)} =1- 3 [u(2) - v()].

€ z€Q,
p(z)>v(z)

Uzitim Veéty 6 dostavame z predchozi rovnice
> min{p(z),v(@)} =1 - ||p = v|rv =p. (2.15)
€N

Necht W je nadhodna veli¢ina s alternativnim rozdélenim s parametrem p.
Podminéné rozdéleni ndhodného vektoru (X, Y') pak definujeme néasledovné:
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(i) Jestlize W nabude hodnoty 1, polozime X =Y = Z, kde Z je ndhodna
veli¢ina s rozdélenim
min{u(z), v(x
oy — minfuta) i)}

p

(ii) Jestlize W nabude hodnoty 0, bude mit veli¢ina X rozdéleni

{ plz)—v(z) jestlize u(x) > v(x),

lu—vlTv

ale) = 0 jinak

a rozdéleni veli¢iny Y bude

B(z) = % jestlize v(z) > p(x),
0 jinak,

pricemz X a Y budou nezavislé.

Druha ¢ast Veéty 6 zajistuje, ze a a [ skuteéné jsou pravdépodobnostni rozdéleni.
Dale vzhledem k tomu, Ze plati rovnosti

Y+ (1 —pa = pu
py+1-pp = v

je p marginalnim rozdélenim veli¢iny X a v marginalnim rozdélenim veli¢iny Y,
takze vektor (X,Y) je skuteéné coupling rozdéleni p a v. Déle si vSimnéme, Ze
pokud W = 0, pak nutné X # Y, protoze nosice rozdéleni v a § jsou disjunktni
podmnoziny stavového prostoru €2. Plati tedy X =Y, pravé kdyz W =1 a proto
podle (2.15) je

P{X#Y} = |lp—vlrv.

]

Definice. Coupling (X,Y’) rozdéleni p a v spliujici ||p — v|jry = P{X #Y}
nazyvame optimdlni coupling.

Poznamka. V dikazu Véty 9 jsme ukézali, Ze pro kazda rozdéleni p a v existuje
optimélni coupling.

Coupling je velmi uziteény pojem, protoze umoziuje problém porovnéani prav-
dépodobnostnich rozdéleni prevést na problém porovnani nahodnych veli¢in. Ve
Vete 9 jsme ukézali, jak 1ze pomoci couplingu vyjadrit vzdalenost v totalni varia-
ci. Tato véta bude v dalsich kapitolach dulezitym néastrojem pro hledani horniho
odhadu vzdélenosti mezi marginadlnim rozdélenim fetézce v case t a stacionarnim
rozdélenim, coz je dilezitd charakteristika, které vénujeme nasledujici odstavec.

2.3 Vzdalenost od stacionarniho rozdéleni
V dalsim textu budeme uzivat oznaceni

d(t) = max | P! (x, ") — 7|lrv (2.16)
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pro vzdalenost marginélniho rozdéleni fetézce v ¢ase t od stacionarniho rozdéleni.
Déle bude uzite¢né zavést symbol

d(t) == max || P'(z,) — P(y,")llrv (2.17)

z,yeN

pro maximalni vzdalenost mezi marginalnimi rozdélenimi v ¢ase t pro fetézce s
riznymi pocatecnimi stavy.

Nyni popiSeme vztah mezi témito dvéma charakteristikami a nékteré jejich
vlastnosti.

Lemma 10. Pro kaZdé t € N plati

d(t) <d(t) < 2d(t). (2.18)
Diikaz. 7 trojuhelnikové nerovnosti pro vzdalenost v totalni variaci plyne

P! Py, ey < P'(z,") — — P'(y, )l
max [|P(z, ) = P(y, ) |rv < max |[P(z, ) = wllzy +max|lr — P(y, )llrv

Odtud d(t) < 2d(t).

S vyuzitim vlastnosti (1.1) stacionarniho rozdéleni 7 dostavame, Ze pro kazdou

A C Q plati
T(A) = D D wy)Piyx

z€A yeQ

= > 7(y) Y Ply.=

yeQ €A

= > 7y)P'(y, A).

yeN
Diky tomu miizeme pséat

|P{@, )~ 7llry = max|P!(z, 4) - x(A)

= max %;W(y) [P(x, A) — P'(y, A)]

< %W(yy)glggllj(%/l)—Pt(y,A)| (2.19)
= y;ﬂy)n%, )= Py, v

< yZW(y)rgleagHP( ) = Pz )lrv

= %Hm )= Py, v, (2.20)

kde ve (2.19) jsme vyuzili trojuhelnikové nerovnosti a faktu, ze maximum souctu
nen{ vétii nez soucet maxim. Vysledek d(t) < d(t) dostaneme maximalizaci (2.20)
pres x € €. n

Lemma 11. Funkce d(t) je submultiplikativni, tj. pro kazdé s,t € N plati
d(s+1t) < d(s)d(t).
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Diikaz. Zvolme pevné néjakou dvojici stavi z,y € 2. Necht (Xj, Ys) je optimalni
coupling rozdéleni P*(x,-) a P*(y,-), tj. necht plati

1P*(z,) = P°(y,)llrv = P{X, # Y }. (2.21)
Jelikoz Pt je maticovym sou¢inem P* a P! a rozdéleni X, je P*(x,-), mame

P (z,w) =Y Pi(z,2)P'(z,w) = Y P{X, = 2}P'(z,w) = B(P'(X,,w)).

z€Q) z€Q
Analogicky obdrzime vztah P5*(y, w) = E(P!(Y,w)) a jejich ode¢tenim pak
Pz, w) — P (y,w) = E(P(X,,w))—E(P'(Y,,w))
= E(P'(X,,w) — P'(Y,,w)). (2.22)

Se¢teni absolutnich hodnot obou stran (2.22) pres w € €2, vydéleni dvémi a
nasledna aplikace Véty 6 davaji
1
[P+ () = Py, v = 5 D IB(P!(Xow) = PH(Y,, w))].
wel)

Jelikoz pro ndhodnou veli¢inu Z s kone¢nou stfedni hodnotou plati |[EZ| < E|Z],
je prava strana posledni rovnosti urc¢ité mensi nebo rovna vyrazu

1 ¢ t
E <§Z|P (X,,w) — P (y;,w)\). (2.23)
we
Pouzijeme-li na (2.23) znovu Vétu 6 dostavame celkové
1P (@, ) = Py, )llrv < E([1P1(X, ) = PU(Ys,)llzy) -

Vzdalenost ||P/(X,, ) — PY(Ys,-)|lrv je uréité nulovd pokud X, = Y, a navic
je vzdy shora ohrani¢ena funkci d(t), takze mtizeme psat

1P, ) = Py, )lley < dOB{X, #Yi}) = d)P{X, # Y.} (2.24)

Diky (2.21) je ale pravdépodobnost vpravo rovna [|P*(x,-) — P*(y,-)||rv. K do-
konc¢eni dukazu proto stac¢i maximalizovat obé strany (2.24) pfes z,y € €. O

Diusledek 12. Pro kazZdd c,t € N platt
d(ct) < d(ct) < (d(t))". (2.25)
Diikaz. Prvni nerovnost plati diky Lemmatu 10, druha diky Lemmatu 11. O]

Nésledujici véta ukazuje, ze vzdalenost marginalniho rozdéleni fetézce od sta-
cionarniho rozdéleni se s rostoucim asem nezvétsuje, tj. d(t) je neklesajici funkei
t.

Véta 13. Bud d(t) definovdno jako v (2.16). Potom pro kazdé t € N plati

d(t +1) < d(t). (2.26)
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Diikaz. Podle Veéty § mame
At +1) = max [P a,) — llry < max | P (e, ) — wlry = d(0)
TE e
O

Podivejme se jesté, co se stane, dosadime-li do vztahu z Véty 8 p:= P'(x,-)
a v := P'(y,-). Dostavame

1P @, ) = Py, )lrv < 1P () = Py, )l
Odkud vsak maximalizaci pfes x,y € € je
d(t+1) <d(t), (2.27)

tedy i d(t) je neklesajici funkei ¢asu.

Na zavér této sekce si jesté ukazeme alternativni vyjadieni d(t) a d(t), a to
pomoci suprema pres mnozinu vSech pocatecnich rozdéleni (resp. vSech dvojic
pocate¢nich rozdéleni) na ). Tato charakterizace je obecnéjsi, nez vyjadieni (2.16)
a (2.17), ktera berou v ivahu jen degenerované poc¢ateéni rozdéleni, a ukazuje tak
smysluplnost d(t) a d(t) jako charakteristik vzdalenosti marginalniho rozdéleni
fetézce v Case t od stacionarniho rozdéleni.

Véta 14. Necht'P znaci prostor vSech pravdépodobnostnich rozdéleni na mnoziné
Q a bud d(t),d(t) definovdiny jako v (2.16), resp. (2.17). Potom plati

(i) dt) = sup||pP" —7|rv (2.28)
HeEP

(i) d(t) = sup ||uP'—vPrv. (2.29)
w,veP

Diikaz. (1) Vzhledem k tomu, Ze mnozina stavi 2 je kone¢na a ze degenerovana
rozdéleni jsou obsazena v P, mizeme psat

d(t) = maXIIPt(:v,-)—WHTvzsugHPt(x,-)—7T||Tv
S

< sup||uP" — 7|7y
LEP

Naopak pro kazdé p € P s vyuzitim Veéty 6 a trojihelnikové nerovnosti dostavame

0P~y = 53 |uP') ~ n(x)]

o
= %% ;u(y)Pt(y,x) — ;u(y)ﬂ(@
< %%%mm |P!(y.2) ~ (o)

= Sy | ) = nta)

= ygu ||;t (Y, ) = mllrv

< y%;u )max [ P(z, ) =7 rv

_ t _
= max|[P'(z,) = v
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Odtud plyne

sup [|uP" — 7llzy < d(t).
HEP

(ii) Diky konec¢nosti stavového prostoru a faktu, ze degenerovana pocatecni
rozdéleni jsou obsazena v P opét snadno dostavame

d(t) < sup ||uP" — vP|rv.

wveEP

Naopak pro kazda pocatecni rozdéleni u, v € Q podobné jako v (i) méame

1
Pt =vPllizv = 5} |uP'(z) = vP' ()]
z€eQ
1
= 5|2 rWP'(y,2) —vP'(x)
z€eQ |ye
1
< 52> 6 [Py, x) - vP' ()]
€N yeN
= ZM WPy, ) — v P |y
yeN
< ly) max [P (e, ) — P
yeN
= max | P! (z,-) — vP|v. (2.30)
Te
Vyraz | P!(x, ) — v Py miZeme ale opét odhadnout shora
1
¢ ¢ _ ¢ ¢
[P, ) = vP' ey = 5> |P'a,y) —vP'(y)
yeN
1
= 3 D P y) = Y v(z)P(z,y)
y€ed 2€Q
< —ZZ )| P'(z,y) — P'(z,y)]
yeQ zeN
= Y v(@|P () = Pz )y
2€Q
< D v max|[P'(@,) = Py, llrv
z€Q)
= max | P'(z,-) = P'(y,")llrv- (2.31)
yeN
Zkombinovanim (2.30) a (2.31) tudiz dostavame
|uP* = vy < max [Pz, ) = Py, )l
pro kazda p, v € P. Odtud plyne
sup [P — vP'||ry < d(t)
n,veP
a dikaz véty je tak dokoncen. O]
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2.4 Véta o konvergenci

Jelikoz cilem tohoto textu je popsat metodu pro méreni rychlosti konvergence
marginalniho rozdéleni Markovova fetézce k jeho stacionarnimu rozdéleni, bude
vhodné podrobnéji ukizat, zda — a piipadné za jakych predpokladi — k této
konvergenci viibec dochazi. Nasledujici véta ukazuje, Ze pro nerozlozitelny a ape-
riodicky Markovuv Fetézec skuteéné marginalni rozdéleni fetézce konverguje ke
stacionarnimu, a to v tom smyslu, Ze jejich vzdalenost v totalni variaci jde limitné
k 0.

Jak byva u takto dilezitych poznatki casto bézné, existuje vice moznosti
jak Veétu o konvergenci dokédzat. Zde uvedena verze dilkkazu vyuziva rozkladu
Markovova Tetézce na opakované generovani realizaci ze stacionarniho rozdéleni
a jiného Tetézce.

Véta 15. Necht (X;) je nerozloZitelny aperiodicky Markoviv Tetézec s matici P a
staciondrnim rozdélenim w. Potom ezistuji konstanty o € (0,1) a C > 0 takové,
Ze plati

d(t) < Cal. (2.32)

Diikaz. Vzhledem k nerozlozitelnosti a aperiodicité retézce existuje podle Veéty
1 takové r € N, Ze matice P" mé vSechny prvky kladné nenulové. Dale necht
I (jo)x|o) je matice, jejiz kazdy fadek je vektor w. Pro dostatetné malé¢ 6 > 0
mame

P'(z,y) = om(y)

pro vSechny z,y € Q. Polozime-li proto 6 := 1 — 9§, miZzeme rovnici
P =(1-0)I1+60Q (2.33)

definovat stochastickou matici ().
Neni tézké ovérit, Ze pro kazdou stochastickou matici M(qxjq)) plati

MII = 11. (2.34)
Oznac¢ime-li (mm);; prvky matice MTI, je totiz
9| 9|
(mﬂ')ij = Zmikﬂ'kj = Zmikﬂ'j = 7Tj.
k=1 k=1
Podobné pro kazdou matici Mq|x|q)) spliwjici 7M = 7 plati

M =11 (2.35)

Piedpoklddanou rovnost 7M = 7 totiZ mizeme rozepsat jako m; = Z',?:ll TR
a diky tomu je potom

1 1

(Wm)ij = E Tk = E TEME; = Ty.
k=1 k=1

Nyni indukei ukdzeme, ze pro £ > 1 plati vztah

P = (1 - 6" + 6FQ*. (2.36)
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Pro k = 1 rovnost plati diky (2.33). Pfedpokladejme nyni, Ze (2.36) plati pro
k =n. Mame
Pr(n+1) — pmpr_— [(1 i en)H + enQn]P
= (1—-0"IIP" +06"Q"P"
(1— 0P + (1 —0)0"Q"I + 0" Q"+, (2.37)
kde v posledni rovnosti jsme pouzili (2.33). Déle vzhledem k tomu, ze Q" je

stochastickd a mP" = 7w, muZzeme pouzit (2.34) a (2.35). Z rovnosti (2.37) tedy
dostavame

printl) (1 _ 9”)1'[ + (1 B Q)in—[ + 0n+1Qn+1
— (1 _ 9n+1)H 4 en—i-lQn—l—l’
¢imz je indukce dokoncena.
Po vynésobeni pravé dokézané rovnosti (2.36) zprava vyrazem P/ mame
P = (1 — 0MIPI 4 6FQ*P7 = (1 — 6F)IT + 6~ Q" PI
a odtud ' '
P T = 68 (QFP7 —TI). (2.38)

Zvolme nyni néjaky stav zy € ). Sectenim absolutnich hodnot prvki v fadku
odpovidajicimu zy na obou stranach maticové rovnosti (2.38) a naslednym vydé-
lenim obou stran dvémi ziskavame

LS P ) — 7] = 0L Y QP oy ). (239
yeQ yGQ

Uvédomime-li si, Ze vzdalenost v totalni variaci dvou pravdépodobnostnich roz-
déleni je vzdy mensi nebo rovna jedné, staci k dokonceni celého diikazu pouzit
na obé strany posledni rovnosti Veétu 6. Pak totiz dostaneme

|‘Prk+j($07 ) _ 7THTV — ekHQkP](xo, ) — 7THTV < Qka

odkud jiz plyne tvrzeni véty vzhledem k tomu, Ze stav x( byl zvolen libovolné. [

2.5 Mixing time

V predeslém textu jsme ukazali, Ze vzdalenost marginalniho rozdéleni retézce od
stacionarniho rozdéleni je neklesajici funkei ¢asu, a ze tato vzdéalenost konverguje
k 0. Nyni za¢neme zkoumat rychlost této konvergence. Nas problém se da zformu-
lovat nasledovné: Pro dany Markoviv fetézec a danou presnost € néas zajima, jak
velké musi byt to, aby pro vSechna t > ¢, platilo d(t) < e. Diky tomu, Ze zmifo-
vané konvergence je monotonni, sta¢i nalézt nejmensi o, které spliuje d(ty) < e.
Toto tg budeme nazyvat mixing time daného Tetézce.

Definice. Mizing time Markovova fetézce definujeme jako
tmiz(€) == min{t : d(t) < e} (2.40)
a specialné budeme znacit

tmiz = tmiz(1/4). (2.41)
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Lemma 16. Pro kaZdé ¢ € N plati
AUt iz (€)) < (26)° (2.42)

Diikaz. Postupnym uzitim Lemmatu 10, Disledku 12 a znovu Lemmatu 10 do-
stavame

A(ltmiz(€)) < d(ltmin(e)) < (a(tmm(g)))e < (20)".

O
Vsimnéme si, Ze pokud vezmeme ¢ = 1/4, mame podle Lemmatu 13
A(ltmip) < 27° (2.43)
a odtud pro £ = log, e 'vzhledem k (2.40) dostévame
tmiz(€) < [logy €™ Mt mia, (2.44)

coz je uzite¢na nerovnost, umoziujici shora odhadnout ¢,,,,(¢), pokud jiz mame
néjaky odhad na t,,;,.
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3. Coupling Markovovych retézcii

V této kapitole nejprve predstavime klicovy pojem coupling Markovovych fetézc.
Dale odvodime efektivni metodu, jak lze pomoci ¢asu koalescence vhodné zvole-
ného couplingu fetézcli s riznymi pocatecnimi stavy ziskat odhad na vzdalenost
margindlntho rozdéleni fetézce od stacionarniho rozdéleni a v disledku tak shora
odhadnout mixing time daného Markovova fetézce.

3.1 Markovsky coupling

Definice. Coupling Markovovych tetézci s matici P definujeme jako ndhodny
proces (Xy, Y3)i2, s vlastnosti, ze (X;) a (Y;) jsou Markovovy fetézce s matici P,
jejichz pocatecéni rozdéleni mize byt rizné.

Kazdy coupling Markovovych fetézci (X;) a (Y;) s matici P miZzeme upravit
tak, aby platilo

je-li X, =Y, potom X; =Y, pro kazdé ¢t > s. (3.1)

Zkonstruovani takového couplingu je snadné. Staci ponechat oba Tetézce vyvijet
se podle piuvodniho couplingu, a to az do ¢asu, kdy se poprvé setkaji. Od té
doby coupling pfedefinujeme tak, aby trajektorie obou fetézcti byly stejné. To
provedeme tak, Ze nechame napft. fetézec (X;) vyvijet se dal podle matice P a
pritom klademe Y; := X;.

Oznaceni. Pro coupling fetézci (X;) a (Y;) s po¢ateénimi stavy Xo =z a Yy =y
budeme pravdépodobnost na prostoru, kde je proces (X;,Y;) definovan, znaéit
P

x’y :

Definice. M¢&jme Markovuv fetézec s matici P a mnozinou stavi ). Markovsky
coupling odpovidajici matici P je Markoviv Fetézec s mnozinou stavi €2 x (2,
jehoz matice pravdépodobnosti prechodu @) spliiuje

(i) pro viechny z,y,2" € Q plati ), Q((z,y), (¢',y')) = P(z, ')

(ii) pro vSechny x,y,y" € Q plati Y, Q((z,y), («,y")) = P(y,y').

Poznamka. Ziejmé kazdy Markovsky coupling je coupling Markovovych fetézct
ve smyslu definice na zacatku této kapitoly. VSechny couplingy pouzité v této
praci budou Markovské.

3.2 Odhad vzdalenosti pomoci ¢asu koalescence

Definice. Necht (X;) a (Y;) jsou Markovovy fetézce. Nahodnou veli¢inu zvanou
cas koalescence definujeme jako

Teouple ‘= min {t : Xy =Y;}. (3.2)
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Vsimnéme si, ze pro coupling Markovovych fetézcu spliwjici podminku (3.1)
je Teouple Cas, od které¢ho oba Tetézce splynou.

Nyni uvedeme diilezitou vétu, jejiz disledek bude klicovym néstrojem k od-
hadnuti mixing time Markovova Fetézce, ktery budeme vyuzivat v nasledujicich
kapitolach.

Véta 17. Necht {(X, Y1)} je coupling splnugici (3.1), pro ktery je Xo = = a
Yo = vy. Potom pro kazdét € N je

1Pz, ) = Py, )lrv < Poy{Teoupte > t}. (3.3)
Diikaz. Vsimnéme si, ze P'(z,z) = P, ,{X; = z} a P'(y, z) = P, ,{Y; = 2}, tudiz
(Xt,Y;) je coupling rozdéleni P'(x,-) a P'(y,-). Aplikaci Véty 9 tak dostavame
1P (2, ) = P'(y, )llrv < Poy{X: # Vi}.
Diky pfedpokladu (3.1) ale plati P, ,{X; # Yi} = Py y{7coupie > t}, coz spolu s
predchozi nerovnosti dava zaveér. O

Disledek 18. Predpoklddejme, Ze pro kaZdou dvojici stavi x,y € $) existuje
coupling (X,Y;) s pocdtecnimi stavy Xo = x a Yy = y. Potom

d(t) < max P, {Teoupie > t}.
z,y€)

Diikaz. Podle Lemmatu 10 a pfedchozi véty mizeme psat

d(t) < 3(15) = max ||P'(z, ) — P'(y,")|l7v < max P {Tcoupie > t}.
[S9 z,ye)

)

]

Nasi obecnou strategii pro odhad mixing time Markovova Fetézce tedy bu-
de zkonstruovat néjaky coupling dvou verzi tohoto fetézce (Xy, Y3)2, s riznymi
pocate¢nimi stavy, ktery bude splhovat (3.1). Poté se budeme snazit shora odhad-
nout ¢as koalescence tohoto couplingu, resp. jeho maximum pfes vSechny mozné
dvojice pocatecnich stavii. Casto pro néas bude pohodlné vyuzit verzi Markovovy
nerovnosti. Ta t1ké, ze pro ndhodnou veli¢inu X s konecnou stfedni hodnotou a
libovolné € > 0 plati

E|X
P{|X]|>¢e} < |?| (3.4)
Platnost tohoto vztahu lze ovérit nasledovné:
EIX| = E[IX]|(Lxpa + lxice)] = B (IX] 1x20)
2 E (8 . 1{\X|>a}) =€~ P{|X| > 8}.
Aplikaci nerovnosti (3.4) na ¢as koalescence a maximalizaci pfes v8echny dvo-
jice pocatecnich stavi potom ziskdvame uzite¢nou nerovnost

E
max P, {7 >t} < A%y x’y(T),
z,yeN ’ t

(3.5)

jejiz prava strana se da diky Disledku 18 uzit pro odhadnuti d(t) shora, ¢imz
zaroven ziskame odhad na mixing time naSeho fetézce.

Vzhledem k vySe popsané metodé je prirozené se ptat, zda pro kazdou matici
pravdépodobnosti prechodu existuje takovy coupling fetézcu s touto matici, ze
¢as, kdy se oba fetézce poprvé setkaji je koneény. Odpovéd na tuto otédzku dava
nésledujici véta.
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Véta 19. Pro kaZdou dvojici Markovouvych Tetézei (Xy), (Y:) s merozloZitelnou
a aperiodickou matici P existuje takovy coupling, Ze cas, kdy se Tetézce poprvé
setkaji je konecny skoro jisté. To jest oznacime-li 7 := min{t : X, = Y;}, plati
P{r <oo} =1

Diikaz. Necht (X;) a (Y;) jsou Markovovy Fetézce s matici P a mnozinou stavi
Q). Vzhledem k nerozlozitelnosti a aperiodicité matice P zarucuje Veéta 1 existenci
prirozeného ¢isla r spliujiciho

P"(u,v) >0 pro viechny u,v € Q. (3.6)
Zvolme nyni libovolné néjaky stav z € (2 a polozme
pi= glelgP (w, 2).
Diky vlastnosti (3.6) plati p € (0,1). Zvolme déle libovolné néjaké dva stavy

z,y € Q a definujme coupling Fetézcu (X;,Y;) tak, ze Xg = x,Yy = y a oba
Fetézce budou vzijemné nezavislé. Ziejmé pak plati

P, {X,=2}>p a P, Y, =z2}>p. (3.7)

Nyni indukeci ukazeme, Ze pro vSechna k € N plati vztah

P:c,y {ﬂ{Xjr =z = }/}T}c} < (1 - pQ)k' (38)

Pro k = 1 muzeme diky nezavislosti fetézct (X;), (Y;) a s vyuzitim odhada (3.7)
psat

P, {{X,=2=Y}} = 1-P, {X,=2=Y}
—= 1 — Px7y{X7- == Z}nyy{}/; — Z}
< -7 (3.9)

Nyni pfedpokladejme, Ze vztah (3.8) plati pro £ € N. Mame

-]
N

{XJT =z = jr}cv {X(j+1)7" =z= Yv(j'i‘l)r}c}

o= ==}

< —p%)

kde v posledni nerovnosti jsme uzili indukéni predpoklad, homogenitu fetézci a
fakt, ze (3.9) plati pro libovolnou dvojici po¢ate¢nich stavi x,y € €.
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Dale vzhledem k tomu, Ze pro libovolnou dvojici po¢atec¢nich stavi a pro kazdé
k € N plati inkluze ndhodnych jevi

{T>kr} C {ﬂ{Xjr =z= er}c} :

J=1

mizeme s vyuzitim (3.8) psat
k
P, ,{t>kr}<P,, {ﬂ{Xjr =z= Y;r}c} < (1—pH*. (3.10)
j=1

Odtud potom limitnim pfechodem pro k — oo dostavame P, {7 = oo} = 0,
tudiz musi byt P, {7 < oo} = 1.
O
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4. Odhady rychlosti konvergence

V této kapitole ukdZeme na nékolika klasickych modelech Markovovych fetézct
odhad rychlosti konvergence jejich marginalniho rozdéleni ke stacionarnimu roz-
déleni metodou couplingu fetézci, kterd byla vylozena v predchozi kapitole. Nize
uvedené priklady jsou spolu s dalsimi ukdzkami k nalezeni v paté kapitole knihy

1.

4.1 Nahodna prochazka po cyklu

Definice. Polozme Q = Z, = {0,1,...,n — 1} a uvazujme nasledujici matici
pravdépodobnosti piechodu:

1/2 pokud k=j+1 (mod n),
P(j,k) =1 1/2 pokud k=j—1 (mod n), (4.1)
0 jinak.

Markoviv fetézec (X;) s matici P a mnozinou stava ) nazyvame ndhodnd pro-
chdzka po n-cyklu.

Drive nez za¢neme zkoumat rychlost konvergence ndhodné prochazky po n-
cyklu, podivejme se, co se stane, pokud bude n sudé. Stavovy prostor  lze v
tomto pripadé rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny — stavy sudé a stavy liché
— takovym zptusobem, Ze TFetézec miize piechazet s kladnou pravdépodobnosti
jen mezi stavy z riznych podmnozin, tj. graf incidence této prochazky je bipar-
titni. Takovy Fetézec je ale zfejmé periodicky s periodou dvé, tudiz nejsou splnény
predpoklady Veéty o konvergenci. Skutecné pro kazdé ¢t € N a néjaky lichy poca-
tecni stav 2o € Q je rozdéleni fetézce P?(x,-) nulové na viech sudych stavech,
zatimco rozdéleni P**1(zg,-) je nulové na vSech stavech lichych. Z toho je jasné
vidét, Zze rozdéleni P!(zg, ) nekonverguje pro t — oo.

Abychom se vyhnuli podobnym problémim budeme v tomto a i nékterych
dalsich ptipadech zkoumat nasledovné upravenou verzi fetézce.

Definice. Necht P je libovolné matice pravdépodobnosti prechodu. Polozme

I+pP

Q= T (4.2)

kde I je jednotkova matice o rozmérech || x |©2|. Markoviv Fetézec s matici @
pak nazyvame linou verzi fetézce s matici P.

Je vidét, Ze lina verze Tetézce musi vzdy nutné byt aperiodicka, jelikoz plati
Q(z,z) > 0 pro vSechna x € Q.

Matice pravdépodobnosti pifechodu liné verze prochazky po n-cyklu tedy vy-
padé nasledovné:

1/4 pokud k=j+1 (mod n),
..y ) 1/4 pokud k=j—1 (modn),
P(j,k) = 1/2 pokud k = j, (4.3)

0 jinak.
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Nyni konstrukei vhodného couplingu shora odhadneme mixing time tohoto
fetézce. Necht (X3, Y;) jsou dvé liné nahodné prochazky po Z, s pocateénimi
stavy = a y. Zavedme pomocny nahodny proces (W;), kde pro kazdé ¢ € N bude
W; ndhodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim s parametrem 1/2, nezavisla na
v8ech predchozich hodnotach (W;). Nas coupling se bude v kazdém kroku fidit
hodnotou procesu (W;). Ta bude urcovat, ktery z fetézci zméni stav, a ktery
setrva ve své pozici. Je-li Wy = 1, fetézec (X;) se posune o krok doptedu tak, ze
novy stav X;.; bude vybran z rozdéleni z matice klasické verze prochazky po n-
cyklu (4.1). V tomto pi¥ipadé polozime Y; 1 = Y;. Je-li naopak W; = 0, posune se
podle matice (4.1) o krok dopfedu fetézec (Y;), zatimco (X;) setrva ve své pozici.
Jakmile vSak dojde ke koalescenci obou Tetézci, jejich trajektorie se navzdy spoji
a budou se dal vyvijet v case jako jedna lind verze nahodné prochéazky po n-cyklu.

Uvédomme si, Ze nahodny proces (X;, Y;), ktery jsme pravé popsali je skuteéné
coupling dvou linych verzi ndhodné prochézky po n-cyklu dle definice v sekci 3.1.
Déle si vSimnéme, ze (X3, Y:) ma vlastnost (3.1).

Necht D; je vzdalenost mezi stavy fetézct (X;) a (Y;) v ¢ase t méfend po sméru
hodinovych ruci¢ek. Vsimnéme si, ze (D;) je jednoducha nadhodné prochéazka na
mnoziné {0,1,...,n} s absorpénimi bariérami dle definice v (1.3). Oznacime-li
7 =min{t > 0: D; € {0,n}}, mame podle Véty 5

E,, (1) =Fk(n—k),

kde k je vzdalenost mezi x a y mérena podle sméru hodinovych rucicek. Jelikoz
pro nas coupling plati 7 = Teouple, dostavame postupnym uzitim Diisledku 18 a
Markovovy nerovnosti

max, , E, ,(7)

d(t) < max P, {7 >t} < (4.4)
T,YELn ’ t
Ziejme je
n2
k(n —k)=—
o M T
a proto z (4.4) dostavame
2
n
d(t) < —. 4.5
<" (45)

Pravé strana predchozi nerovnosti je rovna 1/4 pro t = n?, tudiz mame t,,;, < n?.

4.2 Nahodna prochazka po toru

Definice. d-rozmeérny torus je graf, jehoz mnozina vrcholi je tvorena kartézskym
soucinem
78 =Ty X -+ X Ly .
—_————
d—krat
Vrcholy ¢ = (21,...,2%) ay = (v},...,y%) jsou v Z< spojeny hranou, jestlize pro
n&jaké j € {1,...,n} plati ' = ¢ pro viechna i # j a 2/ = (3’ + 1) mod n.
Viimnéme si, Ze pro n sudé je graf incidence ndhodné prochazky po Z2 bipar-
titni a tato prochézka je tedy opét periodicka. Abychom se vyhnuli této komplika-

ci, budeme uvazovat linou verzi ndhodné prochazky po Z2, kterou jsme definovali
vztahem (4.2).
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Jesté nez prikro¢ime k odhadu rychlosti konvergence ndhodné prochazky po
toru, uvedeme si jako lemma tzv. Waldovu rovnost, kterou vyuzijeme v dikazu
naseho odhadu.

Lemma 20. (Tvrzeni 5.18 v [3]) Uvazujme ndhodny soucet S = SN | X, kde
X,,n € N jsou nezdvislé redlné nahodné veliciny se stejnou stredni hodnotou a
ndhodnd wvelicina N : Q — Ny je s nimi nezdvisld. Potom je-li E|X | < o0 a
E|N| < oo, pak je E|S| < 00 a plati ES = ENEXj.

Nyni mtuzeme pomoci vhodného couplingu odhadnout mixing time liné na-
hodné prochazky po Z2.

Véta 21. Pro linou verzi ndhodné prochdzky po d-dimenziondlnim toru Z2 plati
tmiz(€) < c(d)n?loga(e™), (4.6)
kde c(d) je konstanta zdvisla na dimenzi d.

Diikaz. Abychom mohli pomoci Disledku 18 dokazat tuto vétu, zkonstruujeme
coupling fetézcu pro kazdou dvojici pocatecnich stavi (x, y) a shora odhadneme
stiedni hodnotu casu koalescence Teoupie = Ta,y-

Necht tedy (X;) a (Y;) jsou liné verze nahodné prochazky po Z¢ s po¢atecnimi
stavy & a y. Nyni slovné popiseme néas coupling (X;,Y;). Nejprve rovnomérné
nadhodné vybereme jednu z d soutfadnic. Jestlize se pozice obou prochéazek ve
vybrané soutadnici shoduji, posuneme stavy obou fetézci v téchto souradnicich o
stejnou hodnotu +1, —1 nebo 0, a to s pravdépodobnostmi 1/4, 1/4 a 1/2. Jestlize
se naopak hodnoty obou prochazek v dané soufadnici lisi, nadhodné vybereme
jeden z Fetézc, jehoz pozici ve vybrané soufadnici posuneme o +1 nebo —1, kde
kazda z obou moznosti nastane s pravdépodobnosti 1/2. Pozici druhého tetézce
v tomto pripadé nezménime.

Vsimnéme si, ze jakmile se jednou pozice obou fetézcti v néjaké souradnici
sjednoti, pak tyto uz nikdy nebudou rtzné. Necht X; = (X},..., Xd) a Y; =
(Yl ..., Y9 a oznacme

7= min{t > 0: X =Y/}

¢as, ve kterém se sjednoti pozice obou Tetézci v soutradnici ¢.

Uvédomme si dale, Ze rozdil mezi hodnotami X; a Y, méfeny po sméru ho-
dinovych ruci¢ek a vnimany pouze v ¢asech, kdy je vybrana soutadnice i, se
chové stejné jako coupling ndhodnych prochazek po n-cyklu, ktery jsme popsali
v predchozi sekci. Stfedni hodnota poc¢tu posunt v soufadnici ¢, ktery je potieba
vykonat, aby se pozice obou Tetézci v dané soutradnici shodovaly, je proto mensi
nebo rovna n?/4.

Je vidét, ze doba ¢ekani nez bude v nasem couplingu vybrana i—ta soutadnice
mé geometrické rozdéleni s parametrem 1/d. Jeji stfedni hodnota je proto rovna
d a uzitim Lemmatu 20 dostavame

dn?
Egy(mi) < I (4.7)

JelikoZ pro nés coupling zfejmeé plati 7 oupe = Maxi<i<q 7;, MiZeme psat

1<i<d

d
d2 2
Eay (Teoupte) = By (max n) < Eay (Z Ti> = dByy (1) € . (48)
=1
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Odhad (4.8) je nezavisly na dvojici poc¢ate¢nich stavii a uzitim Markovovy nerov-
nosti dostavame

E d?n?
P$,y{TCOuple > t} < :l:,y(/;couple) < 47Z '

(4.9)

Prava strana (4.9) je rovna 1/4 pro tq = d*n?. Uzitim Disledku 18 tedy ziskévame
tmiz < d*n*. Odtud potom diky (2.44) mame

tmi(e) < d°n? |_10g2 6_1-|
a dikaz véty je tak dokoncen. O]

S vyuzitim nerovnosti (4.7) muzeme odhad mixing time liné verze ndhodné
prochazky po Z¢ jesté vylepsit. Zkusme podrobnéji zanalyzovat ¢as koalescence
couplingu dvou linych ndhodnych prochazek po d-dimenzionalnim toru (X;), (Y)
s n&jakymi pocatecnimi stavy x,y € Z<, ktery jsme vytvofili v ditkazu minulé
véty.

Proi = 1,...,d opét ozna¢me 7; := min{t > 0 : X} = Y/} ¢as, ve kterém
dojde ke sjednoceni obou fetézci v i-té soufadnici. Zkoumejme nyni pro pevné
i€ {l,...,d} velicinu 7;. Predpokladejme, ze plati

t > kdn?, (4.10)

kde k je néjaké prirozené cislo. Matematickou indukci ukdzeme, ze pro vSechna
k € N plati vztah

1 k
Py {7 > kdn®} < (Z) : (4.11)

Postupnym uzitim Markovovy nerovnosti a zminiovaného odhadu (4.7) z dikazu
predchozi véty dostavame

<>,

1
Py {r > kdn®} < =220 < -

Predpokladejme nyni, ze vztah (4.11) plati pro néjaké k € N. Diky zfejmé inkluzi
jevi {r; > (k + 1)dn*} C {7; > kdn?} mtZeme psét
Pz,y{Ti > (k' + 1)dn2} = P%y{Ti > (k + 1)dn2 | T > kdn2}Pm,y{Ti > kan}
1/1\"
< —-1-=1.
- 4\4
ProtoZe vzhledem k podmince (4.10) plati {r; > t} C {7; > kdn?}, dostavame
ze vztahu (4.11) nerovnost

P, {r >t} < G)k (4.12)

Déle vzhledem k rovnosti jevi

{Teoupte >t} = {U{Ti > t}} :
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ktera plati nezavisle na dvojici poc¢atecnich stavii, muzeme diky odhadu (4.12)
psat

d d k
1
P y{Teoupie >t} = Pay {LJI{TZ > t}} < El P, {ri>t} < <4_1> d. (4.13)

Podle Disledku 18 je tedy d(t) < (1/4)%d. Prava strana této nerovnosti nabyva
hodnoty (1/4) pro k = (1/2)log,(4d). Vzhledem k definici (2.41) a faktu, Ze jsme
po celou dobu predpokladali (4.10), je potom

1
tmiz < 5 (10g2 4d> d?’L2 :

Hlubsi analyzou ¢asu koalescence jsme tedy pro mixing time liné verze nahod-
né prochazky po Z4 ziskali odhad fadu O ((dlogd)n?), coz pro vysoké dimenze
piedstavuje znatelné zlepSeni oproti pivodnimu O(d*n?) z Véty 21.

4.3 Vitézna série

Na zavér kapitoly pro zajimavost ukdzeme odhad rychlosti konvergence jednoho
klasického Markovova fetézce. Pfedstavme si tvora s omezenou paméti, ktery
opakované héazi minci a snazi se zapamatovat si délku posledni (nepferusené) série
po sobé padlych lici. Pokud tedy pfi poslednim hodu padl rub, tvor si pamatuje
¢islo 0. Pokud padlo vice jak n licii po sobé, tvor si pamatuje jen poslednich n z
nich, protoze jeho pamét je omezena.

Ekvivalentné, uvazujme okénko délky n, posouvajici se smérem doprava po
nekonec¢né posloupnosti ndhodnych rovnomeérné rozdélenych nezavislych bita a
necht X; zna¢i délku podposloupnosti samych jednic¢ek, zacinajici na pravém
kraji okénka.

Definice. Vitéznou sérii definujeme jako Markoviv fetézec s mnozinou stavi
{0,...,n} a nasledujicimi nenulovymi pravdépodobnostmi pfechodu

P(1,0) = 1/2 pro0<i<n,
P(Gi,i+1) = 1/2 pro0<i<n,
P(n,n) = 1/2. (4.14)

Spoctenim soustavy rovnic (1.1) snadno ovéfime, Ze stacionarni rozdéleni to-
hoto Fetézce je

i+l L _
(2)—{ 1/2 proi=0,1,...,n—1, (4.15)

/2™ proi=n.

Pokusme se nyni pomoci nasi metody vySetfit, jak rychle vitézna série ke svému
stacionarnimu rozdéleni konverguje.

Zvolme libovolné pocatecni hodnoty a,b € {0,...,n} a necht x a y jsou néjaké
posloupnosti bitt délky n, které kon¢i tisekem jednicek délky a, resp. b. Uvazujme
dvé vitézné série v jejichz okéncich jsou na pocatku posloupnosti z a y. Coupling
obou Tetézcu vytvoiime tak, Zze za tseky x i y pfipojime stejnou posloupnost
nadhodnych rovnomérné rozdélenych nezavislych bitti. Oba fetézce se pak budou
vyvijet dle této posloupnosti, po které se bude posouvat okénko délky n a stav
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kazdého Tetézce v daném case bude urcen délkou posloupnosti po sobé jdoucich
jednic¢ek zac¢inajici na pravém kraji jeho okénka.

Vsimnéme si, ze jakmile obé okénka dojdou k prvni nule v napojené posloup-
nosti, oba Tetézce prejdou do stavu 0 a od tohoto momentu se budou vyvijet
identicky. Vzhledem k rovnomérnému rozdéleni a nezévislosti bitti v posloupnosti
proto plati

P{Tcouple > t} < 2_t7

a to pro vsechny dvojice pocate¢nich stava a,b € {0,...,n}. Uzitim Disledku 18
tedy dostavame
d(t) <27". (4.16)

Prava strana (4.16) je rovna € pro t = log, (1/¢) a vzhledem k definici (2.40) tedy

mame )
tmm(g) S [108;2 (_)-‘ )
g

coz je odhad nezavisly na n. Specialné pro vSechna n € N dostavame t,,;, < 2.
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5. Grand coupling a rychlost
konvergence Metropolisova retézce

Zéavere¢nou kapitolu vénujeme konstrukei odhadu mixing time Metropolisova Te-
tézce na mnoziné piipustnych obarveni grafu. Metropolisuv Tetézec je uzitecny
priklad tzv. Markov Chain Monte Carlo algoritmi, které jsme predstavili v ivodu
préace. Velmi podobné konstrukce odhadu pro jing MCMC algoritmus je (spole¢né
s touto) k nalezeni v paté kapitole knihy [1].

5.1 Grand coupling

Uvazujme situaci, kdy chceme zkoumat rychlost konvergence néjakého Markovo-
va Tetézce se stavovym prostorem (2. Nékdy muze byt pro tento tcel uzitecné
zkonstruovat pravé || kopii tohoto fetézce, z nichz kazda ma jiny pocatecni stav
x € . V piipadé, kdy || > 2 si jiz nevysta¢ime s klasickym couplingem Mar-
kovovych Tetézcu definovanym v sekci 3.1. V tuto chvili vyuzijeme nastroj zvany
grand coupling.

Definice. Necht (X;) je Markovuv fetézec s matici P a stavovym prostorem €.
Kolekci nahodnych veli¢in { X7 : x € Q,t = 0,1,2,...} spliujici, ze pro kazdé
z € 2 je ndhodny proces (X[)°, Markovuv fetézec s matici P a pocéate¢nim
stavem X§ = x, budeme nazyvat grand coupling.

K pohodlné konstrukei grand couplingu lze vyuzit reprezentaci fetézce (X;)
pomoci ndhodného piifazeni, ktera byla definovana v (1.4). Mé&jme tedy dvojici
(f,Z), kde f : Q@ x A — Q je prechodova funkce a Z je ndhodné veli¢ina s
hodnotami v A, ktera spliiuje pro vSechny dvojice stavii x,y € 2 rovnost P(z,y) =
P{f(z,Z) = y}. Existenci takové dvojice (f,Z) zaruc¢uje Véta 4. Dale necht
Z1, 4, . .. je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in, jejichz
rozdéleni je stejné jako rozdéleni veli¢iny Z a polozme

Xg=z, X/=f(X",,Z)prot>1. (5.1)

Jelikoz ziejmé kazdy z procesu (X[)52, je Markoviv fetézec s matici P a pocatec-
nim stavem x, pravé zkonstruované kolekce nahodnych veli¢in je skuteéné grand
coupling.

5.2 Metropolistiv retézec

Uvazujme situaci, kdy mame néjaky Markoviuv Tetézec s matici W, stavovym
prostorem () a néjakym stacionarnim rozdélenim. Zvolme libovolné néjaké prav-
dépodobnostni rozdéleni m na €2 a polozme si otazku, zda existuje zpusob, jak
modifikovat matici pravdépodobnosti prechodu ¥ tak, aby novy fetézec mél sta-
cionéarni rozdéleni 7. Obecny navod na feSeni tohoto problému déava Metropolisiiv-
Hastingstuv algoritmus, popsany napft. v sekci 3.2.2 knihy [1].

Pro nasi aplikaci v nésledujici ¢ésti vSak postaci zjednodusené verze tohoto
algoritmu nazvana Metropolisiiv Fetézec, ktera se omezuje na pripady, kdy je ma-
tice U symetricka, tj. pro v8echna x,y € Q plati ¥(z,y) = ¥(y, x). Nyni ukdzeme,
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jak lze upravit takovou symetrickou matici ¥, abychom ziskali fetézec s libovolné
zvolenym staciondrnim rozdélenim 7, ¢imz Metropolisiv fetézec odvodime.

Budeme chtit, aby se novy fetézec choval nasledovné: pokud se Tetézec na-
chazi ve stavu x, bude podle rozdéleni ¥(z,-) vybran kandidat na nésledujici
stav. Takovy kandidat y bude prijat s pravdépodobnosti a(z,y) nebo bude nao-
pak zamitnut, a to s dopliikovou pravdépodobnosti 1 — a(z,y). V pfipadé prijeti
kandidata y se Fetézec posune do stavu y, je-li naopak kandidat zamitnut, te-
tézec zustane ve stavu x. KliCovym krokem pro odvozeni fungujictho algoritmu
je samoziejmé spravné volba pravdépodobnosti piijeti a(x, y) pro kazdou dvojici
stava x,y € ). Vsimnéme si, ze matice pravdépodobnosti prechodu P nového
fetézce je

U(z,y)a(z,y) pro y # z,
P(z,y) = { 1— Zz:#w U(z, z)a(x,z) proy=z. (5-2)

7 Véty 3 plyne, ze m je stacionarnim rozdélenim fetézce s matici P, jestlize pro
vSechny dvojice ruznych stavi z # y plati

m(2)¥(z,y)a(z,y) = 7(y)¥(y, x)a(y, v). (5.3)

Vzhledem k tomu, Ze predpokladame symetrickou matici ¥, rovnice (5.3) plati
pravé tehdy, kdyz pro v8echny dvojice riznych stavi x # y plati

b(z,y) = by, ), (5.4)

kde b(z,y) = m(z)a(z,y).
Déle vzhledem k faktu, Zze pravdépodobnost prijeti musi spliiovat a(x,y) < 1,
je funkce b(z,y) za platnosti (5.4) shora ohrani¢ena nasledovné:

b(z,y) < m(x), (5.5)
b(a,y) =b(y,x) < m(y). (5.6)

Protoze zamitani kandidatu ptfi vybéru dalsiho stavu zpomaluje cely Tetézec,
¢imz se snizuje efektivita algoritmu, chceme vybrat nejvétsi mozné b(x,y) spl-
nujici podminky (5.5) a (5.6). Nejvétsim takovym FeSenim je ziejmé b(x,y) =
min{7(z),7(y)}. Po dosazeni do definice b(z,y) pak ziskavame

. m(y)
a(r,y) =min< 1, —= 5. 5.7
(2.9) = min {1, 70} 5.7
Definice. Metropolisiv Tetézec odpovidajici symetrické matici pravdépodobnosti
prechodu ¥ a stacionarnimu rozdéleni n definujeme jako Markoviv Tfetézec s

matici P, kde

U(z,y mln{l & pro y # .,
P(z,y) = o 5.8
(z,y) 1=>... ., Y(r,z)min { ,;Eg} pro y = . (5.8)

Poznamka. Vyse uvedenou diskuzi jsme ukézali, Zze 7 je skutecné stacionarnim
rozdélenim Metropolisova fetézce. To vSak samo o sobé nezajistuje, Ze marginal-
ni rozdéleni Metropolisova fetézce k rozdéleni m konverguje. To, jestli je m pro
Metropolisuv Tetézec i rozdélenim limitnim, zavisi na vlastnostech dané matice
V. Tuto skutecnost je proto nutné v konkrétnich pripadech zvlast oveérit, a to
napiiklad tim, ze ukazeme, Ze jsou splnény predpoklady Veéty 15.
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5.3 Problém pripustného obarveni grafu

Definice. Necht {1,2,...,¢} je mnoZina barev a necht G = (V, E) je néjaky
graf s mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E. Pripustnym q-obarvenim grafu G
rozumime takové prifazeni barev vrcholim V| Ze zadné sousedni vrcholy nemaji
stejnou barvu.

Uvazujme nasledujici Markoviv fetézec, jehoz stavovym prostorem je mnozi-
na vSech (ne nutné piipustnych) g-obarveni néjakého grafu G = (V| F). Nejprve
je ndhodné zvolen né&jaky vrchol v € V, kazdy se stejnou pravdépodobnosti 1/|V].
Déle je ndhodné zvolena jakdkoliv barva z mnoziny {1,2,...,q}, kazda s pravdé-
podobnosti 1/q. Vrchol v je poté obarven zvolenou barvou.

Na tento Tetézec nyni aplikujeme Metropolisiv algoritmus, kde za 7 vezmeme
rovnomérné rozdéleni na mnoziné vSech pripustniych g-obarveni grafu G. Je-li
aktualnim stavem fretézce néjaké pripustné g-obarveni a barva k je navrhnuta
k obarveni vybraného vrcholu, Metropolisuv algoritmus pfijme toto navrhované
piebarveni s pravdépodobnosti 1 pravé tehdy, je-li vysledné obarveni pripustné,
jinak jej zamitne a novym stavem fetézce zlstane ptuvodni pripustné obarveni.

5.4 Odhad rychlosti konvergence

Nyni méme k dispozici vSechny potiebné prostiedky, abychom mohli odhadnout
rychlost konvergence marginalniho rozdéleni Metropolisova Fetézce pro pripustné
g-obarveni grafu k jeho stacionarnimu rozdéleni, kterym je rovnomérné rozdéle-
ni na mnoziné pripustnych g-obarveni. K dikazu naseho odhadu uzijeme grand
coupling, ktery jsme definovali v prvnim odstavci této kapitoly.

Véta 22. Necht G = (V, E) je graf s n vrcholy a mazimdlnim stupném vrcholu
A. Necht q > 3A. Oznacime-li cper(A,q) :== 1 — (3A/q), pak pro Metropolisiv
retézec na mnozZiné€ pripustniych g-obarveni grafu G, ktery byl popsdn v sekci 5.3,
plati

tmiz(€) < Cmet(A, @) 'n [logn +log (1/¢)]. (5.9)

Diikaz. Nejprve ozna¢me ) mnozinu pripustnijch g-obarveni grafu G a Q mnozinu
vSech g-obarveni grafu G.

Definujme nésledujici grand coupling Metropolisovych fetézct (X}) se stavo-
vym prostorem Q) a stacionarnim rozdélenim rovnomérnym na 2. V kazdém
kroku bude rovnomérné nahodné a nezavisle na minulosti vygenerovana dvojice
vrcholu a barvy (v, k) z kartézského soucinu V' x {1,...,q}. Pro kazdé = € Q
dojde pii kroku z X} na X, k pokusu o pfebarveni vrcholu v na barvu k. Tento
krok bude pfijat tehdy a jen tehdy, kdyz barva k neni mezi barvami vrcholu sou-
sedicich s vrcholem v. Pokud neni zvoleny krok pfijat, fetézec (X[) zistane ve
stavu X[. Dulezité je, Ze v nasem grand couplingu bude pro kazdy fetézec (X7)
v daném ¢ase navrhnuta stejna dvojice (v, k).

Pro kazdé g-obarveni z,y € Q definujme

P(@,y) =Y La@uyyo)
veV

jako pocet vrcholu, které maji v x a y rozdilnou barvu. V&imnéme si, ze p je
metrika na prostoru 2.
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Predpokladejme nejprve, ze plati p(x,y) = 1, tzn. Ze obarveni = a y se lisi
pouze v n&jakém vrcholu vy. Ozna¢me N mnoZinu barev, kterymi jsou obarveni
sousedé vrcholu vy v obarveni x. Uvédomme si, Ze tato mnozina je stejna jako
mnozina barev, kterymi jsou obarveni sousedé vrcholu vy v obarveni y. Podivejme
se nyni, co se muze stat se vzdalenosti mezi obarvenimi x a y po posunu naseho
grand couplingu o krok dopfedu, tj. zkoumejme p(X7, X7). Vzhledem k definici
naseho grandcouplingu a predpokladu p(x,y) = 1 je zfejmé, Ze p(X{, X7) muze
nabyvat pouze hodnot 0,1 a 2.

Vzdalenost p(X¥, X7) bude nulova tehdy a jen tehdy, pokud byl k piebarveni
vygenerovan vrchol vy a zéroven néjaka barva, kterd nelezi v mnoziné A. Vzhle-
dem k tomu, ze vybrany vrchol a vybrana barva jsou vzajemné nezavislé veli¢iny

odpovidajici rovnomérnému rozdéleni na mnozinach V a {1,2... ¢}, plati odhad
1\ (q¢—|N| qg—A

P{p( X, X!)=0}=|— > ) 5.10

{p(XT, XY) } (n> ( q = Tng ( )

Déle si vSimnéme, ze pro kazdy vrchol w sousedici s vrcholem vy je mnozina
barev vrcholi sousedicich s w a raznych od vy stejnd v obarveni z a y. Pred-
pokladejme, Ze tato mnozina neobsahuje barvy z(vy) a y(vg). Je-li k prechodu
fetézce vybrana dvojice (w,z(vg)), pak v tomto piipadé v obarveni y dojde k
prebarveni vrcholu w na barvu z(vg), zatimco v obarveni x bude takovy krok
zamitnut a toto tak ziistane v ptuvodnim stavu. Vzdalenost mezi obarvenimi x a
y se tak v duasledku zvétsi na dvé. Obdobné bude p(X¥, X7) = 2, pokud bude
k prebarveni vybrana dvojice (w,y(vg)). Toto jsou jediné piipady, kdy muze za
predpokladu p(x,y) = 1 pro nas grandcoupling nastat situace p(X7, X7) = 2.
Pravdépodobnost tohoto jevu mtzeme odhadnout shora

A\ [2
P -2 < (2) (). 5.)
S vyuzitim odhadu (5.10) a (5.11) muzeme psat

- 2A qg—A 3A —q
B(p(x3, XY - 1)< 22 W8 _32-g

ngq ngq nq
Vzhledem k linearité stfedni hodnoty je potom
3A —q
E(p( X7, X)) <1-— .
(p(XT, X{)) < ng

Protoze plati ¢ > 3A, je cnet(A,q) = 1 —(3A/q) > 0 a z predchozi nerovnosti
mame

Cmet (A,
E(p(X*, XV) <1-— Cmet(Bs@) (5.12)
n
Nyni predpokladejme, Ze x a y jsou obarveni, pro ktera plati p(z,y) = r.
Ziejmé existuje koneéna posloupnost obarveni x = xg, x1,...,x, = y takovych,

zeprok =1,2,...,r plati p(xg, zx—1) = 1. Odhad (5.12) tedy mtizeme pouzit pro
kazde E (p(X7*, X7*7)) , coz spolecné s trojahelnikovou nerovnosti pro metriku
p dava

E(p(X{,X1)) < ) E(p(X7 X))

r (1 - W) = p(z,y) (1 - M) . (5.13)

n

IN
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Déle vzhledem k tomu, Ze rozdéleni ndhodného vektoru (X, X)) podminéné
jevem { X7 | =z, 1, X! | = y;_1} je stejné jako rozdéleni vektoru (X', X7),
miizeme podle predchozi nerovnosti psat

E (P(X§67Xf> | Xy =2, X = yt—l) = E(p(X{"', X))

< p(®-1, Y1) <1 - M) -

n

Aplikaci stiedni hodnoty pres (X ;, X/ ;) pak dostavame

Cmet (A, q)) ‘

n

B (X7, X1) < B (X7, X2) (1-
Opakovanym uzitim této nerovnosti a aplikaci odhadu (5.13) v zavéru pak dosté-

vame .
Cmet (Aa Q) )

p (5.14)

E (o(X7, XY)) < p(,y) (1 -

Uvédomime-li si, ze plati p(z,y) > 1, pravé kdyz je = # y, muzeme diky
Markovové nerovnosti (3.4) a odhadu (5.14) psat

PLXT # X} = Plo(XY, XY) 2 1} S E(p(X7, X))

t
S p(x’ y) (1 — M) S ne_t(cnbet(Auq)/n)’ (515)
n

kde v posledni nerovnosti jsme vyuzili faktu, Ze nas graf ma n vrcholi a dale
standardniho odhadu pro exponencielu, podle kterého pro ¢ € R plati vztah
1—qg<e™9.

Vyse uvedené odhady plati pro vSechna obarveni z,y € €2, proto specialné
plati i pro vSechna pripustnd obarveni x,y € . Z Disledku 18 a nerovnosti
(5.15) potom plyne d(t) < ne~temet(A0/m) Odtud dostavame, Ze d(t) < e pro

t> Cmet(A, ) 'nflogn +log(1/e)],

¢imz je dikaz vztahu (5.9) dokonéen. O
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