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Abstrakt

Název práce: Lineární rekursivní systémy a struktury podmín¥né nezávislosti
Autor : Jan Zouhar
Katedra: Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky
Vedoucí práce: RNDr. Milan Studený, DrSc. (ÚTIA AV�R, studeny@utia.cas.cz)

Lineární rekurzivní systémy (LRS) popisují lineární funk£ní vztahy spojitých, zpravidla
normáln¥ rozd¥lených náhodných veli£in. Pro kvalitativní popis t¥chto vztah· se vyuºívá
acyklických orientovaných graf·. Grafy se vyuºívají i v jiné statistické disciplín¥, a sice p°i
popisu struktury podmín¥né nezávislosti (PN) systému náhodných veli£in. Jedním z cíl·
práce bylo ukázat, ºe v rámci regulárních gaussovských rozd¥lení oba uvedené p°ístupy
splývají: je-li dán acyklický orientovaný graf, lze statistický model LRS vymezený tímto
grafem ekvivalentn¥ zavést jako t°ídu gaussovkých distribucí, jejichº struktura PN odpovídá
témuº grafu. N¥které vztahy mezi grafem LRS a jeho strukturou PN jsme dále zobecnili
i mimo rámec gaussovských distribucí. Dal²ím tématem je popis vztahu mezi grafem LRS
a kovariancemi jeho veli£in. Zde jsme odvodili vztah, který je jistou analogií metody ko-
e�cient· na cestách, kterou zavedl ve 20. letech minulého století americký genetik Sewall
Wright.

Klí£ová slova: lineární rekursivní systémy, struktury podmín¥né nezávislosti, gra�cké mo-
dely, gaussovská rozd¥lení.

Abstract

Title: Linear Recursive Systems and Conditional Independence Structures
Author : Jan Zouhar
Department : Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor : RNDr. Milan Studený, DrSc. (ÚTIA AV�R, studeny@utia.cas.cz)

Linear recursive systems (LRS) describe linear relationships among continuous random vari-
ables (typically, normally distributed ones). Acyclic oriented graphs are used to provide a
qualitative description of these relationships. In a di�erent branch of statistics, graphs serve
as a means to describe conditional independence (CI) structures in systems of random vari-
ables. One of the aims of the thesis is to show that within the class of regular Gaussian
distributions, both approaches coincide: for a given acyclic oriented graph, the statistical
model of LRS speci�ed by the graph is equivalent to a class of Gaussian distributions with
CI structures that accord with the same graph. Furthermore, we generalized some of the
relations between a graph of LRS and its CI structure outside the scope of Gaussian dis-
tributions. Another focus of the thesis is the relation between the graph of a LRS and the
covariances among its variables. We derived a relationship that is analogous to the method
of path coe�cients which was introduced in the 1920s by the American geneticist Sewall
Wright.

Keywords: linear recursive systems, conditional independence structures, graphical models,
Gaussian distributions.
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Úvod

Lineární rekursivní systémy (LRS) pat°í mezi nejjednodu²²í modely v oblasti vícerozm¥rné
statistické analýzy. Jde o speciální p°ípad tzv. model· strukturálních rovnic (structural equa-
tion models, SEM), které nacházejí £asté praktické uplatn¥ní p°i analýze vztah· mezi socio-
ekonomickými a biologickými veli£inami (viz nap° [Gol73] nebo [Pug03]). SEM popisují sou-
bor náhodných veli£in (zpravidla spojitých, nej£ast¥ji normáln¥ rozd¥lených), mezi kterými
existují lineární funk£ní závislosti, které bývají p°i praktických aplikacích £asto interpre-
továny coby kauzální vztahy. Pro kvalitativní popis t¥chto vztah· se v SEM tradi£n¥ pouºívá
gra�ckého znázorn¥ní, ozna£ovaného obecn¥ jako diagram. V p°ípad¥ LRS má tento diagram
podobu acyklického orientovaného grafu, jehoº vrcholy odpovídají jednotlivým náhodným
veli£inám. Daný graf potom p°edstavuje v rámci LRS jistá omezení na koe�cienty funk£ních
vztah·, £ímº vymezuje p°íslu²ný statistický model.

Podobné grafy se vyuºívají i v pon¥kud odli²né statistické disciplín¥, a sice p°i popisu
struktur podmín¥né nezávislosti (PN) v systému náhodných veli£in. Studium struktur PN
má pom¥rn¥ krátkou historii � první výsledky pocházejí ze 70. let minulého století � a krom¥
vícerozm¥rné statistické analýzy je vyuºíváno v teorii kontingen£ních tabulek a v pravd¥-
podobnostních expertních systémech (v tzv. bayesovských sítích, viz nap°. [Cow07]). Gra�cké
modely zde slouºí jako p°ehledný zp·sob zachycení struktury PN prost°ednictvím tzv.
markovských vlastností (p°ehled gra�ckých model· struktur PN uvádí [Lau96]). Je-li dán
pevný distribu£ní rámec, m·ºeme zavést statistický model pomocí poºadavk· na strukturu
PN, ur£ených v podob¥ markovských vlastností vzhledem k n¥jakému grafu.

Jedním z hlavních cíl· práce je ukázat, ºe v rámci regulárních gaussovských distribucí oba
uvedené p°ístupy pro zavedení statistického modelu splývají: uvaºujeme-li n¥jaký acyklický
orientovaný graf, lze statistický model LRS vymezený tímto grafem ekvivalentn¥ zavést
jako t°ídu distribucí, jejichº struktura PN odpovídá témuº grafu (ve smyslu p°íslu²ných
markovských vlastností). N¥které vztahy mezi grafem LRS a jeho strukturou PN se pokusíme
dále zobecnit i mimo rámec gaussovských distribucí.

Dal²ím cílem práce je nalezení vztahu mezi grafem LRS a kovariancemi mezi jeho veli£i-
nami. P·jde o jistou analogii k metod¥ koe�cient· na cestách (method of path coe�cients),
kterou popsal ve 20. letech minulého století americký genetik Sewall Wright. Wrightova
série prací o této metod¥ (zejména [Wri21] a [Wri34]) bývá n¥kdy ozna£ována za po£átek
model· strukturálních rovnic: systémy náhodných veli£in, kterými se Wright zabýval, jsou
totiº v zásad¥ shodné jako SEM a Wright byl prvním, kdo vyuºil diagramy pro zachycení
kvalitativních vztah· mezi veli£inami a pro následné praktické výpo£ty.

Metoda koe�cient· na cestách popisuje vztah mezi korela£ními koe�cienty veli£in v uvaºo-
vaném systému a diagramem, ke kterému p°íslu²í tzv. koe�cienty na cestách (path co-

e�cients). Na²ím cílem je nalézt vztah pon¥kud odli²ný: namísto korela£ních koe�cient·
uvaºujeme kovariance náhodných veli£in a místo koe�cient· na cestách budeme pracovat
s koe�cienty, které p°ímo zachycují lineární funk£ní vztahy mezi veli£inami; úm¥rn¥ t¥mto
rozdíl·m se budou li²it i získané výsledky.
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Úvod

Struktura práce je následující. V první kapitole zavedeme pojmy týkající se podmín¥né
nezávislosti, struktury PN a jejích gra�kých model·; uvedeme zde rovn¥º n¥která tvrzení
z této oblasti, která budou podstatná pro studium struktury PN v LRS. V²echny výsledky
týkající se struktury PN v LRS obsahuje pak kapitola druhá. Ve t°etí, poslední kapitole
stru£n¥ popí²eme metodu koe�cient· na cestách a následn¥ odvodíme zp·sob, jak vy£íst
varian£ní matici LRS z jeho grafu.

Pro studium struktury PN v LRS i jeho kovariancí vyuºijeme °adu tvrzení z oblasti
maticového po£tu. Abychom zp°ehlednili text v hlavní £ásti práce, za°adili jsme v²echna
tato tvrzení do p°ílohy, ozna£ené jako p°íloha A. Podobn¥ p°íloha B obsahuje v¥ty týkající
se vícerozm¥rných gaussovských rozd¥lení.
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Pouºité zna£ení

Typogra�cké rozli²ení názv· podle typu objektu

i, σ, x, ϕ (malá písmena) skaláry (p°irozené nebo reálné), reálné prom¥nné, funkce
X, I,G (velká písmena) náhodné veli£iny (jednorozm¥rné), mnoºiny (£ísel), grafy
x,µ (malá tu£ná písmena) reálné vektory (vºdy sloupcové)
X,A,Σ (velká tu£ná písmena) náhodné vektory (sloupcové), reálné matice
I,M (kaligra�cká písmena) mnoºinové systémy, pravd¥podobnostní rozd¥lení

M¥°itelné prostory, σ-algebry, míry

(R,B) m¥°itelný prostor reálných £ísel (R) s borelovskou σ-algebrou (B)
(Rn,Bn) m¥°itelný prostor reálných n-tic (Rn) s borelovskou σ-algebrou (Bn)
(Ω,A,Pr) pravd¥podobnostní prostor (�univerzální�, tj. pravd. míra vºdy zna£ena Pr)
Pr(X ∈ A) zkrácený zápis pro Pr({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A})
µ× ν sou£in m¥r µ a ν (sou£inová míra)
s.v. [µ] skoro v²ude vzhledem k mí°e µ
s.j. skoro jist¥ (neboli s.v. [Pr])

Náhodné veli£iny

X⊥⊥Y X a Y jsou nezávislé náhodné veli£iny
EX st°ední hodnota náhodné veli£iny X
varX rozptyl náhodné veli£iny X
cov(X,Y ) kovariance náhodných veli£in X a Y
corr(X,Y ) korela£ní koe�cient náhodných veli£in X a Y
EX st°ední hodnota náhodného vektoru X
varX varian£ní matice náhodného vektoru X
N (µ, σ2) jednorozm¥rné normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2

N (µ,Σ) vícerozm¥rné normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a varian£ní maticí Σ

Mnoºiny

|A| kardinalita (po£et prvk·) mnoºiny A (p·jde vºdy o kone£né mnoºiny)
2A poten£ní mnoºina mnoºiny A
A×B kartézský sou£in mnoºin A a B

Matice, vektory

Am×n matice A typu m× n (pouºito v p°ípad¥, ºe je t°eba zd·raznit typ matice)

3



Pouºité zna£ení

0m×n nulová matice typu m× n (tj. matice tvo°ená samými nulami)
In jednotková matice typu n× n
diag b diagonální matice, jejíº diagonálu tvo°í prvky vektoru b
detA determinant matice A
A−1 inverze matice A
A> transpozice matice A

Krom¥ vý²e uvedených maticových zápis· se v textu £asto vyskytuje zna£ení pro výb¥r
podmatic nebo podvektor· pomocí indexových mnoºin; toto zna£ení nyní podrobn¥ popí²e-
me.

Máme-li matici Am×n = (aij) a neprázdné indexové mnoºiny I a J spl¬ující

I = {i1, i2 , . . . , ir} ⊆ {1, 2, . . . ,m}, i1 < i2 < . . . < ir ,
J = {j1, j2 , . . . , js} ⊆ {1, 2, . . . , n}, j1 < j2 < . . . < js ,

budeme zápisem AI·J zna£it matici

AI·J = (aij)i∈I, j∈J ,

neboli podmatici A, která je tvo°ena °ádky A s po°adovými £ísly v I a sloupci A s po°ado-
vými £ísly v J . P°esn¥ji zapsáno,

AI·J = (aikjl)k=1,...,r,
l=1,...,s

=


ai1j1 ai1j2 . . . ai1js
ai2j1 ai2j2 . . . ai2js
...

...
. . .

...
airj1 airj2 . . . airjs

 .

Chceme-li p°i pouºití tohoto zna£ení zohlednit, ºe jedna z indexových mnoºin (tj. I nebo J)
je sjednocením dvou nebo více díl£ích disjunktních mnoºin, nap°. I = I1 ∪ I2 , vynecháme
v p°íslu²ném zápisu pro lep²í £itelnost znak pro sjednocení, tedy

AI·J = AI1I2 ·J .

Pokud pot°ebujeme zapsat n¥kterou z indexových mnoºin vý£tem jejích prvk·, vynecháme
sloºené závorky a £árky mezi prvky; nap°. pro I = {i1, i2} zapí²eme

AI·J = Ai1i2 ·J .

Analogické zna£ení, jako jsme zavedli pro matice, zavedeme i pro vektory. Máme-li vektor
b = (b1, b2 , . . . , bn)> a mnoºinu I = {i1, i2 , . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n}, kde i1 < i2 < . . . < ik ,
potom

bI = (bi1 , bi2 , . . . , bik)>.

Podobn¥ jako v p°ípad¥ matic, i u vektor· budeme p°i tomto zna£ení vynechávat na p°í-
slu²ných místech znaky pro sjednocení, sloºené závorky a £árky.

Ukaºme pouºití práv¥ zavedeného zna£ení pro vektory p°i zápisu integrál· z funkcí více
prom¥nných. M¥jme x = (x1, x2 , . . . , x5)>, f : R5 → R. Chceme-li integrovat f podle
prom¥nných x2 a x4 , de�nujeme I = {2, 4} a zapí²eme∫

R

∫
R

f(x1, x2, . . . , x5) dx2 dx4 =

∫
R2

f(x) dxI .
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Kapitola 1

Podmín¥ná nezávislost a gra�cké
modely její struktury

1.1 Podmín¥ná pravd¥podobnost a podmín¥ná hustota

V elementárním po£tu pravd¥podobnosti se podmín¥ná pravd¥podobnost zavádí následují-
cím zp·sobem: máme-li pravd¥podobnostní prostor (Ω,A,Pr) a jevy A,B ∈ A, potom
podmín¥nou pravd¥podobnost jevu A za podmínky, ºe nastal jev B, de�nujeme jako

Pr(A|B) =
Pr(A ∩B)

Pr(B)
, (1.1)

pokud Pr(B) > 0 . (Pro Pr(B) = 0 se p°ípadn¥ dode�nuje Pr(A|B) = 0 .) S takovou de�nicí
lze ov²em vysta£it pouze v p°ípad¥ diskrétních náhodných veli£in. Obecn¥j²í zp·sob, jak
de�novat podmín¥nou pravd¥podobnost, se opírá o následující de�nici podmín¥né hustoty.

De�nice 1.1 M¥jme náhodný vektorX = (X1, X2 , . . . , Xn)> a disjunktní indexové mnoºi-
ny I a J takové, ºe I ∪ J = {1, 2, . . . , n}. P°edpokládejme, ºe X má hustotu f vzhledem
k sou£inové mí°e µ = µI×µJ , kde µI je σ-kone£ná míra na (R|I|,B|I|) a µJ je σ-kone£ná míra
na (R|J |,B|J |), a ºe fJ je marginální hustota vektoru XJ . Podmín¥nou hustotou náhodného
vektoru XI p°i daném XJ nazveme takovou nezápornou m¥°itelnou funkci fI|J(xI |xJ),
která pro libovolné mnoºiny A ∈ B|I| a B ∈ B|J | spl¬uje vztah

Pr(XI ∈ A,XJ ∈ B) =

∫
B

[∫
A
fI|J(xI |xJ) dµI(xI)

]
fJ(xJ) dµJ(xJ) . (1.2)

Platí p°itom, ºe existují-li hustoty f a fJ z de�nice 1.1, existuje i podmín¥ná hustota fI|J ,
je dokonce ur£ena v jistém slova smyslu jednozna£n¥ a lze ji vypo£ítat jako podíl sdruºené
hustoty f a hustoty podmínky fJ . P°esn¥ji toto tvrzení formuluje následující v¥ta1.

V¥ta 1.1 M¥jme náhodný vektorX, mnoºiny I a J , sou£inovou míru µ = µI×µJ a hustoty
f a fJ jako v de�nici 1.1. Ozna£me dále νJ takovou míru na (R|J |,B|J |), která má hustotu
fJ vzhledem k µJ . Potom platí:

1 Zn¥ní v¥ty i její d·kaz jsou upraveny z [And07], v¥ty 3.18, 3.19 a 3.20. D·kaz je zde uveden ze dvou d·vod·:
jednak jde o tvrzení zcela zásadní pro dal²í práci, jednak pr·b¥h d·kazu dob°e ilustruje pouºití zavedeného
zna£ení (tj. výb¥r sloºek vektoru pomocí indexových mnoºin).
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury

(i) Bu¤ q(xI |xJ) funkce daná p°edpisem

q(xI |xJ) =


f(x)
fJ(xJ)

, pokud xJ /∈ N,

0, pokud xJ ∈ N,
(1.3)

kde N = {x ∈ R|J | : fJ(x) = 0}. Pak q je podmín¥ná hustota XI p°i daném XJ .

(ii) Podmín¥ná hustota je podmínkami nezápornosti a m¥°itelnosti a vztahem (1.2) ur£ena
jednozna£n¥ aº na ekvivalenci vzhledem k mí°e (µI × νJ).

(iii) Je-li funkce fI|J podmín¥ná hustota XI p°i daném XJ , platí

f(x) = fI|J(xI |xJ)fJ(xJ) s.v. [µI × µJ ]. (1.4)

D·kaz. Za£neme s bodem (i). Volme libovoln¥ A ∈ B|I| a B ∈ B|J | . Budeme
nadále pro stru£nost zna£it Pr(A × B) = Pr(XI ∈ A,XJ ∈ B) . Ozna£me dále
N{ dopln¥k N v R|J | . Potom m·ºeme psát

Pr(A×B) = Pr[A× (B ∩N)] + Pr[A× (B ∩N{)] .

Ukáºeme nejprve, ºe Pr[A × (B ∩ N)] = 0. Uºijeme postupn¥ Fubiniovu v¥tu
[Rud03, v¥ta 8.8], nezápornost f a nakonec vztah pro výpo£et marginální hustoty:

Pr[A× (B ∩N)] =

∫
A×(B∩N)

f(x) d(µI × µJ)(x) =

=

∫
B∩N

[∫
A
f(x) dµI(xI)

]
dµJ(xJ) ≤

≤
∫
N
fJ(xJ) dµJ(xJ) = 0 .

Máme tedy celkem Pr(A × B) = Pr[A × (B ∩ N{)], odkud m·ºeme za pouºití
Fubiniovy v¥ty a vztahu (1.3) vyjád°it:

Pr(A×B) =

∫
A×(B∩N{)

f(x) d(µI × µJ)(x) =

=

∫∫
A×(B∩N{)

f(x)

fJ(xJ)
fJ(xJ) d(µI × µJ)(x) =

=

∫
B∩N{

[∫
A
q(xI |xJ) dµI(xI)

]
fJ(xJ) dµJ(xJ) =

=

∫
B

[∫
A
q(xI |xJ) dµI(xI)

]
fJ(xJ) dµJ(xJ) ,

£ili q spl¬uje (1.2), a tedy je podmín¥nou hustotou XI p°i daném XJ .

Ukaºme nyní (ii) a (iii). Nech´ fI|J je podmín¥ná hustota p°i daném XI p°i
daném XJ . Pouºitím Fubiniovy v¥ty na vztah (1.2) dostaneme

Pr(A×B) =

∫
A×B

fI|J(xI |xJ) d(µI × νJ)(x) .
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1.1 Podmín¥ná pravd¥podobnost a podmín¥ná hustota

Z v¥ty o jednozna£ném roz²í°ení sou£inové míry [Luk02, v¥ta 11.7] v²ak musí
takový vztah platit nejen pro mnoºiny typu A × B, ale pro v²echny mnoºiny
z Bn . M·ºeme proto pro libovolnou C ∈ Bn psát:

Pr(C) =

∫
C

fI|J(xI |xJ) d(µI × νJ)(x) , (1.5)

Z (1.5) plyne, ºe funkce fI|J je hustotou pravd¥podobnosti vektoru X vzhle-
dem k mí°e (µI × νJ), a tvrzení (ii) o jednozna£nosti tedy plyne z Radonovy-
Nikodymovy v¥ty [Rud03, v¥ta 6.10]. Vztah (1.5) dále snadno upravíme na

Pr(C) =

∫
C

fI|J(xI |xJ)fJ(xJ) d(µI × µJ)(x) ,

ze kterého z°ejm¥ plyne (iii). �

V následujícím textu budeme pod ozna£ením fI|J rozum¥t vºdy tu verzi podmín¥né
hustoty, která vyhovuje p°edpisu (1.3). Nyní m·ºeme p°istoupit k pon¥kud odli²né de�nici
podmín¥né pravd¥podobnosti, neº kterou popisuje vztah (1.1).

De�nice 1.2 Nech´ A ∈ B|I| a xJ ∈ R|J | . Pak podmín¥nou pravd¥podobnost jevu XI ∈ A
za podmínky XJ = xJ de�nujeme vzorcem

Pr(XI ∈ A|XJ = xJ) =

∫
A
fI|J(xI |xJ) dµI(xI) . (1.6)

Oba uvedené p°ístupy k de�nici podmín¥né pravd¥podobnosti nejsou navzájem v kon-
�iktním vztahu. Snadno se nap°. ukáºe, ºe je-li µJ £ítací míra a Pr(XJ = xJ) > 0, pak jsou
záv¥ry z pouºití obou zmín¥ných vzorc· pro výpo£et Pr(XI ∈ A|XJ = xJ) stejné, nebo´:

Pr(XI ∈ A|XJ = xJ) =

∫
A

f(x)

fJ(xJ)
dµI(xI) =

=
1

fJ(xJ)

∫
{xJ}

[∫
A
f(x) dµI(xI)

]
dµJ(xJ) =

=
Pr(XI ∈ A,XJ = xJ)

Pr(XJ = xJ)
.

V p°ípad¥, ºe podmi¬ujeme spojitou náhodnou veli£inou, nelze ov²em vztah (1.1) pouºít
a je t°eba pracovat s podmín¥nou hustotou.

V dal²ím textu se budeme zabývat výhradn¥ spojitými náhodnými veli£inami. Termínem
spojitá náhodná veli£ina p°itom ozna£ujeme takové veli£iny, pro které existuje hustota vzhle-
dem Lebesgueov¥ mí°e na (R,B). Lebesgueovu míru budeme ozna£ovat symbolem λ. P°i
zápisech integrál· v²ak budeme tento symbol zpravidla pro stru£nost vynechávat, tedy zto-
toºníme

∫
f(x) dλ(x) a

∫
f(x) dx.

V p°ípad¥, ºe budeme pracovat s náhodným vektorem X = (X1, X2 , . . . , Xn)>, budeme
vºdy vyºadovat, aby existovala sdruºená hustota v²ech jeho sloºek vzhledem k Lebesgueov¥
mí°e na (Rn,Bn); tuto míru budeme pro n ≥ 2 zna£it λn . Podotkn¥me, ºe podle terminologie
zavedené v [Stu02] je potom rozd¥lení tohoto vektoru margináln¥ spojité. Pojem marginální
spojitosti v²ak v této práci nebudeme zavád¥t.
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury

1.2 Podmín¥ná nezávislost

P°ipome¬me nejprve prostou nezávislost náhodných vektor·, bez p°ívlastku podmín¥ná.

De�nice 1.3 �ekneme, ºe náhodné vektoryX = (X1, X2 , . . . , Xm)> a Y = (Y1, Y2 , . . . , Yn)>

jsou nezávislé, pokud pro libovolné mnoºiny A ∈ Bm a B ∈ Bn platí:

Pr({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A,Y (ω) ∈ B}) = Pr({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A}) · Pr({ω ∈ Ω : Y (ω) ∈ B}),

neboli stru£n¥ji
Pr(X ∈ A,Y ∈ B) = Pr(X ∈ A) · Pr(Y ∈ B).

Skute£nost, ºe vektory X a Y jsou nezávislé, zna£íme X⊥⊥Y .

P°edchozí de�nici je moºné analogicky roz²í°it z dvojice vektor· na obecn¥ n-tici vektor·.
Dodejme, ºe de�nice zahrnuje i p°ípad jednorozm¥rných náhodných veli£in (pakm = n = 1).
Následující lemma je známé tvrzení, které za jistých p°edpoklad· charakterizuje nezávislost
náhodných vektor· pomocí jejich hustot.

Lemma 1.2 Uvaºujme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> s hustotou f vzhledem k λn
a dv¥ neprázdné disjunktní indexové mnoºiny I a J takové, ºe I∪J = {1, 2, . . . , n}. Ozna£me
marginální hustoty vektor· XI a XJ vzhledem k λ|I| a λ|J | jako fI a fJ . Potom vektory XI

a XJ jsou nezávislé práv¥ tehdy, kdyº pro skoro v²echna x ∈ Rn vzhledem k λn platí

f(x) = fI(xI) · fJ(xJ) . (1.7)

D·kaz. Jde o bezprost°ední d·sledek v¥ty 2.9 z [Eat07]. �

P°i zna£ení marginálních a podmín¥ných hustot se budeme nadále drºet konvence, kterou
jsme pouºili v p°edchozím lemmatu a ve v¥t¥ 1.1. Máme-li náhodný vektor X s hustotou
f a neprázdné disjunktní podmnoºiny index· jeho sloºek I a J , budeme zápisem fI vºdy
zna£it marginální hustotu vektoru XI a pod ozna£ením fI|J budeme rozum¥t podmín¥nou
hustotu XI p°i daném XJ ve tvaru (1.3). Tuto konvenci dále roz²í°íme i na p°ípad, kdy
mnoºina I je prázdná: je-li I = ∅, de�nujeme fI = fI|J = 1.

P°istoupíme nyní k de�nici podmín¥né nezávislosti. V kontextu zam¥°ení této práce se
p°itom omezíme pouze na p°ípad takových n-rozm¥rných náhodných vektor·, pro které
existuje hustota vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e na (Rn,Bn). Obecn¥j²í rámec pro zkoumání
podmín¥né nezávislosti lze najít nap°. v [Lau96] nebo [Stu02].

De�nice 1.4 M¥jme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> s rozd¥lením L a hustotou
f vzhledem k λn , a t°i disjunktní indexové mnoºiny I, J,K ⊆ {1, 2, . . . , n}. �ekneme, ºe
vektory XI a XJ jsou nezávislé p°i daném XK vzhledem k L, platí-li pro skoro v²echna
x ∈ Rn vzhledem k λn

fIJK(xIJK) · fK(xK) = fIK(xIK) · fJK(xJK) , (1.8)

kde výrazy fIJK , fK , fIK a fJK zna£í p°íslu²né marginální hustoty, p°i£emº tuto podmín¥-
nou nezávislost pak zna£íme zápisem XI ⊥⊥XJ |XK [L]. Vzhledem k tomu, ºe rozd¥lení
zkoumaného vektoru bývá zpravidla pevn¥ dáno, budeme jej zpravidla ze zápisu vynechávat
a psát stru£n¥ji XI⊥⊥XJ |XK .
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1.2 Podmín¥ná nezávislost

Poznamenejme, ºe pokud K = ∅, dostaneme p°i pouºití vý²e uvedené konvence fK = 1,
a (1.8) pak odpovídá vztahu pro (nepodmín¥nou) nezávislost (1.7). V takovém p°ípad¥
m·ºeme tedy chápat podmín¥nou nezávislost p°i daném XK jako závislost nepodmín¥nou
a ztotoºnit výrazy XI ⊥⊥XJ |XK a XI ⊥⊥XJ . Je-li prázdná mnoºina I nebo mnoºina J ,
platí (1.8) v²ude na Rn .

Zcela analogicky je moºné zavést i podmín¥nou nezávislost pro d°íve zmín¥ný obecn¥j²í
rámec margináln¥ spojitých rozd¥lení s tím, ºe Lebesgueovu míru na Rn potom vyst°ídá
obecn¥j²í sou£inová míra, podrobn¥ji viz [Stu02].

P°i diskuzi o podmín¥né nezávislosti je uºite£né následující pozorování, díky kterému
budeme moci zavést n¥která alternativní vyjád°ení de�ni£ního vztahu (1.8).

Lemma 1.3 M¥jme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> , který má hustotu f vzhledem
k λn , a dv¥ indexové mnoºiny A a B takové, ºe A ⊂ B ⊆ {1, 2, . . . , n}. Potom

fA(xA) = 0 =⇒ fB(xB) = 0 s.v. [λn]. (1.9)

D·kaz. Je-li A = ∅, je podle zavedené konvence fA = 1, a tvrzení v¥ty platí
triviáln¥. Nech´ tedy A 6= ∅. Bez újmy na obecnosti budeme p°edpokládat, ºe
A = {1, 2, . . . , k} a B = {1, 2, . . . ,m} p°i k < m ≤ n, coº zjednodu²í zna£ení.
Zavedeme mnoºiny N , NB a NA následujícím p°edpisem:

N = {x ∈ Rn : fA(xA) = 0, fB(xB) > 0},
NB = {y ∈ R|B| : fA(yA) = 0, fB(y) > 0},
NA = {z ∈ R|A| : fA(z) = 0}.

Vztah (1.9) je nyní ekvivalentní s tvrzením, ºe λn(N) = 0. Z°ejm¥ platí

NB ⊆ NA × R|B|−|A| , N = NB × Rn−|B| ⊆ NA × Rn−|A|. (1.10)

Je-li proto λ|A|(NA) = 0, pak λn(N) = 0 a (1.9) platí. Nech´ nyní λ|A|(NA) > 0.
Z (1.10), nezápornosti hustot, Fubiniovy v¥ty a z v¥ty o marginální hustot¥
[And07, v¥ta 3.10] postupn¥ dostaneme

0 ≤
∫
NB

fB(y) dy ≤
∫

NA×R|B|−|A|

fB(y) dy =

=

∫
NA

[∫
R|B|−|A|

fB(y) dyB\A

]
dyA =

=

∫
NA

fA(yA) dyA = 0.

Jelikoº fB(y) > 0 na NB , je nutn¥ λ|B|(NB) = 0 a podle (1.10) i λn(N) = 0. �

Díky p°edchozímu lemmatu máme zaru£eno, ºe rovnost v (1.8) platí pro libovolnou hus-
totu f skoro v²ude tam, kde je n¥která z funkcí fK , fIK nebo fJK nulová. V ostatních
p°ípadech m·ºeme t¥mito funkcemi celou rovnost d¥lit. P°ihlédneme-li ke tvaru podmín¥né
hustoty (1.3), m·ºeme vztah (1.8) vyjád°it ekvivalentn¥ jako

fIJ |K(xIJ |xK) = fI|K(xI |xK) · fJ |K(xJ |xK) , (1.11)

p°ípadn¥
fI|JK(xI |xJK) = fI|K(xI |xK). (1.12)
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury

Analogie mezi nezávislostí XI a XJ a podmín¥nou nezávislostí t¥chto dvou vektor· p°i
daném XK je patrná z porovnání (1.11) a (1.7). Tvar (1.12) naopak bývá vyuºíván pro ver-
bální popis vztahu podmín¥né nezávislosti. Plyne z n¥j, ºe pokud jsou XI a XJ podmín¥n¥
nezávislé p°i daném XK , potom známe-li XK , nemá pro nás dodate£ná informace o XJ

význam p°i zkoumání XI . Jinými slovy, p°i známém XK jiº nemá XJ na XI vliv.
Jak uvádí nap°. [Stu02], podmín¥né nezávislosti v náhodném vektoru X spl¬ují °adu

vlastností, které jsou souhrnn¥ ozna£ovány jako semi-grafoidové vlastnosti a které zavedeme
v následující de�nici; pro jednotlivé vlastnosti jsme ponechali p·vodní anglické názvy.

De�nice 1.5 M¥jme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> s rozd¥lením L a husto-
tou f vzhledem k λn a neprázdné disjunktní indexové mnoºiny I, J,K,L ⊆ {1, 2, . . . , n}.
Pak semi-grafoidovými vlastnostmi podmín¥ných nezávislostí vektoru rozumíme soubor
následujících vlastností; p°i jejich zápisu budeme pro snaz²í £itelnost zkracovat zápisy typu
XI⊥⊥XJ |XK [L] jako I⊥⊥J |K:

(i) triviality : I⊥⊥∅|K .
(ii) symmetry : I⊥⊥J |K =⇒ J⊥⊥I |K .
(iii) decomposition: I⊥⊥JL|K =⇒ I⊥⊥J |K .
(iv) weak union: I⊥⊥JL|K =⇒ I⊥⊥J |KL.
(v) contraction: { I⊥⊥J |KL & I⊥⊥L |K } =⇒ I⊥⊥JL|K .

Vý²e uvedené vlastnosti podmín¥né nezávislosti budou podstatné zejména p°i studiu struk-
tur podmín¥né nezávislosti v oddílu 1.4.

1.3 Podmín¥ná st°ední hodnota, rozptyl a kovariance

V následující de�nici zavedeme pojmy uvedené v názvu tohoto oddílu. Op¥t se pro jednodu-
chost omezíme na práci s n-rozm¥rnými náhodnými vektory, které mají sdruºenou hustotu
v·£i λn . Uvedená de�nice se opírá o pojem podmín¥né hustoty a je upravena z [And07,
oddíl 3.6]. Dodejme, ºe podmín¥ná st°ední hodnota se £asto zavádí obecn¥j²ím zp·sobem,
viz nap°. [�t¥87, oddíl VI.1]; pro na²e ú£ely to ov²em nebude pot°eba.

De�nice 1.6 M¥jme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> s hustotou f vzhledem k λn
a neprázdné disjunktní indexové mnoºiny I a J takové, ºe I ∪J = {1, 2, . . . , n}. Nech´ S(x)
je m¥°itelná funkce n prom¥nných, takºe S = S(X) je náhodná veli£ina. P°edpokládejme, ºe
existuje kone£ná st°ední hodnota ES. Podmín¥nou st°ední hodnotu veli£iny S za podmínky,
ºe vektor XJ nabyl hodnoty xJ , de�nujeme vzorcem

E(S |XJ = xJ) =

∫
R|I|
S(xI ,xJ) fI|J(xI |xJ) dxI , (1.13)

pokud integrál na pravé stran¥ existuje. Poloºme nyní g(xJ) = E(S |XJ = xJ) a zave¤me
symbol E(S |XJ) p°edpisem E(S |XJ) = g(XJ). Pak náhodnou veli£inu E(S |XJ) nazveme
podmín¥nou st°ední hodnotou S p°i daném XJ . Nech´ navíc ES2 < ∞. Potom de�nujeme
podmín¥ný rozptyl S p°i daném XJ jako

var(S |XJ) = E{(S − E[S |XJ ])2 |XJ}. (1.14)

M¥jme dále m¥°itelnou funkci n prom¥nných T (x), ozna£me T = T (X) a p°edpokládejme,
ºe ET 2 <∞. Podmín¥nou kovarianci S a T p°i daném XJ zavedeme p°edpisem

cov(S, T |XJ) = E {[S − E(S |XJ)]·[T − E(T |XJ)] |XJ} . (1.15)
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1.3 Podmín¥ná st°ední hodnota, rozptyl a kovariance

Z v¥ty 1.1 plyne, ºe podmín¥ná st°ední hodnota E(S |XJ = xJ) je coby funkce prom¥nné
xJ ur£ena jednozna£n¥ aº na ekvivalenci vzhledem k mí°e ν, kde ν má hustotu fJ vzhledem
k λ|J | . Proto dv¥ r·zné verze podmín¥né st°ední hodnoty se mohou li²it pouze na mnoºin¥,
která má nulovou pravd¥podobnost (podrobn¥ji viz [And07], str. 58). V následující v¥t¥
shrneme n¥které dal²í vlastnosti podmín¥né st°ední hodnoty. V této v¥t¥ (jako i v dal²ím
textu) budeme funkci pro výpo£et absolutní hodnoty zna£it �abs� . P°ipome¬me je²t¥, ºe
zápis �skoro jist¥�, p°íp. � s.j.� interpretujeme jako �s.v. [Pr]�.

V¥ta 1.4 (Vlastnosti podmín¥né st°ední hodnoty.) M¥jme náhodný vektor X a in-
dexové mnoºiny I a J jako v de�nici 1.6. Uvaºujme náhodné veli£iny S = S(X), T = T (X)
a reálná £ísla a, b. Pak platí:
(i) ES = E[E(S |XJ)].

(ii) E(a |XJ) = a skoro jist¥.
(iii) E(aS + bT |XJ) = aE(S |XJ) + bE(T |XJ).

(iv) Nech´ H = H(XJ) je náhodná veli£ina, která nezávisí na XI , a platí E[abs(S)] <∞,
E[abs(H ·S)] <∞. Potom E(H ·S |XJ) = H ·E(S |XJ) skoro jist¥.

D·kaz. Viz [And07], v¥ty 3.22, 3.23, 3.24 a 3.25.

Jak známo (viz nap°. [And07, v¥ta 2.9]), nezávislé veli£iny jsou nutn¥ nekorelované, tj.
pro náhodné veli£iny Xi a Xj s kone£nými druhými momenty platí

Xi⊥⊥Xj =⇒ cov(Xi , Xj) = 0.

V následující v¥t¥ ukáºeme, ºe analogické tvrzení platí i o podmín¥ných nezávislostech a pod-
mín¥ných kovariancích.

V¥ta 1.5 M¥jme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> s hustotou f vzhledem k λn, £ísla
i a j spl¬ující 1 ≤ j < i ≤ n a neprázdnou indexovou mnoºinu K ⊆ {1, 2, . . . , n} \ {i, j}.
Nech´ dále Xi a Xj mají kone£né druhé momenty. Pak platí:

Xi⊥⊥Xj |XK =⇒ cov(Xi , Xj |XK) = 0 s.j. (1.16)

D·kaz. Ozna£me podmín¥nou hustotu Xij p°i daném XK jako fij|K , analogický
význam budou mít symboly fi|K a fj|K . Ozna£me dále A = Xi − E(Xi |XK),
B = Xj − E(Xj |XK). Tedy A není funkcí Xj , B není funkcí Xi a podle v¥ty 1.4
z°ejm¥ platí

E(A |XK) = E(B |XK) = 0 s.j. (1.17)

V následujícím výpo£tu uºijeme postupn¥ (1.11), Fubiniovu v¥tu a nakonec (1.17):

cov(Xi , Xj |XK = xK) = E(AB |XK = xK) =

=

∫
R2

AB fij|K dxij =

(1.11)
=

∫
R2

AB fi|K fj|K dxij =

Fub. v.
=

∫
R

[∫
R
Afi|K dxi

]
B fj|K dxj =

=

[∫
R
Afi|K dxi

]
·
[∫

R
B fj|K dxj

]
=

= E(A |XK = xK) · E(B |XK = xK) =

(1.17)
= 0 s.j. �
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury

1.4 Gra�cké modely struktury podmín¥né nezávislosti

V úvodu tohoto oddílu shrneme základní pojmy z teorie graf·, které budeme v dal²ím textu
vyuºívat, a zavedeme odpovídající zna£ení. P°edem podotkn¥me, ºe si pro na²e pot°eby vys-
ta£íme s uº²ím terminologickým rámcem, neº jaký se obecn¥ v teorii graf· zavádí. Budeme
nap°. p°edpokládat, ºe v²echny grafy jsou kone£né a ºe neobsahují smy£ky ani soub¥ºné
hrany; takové grafy proto následující de�nice v·bec nep°ipou²tí.

De�nice 1.7 Grafem rozumíme dvojici (V,E), kde V je kone£ná mnoºina a E je mnoºina
uspo°ádaných dvojic r·zných prvk· z V , neboli E ⊆ {(α, β) : α, β ∈ V, α 6= β}. Prvky
mnoºiny V nazýváme vrcholy (vertices), prvky z mnoºiny E nazýváme hrany (edges).
�ekneme, ºe hrana (α, β) ∈ E je neorientovaná, pokud je i (β, α) ∈ E; v takovém p°í-
pad¥ zna£íme α↔ β. Pokud naopak (β, α) /∈ E, nazveme (α, β) ∈ E hranou orientovanou a
zna£íme α→ β, p°íp. β ← α. Graf, ve kterém se vyskytují pouze orientované hrany, nazveme
orientovaným grafem. Sledem délky n z α do β rozumíme posloupnost ne nutn¥ r·zných
vrchol· (α0, α1, . . . , αn) takovou, ºe α = α0, β = αn a pro i = 1, 2, . . . , n je (αi−1, αi) ∈ E
nebo (αi, αi−1) ∈ E. Platí-li navíc, ºe pro i = 1, 2, . . . , n je (αi−1, αi) ∈ E, hovo°íme o sledu
orientovaném. P°ipou²tíme i sledy délky nula, tj. sledy typu (α0). Orientovaný sled nenulové
délky z α do α, tj. sled, který za£íná a kon£í ve stejném vrcholu, nazveme orientovaným
cyklem. Orientovaný graf, který neobsahuje ºádný orientovaný cyklus, nazveme acyklickým
orientovaným grafem, zkracujeme jako ADG (z anglického acyclic directed graph). Sled
(α0, α1, . . . , αn), jehoº v²echny vrcholy jsou r·zné, nazveme cestou délky n z α0 do αn .
Analogicky jako pro sledy zavedeme téº orientované cesty.

S grafem je neodmysliteln¥ spjato jeho gra�cké vyjád°ení. Vrcholy grafu zakreslujeme
pomocí kole£ek, do kterých budeme zpravidla zapisovat název vrcholu. Orientovanou hranu
(α, β) zakreslujeme pomocí ²ipky vedoucí od kole£ka vrholu α ke kole£ku β, neorientovanou
hranu (α, β) vyjád°íme pomocí obousm¥rné ²ipky spojující kole£ka vrchol· α a β.2 Nap°. je-li
V = {α, β, γ} a E = {(α, β), (β, α), (β, γ)}, m·ºeme zakreslit graf G = (V,E) následovn¥:

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Pot°ebujeme-li v textu zapsat n¥jaký sled nebo cestu, zpravidla je nezapisujeme ve tvaru
posloupnosti, nýbrº pouºíváme zápis, ve kterém je vyzna£ena orientace hran mezi sousedními
vrcholy: nap°íklad cestu vedoucí z α do γ v p°edchozím grafu zapí²eme jako α↔ β → γ.

Mnoºinu vrchol· V v de�nici 1.7 tvo°í libovolná kone£ná mnoºina. Abychom mohli
snadn¥ji zachytit n¥které vlastnosti vztahující se k danému grafu, budeme pro p°ehlednost
vrcholy grafu �£íslovat� od 1 do |V |. Formáln¥ vzato, o£íslováním uzl· v grafu G = (V,E)
m·ºeme rozum¥t n¥jakou bijekci ϕ : V → {1, 2, . . . , |V |}. Ozna£íme-li V ′ = {1, 2, . . . , |V |}
a E′ = {(ϕ(α), ϕ(β)) : (α, β) ∈ E}, potom jsou z°ejm¥ grafy G = (V,E) a G′ = (V ′, E′)
izomorfní. P°i známém o£íslování ϕ m·ºeme proto ztotoº¬ovat vrchol α s jeho o£íslováním
ϕ(α), resp. graf G s grafem G′.

V dal²ím textu se budeme zabývat výhradn¥ acyklickými orientovanými grafy; pro tyto
grafy budeme pouºívat jisté význa£né o£íslování, o kterém hovo°í následující de�nice.

2Neorientované hrany se £asto zakreslují pomocí prostých £ar (tj. bez ²ipek na koncích). Zde jsme se p°iklonili
k vý²e uvedenému zna£ení, nebo´ se pak shoduje se zna£ením v diagramech, které se pouºívají v metod¥
koe�cient· na cestách, o níº pojednává oddíl 3.1.
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1.4 Gra�cké modely struktury podmín¥né nezávislosti

De�nice 1.8 Nech´ G = (V,E) je ADG. Potom topologickým o£íslováním grafu G rozumí-
me bijekci ϕ : V −→ {1, 2, . . . , |V |} takovou, ºe ϕ(α) < ϕ(β), kdykoli α → β. Podobn¥,
pokud pro n¥jaký graf platí, ºe V = {1, 2, . . . , |V |} a navíc j < i, kdykoli j → i, pak
°ekneme, ºe tento graf je topologicky o£íslovaný.

V následující v¥t¥ ukáºeme, ºe kaºdý ADG lze topologicky o£íslovat. Díky tomu pak bude
moºné bez újmy na obecnosti p°edpokládat, ºe v²echny ADG, se kterými budeme pracovat,
jsou topologicky o£íslované, coº zjednodu²í zápis n¥kterých vztah·.

V¥ta 1.6 (O existenci topologického o£íslování.) Nech´ G = (V,E) je ADG. Potom
existuje topologické o£íslování grafu G.

D·kaz. V dal²ím textu budeme °íkat, ºe vrchol je koncový, pokud z n¥j nevede
ºádná hrana. V první °ad¥ si uv¥domme, ºe v kaºdém ADG musí nutn¥ existovat
alespo¬ jeden koncový vrchol. To je snadný d·sledek toho, ºe kaºdý ADG je
acyklický a kone£ný (tj. má kone£ný po£et vrchol·): pokud není v grafu s n
vrcholy koncový vrchol, m·ºeme z°ejm¥ nalézt z libovolného vrcholu cestu délky n,
na cest¥ délky n se ov²em musí nutn¥ opakovat dva stejné vrcholy, tedy uvaºovaný
graf obsahuje cyklus.

Tvrzení v¥ty nyní dokáºeme indukcí podle po£tu vrchol· v grafu, ozna£me |V | =
n. Je-li n = 1, je tvrzení z°ejmé. Zbývá dokázat induk£ní krok. Nech´ tedy platí
tvrzení v¥ty pro n − 1. M¥jme ADG G = (V,E) s n vrcholy. Najd¥me v G
koncový vrchol a ozna£me jej jako β. Uvaºujme libovolné o£íslování ϕ takové,
ºe ϕ(β) = n. Potom z°ejm¥ pro v²echna α ∈ V platí, ºe ϕ(α) < ϕ(β), pokud
α → β. Jinými slovy, hrany vedoucí do β vºdy spl¬ují poºadavek na topologické
o£íslování, nehled¥ na to, jak o£íslujeme ostatní vrcholy. K o£íslování ostatních
vrchol· uºijeme induk£ního p°edpokladu. Ozna£me V̄ = V \{β}, Ē = E∩(V̄ ×V̄ ),
Ḡ = (V̄ , Ē). Potom Ḡ je ADG s n−1 vrcholy, a z induk£ního p°edpokladu pro n¥j
tudíº existuje topologické o£íslování, které ozna£íme ϕ̄. De�nujeme-li zobrazení ϕ
p°edpisem

ϕ(α) =

{
ϕ̄(α), pokud α ∈ V \ {β},
n, pokud α = β,

potom z p°edchozího plyne, ºe ϕ je topologické o£íslování G. �

P°edchozí d·kaz dává zárove¬ návod, jak topologické o£íslování sestrojit: sta£í najít kon-
cový vrchol, p°i°adit mu nejvy²²í £íslo, poté tento vrchol spolu se vstupujícími hranami
z grafu pomysln¥ vypustit a celý proces opakovat. Analogicky lze postupovat i �z druhé
strany�, tj. od vrchol·, do kterých nevstupuje ºádná hrana. Vzhledem k tomu, ºe daný graf
m·ºe mít n¥kolik koncových vrchol·, nemusí být topologické o£íslování dáno jednozna£n¥.

Topologicky o£íslované ADG budeme vyuºívat k popisu struktury podmín¥né nezávis-
losti vícerozm¥rných rozd¥lení. P°itom strukturou podmín¥né nezávislosti rozumíme soubor
údaj· o podmín¥ných nezávislostech mezi sloºkami vícerozm¥rné náhodné veli£iny; p°esn¥ji
tento pojem zavádí následující de�nice.

De�nice 1.9 Ozna£me symbolem T (n) systém v²ech uspo°ádaných trojic 〈I,J |K 〉 dis-
junktních podmnoºin mnoºiny {1, 2, . . . , n}. M¥jme náhodný vektorX = (X1, X2 , . . . , Xn)>

s rozd¥lením L a hustotou f vzhledem k λn . �ekneme, ºe S(L) ⊂ T (n) je strukturou
podmín¥né nezávislosti indukovanou L, platí-li

S(L) = {〈I,J |K 〉 ∈ T (n) : XI⊥⊥XJ |XK [L]}. (1.18)
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury

Struktury podmín¥né nezávislosti musí spl¬ovat n¥které formální vlastnosti, které se
odvíjejí od semi-grafoidových vlastností podmín¥né nezávislosti, které jsme zavedli v de�nici
1.5. Z vlastnosti triviality je nap°. z°ejmé, ºe kaºdá struktura podmín¥né nezávislosti ob-
sahuje v²echny tzv. triviální trojice, tj. trojice typu 〈I,∅|K 〉, z vlastnosti symmetry vyplývá,
ºe s kaºdou trojicí 〈I,J |K 〉musí struktura podmín¥né nezávislosti obsahovat i k ní symetric-
kou trojici 〈J,I |K 〉 atd.

Nelze v²ak zaru£it, ºe kaºdá mnoºina S ⊂ T (n) spl¬ující uvedené semi-grafoidové vlast-
nosti je strukturou podmín¥né nezávislosti n¥jakého rozd¥lení. Jinými slovy, není pravda,
ºe semi-grafoidové vlastnosti charakterizují struktury podmín¥né nezávislosti (viz [Lau96,
str. 32]). Ve [Stu98] je dokonce dokázáno, ºe pro diskrétní pravd¥podobnostní rozd¥lení
(kterými se v této práci nezabýváme), nelze obecn¥ charakterizovat struktury podmín¥ných
nezávislostí pomocí kone£ného po£tu formálních vlastností tohoto typu.

P°edpokládejme nyní, ºe je pevn¥ ur£en n¥jaký distribu£ní rámec, který má podobu
t°ídy Φ n-rozm¥rných pravd¥podobnostních rozd¥lení � nap°. t°ída v²ech n-rozm¥rných re-
gulárních gaussovských rozd¥lení Nreg z de�nice B.1 nebo t°ída v²ech diskrétních rozd¥lení
na Rn . Uvaºujme n¥jaký soubor I nezávislostních údaj· o n-rozm¥rném rozd¥lení, které jsou
podobn¥ jako u struktury podmín¥né nezávislosti zakódovány pomocí trojic typu 〈I,J |K 〉,
tedy I ⊂ T (n). Potom I lze chápat jako statistický model, ur£uje totiº t°ídu pravd¥podob-
nostních rozd¥lení z Φ, jejichº struktura podmín¥né nezávislosti obsahuje v²echna nezávis-
lostní tvrzení z I, neboli t°ídu

{L ∈ Φ : S(L) ⊇ I}.

Lze ukázat, ºe n¥které modely pouºívané ve statistice lze ekvivalentn¥ formulovat jako práv¥
zavedené statistické modely ur£ené pomocí poºadavk· na strukturu podmín¥né nezávislosti;
v kapitole 2 ukáºeme takovouto ekvivalenci pro p°ípad lineárních rekursivních systém·, dal²í
p°íklady viz [Stu02].

R·zným mnoºinám I ve vý²e uvedeném statistickém modelu mohou odpovídat stejné
t°ídy pravd¥podobnostních rozd¥lení. To je patrné nap°íklad ze semi-grafoidových vlastností:
z vlastnosti triviality plyne, ºe vynecháme-li z mnoºiny I v²echny triviální trojice, výsledná
t°ída pravd¥podobnostních rozd¥lení se nezm¥ní. Podobn¥ m·ºeme na základ¥ vlastnosti
symmetry ponechat pouze jeden z kaºdé dvojice symetrických prvk·. Ze zbylých t°í semi-
grafoidových vlastností dále p°ímo plyne, ºe

I⊥⊥JL|K ⇐⇒ { I⊥⊥J |KL & I⊥⊥L |K },

(pouºili jsme zde zkráceného zápisu podmín¥ných nezávislostí stejn¥ jako v de�nici semi-
grafoidových vlastností). Odkud je vid¥t, ºe libovolnou mnoºinu I lze nahradit seznamem
tzv. elementárních trojic, coº jsou trojice typu 〈i, j |K 〉, neboli první dv¥ mnoºiny v dané
trojici jsou jednoprvkové.

Gra�cké modely struktury podmín¥né nezávislosti umoº¬ují zadat poºadavky na struk-
turu podmín¥né nezávislosti vizuáln¥ názorným zp·sobem pomocí grafu. Pro tento ú£el se
pouºívá celá °ada r·zných t°íd graf· (dobré shrnutí uvádí nap°. [Lau96] nebo [And99]), v této
práci se zam¥°íme pouze na vyuºití acyklických orientovaných graf·. Existuje rovn¥º více
moºností, jak interpretovat graf v podob¥ poºadavk· na závislostní strukturu pravd¥podob-
nostního rozd¥lení; hovo°í se o tzv.markovských a faktoriza£ních podmínkách. Zde se budeme
zabývat podmínkami markovskými, pomocí nichº lze z daného grafu p°ímo ur£it vý²e zavede-
ný statistický model, tj. zapsat mnoºinu I. Abychom mohli tyto podmínky p°ehledn¥ formál-
n¥ de�novat, je t°eba nejprve zavést n¥které pojmy týkající se ADG.

De�nice 1.10 Nech´ G = (V,E) je ADG, α, β ∈ V . Skute£nost, ºe graf G neobsahuje
hranu α → β, zna£íme α 9 β (tento zápis nevylu£uje existenci hrany α → β). �ekneme,
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1.4 Gra�cké modely struktury podmín¥né nezávislosti

ºe β je rodi£em α, je-li β → α. Mnoºinu v²ech rodi£· vrcholu α ozna£íme jako pa(α)
(z anglického parents). �ekneme, ºe β je následníkem α, pokud v G existuje orientovaná
cesta z α do β. Mnoºinu v²ech vrchol· z V \ {α}, které nejsou následníky α, ozna£íme jako
nd(α) (z anglického non-descendants).

P°ejdeme nyní k de�nici prvních dvou markovských podmínek. V této de�nici, jakoº
i ve zbylé £ásti této kapitoly, budeme pro p°ehlednost uºívat konvenci pro zkrácený zápis
podmín¥ných nezávislostí, kterou jsme zavedli pro ú£ely de�nice 1.5, tj. zapí²eme podmín¥né
nezávislosti typu XI⊥⊥XJ |XK [L] zkrácen¥ jako I⊥⊥J |K.

De�nice 1.11 Nech´ G = (V,E) je topologicky o£íslovaný acyklický orientovaný graf s n
vrcholy a X = (X1, X2 , . . . , Xn)> je náhodný vektor s rozd¥lením L, pro které existuje hus-
tota vzhledem k λn . �ekneme, ºe L spl¬uje párovou markovskou podmínku (PM ) vzhledem
ke G, pokud pro libovolné dva vrcholy i, j ∈ V takové, ºe j < i a j 9 i, platí

i ⊥⊥ j | {1, 2, . . . , i− 1} \ {j}. (PM )

�ekneme, ºe L spl¬uje lokální markovskou podmínku (LM ) vzhledem ke G, pokud pro
libovolný uzel i ∈ V \ {1} platí

i ⊥⊥ {1, 2, . . . , i− 1} \ pa(i) | pa(i). (LM )

Z p°edchozí de�nice je patrné, ºe kaºdý vrchol daného grafu p°edstavuje jednu z náhod-
ných veli£in, jejichº sdruºené rozd¥lení zkoumáme; to je spole£ný znak v²ech gra�ckých
model· struktury podmín¥né nezávislosti. Rozd¥lení, které spl¬uje (PM ), resp. (LM ) vzhle-
dem ke grafu G, budeme téº ozna£ovat jako párov¥, resp. lokáln¥ markovské vzhledem ke G.
Z de�nice rovn¥º vidíme, ºe v p°ípad¥ (PM ) bude zadaný graf reprezentovat soubor elemen-
tárních nezávislostních údaj· (tj. údaj· odpovídajících elementárním trojicím). Pouºitím
vlastnosti weak union ihned dostaneme, ºe lokální markovská podmínka je siln¥j²í neº pod-
mínka párová, tj. ºe (LM ) ⇒ (PM ), neboli lokáln¥ markovské rozd¥lení je vºdy i párov¥
markovské (k danému grafu). Ob¥ vlastnosti ilustruje následující p°íklad.

P°íklad 1.1 Graf G má podobu:

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe G je topologicky o£íslovaný ADG. Párová markovská podmínka
vyºaduje následující soubor podmín¥ných nezávislostí:

3⊥⊥2 | 1,
4⊥⊥1 | {2, 3},
4⊥⊥3 | {1, 2},
5⊥⊥1 | {2, 3, 4},
5⊥⊥2 | {1, 3, 4}.

Lokální markovská podmínka vyºaduje podmín¥né nezávislosti

3⊥⊥2 | 1,
4⊥⊥{1, 3} | 2,
5⊥⊥{1, 2} | {3, 4}.
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury

Pro úplnost dodejme, ºe párovou i lokální vlastnost je moºné zavést i jiným zp·sobem,
bez vyuºití topologického o£íslování (jako je tomu nap°. v [Lau96]). Namísto �mnoºin vrchol·
s niº²ím o£íslováním�, které �gurují v de�nici 1.11 jako mnoºiny tvaru {1, 2, . . . , i − 1}, se
pak vyuºívá mnoºiny nenásledník· (non-descendants), kterou jsme zavedli v de�nici 1.10.
Ozna£íme-li pak alternativy k podmínkám (PM ), resp. (LM ) jako (PN ), resp. (LN ) (podle
�neo£íslované�), m·ºeme p°íslu²né poºadavky na podmín¥né nezávislosti zapsat stru£n¥ ve
tvaru:

∀ i, j ∈ V takové, ºe j ∈ nd(i) a j 9 i, platí: i⊥⊥ j | nd(i) \ {j}, (PN )

∀ i ∈ V platí: i⊥⊥ nd(i) \ pa(i) | pa(i). (LN )

Porovnáme-li tento zápis s de�nicí 1.11, zjistíme, ºe jsou v zásad¥ jen nahrazeny mnoºiny
typu {1, 2, . . . , i − 1} mnoºinou nd(i). Pro vrchol i 6= 1 v topologicky o£íslovaném grafu
z°ejm¥ platí, ºe {1, 2, . . . , i − 1} ⊆ nd(i), coº spolu s vlastností weak union ihned dává
výsledek (LN ) ⇒ (LM ). Podle [Cow07, v¥ta 5.14] ov²em platí, ºe jsou podmínky (LN )
a (LM ) dokonce ekvivalentní. Podmínkami (PN ) a (LN ) se jiº dále nebudeme zabývat.

Krom¥ párové a lokální markovské podmínky se £asto hovo°í je²t¥ o t°etí, obecn¥ vzato
nejsiln¥j²í, markovské podmínce, ozna£ované jako globální. Globální markovská podmínka
vzhledem k ADG se v literatu°e de�nuje dv¥ma formáln¥ zna£n¥ odli²nými, p°esto v²ak
ve výsledku ekvivalentními zp·soby: bu¤ pomocí tzv. morálních graf·, nebo pomocí tzv.
d-separace. Zde se budeme drºet druhého z t¥chto postup·, pojem d-separace zavedeme
v následující de�nici.

De�nice 1.12 Nech´ G = (V,E) je orientovaný graf a σ = (α0, α1, . . . , αn) je sled v G.
Vrchol αi nazveme kolizním ve sledu σ, pokud 1 ≤ i < n a platí αi−1 → αi a zárove¬
αi ← αi+1 ; v opa£ném p°ípad¥ je α nekolizní v σ. �ekneme, ºe mnoºina K ⊂ V blokuje
sled σ, pokud K neobsahuje n¥který z kolizních vrchol· v σ nebo obsahuje n¥který nekolizní
vrchol ze σ. Jsou-li I, J,K t°i disjunktní podmnoºiny V , °ekneme, ºe mnoºina K d-separuje
mnoºiny I a J , jestliºe K blokuje kaºdý sled (α0, α1, . . . , αn) takový, ºe α0 ∈ I a αn ∈ J .

P°íklad 1.2 Uvaºujme orientovaný graf

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

a sled (α, β, γ, δ), neboli sled α → β → γ ← δ. V tomto p°ípad¥ je jediným kolizním
vrcholem γ; kolizní vrcholy jsou charakterizovány zápisem typu → γ ←. V anglicky psané
literatu°e se kolizní vrcholy nazývají r·zn¥, nap°. colliders nebo head-to-head vertices; oba
tyto názvy pramení z toho, ºe se v t¥chto vrcholech �sráºejí� vstupující hrany.

Sled α→ β → γ ← δ je blokován nap°. prázdnou mnoºinou, nebo´ ta neobsahuje kolizní
vrchol γ; snadno dále ov¥°íme, ºe tento sled není blokován mnoºinou {γ} a je blokován
mnoºinou {β, γ}. Jelikoº kaºdý sled mezi α a δ vede p°es β a δ, m·ºeme °íci, ºe jak prázdná
mnoºina, tak mnoºina {β, γ} d-separují vrcholy α a δ; d-separací dvou vrchol· p°itom
rozumíme d-separaci p°íslu²ných jednoprvkových mnoºin, v tomto p°ípad¥ {α}, {δ}.

M·ºeme nyní p°istoupit k de�nici globální markovské podmínky. Abychom zachovali stej-
ný rámec jako pro párovou a lokální markovskou podmínku, de�nujeme podmínku globální
op¥t pro topologicky o£íslované ADG. Jak bude ale z de�nice patrné, topologické o£íslování
nehraje v tomto p°ípad¥ v podstat¥ ºádnou roli.
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1.4 Gra�cké modely struktury podmín¥né nezávislosti

De�nice 1.13 Nech´ G = (V,E) je topologicky o£íslovaný acyklický orientovaný graf s n
vrcholy a X = (X1, X2 , . . . , Xn)> je náhodný vektor s rozd¥lením L, pro které existuje hus-
tota vzhledem k λn . �ekneme, ºe L spl¬uje globální markovskou podmínku (GM ) vzhledem
ke G, pokud pro libovolnou trojici 〈I,J |K 〉 ∈ T (n) platí

K d-separuje I a J v grafu G =⇒ I⊥⊥J |K.

Lze snadno ukázat, ºe poºadavky na podmín¥né nezávislosti v (GM ) nutn¥ obsahují
i podmín¥né nezávislosti, které vyºaduje (LM ); sta£í si rozmyslet, ºe pro vrcholy i, j ∈ V ,
j ∈ {1, 2, . . . , i − 1} \ pa(i) platí, ºe libovolný sled mezi i a j je blokován mnoºinou pa(i).
Odtud hned vidíme, ºe platí implikace

(GM ) =⇒ (LM ) =⇒ (PM ),

neboli ºe (GM ) je nejsiln¥j²í z uvedených podmínek. Lze ov²em ukázat, ºe je ve skute£nosti
(GM ) ekvivalentní s (LM ), viz [Cow07, v¥ta 5.14], m·ºeme tedy psát

(GM ) ⇐⇒ (LM ) =⇒ (PM ).

Význam globální markovské podmínky spo£ívá m.j. v tom, ºe podává v jistém slova smyslu
vy£erpávající seznam nezávislostních poºadavk·. Lze totiº ukázat (viz [Cow07], str. 73.),
ºe pro kaºdý topologicky o£íslovaný ADG G s n vrcholy lze najít rozd¥lení L s hustotou
vzhledem k λn takové, ºe struktura podmín¥né nezávislosti S(L) obsahuje trojici 〈I,J |K 〉
práv¥ tehdy, kdyº K d-separuje I a J v G.

Vztah mezi (GM ), (LM ) a (PM ) se dále zjednodu²í, pokud si m·ºeme dovolit p°edpok-
ládat, ºe hustota zkoumaného rozd¥lení je spojitá a striktn¥ kladná, jak ukazuje následující
v¥ta.

V¥ta 1.7 Nech´ G = (V,E) je topologicky o£íslovaný acyklický orientovaný graf s n vrcho-
ly a X = (X1, X2 , . . . , Xn)> je náhodný vektor s rozd¥lením L, pro n¥º existuje hustota
vzhledem k λn , která je spojitá a striktn¥ kladná v²ude na Rn. Potom platí

(GM ) ⇐⇒ (LM ) ⇐⇒ (PM ).

D·kaz. Jde o p°ímý d·sledek v¥ty 3.34 z [Lau96]; tato v¥ta je formulována pro
obecn¥j²í rámec tzv. °et¥zcových graf·, které jsme zde nezavád¥li, ale jejichº
speciálním p°ípadem jsou práv¥ ADG. �

Tento výsledek bude podstatný p°i studiu lineárních rekursivních systém· v následující
kapitole.
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1 Podmín¥ná nezávislost a gra�cké modely její struktury
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Kapitola 2

Lineární rekursivní systémy

De�nice 2.1 M¥jme náhodný vektor � = (�1,�2 , . . . ,�n)>, jehoº sloºky �i tvo°í navzájem
nezávislé spojité náhodné veli£iny s nenulovým rozptylem, a matici An×n = (aij) takovou,
ºe aij = 0, kdykoli j ≥ i. Potom náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)>, jehoº sloºky
vyhovují vztah·m

X1 = �1 ,
X2 = a21X1 + �2 ,

...
Xi = ai1X1 + ai2X2 + . . . + ai,i−1Xi−1 + �i ,

...
Xn = an1X1 + an2X2 + . . . + an,n−1Xn−1 + �n ,

(2.1)

nazveme zobecn¥ným lineárním rekursivním systémem s maticí koe�cient· A a chybovým
vektorem � . Pokud mají navíc v²echny sloºky vektoru � nedegenerované normální rozd¥lení,
tj. platí-li

�i ∼ N (0, γ2
i ), γ2

i > 0, i = 1, 2, . . . , n,

m·ºeme souhrnn¥ zapsat � ∼ N (0,Γ), kde Γ = diag (γ2
1, γ

2
2 , . . . , γ

2
n) (viz p°íp. lemma

B.1), a hovo°íme potom o lineárním rekursivním systému s maticí koe�cient· A a chybovou
varian£ní maticí Γ. Jelikoº název �lineární rekursivní systém�, resp. �zobecn¥ný lineární
rekursivní systém� je dosti t¥ºkopádný, budeme jej místy zkracovat jako LRS, resp. ZLRS.

Vzhledem k tomu, ºe matice A má podle de�nice tvar

A =


0 0 0 . . . 0
a21 0 0 . . . 0
a31 a32 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
an1 an2 . . . an,n−1 0

 ,

m·ºeme stru£n¥ zapsat soustavu (2.1) ve tvaru

X = AX + � . (2.2)

Soustava rovnic (2.1) je speciálním p°ípadem tzv.model· strukturálních rovnic (structural
equation models, viz [Gol73]), p°i£emº rovnice mají v tomto p°ípad¥ rekursivní tvar; jak naz-
na£uje [Stu02], slovo �rekursivní� zde odráºí skute£nost, ºe p°i známých hodnotách realizace
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2 Lineární rekursivní systémy

náhodného vektoru � m·ºeme vypo£ítat hodnoty realizace X postupným dosazováním
od první rovnice v (2.1). Rekursivní modely tohoto typu na²ly praktické uplatn¥ní v nej-
r·zn¥j²ích v¥dních disciplínách: nap°. v genetice (viz [Li75]), psychologii ([Hod89]) nebo
v sociologii a ekonomii ([Gol73]); podrobn¥j²í shrnutí aplika£ních oblastí uvádí [And99].

Zpravidla se v takových systémech vyºaduje normalita chybového vektoru (viz nap°.
[Wer80], [Stu02]). Této konvence jsme se drºeli i zde, de�nice LRS zahrnuje p°edpoklad
normality; stejné pojetí lineárních rekursivních systém· obsahovalo i p·vodní zadání této
bakalá°ské práce. Není ov²em zcela bez zajímavosti, ºe °ada výsledk· ohledn¥ struktury
podmín¥ných nezávislostí v LRS z·stává v platnosti i bez p°edpokladu normality chybového
vektoru. Z toho d·vodu jsme vý²e de�novali je²t¥ ZLRS, které zahrnují LRS jako speciální
p°ípad.

Nutno p°iznat, ºe z jazykového hlediska je takový postup pon¥kud neobratný � nebýt
zmín¥ných konvencí, bylo by z hlediska uºití patrn¥ vhodn¥j²í zachovat termín �lineární
rekursivní systém� pro obecn¥j²í model a dodate£ný p°edpoklad normality up°esnit vhod-
ným p°ívlastkem. Nap°. samotný název kapitoly je nyní pon¥kud zavád¥jící, nebo´ jsou v této
kapitole obsaºeny LRS i ZLRS. P°ípadný název �Zobecn¥né lineární rekursivní systémy� by
ov²em zase evokoval p°edstavu, ºe je zde kladen d·raz práv¥ na zmín¥né zobecn¥ní; p°itom
t¥ºi²t¥ této kapitoly (a její prvotní cíl) spo£ívá ve zkoumání LRS.

Hlavní náplní této kapitoly bude studium souvislostí mezi maticí koe�cient· LRS (p°íp.
ZLRS) a jeho strukturou podmín¥ných nezávislostí. Za£neme p°itom s p°ípadem LRS, kde je
díky normalit¥ chybového vektoru situace jednodu²²í; následn¥ n¥které výsledky zobecníme
na ZLRS. Na základ¥ získaných vztah· navrhneme gra�cký model pro LRS a ZLRS.

2.1 Podmín¥ná nezávislost v lineárních rekursivních

systémech

V tomto oddílu se budeme zabývat pouze lineárními rekursivními systémy, tj. situací, kdy
chybový vektor � má regulární normální rozd¥lení. Nejprve ukáºeme, ºe kaºdý lineární
rekursivní systém je náhodný vektor s regulárním normálním rozd¥lením.

Lemma 2.1 M¥jme lineární rekursivní systém X s maticí koe�cient· An×n a varian£ní
maticí Γ. Potom X má regulární normální rozd¥lení s nulovým vektorem st°edních hodnot.

D·kaz. Z de�nice lineárního rekursivního systému a vztahu (2.2) ihned dostaneme
(I −A)X = � , kde � je chybový vektor s regulárním rozd¥lením N (0,Γ).
Z lemmatu A.1 je dále patrné, ºe det(I −A) = 1, tedy matice I −A je regulární.
M·ºeme proto vyjád°it X = (I −A)−1� . Ozna£íme-li B = (I −A)−1, má X
podle lemmatu B.2 n-rozm¥rné normální rozd¥lení s nulovou st°ední hodnotou a
varian£ní maticí BΓB>, která je díky regularit¥ B a Γ z°ejm¥ regulární. �

Díky p°edchozímu lemmatu se p°i zkoumání závislostí mezi sloºkami LRS m·ºeme op°ít
o znalost vlastností vícerozm¥rného normálního rozd¥lení, které jsou shrnuty v p°íloze B.
Podotkn¥me, ºe pro zp°ehledn¥ní následující diskuze budeme vºdy uvaºovat pouze spojité
verze hustot vícerozm¥rného normálního rozd¥lení (viz téº p°íloha B) a podmín¥né hustoty
budou vºdy ve tvaru (1.3), tj. budou rovny podílu p°íslu²ných sdruºených a marginálních
hustot (a tím pádem rovn¥º spojité). Ve²keré hustoty i podmín¥né hustoty tedy budou
ur£eny zcela jednozna£n¥. V takovém p°ípad¥ se, neformáln¥ °e£eno, m¥ní platnost °ady
tvrzení z kapitoly 1 ze �skoro jist¥� na �v²ude�. Této skute£nosti budeme automaticky vyuºí-
vat a dodatek �s.j.� bude na p°íslu²ných místech vynechán.
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2.1 Podmín¥ná nezávislost v lineárních rekursivních systémech

Jednou z p°íjemných vlastností normáln¥ rozd¥lených vektor· je skute£nost, ºe ve²kerá
informace ohledn¥ závislostní struktury mezi sloºkami t¥chto vektor· je obsaºena v jejich
varian£ní matici. Podle lemmatu B.4 nap°. platí, ºe dv¥ sloºky normáln¥ rozd¥leného vektoru
jsou nezávislé práv¥ tehdy, kdyº je jejich kovariance nulová. Jak níºe ukáºeme, podobný
vztah platí i o podmín¥ných nezávislostech a kovariancích.

Formulujme toto tvrzení pon¥kud p°esn¥ji. Budeme uvaºovat náhodný vektor X =
(X1, X2 , . . . , Xn)> s regulárním normálním rozd¥lením N (µ,Σ), £ísla i, j ∈ {1, 2, . . . , n}
a indexovou mnoºinu K ⊆ {1, 2, . . . , n} \ {i, j}. Ukáºeme, ºe platí

Xi⊥⊥Xj |XK ⇐⇒ cov(Xi , Xj |XK) = 0.

Podstatná je p°itom p°edev²ím implikace zprava doleva, nebo´ v opa£ném sm¥ru nám plat-
nost i pro jiná neº normální rozd¥lení zaru£uje v¥ta 1.5. P°i zkoumání implikace zprava
doleva hraje klí£ovou roli v¥ta B.5, podle které odpovídá podmín¥ná hustota Xi a Xj p°i
dané hodnot¥ XK = xK hustot¥ regulárního normálního rozd¥lení se st°ední hodnotou

µij + Σij·K(ΣK·K)−1(xK − µK)

a varian£ní maticí
Σij·ij −Σij·K(ΣK·K)−1ΣK·ij .

Podstatným rysem tohoto vztahu je fakt, ºe uvedená varian£ní matice nezávisí na hodnot¥
xK podmi¬ující veli£iny XK . Náhodná veli£ina cov(Xi , Xj |XK) je tedy v tomto p°ípad¥
konstantní. Podrobn¥ji tento vztah popisuje následující lemma.

Lemma 2.2 M¥jme náhodný vektorX = (X1, X2 , . . . , Xn)> s regulárním normálním rozd¥-
lením N (µ,Σ), indexy i, j ∈ {1, 2, . . . , n} a indexovou mnoºinu K ⊆ {1, 2, . . . , n} \ {i, j}.
Ozna£me symbolem Σij|K matici danou vztahem

Σij|K = Σij·ij −Σij·K(ΣK·K)−1ΣK·ij , (2.3)

prvky této matice ozna£me následujícím zp·sobem:

Σij|K =

(
sii sij
sji sjj

)
.

Potom platí
(i) cov(Xi , Xj |XK) = sij .

(ii) Xi⊥⊥Xj |XK ⇐⇒ sij = 0.

D·kaz. M¥jme libovolné xK ∈ R|K|. Podle v¥ty B.5 má podmín¥ná hustota Xij

p°i XK = xK tvar hustoty normálního rozd¥lení N (ν,Σij|K), kde

ν = µij + Σij·K(ΣK·K)−1(xK − µK), (2.4)

a jednorozm¥rné podmín¥né hustoty Xi, resp. Xj p°i XK = xK odpovídají
marginálním hustotám normálního vektoru s tímto rozd¥lením. V²imn¥me si, ºe
podmín¥né rozptyly a kovariance se vypo£ítají zcela analogicky jako jejich nepod-
mín¥né prot¥j²ky s tím, ºe uºíváme p°íslu²ných podmín¥ných hustot namísto
hustot nepodmín¥ných. Uvaºujme náhodný vektor Y = (Yi , Yj)

> s rozd¥lením
N (ν,Σij|K); potom z p°edchozího platí, ºe

cov(Xi , Xj |XK = xK) = cov(Yi , Yj) = sij ,
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2 Lineární rekursivní systémy

p°i£emº poslední rovnost plyne z lemmatu B.2. Tím jsme dokázali bod (i).
Bod (ii) se dokáºe podobn¥. Ozna£me podmín¥nou hustotu Xij p°i XK = xK
jako fij|K , analogicky de�nujeme i podmín¥né hustoty fi|K a fj|K . Potom fij|K je
zárove¬ sdruºená hustota Yi a Yj a p°íslu²né marginální hustoty jsou fi|K a fj|K .
Z lemmat B.2 a B.4 plyne:

sij = 0 ⇐⇒ Yi⊥⊥Yj ⇐⇒ fij|K = fi|K · fj|K .

Jelikoº tento vztah platí pro libovolné xK ∈ R|K|, plyne bod (ii) okamºit¥ z (1.11).
�

P°edchozí lemma dává návod, jak vy£íst p°ípadnou p°ítomnost podmín¥ných nezávis-
lostí v gaussovském vektoru z jeho varian£ní matice. Tímto zp·sobem lze zkoumat samoz°e-
jm¥ i lineární rekursivní systémy (které mají podle podle lemmatu 2.1 regulární normální
rozd¥lení). V p°ípad¥ LRS by to ov²em bylo zbyte£n¥ t¥ºkopádné � o n¥kterých podmín¥ných
nezávislostech lze totiº rozhodnout na první pohled z matice koe�cient·. Jak postupn¥
ukáºeme, pro LRS X s maticí koe�cient· An×n = (aij) platí následující tvrzení: máme-li
1 ≤ j < i ≤ n a K̄ = {1, 2, . . . , i− 1} \ {j}, potom platí

aij = 0 ⇐⇒ Xi⊥⊥Xj |XK̄ . (2.5)

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabývat výhradn¥ podmín¥nými nezávislostmi tohoto
typu. Budeme-li zkoumat podmín¥nou nezávislost sloºek Xi a Xj pro j < i, budeme za
podmi¬ující veli£inu brát sloºky vektoruX s indexy v mnoºin¥ {1, 2, . . . , i−1}\{j}, kterou
budeme v takovém p°ípad¥ vºdy ozna£ovat symbolem K̄.

V²imn¥me si, ºe pokud zkoumáme podmín¥né nezávislosti typu Xi⊥⊥Xj |XK̄ , zajímáme
se pouze o prvních i sloºek vektoru X. Ozna£íme-li L = {1, 2, . . . , i}, m·ºeme °íci, ºe
p°ítomnost podmín¥né nezávislosti z (2.5) je dána marginálním rozd¥lením vektoru XL .
P°itom vektorXL z°ejm¥ p°edstavuje LRS s maticíAL·L . Jinými slovy, marginální rozd¥lení
vektoru XL odpovídá rozd¥lení LRS s maticí AL·L . (Podrobn¥j²í d·kaz tohoto tvrzení pro
obecn¥j²í p°ípad ZLRS je proveden ve v¥t¥ 2.10.) V následujících lemmatech budeme proto
rovnou p°edpokládat, ºe i = n, coº zjednodu²í zna£ení.

Lemma 2.3 Uvaºujme LRS X s maticí koe�cient· Ai×i a chybovým vektorem � . M¥jme
dále 1 ≤ j < i a neprázdnou indexovou mnoºinu K̄ = {1, 2, . . . , i− 1} \ {j}.

cov(�i , Xj |XK̄) = 0.

D·kaz. Nejprve si uv¥domme, ºe chybová sloºka �i je nezávislá s prvními i − 1
sloºkami vektoru X (neboli �i ⊥⊥XjK̄), nebo´ XjK̄ je funkcí � jK a z de�nice
LRS je �i⊥⊥� jK . Ozna£me Y = (X1, X2, . . . , Xi−1,�i)

>, Λ = varY , γ2
i = var�i .

Potom z uvedených nezávislostí plyne, ºe matice Λ má tvar

Λ =

(
ΛjK̄·jK̄ 0i−1×1

01×i−1 γ2
i

)
a z°ejm¥ platí Y ∼ N (0,Λ). Z lemmatu 2.2 a tvaru matice Λ dostaneme, ºe

cov(�i , Xj |XK̄) = Λi·j −Λi·K̄(ΛK̄·K̄)−1ΛK̄·j =

= 0− 0i−2×1(ΛK̄·K̄)−1ΛK̄·j = 0,

coº jsme m¥li dokázat. �
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2.1 Podmín¥ná nezávislost v lineárních rekursivních systémech

Lemma 2.4 M¥jme LRS X s maticí koe�cient· Ai×i a chybovým vektorem � . M¥jme dále
1 ≤ j < i, a neprázdnou indexovou mnoºinu K̄ = {1, 2, . . . , i− 1} \ {j}. Potom platí

cov(Xi , Xj |XK̄) = aij var(Xj |XK̄).

D·kaz. Ozna£me výraz [Xi − E(Xi |XK̄)]·[Xj − E(Xj |XK̄)] symbolem V . Platí
tedy cov(Xi , Xj |XK̄) = E(V |XK̄). Výraz V nyní postupn¥ upravíme. Nejprve
vyjád°íme:

Xi = Ai·K̄XK̄ + aijXj + �i ,

odtud za pouºití bod· (iii) a (iv) z v¥ty 1.4 dostaneme, ºe

E(Xi |XK̄)
1.4 (iii)

=
∑

k∈K̄ aikE(Xk |XK̄) + aijE(Xj |XK̄) + E(�i |XK̄) =
1.4 (iv)

=
∑

k∈K̄ aikXk + aijE(Xj |XK̄) + E(�i |XK̄) =

= A
i·K̄XK̄ + aijE(Xj |XK̄) + E(�i |XK̄) .

Výraz V m·ºeme odtud upravit následujícím zp·sobem:

V = [Xi − E(Xi |XK̄)]·[Xj − E(Xj |XK̄)] =

= {aij [Xj − E(Xj |XK̄)] + �i − E(�i |XK̄)}·{Xj − E(Xj |XK̄)} =

= aij [Xj − E(Xj |XK̄)]2 + [�i − E(�i |XK̄)]·[Xj − E(Xj |XK̄)].

Podmín¥nou kovarianci Xi a Xj p°i daném XK̄ m·ºeme nyní vyjád°it jako

cov(Xi , Xj |XK̄) = E(V |XK̄) = aij var(Xj |XK̄) + cov(�i , Xj |XK̄),

podle lemmatu 2.3 je cov(�i , Xj |XK̄) = 0, a d·kaz je tedy hotov. �

Z p°edchozího lemmatu je ihned vid¥t, ºe pro zkoumaný LRS platí implikace

aij = 0 =⇒ cov(Xi , Xj |XK̄) = 0,

která spolu s lemmatem 2.2 jiº dává do souvislosti podmín¥né nezávislosti a koe�cienty
v LRS (p°ipome¬me, ºe práv¥ tuto souvislost nyní zkoumáme). Pomocí následujícího lemma-
tu ukáºeme, ºe platí i implikace opa£ná.

Lemma 2.5 M¥jme vektor X = (X1, X2 , . . . , Xi−1)> mající regulární rozd¥lení N (µ,Σ).
Nech´ dále 1 ≤ j ≤ i− 1 a K̄ = {1, 2, . . . , i− 1} \ {j}. Potom var(Xj |XK̄) > 0.

D·kaz. Podle v¥ty o podmín¥ném rozd¥lení gaussovského vektoru B.5 je pod-
mín¥ný rozptyl var(Xj |XK̄ = xK̄) roven výrazu

σjj −Σj·K̄(ΣK̄·K̄)−1ΣK̄·j .

který nezávisí na hodnot¥ xK̄ podmi¬ujícího vektoru XK̄ . Sta£í tedy ukázat, ºe
tento výraz je r·zný od nuly. P°edn¥ si uv¥domme, ºe matice ΣjK·jK a ΣK·K jsou
podle lemmatu A.7 pozitivn¥ de�nitní, tedy nutn¥ i regulární (viz p°íp. lemma
A.3). Podle v¥ty o determinantu pozitivn¥ de�nitní matice A.8 platí

det ΣjK̄·jK̄ = det ΣK̄·K̄ · det(σjj −Σj·K̄(ΣK̄·K̄)−1ΣK̄·j ).

Vzhledem ke zmín¥né regularit¥ matic platí det ΣjK̄·jK̄ 6= 0 6= det Σ
K̄·K̄ , tedy

nutn¥ téº σjj −Σj·K̄(ΣK̄·K̄)−1ΣK̄·j 6= 0. �
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2 Lineární rekursivní systémy

Nyní m·ºeme kone£n¥ formulovat tvrzení o vztahu koe�cient· LRS a jeho podmín¥ných
nezávislostech, které jsme nazna£ili v (2.5), v podob¥ následující v¥ty.

V¥ta 2.6 (O podmín¥ných nezávislostech v LRS.) Nech´ X = (X1, X2 , . . . , Xn)> je
LRS s maticí koe�cient· A. M¥jme dále p°irozená £ísla i a j spl¬ující 1 ≤ j < i ≤ n a
neprázdnou indexovou mnoºinu K̄ = {1, 2, . . . , i−1} \ {j}. Potom platí:

aij = 0 ⇐⇒ Xi⊥⊥Xj |XK̄ .

D·kaz. V²echna pot°ebná tvrzení pro d·kaz této v¥ty jsou obsaºená v p°edchozích
lemmatech. Podle lemmatu 2.2 je

Xi⊥⊥Xj |XK̄ ⇐⇒ cov(Xi , Xj |XK̄) = 0

a z lemmat 2.4 a 2.5 bezprost°edn¥ plyne, ºe

cov(Xi , Xj |XK̄) = 0 ⇐⇒ aij = 0,

£ímº je v¥ta dokázána. �

Dodejme, ºe pouºijeme-li konvenci zmín¥nou v oddílu 1.2, podle které p°i K = ∅ zto-
toºníme výrazy Xi ⊥⊥ Xj |XK̄ a Xi ⊥⊥ Xj , m·ºeme roz²í°it tvrzení p°edchozí v¥ty i na
p°ípad, kdy K = ∅. Tento p°ípad nastane jedin¥ p°i j = 1 a i = 2, a v¥ta potom °íká, ºe

a21 = 0 ⇐⇒ X2⊥⊥X1 ,

coº plyne ihned z normality LRS (viz p°íp. lemma B.4).

Z p°edchozí v¥ty je patrné, ºe lineární rekursivní systémy, které mají nuly na stejných
pozicích v matici koe�cient·, vykazují podobnou strukturu podmín¥ných nezávislostí; takové
LRS zahrneme v následující de�nici do stejné t°ídy. Pro popis postavení nul v matici koe�-
cient· budeme pouºívat acyklických orientovaných graf·, jejichº vrcholy odpovídají jed-
notlivým sloºkám LRS.

De�nice 2.2 Uvaºujme topologicky o£íslovaný acyklický orientovaný graf G = (V,E) s n
vrcholy. �ekneme, ºe LRS X s maticí koe�cient· An×n = (aij) vyhovuje grafu G, pokud
platí:

(j, i) /∈ E =⇒ aij = 0, i, j = 1, 2, . . . , n,

neboli koe�cient aij je nulový, pokud graf G neobsahuje hranu j → i. (Podotkn¥me, ºe
pro j ≥ i platí vºdy aij = 0 z de�nice LRS.) Skute£nost, ºe X vyhovuje grafu G, budeme
zna£it zápisemX∠G. T°ídou lineárních rekursivních systém· omezených grafem G budeme
potom rozum¥t systém pravd¥podobnostních rozd¥lení R(G) daný p°edpisem

R(G) = {L ∈ Nreg : ∃ LRS X takový, ºe X∠G a X ∼ L} .

P°íklad 2.1 M¥jme graf G ve tvaru

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.
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2.1 Podmín¥ná nezávislost v lineárních rekursivních systémech

a LRS X daný soustavou
X1 = �1 ,
X2 = X1 + �2 ,
X3 = X1 + �3 ,
X4 = X1 + X3 + �4 .

M·ºeme se snadno p°esv¥d£it, ºe X∠G; v grafu G totiº vede p°íslu²n¥ orientovaná hrana
mezi kaºdým párem vrchol·, vyjma vrchol· 2 a 3. Má-li být X∠G, nesmí se v rovnici pro
X3 (tj. ve t°etí rovnici) vyskytovat na pravé stran¥ X2 , coº v tomto p°ípad¥ platí. Libovolné
rozd¥lení z t°ídy R(G) je potom rozd¥lení n¥jakého LRS, jehoº matici koe�cient· A lze
zapsat ve tvaru

A =


0 0 0 0
a21 0 0 0
a31 0 0 0
a41 a42 a43 0

 .

Písmeno R v zavedeném zna£ení napovídá, ºe se jedná o t°ídu omezených (restricted)
lineárních rekursivních systém·. Je-li graf G úplným topologicky o£íslovaným ADG, tj. platí-
li j → i, kdykoli j < i, potom z°ejm¥ vyhovuje grafu G libovolný LRS p°íslu²ného rozm¥ru;
v takovém p°ípad¥ n¥kdy R(G) nazýváme t°ídou neomezených lineárních rekursivních sys-
tém·.

Podobný princip restrikce koe�cient· lineárních rekursivních systém· pouºívá Nanny
Wermuth v práci [Wer80]. Namísto pojm· omezené, resp. neomezené systémy pouºívá
ozna£ení úplné (complete), resp. neúplné (incomplete), místo omezení grafem G pouºívá
tzv. zero pattern, neboli vzor postavení nul v matici koe�cient·. Pro na²e ú£ely se v²ak
ukazuje jako výhodné popisovat postavení nul práv¥ pomocí graf·, nebo´, jak dále ukáºeme,
vztah rozd¥lení z t°ídy R(G) a grafu G potom p°esn¥ odpovídá gra�ckým model·m, které
jsme popsali v oddílu 1.4.

Podobn¥, jako jsme zavedli t°ídy R(G), m·ºeme zavést t°ídy regulárních gaussovských
rozd¥lení, které jsou globáln¥ markovské vzhledem k danému acyklickému orientovanému
grafu.

De�nice 2.3 Nech´ G je acyklický orientovaný graf. Pod ozna£enímM(G) rozumíme t°ídu
regulárních gaussovských rozd¥lení markovských vzhledem ke grafu G danou p°edpisem

M(G) = {L ∈ Nreg : L spl¬uje (GM) vzhledem ke grafu G} .

V zbylé £ásti tohoto oddílu budeme dokazovat, ºe pro daný topologicky o£íslovaný ADG
G jsou t°ídy R(G) aM(G) totoºné. Budeme k tomu m.j. pot°ebovat tvrzení, ºe kaºdé regu-
lární gaussovské rozd¥lení lze vyjád°it v podob¥ n¥jakého LRS. Toto tvrzení nyní vyslovíme
samostatn¥ jako následující v¥tu.

V¥ta 2.7 Nech´ náhodný vektor X má regulární rozd¥lení N (0,Σ). Potom existují matice
An×n a Γn×n takové, ºe X je lineární rekursivní systém s maticí koe�cient· A a chybovou
varian£ní maticí Γ.

D·kaz. Podle v¥ty A.6 o rozkladu pozitivn¥ de�nitní matice existují dolní troj-
úhelníková matice s jednotkovou diagonálou B a diagonální matice s kladnými
prvky na diagonále Γ takové, ºe Σ = BΓB>. Podle lemmatu A.1 je matice
B regulární a její inverzní matice B−1 je dolní trojúhelníková s jednotkovými
prvky na hlavní diagonále. Zavedeme-li matici A p°edpisem A = I −B−1 , je A
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2 Lineární rekursivní systémy

dolní trojúhelníková s nulovou diagonálou, a m·ºe tedy vystupovat v roli matice
koe�cient· lineárního rekursivního systému. Ozna£íme-li X lineární rekursivní
systém s maticí koe�cient· A a chybovou varian£ní maticí Γ, m·ºeme analogicky
jako v d·kazu lemmatu 2.1 vyjád°it X = (I −A)−1� = B� , odkud jiº z°ejm¥
plyne, ºe X ∼ N (0,Σ). �

Nyní m·ºeme p°istoupit k v¥t¥ o ekvivalenci R(G) aM(G), kterou jsme vý²e nazna£ili;
hlavní my²lenky vedoucí k jejímu d·kazu jiº máme k dispozici ve dvou p°edchozích v¥tách,
tj. ve v¥tách 2.7 a 2.6.

V¥ta 2.8 (O ekvivalenci t°íd R(G) a M(G).) Nech´ G je topologicky o£íslovaný acyk-
lický orientovaný graf. Potom

R(G) =M(G) .

D·kaz. Poloºme n = |V |, a m¥jme libovolné n-rozm¥rné rozd¥lení L ∈ Nreg. Nech´
X ∼ L, ozna£me hustotu pravd¥podobnosti náhodného vektoru X vzhledem
k λn jako f . Z tvaru hustoty vícerozm¥rného normálního rozd¥lení (B.3) plyne,
ºe f(x) > 0 pro v²echna x ∈ Rn (p°ipome¬me, ºe jsme se omezili na spojité
verze hustot). Podle v¥ty 1.7 je v takovém p°ípad¥ párová markovská podmínka
(PM ) ekvivalentní s globální markovskou podmínkou (GM). Proto t°ída M(G)
je totoºná se systémem distribucí

{L ∈ Nreg : L spl¬uje (PM) vzhledem ke grafu G} .

Volme nyní libovoln¥ L ∈ R(G). Nech´ X ∼ L. Potom z de�nice t°ídy R(G) lze
X zapsat jako lineární rekursivní systém s n¥jakou maticí koe�cient· A, který
vyhovuje grafu G. Uvaºujme i a j taková, ºe 1 ≤ j < i ≤ n a G neobsahuje hranu
j → i. Jelikoº X∠G, je nutn¥ aij = 0. Podle v¥ty 2.6 je pak Xi⊥⊥Xj |XK̄ , kde
K̄ = {1, 2, . . . , i−1} \ {j}. To ov²em znamená, ºe L spl¬uje (PM ) vzhledem ke
grafu G, neboli L ∈M(G). Celkem odtud dostáváme, ºe R(G) ⊆M(G).

Nech´ naopak L ∈ M(G), X ∼ L. Potom podle v¥ty 2.7 lze X op¥t zapsat jako
lineární rekursivní systém s n¥jakou maticí koe�cient· A. Pokud nyní pro n¥jaké
1 ≤ j < i ≤ n neexistuje v grafu G hrana j → i, z (PM) platí Xi ⊥⊥Xj |XK̄ .
Uºitím v¥ty 2.6 dostaneme pak nutn¥ aij = 0, tedy X∠B a L ∈ R(G). Je tedy
rovn¥º R(G) ⊇M(G) a v¥ta je dokázána. �

2.2 Podmín¥ná nezávislost v zobecn¥ných lineárních rekursiv-

ních systémech

V tomto oddílu zobecníme n¥které poznatky z oddílu minulého, který se týkal lineárních
rekursivních systém· (jeº jsou speciálním p°ípadem ZLRS). A£koli jsme se p°i studiu LRS
opírali o vlastnosti normálního rozd¥lení, lze k n¥kterým výsledk·m, které popisují vztah
mezi koe�cienty LRS a jeho strukturou podmín¥ných nezávislostí, dosp¥t i p°i obecn¥j²ích
podmínkách. Konkrétn¥ ukáºeme, ºe i pro ZLRS platí obdoba v¥ty 2.6 o podmín¥ných
nezávislostech LRS, tj. ºe za jistých podmínek platí ekvivalence

aij = 0 ⇐⇒ Xi⊥⊥Xj |XK̄ .
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2.2 Podmín¥ná nezávislost v zobecn¥ných lineárních rekursivních systémech

Pro p°ehlednost rozd¥líme tento vztah do dvou implikací,

aij = 0 =⇒ Xi⊥⊥Xj |XK̄ , (2.6)

Xi⊥⊥Xj |XK̄ =⇒ aij = 0 , (2.7)

a na d·kaz kaºdé z nich (v£etn¥ p°ípravných tvrzení) vyhradíme samostatný pododdíl.

2.2.1 D·kaz implikace (2.6)

V minulém oddílu jsme zkoumali vztah mezi koe�cienty LRS a podmín¥nými nezávislostmi
typu Xi ⊥⊥Xj |XK̄ výhradn¥ prost°ednictvím podmín¥ných kovariancí, jejichº vynulování
bylo díky normalit¥ LRS nutnou a posta£ující podmínkou pro p°ítomnost podmín¥né nezávis-
losti. Pro d·kaz implikace (2.6) se ov²em v obecn¥j²ím p°ípad¥ ZLRS o podmín¥nou kovarian-
ci nelze op°ít, její vynulování (skoro jist¥) je zde pouze podmínkou nutnou, nikoli v²ak
posta£ující. Výskyt podmín¥né nezávislosti budeme v tomto p°ípad¥ ov¥°ovat p°ímo pomocí
sdruºených a marginálních hustot ZLRS.

V následujících tvrzeních budeme zpravidla vycházet z identických p°edpoklad· a pouºí-
vat stejného zna£ení. Abychom zjednodu²ili a zp°ehlednili zápisy, tyto p°edpoklady nyní
formulujeme a ozna£íme je (α), (β).

(α) X = (X1, X2 , . . . , Xn)> je zobecn¥ný lineární rekursivní systém s maticí koe�cient· A
a chybovým vektorem � = (�1,�2 , . . . ,�n)>. P°ipome¬me, ºe z de�nice ZLRS plyne,
ºe sloºky vektoru � jsou navzájem nezávislé spojité náhodné veli£iny s nenulovým
rozptylem.

(β) Sloºka �k vektoru � má hustotu ϕk vzhledem k λ pro k = 1, 2, . . . , n.

�asto budeme vybírat z n-sloºkových vektor· n¥kolik prvních sloºek. Zavedeme proto
následující zna£ení. Pro k ≥ 1 ozna£íme symbolem Lk indexovou mnoºinu danou p°edpisem

Lk = {1, 2, . . . , k}

a symbol L0 ztotoºníme s prázdnou mnoºinou. Máme-li nap°. vektor v = (v1, v2 , . . . , vn)>,
pak je vektor vLk

pro 1 ≤ k ≤ n tvo°en prvními k sloºkami vektoru v.

Je-liAmatice n¥jakého zobecn¥ného lineárního rekursivního systémuX,m·ºeme pomocí
práv¥ zavedeného zna£ení vyjád°it její k-tý °ádek p°i k ≥ 2 blokovým zápisem

(Ak·Lk−1
, 01×n−k+1),

nebo´ v k-tém °ádku m·ºe být podle de�nice 2.1 pouze prvních k − 1 sloºek nenulových.
První °ádek matice A je vºdy nulový. Výraz AX z pravé strany (2.2) m·ºeme potom
vyjád°it ve tvaru

AX =


0

A2·L1XL1

A3·L2XL2

...
An·Ln−1XLn−1

 .

Zápis n¥kterých tvrzení se zjednodu²²í, zavedeme-li je²t¥ konvenci, ºe pro libovolný °ádkový
vektor b a sloupcový vektor c je �prázdný� skalární sou£in nulový: b∅c∅ =

∑
i∈∅ bici = 0.
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2 Lineární rekursivní systémy

Potom m·ºeme psát A1·L0XL0 = A1·∅X∅ = 0 a celý vektor AX m·ºeme vyjád°it ve tvaru

AX =


A1·L0XL0

A2·L1XL1

...
An·Ln−1XLn−1

 . (2.8)

Vztah (2.8) bude uºite£ný v nadcházející diskuzi.

V¥ta 2.9 Nech´ jsou spln¥ny p°edpoklady (α), (β). Potom existuje hustota pravd¥podobnosti
f vektoru X vzhledem k λn a platí

f(x) =

n∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) . (2.9)

D·kaz. Nejprve si uv¥domme, ºe vzhledem k nezávislosti sloºek �k m·ºeme husto-
tu ϕ vektoru � vzhledem k mí°e λn vyjád°it jako

ϕ(ε) =
n∏
k=1

ϕk(εk) . (2.10)

Vztah (2.2) z de�nice ZLRS m·ºeme p°epsat jako (I −A)X = � . Z lemmatu
A.1 plyne, ºe det(I −A) = 1, tedy I −A je regulární. M·ºeme tedy de�novat
zobrazení

g : Rn → Rn ,
g : y 7−→ (I −A)−1y .

Zobrazení g je z°ejm¥ regulární a prosté na Rn a platí X = g(� ). M·ºeme tedy
pouºít v¥tu o transformaci náhodného vektoru [And07, v¥ta 3.7] pro výpo£et
hledané hustoty f . V následujícím výpo£tu ozna£íme zobrazení inverzní ke g jako
g−1, jeho jakobián ozna£íme Jg−1 a absolutní hodnotu z tohoto jakobiánu jako
abs(Jg−1). Pouºijeme postupn¥ v¥tu o transformaci a rovnost det(I −A) = 1
a dostaneme

f(x) = ϕ[ g−1(x)] · abs(Jg−1) =

= ϕ[(I −A)x] · abs [det(I −A)] = (2.11)

= ϕ[(I −A)x] .

Výraz (I−A)x je sloupcový vektor, jehoº sloºky m·ºeme vzhledem k (2.8) rozep-
sat následovn¥:

(I −A)x =


x1 −A1·L0xL0

x2 −A2·L1xL1

...
xn −An·Ln−1xLn−1

 .

M·ºeme potom pokra£ovat ve výpo£tu (2.11) s tím, ºe nakonec uºijeme vztah
(2.10):

f(x) = ϕ




x1 −A1·L0xL0

x2 −A2·L1xL1

...
xn −An·Ln−1xLn−1


 =

=

n∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) . �
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V dal²ím textu budeme dodrºovat konvenci, ºe f p°edstavuje vºdy hustotu pravd¥podob-
nosti ZLRS X vzhledem k λn , a je-li I ⊂ {1, 2, . . . , n}, pak fI p°edstavuje marginální
hustotu vektoru XI vzhledem k λ|I|. V následující v¥t¥ odvodíme marginální rozd¥lení pro
prvních i sloºek zobecn¥ného lineárního rekursivního systému.

V¥ta 2.10 Nech´ platí (α), (β) a nech´ i ∈ {1, 2, . . . , n}. Potom marginální hustota pravd¥-
podobnosti fLi vektoru XLi vzhledem k λi je rovna

fLi(xLi) =
i∏

k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) . (2.12)

D·kaz. P°ipome¬me, ºe vektor XLi má tvar (X1, X2 , . . . Xi)
>, neboli prvních i

sloºek vektoru X . Prvních i sloºek vektoru X je ov²em funkcí pouze prvních i
sloºek vektoru � . P°esn¥ji °e£eno, XLi tvo°í ZLRS s maticí koe�cient· ALi·Li

a chybovým vektorem �Li . Tvrzení potom plyne p°ímo z v¥ty 2.9.

Alternativn¥ lze postupovat tak, ºe vypo£ítáme marginální hustotu fLi p°ímo ze
sdruºené hustoty (2.9). Platnost vztahu (2.12) lze pak asi nejp°ehledn¥ji ukázat
úplnou zp¥tnou matematickou indukcí podle i p°i libovolném n. Pro i = n je
tvrzení dáno p°ímo vztahem (2.9). P°edpokládejme nyní, ºe tvrzení platí pro
n¥jaké i, kde 2 ≤ i ≤ n, a dokaºme jej pro i − 1. Z v¥ty o marginální hustot¥
[And07, v¥ta 3.10] platí

fLi−1(xLi−1) =

∫
R
fLi(xLi) dxi =

=

∫
R

i∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) dxi =

=
i−1∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1)

∫
R
ϕi(xi −Ai·Li−1xLi−1) dxi =

=
i−1∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1).

Poslední rovnost platí díky tomu, ºe ϕi je hustota pravd¥podobnosti sloºky �i

vzhledem k λ, tedy
∫
R ϕi dxi = 1. �

Sdruºených a marginálních hustot odvozených v p°edchozích v¥tách m·ºeme nyní vyuºít
k tomu, abychom kone£n¥ dokázali platnost (2.6).

V¥ta 2.11 Nech´ jsou spln¥ny p°edpoklady (α), (β). M¥jme dále p°irozená £ísla i a j taková,
ºe 1 ≤ j < i ≤ n, a neprázdnou indexovou mnoºinu K̄ = {1, 2, . . . , i−1}\{j}. Potom platí:

aij = 0 =⇒ Xi⊥⊥Xj |XK̄ .

D·kaz. Budeme postupn¥ p°i aij = 0 dokazovat rovnost fijK̄ · fK̄ = fiK̄ · fjK̄
z de�nice podmín¥né nezávislosti, kde symboly fK̄ , fiK̄ , fjK̄ a fijK̄ ozna£ují p°í-
slu²né marginální hustoty. Vzhledem k tomu, ºe vektor XjK̄ obsahuje prvních
i − 1 sloºek vektoru X a vektor XijK̄ prvních i sloºek, vyjád°íme hustoty fjK̄
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a fijK̄ podle v¥ty 2.9 jako

fjK̄(xjK̄) =
i−1∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) ,

fijK̄(xijK̄) =
i∏

k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) ,

p°i£emº hustotu fijK̄ m·ºeme za platnosti aij = 0 dále upravit na

fijK̄(xijK̄) = ϕi(xi −Ai·K̄ xK̄) ·
i−1∏
k=1

ϕk(xk −Ak·Lk−1xLk−1) =

= ϕi(xi −Ai·K̄ xK̄) · fjK̄(xjK̄) .

Hustoty fK̄ a fiK̄ vyjád°íme pomocí hustot fjK̄ a fijK̄ následujícím zp·sobem:

fK̄(xK̄) =

∫
R
fjK̄(xjK̄) dxj ,

fiK̄(xiK̄) =

∫
R
fijK̄(xijK̄) dxj =

= ϕi(xi −Ai·K̄ xK̄) ·
∫
R
fjK̄(xjK̄) dxj =

= ϕi(xi −Ai·K̄ xK̄) · fK̄(xK̄) .

Odtud jiº snadno získáme rovnost (pro p°ehlednost vynecháme n¥které z°ejmé
argumenty funkcí)

fijK̄ · fK̄ = ϕi(xi −Ai·K̄ xK̄) · fjK̄ · fK̄ = fiK̄ · fjK̄ ,

coº je p°esn¥ de�ni£ní vztah (1.8) pro podmín¥nou nezávislost. �

2.2.2 D·kaz implikace (2.7)

Pro d·kaz implikace (2.7) vyuºijeme podobného p°ístupu jako v p°ípad¥ LRS, a sice vztahu
mezi koe�cienty v matici A a p°íslu²nými podmín¥nými kovariancemi. Podle v¥ty 1.5 totiº
platí

Xi⊥⊥Xj |XK̄ =⇒ cov(Xi , Xj |XK̄) = 0 s.j.,

sta£í tedy pro (2.7) pouze ukázat, ºe

cov(Xi , Xj |XK̄) = 0 s.j. =⇒ aij = 0.

Vzhledem k tomu, ºe budeme pracovat s podmín¥nými kovariancemi, pot°ebujeme vesm¥s
p°edpokládat, ºe sloºky vektoru � mají kone£né druhé momenty (snadno se ov¥°í, ºe
v takovém p°ípad¥ mají kone£né druhé momenty i sloºky p°íslu²ného ZLRS). Pro stru£n¥j²í
zápis tvrzení v tomto pododdílu roz²í°íme stávající p°edpoklady (α), (β) o p°edpoklad (γ)
a konvenci (δ):

(γ) E� 2
k <∞ pro k = 1, 2, . . . , n.

(δ) Uvaºujeme pevn¥ daná p°irozená £ísla i a j spl¬ující 1 ≤ j < i ≤ n a neprázdnou
indexovou mnoºinu K̄ = {1, 2, . . . , i−1} \ {j}.
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Lemma 2.12 Nech´ platí (α), (β), (γ), (δ). Potom existuje sdruºená hustota náhodného
vektoru (XjK̄ ,�i)

> vzhledem k λi a je rovna fjK̄ · ϕi .

D·kaz. P°ipome¬me, ºe XjK̄ = (X1, X2 , . . . , Xi−1)>. Tedy XjK̄ závisí pouze na
prvních i − 1 sloºkách vektoru � . Jinak °e£eno, XjK̄ je funkcí vektoru �jK̄ .
Z de�nice ZLRS jsou ale sloºky chybového vektoru � navzájem nezávislé, £ili
�i⊥⊥�jK̄ , a tedy i �i⊥⊥XjK̄ . Je tudíº sdruºená hustota XjK̄ a �i rovna sou£inu
jejich marginálních hustot, coº jsme m¥li dokázat. �

Lemma 2.13 Nech´ platí (α), (β), (γ), (δ). Potom je

cov(Xj ,�i |XK̄) = 0 s.j.

D·kaz. Sta£í dokázat, ºe Xj ⊥⊥�i |XK̄ , nebo´ pak jiº podle v¥ty 1.5 nutn¥ platí
cov(�i ,�j |XK̄) = 0 skoro jist¥. Podle lemmatu 2.12 existuje sdruºená hustota
gijK̄ vektoru Y = (XjK̄ ,�i)

> vzhledem k λi a platí

gijK̄ = ϕi · fjK̄ . (2.13)

Ozna£me giK̄ , gjK̄ a gK̄ marginální hustoty vektor· YiK̄ , YjK̄ a YK̄ . Je tedy
z°ejm¥ gjK̄ = fjK̄ a gK̄ = fK̄ . Pouºitím v¥ty o marginální hustot¥ na vztah (2.13)
(nebo analogickým postupem jako v lemmatu 2.12) ihned dostaneme, ºe

giK̄ = ϕi · gK̄ . (2.14)

Celkem máme

gijK̄ · gK̄
(2.13)

= ϕi · gjK̄ · gK̄
(2.14)

= giK̄ · gjK̄ ,

neboli Yj⊥⊥Yi |YK̄ , tj. Xj⊥⊥�i |XK̄ . �

Lemma 2.14 Nech´ platí (α), (β), (γ), (δ). Potom je

cov(Xi , Xj |XK̄) = aij var(Xi |XK̄) s.j.

D·kaz. Zcela analogicky jako v d·kazu lemmatu 2.4 dostaneme vztah pro pod-
mín¥nou kovarianci Xi a Xj p°i daném XK̄ jako

cov(Xi , Xj |XK̄) = aij var(Xj |XK̄) + cov(Xj ,�i |XK̄) s.j.

(Podotkn¥me, ºe normalita chybového vektoru v LRS nebyla pro tuto úpravu
v lemmatu 2.4 v·bec pot°eba.) Podle lemmatu 2.13 je cov(Xj ,�i |XK̄) = 0 skoro
jist¥, a d·kaz je tedy hotov. �

M·ºeme nyní p°istoupit k formulaci a d·kazu v¥ty o platnosti implikace (2.7).

V¥ta 2.15 Nech´ platí (α), (β), (γ), (δ). Potom

Xi⊥⊥Xj |XK̄ =⇒ aij = 0.
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D·kaz. V¥tu dokáºeme sporem. P°edpokládejme pro spor, ºe platí Xi⊥⊥Xj |XK̄

a zárove¬ aij 6= 0. Podle v¥ty 1.5 plyne z podmín¥né nezávislosti Xi a Xj , ºe
cov(Xi , Xj |XK̄) = 0 skoro jist¥, pouºitím lemmatu 2.14 odtud dostaneme

aij var(Xj |XK̄) = 0 s.j.,

tedy p°i aij 6= 0 máme
var(Xj |XK̄) = 0 s.j. (2.15)

Ozna£me pravd¥podobnostní míru na Ri−1 indukovanou náhodným vektorem
XjK̄ jako µ. Ukáºeme, ºe za platnosti (2.15) není µ absolutn¥ spojitá vzhledem
k λi−1 . Zave¤me funkci g p°edpisem

g : Ri−2 → R ,
g : y 7−→ E(Xj |XK̄ = y)

a mnoºinu M ve tvaru

M = {y ∈ Ri−1 : yj = g(yK̄)}.

Z de�nice funkce g m·ºeme psát var(Xj |XK̄) = E{[Xj − g(XK̄)]2 |XK̄}. Za
platnosti (2.15) a s p°ihlédnutím k v¥t¥ 1.4 (i) pak dostaneme

E[Xj − g(XK̄)]2
v. 1.4
= E[var(Xj |XK̄)]

(2.15)
= 0,

tudíº platí Xj = g(XK̄) skoro jist¥. Proto Pr(XjK̄ ∈ M) = µ(M) = 1. P°itom
z°ejm¥ λi−1(M) = 0. Tudíº µ není absolutn¥ spojitá vzhledem k λi−1 . Nem·ºe
proto existovat hustota pravd¥podobnosti XjK̄ vzhledem k λi−1 , coº je spor
s v¥tou 2.10, která nám existenci této hustoty zaru£uje. �

Výsledky ohledn¥ souvislosti mezi koe�cienty ZLRS a jeho strukturou podmín¥ných
nezávislostí shrnuje následující v¥ta. Abychom mohli zapsat výsledky co nejstru£n¥ji, vyuºi-
jeme op¥t konvenci, ºe p°i K = ∅ ztotoºníme výrazy Xi⊥⊥Xj |XK a Xi⊥⊥Xj .

V¥ta 2.16 Nech´ X je ZLRS s maticí koe�cient· An×n a chybovým vektorem � a nech´
v²echny sloºky vektoru � mají kone£né druhé momenty. Potom pro libovolná £ísla i a j
taková, ºe 1 ≤ j < i ≤ n platí

aij = 0 ⇐⇒ Xi⊥⊥Xj |XK̄ ,

kde K̄ = {1, 2, . . . , i−1} \ {j}.

D·kaz. Pro K̄ 6= ∅, plyne tvrzení dokazované v¥ty bezprost°edn¥ z v¥t 2.11 a 2.15.
P°i K̄ = ∅ máme nutn¥ i = 2 a j = 1 a v rámci vý²e zmín¥né konvence má tvrzení
dokazované v¥ty podobu

a21 = 0 ⇐⇒ X2⊥⊥X1 .

Pokud a21 = 0, je X2 = �2 a X1 = �1 , z p°edpokladu o nezávislosti chybových
sloºek ZLRS plyne X2⊥⊥X1 . Je-li naopak a21 6= 0, vyjád°íme

cov(X1, X2) = aij varX1 + cov(�1,�2) = aij varX1 6= 0,

tedy X1 a X2 nemohou být nezávislé. �
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2.3 Gra�cký model lineárního rekursivního systému

Výsledky p°edchozích dvou oddíl· poukazují na velmi jednoduchý a p°irozený zp·sob se-
stavení gra�ckého modelu struktury podmín¥ných nezávislostí v LRS (p°íp. ZLRS) p°ímo
z matice jeho koe�cient·. Sou£ástí gra�ckého modelu, který zde zavedeme, jsou krom¥
informací ohledn¥ struktury podmín¥né nezávislosti také n¥které hodnoty z matice koe�-
cient· a rozptyly sloºek chybového vektoru. Budeme tedy pracovat s ohodnocenými grafy,
ve kterých je kaºdé hran¥ a/nebo kaºdému vrcholu p°i°azeno reálné £íslo; hovo°íme potom
o hranov¥ a/nebo vrcholov¥ ohodnocených grafech.

De�nice 2.4 M¥jme LRS X = (X1, X2 , . . . , Xn)> s maticí koe�cient· A = (aij) a chybo-
vým vektorem � , ozna£me rozptyl i-té sloºky chybového vektoru jako γ2

i . Gra�ckým mode-
lem lineárního rekursivního systému X rozumíme orientovaný graf s mnoºinou vrchol·
{1, 2, . . . , n}, který obsahuje hranu j → i, pokud aij 6= 0, a který je hranov¥ i vrcholov¥
ohodnocený tak, ºe ohodnocení hrany j → i je rovno aij a ohodnocení uzlu i je γ2

i . Gra�cký
model LRS X zna£íme G(X). Zcela analogicky de�nujeme i gra�cký model zobecn¥ného
lineárního rekursivního systému X, zna£íme jej shodn¥ G(X).

P°íklad 2.2 Uvaºujme nap°íklad lineární rekursivní systém X s maticí koe�cient·

A =


0 0 0 0
a21 0 0 0
a31 a32 0 0
0 a42 a43 0

 ,

jehoº chybový vektor má sloºky s rozptyly γ2
1 , γ

2
2 , γ

2
3 , γ

2
4 . Z tvaru matice A je patrné, ºe

G(X) obsahuje hranu j → i, kdykoli j < i, vyjma hrany 1 → 4, nebo´ a41 = 0. G(X) má
tedy následující podobu (ohodnocení vrchol· je pro p°ehlednost zachyceno ²edou barvou
pomocí �ohodnocených ²ipek�):

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Z de�nice 2.4 je patrné, ºe vrchol i v grafuG(X) odpovídá náhodné veli£in¥Xi . Vzhledem
k tomu, ºe matice koe�cient· LRS (p°íp. ZLRS) je dolní trojúhelníková s nulovou diagonálou,
je graf G(X) automaticky topologicky o£íslovaným ADG.

Podle v¥ty 2.8 platí pro libovolný LRS X, ºe rozd¥lení X spl¬uje (GM) (je globáln¥
markovské) vzhledem ke G(X). Pokud je X ZLRS, pak jeho rozd¥lení podle v¥ty 2.16
spl¬uje (PM ), tj. je párov¥ markovské, vzhledem ke G(X). Mohli bychom pro ZLRS X
dále snadno ukázat, ºe je-li hustota v²ech chybových sloºek kladná v²ude na R, je i hustota
X kladná v²ude na Rn (to plyne ihned z v¥ty 2.9), a podle v¥ty 1.7 pak rozd¥lení X
spl¬uje dokonce (GM ) vzhledem ke G(X). Graf G(X) tedy zachycuje strukturu podmín¥né
nezávislosti X ve smyslu p°íslu²ných markovských vlastností.

Abychom z gra�ckého modelu ZLRS nebo LRS vy£etli p°íslu²né podmín¥né nezávislosti,
nepot°ebujeme znát ohodnocení hran ani vrchol· v tomto grafu. Uºite£nost tohoto ohodno-
cení ukáºeme v následující kapitole.
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Kapitola 3

Metoda koe�cient· na cestách
a lineární rekursivní systémy

Jak bylo zmín¥no v úvodu práce, jednou z prvních aplikací gra�ckých model· ve statistice
byla metoda koe�cient· na cestách (method of path coe�cients) amerického biologa a statis-
tika Sewalla Wrighta, který ji publikoval ve dvacátých letech minulého století. V této kapi-
tole metodu stru£n¥ popí²eme a poukáºeme na souvislosti mezi systémy náhodných veli£in,
kterými se metoda zabývá, a lineárními rekursivními systémy, jeº jsme zavedli a studovali
v p°edchozí kapitole. Následn¥ uvedeme postup, který se podobá metod¥ koe�cient· na
cestách a pomocí n¥hoº lze vy£íst z gra�ckého modelu LRS jeho varian£ní matici.

3.1 Metoda koe�cient· na cestách

Úvodem tohoto oddílu si dovolíme malou poznámku. Sewall Wright byl p·vodem biolog a p°i
návrhu metody koe�cient· na cestách sledoval p°edev²ím konkrétní aplika£ní cíle. Jeho po-
jednání o této metod¥ (nap°. [Wri21], [Wri34], [Wri60]) nejsou tudíº po formální stránce
vedena jako matematický text. Jednotlivé pojmy nejsou rigorózn¥ de�novány a obsaºe-
ná tvrzení nejsou formulována v podob¥ matematických v¥t, které by vymezily nezbytné
p°edpoklady a byly nakonec korektním a uceleným zp·sobem dokázány. Tuto skute£nost
nezmi¬ujeme coby kritiku; snaºíme se pouze vysv¥tlit, pro£ se zpracování tohoto oddílu li²í
od zbylého textu. Cílem zde je totiº pouze p°edstavit metodu koe�cient· na cestách v p·vod-
ním Wrightov¥ pojetí pro ú£ely pozd¥j²ího srovnání se studiem (zobecn¥ných) lineárních
rekursivních systém·. Jediný odklon od p·vodní Wrightovy terminologie bude p°edstavovat
práce s gra�ckým modelem � v tomto ohledu vyuºijeme pojmy a notaci zavedené v oddílu
1.4.

D·raz na vyuºití gra�ckého znázorn¥ní vztah· mezi veli£inami v metod¥ koe�cient· na
cestách je patrný uº z jejího názvu; ú£elové zam¥°ení metody pak vyty£il Wright názvem
£lánku [Wri21], Correlation and causation. Metoda koe�cient· na cestách se totiº, stru£n¥
°e£eno, zabývá vztahy mezi korela£ními koe�cienty v systému náhodných veli£in, jejichº
kauzální vztahy jsou zachyceny gra�cky ve form¥ diagramu.

Wrightovy diagramy se skládají ze symbol· p°edstavujících jednotlivé náhodné veli£iny
a z jednosm¥rných a obousm¥rných ²ipek, které tyto symboly spojují. P°íklad takového
diagramu je uveden na obrázku 3.1. Z obrázku je patrné, ºe na Wright·v diagram lze
pohlíºet jako na graf, jehoº vrcholy p°edstavují náhodné veli£iny a jehoº hrany odpovídají
znázorn¥ným ²ipkám ve smyslu gra�ckého zna£ení, které jsme zavedli v oddílu 1.4: obou-
sm¥rným ²ipkám odpovídají hrany neorientované, jednosm¥rným ²ipkám hrany orientované.
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V dal²ím textu budeme tento gra�cký model i nadále nazývat diagramem, abychom jej
odli²ili od graf· pouºitých pro LRS. Pro práci s diagramy budeme nicmén¥ vyuºívat pojm·,
které jsme zavedli pro grafy v první kapitole (jako jsou nap°. hrany, vrcholy, cesty apod.).

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Obrázek 3.1: P°íklad diagramu pro popis kauzálních vztah· mezi veli£inami

Náhodné veli£iny v systému zkoumaném metodou koe�cient· na cestách lze rozd¥lit do
dvou skupin:

• exogenní veli£iny : jde o veli£iny, jejichº hodnoty jsou determinovány mimo uvaºovaný
systém � z hlediska tohoto systému jsou tedy dány �sh·ry�. Jelikoº vztah·m mezi veli£i-
nami p°isuzuje Wright kauzální charakter, p°edstavují tyto veli£iny prvotní p°í£iny,
p°íp. prvotní faktory (v £lánku [Wri60] jsou ozna£ované jako ultimate factors). V p°í-
slu²ném diagramu se jedná o veli£iny, do nichº nevstupuje ºádná orientovaná hrana � na
obrázku 3.1 jsou to Vu , Vv , V3 a V4. Exogenní veli£iny mohou být navzájem korelované,
v takovém p°ípad¥ je spojuje neorientovaná hrana.

• endogenní veli£iny : tyto veli£iny jsou zcela determinovány ve zkoumaném systému, tj.
jejich hodnoty jsou jednozna£n¥ ur£eny veli£inami exogenními. P°esn¥ji °e£eno, kaºdá
endogenní veli£ina je funkcí v²ech veli£in, od kterých k ní v diagramu vedou orientované
hrany � tj. je funkcí svých rodi£·. Na obrázku 3.1 jsou endogenními veli£inami V1 a V2.
Veli£ina V2 je nap°. funkcí V3, V4 a Vv . P°i kauzální interpretaci tohoto vztahu bychom
chápali V3, V4 a Vv jako bezprost°ední faktory (immediate factors) vyvolávající V2 coby
d·sledek (e�ect).

Pracujeme-li s reáln¥ existujícími (pozorovanými) náhodnými veli£inami, £asto si nem·ºe-
me dovolit p°edpokládat p°esný funk£ní vztah mezi nimi. Z tohoto d·vodu je t°eba do uvaºo-
vaného systému za°adit krom¥ pozorovaných veli£in také tzv. residuální faktory (residual
factors), které p°edstavují hypotetický souhrn v²ech nepozorovaných nebo nem¥°itelných
vliv·, které �dovysv¥tlují� danou endogenní veli£inu (residuální faktory jsou vºdy brány jako
exogenní). Ve formálním zápisu rozli²uje Wright tyto veli£iny pomocí index·: zatímco pro
residuální faktory pouºívá písmenné indexy, pozorované veli£iny indexuje arabskými £íslice-
mi. Na obrázku 3.1 tedy p°edstavují Vu a Vv residuální faktory pro pozorované veli£iny V1

a V2 .

Automaticky se p°edpokládá, ºe residuální faktor pro danou endogenní veli£inu je nezávis-
lý na jejích ostatních bezprost°edních faktorech (tj., s pouºitím gra�ckého vyjád°ení, na
ostatních rodi£ích endogenní veli£iny); proto nejsou v diagramu na obrázku 3.1 p°ítomny
hrany Vv ↔ V3 , Vv ↔ V4 a Vu ↔ V4 . Obecn¥ se v²ak nevylu£uje, ºe jsou tyto residuální
faktory závislé na �vzdálen¥j²ích p°edch·dcích�, coº v diagramu zachycuje hrana Vu↔ V3 .

Musí dále platit, ºe v systému neexistují obousm¥rné kauzální vztahy. To v grafu zna-
mená, ºe neexistuje orientovaný cyklus vedoucí p°es n¥kterou endogenní veli£inu.

Posledním klí£ovým p°edpokladem p°i pouºití metody koe�cient· na cestách je lineární
podoba funk£ní závislosti endogenních prom¥nných na jejich bezprost°edních faktorech �
rodi£ích (jiº bylo zmín¥no, ºe kaºdá endogenní veli£ina je funkcí svých rodi£·; nyní jsme
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3.1 Metoda koe�cient· na cestách

pouze up°esnili, ºe jde o funkci lineární). Nap°. pro systém veli£in z obrázku 3.1 tento
p°edpoklad °íká, ºe existují taková reálná £ísla c10, c12, c14, c1u, ºe

V1 = c10 + c12V2 + c14V4 + c1uVu ,

a taková reálná £ísla c20, c23, c24, c2v, ºe

V2 = c20 + c23V3 + c24V4 + c2vVv .

Obecn¥, ozna£íme-li veli£iny v libovolném uvaºovaném systému pomocí indexovaného písme-
na V, m·ºeme endogenní veli£inu Vi vyjád°it jako

Vi = ci0 +
∑

j :Vj∈pa(Vi)

cijVj (3.1)

(p°ipome¬me, ºe zápisem pa(Vi) rozumíme mnoºinu v²ech rodi£· vrcholu Vi , viz de�nice
1.10).

Ozna£me nyní pro libovolné k sm¥rodatnou odchylku veli£iny Vk jako σk a de�nujme
veli£inu Xk p°edpisem

Xk =
Vk − EVk

σk
, (3.2)

tedy veli£ina Xk p°edstavuje normovanou (standardized) verzi veli£iny Vk . M·ºeme pak
(3.1) vyjád°it v podob¥

Xi =
∑

j :Vj∈pa(Vi)

pijXj , (3.3)

kde pij = cij
σj
σi
. Takto zavedené koe�cienty pij jsou nazývány koe�cienty na cestách (path

coe�cients). M·ºeme tedy °íci, ºe koe�cienty na cestách zachycují parametry lineárních
funk£ních vztah· mezi normovanými verzemi veli£in z uvaºovaného systému. Dal²í zp·soby,
jak koe�cienty na cestách interpretovat, uvádí nap°. [Wri34].

Hlavním Wrightovým výsledkem bylo nalezení vztahu mezi koe�cienty na cestách a
párovými korela£ními koe�cienty veli£in v uvaºovaném systému. Tento vztah Wright vy-
jad°uje verbálním zp·sobem, který není p°íli² p°ehledný (viz nap°. [Wri34, str. 163] nebo
[Wri60, str. 193]). Pouºijeme-li v²ak terminologii, kterou jsme zavedli pro práci s grafy,
m·ºeme tento vztah shrnout do následujících dvou bod·:
(i) Souhrnné ohodnocení cesty (compound path coe�cient) v diagramu zkoumaného sys-

tému je dáno sou£inem ohodnocení v²ech hran podél této cesty; p°itom ohodnocením
orientované hrany Vi → Vj rozumíme koe�cient pji a ohodnocením neorientované hrany
Vi↔ Vj rozumíme korela£ní koe�cient corr(Vi, Vj).

(ii) Korela£ní koe�cient corr(Vi, Vj) je roven sou£tu souhrnných ohodnocení v²ech takových
cest nenulové délky, které vedou z Vi do Vj , nemají ºádný kolizní vrchol a vedou p°es
nanejvý² jednu neorientovanou hranu.

Podotkn¥me, ºe bod (ii) je zajímavý pouze v p°ípad¥, ºe alespo¬ jedna z veli£in Vi , Vj
je veli£inou endogenní. V p°ípad¥, ºe jde o dv¥ exogenní veli£iny, °íká bod (ii) pouze, ºe
corr(Vi, Vj) je roven souhrnnému ohodnocení cesty (resp. ohodnocení hrany) Vi ↔ Vj �
snadno se totiº ov¥°í, ºe jakákoli jiná cesta mezi dv¥ma r·znými exogenními veli£inami
obsahuje bu¤ kolizní vrchol, nebo alespo¬ dv¥ neorientované hrany.

Pouºití uvedeného vztahu mezi koe�cienty na cestách a párovými korela£ními koe�cienty
ilustruje následující p°íklad. P°íklad je p°evzat z [Wri60, str. 198].

P°íklad 3.1 Uvaºujme systém pozorovaných náhodných veli£in V0, V1, V2 s residuálními
faktory Vu, Vv, jejichº vztahy jsou dány následujícím diagramem:
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3 Metoda koe�cient· na cestách a lineární rekursivní systémy

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Ozna£me pro stru£nost korela£ní koe�cient typu corr(Vi, Vj) symbolem rij . Zajímá-li nás
nap°. korelace mezi V0 a V2 , m·ºeme podle bodu (ii) vyjád°it r02 jako sou£et souhrnného
ohodnocení cest V0 ← V1 ← V2 a V0 ← Vu↔ V2 ; jiné cesty z V0 do V2 obsahují bu¤ kolizní
vrchol, nebo alespo¬ dv¥ neorientované hrany. Vyjád°íme-li souhrnné ohodnocení uvedených
cest podle bodu (i), m·ºeme psát

r02 = p01p12 + p0uru2 .

Z podmínek kladených na residuální faktory plyne, ºe veli£iny Vu a V1 jsou nekorelované.
Tedy musí platit

0 = r1u = p1v rvu + p12r2u . (3.4)

Vztah mezi korela£ními koe�cienty a koe�cienty na cestách lze uplatnit i na korela£ní
koe�cienty typu corr(Vi, Vi), které mají z°ejm¥ vºdy hodnotu 1. Nap°. koe�cient r00 je
podle bodu (ii) roven sou£tu souhrnných ohodnocení cest (v tomto p°ípad¥ cykl·)

V0 ← V1 → V0 ,
V0 ← Vu → V0 ,
V0 ← V1 ← V2↔ Vu → V0 ,
V0 ← V1 ← Vv↔ Vu → V0 ,

tedy platí

1 = r00 = p2
01 + p2

0u + p01p12r2up0u + p01p1v rvup0u
(3.4)
= p2

01 + p2
0u .

Podobn¥ m·ºeme vyjád°it i ostatní párové korela£ní koe�cienty, celkem dostaneme:

r00 = 1 = p2
01 + p2

0u , r0v = p01p1v + p0uruv ,

r01
(3.4)
= p01 , r11 = 1 = p2

12 + p2
1v ,

r02 = p01p12 + p0uru2 , r12 = p12 ,

r0u
(3.4)
= p0u , r1u = 0 = p1v rvu + p12r2u .

Vyuºití metody koe�cient· na cestách v praktických aplikacích m·ºe mít v zásad¥ dv¥
r·zné podoby:

1) Známe-li korela£ní koe�cienty mezi sledovanými veli£inami, m·ºeme pomocí uvedených
vztah· dopo£ítat koe�cienty na cestách; p°ínos koe�cient· na cestách pro dal²í analýzu
pak spo£ívá v jejich interpretaci. Wright uvádí [Wri20, str. 329], ºe koe�cienty na ces-
tách lze chápat nap°. jako relativní d·leºitost jednotlivých faktor· pro danou endogenní
prom¥nnou. Auto°i [Den06] se domnívají, ºe práv¥ toto vyuºití bylo z°ejm¥ p·vodním
Wrightovým motivem pro vybudování celé metody.

2) Známe-li hodnoty koe�cient· na cestách, potaºmo tvar n¥kterých funk£ních vztah·
mezi uvaºovanými veli£inami, m·ºeme z nich odvodit vztahy mezi jejich korela£ními
koe�cienty. Wright uvedl n¥kolik aplikací tohoto typu v oblasti popula£ní genetiky, viz
[Wri34]; v tomto p°ípad¥ slouºí pro ur£ení funk£ních vztah· mezi veli£inami poznatky
ohledn¥ pravidel pro k°íºení genotyp·.

38



3.2 Cesty, sledy a varian£ní matice v gra�ckém modelu LRS

A£koli Wright kladl ve svých raných textech o metod¥ koe�cient· na cestách d·raz na
kauzální interpretaci vztah· mezi zkoumanými veli£inami, z popisu metody je z°ejmé, ºe
kauzalita jako taková se ve fungování metody nijak neprojevuje; slouºí pouze coby verbální
od·vodn¥ní pro p°ítomnost funk£ní závislosti endogenní veli£iny na jejích rodi£ích. Jak je
patrné z jeho pozd¥j²ích prací, Wright si tento fakt sám dob°e uv¥domoval a nap°. v [Wri60,
str. 191] zmi¬uje, ºe pouºití metody koe�cient· na cestách �není v ºádném p°ípad¥ omezeno
na vztahy, které lze ozna£it za vztahy mezi p°í£inou a d·sledkem. Lze ji pouºít na £ist¥
matematické systémy lineárních vztah·.�

P°íkladem takových systém· s lineárními vztahy jsou lineární rekursivní systémy. Roli
residuálních faktor· a sou£asn¥ jediných exogenních veli£in zde hrají sloºky chybového vek-
toru. Uvaºujme nap°. lineární rekursivní systém V = (V1, V2, V3)> s maticí koe�cient·
A = (aij) a chybovým vektorem (Vu, Vv, Vw)>, jehoº sloºky mají po °ad¥ rozptyl γ2

u, γ
2
v a

γ2
w . P°edpokládejme dále, ºe koe�cienty a21, a31 a a32 jsou nenulové. Diagram pro metodu
koe�cient· na cestách má potom podobu, kterou znázor¬uje obrázek 3.2 vlevo. V diagramu
se nevyskytují ºádné neorientované hrany, nebo´ sloºky chybového vektoru jsou z de�nice
LRS nezávislé, tudíº nekorelované. P°ipome¬me, ºe p°i pouºití metody koe�cient· na cestách
chápeme v²echny hrany jako ohodnocené, p°i£emº ohodnocením hrany Vi → Vj rozumíme
koe�cient pji .

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Obrázek 3.2: Srovnání diagramu pro metodu koe�cient· na cestách a gra�ckého modelu LRS

Srovnejme tento diagram s gra�ckým modelem uvaºovaného LRS (tj. s G(V )), který je
uveden na obrázku 3.2 vpravo; najdeme zde n¥kolik odli²ností:

• G(V ) neobsahuje vrcholy p°edstavující chybové sloºky (tj. residuální faktory).

• Ohodnocení hran v G(V ) p°edstavují koe�cienty aij , které se obecn¥ li²í koe�cient·
na cestách pij .

• V gra�ckém modelu G(V ) jsou ohodnocené uzly.

V následujícím oddílu ukáºeme, ºe z gra�ckého modelu LRS lze vy£íst celou jeho vari-
an£ní matici, a to zp·sobem, který se v jádru podobá metod¥ koe�cient· na cestách; díky
odli²nému cíli (popis varian£ní matice namísto korela£ních koe�cient·) a odli²ným gra�ckým
model·m se v²ak oba postupy v n¥kolika ohledech li²í.

3.2 Cesty, sledy a varian£ní matice v gra�ckém modelu

lineárního rekursivního systému

P°ipome¬me nejprve, ºe máme-li LRSX s maticí koe�cient·A a chybovou varian£ní maticí
Γ, m·ºeme na základ¥ (2.2) vyjád°itX jakoX = (I −A)−1� . Ozna£íme-li pro p°ehlednost
B = (I −A)−1, m·ºeme psát

varX = BΓB>. (3.5)
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3 Metoda koe�cient· na cestách a lineární rekursivní systémy

Postupn¥ ukáºeme, jak lze hodnotu výrazu na pravé stran¥ (3.5) ur£it z gra�ckého modelu
LRS. Za£neme tím, ºe vyjád°íme prvky matice B = (I −A)−1 pomocí hodnot cest v grafu;
hodnoty cest jsou analogií k souhrnným ohodnocení cest v metod¥ koe�cient· na cestách a
zavedeme je v následující de�nici.

De�nice 3.1 Nech´ γ = (α0, α1, . . . , αn) je cesta v hranov¥ ohodnoceném ADG. Ozna£me
pro i = 1, 2, . . . , n ohodnocení hrany mezi vrcholy αi−1 a αi jako vi . Potom hodnotou cesty
γ rozumíme hodnotu

∏n
i=1 vi . Budeme p°itom uvaºovat i cesty cesty délky 0, tj. cesty typu

γ = (α0), jejich hodnotu de�nujeme jako 1 (coº odpovídá výsledku prázdného sou£inu∏
i∈∅ vi = 1). Zcela analogicky zavedeme i hodnotu sledu.

Vztah mezi hodnotou cest v gra�ckém modelu LRS a maticí (I −A)−1 ilustruje následu-
jící p°íklad.

P°íklad 3.2 M¥jme LRS X s gra�ckým modelem (vynecháváme pro p°ehlednost ohodno-
cení vrchol·)

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Matici koe�cient· A a matici (I −A)−1 m·ºeme vyjád°it jako

A =

 0 0 0
a21 0 0
a31 a32 0

 , (I −A)−1 =

 1 0 0
a21 1 0

a31 + a32a21 a32 1

 .

M·ºeme se snadno p°esv¥d£it, ºe prvek v i-tém °ádku a j-tém sloupci matice (I −A)−1

lze vyjád°it jako sou£et hodnot v²ech orientovaných cest z j do i. Nap°. pro i = 3 a j = 1
bychom s£ítali hodnoty cest 1→ 3 a 1→ 2→ 3, coº dává a31 +a32a21 . Pro i < j neexistuje
v grafu ºádná orientovaná cesta z j do i a sou£et hodnot cest je tedy nulový, pro i = j
existuje z j do i pouze cesta délky 0, jejíº hodnota je 1.

Jak pozd¥ji dokáºeme, tento výsledek je moºné zobecnit: je-li A matice koe�cient· LRS
X a (I −A)−1, lze prvek i-tém °ádku a j-tém sloupci matice (I −A)−1 vyjád°it jako sou£et
hodnot v²ech orientovaných cest, které vedou v G(X) z j do i. Nejprve zavedeme zna£ení,
které nám umoºní zapsat sou£et hodnot v²ech orientovaných cest z j do i pomocí prvk·
matice A.

De�nice 3.2 Nech´ An×n je matice koe�cient· lineárního rekursivního systému. Zavedeme
funkci

πA : 2{1,2,...,n} −→ R

následujícím zp·sobem. Nech´ I je libovolná alespo¬ dvouprvková indexová mnoºina, I ⊆
{1, 2, . . . , n}. Poloºmem = |I | a prvky mnoºiny I ozna£me jako i1, i2, . . . , im tak, aby platilo
i1 < i2 < . . . < im . Potom funk£ní hodnotu πA(I ) de�nujeme p°edpisem

πA(I ) = aimim−1aim−1im−2 . . . ai2i1 . (3.6)

Pro jednoprvkové mnoºiny z 2{1,2,...,n} a pro mnoºinu prázdnou nebudeme funkci πA vyuºí-
vat, p°íslu²né funk£ní hodnoty je moºné dode�novat jako nulu.
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3.2 Cesty, sledy a varian£ní matice v gra�ckém modelu LRS

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe hodnota funkce πA(I ) odpovídá hodnot¥ orientované cesty,
která vede v grafu LRS s maticí koe�cient· A p°es vrcholy z I. Je-li I = {i1, i2, . . . , im},
kde i1 < i2 < . . . < im, vrací funkce πA hodnotu cesty

i1 → i2 → . . .→ im ,

p°i£emº poºadavek na orientaci cesty plyne ze se°azení prvk· I podle velikosti a topologic-
kého o£íslování grafu LRS. Pokud taková cesta v grafu neexistuje, tj. pokud nap°. hrana
ik → ik+1 v grafu chybí, je z de�nice gra�ckého modelu LRS nutn¥ aik+1ik = 0, a tedy
πA(I ) = 0. Dodejme, ºe ozna£ení funkce pramení z anglického path.

P°íklad 3.3 Uvaºujme op¥t LRS z p°íkladu 3.2. Souhrnné ohodnocení cesty 1 → 2 → 3
m·ºeme pomocí funkce πA vyjád°it jako πA({1, 2, 3}) a matici (I −A)−1 m·ºeme zapsat ve
tvaru

(I −A)−1 =

 1 0 0
πA({1, 2}) 1 0

πA({1, 3}) + πA({1, 2, 3}) πA({2, 3}) 1

 .

Zavedeme nyní zna£ení, které nám umoºní zapsat pomocí funkce πA sou£et hodnot v²ech
orientovaných cest z j do i. M¥jme p°irozená £ísla i a j taková, ºe i > j. Symbolem Iij
budeme ozna£ovat mnoºinový systém daný p°edpisem

Iij = {I : {j, i} ⊆ I ⊆ {j, j + 1, . . . , i}}, (3.7)

tedy nap°. I41 = {{1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}. Máme-li gra�cký model LRS s mat-
icí koe�cient· A, m·ºeme sou£et hodnot v²ech orientovaných cest z j do i vyjád°it pro i > j
jako ∑

I∈Iij

πA(I ) , (3.8)

nebo´ díky topologickému o£íslování mohou vést orientované cesty z j do i pouze p°es vrcholy
j + 1, j + 2, . . . , i− 1; nap°. vrcholy kaºdé orientované cesty z 1 do 4 musí odpovídat jedné
z mnoºin systému I41 . P°ipome¬me, ºe pokud pro n¥jaké I ∈ Iij orientovaná cesta p°es
vrcholy z I neexistuje, je nutn¥ πA(I ) = 0; výraz (3.8) tedy p°edstavuje sou£et hodnot v²ech
existujících orientovaných cest z j do i.

P°íklad 3.4 Uvaºujme op¥t LRS z p°íkladu 3.2. Pomocí práv¥ zavadeného zna£ení m·ºeme
matici (I −A)−1 zapsat ve tvaru

(I −A)−1 =

 1 0 0∑
I∈I21 πA(I ) 1 0∑
I∈I31 πA(I )

∑
I∈I32 πA(I ) 1

 , (3.9)

nebo´ nap°.
∑

I∈I31 πA(I ) = πA({1, 3}) + πA({1, 2, 3}) = a31 + a32a21 .

V následující v¥t¥ ukáºeme, ºe vztah (3.9) lze p°íslu²ným zp·sobem zobecnit, tj. ºe zcela
analogicky lze vyjád°it matice (I −A)−1 v libovolném LRS s maticí koe�cient· A.

V¥ta 3.1 Nech´An×n je matice koe�cient· lineárního rekursivního systému. Zave¤me matici
Bn×n = (bij) p°edpisem

bij =


1, pokud i = j ,
0, pokud i < j ,∑

I∈Iij πA(I ) , pokud i > j .
(3.10)

Potom B = (I −A)−1.
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3 Metoda koe�cient· na cestách a lineární rekursivní systémy

V¥tu dokáºeme pozd¥ji, nejprve uvedeme n¥která pomocná lemmata.

Lemma 3.2 Nech´ An×n je matice koe�cient· lineárního rekursivního systému a I je in-
dexová mnoºina spl¬ující I ⊂ {1, 2, . . . , n} a |I | ≥ 2. Ozna£me m = max{i : i ∈ I}. Nech´
dále m < k ≤ n. Potom platí:

akm πA(I ) = πA(I ∪ {k}). (3.11)

D·kaz. Plyne bezprost°edn¥ z de�nice 3.2. �

V kontextu cest v grafu LRS hovo°í p°edchozí lemma o prodlouºení orientované cesty
vedoucí p°es vzestupn¥ o£íslované vrcholy z I do dal²ího vrcholu k, p°i£emº musí být op¥t
respektováno topologické o£íslování, tedy vrchol k musí mít vy²²í £íslo neº v²echny vrcholy
z I.

Lemma 3.3 Nech´ An×n je matice koe�cient· LRS. M¥jme dále p°irozená £ísla j a k
taková, ºe 1 ≤ j < k ≤ n. Potom platí:

∑
I∈Ikj

πA(I ) = πA({j, k}) +
k−1∑
i=j+1

∑
J∈Iij

πA(J ∪ {k})

. (3.12)

D·kaz. Nejprve si uv¥domme, ºe jak na levé, tak na pravé stran¥ se pouze s£ítají
hodnoty funkce πA pro r·zné hodnoty vstupních argument·. Sta£í tedy ukázat,
ºe mnoºiny, které vystupují na levé stran¥ coby argumenty funkce πA, tvo°í práv¥
systém Ikj , p°es který se s£ítá na stran¥ pravé.
Volme libovoln¥ I ∈ Ikj . Nech´ nejprve |I | = 2. Potom nutn¥ I = {j, k}, coº
je argument u prvního s£ítance na pravé stran¥. Nech´ nyní |I | > 2. Ozna£me
i = max{h : h ∈ I \ {k}}; z°ejm¥ je j < i < k. Pak ale existuje indexová mnoºina
J ∈ Iij taková, ºe I = J ∪ {k}, a I se tedy vyskytuje jako argument funkce πA
u n¥jakého s£ítance v sum¥ na pravé stran¥ (3.12).
Vezmeme-li libovolný argument funkce πA na pravé stran¥ (3.12), snadno se
p°esv¥d£íme, ºe pat°í do Ikj . Zbývá uº jen ov¥°it, ºe se na pravé stran¥ nevysky-
tuje ºádný s£ítanec opakovan¥. V první °ad¥ si uv¥domme, ºe v²echny argumenty
v druhém výrazu na pravé stran¥ mají alespo¬ 3 r·zné prvky: j, i a k; tedy {j, k}
se vyskytuje na pravé stran¥ jen jednou. Je-li j < i1 < i2 < k, jsou libovolné dv¥
mnoºiny J1 ∈ Ii1j a J2 ∈ Ii2j nutn¥ r·zné, tedy v²echny argumenty v sum¥ na
pravé stran¥ jsou r·zné a d·kaz je hotov. �

Dodejme, ºe lemma 3.3 lze op¥t snadno gra�cky interpretovat: výraz na levé stran¥ (3.12)
popisuje sou£et hodnot v²ech orientovaných cest jdoucích z j do k a ve výrazech na levé
stran¥ jsou hodnoty t¥chto cest seskupeny podle toho, který vrchol je na cest¥ p°edposlední.
První výraz na pravé stran¥ (3.12) p°edstavuje hodnotu cesty j → k a v druhém výrazu se
s£ítají hodnoty v²ech cest typu j → . . .→ i→ k pro i jdoucí od j + 1 do k − 1.

P°ed dal²ím lemmatem p°ipome¬me, ºe podle zna£ení zavedeného v oddílu 2.2 je Lk =
{1, 2, . . . , k} aALk·Lk

p°edstavuje podmaticiA tvo°enou výb¥rem prvních k °ádk· a sloupc·.

Lemma 3.4 M¥jme matice A a B jako ve v¥t¥ 3.1 a p°irozené £íslo k spl¬ující 1 ≤ k ≤ n.
Nech´ dále Ā = ALk·Lk

a B̄k×k = (b̄ij) je matice daná p°edpisem

b̄ij =


1, pokud i = j ,
0, pokud i < j ,∑

I∈Iij πĀ(I ) , pokud i > j .
(3.13)
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3.2 Cesty, sledy a varian£ní matice v gra�ckém modelu LRS

Potom B̄ = BLk·Lk
.

D·kaz. Nejprve poznamenejme, ºe (3.13) odpovídá p°esn¥ (3.10), nahradíme-li b
v (3.10) symbolem b̄ aA symbolem Ā.MaticeB i B̄ jsou ob¥ dolní trojúhelníkové
s jednotkovou diagonálou, sta£í proto dokázat rovnost prvk· v oblasti pod hlavní
diagonálou. Chceme tedy pro v²echna i, j spl¬ující 1 ≤ j < i ≤ k ov¥°it, ºe
bij = b̄ij . Pro taková i, j je z°ejm¥ Iij ⊆ 2{1,2,...,k} , a tedy výraz

∑
I∈Iij πA(I )

obsahuje pouze prvky z prvních k °ádk· a sloupc· matice A, neboli pouze prvky
z matice ALk·Lk

= Ā. Odtud ihned dostaneme

bij =
∑

I∈IijπA(I ) =
∑

I∈IijπĀ(I ) = b̄ij , 1 ≤ j < i ≤ k

a lemma je dokázáno. �

Lemmat 3.2, 3.4 a 3.3 vyuºijeme p°i d·kazu v¥ty 3.1, který nyní provedeme.

D·kaz v¥ty 3.1. Dokazovat budeme matematickou indukcí podle rozm¥ru matice
An×n . M¥jme nejprve n = 1. Potom nutn¥ A = 0, £ili (I −A)−1 = 1, a rovn¥º
B = b11 = 1, v¥ta 3.1 tedy v tomto p°ípad¥ platí. P°ipome¬me rovn¥º, ºe platnost
v¥ty pro n = 3 jsme ukázali v p°íkladu 3.4.

Dokaºme nyní induk£ní krok, tj. p°edpokládejme, ºe tvrzení v¥ty platí pro rozm¥r
n = k, a ukaºme, ºe odtud plyne jeho platnost pro n = k + 1. Nech´ tedy
A(k+1)×(k+1) je libovolná matice koe�cient· LRS a B je matice vypo£tená z A
podle (3.10). Matice A a B m·ºeme díky jejich speci�ckému tvaru vyjád°it
blokov¥ jako

A =

(
ALk·Lk

0k×1

A(k+1)·Lk
0

)
, B =

(
BLk·Lk

0k×1

B(k+1)·Lk
1

)
. (3.14)

Odtud ihned máme

I −A =

(
Ik −ALk·Lk

0k×1

−A(k+1)·Lk
1

)
,

a podle lemmatu o inverzi blokové matice A.2 m·ºeme vyjád°it matici (I −A)−1

blokov¥ jako

(I −A)−1 =

(
(Ik −ALk·Lk

)−1 0k×1

A(k+1)·Lk
(Ik −ALk·Lk

)−1 1

)
. (3.15)

P°ipome¬me, ºe na²ím cílem je ukázat rovnost matic B a (I −A)−1, tuto rovnost
ov¥°íme po jednotlivých blocích. Nejprve ukáºeme, ºe BLk·Lk

= (Ik −ALk·Lk
)−1.

Ozna£me Ā = ALk·Lk
. Potom z°ejm¥ Ā má tvar matice koe�cient· LRS s k

sloºkami, podle induk£ního p°edpokladu je matice B̄ vypo£tená podle (3.13)
shodná s maticí (Ik − Ā)−1 a podle lemmatu 3.4 je B̄ = BLk·Lk

. Celkem tedy
máme

BLk·Lk
= B̄ = (Ik − Ā)−1 = (Ik −ALk·Lk

)−1 .

Díky této rovnosti p°epí²eme (3.15) jako

(I −A)−1 =

(
BLk·Lk

0k×1

A(k+1)·Lk
BLk·Lk

1

)
=

(
BLk·Lk

0k×1

c 1

)
, (3.16)
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p°i£emº jsme pro p°ehlednost zavedli vektor c p°edpisem c = A(k+1)·Lk
BLk·Lk

.
Tedy c = (c1, c2, . . . , ck) je °ádkový vektor, jehoº j-tou sloºku lze zapsat jako

cj =

k∑
i=1

ak+1,i bij , j = 1, 2, . . . , k. (3.17)

Z porovnání (3.16) s blokovým zápisem matice B v (3.14) plyne, ºe dokon£ení
d·kazu sta£í ov¥°it, ºe c = B(k+1)·Lk

, neboli ºe

cj = bk+1,j , j = 1, 2, . . . , k.

Volme libovolné j ∈ {1, 2, . . . , k}. V následujících úpravách uºijeme postupn¥
vztah (3.17), de�nici prvk· bij (3.10) (nejprve pro i ≤ j , posléze pro i > j) a
nakonec lemmata 3.2 a 3.3:

cj
(3.17)

=
k∑
i=1

ak+1,i bij =

(3.10)
= ak+1,j +

k∑
i=j+1

ak+1,i bij =

(3.10)
= πA({k + 1, j}) +

k∑
i=j+1

ak+1,i ·
∑
I∈Iij

πA(I )

 =

= πA({k + 1, j}) +
k∑

i=j+1

∑
I∈Iij

ak+1,i · πA(I )

 =

lemma 3.2
= πA({k + 1, j}) +

k∑
i=j+1

∑
I∈Iij

πA(I ∪ {k + 1})

 =

lemma 3.3
=

∑
I∈Ik+1,j

πA(I) =

(3.10)
= bk+1,j .

Máme tedy c = B(k+1)·Lk
, tudíº i B = (I −A)−1 a induk£ní krok a s ním i celá

v¥ta jsou dokázány. �

V¥ta 3.1 dává návod, jak vyjád°it prvky matice B = (I −A)−1 pomocí hodnot cest
v grafu LRS. Tvar matice B nyní vyuºijeme pro popis varian£ní matice LRS.

V¥ta 3.5 M¥jme lineární rekursivní systém X s maticí koe�cient· A, chybovou varian£ní
maticí Γ = diag(γ2

1 , γ
2
2 , . . . , γ

2
n). Ozna£me varian£ní matici vektoru X jako Σ = (σij) a

matici B = (bij) zave¤me podle (3.10). Potom platí:

σij =

min(i,j)∑
k=1

γ2
k bik bjk. (3.18)

D·kaz. V¥ta 3.1 dává rovnost B = (I −A)−1. Pouºijeme-li (3.5), dostaneme

Σ = varX = BΓB> .

44



3.2 Cesty, sledy a varian£ní matice v gra�ckém modelu LRS

Ozna£íme-li prvky matice BΓ jako cik, pak díky diagonálnímu tvaru Γ platí
cik = γ2

k · bik . Odtud ihned dostaneme

σij =

n∑
k=1

cik bjk =

n∑
k=1

γ2
k bik bjk .

Jelikoº pro k > i je bik = 0, m·ºeme upravit horní mez v p°echozí sum¥ z n na
min(i, j) a jsme hotovi. �

P°íklad 3.5 Uvaºujme op¥t LRS X z p°íkladu 3.2, jeho gra�cký model (tentokrát v£etn¥
ohodnocení vrchol·) vypadá následujícím zp·sobem:

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Ozna£me stejn¥ jako v p°edchozí v¥t¥ varX = Σ = (σij) a (I −A)−1 = B = (bij). Pomocí
v¥ty 3.5 spo£ítáme σ23 , tj. kovarianci veli£in X2 a X3 . Podle (3.18) je

σ23 =
∑2

k=1 γ
2
k b2k b3k =

= γ2
1 b21b31 + γ2

2 b22b32 =
= γ2

1 a21(a31 + a32a21) + γ2
2 a32 =

= γ2
1 (a21a31 + a2

21a32) + γ2
2 a32 .

(3.19)

Sou£in bik bjk ze vzorce (3.18) má vcelku p°ehlednou gra�ckou interpretaci, kterou nyní
popí²eme.

Lemma 3.6 Uvaºujme LRS X a matici B = (bij) jako ve v¥t¥ 3.5. M¥jme dána £ísla
i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} taková, ºe k ≤ min(i, j). Potom výraz bik bjk p°edstavuje sou£et hodnot
v²ech takových sled·, které vedou v G(X) z i do j, neobsahují ºádný kolizní vrchol a jejich
vrchol s nejniº²ím o£íslováním je k.

D·kaz. Uvaºujme nejprve dv¥ orientované cesty: první vede z k do i a druhá z k do
j. Symbolicky lze tyto cesty zapsat jako k → . . .→ i a k → . . .→ j . Vynásobíme-li
spolu hodnoty t¥chto cest, získáme vlastn¥ hodnotu sledu, který vznikne spojením
obou cest v jejich výchozím vrcholu, £ili sledu i← . . .← k → . . .→ j. Dodejme,
ºe tato úvaha funguje i v p°ípad¥, ºe n¥která z cest je nulové délky, nap°. kdyº
i = k ; cesta nulové délky má totiº podle de�nice 3.1 hodnotu 1.

Vra´me se nyní k výrazu bik bjk z dokazovaného lemmatu. P°ipome¬me, ºe bik
p°edstavuje sou£et hodnot v²ech orientovaných cest typu k → . . . → i, podobn¥
bjk s£ítá hodnoty orientovaných cest typu k → . . .→ j . Z p°edchozí diskuze plyne,
ºe sou£in bik bjk pak vyjad°uje sou£et hodnot v²ech sled· typu

i← . . .← k → . . .→ j . (3.20)

Z topologického o£íslování grafu G(X) plyne, ºe vrchol k musí mít v takových
sledech vºdy nejniº²í o£íslování. Z°ejm¥ ºádný sled typu (3.20) neobsahuje kolizní
vrchol, podobn¥ kaºdý sled z i do j bez kolizního vrcholu je nutn¥ typu (3.20)
(p°ipome¬me, ºe jsme nevylou£ili moºnost, ºe i = k nebo j = k). V²echny sledy
typu (3.20) lze tedy charakterizovat jako sledy z i do j, které neobsahují kolizní
vrchol a jejichº vrchol s nejniº²ím o£íslováním je k. �
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Uvedené vztahy ilustruje výpo£et v (3.19). Z porovnání druhého a posledního °ádku vý-
po£tu je patrné, ºe výraz b21b31 s£ítá hodnoty sled· 2← 1→ 3 a 2← 1→ 2→ 3, zatímco
výraz b22b32 je hodnotou sledu 2→ 3.

Ukázali jsme, jak lze gra�cky interpretovat výraz bik bjk . S£ítance v (3.18) jsou ov²em
tvaru γ2

k bik bjk . To vede k následující de�nici.

De�nice 3.3 Nech´ σ je sled v gra�ckém modelu LRS, ozna£me vrchol sledu σ s nejniº²ím
o£íslováním jako k. Roz²í°enou hodnotou sledu σ rozumíme sou£in hodnoty sledu σ a ohodno-
cení vrcholu k.

Pomocí roz²í°ených hodnot sled· m·ºeme jednoduchým zp·sobem formulovat pravidlo
pro výpo£et kovariancí v LRS z jeho gra�ckého modelu.

V¥ta 3.7 Uvaºujme LRS X = (X1, X2 , . . . , Xn)> a p°irozená £ísla i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Potom hodnota cov(Xi , Xj) je rovna sou£tu roz²í°ených hodnot v²ech sled·, které vedou
v G(X) z i do j a neobsahují ºádný kolizní vrchol.

D·kaz. Podle v¥ty 3.5 lze spo£ítat kovarianci Xi a Xj jako

cov(Xi , Xj) =
∑min(i,j)

k=1 γ2
k bik bjk . (3.21)

Podle lemmatu 3.6 lze kaºdý ze s£ítanc· na pravé stran¥ interpretovat jako sou£et
roz²í°ených hodnot v²ech takových sled·, které vedou v G(X) z i do j, neobsahují
ºádný kolizní vrchol a jejich vrchol s nejniº²ím o£íslováním je k. Z°ejm¥ platí, ºe
sledy z i do j mají hodnotu nejniº²ího o£íslování niº²í nebo rovnu min(i, j), a
suma v (3.21) tedy pokrývá v²echny sledy mezi i a j bez kolizního vrcholu. �

Podotkn¥me, ºe jsme v p°edchozí v¥t¥ nevylou£ili moºnost, ºe i = j; v takovém p°ípad¥
v¥ta popisuje vztah mezi varXi a sledy z i do i. Porovnáváme-li sledy z i do i, záleºí na
po°adí vrchol· ve sledu, tj. nap°. sledy i← l← k → i a i← k → l→ i chápeme jako r·zné
a p°i vyjád°ení hodnoty varXi zapo£ítáme roz²í°ené hodnoty obou z nich. Pouºití v¥ty 3.7
ilustruje následující p°íklad.

P°íklad 3.6 Uvaºujme LRS X s gra�ckým modelem (uvádíme pro p°ehlednost variantu
grafu bez hodnocení i s ním)

Na tomto míst¥ je vynechán obrázek z d·vodu konverze elektronické podoby práce do

tzv. �prohledávatelné� formy .pdf souboru, kterou vyºaduje u záv¥re£ných prací odevzdá-

vaných po 29.9.2010 opat°ení rektora UK £. 6/2010. Elektronická verze práce obsahující

obrázky (tj. zcela identická s ti²t¥nou verzí) je k dispozici v �neprohledávatelném� .pdf

souboru ozna£eném v informa£ním systému (SIS) jako �p°íloha�.

Vypo£ítejme pomocí v¥ty 3.7 kovarianci X3 a X4 a rozptyl X4 . Sledy vedoucí z vrcholu 3
do vrcholu 4 bez kolizního vrcholu jsou

3→ 4,
3← 1→ 2→ 4,
3← 1→ 3→ 4,

m·ºeme tedy psát

cov(X3 , X4) = γ2
3 a43 + γ2

1 a31a21a42 + γ2
1 a

2
31a43 .
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Sledy vedoucí z vrcholu 4 do vrcholu 4 bez kolizního vrcholu jsou

4,
4← 2→ 4,
4← 3→ 4,
4← 2← 1→ 2→ 4,
4← 2← 1→ 3→ 4,
4← 3← 1→ 2→ 4,
4← 3← 1→ 3→ 4,

coº dává (po men²í algebraické úprav¥)

varX4 = γ2
4 + γ2

3 a
2
43 + γ2

2 a
2
42 + γ2

1 (a2
21a

2
42 + 2a42a21a31a43 + a2

31a
2
43).

Záv¥rem této kapitoly porovnáme postup pro nalezení vztah· mezi sledy a kovariancemi,
který popisuje v¥ta 3.7, s metodou koe�cient· na cestách. Ob¥ metody pracují podobným
zp·sobem a mají podobný cíl: slouºí k vyjád°ení vztahu mezi gra�ckým modelem funk£ních
vztah· v daném systému na jedné stran¥ a p°íslu²nými ukazateli míry lineární závislosti
jeho veli£in na stran¥ druhé. P°esto se oba oba postupy v mnoha ohledech li²í. Jejich rozdíly
uvádí souhrnným zp·sobem tabulka 3.1.

Tabulka 3.1: Porovnání metody koe�cient· na cestách (A) a postupu z v¥ty 3.7 (B)

A B

Popisuje vztah mezi grafem a . . . korela£ními koe�cienty kovariancemi
V grafu se pracuje s . . . cestami sledy
Délka uvaºovaných cest/sled· je . . . nenulová libovolná
Graf má ohodnocené . . . hrany hrany i vrcholy
Násobí se ohodnocení . . . hran hran a 1 vrcholu
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Záv¥r

P°ipome¬me je²t¥ jednou cíle, které jsme vyty£ili v úvodu práce. P°i pouºití zna£ení zavede-
ného pozd¥ji v textu je lze shrnout do následujících t°í bod·:

1. Dokázat ekvivalenci R(G) aM(G) pro LRS.

2. Popsat souvislost mezi gra�ckým modelem ZLRS a jeho strukturou podmín¥ných
nezávislostí.

3. Popsat zp·sob, jak z gra�ckého modelu LRS vy£íst kovariance mezi jeho veli£inami,
a porovnat jej s metodou koe�cient· na cestách.

Bod 1 byl v p·vodním zadání bakalá°ské práce ozna£en za její hlavní cíl. A£koli se tvrzení,
které je p°edm¥tem d·kazu v bodu 1, v²eobecn¥ povaºuje v oblasti lineárních rekursivních
systém· za korektní, jeho kompletní rigorózní d·kaz v literatu°e doposud chybí. Hlavním
smyslem první £ásti práce bylo proto takový d·kaz najít a v kompaktní podob¥ jej p°edloºit.
Tvrzení z bodu 1 jsme formulovali v podob¥ v¥ty 2.8 a k jeho d·kazu sm¥°uje celý oddíl 2.1,
jsou zde nicmén¥ podstatn¥ vyuºity i výsledky z kapitoly 1 a p°íloh A a B.

V²echny d·kazy v t¥chto i dal²ích £ástech práce jsme se snaºili v maximální moºné
mí°e °e²it odkazem na existující literaturu; je-li tedy d·kaz v textu proveden, jde o d·kaz
vlastní (s výjimkou d·kazu v¥ty 1.1; d·vod pro za°azení tohoto d·kazu je v textu vysv¥tlen).
Podotkn¥me, ºe v p°ípad¥ n¥kterých d·kaz· z kapitoly 1 a p°ílohy A jde £asto o jednoduchá
a/nebo známá tvrzení, která se nám ov²em nepoda°ilo najít v pot°ebném zn¥ní (a s d·kazem)
v existujících pramenech.

Bod 2 se na rozdíl od bodu 1 v p·vodním zadání práce nevyskytoval a p°edstavuje zobec-
n¥ní n¥kterých výsledk·, které jsme dokázali pro (gaussovsky rozd¥lené) LRS, i mimo rámec
gaussovských distribucí. P°ínos této £ásti práce lze tedy ozna£it za �inven£ní�. Poda°ilo se
nám ukázat, ºe zachováme-li spojitost chybových sloºek, m·ºeme i p°i opu²t¥ní p°edpokladu
jejich normality konstatovat, ºe výsledná struktura podmín¥né nezávislosti spl¬uje párovou
markovskou vlastnost (PM ) vzhledem ke gra�ckému modelu daného rekursivního systému.
Toto tvrzení je v zásad¥ obsahem v¥ty 2.16, která zavr²ila oddíl 2.2; v¥ta je navíc for-
mulována ve tvaru ekvivalence, coº dále zaji²´uje, ºe se v daném ZLRS nevyskytují jiné
podmín¥né nezávislosti párov¥ markovského typu1, neº které lze vy£íst z jeho grafu. Jak
jsme dále poznamenali, za dodate£ných p°edpoklad· o striktn¥ kladné hustot¥ chybových
sloºek lze na základ¥ v¥ty 1.7 ztotoºnit globální a párovou markovskou vlastnost, a ZLRS
pak automaticky spl¬ují i (GM ) vzhledem ke svému gra�ckému modelu.

Bodem 3 jsme se zabývali ve t°etí kapitole. Výpo£et kovariancí v LRS na základ¥ gra�c-
kého modelu popisuje v¥ta 3.7. Uvedený postup se v mnoha ohledech podobá metod¥ koe-
�cient· na cestách, kterou jsme stru£n¥ popsali v p·vodním Wrightov¥ pojetí v oddílu 3.1.
Ob¥ metody mají nicmén¥ °adu odli²ností, které jsme shrnuli v záv¥ru t°etí kapitoly (jejich
stru£ný vý£et uvádí tabulka 3.1).

1Tj. nezávislosti typu i⊥⊥j | {1, 2, . . . , i− 1} \ {j}.
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Záv¥r

A£koli jsme se ve t°etí kapitole zabývali vztahem mezi grafem a kovariancemi pouze pro
p°ípad LRS, je nasnad¥, ºe zcela identickým zp·sobem lze postupovat i v p°ípad¥ ZLRS
� p°edpoklad normality nebyl v tvrzeních oddílu 3.2 nijak vyuºit. Uvedený vztah by bylo
dále moºné zkoumat i pro ²ir²í t°ídu systém· náhodných veli£in, neºli jsou LRS nebo ZLRS;
mohli bychom nap°íklad p°ipustit, aby sloºky chybového vektoru byly korelované, podobn¥
jako je tomu v p°ípad¥ metody koe�cient· na cestách. Takové roz²í°ení je v²ak jiº nad rámec
této bakalá°ské práce.
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P°íloha A

N¥které v¥ty o maticích

V této p°íloze jsou uvedena n¥která tvrzení o maticích, která jsou vyuºita v hlavní £ásti
práce. P°ipome¬me, ºe v úvodu práce (v kapitole Pouºité zna£ení) je de�nováno zna£ení
pro výb¥r podmatic (p°íp. podvektor·) pomocí indexových mnoºin, a zápis n¥kterých matic
s prvky pouze nula nebo jedna. Dodejme, ºe v²echny matice, kterými se zde budeme zabývat,
jsou výhradn¥ matice reálné.

Lemma A.1 Nech´ An×n = (aij) je dolní trojúhelníková matice. Potom platí:

(i) detA =
∏n
i=1 aii ,

(ii) A je regulární práv¥ tehdy, kdyº jsou v²echny prvky na její hlavní diagonále nenulové,

(iii) je-li A regulární, potom její inverzní matice A−1 je dolní trojúhelníková.

(iv) má-li A jednotkovou diagonálu (tj. v²echny pvky na hlavní diagonále jsou rovny jedné),
potom její inverzní matice A−1 je dolní trojúhelníková s jednotkovou diagonálou.

D·kaz. Tvrzení (i) je patrné z výpo£tu determinantu rozvojem podle °ádku (vºdy
podle prvního °ádku aktuální matice), (ii) je p°ímým d·sledkem (i), nebo´ A je
regulární práv¥ tehdy, kdyº detA 6= 0. Bod (iii) plyne nap°. z (i) a ze známého
pravidla pro výpo£et inverzní matice pomocí determinant· (viz nap°. [Bic02, v¥ta
8.12]): ozna£íme-li A−1 = (bij) , m·ºeme prvky bij inverzní matice spo£ítat jako

bij =
(−1)i+j detA\ji

detA
, (A.1)

kde A\ji ozna£uje matici, která vznikne z A vynecháním j-tého °ádku a i-tého
sloupce. Lze snadno ukázat, ºe pro j > i je A\ji dolní trojúhelníková, jejíº i-tý
diagonální prvek je nulový, podle (ii) je pak detA\ji = 0; celkem tedy bij = 0 pro
j > i. Bod (iv) ukáºeme podobným zp·sobem. P°edn¥ podle (ii) je A regulární
a podle (iii) je A−1 dolní trojúhelníková. Ozna£me op¥t A−1 = (bij). Jelikoº A
má jednotkovou diagonálu, podle (i) platí detA = 1 a detA\ii = 1 pro v²echna
i. Tvrzení o jednotkové diagonále A−1 potom plyne ihned z (A.1). �

Lemma A.2 (O inverzi blokové matice.) Nech´ B je regulární matice typu m×m a C
je matice typu n×m. De�nujeme matici A blokovým zápisem

A =

(
B 0m×n
C In

)
.
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A N¥které v¥ty o maticích

Potom A je regulární a její inverzní matice A−1 má tvar

A−1 =

(
B−1 0m×n
−CB−1 In

)
. (A.2)

D·kaz. Vynásobením ov¥°íme, ºe matice ze vztahu (A.2) je inverzní k A:

AA−1 =

(
B 0m×n
C In

)
·
(

B−1 0m×n
−CB−1 In

)
=

(
Im 0m×n

0n×m In

)
= Im+n,

matice A je tudíº invertovatelná, tedy i regulární. �

Lemma A.3 Nech´ symetrická matice An×n je pozitivn¥ de�nitní. Pak A je regulární.

D·kaz. Je-li A singulární, potom jsou její °ádky lineárn¥ závislé, tedy existuje
existuje vektor 0 6= c ∈ Rn takový, ºe c>A = 0. Potom rovn¥º c>Ac = 0, takºe
A není pozitivn¥ de�nitní. �

Poznamenejme, ºe obdobným zp·sobem bychom mohli dokázat, ºe regulární pozitivn¥
semide�nitní matice je jiº nutn¥ pozitivn¥ de�nitní, neboli ºe regulární varian£ní matice
jsou pozitivn¥ de�nitní. Práv¥ poznatky o regulárních varian£ních maticích jsou klí£ové
pro studium n¥kterých vlastností lineárních rekursivních systém· v kapitole 2. Následují
dv¥ v¥ty o rozkladu pozitivn¥ semide�nitních a de�nitních matic: první je v¥tou o skeletním
rozkladu pozitivn¥ semide�nitní matice, druhá v po°adí je známá v¥ta o Choleského rozkladu
pozitivn¥ de�nitní matice; b¥ºn¥ se tato v¥ta formuluje pro hermitovské komplexní matice,
pro na²e ú£ely posta£í její �reálná� verze.

V¥ta A.4 (O skeletním rozkladu pozitivn¥ de�nitní matice.) Nech´An×n je symet-
rická pozitivn¥ semide�nitní matice, h(A) = r ≥ 1. Potom existuje matice Bn×r taková, ºe
h(A) = r a platí A = BB>.

D·kaz. Viz [And07, v¥ta A.7].

V¥ta A.5 (Choleského rozklad.) Nech´ An×n je symetrická pozitivn¥ de�nitní matice.
Potom existuje dolní trojúhelníková matice Bn×n taková, ºe A = BB> .

D·kaz. Viz [Wat02, v¥ta 1.4.7]. �

V¥ta A.6 (O rozkladu pozitivn¥ de�nitní matice.) Nech´ An×n je symetrická pozi-
tivn¥ de�nitní matice. Potom existují matice Cn×n a Dn×n takové, ºe

C =


1 0 0 . . . 0
c21 1 0 . . . 0
c31 c32 1 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
cn1 cn2 cn2 . . . 1

 , D =


d1 0 0 . . . 0
0 d2 0 . . . 0
0 0 d3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . dn

 ,

kde di > 0 pro i = 1, 2, . . . , n, a p°itom platí A = CDC> .
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D·kaz. V¥ta o Choleského rozkladu zaru£uje existenci dolní trojúhelníkové matice
Bn×n = (bij) spl¬ující A = BB>. Pro hodnost matice B z°ejm¥ platí h(B) ≥
h(BB>) = h(A). Podle lemmatu A.3 je maticeA regulární, tedy h(A) = n, tudíº
je regulární i matice B . Podle lemmatu A.1 jsou její diagonální prvky nenulové.
M·ºeme proto de�novat matice M a D p°edpisem

M =


1
b11

0 . . . 0

0 1
b22

. . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

bnn

 , D =


b2

11 0 . . . 0
0 b2

22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . b2

nn

 ,

diagonální prvky maticeD budou z°ejm¥ kladné. Dále platíD = M−1(M−1)>, a
tedy BMDM>B> = A. Ozna£íme-li C = BM , dostaneme vztah CDC> = A
a snadno se p°esv¥d£íme, ºe matice C má tvar, který vyºaduje od stejnojmenné
matice dokazovaná v¥ta. �

Slevíme-li z poºadavku, aby prvky maticeD byly nezáporné, je moºné dokázat p°edchozí
v¥tu i pro ²ir²í t°ídu symetrických matic, neºli jsou matice pozitivn¥ de�nitní, viz [Wat02,
v¥ta 1.7.30]. Pak ale pro d·kaz samoz°ejm¥ nelze vyuºít Choleského rozklad. Vzhledem
k tomu, ºe budeme pouºívat v¥tu A.6 pouze k rozkladu regulárních varian£ních matic, není
zde t°eba její obecn¥j²í formu uvád¥t.

Lemma A.7 Uvaºujme symetrickou pozitivn¥ de�nitní matici An×n a neprázdnou index-
ovou mnoºinu J ⊆ {1, 2, . . . , n}. Potom AJ·J je pozitivn¥ de�nitní.

D·kaz. Ozna£me I jednotkovou matici typu n×n a maticiM zave¤me p°edpisem
M = IJ·{1,2,...,n}. Vynásobením lze snadno ov¥°it, ºeAJ·J = MAM> . Uvaºujme
libovolný vektor b ∈ R|J | a ozna£me c = M>b. Potom platí:

b>AJ·J b = b>MAM>b = c>Ac > 0,

tedy matice AJ·J je pozitivn¥ de�nitní. �

V¥ta A.8 (O determinantu pozitivn¥ de�nitní matice.) Uvaºujme symetrickou po-
zitivn¥ de�nitní matici An×n a neprázdné disjunktní indexové mnoºiny I a J takové, ºe
I ∪ J = {1, 2, . . . , n}. Pak platí:

detA = detAJ·J · det(AI·I −AI·JA
−1
J·JAJ·I).

D·kaz. Vzhledem k tomu, ºe p°i symetrické permutaci °ádk· a sloupc· se deter-
minant nezm¥ní, lze bez újmy na obecnosti p°edpokládat, ºe I = {1, 2, . . . , k}, J =
{k + 1, k + 2, . . . , n}. Matice A má potom tvar

A =

(
AI·I AI·J
AJ·I AJ·J

)
.

Podle lemmatu A.7 je matice AJ·J pozitivn¥ de�nitní, tedy i invertovatelná.
De�nujeme-li matice B a C jako

B =

(
I −AI·JA

−1
J·J

0 I

)
, C =

(
AI·I −AI·JA

−1
J·JAJ·I 0

AJ·I AJ·J

)
,
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A N¥které v¥ty o maticích

m·ºeme se snadno p°esv¥d£it, ºe BA = C . Podle v¥ty o rozvoji determinantu
platí

detB = 1, detC = detAJ·J · det(AI·I −AI·JA
−1
J·JAJ·I).

Je tedy detC = det(BA) = detB ·detA = detA, odkud jiº tvrzení v¥ty z°ejm¥
plyne. �

Poznamenejme, ºe pro d·kaz p°edchozí v¥ty nebylo podstatné, ºe matice A je pozitivn¥
de�nitní. Jediné, k £emu byla tato vlastnost pot°eba, byl její d·sledek ohledn¥ regularity
matice AJ·J . Tvrzení by ²lo tedy p°íslu²ným zp·sobem zobecnit, pro na²e pot°eby to ov²em
nemá význam.
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P°íloha B

N¥které v¥ty o N (µ,Σ)

V této p°íloze uvedeme n¥která tvrzení o vícerozm¥rném normálním rozd¥lení, která jsou
základními stavebními kameny pro studium lineárních rekursivních systém·.

De�nice B.1 �ekneme, ºe náhodná veli£ina X má nedegenerované normální rozd¥lení
s parametry µ ∈ R, σ2 > 0, pokud je její hustota f vzhledem k Lebesqueov¥ mí°e λ dána
vztahem

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
s.v. [λ] . (B.1)

Pí²eme potom X ∼ N (µ, σ2). V celé práci se p°itom omezíme pouze na spojité verze hus-
tot z (B.1). Mezi normální rozd¥lení lze po£ítat i situace, kdy veli£ina X nabývá hod-
noty µ s pravd¥podobností jedna, potom hovo°íme o degenerovaném normálním rozd¥lení
a zna£íme X ∼ N (µ, 0). M¥jme dále náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)>. Nech´
µ = (µ1, µ2 , . . . , µn)> a Σn×n je symetrická pozitivn¥ semide�nitní matice. �ekneme, ºe
vektor X má n-rozm¥rné normální rozd¥lení s parametry µ a Σ, jestliºe pro libovolný
vektor c ∈ Rn platí

c>X ∼ N (c>µ, c>Σ c). (B.2)

Zna£íme potom X ∼ N (µ,Σ). �ekneme dále, ºe toto rozd¥lení je regulární, je-li matice Σ
regulární, v opa£ném p°ípad¥ hovo°íme o rozd¥lení singulárním. Mnoºinu v²ech regulárních
normálních rozd¥lení budeme zna£it Nreg .

Lemma B.1 M¥jme pro i = 1, 2, . . . , n je Xi ∼ N (µi, σ
2
i ). Nech´ dále náhodné veli£iny Xi

a Xj jsou nezávislé pro i 6= j a je dáno a, b ∈ R. Potom platí:
(i) a+ bX1 ∼ N (a+ bµ1, b

2σ2
i ).

(ii) X1 +X2 ∼ N (µ1 + µ2 , σ
2
1 + σ2

2 ).
(iii)

∑n
i=1Xi ∼ N (

∑n
i=1 µi ,

∑n
i=1 σ

2
i ).

(iv) Vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> má rozd¥lení N (µ,Σ), kde µ = (µ1, µ2 , . . . , µn)> a
Σ = diag{σ2

1, σ
2
2 . . . , σ

2
n}.

D·kaz. Viz [And07], v¥ta 4.1 a lemmata 4.6, 4.7 a 4.8. �

Lemma B.2 M¥jme X ∼ N (µ,Σn×n). Potom platí:
(i) EX = µ, varX = Σ.
(ii) Je-li Y = am×1 +Bm×nX, pak Y ∼ N (a+Bµ,BΣB>).
(iii) Nech´ J ⊂ {1, 2, . . . , n}. Pak marginální rozd¥lení vektoru XJ je N (µJ ,ΣJ·J).
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(iv) Nech´ h(Σ) = r. Pak existuje matice Bn×r taková, ºeX = µ+BU , kde U ∼ N (0, Ir).

D·kaz. Body (i), (ii) a (iii) odpovídají v¥tám 4.2, 4.4 a 4.5 z [And07]. Ukaºme
nyní bod (iv). Z v¥ty A.4 o skeletním rozkladu pozitivn¥ de�nitní matice existuje
matice Bn×r spl¬ující Σ = BB>. Potom podle (iii) platí

µ+BU ∼ N (µ,BIB>) = N (µ,Σ). �

V¥ta B.3 (O hustot¥ vícerozm¥rného normálního rozd¥lení.) Nech´ náhodný vektor
X = (X1, X2 , . . . , Xn)> má regulární normální rozd¥lení N (µ,Σ). Potom jeho hustota prav-
d¥podobnosti vzhledem k Lebesqueov¥ mí°e na Rn má tvar

f(x) =
1

(2π)
n
2 (det Σ)

1
2

exp

{
1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

}
. (B.3)

D·kaz. V¥ta je dokázána v [And07], v¥ta 4.10.

Lemma B.4 M¥jme náhodný vektor X = (X1, X2 , . . . , Xn)> takový, ºe X ∼ N (µ,Σ), a
disjunktní indexové mnoºiny I a J , kde I ∪ J ⊆ {1, 2, . . . , n}. Potom platí: ΣI·J = 0 práv¥
tehdy, kdyº jsou náhodné vektory XI a XJ nezávislé.

D·kaz. Jde o bezprost°ední d·sledek v¥t 4.5 a 4.11 z [And07]. �

V¥ta B.5 (O podmín¥ném rozd¥lení gaussovského vektoru.) Nech´ X má regulár-
ní rozd¥lení N (µ,Σ), I a J nech´ jsou op¥t disjunktní indexové mnoºiny spl¬ující I ∪ J ⊆
{1, 2, . . . , n}. Potom podmín¥né rozd¥lení vektoru XI p°i dané hodnot¥ vektoru XJ = xJ je
regulární rozd¥lení

N
(
µI + ΣI·JΣ−1

J·J(xJ − µJ) , ΣI·I −ΣI·JΣ−1
J·JΣJ·I

)
.

D·kaz. Jedná se o v¥tu analogickou, jako je v¥ta 4.12 z [And07]. �

Tvrzení p°edchozí v¥ty o podmín¥ném rozd¥lení (coº je pojem, který jsme v této práci
nede�novali) lze chápat tak, ºe podmín¥nou hustotu fI|J(xI |xJ) lze vyjád°it ve tvaru hustoty
vícerozm¥rného normálního rozd¥lení (B.3), pokud dosadíme v (B.3) za µ výraz

µI + ΣI·JΣ−1
J·J(xJ − µJ)

a za Σ výraz
ΣI·I −ΣI·JΣ−1

J·JΣJ·I . (B.4)
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