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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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e-mail vedoućıho: Josef.Stepan@mff.cuni.cz
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Kolmogorovu-Chentsovovu větu.
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0.1 Úvod

Mým úkolem je předvést d̊ukaz existence spojité modifikace pro stochastický
proces s hodnotami v obecněǰśım metrickém prostoru. Předt́ım ale zač́ınám s
podrobněǰśımi d̊ukazy existence takové modifikace za určitých předpoklad̊u
pro procesy s hodnotami v metrickém prostoru reálných č́ısel s př́ıslušnou
metrikou. Kromě jiného podrobně rozeberu d̊ukaz Kolmogorovi věty o spo-
jité modifikaci. Dále bylo mým úkolem poté, jak jsem se již zmı́nil, předvést
d̊ukaz mnohem obecněǰśıho tvrzeńı a to Kolmogorov-Chentsovovy věty, která
se zabývá existenćı spojité modifikace pro stochastický proces s hodno-
tami v úplném separabilńım metrickém prostoru. Kromě předvedeńı několika
typ̊u konstrukćı spojitých modifikaćı stochastických proces̊u je také součást́ı
této práce přehledné shrnut́ı některých d̊uležitých až kĺıčových pojmů pro
porozuměńı této teorii.
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Kapitola 1

Definice a pojmy

1.1 Pojem stochastického procesu

Kĺıčový pojem tohoto tématu je pojem stochastického procesu. Proto je
zřejmě vhodné zač́ıt jeho definováńım.

Definice 1 (Stochastický proces se stavy v metrickém prostoru)
Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, M separabilńı metrický pros-
tor a T ⊂ [0,∞) interval. Stochastický proces se stavy v M a s časem v T
je definován jako množina náhodných veličin (X(t), t ∈ T ) takových, že
∀t∈T : X(t) je definovaná na (Ω,A) s hodnotami v prostoru (M,B(M)).

Velmi často se pracuje s jedńım konkrétńım speciálńım př́ıpadem met-
rického prostoru, a to s množinou reálných č́ısel (s metrikou definovanou kla-
sicky s pomoćı normy absolutńı hodnoty), pro který jsou mlčky předpokládány
pro něj známé užitečné vlastnosti metrických prostor̊u, jako např́ıklad úplnost
a separabilita. Proto definuji ještě speciálńı př́ıpad stochastického procesu
se stavy v tomto metrickém prostoru a t́ımto speciálńım př́ıpadem se budu
nemalou část tohoto textu zabývat.

Definice 2 (Stochastický proces)
Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor. Stochastický proces je defi-
nován jako stochastický proces se stavy v R a s časem v [0,∞).
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Také mohou být v následuj́ıćım textu a v teorii která se ho týká užitečné
následuj́ıćı tři pojmy:

Definice 3 (Trajektorie stochastického procesu)
Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnost́ı prostor, M separabilńı metrický pros-
tor, (X(t), t ∈ T ) stochastický proces se stavy v M a s časem T definovaný
na (Ω,A, P ). Potom ∀ω∈Ω : Xω = Xω(.) ∈MT se nazývá trajektorie stocha-
stického procesu (X(t), t ∈ T ).

Definice 4 (Rozděleńı stochastického procesu)
Necht’ M je separabilńı metrický prostor, (X(t), t ∈ T ) stochastický proces
se stavy v M a s časem v T . Rozděleńı (X(t), t ∈ T ) je definováno jako
pravděpodobnostńı mı́ra P(X(t),t∈T ) definovaná na (MT ,B(M)T ) tak, že

∀B∈B(M)T : P(X(t),t∈T )(B) = P [(X(t), t ∈ T ) ∈ B].

Jako k(T ) označ́ım množinu všech konečných podmnožin př́ıslušné množiny
T .

Definice 5 (Konečměrozměrná rozděleńı stochastického procesu)
Necht’ M je separabilńı metrický prostor, (X(t), t ∈ T ) stochastický proces
se stavy v M a s časem v T . ∀J∈k(T ) : pravděpodobnost́ı mı́ra P(X(t),t∈J)

definovaná na (EJ ,B(E)J) a taková, že

∀B∈B(E)J : P(X(t),t∈J)(B) = P [(X(t), t ∈ J) ∈ B].

je nazývána konečně-rozměrným rozděleńım (X(t), t ∈ T ).

Stochastický proces je vlastně funkce dvou proměnných. Při pevně daném
t ∈ T je (X(t), t ∈ T ) náhodná veličina

X(t) = X(.)(t) : (Ω,A)→ (M,B(M)),

což přesně kromě jiného ř́ıká Definice 1. Pro pevné ω ∈ Ω jde o funkci
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Xω(.) : T →M.

Proto je možné pro každý stochastický proces definovat zobrazeńı (zat́ım
označ́ım jako)

X̃ : Ω→MT

a to tak že

∀ω∈ΩX̃ : ω 7→ Xω(.),

neboli

∀ω∈ΩX̃ : ω 7→ (Xω(t), t ∈ T ).

Označ́ım X
def
= (X(t), t ∈ T ). Protože p{t} ◦ X = X(t) (kde p{t} je kanon-

ická projekce (MT ,B(M)T ) → (M{t} = M,B(M))), ∀t∈TX(t) : (Ω,A) →
(M,B(M)) a ⊗t∈T (M,B(M)) = (MT ,B(M)T ), tvrzeńı I.3.4 [2] ř́ıká, že
se stochastickým procesem (X(t), t ∈ T ) je tedy možné pracovat jako s
náhodnou veličinou

X : (Ω,A)→ (MT ,B(M)T ).

Totéž plat́ı i pro všechna konečně-rozměrná rozděleńı stochastického procesu

X. Stač́ı ∀J∈k(T ) : T = TJ
def
= J . Zde nav́ıc vzhledem k separabilitě prostoru

M a spočetnosti (dokonce konečnosti) množiny J tvrzeńı I.2.3 [2] ř́ıká, že
⊗t∈J(M,B(M)) = (MJ ,B(MJ)). V tomto př́ıpadě je tedy možné výraz dále
upravit na tvar

XJ
def
= (X(t), t ∈ J) : (Ω,A)→ (MJ ,B(MJ)).

Poznamenám, že ∀J∈k(T )PXJ
definovaná klasickým zp̊usobem je pravděpodobnostńı

mı́ra na (MJ ,B(M)J) = (MJ ,B(MJ)), dále PXJ
= pJ(PX) (kde pJ je kanon-

ická projekce (MT ,B(M)T )→ (MJ ,B(M)J)). Neboli
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∀B∈(MJ ,B(MJ )) : PX(BJ) = pJ(PX)(BJ) = PpJ◦X(B)

kde B ∈ (MT ,B(M)T ) je měřitelný válec se základnou BJ , vzhledem k
tomu, že pJ : (MT ,B(M)T )→ (MJ ,B(MJ)). Tedy PX je projektivńı limita
{PXJ

, j ∈ k(T )} a tedy dle I.9.2 [2] je rozděleńı každého stochastického pro-
cesuX se stavy vM a s časem v T dáno jednoznačně svými konečněrozměrnými
rozděleńımi.

Pro daľśı zobecněńı tvrzeńı o spojitých modifikaćıch náhodných proces̊u
později bude vhodné definici stochastického procesu rozš́ı̌rit. V Kolmogorově-
Chentsenově větě totiž bude uvažován v́ıcerozměrný (konečněrozměrný) parametr
z normovaného lineárńıho prostoru (T = Rp, ||.||), kde p ∈ N. Proto už v
tomto př́ıpadě neńı výstižné ř́ıkat ”stochastický procesX s časem v T” a tedy
budu mı́sto toho použ́ıvat výraz ”stochastický proces X (definovaný) na T”
analogicky jako by bylo přirozené nazývat pro pevné ω fuknci Xω(t), t ∈ T .
Definuji tedy obecně stochastický proces X (definovaný) na T se stavy v
metrickém prostoru (M,ρ) pro libovolnou neprázdnou množinu T .

Definice 6 (Stochastický proces definovaný na indexové množině)
Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, M separabilńı metrický pros-
tor a T 6= ∅ je množina. Stochastický proces se stavy v M a s časem v
T se definuje jako množina náhodných veličin (X(t), t ∈ T ) takových, že
∀t∈T : X(t) je definovaná na (Ω,A) a má hodnoty v prostoru (M,B(M)).

Speciálńımi př́ıpady jsou již zmı́něný stochastický proces na (Rp, ||.||) s hod-
notami v (M,ρ) nebo už v Definici 2 definovaný stochastický proces na
[0,∞) s hodnotami v (R, |.− .|). Pro metrický prostor (R, |.− .|) byla úplnost
mlčky předpokládána, zde je třeba j́ı v předpokladech věty zd̊uraznit, nebot’

obecný metrický prostor tuto vlastnost nemuśı nutně mı́t.

9



1.2 Pojmy modifikace a spojitosti stochastického

procesu

Pojem spojité modifikace stochastického procesu a pojmy potřebné k jeho
zadefinováńı zformuluji pro stochastický proces na obecné indexové množině.

Definice 7 (Ekvivalence stochastických proces̊u)
Necht’ M je separabilńı metrický prostor, T 6= ∅ množina (speciálně interval
I ⊂ [0,∞)), X1 a X2 stochastické procesy se stavy v M a definované na T
(speciálně s časem v T ). Procesy X1 a X2 se nazývaj́ı ekvivalentńı, jestliže
PX1 = PX2 v prostoru MT .

Daľśım kĺıčovým pojmem tohoto tématu je pojem modifikace stochastického
procesu.

Definice 8 (Modifikace stochastického procesu)
Necht’ M je separabilńı metrický prostor, T 6= ∅ množina, X a Y stocha-
stické procesy se stavy v M definované na T (speciálně s časem v T ). Proces
Y je modifikaćı procesu X jestliže,

∀t∈T : P [X(t) = Y (t)] = 1.

Je-li stochastický proces Y modifikaćı stochastického procesu X (neboli X je
modifikaćı procesu Y ), potom X a Y jsou ekvivalentńı. Tedy při nahrazeńı
nějakého stochastického procesu X s hodnotami v separabilńım metrickém
prostoru M a časem v T libovolnou jeho modifikaćı neovlivńı jeho rozděleńı
v MT .

Dále budu pracovat s indexovou množinou T rovnou metrickému prostoru.
Pojem spojitosti stochastického procesu definovaného na metrickém pros-
toru (M1, ρ1) a s hodnotami v separabilńım metrickém prostoru (M2, ρ2) je
při znalosti pojmu spojitosti funkce (M1, ρ1) → (M2, ρ2) intuitivńı. Přesto
zde explicitně definici tohoto pojmu zformuluji.

Definice 9 (Spojitost stochastického procesu)
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Necht’ X je stochastický proces definovaný na metrickém prostoru M1 a s
hodnotami v separabilńım metrickém prostoru M2. Ř́ıkáme, že X je spojitý
stochastický proces, jestliže plat́ı ∀ω∈Ω : Xω je spojitá funkce z M1 do M2.

Nyńı s pomoćı předchoźıch definic zformuluji, co to je spojitá modifikace
stochastického procesu.

Definice 10 (Spojitá modifikace stochastického procesu)
Necht’ X a Y jsou stochastické procesy definované na metricém prostoru M1

a s hodnotami v separabilńım metrickém prostoru M2. Řekneme, že Y je
spojitou modifikaćı X, jestliže Y je modifikaćı X (ekvivalentně X je modi-
fikaćı Y ) a současně Y je spojitý.

Daľśı možná vlastnost stochastických proces̊u, silněǰśı než spojitost, je Hölderovská
spojitost. Pro jej́ı pohodlněǰśı definováńı je potřeba si nejprve zavést daľśı
užitečný pojem a to pojem modu spojitosti.

Definice 11 (Modus spojitosti)
Necht’ (M1, ρ1), (M2, ρ2) jsou metrické prostory, f : (M1, ρ1) → (M2, ρ2).
Modus spojitosti je definován jako reálná funkce

gf (r) = sup
{s,t∈M1,ρ1(s,t)≤r}

ρ2(f(s), f(t)), r > 0.

Definice 12 (Hölderovská spojitost)
Necht’ f : (M1, ρ1) → (M2, ρ2), kde (M1, ρ1), (M2, ρ2) jsou metrické pros-
tory, necht’ gf je jej́ı modus spojitosti. Potom řekneme, že f je Hölderovsky
spojitá, jestliže

∃K>0,c∈R,r0>0∀r∈(0,r0)gf (r) ≤ Krc.

Ted’ už mi nic nebráńı pohodlně definovat Hölderovskou spojitost pro stocha-
stický proces a to analogicky jako předt́ım běžně známou spojitost.
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Definice 13 (Hölderovská spojitost stochastického procesu)
Necht’ M1 je metrický prostor a M2 separabilńı metrický prostor. Necht’ X je
stochastický proces definovaný na M1 a s hodnotami v M2. X je Hölderovsky
spojitý, jestliže ∀ω∈ΩXω je Hölderovsky spojitá funkce M1 →M2.
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Kapitola 2

Věty o spojité modifikaci
stochastických proces̊u

2.1 Stochastocký proces se stavy v R
Nejprve se tedy budu zabývat speciálńım př́ıpadem stochastického procesu a
to stochastickým procesem se stavy v R (neboli zkráceně stochastickým pro-
cesem, jak bylo definováno v Definici 2 ). Předvedu zde d̊ukazy dvou tvrzeńı.
Prvńı věta (Kolmogorova o spojité modifikaci, Věta 1 ) obsahuje postačuj́ıćı
podmı́nku pro existenci spojité modifikace, druhá (Věta 2 ) vyjadřuje ekvi-
valenci s danými podmı́nkami (za určitých předpoklad̊u).

Věta 1 (Kolmogorova věta o spojité modifikaci)
Necht’ (X(t), t ∈ [0,∞)) je stochastický proces takový, že

∀t1,t2∈[0,∞)∃α,β,K∈(0,∞) : E|X(t1)−X(t2)|α ≤ K|t1 − t2|β (2.1)

Potom (X(t), t ∈ [0,∞)) má spojitou modifikaci.

Důkaz:
∀n∈N definuji stochastický proces X(n) = (X(t), t ∈ [0, 1]) tak, že

∀ω∈Ω,k∈{0,1,..,2n}X
(n)
ω (k.2(−n)) = Xω(k.2(−n))
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a nav́ıc
∀ω∈Ω,k∈{1,..,2n}X

(n)
ω |[(k−1).2(−n),k.2(−n)]

je lineárńı.

∀n∈N :Sn
def
= {k.2(−n); k = 0, 1, .., 2(−n)}

∀n∈N :On
def
= {(2k − 1).2(−n); k = 1, .., 2(−(n−1))}

∀n∈N :En
def
= Sn \On

Necht’ ω ∈ Ω, (n − 1) ∈ N, z definice normy separabilńıho Banachova pros-
toru C([0, 1]) (spojité funkce na kompaktńı množině nabývaj́ı maxima, [0, 1]
je kompaktńı, tedy můžu se supremem pracovat jako s maximem) plat́ı:

||X(n)
ω −X(n−1)

ω || = ||X(n)
ω −X(n−1)

ω ||max = max
t∈[0,1]

|X(n)
ω (t)−X(n−1)

ω (t)|

Zvoĺım t0 ∈ [0, 1] tak aby

|X(n)
ω (t0)−X(n−1)

ω (t0)| = max
t∈[0,1]

|X(n)
ω (t)−X(n−1)

ω (t)|.

(Jak už bylo zmı́něno, alespoň jedno takové t0 existuje.)

Z linearity X
(n)
ω na intervalech [(k − 1).2(−n), k.2(−n)]∀k=1,..,2n a X

(n−1)
ω na

intervalech [(k − 1).2(−(n−1)), k.2(−(n−1))]∀k=1,..,2(n−1) je zřejmé, že t0 ∈ On.

e1
n(t0)

def
= t0 − 2(−n)

e2
n(t0)

def
= t0 + 2(−n)

En(t0)
def
= {e1

n(t0), e2
n(t0)}

(Zřejmě pro libivolné t0 ∈ On e
1
n(t0) a e2

n(t0) existuj́ı vzhledem k definici On

a vzhledem k tomu, že 2n je sudé.)

Nav́ıc z linearityX
(n−1)
ω na intervalech [(k−1).2(−(n−1)), k.2(−(n−1))]∀k=1,..,2(n−1)
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plyne, že

X(n−1)
ω (e1

n(t0)) ≤ X(n−1)
ω (t0) ≤ X(n−1)

ω (e2
n(t0))∨X(n−1)

ω (e1
n(t0)) ≥ X(n−1)

ω (t0) ≥ X(n−1)
ω (e2

n(t0)).

Tedy zřejmě plat́ı (a rozborem možnost́ı X
(n)
ω (t0) ≤ X

(n−1)
ω (t0) ∨X(n)

ω (t0) ≥
X

(n−1)
ω (t0) se snadno dokáže):

|X(n)
ω (t0)−X(n−1)

ω (t0)| ≤ max
e∈En(t0)

|X(n)
ω (t0)−X(n−1)

ω (e)|

Z definice X
(n)
ω a X

(n−1)
ω (X

(n)
ω (t0) = Xω(t0), ∀s∈En(t0)=S(n−1)

: X
(n)
ω (s) =

Xω(s)) dále plat́ı:

max
e∈En(t0)

|X(n)
ω (t0)−X(n−1)

ω (e)| = max
e∈En(t0)

|Xω(t0)−Xω(e)|

max
e∈En(t0)

|Xω(t0)−Xω(e)| ≤ max
k∈{0,1,..,2n−1}

|Xω(k.2(−n))−Xω((k + 1).2−(n−1))|

Tedy celkem:

∀ω∈Ω,n∈N : ||Xn
ω −X(n−1)

ω || ≤ max
k∈{0,1,..,2n−1}

|Xω(k.2(−n))−Xω((k + 1).2−(n−1)|.

Necht’ c > 0. Plat́ı:

[||X(n)−X(n−1)|| > 2(−nc)] ⊆ ∪2n−1
k=0 [|Xω(k.2(−n))−Xω((k+1).2(−(n−1))| > 2(−nc)]

P [||X(n)−X(n−1)|| > 2(−nc)] ≤
2n−1∑
k=0

P [|Xω(k.2(−n))−Xω((k+1).2−(n−1)| > 2(−nc)]

Podle Čebyševovi nerovnosti plat́ı ∀k=0,1,..,2n−1:

P [|Xω(k.2(−n))−Xω((k+1).2−(n−1)| > 2(−nc)] ≤ E|X(k.2(−n))−X((k − 1).2(−n))|α

2(−ncα)

Podle (2.1) plat́ı ∀k=0,1,..,2n−1:

E|X(k.2(−n))−X((k − 1).2(−n))|α

2(−ncα)
≤ K.2ncα.2(−n(1+β)) = 2(−n).2n(cα−β).K
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Tedy celkem plat́ı:

P [||X(n) −X(n−1)|| > 2(−nc)] ≤ K.2n(cα−β)

Necht’ c ∈ (0, β
α

). Potom

∞∑
n=1

P [||X(n) −X(n−1)|| > 2(−nc)] ≤
∞∑
n=1

2n(cα−β).K <∞.

Tedy dle Cantelliho věty P [||X(n) − X(n−1)|| > 2−nc pro nekonečně mnoho
n ∈ N] = 0 a tedy P [

∑∞
n=2 ||X(n)−X(n−1)|| =∞] = 0 neboli P [

∑∞
n=2 ||X(n)−

X(n−1)|| <∞] = 1. Tedy

∃A⊂Ω,P (A)=1∀ω∈A lim
k→∞

∞∑
n=k

||Xn
ω −X(n−1)

ω || = 0.

Tedy

∀ω∈A,ε>0∃n0∀n>m≥n0 : ||Xn
ω−Xm

ω || ≤
n∑

k=m+1

||Xk
ω−X(k−1)

ω || ≤
∞∑

k=m+1

||Xk
ω−X(k−1)

ω || < ε.

Tedy ∀ω∈AX(n)
ω je Cauchyovská. Protože ∀n∈N,ω∈A : X

(n)
ω ∈ C[0, 1], z úplnosti

C[0, 1] plyne konvergence X
(n)
ω ∀ω∈A k nějaké funkci Yω ∈ C[0, 1]. Neboli

∀ω∈A lim
n→∞

X(n)
ω = Yω.

∀ω∈A,t∈[0,1] :Yω(t)
def
= lim

n→∞
X(n)
ω

∀ω∈Ω\A,t∈[0,1] :Yω(t)
def
= c(t),

kde c ∈ C[0, 1] je libovolná.

S
def
= ∪∞n=1Sn

∀s∈S : P [X(s) = Y (s)] = 1

Necht’ t ∈ [0, 1].
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Protože S je hustá v [0, 1] a C[0, 1] je úplný, existuje posloupnost {sn}∞n=1

taková, že ∀n∈Nsn ∈ S a limn→∞ sn = t.
Z Čebyševovi nerovnosti a (2.1) plyne, že

∀ε>0 : P [|X(sn)−X(t)| > ε] ≤ E|X(sn)−X(t)|α

εα
≤ K.|sn − t|(1+β)

εα
.

Protože

lim
n→∞

K.|sn − t|(1+β)

εα
= 0,

podle Lemmatu ”o dvou policajtech”

∀ε>0 : lim
n→∞

P [|X(sn)−X(t)| > ε] = 0.

Lze tedy vybrat rostoućı posloupnost {nk}∞k=1 takovou, že P [limk→∞X(snk
) =

X(t)] = 1.
Nav́ıc

∀n∈N : P [X(sn) = Y (sn)] = 1

∀ω∈Ω : lim
n→∞

Y (sn) = Y (t),

tedy P [X(t) = Y (t)] = 1.
Protože t bylo voleno libovolné z intervalu [0, 1], celkem plat́ı:

∀t∈[0,1] : P [X(t) = Y (t)] = 1.

Totéž je možné udělat na každém intervalu [k − 1, k], kde k ∈ N. Definuji
proto procesy Y (k) = (Y (k)(t), t ∈ [k − 1, k]) tak aby

∀k∈N,t∈[k−1,k] : P [Y (k)(t) = X(t)] = 1.

A
def
= [Y (k)(k) = Y (k+1)(k), k ∈ N]

∀k∈N : Ak
def
= [Y (k)(k) = Y (k+1)(k)]
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Protože ∀k∈N : P [Y (k)(k) = X(k)] = 1 ∧ P [Y (k+1)(k) = X(k)] = 1, plat́ı
∀k∈N : P [Y (k)(k) = Y (k+1)(k)] = 1, tedy

P (A) = P (∩∞k=1An) = 1.

∀n∈N∀ω∈A,t∈[n,n+1] :Zω(t)
def
= Y n

ω (t)

∀ω∈A,t∈[0,∞) :Zω(t)
def
= g,

kde g je nějaká spojitá funkce definovaná na [0,∞).
Zřejmě ∀t∈[0,∞) : P [Z(t) = X(t)] = 1, tedy (Z(t), t ∈ [0,∞)) je spojitá mod-
ifikace (X(t), t ∈ [0,∞)).

Věta 2
Stochastický proces (X(t), 0 ≤ t ≤ 1), pro který plat́ı, že

∀ε>0,0≤t0≤1 : lim
t→t0

P [|X(t)−X(t0)| > ε] = 0 (2.2)

má spojitou modifikaci právě tehdy, když existuje spočetná hustá množina
S ⊂ [0, 1] taková, že

∀ε>0 : lim
δ↓0

P [ sup
{s1,s2∈S,|s1−s2|<δ}

|X(s1)−X(s2)| > ε] = 0. (2.3)

Důkaz:

U(S)
def
= {ω ∈ Ω;∀ε>0∃δ>0∀s,t∈S : |s− t| < δ ⇒ |Xω(s)−Xω(t)| < ε}

U(S) = {ω ∈ Ω; lim
δ↓0

sup
s,t∈S;|s−t|<δ

|Xω(s)−Xω(t)| = 0}

Snaž́ım se dokázat ekvivalenci tvrzeńı (2.3) a P (U(S)) = 1 neboli ekviva-
lenci (2.3) s tvrzeńım, že

P [∀ε>0∃δ>0∀s,t∈S : |s− t| < δ ⇒ |Xω(s)−Xω(t)| < ε] = 1.

18



Tedy předpokládám nejprve, že plat́ı (2.3), a dokazuji, že potom P ((U(S))C) =
0. Nebot’

(U(S))C = {ω;∃ε>0∀δ>0∃s,t∈S,|s−t|<δ : |Xω(s)−Xω(t)| > ε}

(U(S))C = ∪∞n=1{ω;∀δ>0∃s,t∈S,|s−t|<δ : |Xω(s)−Xω(t)| > 1

n
}

tak

P ((U(S))C) ≤
∞∑
n=1

P [∀δ>0∃s,t∈S,|s−t|<δ : |Xω(s)−Xω(t)| > 1

n
].

∀n ∈ N plat́ı:

∀δ0>0 : [∀δ>0∃s,t∈S;|s−t|<δ : |X(s)−X(t)| > 1

n
] ⊆ [∃s,t∈S;|s−t|<δ0 : |X(s)−X(t)| > 1

n
]

∀δ0>0 : P [∀δ>0∃s,t∈S;|s−t|<δ : |X(s)−X(t)| > 1

n
] ≤ P [∃s,t∈S;|s−t|<δ0 : |X(s)−X(t)| > 1

n
]

lim
δ0↓0

P [∀δ>0∃s,t∈S;|s−t|<δ : |X(s)−X(t)| > 1

n
] ≤ lim

δ0↓0
P [∃s,t∈S;|s−t|<δ0 : |X(s)−X(t)| > 1

n
]

P [∀δ>0∃s,t∈S;|s−t|<δ : |X(s)−X(t)| > 1

n
] ≤ lim

δ↓0
P [∃s,t∈S;|s−t|<δ : |X(s)−X(t)| > 1

n
]

dle Věty o vztahu limit a nerovnost́ı (která ř́ıká, že při limitńım přechodu
z̊ustává neostrá nerovnost zachována), s využit́ım toho, že levá strana je

vzhledem k δ0 konstanta, a s využit́ım předpokladu (2.3), kde ∀n ∈ N : ε
def
= 1

n
.

Tedy

P ((U(S))C) ≤
∞∑
n=1

0

P ((U(S))C) = 0

P (U(S)) = 1− 0

P (U(S)) = 1

Implikace zleva do prava je tedy dokázána a pro ekvivalenci zbývá ověřit,
že P (U(S)) = 1 implikuje (2.3). Necht’ je dáno libovolné ε > 0. Dle Heineho
věty plat́ı
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lim
δ↓0

P [ sup
{s,t∈S,|s−t|<δ}

|X(s)−X(t)| > ε] = lim
n→∞

P [ sup
{s,t∈S,|s−t|< 1

n
}
|X(s)−X(t)| > ε]

∀ω∈Ω : lim
δ↓0

sup
{s,t∈S,|s−t|<δ}

|Xω(s)−Xω(t)| = lim
n→∞

sup
{s,t∈S,|s−t|< 1

n
}
|Xω(s)−Xω(t)|

∀n ∈ N : Zn
def
= sup
{s,t∈S;|s−t|< 1

n
}
|X(s)−X(t)|

Protože podle Věty o vztahu konvergence v pravděpodobnosti a konver-
gence skoro jistě plat́ı, že

P ( lim
n→∞

Zn = 0) = 1⇒ ∀ε>0 : lim
n→∞

P (|Zn| > ε) = 0,

plat́ı

P [lim
δ↓0

sup
{s,t∈S;|s−t|<δ}

|X(s)−X(t)| = 0] = 1⇒ ∀ε>0 lim
δ↓0

P [ sup
{s,t∈S;|s−t|<δ}

|X(s)−X(t)| > ε] = 1.

Celkem
(2.3)⇔ P (U(S)) = 1.

Zřejmě z existence spojité modifikace procesu X plyne, že P (U(S)) = 1.
Chci dokázat opačnou implikaci. Necht’ tedy P (U(S)) = 1.

∀ω∈U(S),s∈S : Yω(s)
def
= Xω(s)

Necht’ je dáno t ∈ [0, 1]. Zvoĺım libovolnou posloupnost {sn} ⊂ S takovou
aby limn→∞ sn = t (v́ım, že existuje, nebot’ množina S je hustá v [0,1]).

∀t∈[0,1],ω∈U(S) : Yω(t)
def
= lim

n→∞
Yω(sn)

∀t∈[0,1],ω /∈U(S) : Yω(t)
def
= 0

Nav́ıc ∀t0∈[0,1],ε>0 : limt→t0 P [|X(t)−X(t0)| > ε] = 0, tedy dle Heineho věty
limn→∞ P (|X(tn)−X(t0)| > ε) = 0 pro vhodně zvolenou posloupnost {tn} ⊂
S, limn→∞ tn = t0. Podle Věty o vztahu konvergence v pravděpodobnosti a
konvergence skoro jistě tedy lze vybrat podposloupnost {tnk

} posloupnosti
{tn} tak aby P [limk→∞ |X(tnk

)−X(t0)| = 0] = 1, tedy ∀t∈[0,1] limn→∞X(sn) =
X(t)s.j.. Nav́ıc ∀n∈N,ω∈U(S) : Yω(sn) = Xω(sn). Celkem ∀t∈[0,1] : P [X(t) =
Y (t)] = 1, tedy Y je spojitá modifikace stochastického procesu X.
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2.2 Stochastiský proces se stavy v metrickém

prostoru

V této kapitole předvedu d̊ukaz Kolmogorovi-Chentsovovi věty pro stocha-
stický proces na Rp s hodnotami v úplném metrickém prostoru.

Věta 3 (Kolmogorova-Chentsovova věta)
Necht’ (X(t), t ∈ Rd) je stochastický proces s hodnotami v úplném metrickém
prostoru (M,ρ) a necht’

∀s,t∈Rd∃a,b,K>0E(ρ(X(s), X(t))a) ≤ ||s− t||(d+b). (2.4)

Potom X má spojitou modifikaci, která je Hölderovsky spojitá s expo-
nentem c ∀c∈(0, b

a
).

Důkaz:
Za předpokladu, že je věta dokázána pro (X(t), t ∈ [0, 1]d), analogicky jako
ve Větě 1 (Kolmogorově o spojité modifikaci) můžu ∀k=(k1,..,kd),j=(j1,..jd)∈Zd

definovat množiny Kj,k
def
= [j1, k1] × .. × [jd, kd] a ∀j,k∈Zd takto zkonstruuji

stochastické procesy (Y (j),(k)(t), t ∈ Kj,k). Nav́ıc ∀j(1),k(1),j(2),k(2)∈Zd takové že

Kj(1),k(1) ∩Kj(2),k(2)
def
= Kj(2),k(2),j(2),k(2) 6= ∅

plat́ı s.j., že

∀t∈K
j(2),k(2),j(2),k(2)

Y (j(1)),(k(1))(t) = X(t) = Y (j(2)),(k(2))(t),

Z4d je spočetná a tedy

P [∀j(1),k(1),j(2),k(2)∈Z4d∀t ∈ Kj(1),k(1),j(2),k(2)Y (j(1)),(k(1))(t) = Y (j(2)),(k(2))(t)] = 1.

Zřejmě tedy stač́ı uvažovat X|[0,1]d .
Necht’ tedy (X(t), t ∈ [0, 1]d) je stochastický proces se stavy v (M,ρ). ∀n∈N
definuji

Dn
def
= {(k12(−n), .., kd2

(−n)); k1, ..kd ∈ {1, .., 2n}}
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a ∀n∈N,ω∈Ω definuji

ξn,ω
def
= max{ρ(Xω(s), Xω(t)), ; s, t ∈ Dn, ||s− t|| = 2(−n)}.

∀n∈N množina Dn obsahuje (2n)d prvk̊u. Každý z těchto prvk̊u má nejvýše
2d soused̊u (tj. prvk̊u množiny Dn ve vzdálenosti 2(−n) definované podle
př́ıslušné normy použ́ıvané zde na Rd od něj). Takto ∀n∈N źıskám nejvýše (ve
skutečnosti méně, ale stač́ı horńı odhad) d2(nd) dvojic s, t ∈ Dn splňuj́ıćıch
podmı́nku |s− t| = 2(−n) (vzhledem k tomu, že na základě předchoźıho pos-
tupu bych každou dvojici započ́ıtal pro každý prvek z této dvojice jednou,
tedy celkem dvakrát).

E
∑
n∈N

(2(cn)ξn)a = E lim
k→∞

k∑
n=1

(2(cn)ξn)a

Z definice ξn s pomoćı metriky daným zp̊usobem plyne, že ∀n∈N,ω∈Ωξn,ω ≥ 0,
dále dle (2.4) a z definice ξn plat́ı

∀k∈NE|
k∑

n=1

(2(cn)ξn)a| = E
k∑

n=1

(2(cn)ξn)a =
k∑

n=1

2(acn)Eξan <∞

(s využit́ım už zmı́něného ∀n∈N,ω∈Ωξn,ω ≥ 0). Tedy celkem můžu použ́ıt Větu
o monotonńı konvergenci a plat́ı:

E lim
k→∞

k∑
n=1

(2(cn)ξn)a = lim
k→∞

E
k∑

n=1

(2(cn)ξn)a = lim
k→∞

k∑
n=1

2(acn)Eξan =
∑
n∈N

2(acn)Eξan

Podle definice mohu pro přehlednost přepsat:∑
n∈N

2acnEξan =
∑
n∈N

2acnE( max
s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)

ρ(X(s), X(t)))a

a dále ∀n∈N (s využit́ım zřejmé konečnosti {s, t ∈ Dn, ||s−t|| = 2(−n)}) plat́ı:

E( max
s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)

ρ(X(s), X(t))a ≤ E
∑

{s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)}

(ρ(X(s), X(t)))a
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E
∑

{s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)}

(ρ(X(s), X(t)))a =
∑

{s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)}

E(ρ(X(s), X(t)))a

Podle (2.4) ∃K∗>0∀n∈N:∑
{s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)}

E(ρ(X(s)−X(t)))a ≤
∑

{s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)}

K∗(2(−n))(d+b)

K
def
= K∗d

Tedy vzhledem k předešlé úvaze ∃K>0∀n∈N:∑
{s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)}

E(ρ(X(s), X(t)))a ≤ K.2dn(2(−n))(d+b) ≤ K.2(ac−b)n∀c∈(0, b
a

)

Celkem ∃K>0 takové, že

E
∑
n∈N

(2(cn)ξn)a ≤ K
∑
n∈N

2(ac−b)n <∞.

Tedy
∑

n∈N(2(cn)ξn)a konverguje v L1 (a tedy konverguje v pravděpodobnosti
a tedy lze vybrat podposloupnost částečných součt̊u konverguj́ıćı s.j.), nav́ıc
z definice ξn plat́ı ∀n∈N(2(cn)ξn)a ≥ 0 (tedy ∀ω∈Ω

∑
n∈N(2(cn)ξn,ω)a je nekle-

saj́ıćı), tedy celkem
∑

n∈N(2(cn)ξn)a konverguje s.j. a tedy ∃k>0,n0∈N∀n≥n0ξn ≤
k.2−cn s.j.
Necht’ m ∈ N, necht’ r ∈ [2(−m−1), 2(−m)], necht’ ω ∈ Ω.

sup
{s,t∈∪n∈NDn,||s−t||≤r}

ρ(Xω(s), Xω(t)) ≤ sup
{s,t∈∪n∈NDn,||s−t||≤2(−m)}

ρ(Xω(s), Xω(t))

Vzhledem k tomu, že

∀s,t∈(∪n∈N\∪{n∈N,n≥m}||s− t|| > 2(−m),

dostáváme, že

sup
{s,t∈∪n∈NDn,||s−t||≤2(−m)}

ρ(Xω(s), Xω(t)) = sup
{s,t∈∪{n∈N,n≥m}Dn,||s−t||≤2(−m)}

ρ(Xω(s), Xω(t)).

Jestliže s, t ∈ ∪{n∈N,n≥m}, potom je možné zvolit takové n0, že existuje mezi
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s a t po částech lineárńı cesta o maximálně 2d n0-kroćıch, kde n0-krok je
definován jako lineárńı cesta mezi dvěma sousedy v množině Dn0 o ”délce”
(délkou lineárńı cesty je zde myšlena př́ıslušná metrika daného Rd koncových
bod̊u této cesty) 2(−n0). Tedy

∃n0∈N,n0≥m||s− t|| = 2d.2(−n0).

Tedy ∃K>0 takové, že

sup
{s,t∈∪{n∈N,n≥m}Dn,||s−t||≤2(−m)}

ρ(Xω(s), Xω(t)) ≤ K

∞∑
n=m

max
s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)

ρ(Xω(s), Xω(t))

a hned z definice

K
∞∑
n=m

max
s,t∈Dn,||s−t||=2(−n)

ρ(Xω(s), Xω(t)) = K
∞∑
n=m

ξn,ω.

Podle již dokázaného, podle vzorečku pro součet geometrické řady a podle
volby r

∃K1,K2,K3>0

∞∑
n=m

ξn,ω ≤ K1

∞∑
n=m

2(−cn) ≤ K2.2
(−m) ≤ K3.r

c.

Př́ımo z definice už plyne, že X je Hölderovsky spojitá s exponentem c na
∪n∈NDn s.v. Speciálně v́ım, že existuje spojitý stochastický proces Y (defin-
uje se analogicky jako ve Větě 1 (Kolmogorově o spojité modifikaci)) takový,
že

∀t∈∪n∈NDnP [X(t) = Y (t)] = 1.

Ze spojitost Y na [0, 1]d a Hölderovské spojitosti Y na ∪n∈NDn plyne Hölderovská
spojitost Y na [0, 1]d. I při d̊ukazu rovnosti

∀t∈[0,1]dP [X(t) = Y (t)] = 1

se postupuje analogicky jako ve Větě 1 (Kolmogorově o spojité modifikaci).
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Opět stač́ı si ∀t∈[0,1]d definovat posloupnost {tn}∞n=1 takovou, že

∀n∈Ntn ∈ ∪n∈NDn

a současně

lim
n→∞

tn = t.

Vı́m, že taková posloupnost existuje, nebot’ ∪n∈NDn je hustá v [0, 1]d a Rd

je úplný. Podle dokázaného ∀n∈NP [X(t) = Y(tn)] = 1, ze spojitosti Y hned
plyne, že

P [ lim
n→∞

Y (tn) = Y (n)] = 1.

Vzhledem k tomu, že ∀ω∈Ωρ(X(tn), X(t)) ≥ 0 plat́ı Eρ((X(tn), X(t)) =
E|ρ((X(tn), X(t))| a tedy z Čebyševovi nerovnosti a z Věty o vstahu limity
a nerovnost́ı i zde

∀ε>0 : lim
n→∞

P (ρ(X(tn), X(t)) > ε) ≤ lim
n→∞

Eρ((X(tn), X(t))a

εa

a dále z (2.4)

∃K>0 lim
n→∞

Eρ((X(tn), X(t))a

εa
≤ lim

n→∞

K.||s− t||(b+d)

εa
= 0.

Tedy pokud neplat́ı, že limn→∞X(tn) = X(t) s.j., z {X(tn)}∞n=1 lze vy-
brat podposloupnost {X(tnk

)}∞k=1 takovou, že limk→∞X(tnk
) = X(t) s.j. a

p̊uvodńı posloupnost j́ı nahradit. Celkem ∀t∈[0,1]dP [X(t) = Y (t)] = 1. Tedy
stochastický proces (Y (t), t ∈ [0, 1]d) je spojitou modifikaćı stochasticḱıho
procesu (X(t), t ∈ [0, 1]d).
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