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0.1 Uvod

Mym tkolem je predvést dukaz existence spojité modifikace pro stochasticky
proces s hodnotami v obecnéjsim metrickém prostoru. Predtim ale za¢inam s
podrobnéjsimi dukazy existence takové modifikace za uréitych predpokladu
pro procesy s hodnotami v metrickém prostoru realnych ¢isel s prislusnou
metrikou. Kromé jiného podrobné rozeberu dukaz Kolmogorovi véty o spo-
jité modifikaci. Dale bylo mym tkolem poté, jak jsem se jiz zminil, predvést
dukaz mnohem obecnéjsiho tvrzeni a to Kolmogorov-Chentsovovy véty, ktera
se zabyva existenci spojité modifikace pro stochasticky proces s hodno-
tami v uplném separabilnim metrickém prostoru. Kromé predvedeni nékolika
typu konstrukei spojitych modifikaci stochastickych procesu je také soucasti
této prace prehledné shrnuti nékterych dulezitych az klicovych pojmu pro
porozumeéni této teorii.



Kapitola 1

Definice a pojmy

1.1 Pojem stochastického procesu

Klicovy pojem tohoto tématu je pojem stochastického procesu. Proto je
ziejmé vhodné zacit jeho definovanim.

Definice 1 (Stochasticky proces se stavy v metrickém prostoru)
Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, M separabilni metricky pros-
tor a T C [0,00) interval. Stochasticky proces se stavy v M a s ¢asem v T
je definovéan jako mnozina ndhodnych velicin (X (t),t € T) takovych, ze
Vier : X(t) je definovand na (2, .A) s hodnotami v prostoru (M, B(M)).

Velmi casto se pracuje s jednim konkrétnim specidlnim pripadem met-
rického prostoru, a to s mnozinou redlnych ¢isel (s metrikou definovanou kla-
sicky s pomoci normy absolutni hodnoty), pro ktery jsou mléky predpokladany
pro néj znamé uzitecné vlastnosti metrickych prostoru, jako napriklad uplnost
a separabilita. Proto definuji jesté specialni piipad stochastického procesu
se stavy v tomto metrickém prostoru a timto specialnim piipadem se budu
nemalou ¢ast tohoto textu zabyvat.

Definice 2 (Stochasticky proces)
Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Stochasticky proces je defi-
novan jako stochasticky proces se stavy v R a s ¢asem v [0, 00).



Také mohou byt v nasledujicim textu a v teorii kterd se ho tyka uzitecné
nasledujici t¥i pojmy:

Definice 3 (Trajektorie stochastického procesu)
Necht (2, A, P) je pravdépodobnosti prostor, M separabilni metricky pros-
tor, (X (t),t € T) stochasticky proces se stavy v M a s ¢asem T  definovany
na (Q, A, P). Potom V,cq : X, = X,,(.) € M7T se nazyv4 trajektorie stocha-
stického procesu (X (¢),t € T').

Definice 4 (Rozdéleni stochastického procesu)

Necht M je separabilni metricky prostor, (X (t),t € T) stochasticky proces
se stavy v M a s ¢asem v T. Rozdéleni (X(t),t € T) je definovano jako
pravdépodobnostni mira P x ) ter) definovand na (MT, B(M)T) tak, ze

VBEB’(M)T . P(X(t),teT)(-B) = P[(X(t),t & T) S B]

Jako k(T') oznac¢im mnozinu vsech koneénych podmnozin prislusné mnoziny
T.

Definice 5 (Koneémérozmeérnd rozdéleni stochastického procesu)
Necht M je separabilni metricky prostor, (X (t),t € T) stochasticky proces
se stavy v M a s casem v T. Vi) : pravdépodobnosti mira Pix ) e

definovana na (E7, B(E)”) a takovd, ze

VBelg(E)J : P(X(t)7tej)(B) = P[(X(t),t € J) c B]

je nazyvéana konecné-rozmérnym rozdélenim (X (t),t € T').

Stochasticky proces je vlastné funkce dvou proménnych. Pti pevné daném
t € T je (X(t),t € T) ndhodnd veli¢ina

X(t) = X)) - (2, A) — (M, B(M)),

coz presné kromé jiného tika Definice 1. Pro pevné w € €2 jde o funkci



X,(): T — M.

Proto je mozné pro kazdy stochasticky proces definovat zobrazeni (zatim
oznac¢im jako)

X:0—- M7

a to tak ze

vweQX cw— X,(0),

neboli

VocoX :w— (X,(t),t €T).

Oznacim X = (X(t),t € T). Protoze pyy o X = X (t) (kde pyy je kanon-
icka projekce (MT,B(M)T) — (M = M, B(M))), Yier X (t) : (2, A) —
(M,B(M)) a @ier(M,B(M)) = (MT,B(M)T), tvrzeni 1.3.4 [2] tikd, Ze
se stochastickym procesem (X(¢),t € T) je tedy mozné pracovat jako s
nahodnou veli¢inou

X (A — (MT,B(M)T).

Totéz plati i pro vSechna konecné-rozmérna rozdéleni stochastického procesu
def

X. Staci Vyerry : T = T; = J. Zde navic vzhledem k separabilité prostoru
M a spocetnosti (dokonce konec¢nosti) mnoziny J tvrzeni 1.2.3 [2] iik4, ze
Rics(M,B(M)) = (M?,B(M”)). V tomto pifpadé je tedy mozné vyraz déle
upravit na tvar

XS (X(),te ) (A — (M, B(M)).

Poznamendm, Ze V je(7) Px, definovana klasickym zptisobem je pravdépodobnostni
mirana (M7, B(M)”) = (M7, B(M?)), ddle Px, = ps(Px) (kde p; je kanon-
ickd projekce (MT, B(M)T) — (M7, B(M)”)). Neboli



Ve sy Px(Br) = ps(Px)(By) = Py,0x(B)

kde B € (MT,B(M)T) je méiitelny valec se zdkladnou By, vzhledem k
tomu, ze py: (MT,B(M)") — (M7, B(M”)). Tedy Px je projektivni limita
{Px,,7 € k(T)} a tedy dle 1.9.2 [2] je rozdéleni kazdého stochastického pro-
cesu X sestavy v M as casem v T dano jednoznac¢né svymi konecnérozmérnymi
rozdélenimi.

Pro dalsi zobecnéni tvrzeni o spojitych modifikacich ndhodnych procesu
pozdéji bude vhodné definici stochastického procesu rozsitit. V Kolmogorove-
Chentsenové véteé totiz bude uvazovéan vicerozmérny (koneénérozmeérny) parametr
z normovaného linearniho prostoru (T" = RP,||.||), kde p € N. Proto uz v
tomto ptipadé neni vystizné fikat ”stochasticky proces X s casem v T a tedy
budu misto toho pouzivat vyraz ”stochasticky proces X (definovany) na 7"
analogicky jako by bylo ptirozené nazyvat pro pevné w fuknci X, (t),t € T.
Definuji tedy obecné stochasticky proces X (definovany) na 7' se stavy v
metrickém prostoru (M, p) pro libovolnou neprazdnou mnozinu 7'.

Definice 6 (Stochasticky proces definovany na indexové mnoziné)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, M separabilni metricky pros-
tor a T" # 0 je mnozina. Stochasticky proces se stavy v M a s casem v
T se definuje jako mnozina nadhodnych velicin (X (¢),t € T) takovych, ze
Vier : X(t) je definovand na (2, .4) a ma hodnoty v prostoru (M, B(M)).

Specidlnimi piipady jsou jiz zminény stochasticky proces na (R?,[|.||) s hod-
notami v (M, p) nebo uz v Definici 2 definovany stochasticky proces na
[0,00) s hodnotami v (R, |. —.|). Pro metricky prostor (R, |.—.|) byla iplnost
mlcky piedpokladdna, zde je tieba ji v pfedpokladech véty zduraznit, nebot
obecny metricky prostor tuto vlastnost nemusi nutné mit.



1.2 Pojmy modifikace a spojitosti stochastického
procesu

Pojem spojité modifikace stochastického procesu a pojmy potiebné k jeho
zadefinovani zformuluji pro stochasticky proces na obecné indexové mnoziné.

Definice 7 (Ekvivalence stochastickijch procest)
Necht M je separabilni metricky prostor, T' # () mnozina (specidlné interval
I C [0,00)), X1 a X, stochastické procesy se stavy v M a definované na T’
(speciélné s ¢asem v T'). Procesy X; a X, se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
Px, = Px, v prostoru M7,

Dalsim klicovym pojmem tohoto tématu je pojem modifikace stochastického
procesu.

Definice 8 (Modifikace stochastického procesu)
Necht M je separabilni metricky prostor, T # () mnozina, X a Y stocha-
stické procesy se stavy v M definované na T' (specidlné s casem v T'). Proces
Y je modifikaci procesu X jestlize,

Vier : PIX(t) = Y ()] = L.

Je-li stochasticky proces Y modifikaci stochastického procesu X (neboli X je
modifikaci procesu Y'), potom X a Y jsou ekvivalentni. Tedy pfi nahrazeni
néjakého stochastického procesu X s hodnotami v separabilnim metrickém
prostoru M a casem v 1" libovolnou jeho modifikaci neovlivni jeho rozdéleni
v MT.

Dale budu pracovat s indexovou mnozinou 71" rovnou metrickému prostoru.
Pojem spojitosti stochastického procesu definovaného na metrickém pros-
toru (M, p1) a s hodnotami v separabilnim metrickém prostoru (Ma, p2) je
pii znalosti pojmu spojitosti funkce (M, p1) — (Ma, p2) intuitivni. Presto
zde explicitné definici tohoto pojmu zformuluji.

Definice 9 (Spojitost stochastického procesu,)
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Necht X je stochasticky proces definovany na metrickém prostoru M; a s
hodnotami v separabilnim metrickém prostoru M. Rikame, ze X je spojity
stochasticky proces, jestlize plati V, cq : X, je spojita funkce z M; do Ms.

Nyni s pomoci predchozich definic zformuluji, co to je spojitda modifikace
stochastického procesu.

Definice 10 (Spojitd modifikace stochastického procesu)

Necht X a Y jsou stochastické procesy definované na metricém prostoru M;
a s hodnotami v separabilnim metrickém prostoru M. Rekneme, ze Y je
spojitou modifikaci X, jestlize Y je modifikaci X (ekvivalentné X je modi-
fikaci Y') a soucasné Y je spojity.

Dalsi mozna vlastnost stochastickych procesu, silnéjsi nez spojitost, je Holderovska
spojitost. Pro jeji pohodlnéjsi definovani je potieba si nejprve zavést dalsi
uziteény pojem a to pojem modu spojitosti.

Definice 11 (Modus spojitosti)
Necht (M, p1), (M, p2) jsou metrické prostory, f : (My,p1) — (M, p2).
Modus spojitosti je definovan jako redlna funkce

gs(r) = sup p2(f(s), f(£), 7 > 0.

{S,tGMl »P1 (Sat)gr}

Definice 12 (Hélderovskad spojitost)

Necht f : (My,p1) — (Mo, p2), kde (M, p1), (M, p2) jsou metrické pros-
tory, necht g; je jeji modus spojitosti. Potom fekneme, ze f je Holderovsky
spojita, jestlize

E|K>0,ce1L2,7~0>0Vre(o,ro)gf(’f’) < Kre.

Ted uZz mi nic nebrani pohodlné definovat Holderovskou spojitost pro stocha-
sticky proces a to analogicky jako predtim bézné znamou spojitost.

11



Definice 13 (Holderovskd spojitost stochastického procesu)

Necht M, je metricky prostor a M, separabilni metricky prostor. Necht X je
stochasticky proces definovany na M; a s hodnotami v Ms. X je Holderovsky
spojity, jestlize V,c0 X, je Holderovsky spojita funkce M; — M.

12



Kapitola 2

Véty o spojité modifikaci
stochastickych procesu

2.1 Stochastocky proces se stavy v R

Nejprve se tedy budu zabyvat specialnim piipadem stochastického procesu a
to stochastickym procesem se stavy v R (neboli zkrdcené stochastickym pro-
cesem, jak bylo definovano v Definici 2). Ptedvedu zde dukazy dvou tvrzeni.
Prvni véta (Kolmogorova o spojité modifikaci, Véta 1) obsahuje postacujici
podminku pro existenci spojité modifikace, druhd (Véta 2) vyjadiuje ekvi-
valenci s danymi podminkami (za urcitych predpokladi).

Véta 1 (Kolmogorova véta o spojité modifikaci)
Necht (X (¢),t € [0,00)) je stochasticky proces takovy, ze

Vi1 ta€l0,00) Jauf, Ke(0,00) ¢ EIX (1) — X (£2)|* < Kty — 1]’ (2.1)
Potom (X (t),t € [0,00)) ma spojitou modifikaci.

Dukaz:
Ve definuji stochasticky proces X ™ = (X (t),t € [0,1]) tak, ze

vweQ,ke{0717,,,2n}X£}n) (k‘.Q(_n)) = Xw(k:.Q(_”))

13



a navic

vwEQ,kG{l,..,Q”}XLE;n) |[(/g_1).2<fn> k.2(=1))

je linearni.

vneN Sy o {/{3.2(_”); k= 0,1,.., 2(—n)}
VneN ZOn &of {(2]{7 — 1)‘2(—71); k= 17 . 2(—(71—1))}
vnEN :En = Sn \ On

Necht w € Q,(n — 1) € N, z definice normy separabilnfho Banachova pros-
toru C([0, 1]) (spojité funkce na kompaktni mnoziné nabyvaji maxima, [0, 1]
je kompaktni, tedy muzu se supremem pracovat jako s maximem) plati:

1557 = X5V = XS = X070 e = max X5 (1) = X))
tel0,1

Zvolim t, € [0, 1] tak aby

X5 (to) — X5V (to)| = max [ XV (t) — XTV(1)].

@ te[0,1]

(Jak uz bylo zminéno, alespon jedno takové t, existuje.)
Z linearity X" na intervalech [(k — 1).2(_"),k.2(_”)]vk:1,”72n a XY na
intervalech [(k — 1).200=D) k. 2C0=D)y, o4y je ziejmé, Ze to € O,.

def

61 (to) = to — 2(—77,)

n

en(to) = to+ 207

n

Ey(to) = {ey(to), €5 (o)}

(Ztejme pro libivolné tg € O, el (ty) a €2(ty) existuji vzhledem k definici O,
a vzhledem k tomu, ze 2" je sudé.)
Navic z linearity XY naintervalech [(k—1).2(=(n=1) k.2(*("71))]Vk:1,“72(n_1>
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X5V (en(to)) < X5 V(to) < X5V (en(t0)) VXSV (en(t0)) 2 XV (to) = XTV(en (1))
Tedy zfejmé plati (a rozborem mozmosti X () < X (t) v X5V (1) >
X5V (to) se snadno dokaze):

X5 (t) = XV (to)] < max XV (to) — XV (e)]

e€FEy (to)

definice X a x»7V (Xcgn)(tO) = Xu(to), Ysemn(

Z tO):S(n—l) .
X, (s)) dale plati:

max X0 (t) — XJ" V()| = max |X,(to) — Xo(e)|

e€En(to) e€En(to)

X (1) — X, < X (k20" — X ((k+1).2-(D
85235§0>| w(to) w<e)|_ke{0{3§§n_l}l ol ) — Xo((k+1) )|

Tedy celkem:

. n__ (n—1) < (=n)y _ —(n—1)
Voeonen : X2 = X0V < max [ Xu(k207) = Xo((k+ 12707

Necht ¢ > 0. Plati:

X=XV > 2079) € UG (6:207) = X (k+1). 2007 > 2009
2" —1

Pll|x™M—Xx 0D > 209 < 3P| X, (k.20™) = X, ((k+1).27" D] > 20)]
k=0

2y

E|X (k20 — X ((k —1).260m)|«
PlIXo(k20™) =X, ((k+1).27 D] > 2079 < [X(k )QMC(CE)k ) !

[RRS)

B|IX(k20) — X ((k —1).20™)|@
9(—nca)

< K .onca o(=n(1+6)) _ o(-n) gn(ca=p) [

15



Tedy celkem plati:

p[HX(n) _ X(nfl)H > 2(*”‘3)] < K.gMea=h)
Necht ¢ € (0, 2). Potom

D O PIX™ — X0 > 209 <Y Conleo) K< oo,
n=1

n=1

Tedy dle Cantelliho véty P[||X™ — X®=V|| > 27" pro nekoneéné mnoho
n € N] = 0atedy P[>0, || X —-X"D|| = oo] = 0neboli P[Y 2, || X™—
X0 V|| < o] = 1. Tedy

. n__ y(n=1)] _
EIACQ,P(A)ZlvweA k11—>I£1<> Zk HXw Xw H = 0.

Tedy
Vaeae0ImeVnsmeny © [[XE=XDII < Y [IXE-XED) < > |IXE-xFY] <«
k=m-+1 k=m-+1

Tedy VweAXén) je Cauchyovska. Protoze V,enwea : Xu(,n) € C[0, 1], z tuplnosti
C'0, 1] plyne konvergence Xff‘)vwe 4 k ngjaké funkei Y, € C[0, 1]. Neboli

Voea lim XM =Y,

Voeaep] Yu(t) < lim Xu()”)

Vwea\4,t€(0,1] Y, (1) = c(t),
kde ¢ € C]0, 1] je libovolna.

S=uUe .S,
Vses : P[X(s) =Y (s)] =1

Necht ¢ € [0, 1].
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Protoze S je hustd v [0, 1] a C[0, 1] je plny, existuje posloupnost {s,}>2,
takova, ze V,ens, € S a lim, . s, = t.
Z Cebysevovi nerovnosti a (2.1) plyne, ze

E|X(s,) — X(#)|* _ K.s, —t|tF9)
Ve PIIX (s0) = X(0)] > o < DXL ZXO - Koo = 77

€ e
Protoze

K.|s, —t|+9)
lim

n—oo €«

:07

podle Lemmatu "o dvou policajtech”

Veso : lim P[| X (s,) — X(t)] > ¢ =0.

Lze tedy vybrat rostouci posloupnost {ny}32; takovou, ze P[limy_,co X (Sp, ) =
X(t)] = 1.
Navic

Voen : P[X(s,) = Y (s,)] = 1

Veeq : lim Y(s,) =Y (),

tedy P[X(t) =Y (t)] = 1.
Protoze t bylo voleno libovolné z intervalu [0, 1], celkem plati:

Viepo : PIX() = Y ()] = 1.

Totéz je mozné udélat na kazdém intervalu [k — 1, k], kde k € N. Definuji
proto procesy Y®) = (Y®)(¢).t € [k — 1, k]) tak aby

Viensep—ip : PYP () = X ()] = L.

AZ YO (k) = Y* (k) k €N
Vien : A = [Y(k)(k) = Y(kﬂ)(l‘f)]

17



Protoze Vien @ P[Y® (k) = X(k)] = 1 A P[Y®D(k) = X(k)] = 1, plati
Vien : PIY® (k) = YD (k)] = 1, tedy

P(A) = P(N,A,) = 1.

vnEvaeA,tE[nnrH] :Zw (t) d:d Yu?(t)

def

vuJEA,tG[O,oo) Zw(t) =49,

kde g je néjaka spojitd funkce definovana na [0, co).
Ziejmeé Vicp,o0) : PlZ(t) = X(t)] = 1, tedy (Z(t),t € [0,00)) je spojita mod-
ifikace (X (t),t € [0,00)).

Véta 2
Stochasticky proces (X (t),0 <t < 1), pro ktery plati, ze

\V/€>070§t0§1 : tli)r%}) PHX(t) — X(t0)| > 6] =0 (22)

ma spojitou modifikaci prave tehdy, kdyz existuje spocetna husta mnozina
S C [0,1] takové, ze

Veso @ lim P sup | X (s1) — X(s2)] > €] =0. (2.3)
410 {s1,52€8,|s1—s2|<0}
Dukaz:

U(S) E {w € Q;Veu0Ts50Vsres : |5 —t] < 6 = | Xu(s) — X (t)| < €}
US)={weQlim sup |X,(s)— X.(t)| =0}

610 s,teS;|s—t|<d

Snazim se dokdzat ekvivalenci tvrzeni (2.3) a P(U(S)) = 1 neboli ekviva-
lenci (2.3) s tvrzenim, ze

P[ve>035>0v5,t65 : |5 - t| <= |Xw(5) - Xw(t)| < 6] =1L
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Tedy predpokladam nejprve, ze plati (2.3), a dokazuji, ze potom P((U(S))
0. Nebot

(U(S))C - {w; EIe>0v6>0Els,tES,|sft\<(5 . |Xw(5) - Xw(t)’ > 6}
1
<U(S))C - U?Lozl{w;v5>035,t657|s—t|<5 : |Xw(5) - XW(t)| > E}

tak
> 1
P((U(S)) <Y PVssoTstesjs—ti<s © | Xu(s) — Xu(t)| > 5]-
n=1
Vn € N plati:
1 1
V5020 1 [Vo>0Ts tes;s—1)<s © [ X (s) — X ()| > ﬁ] C [Fstesifs—tl<sy : [ X(s) = X ()| > E]
1 1
Vo0 P[V6>03s,tes;lsft|<6 DX (s) = X ()] > 5] < P[Hs,tes;lsftldo DX (s) = X(1)] > ﬁ]
1 1
' . : — —| <1 Js— : — —
lim PVss03ssesis—i<s [ X(s) = X(t)] > ~] < lim P Bsaesis—d<s + 1X(5) = X(6)] > ~]
1 1
PVs503s tes:)s—t]<s * | X (5) = X(2)] > n] < %L P[3; tesys—11<s 1 | X (s) = X ()| > ﬁ]

dle Véty o vztahu limit a nerovnosti (kterd ¥ika, ze pii limitnim pfechodu
zustava neostrd nerovnost zachovana), s vyuzitim toho, ze leva strana je
vzhledem k §, konstanta, a s vyuzitim predpokladu (2.3), kde V, € N: e = TIL
Tedy

Implikace zleva do prava je tedy dokazana a pro ekvivalenci zbyva ovérit,
ze P(U(S)) = 1 implikuje (2.3). Necht je ddno libovolné € > 0. Dle Heineho
vety plati
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lim P[  sup | X(s) — X(t)] > € = lim P[  sup | X (s) — X(t)] > €

010 {sites |s—t|<5} nUOO g tes s—t< 1}
vaQ : lim sup |Xw(3) - Xw@)’ = lim sup |Xw(5) - Xw@)’
010 fstes,|s—t|<b} T s teS |s—t]< L}

V,eN:Z, = sup | X (s) — X (t)]

{s,teS;|s—t|< L1}

Protoze podle Véty o vztahu konvergence v pravdépodobnosti a konver-
gence skoro jiste plati, ze

n—oo

P(lim Z,=0)=1=Vo: lim P(|Z,] >€) =0,

Pllim  sup | X(s)—X(t)|=0] =1=VeolimP[ sup | X (s)—=X(t)] > €] =1.
410 {s,teS;|s—t|<d} 410 {s,teS;|s—t|<d}
Celkem
(2.3) & P(U(S)) = 1.

Ziejmé z existence spojité modifikace procesu X plyne, ze P(U(S)) = 1.
Chei dokézat opacnou implikaci. Necht tedy P(U(S)) = 1.

Voer(s)ses  Yo(s) = Xu(s)

Necht je déno t € [0,1]. Zvolim libovolnou posloupnost {s,} C S takovou
aby lim, .., s, =t (vim, Ze existuje, nebot mnozina S je hustd v [0,1]).

Vielo,wen(s) © Yu(t) = lim Y, (s,)

n—oo

def

Vieo1)weu(s) : Yu(t) =0

Navic Vi epog,es0 : limey, Pl X () — X(to)| > €] = 0, tedy dle Heineho véty

limy, oo P(| X (t,) — X (t9)| > €) = 0 pro vhodné zvolenou posloupnost {t,} C

S, lim, o t, = tg. Podle Veéty o vztahu konvergence v pravdépodobnosti a

konvergence skoro jisté tedy lze vybrat podposloupnost {t,, } posloupnosti

{tn} tak aby P[limy_..o | X (t,,) =X (to)| = 0] = 1, tedy Vico] limy, oo X (5,) =
X(t)s.j.. Navic Vypenweu(s) @ Yo(sn) = Xu(sn). Celkem Ve @ P[X(t) =

Y(t)] =1, tedy Y je spojitd modifikace stochastického procesu X.

20



2.2 Stochastisky proces se stavy v metrickém
prostoru

V této kapitole predvedu dukaz Kolmogorovi-Chentsovovi véty pro stocha-
sticky proces na RP s hodnotami v uiplném metrickém prostoru.

Véta 3 (Kolmogorova-Chentsovova véta)
Necht (X (t),t € R?) je stochasticky proces s hodnotami v tiplném metrickém
prostoru (M, p) a necht

VoseriJanx0B(p(X (5), X (1)) < ||s —¢]|+. (2.4)

Potom X ma& spojitou modifikaci, ktera je Holderovsky spojita s expo-
nentem ¢ V¢ o).

‘a

Dukaz:
Za piedpokladu, Ze je véta dokdzéna pro (X(t),t € [0,1]9), analogicky jako
ve Vete 1 (Kolmogorove o spojité modifikaci) muzu Yi_, k) i=(ir,.ja)eze

definovat mnoziny K, = [j1, k1] X .. X [ja, ka] & Vi keze takto zkonstruuji
stochastické procesy (Y0 (t),¢ € Kjk). Navic V) p0) j@) k@ ez takové ze

def
Ko, N Ko 400 = Ko e o pe 70

plati s.j., ze

i(1) (1) i(2) (2)
vteKj@)’k(z)’j(z)’k(z)Y(j Mk )(t) = X(t) =y U )(t)a

Z% je spocetnd a tedy

i(1) (1) i(2) (2)
P[vj<1),k(1>,j(2),k(2)€Z4th € Kj<1>,k(1)7j(2),k<2>y(j Dk )(t) — YU ), (k2 )(t)] =1.

Ziejmé tedy staci uvazovat X|jg jja.
Necht tedy (X(¢),t € [0,1]¢) je stochasticky proces se stavy v (M, p). Vpen
definuji

Dy = {(k120, kg 20) Ky, kg € {1,..,2"))
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a vneN7w6Q deﬁHUJl

5"7“’ = maX{p(Xw(S)7 Xw<t))7 ) S,t € Dna HS - t“ = 2(771)}

Vneny mnoZina D,, obsahuje (27)? prvki. Kazdy z téchto prvki m4 nejvyse
2d sousedt (tj. prvkt mnoziny D, ve vzdalenosti 20-™ definované podle
pifslusné normy pouzivané zde na R? od ngj). Takto V,ey ziskdm nejvyse (ve
skuteénosti méné, ale staci horni odhad) d2"® dvojic s,t € D,, spliiujicich
podminku |s —t| = 2(=™ (vzhledem k tomu, Ze na zékladé predchoziho pos-
tupu bych kazdou dvojici zapocital pro kazdy prvek z této dvojice jednou,
tedy celkem dvakrat).

k
(en) a _ : (en) a
B (2¢,)" = E lim ;2 &)

neN

Z definice &, s pomoci metriky danym zpusobem plyne, ze V,en weaénw > 0,
déle dle (2.4) a z definice &, plati

k k k
VrenE] Y _(2€76,) = B (2€7¢,)" =) 2 EL < o0
n=1 n=1 n=1
(s vyuzitim uz zminéného V,en weaénw > 0). Tedy celkem muzu pouzit Veétu
o monotonni konvergenci a plati:

k k k
E lim Y (2€7¢,)" = lim B (2"¢,)" = lim Y 2B = 20 pee

k—o0 k—oo k—o0
n=1 n=1 n=1 neN

Podle definice mohu pro prehlednost prepsat:

Srmg =S 0B max  p(X(s), X(1)"

5,t€ D [ls—t][=2(-)

neN neN
a déle V,cy (s vyuzitim ziejmé konecnosti {s,t € D,,, ||s—t|| = 2(-™}) plati:
E(max  p(X(s), X(1)" < E > (p(X(s), X(2)))"

5,6€Dp,||s—t||=2(-")
wlle= {5,t€ D, ||s—t]|=2(=")}
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E > (p(X(s), X(1)))" = > E(p(X(s), X(1)))"

{s,t€Dy,,||s—t||=2(—)} {s,t€Dn,||s—t||=2(-")}
Podle (24) EIK*>0Vn€N:
> E(p(X(s) = X(1)* < > K (27
{8,t€Dy,||s—t||=2(-)} {s,t€Dy,,||s—t||=2(-)}

K= K*d

Tedy vzhledem k predeslé tvaze Jx~oVnen:
S B(p(X(s), X (1) < K272 < Kol bny
{s,t€Dy,||s—t||=2(-™)}

Celkem dg - takové, ze
E) (2CMg,)" < Ky 20" < oo,
neN neN

Tedy Y, on(2°E,)® konverguje v Ly (a tedy konverguje v pravdépodobnosti
a tedy lze vybrat podposloupnost ¢astecnych souctu konvergujici s.j.), navic
z definice &, plati V,en(2(°V€,)* > 0 (tedy V.eq ZneN(Q(C”)fn’w)“ je nekle-
sajici), tedy celkem ZneN(Q(C")fn)a konverguje s.j. a tedy Jy=0n0enVnzneén <
.27 s .

Necht m € N, necht r € [20™=D 2-™)] necht w € Q.

sip p(Xu(s), Xu(t) < sup p(Xo(5), Xo1))

{8,6€Unen D, lls—tl|<r} {54€Uner D, [ls—t]|<2-m)}

Vzhledem k tomu, ze

vsvte(UHEN\U{neN,an}Hs - tH > 2(_m)7

dostavame, ze

sup p(Xo(s), Xu(t)) = sup p(Xo(s), Xu(t)).

{s)tGUnGNDnJ‘3_t||g2(_m)} {s»teu{nEN,an}Dnv‘ls_t‘ ‘SQ(_m)}

Jestlize s,t € Ugpenn>m), potom je mozné zvolit takové ng, Ze existuje mezi
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s a t po castech linearni cesta o maximalné 2d ng-krocich, kde ng-krok je
definovan jako linearni cesta mezi dvéma sousedy v mnoziné D,,, o "délce”
(délkou linedrni cesty je zde myslena pifslusna metrika daného R? koncovych
bodu této cesty) 2(-m0), Tedy

anOEN,nozmHS — t|| fr 2d2(_n0)
Tedy dg~o takové, ze

sup p(Xu(s), Xo(t)) < K Z max p(Xu(s), Xo(t))

{8,t€U nen n>m) Dnsl[s—t||<2(-™)} o STEDR[[s—t|=2(-m)

a hned z definice

K Z max p(Xu(s), Xu(t) = K ) &n.

stEDn, |s—t||=2(=m)

Podle jiz dokazaného, podle vzorecku pro soucet geometrické rady a podle
volby r

EII<1,I(2,I{3>U Z gn,w S Kl Z 2(_Cn) S KQQ(_m) S Kg.?”c.

Piimo z definice uz plyne, ze X je Holderovsky spojitd s exponentem c¢ na
UnenDy s.v. Specidlné vim, ze existuje spojity stochasticky proces Y (defin-
uje se analogicky jako ve Véte 1 (Kolmogorové o spojité modifikaci)) takovy,
ze

Vieu,enD, PIX () =Y (t)] = 1.

Ze spojitost Y na [0, 1]¢ a Holderovské spojitosti Y na U,enD,, plyne Holderovska
spojitost Y na [0, 1] T pti ditkazu rovnosti

vte[o,l}dP[X(t) = Y(t)] =1

se postupuje analogicky jako ve Vété 1 (Kolmogorové o spojité modifikaci).
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Opét staci si Vyejg 1« definovat posloupnost {t,}52, takovou, ze

vnENtn € UnENDn

a soucasné

lim ¢, =t

n—oo

Vim, 7e takova posloupnost existuje, nebot U,enD,, je husta v [0,1]¢ a R?
je tplny. Podle dokdzaného V,enP[ Xy = Y(,)] = 1, ze spojitosti Y hned
plyne, ze

Pllim Y(t,) =Y (n)] = 1.
Vzhledem k tomu, ze V,cop(X(t,), X(t)) > 0 plati Ep((X(t,), X(t)) =
Elp((X(t,), X(t))| a tedy z Cebysevovi nerovnosti a z Véty o vstahu limity
a nerovnosti i zde

Veso : lim P(p(X (t,), X(£)) > ¢) < lim Z2UK () X(O)"

n—00 n—00 €@
a déale z (2.4)

Ep((X(t,), X(t))* K.||s — t||b+D)
Syt PR, X)) Kl — ]

n—00 € n—00 €@

=0.

Tedy pokud neplati, ze lim, .. X(t,) = X(t) s.j., z {X(tn)}22, lze vy-
brat podposloupnost {X (t,,)}2, takovou, ze limj .o X (¢,,) = X(t) s.j. a
puvodni posloupnost ji nahradit. Celkem V(14 P[X (t) = Y (t)] = 1. Tedy
stochasticky proces (Y (¢),t € [0,1]¢) je spojitou modifikaci stochastickiho
procesu (X (t),t € [0,1]9).
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