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Abstrakt

Ćılem práce je definovat kalkul přirozené dedukce a popsat vztah s
Gentzenovským sekventovým kalkulem v substrukturálńıch logikách
(např. FL, FLew).

Abstract

The object of the tesis is definition of the natural deduction and de-
scription of the relation with Gentzen’s sequent calculus in substructu-
ral logics (for example FL, FLew).
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1. Úvod

1 Úvod

Tématem této bakalářské práce je logika FL, kterou zavedeme v kapitole 2,
a vztah dvou d̊ukazových systémů pro tuto logiku. Jak udává název práce,
zaměř́ıme se na d̊ukazové systémy v substrukturálńı logice FL. Budeme se
pohybovat v logice, kde nejsou povolena žádná strukturálńı pravidla. Logiku
FL budeme uvažovat v jazyce s konstantami. Celá práce se bude zabývat
pouze výrokovou logikou.

Tato práce je strukturována následovně: v úvodńı části budou na př́ıkla-
dech stručně popsány dva formalismy - sekventové kalkuly a kalkuly přirozené
dedukce. Dále bude představena logika FL a jej́ı sekventový kalkul a kalkul
přirozené dedukce. Poté dokážeme ekvivalenci těchto d̊ukazových systémů.
V závěru práce budou zmı́něna některá rozš́ı̌reńı logiky FL strukturálńımi
pravidly.

1.1 Přirozená dedukce

V historii přirozené dedukce jsou dva d̊uležité mezńıky. Prvńım je rok 1935,
kdy Gentzen sepsal pravidla přirozené dedukce, přesněji pravidla pro intuicio-
nistickou a klasickou predikátovou logiku. Daľśım, neméně d̊uležitým datem,
je rok 1965, kdy Prawitz dokázal větu o normalizaci pro tyto tř́ıdy pravidel.
Význam této události spoč́ıvá předevš́ım v d̊ukazu existence protipólu d̊uka-
zové metody s eliminaćı řezu (vyvinuté Gentzenem pro sekventové kalkuly)
v přirozené dedukci.[4]

V intuicionistické logice (která je jedńım z rozš́ı̌reńı logiky FL, proto
se bĺıže týká hlavńıho ćıle práce) přirozená dedukce odráž́ı konstruktivńı
význam logických spojek a kvantifikátor̊u. V neformálńı sémantice intuici-
onistické logiky vysvětluj́ı tzv. ”BHK-podmı́nky”logické operace výrokové
intuicionistické logiky v termech př́ımého dokazováńı. Představme kalkul
přirozené dedukce Ni intuicionistické logiky v jazyce se spojkami ∧,∨,→,⊥,
jak je definován např. v [3]. Kalkuly přirozené dedukce obsahuj́ı dva typy pra-
videl pro každou spojku - pravidlo zavedeńı a eliminace spojky. Spolu s pra-
vidly zavedeńı spojek v kalkulu Ni formulujeme i př́ıslušné BHK podmı́nky:

1. Př́ımý d̊ukaz formule A ∧ B spoč́ıvá v d̊ukazu tvrzeńı A a v d̊ukazu B.
To vyjadřuje pravidlo pro zavedeńı konjunkce:

A B ∧I
A ∧ B

2. Př́ımý d̊ukaz formule A ∨ B spoč́ıvá v d̊ukazu tvrzeńı A nebo v d̊ukazu
B (jak ukazuje pravidlo pro zavedeńı disjunkce):
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1.1 Přirozená dedukce 1. Úvod

A ∨I
A ∨ B

3. Př́ımý d̊ukaz formule A→B spoč́ıvá v d̊ukazu tvrzeńı B z předpokladu,
že máme d̊ukaz tvzreńı A. Předpoklady, které se při odvozeńı použij́ı,
škrtneme (znač́ıme v):

[Av]

...
B →Iv

A→B

4. Př́ımý d̊ukaz sporu ⊥ neexistuje.

V kalkulu Ni jsou pravidla pro zavedeńı ∧,∨,→ uvedena výše, zmiňme
nyńı pravidla pro eliminaci těchto spojek.

Disjunkci A∨B lze eliminovat právě tehdy, když je z obou disjunkt̊u A,
B zvlášt’ odvozena formule C:

Γ[A∆]∨

...
C

Θ
...

A∨B

[ΓB]∨ ∆

...
C ∨E∨

C

V eliminačńıch pravidlech pro konjunkci i pro implikaci jsou závěry ”př́ı-
mé podformule”jejich premis. Tedy pokud je odvozena celá formule, lze od-
vodit i jej́ı př́ıslušnou podformuli:

Γ
...
A

∆
...

A→B →E
B

Γ
...

A∧B
(∧E)

A

Nakonec zmiňme konstantu ⊥ - pravidlo eliminace sporu:

...
⊥
A

Odvozeńı v kalkulu Ni je strom, v jehož kořeni se nacháźı odvozená for-
mule, v listech stromu jsou předpoklady, ze kterých se odvozuje. Každý vrchol
stromu odpov́ıdá korektńımu užit́ı některého pravidla kalkulu Ni.
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1.2 Sekventové kalkuly 1. Úvod

1.2 Sekventové kalkuly

V sekventovém kalkulu, na rozd́ıl od kalkulu přirozené dedukce, lze explicitně
definovat strukturálńı pravidla (jak uvid́ıme v pozděǰśı kapitole). Formát
sekventového kalkulu byl rovněž zaveden Gentzenem. V článku [6] definoval
sekventové kalkuly klasické a intuicionistické logiky a dokázal pro ně větu o
eliminaci řezu. Jak už napov́ıdá název, základńı jednotkou d̊ukazu v sekven-
tovém kalkulu je sekvent - uspořádaná dvojice dvou konečných posloupnost́ı
(př́ıpadně multimnožin nebo množin) formuĺı.

Opět představ́ıme verzi sekventového kalkulu pro intuicionistickou logiku
v jazyce se spojkami ∧,∨,→,⊥. Kalkul G1i, jak je zaveden např. v [3]. Důkaz
sekventu Γ ⇒ A v kalkulu G1i je strom ohodnocený sekventy. V listech se
nacháźı axiomy (což jsou sekventy tvaru A ⇒ A nebo ⊥ ⇒ A), v kořeni
sekvent Γ ⇒ A a v každém vrcholu sekvent odvozený pravidly kalkulu G1i
ze sekvent̊u předchoźıch.

V sekventovém kalkulu jsou pravidla pro zavedeńı spojek, strukturálńı
pravidla, př́ıpadně pravidlo řezu. Rozdělujeme je na pravá a levá podle pozice
zaváděné spojky v̊uči sekventové šipce.

Pravé pravidlo pro konjunkci vypadá takto:

Γ ⇒ A Γ ⇒ B ⇒ ∧
Γ ⇒ A ∧ B

Levá pravidla pro konjunkci vypadaj́ı takto:

Γ, A, Σ ⇒ C
∧ ⇒

Γ, A ∧ B, Σ ⇒ C
Γ, B, Σ ⇒ C

∧ ⇒
Γ, A ∧ B, Σ ⇒ C

Pravá pravidla pro disjunkci vypadaj́ı takto:

Γ ⇒ A ⇒ ∨
Γ ⇒ A ∨ B

Γ ⇒ B ⇒ ∨
Γ ⇒ A ∨ B

Levé pravidlo pro disjunkci vypadá takto:

Γ, A, Σ ⇒ C Γ, B, Σ ⇒ C
∨ ⇒

Γ, A ∨ B, Σ ⇒ C

Pravé a levé pravidlo pro implikaci vypadá takto:
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1.2 Sekventové kalkuly 1. Úvod

A, Γ ⇒ B
⇒ →

Γ ⇒ A → B
Γ ⇒ A Π, B, Σ ⇒ C

→ ⇒
Π, Γ, A → B, Σ ⇒ C

Vedle logických pravidel obsahuje kalkul G1i i strukturálńı pravidla osla-
beńı a kontrakce a pravidlo řezu (viz [3] nebo též kapitola 2.1 a 3.1 této
práce).

Sekventovou šipku lze intuitivně č́ıst jako dokazatelnost formule, která
je napravo od šipky ze skupiny předpoklad̊u, která je nalevo od šipky (tedy
zápis Γ ⇒ A přečteme jako Γ ` A - A je dokazatelná z předpoklad̊u Γ).

V intuicionistické logice plat́ı ekvivalence obou zmı́něných kalkul̊u:

Věta 1.
Γ `Ni A iff `G1i Γ ⇒ A

Důkaz této věty lze nalézt v [3].
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2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

2 Lambek̊uv kalkul a logika FL

Logika nazývaná Lambek̊uv kalkul byla zavedena Joachimem Lambekem
v roce 1958 v článku ”Mathematics of Sentence Structure”. Byla definována
ve formátu sekventového kalkulu, v jazyce pouze se dvěma implikacemi.
Rozš́ı̌reńım jazyka o daľśı spojky vznikne logika Full Lambek, zkráceně logika
FL. Název logiky Full Lambek je odvozen od př́ıjmeńı autora a od slova full
(=plný) ve smyslu definovám v plném jazyce.

Substrukturálńı logiky, jako na př́ıklad lineárńı logika, logika BCK (= in-
tuicionistická logika bez strukturálńıho pravidla kontrakce) nebo relevančńı
logika, mohou být nahĺıženy jako rozš́ı̌reńı logiky FL o strukturálńı pravidla.
Taková rozš́ı̌reńı rozlǐsuj́ı r̊uzné interpretace skupin předpoklad̊u (v sekven-
tovém kalkulu levé strany sekvent̊u, v přirozené dedukci předpoklad̊u). Na
př́ıklad intuicionistická lineárńı logika a BCK logika interpretuj́ı předpoklady
Γ jako multimnožiny formuĺı, intuicionistická relevančńı logika je interpretuje
jako množiny formuĺı. V logice FL budou skupiny předpoklad̊u vždy inter-
petovány jako posloupnosti formuĺı - zálež́ı tedy na pořad́ı a počtu výskyt̊u
formuĺı v posloupnosti.

Jazyk logiky FL obsahuje množinu výrokových atomů, logické symboly,
čili binárńı spojky → (implikace doprava), ←(implikace doleva), • (fúze), ∧
(konjunkce), ∨ (disjunkce), pravdivostńı konstanty 1, 0, >, ⊥, a pomocné
symboly, např. závorky.

Definice 1. Každý atom a každá konstanta jsou formule, jsou-li A, B for-
mule, jsou formule i A→B, A←B, A•B, A∧B, A∨B.

Nejprve představ́ıme logiku FL ve formě sekventového kalkulu (tak, jak
je definován v článku [5]).

2.1 Sekventový kalkul logiky FL

Sekvent je uspořádaná dvojice konečných posloupnost́ı (které mohou být i
prázdné) formuĺı: Γ ⇒ ∆ (posloupnost formuĺı vlevo od sekventové šipky
nazýváme antecedent, posloupnost vpravo od šipky sukcedent). V logice FL
smı́ posloupnost vpravo od sekventové šipky obsahovat nejvýše jednu formuli:
sekventy tedy jsou tvaru Γ ⇒ A nebo Γ⇒

Intuitivně lze č́ıst zápis Γ ⇒ A dvěma zp̊usoby:

- z posloupnosti předpoklad̊u Γ je dokazatelná A, tedy Γ ` A (Formule
je dokazatelná, pokud je dokazatelná z prázdné posloupnosti předpok-
lad̊u)

- fúze všech formuĺı v Γ implikuje formuli A, tedy ` • Γ → A
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2.1 Sekventový kalkul logiky FL 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Vzhledem k pozděǰśımu d̊ukazu ekvivalence sekventového kalkulu logiky
FL, jak je definován v [5] (my ho zde nazveme GFL) s přirozenou dedukćı
a nezbytné potřebě simulovat jak pravidla zavedeńı tak eliminace spojek
v přirozené dedukci, představ́ıme Gentzenovský sekventový kalkul s pra-
vidlem řezu. Volbu řezového d̊ukazového systému provád́ıme bez újmy na
obecnosti, protože plat́ı, že každý sekvent dokazatelný s pravidlem řezu lze
dokázat i bez tohoto pravidla a to nejen v klasické a intuicionistické logice
ale i v logice FL [5]:

Věta 2. Tvrzeńı o eliminovatelnosti řezu plat́ı pro sekventový kalkul GFL.
Plat́ı rovněž pro daľśı, později zmı́něné substrukturálńı logiky kromě FLc.

Pravidlo řezu vypadá takto:

Γ ⇒ A Σ, A, Π ⇒ B
(cut)

Σ, Γ, Π ⇒ B

2.1.1 Pravidla sekventového kalkulu GFL

Definici sekventového kalkulu logiky FL převezmeme z [5], kalkul nazveme
GFL.

Axiom sekventového kalkulu GFL je každý sekvent tvaru A⇒A.
Sekventy Γ ⇒ >, ⊥ ⇒ ∆ pro pravdivostńı konstanty >, ⊥ jsou axiomy.
Sekvent pro pravdivostńı konstantu 1, který vypadá takto: ⇒1 je axiom,

vlevo od sekventové šipky muśı být prázdná posloupnost předpoklad̊u. V
sekventu pro pravdivostńı konstantu 0 nesmı́ být naopak nic vpravo od sek-
ventové šipky: 0⇒ je axiom.

Ekvivalence konstant 1, > a konstant 0, ⊥ v logice FL neplat́ı. K jej́ımu
d̊ukazu je zapotřeb́ı použ́ıt pravidlo oslabeńı, tedy jedno ze strukturálńıch
pravidel, proto se k ńı dostaneme až po rozš́ı̌reńı logiky FL.

V sekventovém kalkulu definujeme dva typy pravidel: strukturálńı a lo-
gická. Strukturálńı pravidla v logice FL nemáme, proto se v kalkulu GFL

budeme zabývat pouze pravidly logickými. Ta můžeme rozdělit na pravá a
levá podle pozice spojky v̊uči sekventové šipce.

Konjunkce vpravo může být zavedena pouze v př́ıpadě, že jsme kon-
junkty A, B odvodili ze stejných předpoklad̊u, tedy konjunkty stoj́ı na pravé
straně od sekventové šipky a na této straně z̊ustane i výsledná formule A∧B:

Γ ⇒ A Γ ⇒ B ⇒ ∧
Γ ⇒ A ∧ B
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2.1 Sekventový kalkul logiky FL 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Konjunkce vlevo se může použ́ıt pro odvozeńı formule C z posloupnosti
předpoklad̊u sjednocené s konjunkćı A∧B jen v př́ıpadě, že jsme ze stejné po-
sloupnosti předpoklad̊u sjednocené s libovolným z konjunkt̊u odvodili formuli
C:

Γ, A, Σ ⇒ C
∧ ⇒

Γ, A ∧ B, Σ ⇒ C
Γ, B, Σ ⇒ C

∧ ⇒
Γ, A ∧ B, Σ ⇒ C

Disjunkce vpravo může být zavedena v př́ıpadě, že lze odvodit libovolný
disjunkt (v našem př́ıpadě A nebo B) z posloupnosti předpoklad̊u Γ:

Γ ⇒ A ⇒ ∨
Γ ⇒ A ∨ B

Γ ⇒ B ⇒ ∨
Γ ⇒ A ∨ B

Disjunkce vlevo může být zavedena jako odvozeńı formule C, pokud lze
formuli C odvodit z obou disjunkt̊u A, B spolu s posloupnost́ı předpoklad̊u
Γ

Γ, A, Σ ⇒ C Γ, B, Σ ⇒ C
∨ ⇒

Γ, A ∨ B, Σ ⇒ C

Fúze vlevo jednoduše ř́ıká, že kombinaci předpoklad̊u interpretujeme jako
fúzi:

Γ, A, B, Σ ⇒ C
• ⇒

Γ, A • B, Σ ⇒ C

Fúze vpravo potřebuje ke svému zavedeńı odvozeńı obou formuĺı A i B
z posloupnost́ı (i r̊uzných) předpoklad̊u, abychom z jejich sjednoceńı mohli
odvodit fúzi A•B.

Γ ⇒ A Σ ⇒ B ⇒ •
Γ, Σ ⇒ A • B

Po uvedeńı dosavadńıch pravidel můžeme vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 3. V sekventovém systému s pravidly pro fúzi • a s pravidlem řezu je
sekvent A1, . . ., Am ⇒ B dokazatelný právě tehdy, když A1 • . . . • Am ⇒ B
je dokazatelný. [5]

V sekventovém systému logiky FL nemáme povoleno žádné strukturálńı
pravidlo, tedy ani pravidlo záměny. Důsledkem je, že dvě implikace zavedené
následuj́ıćımi pravidly nejsou ekvivalentńı.
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2.1 Sekventový kalkul logiky FL 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Implikace →, vlevo: může být zavedena, byla-li v předchoźım kroku od-
vozena formule A z posloupnosti předpoklad̊u Γ, a z formule B a př́ıpadně
daľśıch posloupnost́ı předpoklad̊u byla odvozena formule C. Ze vzniklé im-
plikace sjednocené s posloupnostmi předpoklad̊u, ze kterých se odvozovalo
v předchoźım kroku ve správném pořad́ı, pak odvod́ıme formuli C:

Γ ⇒ A Π, B, Σ ⇒ C
→ ⇒

Π, Γ, A → B, Σ ⇒ C

Implikace ←, vlevo má podobný postup, zavede se za stejných podmı́nek
při zachováńı stejného antecedentu a sukcedentu, jejichž pozice se však ob-
rát́ı:

Γ ⇒ A Π, B, Σ ⇒ C
← ⇒

Π, B ← A, Γ, Σ ⇒ C

Implikace →, vpravo lze zavést jen tehdy, stoj́ı-li antecedent A úplně
vlevo:

A, Γ ⇒ B
⇒ →

Γ ⇒ A → B

Implikace ←, vpravo se zavede analogicky:

Γ, A ⇒ B
⇒ ←

Γ ⇒ B ← A

Představme si nyńı d̊uležitý vztah mezi fúźı a implikacemi.

Lemma 1. Ve Full Lambekově kalkulu jsou následuj́ıćı tři podmı́nky vzájemně
ekvivalentńı, pro jakékoli formule A, B, C:

1. A • B ⇒ C je dokazatelné,

2. A ⇒ C ← B je dokazatelné,

3. B ⇒ A → C je dokazatelné.

Pro ilustraci předvedeme d̊ukaz ekvivalence 1. a 3. podmı́nky: Sekvent
A • B ⇒ C je dokazatelný právě tehdy, když je dokazatelné B ⇒ A → C.
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2.1 Sekventový kalkul logiky FL 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı se obejde bez strukturálńıch pravidel, pro jed-
noduchost použijeme pravidlo řezu. Předpokládejme, že A • B ⇒ C je doka-
zatelné. Pak A, B⇒ C je také d́ıky řezu A, B⇒ A • B dokazatelné. Použit́ım
(⇒ →) dostaneme, že B ⇒ A → C je dokazatelné.

Předpokládejme naopak, že B ⇒ A → C je dokazatelné. Pak A, B ⇒ C
je dokazatelné s využit́ım pravidla řezu, jak ukazuje tento d̊ukaz:

A ⇒ B → C
B ⇒ B C ⇒ C
B → C, B ⇒ C

(cut)
A, B ⇒ C
A • B ⇒ C

A tedy A • B ⇒ C je dokazatelné.

Př́ıtomnost 0 v jazyce umožňuje definovat negaci (a nezavádět pro ni tedy
zvláštńı pravidla) pomoćı implikace. Vzhledem k př́ıtomnosti dvou implikaćı
v logice FL, má smysl mluvit o dvou negaćıch: A→ 0, 0 ←A.

Důkaz v sekventovém kalkulu

Definice 2. Důkaz sekventu Γ ⇒ A kalkulu GFL je strom, v jehož kořeni je
sekvent Γ⇒ A, v jeho listech jsou axiomy a v každém vrcholu, který neńı list,
je sekvent źıskaný ze sekvent̊u v bezprostředńıch přech̊udćıch tohoto vrcholu
korektńım použit́ım některého pravidla kalkulu GFL. Dokazatelnost sekventu
v kalkulu GFL znač́ıme `G.
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2.2 Kalkul přirozené dedukce logiky FL

Logiku FL lze definovat i jako kalkul přirozené dedukce, jak ukázal Zimmer-
mann v článku ”Lambek Calculus in natural deduction”[4], kde ale uvažuje
logiku FL v jazyce bez pravdivostńıch konstant.

Nejprve představ́ıme Zimmermanovu definici kalkulu v tomto jazyce bez
konstant, kalkul nazveme N−FL. Později se pokuśıme přidat pravidla pro prav-
divostńı konstanty 1, 0, >, ⊥, což si vyžádá modifikaci některých daľśıch pra-
videl - základńıho pravidla a pravidel zavedeńı obou implikaćı. Nový kalkul
nazveme NFL. Jelikož v této logice zálež́ı na pořad́ı a počtu předpoklad̊u,
jsou skupiny předpoklad̊u opět interpretovány jako posloupnosti výskyt̊u
předpoklad̊u.

Základńı pojem, který je v přirozené dedukci třeba definovat, je odvo-
zeńı. Odvozeńı v kalkulu N−FL je strom, v jehož kořeni se nacháźı odvo-
zená formule, v listech stromu jsou předpoklady, ze kterých se odvozuje,
v některých pravidlech explicitně škrtáme výskyty některých předpoklad̊u.
Takové předpoklady (posloupnosti předpoklad̊u) označ́ıme indexem v a jejich
škrtnut́ı vyznač́ıme v př́ıslušném kroku odvozeńı opět v. Každý vrchol pak
odpov́ıdá korektńımu užit́ı některého pravidla přirozené dedukce. V ostatńıch
listech se mohou vyskytovat předpoklady, které explicitně nezmiňujeme.

Definice 3. Odvoditelnost formule A z předpoklad̊u Γ v kalkulu N−FL zna-
č́ıme Γ `N− A, což znamená, že z posloupnost́ı předpoklad̊u Γ je odvoditelná
formule A.

- jedno použit́ı základńıho pravidla (BR) je odvozeńı

A
A

- z odvozeńı formule A źıskané z posloupnosti výskyt̊u předpoklad̊u Γ
(Γ `N− A) z odvozeńı formule B źıskané z posloupnosti předpoklad̊u Γ
(Γ `N− B) odvod́ıme použit́ım pravidla pro zavedeńı konjunkce formuli
A∧B z posloupnosti předpoklad̊u Γ (Γ `N− A∧B). Pravidlo zapsané
v kalkuluN−FL vypadá takto, vyznačené výskyty předpoklad̊u se škrtaj́ı:

Γ
...
A

[Γ v]

...
B ∧ I,v

A ∧ B
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- z odvozeńı formule A odvozené z posloupnosti předpoklad̊u Γ a použi-
t́ım pravidla pro zavedeńı disjunkce, źıskáme odvozeńı formule A∨B
z posloupnosti předpoklad̊u Γ (Disjunkt je odvozený z posloupnosti
předpoklad̊u Γ.)

Γ
...
A

A∨B

Γ
...
B

A∨B

- z odvozeńı formule A z posloupnosti předpoklad̊u Γ a z odvozeńı for-
mule B z posloupnosti předpoklad̊u ∆ źıskáme použit́ım pravidla pro
zavedeńı fúze odvozeńı formule A•B z posloupnost́ı předpoklad̊u Γ, ∆.

Γ
...
A

∆
...
B •I

A • B

- z odvozeńı formule B z posloupnosti předpoklad̊u Γ a předpokladu A
źıskáme použit́ım pravidla pro zavedeńı implikace doprava odvozeńı
formule A→B z posloupnosti předpoklad̊u Γ

[Av]

...
B

Γ

→I,v
A → B

- z odvozeńı formule B z posloupnosti předpoklad̊u Γ a předpokladu A
źıskáme použit́ım pravidla pro zavedeńı implikace doprava odvozeńı
formule A←B z posloupnosti předpoklad̊u Γ

Γ [Av]

...
B ←I,v

B ← A

- z odvozeńı formule A∧B z posloupnosti předpoklad̊u Γ źıskáme po
použit́ı pravidla pro eliminaci konjunkce odvozeńı formule A nebo od-
vozeńı formule B
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Γ
...

A∧B
(∧E)

A

Γ
...

A∧B
(∧E)

B

- z odvozeńı formule C z posloupnosti předpoklad̊u Γ, ∆ a předpokladu
A, z odvozeńı formule A∨B z posloupnosti předpoklad̊u Θ, a formule
C odvozené z posloupnosti předpoklad̊u ∆, Γ a A, źıskáme po použit́ı
pravidla pro eliminaci disjunkce odvozeńı formule C, vyznačené výskyty
předpoklad̊u se škrtaj́ı

Γ[A∆]v

...
C

Θ
...

A∨B

[ΓB]v ∆

...
C ∨E,v

C

- z odvozeńı formule A z posloupnosti předpoklad̊u Γ a z odvozeńı for-
mule A→B z posloupnosti předpoklad̊u ∆ źıskáme použit́ım pravidla
pro eliminaci implikace doprava formuli B

Γ
...
A

∆
...

A→B →E
B

- z odvozeńı formule A z posloupnosti předpoklad̊u Γ a z odvozeńı for-
mule A←B z posloupnosti předpoklad̊u ∆ źıskáme pravidlem pro eli-
minaci implikace doleva formuli B

Γ
...

B←A

∆
...
A ←E

B

- z odvozeńı formule C z posloupnosti předpoklad̊u Γ, A, B a ∆, z odvo-
zeńı formule A•B z posloupnosti předpoklad̊u Θ a z odvozeńı formule
C z posloupnosti předpoklad̊u ∆, A, B a Γ źıskáme po použit́ı pravidla
pro eliminaci fúze odvozeńı formule C, vyznačené výskyty předpoklad̊u
se škrtaj́ı
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Γ[AB∆]v

...
C

Θ
...

A•B

[ΓAB]v ∆

...
C •E,v

C

2.2.1 Pravdivostńı konstanty

V jazyce logiky FL jsou obsaženy pravdivostńı konstanty 1, 0, >, ⊥. Roz-
š́ı̌ŕıme p̊uvodńı Zimmeramnovu definici kalkulu přirozené dedukce (N−FL)
o pravidla pro tyto konstanty. Kalkul s pravidly pro konstanty a modifi-
kaćı základńıho pravidla a pravidla pro implikace nazveme NFL. Nejprve si
připomeneme, jak jsou konstanty zavedeny v sekvenotvém kalkulu.

Ze sekventu ⇒ 1 je zřejmě, že pravdivostńı konstantu 1 je třeba odvodit
z prázdné posloupnosti předpoklad̊u, což se v přirozené dedukci zaṕı̌se takto:

∅
1

Pro ilustraci ukažme užit́ı tohoto pravidla v d̊ukazu tautologie (1→A)→A
v kalkulu N−FL s t́ımto nově přidaným pravidlem

1→A

∅
...
1

A
(1→A)→A

Důkaz tautologie A → (1 → A) však bude komplikovaněǰśı, protože se
zprvu zdá, že se bez nějaké formy pravidla oslabeńı nebo bez odvozeńı z ale-
spoň dvou předpoklad̊u neobejdeme.

To motivuje následuj́ıćı modifikaci základńıho pravidla, d́ıky které bu-
deme později moci simulovat oslabeńı 1 v sekventovém kalkulu. Pro n≥0
definujeme 1n jako posloupnost n výskyt̊u 1. Nyńı definujme základńı pravi-
dlo v kalkulu NFL takto:

1n A
A

A 1n

A

Pro d̊ukaz tautologie A→(1→A) použijeme instanci základńıho pravidla
pro n=1:
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2.2 Kalkul přirozené dedukce logiky FL 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

1 A
A

A 1
A

A d̊ukaz tedy bude vypadat takto:

1 A
A

1→A
A→(1→A)

Je však také nutné pozměnit i pravidla pro zavedeńı obou implikaćı, jak
bude zřejmé z d̊ukazu ekvivalence obou kalkul̊u v kapitole 2.3. Při zaváděńı
implikace doprava je v pravidle kalkulu N−FL jasně určeno omezeńı výskytu
předpoklad̊u: nalevo od předpokladu, ze kterého potom konečně mnoha kroky
odvod́ıme formuli pro konsekvent implikace, bude prázdná posloupnost před-
poklad̊u. Vzhledem k výše zmı́něné modifikaci však povoĺıme v kalkulu NFL

namı́sto prázdné posloupnosti posloupnost n-mnoha 1. V př́ıpadě, že n=0,
označuje 1n prázdnou posloupnost. Nová pravidla zavedeńı obou implikaćı v
kalkulu NFL vypadaj́ı takto::

1n [Av]

...
B

Γ

→I,v
A → B

Γ [Av]

...
B

1n

←I,v
B ← A

Sekventový axiom pro pravdivostńı konstantu 0 vypadá takto: 0⇒. V při-
rozené dedukci 0 zavedeme pouze instanćı základńıho pravidla a nedefinujeme
pro ni zvláštńı zaváděćı pravidlo:

0
0

> - konstantu pravdivosti lze odvodit z posloupnosti jakýchkoli předpok-
lad̊u (Γ ⇒ >). V kalkulu NFL pravidlo pro zavedeńı definujeme takto:

Γ
...

>

Stejně jako 0 byla protipólem 1, pro > je protipól pravdivostńı konstanta
sporu: ⊥. Nejznáměǰśı skutečnost, která plat́ı i v logice FL o sporu je, že
ze sporu lze odvodit cokoli. Spor můžeme eliminovat, ale nelze ho zavést.
Eliminačńı pravidlo bude vypadat takto:
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...
⊥
A

Zavedeńı pravdivostńıch konstant v přirozené dedukci (poté, co byly již
definovány v sekventovém kalkulu) bylo posledńı část́ı př́ıpravy pro d̊ukaz
ekvivalence obou d̊ukazových systémů.

Definice 4. Odvozeńı formule v kalkulu NFL je stejné jako odvozeńı v kal-
kuluN−FL, až na to, že v něm použ́ıváme pravidlaNFL. Odvoditelnost formule
z předpoklad̊u v kalkulu NFL znač́ıme `N .
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2.3 Ekvivalence kalkulu přirozené dedukce a sekven-
tového kalkulu logiky FL

Ekvivalence d̊ukazových systémů znamená, že cokoli je dokazatelné v jednom,
je dokazatelné i v druhém. A naopak: co neńı v jednom z nich dokazatelné,
nemůže být dokazatelné ani v druhém. Tuto skutečnost vyjádř́ıme v našem
př́ıpadě následuj́ıćı větou:

Věta 4. Kalkul přirozené dedukce NFL je ekvivalentńı s Gentzenovským sek-
ventovým kalkulem GFL obsahuj́ıćım pravidlo řezu. Jinými slovy, formule A
je dokazatelná z posloupnosti předpoklad̊u Γ v přirozené dedukci právě tehdy,
když je sekvent Γ ⇒ A dokazatelný v Gentzenovském sekventovém kalkulu:

Γ `N A iff `G Γ ⇒ A

0 je dokazatelná z posloupnosti předpoklad̊u Γ v přirozené dedukci právě tehdy,
když je sekvent Γ ⇒ ∅ dokazatelný v Gentzenovském sekventovém kalkulu.

Γ `N 0 iff `G Γ ⇒ ∅

Věta 4 je tedy tvaru ekvivalence. Abychom ji mohli dokázat, muśıme
ukázat implikace obou směr̊u nezávisle na sobě. Budeme postupovat indukćı.

D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı podle hloubky př́ıslušných stromů d̊ukazu.
Strom hloubky 0:
Nulový počet větv́ı stromu odpov́ıdá v sekventovém kalkulu axiomům,

to je sekvent̊um tvaru A ⇒ A a v přirozené dedukci základńımu pravidlu.
V následuj́ıćım zápisu je zřejmé, že se daj́ı vzájemně simulovat, oběma směry:

A ⇒ A ! A
A

Daľśı strom o nulovém počtu větv́ı je axiom, že ze sporu plyne cokoli, jehož
sekvent i zápis pravidlem přirozené dedukce opět umı́me vzájemně simulovat:

⊥ ⇒ A ! ⊥
A

Ukažme, že i instanci základńıho pravidla s posloupnost́ı 1n v přirozené
dedukci umı́me simulovat v sekventovém tvaru:

Odvozeńı vyjadřuj́ıćı A,1n ` A (resp. 1n, A ` A) přeṕı̌seme do axio-
matického sekventu A⇒A a poté použijime oslabeńı 1 v počtu odpov́ıdaj́ıćım
velikosti n, č́ımž dostaneme sekvent A,1n ⇒ A (resp. sekvent 1n, A ⇒ A).
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A 1n

A
! A,1n ⇒ A

1n A
A

! 1n, A ⇒ A

Posledńı ukázkou simulace stromů hloubky 0 v obou d̊ukazových systé-
mech bude zavedeńı pravdivostńıch konstant. V př́ıpadě konstanty 0 se jedná
o instanci základńıho pravidla v přirozené dedukci:

⇒ 1 ! ∅
1

0 ⇒ 0 ! 0
0

Podle principu d̊ukazu indukćı můžeme předpokládat, že věta plat́ı pro
strom hloubky n.

Indukčńı krok bude spoč́ıvat v rozboru př́ıpad̊u d̊ukaz̊u podle posledńıho
použitého pravidla ve stromě. Začneme implikaćı doprava, tedy simulaćı od-
vozeńı v kalkulu NFL d̊ukazy kalkulu GFL.

=⇒

Pravidl̊um zavedeńı kalkulu NFL odpov́ıdaj́ı pravá pravidla kalkulu GFL.
Eliminačńım pravidl̊um odpov́ıdaj́ı levá pravidla. Rozlǐsme př́ıpady podle
posledńıho kroku odvozeńı Γ `N A:

Necht’ je posledńı krok odvozeńı zavedeńı konjunkce:

Γ
...
A

[Γv]

...
B ∧I,v

A ∧ B

Podle indukčńıho předpokladu umı́me odvozeńı Γ `N A a Γ `N B v kalkulu
NFL simulovat d̊ukazy sekvent̊u Γ ⇒ A a Γ ⇒ B v kalkulu GFL. Čili pro
simulaci posledńıho kroku odvozeńı konjunkce použijeme následuj́ıćı pravidlo
v sekventovém tvaru:

Γ ⇒ A Γ ⇒ B ⇒ ∧
Γ ⇒ A∧B
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U daľśıch pravidel zavedeńı spojek budeme postupovat analogicky. Uká-
žeme posledńı krok d̊ukazu v kalkulu NFL a zp̊usob simulace kalkulu GFL.

Necht’ je posledńım krokem v odvozeńı kalkulu NFL zavedeńı disjunkce:

Γ
...
A

A∨B
Z indukčńıho předpokladu umı́me simulovat odvozeńı Γ `N A v kal-

kulu NFL d̊ukazem sekventu Γ⇒ A. K simulaci posledńıho kroku použijeme
následuj́ıćı pravidlo kalkulu GFL:

Γ ⇒ A ⇒ ∨
Γ ⇒ A∨B

Necht’ je posledńım krokem v odvozeńı zavedeńı implikace doprava v kal-
kulu NFL (simulace pravidla zavedeńı implikace doleva bude prob́ıhat analo-
gicky):

1n [Av]

...
B

Γ

→I,v
A → B

Z indukčńıho předpokladu simulujeme odvozeńı 1n, A, Γ `N B v přirozené
dedukci d̊ukazem sekventu 1n, A, Γ ⇒ B. Použijeme n-krát pravidlo řezu
se sekventem ⇒ 1, což je axiom, a dostaneme d̊ukaz sekventu A, Γ ⇒ B.
Použit́ım pravidla implikace doprava na pravé straně źıskáme d̊ukaz sek-
ventu Γ ⇒ A→B. Pak už stač́ı použ́ıt n-krát oslabeńı 1, č́ımž vznikne d̊ukaz
sekventu 1n, Γ ⇒ A→B.

Jako posledńı překlad zaváděćıho pravidla ukážeme pravidlo pro zave-
deńı fúze. V kalkulu NFL můžeme zavést fúzi jen tehdy, jsou-li obě formule
odvozené z ne nutně stejných posloupnost́ı předpoklad̊u.

Necht’ je tedy toto zavedeńı posledńım krokem v odvozeńı v kalkulu NFL:

Γ
...
A

∆
...
B •I

A • B
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Z indukčńıho předpokladu umı́me simulovat odvozeńı d̊ukazy sekvent̊u
kalkulu GFL. Použit́ım pravidla ⇒ • źıskáme následuj́ıćı pravidlo:

Γ ⇒ A ∆ ⇒ B ⇒ •
Γ, ∆ ⇒ A • B

Eliminačńım pravidl̊um v přirozené dedukci odpov́ıdaj́ı levá pravidla sek-
ventového kalkulu. Pro jejich převedeńı nám velmi pomůže pravidlo řezu,
které jsme v kalkulu GFL povolili.

Necht’ je posledńım krokem v odvozeńı kalkulu NFL eliminace konjunkce:

Γ
...

A∧B
(∧E)

A

Z indukčńıho předpokladu umı́me simulovat odvozeńı formule A∧B z pos-
loupnosti předpoklad̊u Γ d̊ukazem sekventu Γ⇒ A∧B. Můžeme tedy posledńı
krok d̊ukazu simulovat s využit́ım řezu levým pravidlem sekventového kal-
kulu:

Γ ⇒ A∧B
A⇒A ∧ ⇒

A∧B ⇒ A
cut

Γ ⇒ A

Necht’ je posledńım krokem odvozeńı v kalkulu NFL eliminace disjunkce:

Γ[A∆]v

...
C

Θ
...

A∨B

[ΓB]v ∆

...
C ∨E,v

C

Z indukčńıho předpokladu umı́me simulovat odvozeńı formule C z pos-
loupnost́ı předpoklad̊u Γ, A, ∆ d̊ukazem sekventu Γ,A,∆ ⇒ C, odvozeńı
formule A∨B z posloupnosti předpoklad̊u Θ d̊ukazem sekventu Θ ⇒ A∨B a
odvozeńı formule C z posloupnost́ı předpoklad̊u Γ, B, ∆ d̊ukazem sekventu
Γ,B,∆ ⇒ C.

Simulaci eliminace disjunkce provedeme ve dvou kroćıch. Nejprve použi-
jeme na sekventy Γ,A,∆ ⇒ C a Γ,B,∆ ⇒ C levé pravidlo disjunkce, č́ımž
źıskáme sekvent Γ,A∨B,∆ ⇒ C.

Poté využijeme pravidlo řezu na nově źıskaný sekvent Γ,A∨B,∆ ⇒ C
a na sekvent Θ ⇒ A∨B, abychom simulovali odvozeńı C z posloupnost́ı
předpoklad̊u Γ, Θ, ∆.

Celý zápis stromového d̊ukazu simuluj́ıćı eliminaci disjunkce v kalkulu
NFL bude v kalkulu GFL vypadat takto:

22



2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Θ ⇒ A∨B
Γ,A,∆ ⇒ C Γ,B,∆ ⇒ C

∨ ⇒
Γ,A∨B,∆ ⇒ C

cut
Γ,Θ,∆ ⇒ C

Necht’ je posledńım krokem kalkulu NFL eliminace implikace doprava:

Γ
...
A

∆
...

A→B →E
B

Z indukčńıho předpokladu umı́me simulovat odvozeńı formule A z po-
sloupnosti předpoklad̊u Γ d̊ukazem sekventu Γ ⇒ A a odvozeńı formule
A→B z posloupnosti předpoklad̊u ∆ d̊ukazem sekventu ∆⇒ A→B. Na sek-
vent Γ ⇒ A a na axiom B⇒B použijeme levé pravidlo pro implikaci, č́ımž
źıskáme sekvent Γ,A→B ⇒ B.

Pomoćı pravidla řezu z nově źıskaného sekventu a ze sekventu ∆⇒ A→B,
který máme rovněž k dispozici źıskáme sekvent Γ,∆ ⇒ B, který odpov́ıdá
odvozeńı formule v pravidle eliminace implikace v přirozené dedukci:

∆ ⇒ A→B
Γ ⇒ A B⇒B → ⇒
Γ,A→B ⇒ B

cut
Γ,∆ ⇒ B

V př́ıpadě, že je posledńım krokem eliminace implikace doleva, postupu-
jeme podobně. Pravidlo v kalkulu NFL:

Γ
...

B←A

∆
...
A ←E

B

simulujeme opět aplikaćı levého pravidla pro implikaci doleva a pravidla
řezu:

Γ ⇒ B←A
∆ ⇒ A B⇒B ← ⇒
B←A, ∆ ⇒ B

cut
Γ,∆ ⇒ B

Necht’ je posledńım krokem odvozeńı v kalkulu NFL eliminace fúze:

Γ[AB∆]v

...
C

Θ
...

A•B

[ΓAB]v ∆

...
C •E,v

C
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2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Předpokládáme, že odvozeńı formule C z posloupnost́ı předpoklad̊u Γ,
A, B, ∆ lze simulovat d̊ukazem sekventu Γ,A,B,∆ ⇒ C a odvozeńı formule
A•B z posloupnost́ı předpoklad̊u Θ d̊ukazem sekventu Θ⇒ A•B. Po použit́ı
pravidla pro zavedeńı fúze vlevo a pravidla řezu źıskáme sekvent Γ,Θ,∆⇒ C,
který odpov́ıdá odvozeńı C z posloupnost́ı předpoklad̊u Γ, Θ, ∆ v přirozené
dedukci. Posledńı krok simulujeme v sekventovém kalkulu takto:

Θ ⇒ A•B
Γ,A,B,∆ ⇒ C

• ⇒
Γ,A•B,∆ ⇒ C

cut
Γ,Θ,∆ ⇒ C

Vid́ıme tedy, že každé pravidlo pro binárńı spojky přirozené dedukce
umı́me přepsat do sekventového tvaru, č́ımž je dokázána jedna strana ekvi-
valence.

⇐=

Pro dokončeńı d̊ukazu ekvivalence obou systému je nutné dokázat i opač-
ný směr, tedy že každé pravidlo Gentzenovského kalkulu umı́me simulo-
vat pravidlem přirozené dedukce. Opět postupujeme indukćı podle hloubky
d̊ukazu v GFL, rozlǐśıme př́ıpady podle posledńıho kroku d̊ukazu.

Necht’ je posledńı krok d̊ukazu v kalkulu GFL zavedeńı konjunkce vlevo:

Γ, A, Σ ⇒ C
∧ ⇒

Γ, A ∧ B, Σ ⇒ C

Důkaz sekventu Γ, A, Σ⇒ C umı́me dle indukčńıho předpokladu přepsat
na odvozeńı D1:

Γ A Σ
...D1

C

Důkaz sekventu Γ, A ∧ B, Σ ⇒ C umı́me pak přepsat na toto odvozeńı:

Γ
A∧B ∧ E
A Σ
...D1

C

Analogicky bychom simulovali i pravidlo pro druhý konjunkt.

Necht’ je posledńım krokem v d̊ukazu kalkulu GFL pravé pravidlo pro
konjunkci:
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2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Γ ⇒ A Γ ⇒ B
Γ ⇒ A∧B

Z indukčńıho předpokladu umı́me přepsat d̊ukaz sekventu Γ⇒A kalkulu
GFL na odvozeńı D1 kalkulu NFL a d̊ukaz sekventu Γ ⇒ B na odvozeńı D2.

Γ
...D1

A

Γ
...D2

B

Po zavedeńı konjunkce škrtneme jednu posloupnost předpoklad̊u Γ a
źıskáme tedy odvozeńı formule A∧B z posloupnosti předpoklad̊u Γ:

Γ
...D1

A

[Γ v]

...D2

B ∧ I,v
A ∧ B

Necht’ je posledńı krok v d̊ukazu kalkulu GFL levé pravidlo pro disjunkci:

Γ,A,Σ ⇒ C Γ,B,Σ ⇒ C
Γ,A∨B, Σ ⇒ C

Podle indukčńıho předpokladu umı́me přepsat sekvent Γ,A,Σ ⇒ C na
odvozeńı D1 a sekvent Γ,B,Σ ⇒ C na odvozeńı D2 v kalkulu NFL:

Γ A Σ
...D1

C

Γ B Σ
...D2

C

Důkaz sekventu Γ,A∨B, Σ ⇒ C tedy přeṕı̌seme na toto odvozeńı:

Γ[AΣ]v

...D1

C A∨B

[ΓB]v Σ

...D2

C ∨E,v
C

Necht’ je posledńım krokem d̊ukazu kalkulu GFL disjunkce vpravo (který
ukážeme pro jeden disjunkt, pro druhý bude pravidlo i simulace fungovat
analogicky):

25



2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Γ ⇒ A
Γ ⇒ A∨B

Podle indukčńıho předpokladu přeṕı̌seme sekvent Γ⇒ A na odvozeńı D1

a použijeme pravidlo pro zavedeńı disjunkce v přirozené dedukci:

Γ
...D1

A
A∨B

Necht’ je posledńı krok d̊ukazu v Gentzenovském kalkulu zavedeńı impli-
kace doprava na levé straně:

Γ ⇒ A Π, B, Σ ⇒ C
Π, Γ, A → B, Σ ⇒ C

Podle indukčńıho předpokladu umı́me d̊ukaz sekventu Γ ⇒ A přepsat na
odvozeńı D1 v přirozené dedukci a d̊ukaz sekventu Π, B, Σ⇒ C na odvozeńı
D2.

Γ
...D1

A

Π B Σ
...D2

C

Důkaz sekventu Π, Γ, A→ B, Σ⇒ C pak umı́me převést na toto odvozeńı
v přirozené dedukci:

Π

Γ
...D1

A A → B
B Σ
...D2

C

Necht’ je posledńım krokem v d̊ukazu kalkulu GFL levé pravidlo implikace
doleva:

Γ ⇒ A Π, B, Σ ⇒ C
← ⇒

Π, B ← A, Γ, Σ ⇒ C

Podle indukčńıho předpokladu umı́me d̊ukaz sekventu Γ⇒ A přepsat na
odvozeńı D1 v kalkulu NFL a d̊ukaz sekventu Π, B, Σ ⇒ C na odvozeńı D2.
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2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Γ
...D1

A

Π B Σ
...D2

C

Důkaz sekventu Π, Γ, A→ B, Σ⇒ C pak umı́me převést na toto odvozeńı
v kalkulu NFL:

Π
B←A

Γ
...D1

A
B Σ
...D2

C

Chceme-li simulovat posledńı krok kalkulu GFL pro pravé pravidlo impli-
kace doprava, které vypadá takto:

A, Γ ⇒ B
Γ ⇒ A → B

potřebujeme z indukčńıho předpokladu přepsat sekvent A, Γ ⇒ B na
odvozeńı formule B z posloupnosti předpoklad̊u A, Γ, a aplikovat pravidlo
v kalkulu NFL pro zavedeńı implikace, v tomto př́ıpadě pro n=0:

Av Γ
...
B →I,v

A → B

Pravé pravidlo implikace doleva, které vypadá takto:

Γ, A ⇒ B
Γ ⇒ B ← A

simulujeme přepsáńım d̊ukazu sekventu Γ,A⇒ B (z indukčńıho předpok-
ladu) na odvozeńı formule B z posloupnosti předpoklad̊u Γ,A; a aplikujeme
pravidlo kalkulu NFL pro zavedeńı implikace pro n=0:

Γ
...
B

Av

←I,v
B ← A
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2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Necht’ je posledńım krokem v kalkulu GFL levé pravidlo pro fúzi:

Γ, A, B, Σ ⇒ C
• ⇒

Γ, A • B, Σ ⇒ C

Z indukčńıho předpokladu umı́me d̊ukaz sekventu Γ, A, B, Σ⇒ C přepsat
na odvozeńı D1:

Γ A B Σ
...D1

C

Poté už lze přepsat d̊ukaz sekventu Γ, A • B, Σ ⇒ C na toto odvozeńı
v kalkulu přirozené dedukce:

Γ[ABΣ]v

...D1

C A•B

[ΓAB]v Σ

...D1

C •E,v
C

V př́ıpadě, že posledńım krokem v d̊ukazu kalkulu GFL je pravé pravidlo
pro spojku fúze, které vypadá takto:

Γ ⇒ A Σ ⇒ B ⇒ •
Γ, Σ ⇒ A • B

přeṕı̌seme z indukčńıho předpokladu d̊ukaz sekventu Γ ⇒ A a d̊ukaz
sekventu Σ ⇒ B na př́ıslušná odvozeńı v kalkulu NFL a aplikujeme pravi-
dlo pro zavedeńı fúze, č́ımž źıskáme odvozeńı formule A•B z posloupnost́ı
předpoklad̊u Γ, ∆, což odpov́ıdá simulovanému d̊ukazu sekventu:

Γ
...
A

Σ
...
B •I

A • B
Důležité a specifické pravidlo sekventového kalkulu, které je také nutné

simulovat v přirozené dedukci je pravidlo řezu. Necht’ je pravidlo řezu po-
sledńım krokem v d̊ukazu Gentzenovského kalkulu:

Γ ⇒ A Σ, A, Π ⇒ C
Σ, Γ, Π ⇒ C
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2.3 Ekvivalence d̊ukazových systém̊u 2. Lambek̊uv kalkul a logika FL

Z indukčńıch předpoklad̊u přeṕı̌seme sekventy pravidel kalkulu NFL na
odvozeńı v přirozené dedukci. Celá simulace tohoto pravidla tedy bude vy-
padat takto:

[Σ]

[Γ]

...D1

A [Π]
...D2

C

Necht’ je posledńım krokem v d̊ukazu kalkulu GFL pravidlo pro oslabeńı
1 vlevo:

Z indukčńıho předpokladu existuje odvozeńı

Γ
...
A

Připsáńım 1 zleva

1 Γ
...
A

źıskáme opět korektńı odvozeńı v kalkulu NFL: probráńım jednotlivých
krok̊u snadno nahlédneme, že jsou opět koreknt́ımi instancemi pravidel kal-
kulu NFL. V tomto kroku uplatńıme modifikaci základńıho pravidla a pravi-
del zavedeńı obou implikaćı: přidáńım výskytu konstanty 1 vlevo opět vznikne
korektńı instance téhož pravidla.

Ekvivalence sekventového systému a přirozené dedukce je dokázána.
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3. Substrukturálńı logiky

3 Substrukturálńı logiky

Výše uvedená logika FL nemá žádná strukturálńı pravidla, tud́ıž je považo-
vána za nejslabš́ı ze substrukturálńıch logik. Můžeme ji však rozš́ı̌rit na
daľśı substrukturálńı logiky přidáńım nějaké množiny strukturálńıch pravi-
del. Strukturálńı pravidla představ́ıme v sekventovém tvaru.

3.1 Strukturálńı pravidla

Bez strukturálńıch pravidel nelze dokázat některé platné principy intuicio-
nistické logiky. Na př́ıklad distributivita spojek konjunkce ∧ a disjunkce ∨
neplat́ı v logice FL, ale v logikách se strukturálńımi pravidly ano. Naopak
distributivita spojek fúze a disjunkce v logice FL plat́ı. Strukturálńı pravidla
se týkaj́ı výskytu, pořad́ı nebo počtu předpoklad̊u, a jako všechna pravidla
sekventového kalkulu, maj́ı i strukturálńı pravidla dvě varianty - levou a
pravou - podle pozice, v jaké se předpoklady, na které se pravidlo aplikuje,
nacháźı v̊uči sekventové šipce.

V našem př́ıpadě však zpravidla smı́me (s výjimkou pravidla oslabeńı)
použ́ıt pouze levá pravidla, protože jsme vázańı omezeńım výskytu ma-
ximálně jedné formule vpravo od sekventové šipky. Přesto představ́ıme i pra-
vou variantu každého strukturálńıho pravidla, která se vyskytuje v klasické
logice.

Exchange rule - pravidlo záměny (e⇒, ⇒e) na př́ıklad umožńı doká-
zat ekvivalenci obou implikaćı.

Γ, A, B, Σ ⇒ ∆
Γ, B, A, Σ ⇒ ∆

Γ ⇒ Λ, A, B, Θ
Γ ⇒ Λ, B, A, Θ

Weakening rule - pravidlo oslabeńı (w⇒, ⇒w) dovoluje přidat před-
poklad k posloupnostem předpoklad̊u, ze kterých odvozujeme (oslabit j́ım):

Γ, Σ ⇒ ∆
Γ, A, Σ ⇒ ∆

Γ ⇒ Λ, Θ
Γ ⇒ Λ, A, Θ

Contraction rule - pravidlo kontrakce (c⇒, ⇒c) vypadá následovně:

Γ, A, A, Σ ⇒ ∆
Γ, A, Σ ⇒ ∆

Γ ⇒ Λ, A, A, Θ
Γ ⇒ Λ, A, Θ
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3.2 Rozš́ı̌reńı FL 3. Substrukturálńı logiky

Pro ilustraci strukturálńıch pravidel ukažme, jak poslouž́ı pravidlo osla-
beńı pro d̊ukaz ekvivalence pravdivostńıch konstant v logice FLw, která by
v logice FL neplatila:

1 ⇔ > (jinými slovy ` 1⇒ > iff ` > ⇒1)

D̊ukaz. Na pravou stranu: 〈 1 ⇒ > 〉 je axiom.
Na levou stranu: 〈 > ⇒ 1 〉 plat́ı, protože použijeme pravidlo oslabeńı,

které aplikujeme na >:

⇒ 1 w
> ⇒ 1

0 ⇔ ⊥

D̊ukaz. Na pravou stranu: 〈 0 ⇒ ⊥ 〉 plat́ı, protože ⊥ lze oslabit vpravo:

0 ⇒ w
0 ⇒ ⊥

Na levou stranu: 〈 ⊥ ⇒ 0 〉 je axiom.

Pro shrnut́ı d̊usledku užit́ı strukturálńıch pravidel uved’me, že v sekven-
tovém kalkulu, který obsahuje všechna strukturálńı pravidla, skutečnost, že
sekvent A1, . . . , Am ⇒ B je dokazatelný, znamená, že formule B může být
odvozena z předpoklad̊u A1, . . . , Am v jakémkoli pořad́ı a s jakýmkoli počtem
výskyt̊u (včetně žádného výskytu).[5]

Proto substrukturálńı logiky, které nemaj́ı žádné strukturálńı pravidlo,
jako na př́ıklad FL, jsou někdy přezd́ıvány ”citlivé na výskyty”, protože
rozlǐsuj́ı počty výskyt̊u byt’ stejných předpoklad̊u a zálež́ı na pořad́ı výsykt̊u
těchto předpoklad̊u.

3.2 Rozš́ı̌reńı FL

Kalkul FL můžeme rozš́ı̌rit přidáńım jednoho nebo v́ıce strukturálńıch pra-
videl, jejichž pojemnováńı označ́ıme v indexu. Na př́ıklad FL s pravidlem
záměny (exchange) znač́ıme FLe. Tento systém je ekvivalentńı intuicionis-
tické lineárńı logice.

FL s pravidly záměny (e) a oslabeńı (w) se jmenuje FLew, někdy bývá
označován jako monoidńı logika. Důležitá rozš́ı̌reńı FLew jsou např. Hájkova
fuzzy logika a Lukasiewiczova v́ıcehodnotová logika.

Je zřejmé, že FL s jediným přidaným strukturálńım pravidlem oslabeńı
se znač́ı FLw a s pravidlem kontrakce FLc.
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3.3 Daľśı rozš́ı̌reńı strukturálńımi pravidly 3. Substrukturálńı logiky

Přesto, že jsme právě uvedli několik systémů sekventových kalkul̊u, které
se lǐśı počtem a druhem strukturálńıch pravidel, všechny vycháźı ze stejného
základu a lze je vzájemně určitým zp̊usobem nahradit a zastoupit, podle
vlastnost́ı pravidel, kterými disponuj́ı a podle poměru strukturálńıch pravidel
a pravidel pro spojky. Mezi posledńımi dvěma uvedenými systémy dokonce
plat́ı vztah, který vyjádř́ıme následuj́ıćım tvrzeńım:

Lemma 2. Pro libovolné formule A a B je sekvent A • B ⇒ A ∧ B dokaza-
telný ve FLw a také sekvent A ∧ B ⇒ A • B je dokazatelný ve FLc.

Lemma 2 vlastně ř́ıká, že v systému FLcw jsou formule A ∧ B a A • B
ekvivalentńı. (Proto také v silněǰśıch logikách, kde máme strukturálńı pravi-
dla, vystač́ıme jen se spojkou ∧.) Z toho, že A • B ⇒ B ∧ A je dokazatelné,
je také A • B ⇒ B • A dokazatelné, z čehož plyne, že v systému FLcw

nepotřebujeme pravidlo záměny, nebot’ ho umı́me odvodit. FLcw je vlastně
sekventový systém intuicionistické logiky.

3.3 Daľśı rozš́ı̌reńı strukturálńımi pravidly

Stejným zp̊usobem lze uvažovat některé sekventové systémy vzniklé z kalkulu
klasické logiky odebráńım strukturálńıch pravidel. GK je Gentzen̊uv systém
klasické logiky, kde se v závěru sekventu může vyskytnout jakýkoli počet
formuĺı [5] (na rozd́ıl od LJ, pro intuicionistickou logiku, kde se v této pozici
může vyskytnou nejvýše jedna formule).

Pokud, na př́ıklad, systém postrádá pravidlo záměny, existuje stále mnoho
možnost́ı, jak zavést fúzi nebo implikaci, ale nemáme žádná rozumná kritéria
pro výběr jen jedné ze spojek. Proto bude výhodněǰśı pracovat se systémem,
který disponuje levým i pravým pravidlem záměny a vznikl z GK odebráńım
pravidel oslabeńı a kontrakce, označme ho CFLe, kde ”C”na začátku zna-
mená ”classical”. Takový systém je ekvivalentńı s additivńı lineárńı logikou.

Přidáńım levého i pravého pravidla oslabeńı by vznikl systém CFLew,
přidáńım pravidla kontrakce systém CFLec.

Přidáme-li k intuicionistické logice zákon dvojité negace, dostaneme sys-
tém ekvivalentńı klasické variantě, jak ř́ıká následuj́ıćı lemma:

Lemma 3. [5] Systém CFLe je ekvivalentńı systému FLe s iniciálńım sek-
ventem tvaru ¬¬ A ⇒ A. Tedy pro každou formuli B plat́ı, že je dokazatelná
v systému CFLe právě tehdy, když je dokazatelná v FLe užit́ım sekventu
tvaru ¬¬ A ⇒ A.

Tento vztah plat́ı mezi CFLew a FLew, CFLec a FLec, a mezi LK a LJ .
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4. Závěr

4 Závěr

V této práci jsme dokázali ekvivalenci d̊ukazových systémů přirozené dedukce
a sekventového kalkulu logiky FL. Vycházeli jsme z citovaných článk̊u, ale
nově jsme zavedli pravdivostńı konstanty v kalkulu přirozené dedukce. To si
vynutilo modifikaci několika již známých pravidel.

Tato oblast skýtá mnoho námět̊u pro daľśı práci, na př́ıklad by bylo
vhodné dokázat normalizovatelnost kalkulu NFL nebo podobně pojednat o
logice FLew a daľśıch substrukturálńıch logikách.
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