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Abstrakt: V tejto praci sa zaoberame modelovanim miery storna v zivotnom
poisteni. K tomu predkladdame teoreticky zéklad linedrnych regresniyjch modelov
a ich rozsirenia, zovsSeobecnenych linedrnych modelov. V teoretickej casti taktiez
popisujeme vyber modelu a sposob jeho testovania. V druhej casti prace po-
pisujeme zavislost miery storna na individudlnych a makroekonomickych para-
metroch, tak ako boli skimané vo svete. V poslednej casti aplikujeme teoretické
znalosti zovSeobecnenych linedarnych modelov. Data analyzujeme v Statistickom
programe R a vysvetlujeme proces hladania modelu, ktory ich najlepsie popisuje.
Interpretujeme vystupy z R a odhady ziskané z vysledného modelu porovnavame

s pomerovou analyzou dat.
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Uvod

Diplomové préca sa zaobera modelovanim storna v zivotnom poisteni. Po-
istovne uzatvaraji poistné zmluvy viésinou na dlhsiu dobu a poéitaji s prijmom
zjednaného poistného. Poistnik véak m4 moznost poistnt zmluvu stornovat a po-
istitel, najcastejsie poistoviia, tak strati predpokladany prijem poistného v bu-
dtcnosti. Miera storna je pre poistoviiu dolezité z hladiska likvidity a ziskovosti.
Ovplyvituje hodnotu portfélia celej poistovne. Masivne predéasné ukoncenie po-
istiek predstavuje pre poistitela hrozbu. T4 je potom vystavend riziku drokovej
sadzby. Nazory na storno v Ceskej republike st vSak rozne, od snahy zachytit
storno pomocou Standardnych Statistickych modelov az po nazor, Ze storno nie je
strukturalizované riziko. Zakladom predlozenej diplomovej prace je preskimanie
a zmapovanie sucasnej situacie v oblasti stornovania zivotnych poistnych zmlav
vo svete, kde sa stornd modeluju, a prenesenie poznatkov do Ceskej republiky,

kde toto riziko nie je velmi sledované a sktimané.

V prvej casti prace je popisany teoreticky zéklad zovseobecnenych linedrnych
modelov (generalized linear model), ktoré sa pouzivaju pri modelovani storien
v zivotnom poisteni vo svete. Vyhoda tychto modelov je v tom, Ze bert do tivahy
nielen jednotlivé parametre, ale aj ich korelacie a interakcie. Zovseobecnené li-
nearne modely su popisané s vacsim dorazom na binomické a Poissonovo rozdele-

nie, ktoré sa pouzivaju pri aplikacii tychto modelov v oblasti zivotného poistenia.

Miera storna z&visi na roznych ukazovateloch, ¢i uz individudlnych alebo ma-
kroekonomickych. Druhd ¢ast préace je z praktického hladiska jedna z najdolezi-
tejsich a je zamerand na reSers vedeckych clankov od autorov, ktori tieto modely
pouzivaju na modelovanie storien v zivotnom poisteni vo svete. V tejto casti prace
porovnavame zavislost miery storna na individudlnych parametrov (vek poistnika
pri uzatvarani poistnej zmluvy, pohlavie, rodinny stav poisteného, povolanie po-
isteného, trvanie poistnej zmluvy, vyska poistného, frekvencia platenia poistného,
typ poistnej zmluvy) a makroekonomickych parametrov (miera nezamestnanosti,
miera inflacie, miera hospodarskeho rastu, sezénny efekt, financnd kriza). Taktiez

hladdme priciny z4vislosti miery storna na vybranych parametroch.



Cielom préace je aj aplikdcia ziskanych teoretickych znalosti a hladanie mo-
delu, ktory najlepsie vysvetluje ddta. Zovseobecnené linedrne modely s apliko-
vané na data v tretej casti prace. V poslednej kapitole porovnavame, ako sa meni
pravdepodobnost storna v zavislosti na individudlnych parametroch (vstupny
vek, pohlavie, rodinny stav poisteného, deti, mesaény prijem poistnika, typ po-
istnej zmluvy, poistnd ¢iastka, distribtcia, rok zjednania poistnej zmluvy a velkost
sidla, v ktorom poistenec byva). V Ceskej republike je pre poistoviiu najvicsim
rizikom stornovanie poistnej zmluvy v prvych dvoch rokoch poistenial. Z toho
dovodu modelujeme stornovanie poistnej zmluvy v prvych dvoch rokoch trvania

poistenia. Model je naprogramovany v Statistickom programe R.

IPokial klient stornuje poistni zmluvu v prvych dvoch rokoch od uzavretia poistnej zmluvy,
poistoviia klientovi nevyplati ziadnu &iastku, pretoZe este nie st splatené poplatky spojené
s uzavrenim zmluvy. Po dvoch rokoch zaplateného poistného sa poistenému pri vypovedi poist-
nej zmluvy vypldca tzv. odkupné.



Kapitola 1
Storno v zivotnom poisteni

V Zivotnom poisteni pod stornom (lapse) rozumieme ukonéenie poistnej zmlu-
vy, kedy krytie poistnej zmluvy zanikd. Storno poistnej zmluvy nastdva v pripade,
7e poistnik zanedbd povinnost platit poistné alebo poda vypoved poistnej zmluvy.
Pre poistitela je dolezité vediet, aké je pravdepodobnost takého ukonéenia pla-
tenia poistného, pretoze kazdy poistitel pocita s prijmom poistného pocas celej

dIZky trvania poistnej zmluvy.

1.1 Dovody stornovania poistnej zmluvy

Hlavné hypotézy vysvetlujice raciondlne poistnikove rozhodnutie predéasne

ukonéit poistnt zmluvu st napriklad tieto:

e Poistenci pouzivaji hotovost odkupného ako fond na mimoriadne udalosti,
ked celia finanénej katastrofe alebo v obdob{ straty zamestnania a nutnej

potreby hotovosti.

e Poistenci pouzivaju poistenie len ako formu sporenia, ktori stornuju poistni

zmluvu v pripade ziskania lepsich podmienok sporenia.

e Poistenci kontroluju trh u konkurencie. Ziskanie vySSej poistnej cCiastky
za rovnakd vysku poistného, alebo naopak nizsieho poistného pri rovna-
kej poistnej Giastke u iného poistitela ¢asto vedie k stornovaniu poistnej

zmluvy.

Je tazké modelovat racionélne spravanie poistnika a jeho rozhodnutie ukonéit
poistni zmluvu. Niektori poistnici su racionalnejsi a pri prilezitosti ziskania vy-
hodnejsej poistnej zmluvy za lepSie podmienky tito moznost vyuziju. Avsak
nie kazdy poistenec sa sprava tplne raciondlne. Mozeme vSak modelovat vplyv
makroekonomickych ukazovatelov, ako je napriklad miera nezamestnanosti ¢i

urokova miera, na stornovanie poistnej zmluvy.



Kapitola 2
Teoreticky zaklad modelov

V tejto kapitole najskor teoreticky vysvetlime linedrne modely (Linear Models)
a nasledne ich rozsirenie na zovseobecnené linedrne modely (Generalized Linear
Models).

Nez sa pustime do tedrie, dohodneme sa na terminolégii hlavnych premennych.
Merant velicinu y nazyvame vysvetlovand premennd, zdvisld premennd, regre-
sand. Veli¢iny z1, ..., z; nazyvame vysvetlujice premenné, nezdvislé premenné,

regresory a prediktory.

2.1 Linearny regresny model

Linedrne regresné modely vyjadruji vztahy medzi meranou veli¢inou

T
y = (yla"'ayn)
prostrednictvom linearnej funkcie.

YA . . oo . ’ ~ . 7 7z
a vysvetlujicimi velicinami X, ktoré sa povazuju za pevné,

Definicia 2.1.1. Linearny regresny model sa v maticovom zapise definuje pred-
pisom
y=E{l)+s E@)=pn=Xp (2.1)

Vektor 8 = (B1,...,5)T € R¥ v (2.1) je vektor nezndmych parametrov mo-
delu, inak nazyvanych aj regresné parametre, ktory budeme odhadovat z d4t.
Tento vektor vyjadruje vplyv vysvetlujticich premennych na modelovani veli¢inu.

Parameter 3; sa niekedy nazyva intercept.

Vektor € = (e1,...,&,)7 je vektor nezavislych, vzdjomne nekorelovanych n4-
hodnych veli¢in s normdlnym rozdelenim: ¢ ~ N (0, 021,). Tento vektor sa nie-
kedy nazyva aj vektor nezndmych chiyjb (errors) alebo aj disturbancia. Kazda
zlozka vektoru chyb e reprezentuje rozdiel medzi hodnotami, ktoré sme vysvetlili

pomocou systematickej zlozky p;, a hodnotami, ktoré sme pozorovali y;.



X je konstrukéna matica s n riadkami a & stfpcami, ktorej riadky zodpoveda-
ji hodnotdm jednotlivych merani a stipce vysvetlujiicim premennym pri tychto

meraniach. Pokial chceme, aby model bol jednoznaéne definovany, tak matica

1 r11 ... X1k
X=11
1 1 ... ZTpk

musi byt reguldrna, teda musi mat linedrne nezdvislé stlpce.

Poznamka 2.1.2. Prediktory X by mali byt nezdvislé. Pokial si zdvislé, tak
jeden parameter mozeme vyjadrit ako linedrnu kombindciu tijch ostatnyjch. Thito

vlastnost nazijvame multikolinearita.

Linearny regresny model vnima pozorovania y; ako realizaciu ndhodnej pre-
mennej y, ktord ma n zloziek, ktoré st nezavislé, rovnako rozdelené, a kazda

realizdcia y; je kombindciou systematickej zlozky E [y;] = p; a ndhodnej zlozky &;.

Definicia 2.1.3. Model (2.1) mozeme prepisat pre i-ti zlozku ndhodnej veliciny

y takto
pi = E (yi) = Bi1Xa + BoXig + - - + B Xk, t=1,...,n, (2.2)
kde X;; je rovny jednicke.

Predpoklady modelu

Pre zhrnutie klasického linedrneho modelu méZeme definovat tieto predpo-
klady:

(LM1) Linedrny vztah: Medzi strednou hodnotou vektoru y a zlozkami vysvet-
Tujticich premennych je linedrny vztah

k
E(y)=n=) X;f
j=1

(LM2) Nezduvislost: 1, . .., &, st vzijomne nezavislé.

(LM3) Rozdelenie: Kazd4 zlozka vektoru € ma normalne rozdelenie so strednou

hodnotou 0 a rozptylom o?2.
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2.1.1 Hrladanie parametrov modelu

Zlozky parametrického vektoru 8 v modeli (2.1) chceme odhadovat tak, aby
model ¢o najlepsie vysvetloval ddta. To dosiahneme tym, Ze minimalizujeme sumu
Stvorcov jednotlivych zloziek vektorov rezidui y — X3. Tuto metodu nazyvame

metoda najmensich Stvorcov.

Hladdme /3, ktory je odhadom §:

~

B = argming 3 (i - 9i) =
= argming (y — Xg)" (y — X8),
kde §; = X7 je odhadom E (y;).

To lahko dostaneme tak, Ze parcidlne derivacie podla jednotlivych zloziek

vektoru 3 polozime rovné nule

0 =2 (y—xB)7 (y - X8)

66 .
= X" (y = X8) + [y - X9 (-%)] =
= —2XT (y = Xp).

Po uprave teda dostavame:

1

A= (X"X)" X"y. (2.3)

Poznamka 2.1.4. Pretoze X md linedrne nezdvislé stl})ce, odhad B je urcéeny

jednoznacne.

Veta 2.1.5. Odhad (2.3) je nestrannym odhadom [ a rozptyl odhadovaného
parametru 3 vyjadrime ako Var § = 02(XTX)"!

Dékaz. Odhad (2.3) je nestranny, ak plati EB = 8.
Bf=E [(X"X) " X"y = (X"X) "X E [y] = (X"X) "' X"X5 = 4.
Rozptyl B je

-1

Varg = (X'X)" XTVar[ | X (XTX)
- (XTX) ' XT(e* D)X (X7X)
= o2(X"X)" 1.

11



Na zdklade odhadu (2.3) mozeme pre odhady zdvislej premennej a rezidui

pisat nasledujice poznamky:

e Vektor y = XB je najlepsia aproximacia vektoru y. Po dosadeni parametru
B dostavame
§=X3=X(X"X)"' X"y = Hy, (2.4)

v~

H

kde H je projekénd matica.

e Vektoré =y —y =y — Hy = (I — H)y = My sa nazyva vektor rezidui.
M

e M je projekénd matica do ortogondlneho podpriestoru.

e Matice H a M s symetrické
H=H" M=M", (2.5)
idempotentné
HH = X(X'X)"'X'X(X"X)"'X" = H,MM = M (2.6)

a navzajom kolmé
HM =0, H+M=1. (2.7)

Poznamka 2.1.6. Modely s netplnou hodnostou nebudeme uvazovat, pretoZe ich

mozeme previest na mensi podmodel.

Poznamka 2.1.7. Za predpokladu normdlneho rozdelenia vektoru
y~N (Xﬁ, 02)

A A . )
mozeme pre ﬁ pZS(Zt

B~ N (5, (XTX) " 02) ,

AT ~ 2T 2 -/ .
potom S5 ~ x> _.; 0° = == ako sa docitame v knihe [22)].

2.2 ZovSeobecnené linearne modely

V praxi sa casto stdva, Ze s danymi tidajmi nie sme schopni splnit vsetky
predpoklady klasického linedrneho modelu. V takom pripade mozeme pouzit iny,
rozsireny model, ktorého predpoklady uz splnit dokéZeme. Takymito modelmi
su zovSeobecnené linedrne modely, ktoré tvoria rodinu Statistickych modelov.

Zahrnuju napriklad klasické linedarne modely, analyzu rozptylu, logistické modely.
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Zovseobecnené linearne modely boli prvykrat predstavené autormi Nelderom
a Wedderburnom v ¢ldnku [8] v roku 1972 a Specifikujui vztah medzi strednou
hodnotou nahodnej veli¢iny y a funkciou linearnej kombindcie nezavislych para-

metrov modelu, kde stredna hodnota y je vyjadrena takto

E(y)=p= (. o)

Definicia 2.2.1. Zovseobecneny linedrny model mozeme definovat ako

y=E({y)+e E(y) =g "' (XB). (2.8)

Matica X z (2.8) je zndma matica s n riadkami a k stipcami, vektor [ =
(B, ... ,Bk)T je vektor neznamych parametrov modelu. Vektor € = (g1, . .. ,5n)T je
vektor nezavislych nahodnych veli¢in resp. vektor neznamych chyb. Funkciu g (.)
nazyvame transformacnd funkcia, ktora je monoténna, diferencovatelnd a existuje

k nej inverznd funkcia g~!.

Definicia 2.2.2. Linedrny prediktor m je linedarna funkcia parametrov modelu:
k
j=1

Predpoklady modelu

Predpoklady pre zovSeobecneny linedrny model analogicky k predpokladom

klasického linedrneho modelu su tieto:

(GLM1) Transformacnd funkcia: Prepojenie medzi strednou hodnotou vektoru
y a zlozkami vysvetlujticich premennych je prostrednictvom transfor-

macnej funkcie s linearnym prediktorom.

ni=gGu) = p=g" ),
kde g (+) je transformacnd funkcia (link function).
(GLM2) Nezdvislost: yy, . . ., y, st vzadjomne nezavislé.

(GLM3) Rozdelenie: Rozdelenie ndhodnej veli¢iny y pochédza z rodiny exponen-

cidlnych rozdeleni.

Ak porovname predpoklady klasického a zovseobecneného linearneho modelu,
meni sa nam prvy a treti predpoklad. Namiesto normalneho rozdelenia veli¢iny

y mame vSeobecnejsiu triedu exponencidlnych rozdeleni. V prvom predpoklade

13



pouzijeme namiesto identickej funkcie vSeobecnejsiu tzv. transformacnu funkciu,

ktoré vysvetlime neskor.

Priklady zovsSeobecnenych linearnych modelov

1. Linearna regresia:

L yiNN (:uivo-z)
e By =p
o g (1) =

2. Logisticka regresia:

o y; ~ Alt (p;)
e By, =p; =p;
o 1 =g (pi) =logst-

, — e’
¢ Hi= 1+emi

3. Loglinedrny model:

[} yzNP()()\Z)
e BEyi=pi=\

o ;i = g (i) = logu;

o ,U/Z — eni

2.2.1 Exponencialna trieda rozdeleni

V (GLM3) predpokladdme, ze ndhodn4 veli¢ina y m4 rozdelenie pochadzajice
z exponencidlnej triedy rozdeleni (exponencidlneho typu rozdelent, the exponential
family of distributions). Exponencidlna trieda rozdeleni zahfna diskrétne i spo-
jité rozdelenia, napr. binomické, exponencidlne, gamma, normalne, Poissonovo
rozdelenie. Funkcia hustoty pravdepodobnosti pre tito triedu rozdeleni zapisand

v kanonickom tvare vyzera takto

y0 —b(0)

P ewa), (29)

f(y;0,0) = exp <
kde 0 je kanonicky (canonical, natural) parameter suvisiaci so strednou hodnotou,
¢ nazyvame disperzny (dispersion, scale) parameter, parameter Skdly suvisiaci
s rozptylom, a (¢) je kladnd a spojitd funkcia, b () je dvakrat diferencovatelnd
konvexnd funkcia a ¢ (y, ¢) je tzv. normalizacny faktor, ktory je nezdvisly od pa-

rametra 6 a zabezpecuje, aby integral hustoty bol rovny 1.

14



Strednt hodnotu a rozptyl ndhodnej veliciny y z exponencidlnej triedy roz-
deleni vypoc¢itame pomocou momentovej vytvarajucej funkcie s vyuzitim nasle-

dujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.2.3. Ak y md hustotu (2.9) a b(0) je dvakrdt spojito diferencova-
telnd, potom existuje momentovd vytvdragica funkcia funkcie y s nasledovnym

tvarom:

a(¢)

a M (t) je dvakrdt diferencovatelnd v bode 0. Plati, Ze E (y) = b () a Var (y) =
@ (6)b" (6).

M (t)=Ee" = exp (b(0+a 9)t) _b(9)>

Dékaz. Oznaéime mnozinu A, ktord je dand takymi y, pre ktoré je hustota (2.9)
kladna:

M) = [ e e (%ﬂf;(“

B 7€xp(t-y~a<¢>+y-eb<9>+c<y7¢))dy

+c(y, ¢)) dy

J a(9)
y-(0+a(¢>)-t)—b(0)
= exp +c(y,9) | dy
A/ < a(¢)
_/ y-(0+a(@)-t)—bO)+b(0+a(p)-t)—b@+a(p)- 1)
= exrp
J a(¢)
+C(y,¢))dy
_ L (bO+a(9)-t) —b(0)
Y a ()
/<y'(9+a Qﬁ)?(%)b(e—i_a((b)t) +C<y,¢)> dy
o b(O+a(p)-t)—b(h)
Y a(9) '

Ak v definicii hustoty exponencidlnej triedy rozdeleni (2.9) zamenime para-

meter # za parameter (0 +a(9) ), dostaneme integrél

/(y-(0+a(gb)-t)—b(0+a(¢)-t)

(@) + ¢ (y, ¢)> dy,

A

15



ktory je rovny jedne;j.

Aby sme ziskali stredntd hodnotu a rozptyl y, vypocitame prvi a druhu de-

rivaciu momentovej vytvarajicej funkcie:

M (1) = exp (b(9+a(3)@;) 47(9)) V(0 +a(e)-t),
M" (t) = exp <b(0+a(j)(c;5;) _b(0)> [H(O+ale)- )]+
MO+ 0O\ it o
exp< a(9) ) V(0 +a(e)-t)-ald).

Do prvej derivdacie momentovej vytvarajucej funkcie dosadime za parameter

t = 0 a dostaneme strednti hodnotu y

p=E(y)=M0)=0(0). (2.10)

Druhy moment y dostaneme dosadenim ¢ = 0 do druhej derivacie momentovej

vytvarajucej funkcie a rozptyl teda vypocitame takto:

Var [y] = E (y?) - [E (y))> = M" (0) — [M' (0)]”
= O +a(e)b (0)— [V (O] =a(d)b’(6). (2.11)

O

Poznamka 2.2.4. Z (2.10) vieme, Ze p = V' (6). Funkcia V' (8) je monotonna,
pretoZe plati Var [y] = a (¢) 0" () > 0. Rozptyl'y potom mozZeme napisat ako

Var [y] = a &)V (6) = a(9)t" (1) ()] = a (&) V (1),

kde funkcia V (.) sa nazjva rozptylovd funkcia.

Priklad 2.2.5. Pravdepodobnostna funkcia Poissonovho rozdelenia ma takyto

tvar \
e "\

flyA) = i exp{ylogh — A —log (y!)}.

Podla vzorca (2.9) mame 6 = log), b () = ¢’ a ¢ = 1.
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Stredna hodnota nahodnej velic¢iny y, ktora ma Poissonovo rozdelenie, je rovna
a jej rozptyl je

Priklad 2.2.6. Pravdepodobnostna funkcia binomického rozdelenia ma tvar

flyinp) = (Z) p (1= )"
= exp | ylogu + (n —y)log (1 — p) + log Z)) =
= exp | ylogts; + nlog (1 — 1) + log (Z)) ,
kdey =0,1,...,n; p=0,1.
Stredna hodnota binomického rozdelenia je
E (y) =np

a rozptyl je
Var (y) =nu (1 —p).

Pre prehlad uviddzame parametre a znacenie zakladnych rozdeleni patriacich

do exponencidlnej triedy rozdeleni v tabulkdch:

a(¢)| b(0) c(y, o)
Normaélne % % _% (% +1In (me))
Poissonovo % el —In (y!)
Binomické/m % In (1+ €% In (%)
oo |+ | 0 [ w0 5 (D)

Tabulka 2.1: Zhrnutie parametrov zakladnych rozdeleni patriacich do expo-
nencidlnej triedy rozdeleni.
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Znacenie 0
Normélne N (p,0?) H
Poissonovo P (p) Inp
Binomické/m | B (u,7) /m | In (ﬁ)
1
Gamma G (p,v) “

Tabulka 2.2: Znacenie rozdeleni patriacich do exponencidlnej triedy rozdeleni.

Rozptylova funkcia

7 poznamky 2.2.4 vieme, ze pre rozptyl y plati

Var (y) =" (0)a(¢) =V (1) a(9),

kde V' (u) je rozptylova funkcia. T4 zavisi na kanonickom parametri, a tym padom
aj na strednej hodnote. Pre Poissonovo a binomické rozdelenie je a (¢) = 1, a teda

pre tieto rozdelenia je V' (1) rovné rozptylu y.

[ ¢ | V(W
Normaélne o? 1
Poissonovo 1 I
Binomické/m | L | p(1—p)
Gamma vt 11

Tabulka 2.3: Zhrnutie parametrov rozdeleni patriacich do rodiny exponencidlnych
rozdeleni.

2.2.2 Transformacna funkcia

Transformacnd funkcia (link function), nazyvana taktiez spojovacia ¢i linkovd
funkcia, je dolezitym pojmom v tedrii zovieobecnenych linedrnych modelov. Volba
transformacnej funkcie g (.) je vedla volby rozdelenia zdkladnym predpokladom
zovSeobecneného linearneho modelu. Transformacnd funkcia je prosta a diferen-
covatelnd. Popisuje vztah strednej hodnoty g = E (y) a linedrneho prediktoru n,
pricom plati

g(E (y)) =g(p)=n.

Pretoze transformacna funkcia je funkciou jednej premennej a je prosta, stred-

nt hodnotu g mézeme vyjadrit ako
p=g"(n).
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Transformacnd funkcia je definovand ako linedrna kombinécia vysvetlujicich

premennych a neznameho vektoru parametrov modelu § v tvare

n =0+ B+ + Bxi =x B,

kde x = (21,...,2)" je znémy vektor vysvetlujicich premennych. Pri n pozoro-
vaniach ndhodnych veli¢in 1, ..., y, dostdvame n-rozmerny vektor
9(E (1))
n=0n....m) = o(E <y2)) = Xp,
9(E (ya))
kde X je matica typu n x k a z; = (x;1,. .. ,xik)T je i-ty riadok matice X.

V klasickom linearnom modeli bola transformacnou funkciou identicka fun-
kcia, tj. n = p. Transformacna funkcia musi spliiaf zékladné predpoklady rozde-
leni. Napriklad u binomického rozdelenia potrebujeme taku transformacnti fun-

kciu, ktord zobrazuje hodnoty z (0, 1) na interval (—oo, co).

Pre Poissonovo rozdelenie potrebujeme mat parameter p kladny a parameter 7
moze byt zadporny. Preto je vhodnejsie namiesto identickej transformacnej funkcie

pouzit logaritmicki: n = log u, alebo inverzne p = e, ¢o zarucuje u > 0.

Kazdé rozdelenie z tabulky 2.3 m4 tzv. kanonicki transformacni funkciu (ca-
nonical link function). Kanonickd transformacna funkcia zjednodusuje tvar vie-
rohodnostnej funkcie. Pre tuto funkciu plati n = g (u) = 6, kde 0 je kanonicky
parameter z exponencidlnej triedy rozdeleni. Parameter # mozeme teda napisat

ako 6 = g (V' (0)).

Priklad 2.2.7. Priklady najcastejsich kanonickych transformaénych funkcii pre

rozne rozdelenia podla [12]:
e Normalne rozdelenie:
— identita: g (u) = p
— logaritmus: g (1) = logu

— inverzia: g (u) = i

e Binomické rozdelenie:

— logit: g (1) = log (ﬁ)
— probit: g (u) = &~ (1)
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— doplnkovy log-log: g (1) = log( — log (1) )
— logaritmus: g (1) = logu

e Poissonovo rozdelenie:

— logaritmus: g (1) = logu
— identita: g (1) = p
— druhd odmocnina: g (1) = /1

e Gamma rozdelenie:

— inverzia: g (u) =

=

— logaritmus: g (1) = logu
— identita: g (u) = p

Transformacné funkcia pri modelovani pravdepodobnosti je ¢asto volend ako
logit funkcia s binomickym rozdelenim nahodnej zlozky modelu, ¢o spoloéne ve-
die na logisticky model. Transformaéna funkcia logit zobrazuje hodnoty z (0, 1)

na interval (—oo, c0), ako sa doc¢itame v clanku [11].

kanonickd transformacna
funkcia 6 (p)

Normaélne W

Poissonovo Inp

Binomické/m In (ﬁ—)
m

Gamma 1
m

Tabulka 2.4: Kanonické transformaénd funkcia pre zdkladné rozdelenia z rodiny
exponencialnych rozdeleni.

2.2.3 Hladanie rieSenia zovSeobecnenych linedrnych mo-

delov
Vyjadrenie vierohodnostnej funkcie

V zovseobecnenom linedrnom modeli hladdme riesenie metddou mazimdlne;
vierohodnosti (maximum likelihood estimation). Pomocou tejto metédy ziskame
hodnoty, ktoré maximalizuji pravdepodobnost ziskania nasej mnoZiny dét. Pre-

toze y; st nezavislé, vierohodnostni funkciu ndhodnych velicin y; piseme takto
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n

L(y;0,0) =[] f (9::05,0) = [ [ exp

i=1 i=1

<y¢9i —b(6:)

) + c(yi,gb)) ) (2.12)

Pri odhadovani parametrov zovseobecnené¢ho linedrneho modelu sa pouziva
logaritmicka transformacia, ktora polohu extrému neovplyvni, avSak sa jedno-

duchsie derivuje. Tuto transformaciu si oznac¢ime ako

l; = logf (yi; 0, ¢) .

Po zlogaritmovani vierohodnostnej funkcie L (y; 6, ¢) teda dostavame logaritmicki

vierohodnostni funkciu (log-likelihood function)

l=1(y;0,6) = logL(y;0,0)

= Z log [f (yi; 05, 9)]

- Z {ye#(z)(e) + C(ym)} = Zl (2.13)

Priklad 2.2.8. Poissonovo rozdelenie:

n

L(y; \i) = Zlnf (g N) =D (=X +yilnk; — In () .

=1

Predtym, neZ ukiZeme odhad parametru 6, potrebujeme definovat skérovy

vektor a Fisherovu informac¢nt funkciu.

Skérovy vektor

Definicia 2.2.9. Skorovy vektor prislusny k hustote f je definovany ako prva
derivécia [ podla parametru 0:
ol dlogf (y.0,¢) 1 0f (y,0,9)

Uly) =25 = % =00 o6 (2.14)
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Ak zderivujeme funkciu f (y;, 0, ¢), dostaneme

N 1 of (y:,0,9)
Ul = o0 D
_ 6‘”’( o)) -y ()
(yze —b(0) . y,,gb)) a (o)
= a(gf))( -—b'(@))

Poznamka 2.2.10. Z toho, Ze c (y;, ¢) je funkcia nezdvisld na 0, plynie to, Ze nie
je zdvisld ani na p, a teda ani na 3, a preto parameter ¢ (y;, ¢) nie je vyznamny

pre riesenie maximdlne;j vierohodnostnej funkcie.

Veta 2.2.11. Strednd hodnota derivécie [ je nula

EU(0,y) = E (%) = 0. (2.15)

A taktiez plati

921 o1\ 2
E (ﬁ) +E <%) —0. (2.16)

Dékaz. Dokazy néjdeme v knihe [6]. O

Z rovnosti (2.15) teda mame

ol E(y)—-v(©) p-0(0)
“:E(%):

a 7z toho dostdvame strednt hodnotu ndhodnej velic¢iny y

B (y) = p= b (0) = <8%(9 )) | (2.17)

Strednd hodnota (referr-e3) je urcend prvou derivdciou b podla 6. K rov-
nakému vysledku sme sa dopracovali aj pomocou momentovej vytvarajucej fun-
kcie, vid (2.10).

Definicia 2.2.12. Pre skérovi funkciu definujeme skorovi statistiku vzorcom
- ZU<9i7yi>' (2.18)
i=1
o f y 0.9)

Definicia 2.2.13. Nech existuje matica druhych parcidlnych derivécii f
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Potom Fisherovou informacnou funkciou prislusni k hustote f nazyvame:

9%l 9%logf (y,0,0) V' (0)
I(G,y)—w— 692 ——a<¢>.

Veta 2.2.14. 7 rovnosti (2.16) plynie, Ze rozptyl ndhodnej veliciny y je

Var [y] = ¥ (6) a (¢) = (a%”)a <¢>) . (2.19)

00?
Dokaz.
0l AN

) (y =0 (9)°

I I ) ]

_ U(0)  E[y’) - 2B [y]b'(6) + VU (6)°

a () a? (¢)

- a21<¢> V' (6)a(9) +E (yQ_)V:[]? ()’

a z toho uz dostavame rozptyl y: Var [y| = b" (0) a (¢). O

Poznamka 2.2.15. 7 [22] mdme rozptyl skérového vektoru

1
a ()

Var U (0,y;) = v (0) .

Navyse plati:

\/ﬁ(én—e)im (o,a<¢)).

Systém vierohodnostnych funkcii

Definicia 2.2.16. Systémom vierohodnostnijch rovnic rozumieme
U(0,y) =0, (2.20)

kde U je skérovy vektor. Maximélne vierohodny odhad je rieSsenim systému
vierohodnostnych rovnic. Odhadovany parameter  nazyvame maximalne viero-

hodnym odhadom, ktory je riesenim (2.20).

Poznamka 2.2.17. 7 definicie 2.1/ plynie, Ze systém vierohodnostnijch funkcii
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moZeme zapisoval aj v tvare

ol
— =0.
00
Odhad 6 oznaéme ako pociatoény odhad parametru §. Potom postupnost
odhadov
—1

U@WU; m=0,1,... (2.21)

n

}:L(ﬁm)

i=1

flm+1) _ Gom) 4.

kde I; (.) je Fisherova informacénd funkcia, nazyvame postupnost odhadov ziska-

nych modifikovanou Newton-Rapsonovou itera¢nou metédou, vid [6].

Maximalny vierohodny odhad

Aby sme ziskali maximalny vierohodny odhad parametru 3;, vyjadrime de-

ol " [ ol
Uj(ﬁ)za_ﬂj:z;[aﬁj}

rivdciu [ podla j3;

7 retazového pravidla vieme, ze plati

98; Zzl <89i) <8Mi) (aBJ) ’ (2.22)

kde j=1,... k.

ol
00;

Teraz si to rozoberieme po castiach. Vyraz ( ) sme uz vyjadrili v (2.14).

Dalsie zlozky vyjadrime takto:

00; 00, 00? 1 1
S T e T 2nigN o) A

on D01~ L) | TV (w)
o I _

0B, Y

e a zo vztahu (2.15) vieme, ze b (6;) = ;.

Rovnicu (2.22) upravime podla préve zavedenych rovnosti

O i (O
Ui) = 55 = 2V (5r) 7o (223)

kde j = 1,...,k su vSeobecné odhadovacie rovnice pre triedu rozdeleni na odhad

A~

(3 parametru  a V' (y;) je variacna funkcia. U; () je skérova funkcia parametru .
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Derivécie [ podla 3; polozime rovné nule a ndjdeme regresné koeficienty.

Var (y)
a(@) -
dosadit wi Regresné koeficienty mozeme odhadnit bez znalosti disperzného para-

Z poznamky 2.2.4 vieme, ze V (p;) = Vo vzorci (2.23) mozeme za a (¢)

metru ¢, pretoze ten sa skrati, ak si parcialne derivacie polozené nule. Parametre

B; odhadneme krokovou metédou najmensich stvorcov.

Kovariacnd matica U; ma tvar
Jip = E [U;U], (2.24)

z ktorej ziskavame informacni maticu

- oS () S () )
_ z": E (yi — ) ]Qxijwip <8i) (2.25)

i=1 [V (:ul)] a’fh‘

Q
|

a pretoze E [(y; — ui) (yr — )] = 0 pre ¢ # 1 a to z dovodu, ze y st nezavislé.
Pouzitim E [(y; — M)z} = Var (y) mozeme (2.25) zjednodusit takto

"X Ol 2
Z] P L. 2.2
Z (3?7@) (226)

Rovnicu (2.21) zovseobecnime:
M+ — pm) 4 [3<m>]—1U<m>; m=0,1,...,

kde bV je vektor odhadov parametrov 3y, ..., B v (m + 1)-¢j iterdcii. Matica
[J(m)} - je inverznd k informacnej matici s elementami J;;, danych v (2.25) a U

je vektor elementov danych v (2.23), véetko vztiahnuté k b(™.

Maticu J mozeme prepisat aj do tvaru, vid [3],
= X"WX, (2.27)

kde X je regresna matica a W je diagondlna matica typu n x n so zlozkami
2
=1 Opi
Wit = Var[y] (am> :

Podla [3] dostaneme iterativne rovnice. Najprv vSak definujeme zavisli pre-

mennu Z.

Definicia 2.2.18. Zavisla premenna z je linearizovand forma alebo linea-

rizovand odozva (adjusted depend wvariable) transformacnej funkcie aplikovanej

25



na y. Vahy su funkciou fitovanych hodndt fi. Proces je krokovy, pretoze upra-
vend zavisld premennd z a vahy w zavisia na fitovanej hodnote, ktora je aktudlne

dostupna. Zavisla premennd z je rozvoj g (y;) v Taylorovom rade okolo hodnoty

A

7
g(W) =g+ —mwmg (n.

Upravena zavisla premennd ma teda tvar

A ~

zi =0+ (i — ) g (fus)
kde derivacia transformacnej funkcie je vycislena ako ;.

Definicia 2.2.19. Iterativna rovnica ma tvar
XTWXb ) = XTWa.

Poznamka 2.2.20. Mazimadlne vierohodny odhadB v zovSeobecnenom linedrnom
modeli spl/ﬁa rovnicu
B=(X"WX) " (X"W3z). (2.28)

Podrobny popis riesenia itera¢ne vazenych najmensich stvorcov je popisany
v knihe [7].

Na konci itera¢ného procesu sa dopracujeme k odhadom parametru 3, konec-

nej variacnej matici W a asymptotickej normalite
B~ N (/3, ¢ (XTWX)_l) . (2.29)

Odhad parametru ¢

Disperzny parameter odhadujeme metédou momentov, ako mozeme vidiet
v knihe [10]

= (b ar i) =

(yi — Mz)2

ol

Pearsonova statistika je

X2 — i (yi — /sz‘)2

kde % ~ 2
Odhad ¢ je
(% _ 1 i (yz - ﬂZ)Q
n—p-o— Vv (ﬂz)



2.2.4 Kvéazi-vierohodnost

Pri rieSeni zovSeobecnenych linearnych rovnic vierohodnostnych funkcii pred-
pokladame, ze pozname konkrétne rozdelenie zodpovedajice pozorovanym pa-
rametrom y. V mnohych pripadoch vsak toto rozdelenie nepozname. Aby sme
vypocitali devidcie, potrebujeme poznat vierohodnostni funkciu. K vierohod-
nostnej funkcii potrebujeme poznat rozdelenie. Pre tieto pripady zavddzame tzv.
funkciu kvdzi-vierohodnosti (quasi-likelihood function), ktord vyzaduje len pred-
poklad vzdjomnej nezdvislosti pozorovani a znalost rozptylovej funkcie a trans-

formacnej funkcie.

Pokial je teda p; strednou hodnotou ndhodnej premennej y; a V' (p;) je zndma
rozptylova funkcia, tak z poznamky 2.2.4 mdme Var (y;) = a(¢) V (u;). Navyse

predpokladdme, Ze y; si nezévislé. Dalej predpokladdme, ze

X"8=m=(g(m),- 9 m)",

kde g (.) je znama transformacna funkcia. Potom pre kazdé pozorovanie definu-

jeme funkciu kvézi-vierohodnosti Q; (v, it;) vztahom

Qi (yi, i) YT

Ops a9V (ki)
respektive, vid [6],
Hi
Qi (i, 1) :/Mdﬁ.
)= eV @)

Yi

Kvézi-vierohodnost

Normélne — M

Poissonovo ylogp —
Binomické/m | ylog (ﬁ) +log (1 — p)

Gamma —% — logu

Tabulka 2.5: Kvazi-vierohodnostné funkcie zékladnych rozdeleni patriacich do ro-
diny exponencidlnych rozdeleni.

Zdruzend funkcia kvazi-vierohodnosti je dand vztahom
Q= ZQi (Yi, i) -
i=1
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Mozeme vidiet, ze pre tito rovnicu pozadujeme znalost parametra V (u;)
skor nez znalost celého rozdelenia y;. Ak chceme odhad maximéalneho kvézi-
vierohodného parametru [ zovsSeobecnenych linedrnych modelov, zderivujeme
tito rovnicu ¢ podla jednotlivych zloziek §; a polozime rovnd nule. Tymto do-

staneme

DN ) = S Y Op
0B ilez o ) Zzl a(¢)V (1) 9B 0

Tento vzorec sme uz popisovali vo vzorci (2.23).

2.3 Vyber modelu

Pri modelovani dat pomocou zovseobecnenych linearnych modelov sa snazime
vybrat vhodny model pomocou vhodného rozdelenia y a volby vhodnej trans-
formacnej funkcie. Transformac¢ni funkciu volime kanonicki, ktort mozeme do-
stat na zaklade rezidui. Model vyberdme podla toho, aby ¢o najlepsie vysvetloval
déata. Dobry statisticky model sa od pozorovanych dat velmi nelfsi a je tsporny,
teda obsahuje ¢o najmenej parametrov. VSeobecne plati, ze jednoduchsi model
s menej parametrami, ktory dobre popisuje data, je lepsi nez model takmer do-
konale popisujtici déta s vela parametrami. Najmensi a zaroven najjednoduchsi
model je tzv. null model. Najkomplexnejsi je mazimdlny, iplny (full) alebo satu-

rovany (saturated) model.

Null model ma 1 parameter reprezentujuci spolocné u pre vsetky y, reprezen-
tuje situdciu, kedy nie je ziadny vztah medzi prediktorom a parametrom y, teda

mame len jeden parameter 6.
V saturovanom modeli si data vysvetlené presne. Vektor S.x ma n zloziek.

Problém poc¢tu parametrov je ten, Ze pokial mame vela parametrov modelu,
mozeme sice lepsie vysvetlovat, ale na tkor stupfiov volnosti a teda nulovej sily

testu.

V praxi je null model prili§ jednoduchy a full model nenesie ziadnu novi in-
forméciu, pretoze nesumarizuje data, ale iba ich opakuje v plnom rozsahu. Uplny

model nam vsak dava zaklad pre mieru rozporu pre model o n parametroch.

Proces volby modelu je niekedy povaZovany za cestu nahradzovania mnoziny
dat y mnozinou hodnot 1 odvodenych z modelu, ktory ma obvykle menej para-
metrov. VSeobecne nemd mnozina dat y rovnaké hodnoty ako p a nds zaujima,

aké velké st tieto rozdiely, pretoze malé sa mozu zanedbat, velké vsak nie.
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Miera toho, ako dobre bude model vysvetlovat data indikuje adekvéatnost mo-
delu pre popis struktiry dat. Mier je niekolko, a véeobecne se ned4 povedat, ktora
je najoptimalnejsia. Preto sa tato miera pouziva v kontexte hypotéz. Vac¢sina mier
vychadza z maximalnej hodnoty vierohodnostnej funkcie pre dany model, teda

podla ¢oho meriame odchylku.

2.3.1 Testovanie hypotéz o parametroch zovSseobecneného

linearneho modelu

Pri aplikécii zovseobecnenych linedrnych modelov je cielom vybrat vhodny
model pomocou volby rozdelenia pravdepodobnosti z exponencidlnej triedy roz-
delenf pre z4visli premenntd y a volbu vhodnej transformacnej funkcie. Trans-
formaént funkciu mozeme volit kanonickt, pretoze zjednodusuje tvar vierohod-
nostnej funkcie. Avsak doleZitejsie je vybrat taky model, ktory je prakticky

a lahko interpretovatelny.

Pre testovanie nulovej hypotézy Hy : g (1) = Xofo, ze testovany model dobre
vysvetluje data, sa pouziva rozdiel saturovaného modelu a testovaného modelu.
Parameter p je predpoklad strednej hodnoty y, ktory ma nezavislé zlozky, ro-
vnako rozdelené z rodiny exponencialnych rozdeleni. Nech [ (Bo) al (Bmax> su

maximalne vierohodnostné funkcie modelu.

Pokial plati hypotéza Hj, potom
2 [l (Bmax) —1 (BO)] ~ Xio—/ﬂ (230)

a teda testovany model vysvetluje dita rovnako dobre ako saturovany model. Ak
nulovd hypotéza neplati, potom maximalny model bude mat podstatne vyssiu

vierohodnost nez testovany model.

Vzorec (2.30) sa d& pouzit len pre modely, kde je disperzny parameter ¢
zndmy a to napriklad pre Poissonovo alebo binomické rozdelenie, vid [6]. Pripad,

ze disperzny parameter nepozname, preberieme neskor.

2.3.2 Deviacia

Ak mame vybrany model, mali by sme odhadntit parametre a ohodnotit pre-
snost odhadu. Devidcia je meradlom toho, ako je nas model vhodny (goodness
of fit), ako zovseobecneny linedrny model zodpovedd datam. Ak so zovseobecne-
nymi linedrnymi modelmi pracujeme v praxi, pre modelovanie je najlepsie mat

~ f eev v - ’ s A~ . ) z ’ . ’
¢o najviacsie mnozstvo dat, ktoré mozeme interpretovat. Prave tato kvantita dat
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je devidcia modelu a za predpokladu a; = wﬂ je definovana ako rozdiel logaritmu
vierohodnosti pre maximélny model a logaritmu vierohodnostnej funkcie. Tvar je

nasledujuci

D=D(y,p) = 2¢ [l (Bmax) —l@]

n

Sl (r-) v (0)

i=1

= zn:di, (2.31)
i=1

kde [ (Bmax) je maximalna vierohodnostna funkcia saturovaného modelu s n pa-
rametrami. Je to najvicsia hodnota vo vierohodnosti, aku je vobec mozné dosia-
hnut, [ (fi, ¢;y) je logaritmické vierohodnostnd maximalizécia cez 3 po opravené
hodnoty disperzného parametru ¢. Potom 6* a 0 znazornujui maximum vierohod-
nostnych odhadov kanonického parametru pre saturovany model a model, ktory
studujeme. Parameter c(y;, ¢) je pre obidva logaritmy vierohodnosti rovnaky,

takze sa vo vysledku vyrusi.

‘ Deviécia
Normalne S (yi — fis)?
i=1
Poissonovo > 2yldog (yi /i) — 2 (y; — fu;)
i=1

n

Binomické | 3° 2 [yilog (yi/ ) + (m — yi)log [(m — y;) / (m — f1)]]

i=1

n

Gamma > 2[—log (yi/ i) + (yi — ft:) / fua]

i=1

Tabulka 2.6: Devidcia pre rozdelenia.

S devidciou je uzko spojend aj skdlovand devidcia definovanou vztahom

¢

ktora zavisi na disperznom parametri. V Poissonovon a binomickom rozdeleni,

u ktorych je disperzny parameter rovny jednotke, je deviacia a skalovand deviacia

rovnaka.

Poznamka 2.3.1. Ako mézeme vidiet v [6], pre velky pocet ddt pre vierohod-

nostny pomer z rovnice (2.30) asymptoticky plati

D* (y, 1) ~ X5y, (2.33)
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D
n—=k

b=

7 definicie devidcie mozeme odvodit celkovij pomer pravdepodobnosti (genera-

lized likelihood ratio), ktory je vyjadreny ako
Dg = DY ~ Xiy—py» (2.34)

kde D} je skalovana deviacia modelu i, ktora ma k; parametrov. Toto je vSak

uzitocné len v pripade, ze pozname hodnotu disperzného parametru.

V pripade, ze hodnotu disperzného parametru nepozname, stdle mame aproxi-
mované vysledky (2.33) a (2.34). Ak D§— D7 a D} si povazované za asymptoticky

nezavislé, tak sa v [6] docitame, ze to pri velkom mnozstve dat implikuje

Dy —D7
Fo ik g (2.35)
- DI k:l—k:mn—k‘l' .
n—kq

2.3.3 Rezidua

Jednou z najdolezitejsich uloh v statistickom modelovani je kontrola sprav-
nosti modelu. V pripade linearnych modelov je taka kontrola zalozena na ove-
rovani rezidui modelu, ktoré obsahuju vsetky informéacie o idajoch, ktoré nie su

vysvetlené v modelu jeho systematickej casti.

Hlavny dovod, preco u zovseobecnenych linearnych modelov nezjednodusu-
jeme overovanie rezidui, r; = y; — fI;, je naro¢nost kontroly predpokladaného
vztahu strednych hodnét a rozptylov rezidui. Preto overovanie spravnosti mode-

lov robime metdédou normalizacie rezidui.

Zavisli nadhodnu velicinu, ktord je normdlne rozdelens, mozeme vyjadrit vo

forme y = i+ (y — f1), kde fi je fitovand hodnota a y — i = r je reziduum.
Existuje viacero typov rezidui, ale uvedieme len tie najznamejsie:
e Pearsonove rezidua,

e Deviacné reziduum.

Pearsonove rezidua

Asi najjednoduchsou cestou k normalizdcii rezidui je rozdelit ich podla po-

meru kvantity k ich standardnej devidcii podla fitovaného modelu. Tym ziskame
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Pearsonovo reziduum, ktoré je definované ako

V (f:)

ktoré by malo mat priblizne nulovii strednii hodnotu a rozptyl ¢ a kde rozptylova
funkcia V' () = b" (0) je ocakavany rozptyl. Pearsonova Statistika ma tvar

S @ =

i=1

a je analogicka k rezidualnej sume stvorcov.

Ak mame vsetky regresory diskrétne, tak plati

Pearsonovu Statistiku vSak nemozeme pouzit k otestovaniu podmodelu.

Deviacné rezidua

Deviacie u tychto rezidui hraji podobnu tlohu ako rezidualny sicet stvorcov

u klasickych linedrnych modelov a maju tvar
i = sign (i — f1:) \/d;
kde d; je i-ty prvok devidcie, vid (2.31).

Suma Stvorcov devia¢ného rezidua je rovna deviacii

n

n
Z (ff)Z = devidcia = Z d;.
i=1 i=1

Pokial v modeli, v ktorom pozndme vsetky parametre, vieme vy¢cislit devidcie,
potom D* ~ X2, z ¢oho mozeme pre jednoduché ddta napisat d; ~ x? a to impli-
kuje ré ~ N (0,1).
Priklad 2.3.2. Poissonovo rozdelenie mé devia¢né reziduum v tvare
1
2

~ . N Yy N
7 = sign (y — i) l2 <ylog; —y+ u)}

d

Standardizované deviac¢né rezidua maju v porovnani s 7 navyse jednotkovy
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rozptyl a st definované vztahom

~d . o~
f‘ds _ 5 _ S1gn (yl :ul) \/d7i7

Vol —hy) & (1 — hy)

kde h; su tzv. pdky (leverage), ktoré popisuji vplyv i-tého merania na model
(1 - velky vplyv, 0 - maly vplyv). Jedn4 sa o diagonélne prvky projekénej matice,

ktort sme uviedli v pripade linedrneho regresného modelu vo vztahu (2.4).

2.3.4 Binomicky model

Najjednoduchsi pravdepodobnostny model je binomicky logit a probit model,
ktory md z4vislé premenné len v 2 kategdriach: udalost A nastala (Y=1), uda-
lost A nenastala (Y=0). Udalost A nastdva s pravdepodobnostou 7 a nenastdva

s pravdepodobnostou 1 — .

Hustota binomického rozdelenia je

Jilyi) = <n) (1 —m)"

Yi
Z tabulky 2.1 v kapitole 2.2.1 mame
b(6;) = nilog (1 + ).

Logit model

Kim Changki vo svojom ¢lanku [18] modeloval vplyv makroekonomickych
ukazovatelov logistickou regresiou (Logit Model), kde logisticka funkcia, vid [5],

ma nasledujici tvar

S

ln<1 g >:50+51V1+---5nvm

kde g, je miera storna, f3; je odhadovany koeficient a V; je vysvetlujica premenna.

Binomické rozdelenie patri do exponencidlnej triedy rozdeleni, vid priklad

2.2.6. Kanonicky parameter 6 je logit funkcia parametru m;

9izlog<1 L )

Logistickd regresia je pouzivand pre binomické rozdelenie a povazovana za mo-

del vyberu. Tento model sa pouziva, ak chceme modelovat dichotomické uda-
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losti (4no, nie). Logistickd funkcia je uzitoénd, pretoze zo vstupnych paramet-
rov, ktoré maju rozsah od minus nekonec¢na do nekonecna, dostaneme vystupné
hodnoty v rozsahu od 0 do 1. Logisticka regresia analyzuje binomicky rozdelené
data y; = B (ng, i), kde n; je pocet pokusov a p; je pravdepodobnost tspechu.
Ak oznacime y vysvetlujiicu premenni (rozhodnutie poistnika o ukoncéeni poistne;

zmluvy), méame

{ 1, ak poistnik zmluvu predcasne ukonéci
y —=

0, inak
Predpoklady:
e n=Xg
o pi=g"(n)

Logisticka funkcia mé tvar

() = logit (i) = log (ﬁ) —n

Inverzna logisticka funkcia ma tvar

exp (1)

p=9" (XB) =g () = 7~ ezp (1)

Fisherov skoérovaci algoritmus v logistickej regresii

Mame logisticky model vyjadreny v tvare

mzlogit(m)zlog< T )=10g< & )
l—m Ni — i

~ A~ 3 Y
¢o mozeme prepisat ako

;i = log (ps) — log (n; — ps) .

Derivécia podla p; je

O i mi— i pi(ng— ) mm (L—m)

Zavisla premennd, s ktorou pracujeme, je

I
zi =1+ (Yi — 1) o
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¢o upravime na tvar
Yi — T
T e
n;T; (1 — 7Tz')

Postupné vahy su

Wy — 1 _ (m; (1 —m;))?
b (6;) (M)z nim; (1 — ;)

Op

= N;T; (]_ — 7Ti) .

Binomicka deviacia

Predpokladame, Ze ji; je maximélny vierohodnostny odhad parametru p;, kde

[l; = y; v saturovanom modeli.

Z (2.31) vieme, ze plati
Yi i —Yi
Zlyo (ni)ﬂn y)0g< - )

1; ni — fi
—yilog (,u_) — (n; — i) log < a )}
n; n;

- 23 [ (2) + e (255

Probit model je nazvany tiez Standardné normdlne inverzné rozdelenie. Pro-

| <

2

i

>

Probit model

bitova funkcia ma tvar
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Kapitola 3

Resers

3.1 Historia

Odstupenie poistnika od zivotnej poistnej zmluvy bolo do prvej polovice
20. storocia takmer nezndmou témou. Jednymi z prvych riesitelov problému
¢astého stornovania poistky boli Charles F. B. Richardson a John M. Hartwell,
ktori sa tejto problematike zacali venovat v polovici 20. storocia. Ziskali tidaje
o pocte stornovanych poistiek a vydali ¢lanok Lapse Rate [20], ktory popisuje,
aké je pravdepodobnost predéasného vypovedania poistnej zmluvy v zavislosti
na individualnych ukazovateloch ako je napriklad vek ¢i prijem poistnika.
V tomto clanku este nendjdeme Statistické modely popisujice mieru storna, ale
skor len pomerové analyzy, preto tento ¢lanok nie je vyznamny z hladiska mode-
lovania, ddva nam vsak pravdepodobnost stornovania poistnej zmluvy na zaklade
jednotlivych ukazovatelov. Dosledkom toho sa budeme na tento ¢ldnok v reSersi

castejsie odkazovat.

Uvodné studie boli zalozené na relativnej pocetnosti storien v zavislosti na in-
dividudlnych ukazovatelov rozdelenych do niekolkych skupin. V 80. rokoch 20. sto-
rocia sa postupne zac¢alo modelovat odstiipenie od Zivotnej poistnej zmluvy a tejto
problematike sa venovalo stéle viac a viac Tudi. V 21. storoéi sa zacalo modelovat
stornovanie poistiek v zivotnom poisteni aj v zavislosti na makroekonomickych

ukazovateloch ako je napriklad miera nezamestnanosti ¢ miera inflcie.

V tejto resersi je uvedena miera stornovania poistiek v zavislosti na jednot-

livych individuélnych a makroekonomickych ukazovatelov.
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3.2 Individualne ukazovatele

Mieru stornovania poistky moze ovplyvnit mnoho individudlnych ukazova-
telov. V minulosti boli skiimané aj tieto ukazovatele: prijem poistnika, povolanie
poistnika, vyska poistného, vstupny vek poisteného pri uzatvoreni poistnej zmluvy,
frekvencia platenia poistnej zmluvy, pohlavie poisteného, trvanie poistky, typ po-
istky a agent poistovne. Postupne si rozoberieme vsetky tieto faktory a zameriame

sa na to, aky vplyv méd dany ukazovatel na mieru storna.

3.2.1 Prijem poistnika

Prijem poistnika je podla Richardsona a Hartwella [20] najdolezitejsim fakto-
rom, ktory ovplyviiuje pravdepodobnost storna poistiek. Aj v [21] sa docitame,
7e prijem poistnika vyznamne vplyva na mieru stornal. Vicsina élankov sa vak

tomuto parametru tolko nevenuje.

Pri modelovan{ storna je vhodné faktorizovat premenné prijmu, teda rozde-
lit ich do niekolkych skupin. Jednou moznostou je rozdelenie roéného prijmu
do tychto skupin: menej ako $3000, $3001 az $5000, $5001 az $7500, $7501 az
$15000 a nad $15001, ako to pouzili autori ¢lanku [20]. Poistnik s prijmom nizsim
ako $3000 rocne mé vysokt pravdepodobnost storna poistnej zmluvy?. Mozeme
teda zhrnut, Ze poistnik s vy$$im prijmom je menej nachylny poistku ukonéit

predcasne.

V dnesnej dobe by vsak bolo vhodnejsie pouzit iné rozdelenie na faktory,
pretoze od prvej polovice 20. storocia sa hodnota dolaru v dosledku nielen inflacie

posunula a $3000 ako roény prijem nie je v dnesnej dobe realny.

3.2.2 Povolanie poistnika

Parameter povolanie sa tazko deli do mensich skupin. Musime brat do tivahy
takmer kazdé povolanie ako samostatni skupinu. Do faktorov mozeme spojit
len také povolania, ktoré maju rovnaky charakter prace a priblizne rovnaky
plat, napriklad skupina polnohospoddrov a robotnikov. Rozdiely v stornovani
medzi povolaniami s rovnakymi prijmami moéZeme vidief napriklad na povo-
laniach polnohospoddrov a Studentov. Relativna pocetnost ukoncenia poistky

polnohospodarov je o dost vyssia nez napriklad u studentov?. Najvicsie rozdiely

! Autori modelovali stornd pomocou redukovanej formy logistickej regresie. Parameter je
vyznamny na hladine 1 %.

224.6 % z 20483 poistnych zmliv v obdobi od 1. januara do 30. jina 1946.

3V ¢lanku [20] Studenti stornuji poistni zmluvu s pravdepodobnostou 10,0 %, predavaci
s pravdepodobnostou 31,7 %. Tieto percentd st vieobecné pre vietky prijmové skupiny.
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v skupindch zamestnani st v prijmovej triede $3001-$5000%. V triedach prijmu
1-3 plati, ze ¢im vyssi plat platca poistného poberd, tym sa rozdiely v stornovani
medzi triedami zamestnania zmensuji. V triede vysokého prijmu st hodnoty ne-
vyspytatené. Hodnoty st odzrkadlenim nedostatoc¢nych udajov, a teda vysledné

hodnoty st nepresvedcivé.

Povolanie a prijem su v istej koreldcii. AvSak existuju povolania, ktoré maju
rozne postavenia a teda poistnici s tym istym povolanim maju tplne roézne prijmy,
napriklad sa jedna o povolanie junior a senior. To nam trochu problematizuje mo-
delovanie storna v zavislosti na parametri povolanie, pretoze poistnik s povolanim
junior bude stornovat poistni zmluvu s vii¢sou pravdepodobnostou, nez poistnik
s povolanim senior, a to z dovodu, Ze sa spravaji podla prijmu poistnika. Z toho
dostdvame zdver, Ze parameter povolanie nemé tak velky vplyv na stornovanie

ako parameter prijmu poistnika.

3.2.3 Vyska poistného

Vyska poistného je relevantny faktor hlavne v nezivotnom poistni, ktory sa
moze v priebehu poistenia menit. Z [1] vieme a ako by sme aj ocakavali, zdrazenim
poistného sa zvysuje pravdepodobnost storna. V Zivotnom poisteni sa poistné pre
uZ uzavreté poistné zmluvy nezvysuje, ale v tomto odvetvi mozeme pozorovat po-
istnikovo spravanie v pripade, ze sa na trhu objavi poistenie, ktoré je s rovnakymi
parametrami lacnejsie nez m4 klient poistovne v danej chvili zjednané. V takom

pripade sa pravdepodobnost storna zvysi.

3.2.4 Vstupny vek poistnika pri uzatvoreni poistky

Parameter vstupny vek poistnika je jeden z najvyznamnejsich pri modelovani
storna, vid [19]°. Aj v [21] sa do¢itame, Ze vstupny vek poistnika vyznamne vplyva
na mieru storna®. Vo vSeobecnosti mozeme tvrdit, ze ¢fm nizsi vek poistnika, tym
vyssia pravdepodobnost vypovedania poistnej zmluvy. Medzi vekom poistnika
a jeho prigmom je isté koreldcia. Pri vySSom vstupnom veku ma poistnik pravde-
podobne vicsi prijem a teda nizsiu pravdepodobnost stornovania zmliv. Vplyv
tychto faktorov na pravdepodobnost storna je korelovany. Vo vyssich prijmovych

skupindch vek prestava ovplyviiovat rozhodnutie poistnika o ukonéceni poistky.

4Studenti stornuji poistni zmluvu s pravdepodobnostou 7,2 %, predavaéi s pravdepodob-
nostou 30,7 %.

SAutori pouzili binomickd odozvu s logit transformaénou funkciou zovseobecnenych
linedarnych modelov.

SRedukovans forma logistickej regresie. Parameter je vyznamny na hladine 1 %.
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Pravdepodobnost storna s rastiicim vekom poisteného klesd, ako sa zhoduji
clanky [18], [13]7 a [9]®. Aj v ¢lanku [1] sa dozveddme, Ze mladsi poistnici medzi
vekmi 20-29 stornuju poistku podstatne castejsie nez starsi poistnici. Je to prav-
depodobne z toho dovodu, ze mladsi poistnici maju viac casu a nadSenia pri
hladani lepSej ponuky, a mozno tiez ako vysledok vseobecne horsej financnej
situdcie mladych ludi, a preto maji vicsi zdujem o najdenie konkurenénej ceny,

ako sa mozeme docitat v ¢lanku [11].

Rozdiel relativnej pocetnosti ukoncenia poistky medzi vekovou skupinou 10-
19 rokov a skupinou 20-29 rokov je zaujimavy. Stornovanie poistky poisteného
vo veku 20-29 je vyssie, ako vo veku 10-19, a to z dovodu, Ze osoba vo veku
10-19 rokov takmer nikdy nie je platcom poistného, ale platia ju rodicia, ktori su

vécsinou vo vyssej triede prijmu.

Renshaw a Haberman v [19] rozdelili Vstupny vek poisteného na 3 kategoérie:
15-29, 30-39 a 40-64 rokov. Miera storna mé tendenciu mierne klesat s rasticim
vekom pre poistenia pre pripad dozitia a docasnych poisteni. V kategoérii 40-64

rokov je tento pokles najvyraznejsi.

3.2.5 Frekvencia platenia poistky

Vplyv frekvencie platenia poistky je najviac rozdielny pre poistnikov s nizsim
prijmom, ako sa moézme docitat v [20]. Poistka s mesacnou frekvenciou platenia
mé najvyssiu pravdepodobnost stornovania a pravdepodobnost je mensia pre

~ ) ~ 7 ~ s . « ev v ~ ’ . . 9
Stvrtrocnt, polrocni frekvenciu a najnizsia pre rocnu frekvenciu platenia”.

3.2.6 Pohlavie poisteného

Zivotnd poistnd zmluva mé pravdepodobnost dlhdieho trvania u zien nez
u muzov [20], ale rozdiely st takmer zanedbatelné!®. To, Ze parameter pohlavia
na relativnu poc¢etnost ukoncenia poistnej zmluvy nem4d Ziaden vplyv, sa mozeme
docitat v ¢lankoch [11], [13].

"Pravdepodobnost storna v prvom roku poistenia pre vekovi skupinu 25-34 rokov je 11,8 %,
pre vekovi skupinu 35-44 rokov je to 9,6 %, pre vekovi skupinu 45-54 rokov je to 7,8 % a pre
55-64 rokov je to 5,6 %.

8Vek je v éldnku rozdeleny na 3 skupiny: 15-29 rokov, 30-39 rokov, 40-64 rokov.

9Pre mesacnt frekvenciu platenia je pravdepodobnost storna 25,1 %, pre stvrfroéni je
24,6 %, pre polroénu je 21,3 % a pre ro¢nu frekvenciu platenia je pravdepodobnost storna
14,6 %.

10Celkova pravdepodobnost storna pre zeny je 17,3 % a pre muzov 18,6 %.
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3.2.7 Fajciar / nefajciar

Lebel vo svojich studidch [13] zistoval rozdiely v ukoncovani poistky medzi
fajéiarom a nefajéiarom. Dosiel k zadverom, ze fajciari castejsie stornuju zivotnu
poistntt zmluvu. V prvom roku poistenia je pravdepodobnost stornovania viac

nez dvojndsobna!'. V neskorsich rokoch poistenia sa rozdiel zmensuje!2.

3.2.8 Trvanie poistky

Lebel v ¢lanku [13] skiimal pravdepodobnost odstiipenia od poistnej zmluvy
podla doby trvania v zavislosti na kalenddrnom roku'®. Sice st isté rozdiely v stor-
novani poistky v zavislosti na kalendarnom roku, ale miera storna konverguje

v neskorsich rokoch poistenia.

Podla [18] a [4] vSsak miera storna v prvych piatich rokoch trvania poistky
mierne stipa. V Siestom a siedmom roku je pravdepodobnost stornovania vyssia
nez v predchadzajuicich rokoch a v prvych troch mesiacoch 6smeho roku je prav-
depodobnost stornovania najvyssia, takmer 16 percent. Potom miera storna klesa.
Takmer 30 percent z ukoncenych poistnych zmlav je stornovanych prave v osmom
roku jej trvania, vid [18]. Dovody takéhoto rozhodovania popisali v ¢lanku [4]
S. H. Cox a Y. Lin, ktori toto poistnikovo rozhodovanie vysvetluji ako dosledok
nulovosti poplatkov za stornovanie poistky v 6smom roku poistenia, vid podkapi-
tolu 3.3.6. Poistnik si méze uvedomovat, Ze ak odlozi rozhodovanie o predéasnom
ukonceni poistnej zmluvy o rok, poplatky za stornovanie sa znizia. Poistnikovi
sa teda vyplati pockat. Ale v 6smom roku poistenia, kedy sa poplatky za odstipe-
nie od zmluvy dostanti na nulu, poistnik uz nema dovod kvoli poplatkom so stor-
nom poistky vyckdvat. Je vsak potrebné upozornit, Ze tento zdver dostdvame
z americkych dat, kde je poistovnictvo na inej Grovni ako v Ceskej republike, vid
podkapitolu 3.3.6.

Autori ¢ldnku [11] tvrdia, Ze pravdepodobnost storna je vyrazne vyssia do 10
rokov trvania poistnej zmluvy nez v neskorsom obdobi trvania poistky'*. Ti po-
istni klienti, ktori poistni zmluvu nevypovedali v prvych desiatich rokoch trvania
poistky pravdepodobne uZ poistni zmluvu nevypovedaji. Pokial véak modelu-
jeme trvanie poistky podla roznych typov poistnej zmluvy, ako to mozeme vidiet

v ¢lanku, miera storna sa takmer nemeni.

1V prvom roku poistenia je pravdepodobnost stornovania poistnej zmluvy pre fajéiara 15,8 %
a pre nefajciara 7,6 %.

2Napriklad v Siestom roku poistenia fajéiar stornuje s pravdepodobnostou 4,8 % a nefajciar
3.2 %.

13Doba trvania poistky po rokoch 1 az 13 rokov v kalendérnych rokoch 1994-1998.

1Skiimané obdobie: 1991 - 2007. Poéet zozbieranych tidajov: 279 000 stornovanych poistiek
z celkového poctu 6 129 000 poistiek.
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Autori ¢ldnku [4] modelovali mieru storna v zavislosti na trvani poistky Tobit
modelom. Pokial modelujeme stredné hodnoty miery storna, Tobit model dobre
popisuje hodnoty u vsetkych dob trvania zmlav. AvSak pri pouziti modelu je
potrebné byt opatrny, pokial chceme predpovedat medidn miery storna podla

dizky trvania poistky. Tobit model totiz medidn nadhodnocuje'®.

Renshaw a Haberman v [19] a [9] rozdelili Trvanie poistky do 3 kategorii:
kratka (1-3 roky trvania), strednd (4-8 rokov trvania) a dlha kategéria (9 a viac
rokov trvania). V tomto clanku je tento parameter jeden z najdolezitejsich, ktory
ovplyviiuje mieru storna'®. Podla ¢ldnku [19], v ktorom autori porovndvali vza-
jomnu kovarianciu parametrov na zovsSeobecnené linedre modely, je najvyznam-
nejsia prave interakcia medzi typom poistky a dobou trvania!”. Poistky kratke-
ho trvania (2-3 roky) st najviac nachylné k zaniku. Sklon k zéniku sa znizuje

s rasticou dobou trvania poistnej zmluvy.

3.2.9 Typ poistnej zmluvy

70 sekcie trvania poistky vieme, ze ¢im je dlhsia doba trvania poistky, tym
viac klesd pravdepodobnost storna. Renshaw a Haberman v ¢lanku [19] a [9)]

porovnavali storno u tychto typov poistenia:

e poistenie v pripade dozitia s podielom na zisku (with-profit endowment po-

licy),

e poistenie v pripade dozitia bez podielu na zisku (non-profit endowment

policy),
e poistenie v pripade smrti s podielom na zisku (with-profit whole-life policy),
e poistenie v pripade smrti bez podielu na zisku (non-profit whole-life policy),
e docasné poistenie (temporary policy),

e investi¢né poistenie (unit-linked policy).

Interakciu medzi typom poistky a dobou trvania poistky modelovali binomic-

kou odozvou GLM'. Pre prvy typ poistky pravdepodobnost storna bola vyssia

P Medidn skimanych dat je pre 6smy rok poistenia 0,291 a pre odhad parametru modelom
Tobit je 0,317. Strednd hodnota je rovnaka pre data a pre model a to 0,319 pre 6smy rok
poistenia.

16V porovnani s typom poistky, vstupnym vekom a typom agenta mé doba trvania najvacsi
vplyv na stornovanie poistnej zmluvy. Vstupny vek a typ poistky vplyvaji na mieru storna
priblizne rovnako.

17 Autori pouzili test vyznamnosti v zovieobecnenych linedrnych modeloch pri normélnom
rozdeleni pozorovani a binomickom rozdeleni s logit transforma¢nou funkciou.

18Zovseobecnené linedrne modely (Generalized Linears Models).
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pocas trvania poistky 4-8 rokov, nez u poistky pre pripad dozitia bez vyplaty
plnenia pre dobu trvania 0-3 roky, co je proti trendu u ostatnych typov poistiek.
Mozné vysvetlenie je také, ze data si zaznamenané v dobe, kedy bola priemerna

dizka vykazovania priblizne 7 rokov.

Renshaw a Haberman v [19] dosli k zaveru, Ze poistenia bez podielu na zisku
maju mieru storna vyssiu nez poistenia s podielom na zisku, a to ¢i pre poistenie
pre pripad dozitia alebo pre pripad smrti. Docasné poistky vykazuju podobnu
mieru storna ako poistky bez podielu na zisku. Investi¢né zivotné poistenia pre
mladi vekovil skupinu maji vyssiu mieru storna nez iné poistenia, a vo veku

40-54 rokov je miera storna podobné ako u poistenia s podielom na zisku.

3.2.10 Agent poistovne

Zo sthrnu moéZzeme vidiet, Ze niektoré faktory si na sebe viac alebo menej
zavislé. Je tu vsSak este jeden dolezity faktor, a tym je charakteristika agenta
preddvajiiceho poistnti zmluvu, vid [19]. Agent zastdva dolezitt tlohu v zdujmoch
poistovne a jeho motivacia predania zmluvy je klticova. Novy agent mé Sta-
tisticky uzavrenych viac zmliv, ktoré se neskor stornuji. Pokial je motivacia
agenta len osobny penazny zisk pre seba, bude sa snazit predat aj nevyhodné
poistky, ktoré klienti poistovne mozno nebudi schopni splacat, a tym sa zvysi
pravdepodobnost predéasného vypovedania poistnej zmluvy. Dalsi sposob zisku
agenta je v pretacani zmlav, ¢o znamena, ze agent presvedci poistnika, aby poistku

stornoval a uzavrel inu zmluvu.

V [19] sa autori zaoberali modelovanim veku poisteného, dizkou trvania poist-
nej zmluvy, typom poistenia a agentom. Agent poistovne bol z tychto styroch fak-
torov najmenej vyznamny. To vSak neznamend, Ze pravdepodobnost stornovania
poistnej zmluvy poistnikov od roznych agentov nie je vyznamnym parametrom

a nie je potrebné tento parameter modelovat.

3.3 Makroekonomické ukazovatele

Nielen individudlne, ale aj makroekonomické ukazovatele maju vplyv na roz-
hodovanie poistnika o predé¢asnom ukonceni poistnej zmluvy. Existuju poistnici,
ktori zivotné poistenie nepovazuju len za pomoc pri draze ¢i zabezpeceni ro-
diny v pripade smrti, ale Zivotné poistenie pouzivaji aj ako sporenie. Pokial
vsak poistenec mé zjednané investicné poistenie a vynosnost zmluvy je mensia
nez ocakdval, poistnik je ndchylny poistnti zmluvu ukonéit a hotovost uloZit

do vynosnejsej alternativy. Dalsim dévodom pre stornovanie poistnej zmluvy je
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nahla striata prace a potreba ziskat hotovost, ktord moze klient dostat prave
predcasnym ukoncenim poistnej zmluvy a vyplatenim odbytného. Hlavné priciny

zapri¢inujuce mieru storna, ktorymi sa v praci zaoberame, si:
e miera nezamestnanosti,
e urokovd miera,
e miera hospoddrskeho rastu,
e sezonny efekt,

e vyskyt financéného Soku

a poplatky za zruSenie poistky.

3.3.1 Miera nezamestnanosti

Odhad parametru miery nezamestnanosti logistickou regresiou podla [18] m4d
vysoki hodnotu!®. To znamend, Ze miera storna se meni pozitivne v zavislosti
na pohybe miery nezamestnanosti - pri rastiicej miere nezamestnanosti rastie aj
stornovanie poistnych zmliv. Dobré ekonomické podmienky maji pre poistitela
pozitivny vplyv na rozhodovanie poistnika, a teda pravdepodobnost stornovania

poistky je mensia.

V ¢lédnku [4], kde autori modelovali mieru storna pomocou Tobit modelu, sa do-
zvedame, ze miera nezamestnanosti je vyznamne negativne korelovana s irokovou
mierou. Vysoko korelované premenné su redundantné a sposobuju problém koli-

nearity®®, preto tento parameter pri modelovani autori [4] vynechali.

Vplyv miery nezamestnanosti na odstupenie od poistnej zmluvy je vyznam-
ny ako v kratkom aj dlhom obdobi trvania poistnej zmluvy. Tento poznatok je

popisany v ¢ldnku [2].

3.3.2 Urokova miera

O vplyve trokovej miery na stornovanie poistnej zmluvy sa doc¢itame napriklad
v [2]. V tomto ¢lanku nachddzame, ze vplyv trokovej miery na stornovanie poist-
ky nie je vyznamny pri kratkom trvani poistnej zmluvy. Avsak pri dlhom trvani

poistnej zmluvy je tento vplyv uz o dost vyznamnejsi.

9K 6rejské data: 50.6348, americké data: 24.3694 pri logistickej regresii, 3 roky trvania poist-
nej zmluvy.

20Qundberg R.: Collinearity, Volume 1, Encyclopedia of Environmetrics, John Wiley & Sons,
Ltd, 2002, strany 365-366.
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V porovnani s mierou nezamestnanosti, ma tato véicsi dopad na storno zmluvy
pri kratkom trvani poistky. Urokové sadzba ma viak vyznamnejsi ekonomicky
dopad na mieru storna nez miera nezamestnanosti. Poistnik d’aleko viac reaguje
na ndhodnu zmenu (Sok) v trokovych sadzbédch, nez na ndhodni zmenu v miere

nezamestnanosti.

Ak berieme do uvahy rozdiel medzi referen¢nou trokovou sadzbou na trhu
a technickou trokovou mierou, tak miera storna za¢ne rast, ked tento rozdiel

zacne byt pre trh vyznamny, vid [18].

Pri uzatvarani Zivotnej poistnej zmluvy ndm poistoviia garantuje tzv. tech-
nickd drokovd mieru. Cim je tdto nizsia, tym je pravdepodobnost uzatvérania
zmluv mensSia nez pri vyssej technickej urokovej miere. Ak uz poistnik ma uza-
vretl poistnt zmluvu, tak pokial poistovne zaéni garantovat pre novouzavreté
poistné zmluvy vyssiu technickt trokovi mieru, poistnik s vyssou pravdepodob-
nostou ukonéi sucasni poistnii zmluvu a uzatvori novi, pre neho vyhodnejsiu
poistntt zmluvu. Je teda viicsia pravdepodobnost, Ze novoziskané zmluvy budu
poskytovat rovnaké pokrytie za nizsie poistné. Poistenci maji tendenciu storno-
vat svoju aktudlnu poistni zmluvu, aby vyuzili vyssie vynosy alebo nizZsie poistné,

ktoré je na trhu k dispozicii.

3.3.3 Miera hospodarskeho rastu

Miera storna zavisi negativne na miere hospodarskeho rastu, teda pravdepo-
dobnost stornovania poistky klesa pri dobrych ekonomickych podmienkach, ako

sa pise v [18]%L.

3.3.4 Sezénny efekt

PodTa ¢lanku [18] st niektoré odhadované parametre logistickej regresie pre se-
zoénny efekt kladné a niektoré zaporné. A preto sice dokaZeme povedat, v ktorom
mesiaci sa trochu castejsie stornuju zmluvy, avsak vSetky hodnoty st malé. Z toho
ziskavame zaver, ze sezénny efekt ma len maly vplyv na predcasné ukoncenie

poistnych zmlav.

3.3.5 Financ¢ny Sok

Kim Changki sa vo svojom ¢ldnku [18] zaoberal modelovanim ukazovatelov

v extrémnych podmienkach, ktoré definoval takto:

21K érejské data: -5.3360, americké déta: -2.6450 pri logistickej regresii, 3 roky trvania poistnej
zmluvy.
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Definicia 3.3.1. Eztrémne podmienky znamenaju viac ako dve standardné od-
chylky od ocakavanej tirovne za roznych ekonomickych podmienok a v kombinacii

s roznymi charakteristikami poistky.

V obdobi extrémnych podmienok (alebo ndhlych zmien na finanénom trhu)
sa pravdepodobnost storna meni viac, nez by sme o¢akévali, a stornovost rastie,
pokial na trhu nastane finanény alebo ekonomicky sok. Napriklad pocas financnej

krizy v Juznej Kérei v decembri 1998 miera storna vykazovala nahle stipanie.

Velky vplyv na sféru poistovnictva md aj dnesna finanéna kriza. Poisteni klien-
ti poistovne, ovplyviiovani informdciami o stave finanénych trhov sa na zaklade
nie prili§ optimistickych prognéz dalsieho vyvoja ¢asto rozhodni poistnt zmluvu

vypovedat.

3.3.6 Poplatky

Parameter poplatky nepatri iplne medzi makroekonomické ukazovatele, ale
skor medzi raciondlne spravanie poistnikov. Pre jednoduchost vsak ponechidme

tento popis parametru poplatky v kapitole makroekonomickych ukazovatelov.

Poistoviia poistnikovi iétuje rozne poplatky za vedenie Zivotného poistenia.

V éldnku [14] sa dozvedame, Ze motivacia stornovat poistku je vysokd, pokial:
PV (benefitov) < PV (poplatkov za vedenie poistnej zmluvy),

kde PV je sucasnd hodnota (present value).

Ak sa navysi poplatok, potom poistnik okamzite stornuje poistku. V pripade
uctovania poplatku za zrusenie zmluvy sa tato motivacia znizuje, teda motivacia

stornovat poistku je vysoké, pokial

PV (benefitov) < PV(poplatkov za vedenie poistnej zmluvy)

+ Poplatok za stornovanie poistky

Stornovaci poplatok

Viacsina kontraktov pripisuje celé poistné na tucet kapitdlovej hodnoty a po-
sudzuje stornovaci poplatok az v okamihu, kedy poistnik od poistnej zmluvy
odstupi. Poplatok za stornovanie poistky (surrender charge) sa meni v zavislosti
na trvani poistnej zmluvy. Vicsinou v prvom roku je okolo 7%, a kazdym dalsim

rokom trvania poistky klesa az na 0%, vid [4]. Podla [18] sa velkost poplatkov
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pohybuje vicsinou medzi 7-10 percentami z hodnoty uctu a klesa k nule u 6- az

10- ro¢énych poistnych zmlav.

Na tomto mieste je potrebné zdoraznit, 7ze vsetky uvedené ¢ldnky o storno-
vacich poplatkoch popisuji americké data, kde forma poistenia je ina nez forma
v Ceskej republike. V USA sa pri stornovan{ poistnej zmluvy vyplaca poistnikovi
odkupné ocistené o poplatky. V Ceskej republike sa odkupné vyplaca az po 2 ro-
koch zaplateného poistného, kedy sa splatia poistovni vsetky poplatky naklady na
zjednanie zmluvy. To znamend, ze v USA je mozné pre klienta poistovne ziskat ne-
jaku vyplatu z poistenia i pri stornovani poistnej zmluvy v prvom ¢i druhom roku
poistenia. V Ceskej republike sa klientovi vyplati odbytné viicsinou az od treticho
roku trvania poistnej zmluvy podla svojich ndrokov. Pre ¢esku poistoviiu, ktora
v prvych dvoch rokoch poistenia este nema od klienta splatené vSetky naklady,
je najvacsie riziko stornovania poistnej zmluvy do dvoch rokov poistenia, pretoze
je stratova. Z toho dovodu sa my v praktickom modeli zameriame na stornovanie

poistnych zmlav v prvych dvoch rokoch poistenia.
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Kapitola 4
Aplikacia na datach

V tejto kapitole ukdzeme pouzitie zovSeobecnenych linedrnych modelov na
datach. Najdeme model, ktory najlepsie popisuje data, a odhady parametrov

porovname s pomerovou analyzou.

Spociatku sme cheeli ziskat data od ceskych poistovni, a teda modelovat
storno na redlnych datach. Vsetky poistovne st vsak citlivé na svoje ddta a od-
mietaji ich poskytnit verejnosti. Z toho dovodu sme sa rozhodli pouzit genero-
vané ddta a na nich vysvetlit a model a prdcu v programe R. Je preto potrebné

zdoraznit, ze vysledky, ktoré dostaneme, nemusia zodpovedat realite.

Rozhodli sme sa pre generovanie dat reprezentujucich ukoncenie zivotného
poistenia pocas prvych dvoch rokoch od uzavretia poistnej zmluvy. Ako sme
uz uvadzali v resersi, pre poistoviiu je najvicsia strata, pokial klient stornuje
poistni zmluvu prave v prvych dvoch rokoch poistenia, pokial este poistovni

nesplatil vSetky naklady, ktoré stvisia s uzavretim poistenia.

Déta, ktoré mame k dispozicii, obsahuji sktusenosti v rozmedzi 10 rokov
a 851 955 zmluv.

V nasledujicom zozname najdeme skuimané faktory tak, ako by boli uvedené

klientom alebo boli inak zndme pri uzatvarani zmluiv:
e pohlavie,

e vek,

manzelsky stav,
e deti,

e mesacny zarobok v tisicoch korin,
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e typ zjednaného poistenia,

e poistna ciastka v tisicoch korin,
e sprostredkovatel poistnej zmluvy,
e 1ok zjednania,

e sidlo

e a informacia o stornovani poistnej zmluvy v prvych dvoch rokoch.

4.1 Klasifikacia dat

V prvom rade je potrebné data istym sposobom rozdelit do tried, tzv. faktori-
zovat. Dolezité je rozdelenie do tried najmi takych velicin, ktoré maju velkud
doménu, ako je vek ¢ poistnd ciastka. V datach mdme ludi vo veku 18-69.
Ak by sme mali Tudi rozdelenych po vekoch, mali by sme 52 tried, ¢o sa tazko
modeluje. Jednoduchsie je rozdelit si Tudi do vekovych kategérii po 5 alebo 10 ro-
kov. Ludi by sme mali rozdelit do tried podla toho, ako sa lisia pravdepodobnosti
stornovania ludi v roznych vekovych kategériach. TaktieZ zdleZ{ na pocte ludi
v triede. Pokial mdme mélo mladych Iudi, méalo seniorov, ale velky pocet Iudi
stredného veku, rozdelime Tudi tak, aby v kazdej triede bol priblizne rovnaky

pocet Tudi.

Nase déata st vSak vytvorené umelo. Uz proces generovania dat bol ovplyvneny
tym, aké rozdelenie do tried sme pouzili. Z toho dévodu nebudeme popisovat
hladanie rozdelenia do tried, ale pouZzijeme triedy z generovanych dat. Rozdelenie

do tried je néasledujuce:
e S: pohlavie (Muz, Zena),
e A: vek (Al: 18-29, A2: 30-39, A3: 40-49, A4: 50-59, A5: 60+),
e M: manzelsky stav (MO: slobodny/rozvedeny, M1: zenaty/vydatd),
e C: deti (CO: ziadne, C1: 1 a viac),

e E: mesacny zarobok v tisicoch korin (E1: < 10; E2: (10,20); E3: (20, 30);
E4: 30+),

e T: typ zjednaného poistenia, (T1: smrt bez podielu na zisku, T2: smrt s po-
dielom na zisku, T3: dozitie bez podielu na zisku, T4: dozitie s podielom

na zisku, T5: investi¢né poistenie),
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I: poistnd ciastka v tisicoch kortn (I1: (0, 500), 12: (500, 1000), I3: 1000+),

0: sprostredkovatel poistnej zmluvy / distribicia (01, 02, 03, 04, 05),

Y: rok zjednania (kalenddrny rok zjednania: Y1: 1996-1997, Y2: 1998-1999,
Y3: 2000-2001, Y4: 2002-2003, Y5: 2004-2005),

R: sidla (pocet obyvatelov zijucich v rovnakom sidle: R1: < 10 000, R2:
(10 000,50 000), R3: (50 000, 100 000), R4: > 100 000)

e a Lapse: priznak o stornovani poistnej zmluvy v prvych dvoch rokoch (0 -

nie, 1 - éno).

Pokial méme v datach parameter ako je manZelsky stav ¢ pocet det{ a nie je
potrebné dany parameter rozdelit do tried, pretoZe ma maly poéet skupin. Také
parametry mozu mat hodnoty 0, 1. Problém vSak moze nastat pri modelovani
v programe R, ktory ich moZe povazovat za hodnoty a nie triedy. Z toho dovodu

pouZijeme v programe R funkciu factor a teda prevod na triedy!, vid kdd 4.1.

> tabulkaStoren <- read.table("tabulkaStorien.csv",
header=TRUE, sep=";")
tabulkaStoren$S<-factor (tabulkaStoren$S)
tabulkaStoren$A<-factor (tabulkaStoren$A)
tabulkaStoren$M<-factor (tabulkaStoren$M)
tabulkaStoren$E<-factor (tabulkaStoren$E)
tabulkaStoren$T<-factor (tabulkaStoren$T)
tabulkaStoren$I<-factor (tabulkaStoren$I)
tabulkaStoren$0<-factor (tabulkaStoren$0)
tabulkaStoren$C<-factor (tabulkaStoren$C)
tabulkaStoren$Y<-factor (tabulkaStoren$Y)
tabulkaStoren$R<-factor (tabulkaStoren$R)
attach(tabulkaStoren)

V VV V V V V V V V.YV

Kéd 4.1: Rozdelenie do skupin v programe R.

Ak uz mame déata nacitane a rozdelené v skupinach, pozrieme sa na celkovi
Statistiku dat pomocou funkcie Summary v kéde 4.2. Vo vystupe vidime pocty

Tudi rozdelenych do skupin.

Rovnomernému rozdelenie dat len potvrdzuje, ze data si vytvorené umelo.
Méme polovicu muzov a zien (M: 425977 a F: 425978) a Tud{ rozdelenych rovno-

merne do velkosti sidla (parameter R). Taktiez si mozeme vSimnut, ze program R

1Po pouziti funkcie factor uz nebude program R povazovat ¢islice 0 a 1 manzelského stavu
za hodnoty, ale ako triedy.
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> summary (tabulkaStoren)

ID S A M
Min. : 1 F:425978  A1:170442  M0:114072
1st Qu.:212990 M:425977  A2:170809  M1:737883
Median :425978 A3:170319
Mean 1425978 A4:169965
3rd Qu.:638967 A5:170420
Max. 1851955
E T I 0 Y

E1:213392 T1:170094 11:284044 01:170399  Y1:170460
E2:212193 T2:170795 12:284576 02:170479  Y2:171140
E3:213084 T3:170203 13:283335 03:169635  Y3:169583
E4:213286 T4:170357 04:170866  Y4:170359

T5:170506 05:170576  Y5:170413

C R Lapse

C0:114467 R1:212988 Min. :0.0000
C1:737488 R2:212989 1st Qu.:0.0000

R3:212989 Median :0.0000

R4:212989 Mean :0.2029

3rd Qu.:0.0000
Max. :1.0000

Kéd 4.2: Funkcia Summary pre vSetky generované data.

nepovazuje hodnoty parametru Lapse za skupiny, ale poc¢ita napriklad maximalnu

hodnotu, median ¢i strednii hodnotu.

4.2 Zoskupenie dat a praca v programe R

Ak chceme modelovat déta, potrebujeme ich zoskupit do skupin. To znamena,
najst vSetky skupiny ludi s rovnakymi parametrami (rovnaké pohlavie, rovna-
k4 kategdria veku, manzelského stavu, ...) okrem parametru Lapse. Do tabulky
priddme pocet stornovanych zmluv LapseNum, sumu parametru Lapse, a celkovy
pocet poloziek v skupine PolNum a nacitame data do programu R. Prvych 5 riadkov

tabulky je uvedenych v kéde 4.3.

Ako Skiimané kategodrie oznac¢me tie kategorie, ktoré mame v modelovanych
datach.

Oznaéme ako skupinu T'udi s rovnakymi kategériami takid skupinu Iudj,
ktori patria do rovnakych skimangch kategorii (napriklad maji rovnaky vek, si

v rovnakej prijmovej kategorii,..).
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> tabulkaStorenBezInterakci[1:5,]
S AMETTI 0 Y C R LapseNum PolNum
F A1 MO E1 T1 I1 01 Y1 CO R3 5
F A1 MO E1 T1 I1 01 Y1 CO R4

F A1 MO E1 T1 I1 01 Y1 C1 R3
F A1 MO E1 T1 I1 01 Y1 C1 R4
F A1 MO E1 T1 I1 01 Y2 CO R3

g dd W -
O = NN
S N 00 O ©

Kdéd 4.3: Pohlad na prvych 5 riadkov tabulky.

Poznamka 4.2.1. V kdde 4.3 su skumané kategorie pohlavie, vek, manzelsky
stav, zdarobok, zjednané poistenie, poistnd ciastka, distribicia, rok zjednania, pocet
deti a sidlo (pocet obyvatelov mesta, v ktorom dotyény bijva). Skupina ludi s ro-
vnakymi kategdriami je v kéde 4.8 napriklad prvy riadok tabulky. Prvd skupina
ludi s rovnakymi kategériami si Zeny, ktoré patria do prvej vekovej kategdrie,
s bezdetné, slobodné alebo rozvedené, ich mesacny prijem je mensi nez 10 tisic
K¢, maju zjednané poistenie pre pripad smrti bez podielov na zisku s poistnou
ciastkou do 500 tisic K¢, zjednali si poistenie v distribucii O1 v roku 1996-1997
a byvaji v bydlisku s poctom obyvatelov mensim nez 10 tisic ludi. Takijchto ludi
sme v stbore ddt mali 9 (vid v prvom riadku kédu 4.3 stl})ec PolNum), z ktorych

5 ludi poistenie stornovalo (vid LapseNum).

Ak chceme vidiet, ktoré parametre maji aky vplyv na stornovanie, skiisime
model stétu jednotlivych parametrov, vid kéd 4.4, a pozrieme sa na zhrnutie,
kroré nam ponuka R v kdde 4.5.
> glml <- glm(cbind(LapseNum,PolNum - LapseNum) ~ S + A + M +

E+T+I+0+Y+C+R,
family = binomial(link = "logit"),
data = tabulkaStorenBezInterakci)

Kéd 4.4: Jednoduchy model stuctu parametrov

Funkcia Summary poskytuje dostatok informdcii o modeli, vid kéd 4.5. Polozka
Call nam len pripomina volanie premennej, ktori sumarizujeme. (Deviance)
Residuals ndm udavaju zhrnutie minima Min, prvého kvantilu 1Q, medidnu

Median, tretieho kvantilu 3Q a maxima Max rezidui.

Koeficienty Coefficients sa vzfahuji k odhadovanym parametrom. Prvé dva
stipce Estimate a Std. Error sa vztahuji k odhadom B Sﬂpec Std. Error je
v tedrii vyjadreny vo vzorci (2.28). Treti stipec z value je z-hodnota, teda odhad

vydeleny Standardnou chybou

- Estimate
7 Std. Error’
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> summary (glml)

Call:

glm(formula = cbind(LapseNum, PolNum - LapseNum) ~ S + A + M +
E+T+I+0+Y+C+R, family = binomial(link = "logit"),
data = tabulkaStorenBezInterakci)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.0587 -0.8562 -0.2993 0.6446 4.7274

Coefficients: (1 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -0.9991239 0.0148728 -67.178 < 2e-16 *x*x*

SM -0.0014545 0.0077212 -0.188 0.851

AA2 -0.0808570 0.0096601 -8.370 < 2e-16 **x
AA3 -0.3318490 0.0103275 -32.133 < 2e-16 **x
AA4 -0.2814784 0.0105178 -26.762 < 2e-16 ***
AA5S -0.3467333 0.0107622 -32.218 < 2e-16 ***
MM1 -0.0654888 0.0090165 -7.263 3.78e-13 **x
EE2 -0.0926543 0.0074820 -12.384 < 2e-16 **x
EE3 -0.2256437 0.0076262 -29.588 < 2e-16 **x
EE4 -0.3187816 0.0077399 -41.187 < 2e-16 ***
TT2 0.1974978 0.0087454 22.583 < 2e-16 ***
TT3 0.3590047 0.0085794 41.845 < 2e-16 *x*x
TT4 0.4410034 0.0085010 51.876 < 2e-16 *x*x
TT5 -0.3088128 0.0095053 -32.489 < 2e-16 *x*x
112 -0.1352584 0.0065507 -20.648 < 2e-16 ***
II3 -0.2793295 0.0067090 -41.635 < 2e-16 ***
002 0.0136894 0.0087410 1.566 0.117

003 0.2551620 0.0084800 30.090 < 2e-16 *x*x
004 -0.0001694 0.0087572 -0.019 0.985

005 0.0034975 0.0087531  0.400 0.689

YY2 0.1682463 0.0087485 19.232 < 2e-16 ***
YY3 0.2024196 0.0087294 23.188 < 2e-16 ***
YY4 0.1282176 0.0088081 14.557 < 2e-16 *x*x
YY5 0.1745576 0.0087521 19.945 < 2e-16 **x
CC1 -0.2107379 0.0089113 -23.648 < 2e-16 ***
RR2 0.0069130 0.0077161 0.896 0.370

RR3 0.0115619 0.0077105  1.499 0.134

RR4 NA NA NA NA
Signif. codes: 0 “*xx’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Koéd 4.5: Zhrnutie modelovanych dét.
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Pre parameter AA2 z glml v kdde 4.5 je z-hodnota vyjadrena takto

—0.0808570

= ———— = —8.370
! 0.0096601

Z-hodnota reprezentuje informdciu, ako daleko je tento parameter od nuly.

Pokial testujeme hypotézu Hy : 8; = 0, tak T; ~ t,,_,, kde n je pocet pozorovan{

a p je pocet odhadovanych parametrov, vid [6].

Stvrtym stipcom je p-hodnota (Pr(>|z|)), ktora vyjadruje pravdepodobnost,
ze za platnosti Hy pozorujeme tudaje, ktoré svedcia proti Hy viac, nez skutocne
pozorované data. P-hodnota teda vyjadruje pravdepodobnost, s akou pozorujeme
za platnosti Hy data viac odporujuce Hy. Hypotézu Hy zamietame na hladine «
prave vtedy, ked tato hodnota je mensia nez «.. Z toho dovodu predpokladdme, Ze
parametre, ktoré maji vysokd p-hodnotu, nebudi v spravnom modeli zahrnuté.
Pri p-hodnote moZeme pozorovat hviezdicky. Ich vyznam je popisany v Signif.
codes. Pokial je p-hodnota v rozmedz{ 0.1 a 1, pri parametri sa nezobrazi ziaden
znak. Ak je medzi 0.05 az 0.1, zobrazi sa bodka. Ak je p-hodnota medzi 0 a 0.001,
zobrazia sa tri hviezdicky. Cfm viac hviezdi¢iek mame, tym vyznamnejsi je dany

parameter.

Null deviance je deviacia pre nulovy model popisany v kapitole 2.3. Pojem

Residual deviance je deviacia pre skimany model.

4.3 Zavislost parametrov

V podkapitole 2.3 sme uviedli, Ze pri modelovani je lepsi jednoduchsi model
s ¢o najmenej parametrami. Pri hladani toho spravneho modelu je dolezité od-
hadnit parametre, na ktorych storno nezdvisi a pripadne ich z modelu vylaéit.
Najprv zistime zdvislost storna na jednotlivych parametroch podla rokov zjed-
nania poistenia. Cielom pre zistenie zavislosti je predikcia do budicich rokov,
z toho dovodu hladdme zdvislosti prave podla parametru rok uzavretia poistnej
zmluvy. Na nevyznamné parametre nas moze naviest aj vystup z jednoduchého
modelu stétu vsetkych parametrov, kde podla p-hodnoty (a poc¢tu hviezdiciek)
mozeme odhadntt, na ktorych parametroch storno nezdvisi. Podla kédu 4.5 st
parametre pohlavie S a sidlo R kandidatmi na vyradenie z modelu. Este sa po-
zrieme na pomerovu analyzu parametrov, z ktorej dostavame relativne pocetnosti

stornovanych zmliv. Tieto zavislosti ukdzeme na grafoch 4.1 a 4.2.

V grafe 4.1b je vidiet zdvislost relativnej pocetnosti storna na parametri typ

poistky T. Krivky pre vsetky roky Y1 az Y5 vykazuju rovnaky trend. Storno
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na rodinnom stave M podla roku Y. na poé¢tu deti C podla roku Y.

Obr. 4.1: Zavislost relativnej pocetnosti storna na parametroch podla rokov Y.

na tomto parametri teda pravdepodobne bude zavisief v ¢ase konzistentne. Na-
opak graf 4.1a pre pohlavie vykazuje rozne trendy, mierny rast pre Y3 a mierny
pokles pre Y2 a Y4. VSeobecne st vsak priamky takmer konstantné, takze storno

na tomto parametri nezavisi.

Aj na grafoch 4.2a a 4.2b je vidiet rovnaky trend pre rozne roky uzavretia
poistnej zmluvy. Oba parametre si kandidatmi do modelu, pretoze vykazuju istu

’ . b
zavislost.

Zavislost storna na vyske poistnej ¢iastky m4 tiez rovnaky trend v roznych ro-
koch, vid' 4.2c. Naopak zavislost storna na velkosti sidla, ktoré mame znézornent
na grafe 4.2d, nevykazuje uplne rovnaky trend pre vsetky roky a navyse vSetky
priamky tvoria takmer konstantnu krivku. Z toho usudzujeme, Ze storno na sidle
vobec nezavisi. Zaujimavy je graf zavislosti storna na distribicii 4.2e, pretoze
v dvoch rokoch je prave na jednej distribicii 03 pravdepodobnost storna vyrazne
vysSia nez u ostatnych distribicii. Pravdepodobne to bude stvisiet s interakciou
medzi sprostredkovatelom poistnych zmliv a rokom zjednania poistnej zmluvy.
Je mozné, Ze stornovanie u distribticie 03 bolo v rokoch Y2 a Y3 vyrazne vysSie
zo strany sprostredkovatela poistnych zmliv z dovodu podvodov. TakZe tento

graf 4.2e ndm indikuje interakciu medzi parametrami 0 a Y.
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Obr. 4.2: Zavislost relativnej pocetnosti storna parametroch podla roku Y.

Podla kédu 4.5% a podla grafov 4.1a a 4.2d mozeme tvrdit, ze pohlavie a sidlo
nemaju na stornovanie poistnych zmlauv takmer ziaden vplyv, takze tymito pa-
rametrami sa nebudeme v d'alsom texte zaoberat. Z distribticie je vyznamny len
parameter 03, preto parameter budeme skiimat, hlavne v interakcii s inymi pa-

rametrami.

4.4 Interakcie medzi parametrami

V predoslej tivahe sme z modelu odstranili parametre pohlavie a sidlo. Teraz

zistime, Ci interakcie medzi jednotlivymi parametrami maju vplyv na stornova-

23ignif. codes vysvetluje, Ze parametre oznac¢ené troma hviezdickami maji na model velky
vplyv. Parametre bez hviezdi¢iek naopak na model nemaju ziaden vplyv.
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> glm2 <- glm(cbind(LapseNum,PolNum - LapseNum) ~ A * M,
family = binomial(link = "logit"), data =
> summary (glm2)

Call:
glm(formula = cbind(LapseNum, PolNum - LapseNum) ~ A * M,
family = binomial(link = "logit"), data =

Deviance Residuals:

Min 1Q

-3.8927 -0.9050

Coefficients:
(Intercept) -1.
AA2 -0
AA3 -0
AAL -0
AAS -0
M1 -0
AA2:M1 0
AA3:M1 0.
AAL:M1 0
AA5:M1

Median

-0.3301

3Q
0.7104

(1 not defined because

Estimate Std. Error

Signif. codes: O

034983

.180937
.433863
.475169
.439444
.076069
.023224

018361

.104522

NA

Cxkxk? Q.

(Dispersion parameter for

Null deviance:

Residual deviance:

AIC:

231494

108674
103796

.007796
.019825
.028871
.045055
.010174
.011119
.022223
.030635
.046180

NA

O O O O O O O O O

001 ‘*x’ 0.01 ‘%’

Max
5.8251

tabulkaStoren)

tabulkaStoren)

of singularities)
z value Pr(>|zl)

-132.
-9.
-15.
-10.
-43.
-6.
.045
.599
.263

N O

761
127
028
546
194
841

NA

0.

< 2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
7.86e-12
0.2960
0.5489
0.0236
NA

AN N AN AN

05 ‘.’ 0.

k% k
k% k
X%k
X%k
*k %k k
k% k

1 4

binomial family taken to be 1)

on 75006 degrees of freedom
on 74998 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 4

nie poistnych zmliv. Najprv vyskusame interakciu medzi parametrami vekom
A a manzelskym stavom M. Z koédu 4.6 vidime, ze interakcia medzi A a M nemd
vplyv na stornovanie®. Taktiez podla grafu 4.3a mozeme vidiet, Ze sice storno
zavisi na veku A, krivky vsak vykazuju rovnaky trend pre oba manzelské stavy.

7 toho vidime, ze medzi vekom a manzelskym stavom nie je ziadna interakcia.

Ak v programe R modelujeme jednotlivé zavislosti, je potrebné v R vyhodno-

covat data, ktoré si zoskupené podla jednotlivych parametrov, v nasom pripade

Kéd 4.6: Interakcia medzi parametrom A a M

3Interakcia A4 a M mé nevyznamny vplyv, o je Statisticky bezpredmetné.
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podla veku A a manzelského stavu M. K6d Summary ndm sice moze pomoct
urcit, ktoré parametre medzi sebou interakciu maju, avsak tieto modely nebe-
ria do dvahy ostatné parametre, takze informacia, ktori model pontka, je len
pomocna. Grafy, ktoré uvadzame v 4.3, maju lepsiu vypovedni hodnotu a v po-
rovnani s tvorbou v R st jednoduchsie. V programe R nacitame vsetky data
a pomocou funkcie xtabs dostaneme kontingenéné tabulky, pomocou ktorych

napriklad v programe Microsoft Excel vytvorime grafy 4.3.

Takto vyhladdme interakcie medzi véetkymi parametrami. V diplomovej praci
vykreslime len relevantné interakcie, vid grafy 4.3. Z 4.3 a 4.2e mozeme tvrdit,

ze na storno maju vplyv len interakcie A*T, M*T, C*T a O*Y.

4.5 Model

4.5.1 Binomicky model s interakciami

V tejto casti vysvetlime princip hladania modelu, ktory najlepsie vysvetluje
data. Data mame rozdelené do skupin a identifikaciu, ¢i tato zmluva s danymi pa-
rametrami bola alebo nebola stornovana. Takato struktira dat indikuje pouzitie
binomického modelu. Najcastejsie sa binomicky model pouziva s transformacnou
funkciou logit. Tento model nazveme glmBi, v ktorom zahrnieme interakcie A*T,
M*T, C*xT a 0*Y, o ktorych mame indikacie z podkapitoly 4.4. Pozrieme sa na fun-
kciu Summary v dodatku B a na grafy 4.4, ktoré nam vykresli program R, a vd aka

ktorym je mozné posudit adekvatnost modelu.

Funkcia plot () zndzornuje styri diagnostické diagramy, ako sa docitame v [6].
Devia¢né rezidué zobrazuji roznymi sposobmi. Lavy horny graf predstavuje zé-
vislost deviacnych rezidui &; oproti hodnotdm linedrneho prediktoru modelu 7;.
Program R nespravne oznacuje tento graf na ose x ako Predicted values. V
tom pripade by nemohli byt hodnoty na ose y pod nulou. V skuto¢nosti osa x je

linedrny prediktor 7.

Lavy horny diagram ndm poméha vyhodnotit spravnost predpokladov o roz-
deleni, transformacnej funkcie a inych predpokladov. Rezidud by mali byt rovno-
merne rozptylené nad a pod nulou a nezavislé na linedrnom prediktore 7, pretoze
strednéd hodnota rezidui by mala byt nula (N ~ (0,1)). V opa¢nom pripade
by ndm graf indikoval bud chybni struktiru modelu alebo vynechanie doleZite;

premenne;j.

Pravy horny graf je tzv. Q-Q (quantile-quantile) graf, kvantil — kvantilovy dia-

gram. Graficky porovnava experimentalne kvantily merani y a teoretické kvantily
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Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Obr. 4.4: Grafy znazornujice binomicky model pre vsetky data.

rozdelenia, pripadne porovnava kvantily dvoch experimentdlnych merani. Graf
je pouzivany prave k overeniu normality deviacnych rezidui. Pokial deviacné re-
zidud spliuji predpoklad normality, mali by body (vyjadrujice hodnoty) lezat

na priamke y = x.

Lavy dolny graf Scale-Location zndzoriiuje odmocninu z absoliitnej hodnoty
standardizovanych deviaénych rezidui (vid podkapitolu 2.3.3) a moze upozornit

na zmenu variability rezidui s predikovanou hodnotou.

Posledny z tychto styroch grafov je v pravom dolnom rohu, nazyva sa Resi-
duals vs Leverage. Tento graf znazornuje Standarizované rezidua oproti tzv.
pakam (leverage), vid podkapitolu 2.3.3. Sluzi k identifikdcii hodnot s prilis
velkym vplyvom na odhad parametrov modelu. Kombinécia velkych zostatkovych
rezidui a vysokého leverage znamena, ze zodpovedajuci idaj ma podstatny vplyv
na celkovy odhad. Jednym z prikladov miery vplyvu konkrétnych dat je tzv. Co-

okova vzdialenost (Cook’s distance). Je to miera, ktora uddva, aky velky vplyv
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mé kazdé pozorovanie na odhadovany model.

7 grafov 4.4 mozeme pozorovat, Ze model popisuje déta uspokojivo. Lavy
horny obrazok je rovnomerne rozvrstveny pod a nad nulou. Spravny Q-Q dia-
gram zodpovedda funkcii y = x, pricom graf na obrazku ma podobnu krivku.
Celkovo mozeme zhodnotit, Ze binomicky model s transformaénou funkciou logit
a zvolenymi premennymi je vhodny k aplikacii na uvedené déata, ¢o potvrdzuja

aj grafy 4.4.

4.5.2 Poissonov model s interakciami

Hoci binomicky model vhodne popisuje data, pre porovnanie ukazeme sa aj na
Poissonov model, ktory je prirodzenou alternetivou k binomickému modelu. Mo-
del pomenujeme glmPo a nechdme si vykreslit graf 4.5. Syntax zovseobecnenych
linearnych modelov je pre Poissonov model v programe R inad nez pre binomicky

model, vid kdd 4.7. Pozrime sa teda na Poissonov model pomocou grafu 4.5.

> glmPo <- glm(LapseNum ~ A * T+ M * T + C x T + E +
I +0 %Y, family = poisson(link = "log"),
offset = log(PolNum), data = tabulkaStoren)

Kéd 4.7: Poissonov model.

Ako moézeme vidiet v grafe 4.5, Q-Q diagram mé tvar spravneho modelu. Lavy
horny graf m4 sice niekolko vybezkov v tvare obliiku, ktoré st charakteristické
pre mensiu skupinu dat. Tieto vybezky vSak postupne prechadzaji do suvisle
rozvrstvenej oblasti bodov, ktoré su rovnomerne rozvrstvené nad a pod nulou.
Vybezky st sposobené malym poc¢tom storien v niektorych kategériach. Tento graf
teda nezamieta spravnost modelu, prave ho naopak podporuje. Taktiez ostatné
grafy podporuji hypotézu, ze Poissonov model spréavne vysvetluje napozorované

hodnoty. Pozrieme sa este na funkciu Summary pre Poissonov model, vid kéd 4.8.

4.5.3 Dalsie rozdelenia

Hoci Poissonov model vysvetluje ddta dobre, vyskdsali sme v programe R
aj ostatné rozdelenia. Ziaden lepsi model sme nenasli. Napriklad Gamma rozde-
lenie vzdy skoncilo chybou, pretoze v nasSich datach su aj nulové hodnoty, pri
ktorych sa Gamma rozdelenie neds pouzit. Skusali sme Poissonovo rozdelenie s
transformac¢nou funkciou odmocnina sqrt a identickou transformaénou funkciou

identity a obe nebolo mozné modelovat, pretoze déta nie su vhodné na pouzitie
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glm(formula = LapseNum ~ A * T+ M *x T+ C*x T+ E + I + 0 %
Y, family = poisson(link = "log"), data = tabulkaStoren,
offset = log(PolNum))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.1527 -0.7684 -0.1205 0.5469 2.9935

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>lzl|)
(Intercept) -1.0515432 0.0204355 -51.457 < 2e-16 *x*x

AA2 -0.1567210 0.0196992 -7.956 1.78e-15 **x
AA3 -0.2459707 0.0210582 -11.681 < 2e-16 ***
AAd -0.3320803 0.0218941 -15.168 < 2e-16 **x
AA5 -0.3780298 0.0226038 -16.724 < 2e-16 **x
TT2 -0.1732735 0.0224685 -7.712 1.24e-14 *x*x
TT3 0.0082666 0.0213612 0.387 0.698763

TT4 -0.1578221 0.0218896 -7.210 5.60e-13 ***
TT5 -0.1943057 0.0230509 -8.429 < 2e-16 **x
M -0.1654211 0.0176165 -9.390 < 2e-16 **x
C -0.2560559 0.0174306 -14.690 < 2e-16 **x
EE2 -0.0706039 0.0065292 -10.814 < 2e-16 ***
EE3 -0.1736046 0.0067072 -25.883 < 2e-16 *x**
EE4 -0.2486553 0.0068432 -36.336 < 2e-16 ***
II12 -0.1043818 0.0057432 -18.175 < 2e-16 **x
II3 -0.2180044 0.0059303 -36.761 < 2e-16 **x
002 0.0008431 0.0179613 0.047 0.962562

003 0.0247803 0.0178555 1.388 0.165190

004 -0.0098342 0.0179534 -0.548 0.583857

005 0.0064656 0.0179262 0.361 0.718340

YY2 0.0285977 0.0178128 1.605 0.108393

YY3 0.0579589 0.0177405  3.267 0.001087 *x
YY4 0.1065581 0.0174880 6.093 1.11e-09 *x*x
YY5 0.1338201 0.0173611  7.708 1.28e-14 *x*x
AA2:TT2 -0.0448636 0.0280925 -1.597 0.110267
AA3:TT2 -0.0587728 0.0299589 -1.962 0.049788 x*
AA4:TT2 0.4927322 0.0298001 16.535 < 2e-16 **x
AA5:TT2 0.4524553 0.0307105 14.733 < 2e-16 ***
AA2:TT3 0.1620403 0.0260655 6.217 5.08e-10 ***
AA3:TT3 0.0179716 0.0280752 0.640 0.522093
AA4:TT3 -0.0042374 0.0292546 -0.145 0.884832
AA5:TT3 0.0380551 0.0299768  1.269 0.204267
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AA2:
AA3:
AA4:
AA5:
AA2:
AA3:
AA4:
AA5:
TT2:
TT3:
TT4:
TT5:
TT2:
TT3:
TT4:
TT5:
002:
003:
004:
005:
002:
003:
004:
005:
002:
003:
004:
005:
002:
003:
004:
005:

TT4
TT4
TT4
TT4
TT5
TT5
TT5
TT5

Qoo =2=2=2=

YY2
YY2
YY2
YY2
YY3
YY3
YY3
YY3
YY4
YY4
YY4
YY4
YY5
YY5
YY5
YY5

Signif. codes:

.2549118
.0105910
.0368244
.0109942
.0195988
.0504197
.0241478
.0278462
.1109593
.1722473
.2503469
.0199615
.0894464
.1057922
.2691273
.0323589
.0104185
.4179739
.0223481
.0132816
.0258633
.4006743
.0037044
.0012633
.0044491
.0340823
.0023755
.0129554
.0198020
.0170937
.0252564
.0143154

0 “kxx?

O O O O O O O OO OO OO OO OOOOOOOOO OO OOoOOoo oo

0.

(Dispersion parameter for

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Null deviance:
Residual deviance:
AIC: 84155

38662
18041

.0257480
.0278348
.0288416
.0297025
.0297530
.0318645
.0331972
.0342482
.0252664
.0238704
.0239692
.0264764
.0249523
.0235205
.0236739
.0261959
.0251564
.0240231
.0251764
.0252108
.0250355
.0239479
.0251261
.0250463
.0247730
.0247388
.0247966
.0246992
.0245479
.0245145
.0245563
.0245891

001 ‘*x*?

0.01 ‘%

.900
.380
277
.370
.659
.582
LT27
.813
.392
.216
.445
. 754
.585
.498
.368
.235
.414
.399
.888
.527
.033
.731
147
.050
.180
.378
.096
.525
.807
.697
.029
.582

< 2e-16
.703578
.201680
.711276
.510078
.113577
.466979
.416179
.13e-05
.36e-13
< 2e-16
0.450889
0.000337
6.86e-06
< 2e-16
0.216732
0.678764
< 2e-16
0.374723
0.598319
0.301574
< 2e-16
.882792
.959773
.857472
.168301
.923680
.599912
.419858
.485621
.303710
.560442

O = O O O O O O O

O O O OO OO O O o

0.05 °.

k% k

X%k
X% %k
X%k
X%k

X% %k
X%k

k% k

*k %k k

> 0.1 ¢

poisson family taken to be 1)

on 22113 degrees of freedom
on 22050 degrees of freedom

Koéd 4.8: Funkcia Summary pre Poissonov model.
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Residuals vs Fitted Normal Q-Q

je)
(%]
(O]
4 ®
©
=
& S
) ©
o ©
©
n
T T T T T 1
-2 0O 1 2 3 4
Predicted values Theoretical Quantiles
Scale—-Location Residuals vs Leverage
w S
> @
(] O]
S o
iel o ipacs
N n < 2’5 distaAtas®
- I T T 1T 1T T T 1
0.000 0.004 0.008 0.012
Predicted values Leverage

Obr. 4.5: Poissonov model pre vsetky data.

tychto transformacnych funkcii, ako sme popisovali v podkapitole 2.2.2 vyber

transformacnej funkcie.

4.5.4 Spravne rozdelenie

Pri hladan{ takého modelu, ktory najlepsie vysvetluje data, sme nasli dve roz-
delenia, ktoré vysvetluji data dobre a to binomické rozdelenie a Poissonovo roz-
delenie. Oba modely st dobré. Avsak pre jednoduchsiu intepretdciu, hlavne vd aka
jednoduchsej transformacnej funkcie, si zvolime Poissonov model za spravny.
U Poissonovho modelu pouzivame logaritmickud transformaént funkciu a teda od-
hady parametru pri interpretdcii staci pretransformovat cez exponencidlu. V bi-
nomickom modeli je pouzita transformacna funkcia logit, takze odhady by sme

museli najprv pretransformulovat z logit funkcie a aZ potom pouzit exponencidlu.

63



4.5.5 Testovanie opravnenosti zahrnutia premennych

Chceme otestovat, ¢i mdme najvhodnejsi model. Na to pouZijeme test Anova,
kde otestujeme aktualny spravny model s inymi podobnymi modelmi, ktoré maju
viac parametrov, alebo naopak niektoré uberieme. Aktudlne spravny model 4.7
nacitame do R pod ndzvom glmHlavny. Najprv otestujeme tento model s mode-
lom, ktory ma navyse parameter pohlavia S, ktory sme v podkapitole 4.3 vyluéili.
Pripravime si data v Microsoft Access s parametrami ako v kéde 4.7 a priddme
k tomu este parameter pohlavie a data zoskupime a ulozime do HlavnyS. V pro-
grame R vytvorime model podobny 4.7 s tym rozdielom, ze pridame stcet pohlavia
S a pouzivame novi tabulku dit. Tym dostaneme druhti premennti glmHlavnysS

a tieto modely otestujeme pomocou funkcie Anova, vid kéd 4.9.

> glmHlavnyS <- glm(LapseNum ~ S + A *x T+ M *x T+ T *x C + E +
I +0 %Y, family = poisson(link = "log"),
offset = log(PolNum),data = HlavnyS)

> glmHlavny2 <- glm(LapseNum ~ A *x T+ M * T+ T * C + E + I +
0 * Y, family = poisson(link = "log"),
offset = log(PolNum),data = HlavnyS)

> anova(glmHlavny2, glmHlavnyS, test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum ~ A * T+ M *x T+ T*x C+E + 1 +0 *xY
Model 2: LapseNum ~ S + A *x T+ M*x T+ T*x* C+E+ 1+ 0 %Y
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chil)

1 41272 33777

2 41271 33777 1 0.27675 0.5988

Koéd 4.9: Funkcia Anova aplikovand na spravny model a model s parametrom S.

Podla vysledkov testu Anova v kéde 4.9, p-hodnota je dost velkd, takze neza-
mietame model glmHlavny v prospech glmHlavnyS. Z toho doévodu povazujeme
model bez parametru S lepsi, pretoze ma menej parametrov. Skusime este porov-

nat model glmHlavny s rovnakym modelom okrem parametru A, vid kéd 4.10.

Vo funkcii Anova sa zameriame na velkost p-hodnoty v stfpci p-value. Po-
kial t4 je velmi mald, znamena to, Ze zamietame model glmHlavnyBezA v pro-
spech glmHlavny. V naSom pripade je p-value mald, takze spravny model je
glmHlavny. V dodatku C je vypis dalsich vystupov injch podmodelov modelu
glmHlavny a vSetky maji mald p-hodnotu, teda vzdy zamietame podmodely
v prospech modelu glmHlavny. Z toho usudzujeme, Ze model, popisany v 4.7,

najlepsie vysvetluje déta.
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> glmHlavny <- glm(LapseNum ~ A * T+ M *x T+ T x C + E + I +
0 * Y, family = poisson(link = "log"), offset = log(PolNum),
data = tabulkaHlavny)

> glmHlavnyBezA <- glm(LapseNum " M * T + T * C + E + I +
0 * Y, family = poisson(link = "log"), offset = log(PolNum),
data = tabulkaHlavny)

> anova(glmHlavnyBezA, glmHlavny, test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum " M *x T+ T*x C+ E+ I +0 *xY
Model 2: LapseNum " A * T+ M*x T+ T *x C+ E+ I+ 0x*xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chi|)

1 22070 21640
2 22050 18041 20  3598.3 < 2.2e-16 **x
Signif. codes: 0O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Ko6d 4.10: Funkcia Anova aplikovana na spravny model a model bez parametru

A.

4.6 Porovnanie vysledkov

V tejto sekcii porovname zavery obdrzané na zéklade jednoduchych pome-
rovych ukazovatelov (pomer stornovanych zmliv daného typu ku vsetkym zmlu-
vam daného typu) a pomocou Poissonovho zovseobecneného linedrneho modelu
s logaritmickou transformacnou funkciou. Vysledky si vyjadrené v grafe 4.6,
kde jedna krivka znazornuje modelovani hodnotu a druhé jednoduchti pomerovua

analyzu.

V grafe 4.6 st znazornené modelované hodnoty a pomerové analyza. K zisto-
vaniu pomerovej analyzy sme v prvom rade vypocitali relativnu pocetnost storna
pre kazdy parameter zvlast. Tym sme ziskali pravdepodobnosti stornovania p pre
dany parameter, z ktorého vypocitame multiplikator, ktory zanesieme do grafu.
Za zéklad pre pocitanie multiplikdtora stanovime vzdy prva skupinu, takze pre
vek A to bude skupina Al. Potom z kazdej hodnoty p vezmeme jej podiel so za-
kladnou hodnotou. Pokial by sme v modeli pouzivali transformaént funkciu logit,

ziskané pravdepodobnosti p pomerovou analyzou by sme pretransformovali po-

q:ln<i).
L—=p

Modelované hodnoty dostaneme z modelu, ktory povazujeme za spravny, v na-

mocou vzorca do hodnoty ¢,

Som pripade z Poissonovho modelu. Pouzijeme hodnoty Estimate z vystupu
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R, vid kéd 4.8. Z tychto hodnot urobime exponencidlu a tie taktiez zanesieme

do grafu.

Ked sa pozrieme na grafy, pomerovéa analyza sa ¢asto 1i$i od modelovanych
dat. Vidime to najmé na grafoch veku, typu poistnej zmluvy, distribtcie a roku
zjednania poistnej zmluvy. Na grafu Typu poistnej zmluvy pomerova analyza
vykazuje rastici trend pre typy T2, T3, T4. Naopak namodelované data maju
pre typ poistnej zmluvy iny trend. Zavislost storna na type poistného produktu
je podla modelu mald. Najvicsi rozdiel je u produktu T4, kde podla pomerovej
analyzy m4 najvicsiu pravdepodobnost stornovania poistnej zmluvy, ale podla
modelovanych dat je menej stornovany nez referencny produkt T1. Tieto rozdiely
vznikaji z dovodu interakeii a koreldcii. Pomerové analyza nedokéze zohladnit
interakcie ani koreldcie a zovSeobecnené linedrne modely zohladiiuji koreldcie

automaticky a interakcie pomocou modelov, ktoré pouzivame.
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Zaver

V diplomovej préaci sme vysvetlili, ¢o je storno v zivotnom poisteni, v akych
pripadoch nastava a ¢o sposobuje, ze sa poistnik rozhodne poistni zmluvu stor-

novaﬁ .

V teoretickej casti sme v kratkosti predstavili linedrne regresné modely, aby
sme mohli na nich vysvetlif zovSeobecnené linedrne modely. Definovali sme expo-
nencialnu triedu rozdeleni a zvolili sme transformaénu funkcii, oboje charakteris-
tické pre zovseobecnené linedrne modely. Poslednou ¢astou tedrie je popis vyberu

modelu, jeho hodnotenie devidciou a kontrola spravnosti pomocou rezidui.

Tretiu kapitolu sme venovali zhrnutiu zaverov doterajsich ¢lankov venovanych
tejto problematike vo svete. Porovndvali sme zdvislost storna na individuélnych

a makroekonomickych parametroch.

V poslednej kapitole sme aplikovali ziskané teoretické znalosti na generované
déta. Vysvetlili sme na nich proces hladania spravneho modelu pomocou analyzy
interakcii a odstranovania nepotrebnych parametrov. Nasli sme dva modely, ktoré
vysvetluji data uspokojivo, a to binomicky model s transformacnou funkciou
logit a Poissonov model s logaritmickou transformacnou funkciou. Pretoze Po-
issonov model je jednoduchsi, najmi vd'aka jednoduchsej transformacnej fun-
kcii, zvolili sme si tento model a porovnali odhadované parametre s relativnou
pocetnostou dat. Odhadované parametre sa od nej v niektorych pripadoch lisili
vyrazne; a to hlavne z dovodu, ze zovSseobecneny linedrny model berie do tivahy
zévislosti medzi parametrami a ich interakcie, zatial ¢o relativna pocetnost nie.

V préci vysvetlujeme a interpretujeme vysledky zo Statistického programu R.
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Dodatok A

Numerické riesenie

vierohodnostnych rovnic

Pri hladani numerickych rieseni pouzijeme Newton-Raphsonovu integracni

metodu

6m+1 = 5771 - Hn_mlUma

kde H,, = H (8™ a H = H (8) = (gﬁfa(gJ?),i,j:l,...,n.

Vyjadrime U, a ¢, ako U,, = U (™) = X ¢, kde U je skérovy vekto a g, =

Parameter 5™ je m-ta aproximacia maximalne vierohodnostného odhadu £,

m =1,2,... udava index integracného kroku.

V dalsich tivahéch pre zjednodusenie vypoctov algoritmu, vid [3], nahradime

maticu druhych derivacii H () maticou strednych hodnot

0l (ﬁ))
0B:i0B; )’

J(B):—EH(ﬁ):—E( ij=1,....n

a maticu J nazveme Fisherovou informac¢nou maticou parametru .

Dostavame integra¢ny proces
B = B — U,
kde J,, = J (B).

Prvky matice J oznac¢ime J;; a dostaneme

Jij = oL Ol _ zaw (%)2

3—@'35]'  wvar (yl) ony
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Vidime, e Fisherovu informaénti maticu mozeme zapisat v tvare

J(B) = XTWX,

2
kde W = W () je diagonédlna matica s prvkami w; = m <g—‘;§> a ozna-
¢ime W,,, = W (™).

Integrac¢ny proces prepiSeme na tvar

1

gt = g™ — (XTW,,. X) Uy

m
Ak upravime tito rovnicu a polozime
. m —1
Zm - X/B _'_ Wm Qma
dostavame integra¢ny proces v tvare

XT'W,, X" = XTW,,2,,.

Tento tvar je rovnaky ako u normalnych rovnic pre linearny model, ktory sme
ziskali metédou vazenych najmensich stvorcov, kde miesto vektoru y na pravej
strane rovnice je vektor z. Hladany parameter 3 je nutné hladat prepocitavanim
iterativne z rovnice. Takze B = liﬁm g™, Tato metdéda sa nazyva iterativna

m—00

z /v ’ . v 7 . ~ ’ A~ <0 ~ z z
metoda vaZenych najmensich stvorcov. Je este nutné zdoraznit, ze vahova ma-

tica W sa v kazdom kroku meni a je ju treba neustéle prepocitavat.
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Dodatok B

Funkcia Summary pre binomicky

model

V dodatku je vystup z programu R pre binomicky model tak, ako je popisany
v kapitole 4.5.1.

> summary (glmBi)

Call:

glm(formula = cbind(LapseNum, PolNum - LapseNum) ~ A * T +
M*T+Cx*xT+E+1+0=x*Y,
family = binomial(link = "logit"), data=tabulkaStoren)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.2657 -0.8398 -0.1362 0.6298 3.6013

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)

(Intercept)  -0.643788 0.023739 -27.120 < 2e-16 *xx
AA2 -0.201963 0.022285 -9.063 < 2e-16 **x*
AA3 -0.308931 0.023644 -13.066 < 2e-16 ***
AAL -0.410861 0.024465 -16.794 < 2e-16 *xxx*
AAS -0.463520 0.025189 -18.402 < 2e-16 *xx*
TT2 -0.237061 0.026341 -9.000 < 2e-16 *xx*
TT3 0.024316  0.025551  0.952 0.341277

TT4 -0.212374 0.025912 -8.196 2.49e-16 ***
TT5 -0.273212 0.026872 -10.167 < 2e-16 ***
M -0.218974  0.020285 -10.795 < 2e-16 **x*
C -0.338386 0.020078 -16.853 < 2e-16 *xx*
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EE2
EE3
EE4
I12
II3
002
003
004
005
YY2
YY3
YY4
YY5

AA2:
AA3:
AA4:
AA5:
AA2:
AA3:
AA4:
AA5:
AA2:
AA3:
AA4 .
AA5:
AA2:
AA3:
AA4 .
AA5:
TT2:
TT3:
TT4:
TT5:
TT2:
TT3:
TT4:
TT5:

TT2
TT2
TT2
TT2
TT3
TT3
TT3
TT3
TT4
TT4
TT4
TT4
TT5
TT5
TTb5
TTb5

O =2 ===

.093473
.226349
.320987
.136839
.281379
.001030
.031083
.012297
.008051
.035917
.073220
.135248
.170448
.0562779
.069999
.620065
.557919
.208789
.001931
.033607
.014905
.345204
.012947
.010466
.029050
.012155
.042992
.008454
.010714
.148260
.228116
.338171
.011524
.121789
.125016
.356475
.019884

O O O O OO OO OO OO OODODODODODODODODODODODODOODOODOOOOOO OO

.007511
.007654
.007768
.006575
.006733
.020097
.020008
.020076
.020067
.019966
.019918
.019695
.019586
.031695
.033576
.033650
.034541
.030127
.032075
.033237
.033994
.029878
.031879
.032898
.033768
.033127
.035221
.036552
.037617
.028942
.027873
.027942
.029977
.028621
.027557
.027667
.029658
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.445
.571
.321
.811
. 789
.051
.553
.613
.401
. 799
.676
.867
.703
.665
.085
.427
.152
.930
.060
.011
.438
.554
.406
.318
.860
.367
.221
.231
.285
.123
.184
.102
.384
.255
.537
.884
.670

2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
.959122
.120304
.540178
.6388273

AN AN AN AN A

.000237
.5be-12
< 2e-16
0.095865
0.037092
< 2e-16
< 2e-16
4.20e-12
0.951994
0.311958
0.661055
< 2e-16
.684643
.750385
.389642
.7T13675
.222228
.817099
.775794
.01e-07
.74e-16
< 2e-16
0.700654
2.09e-05
5.72e-06
< 2e-16
0.502585

OO O O O O O O

N WO OO O O OO

k% k
X% %k
X%k
*k %k k
*kkk

.072027 .

X%k
X%k
X%k

k% k
X%k
X%k

*kkk

* %k k
* %k k
* %k k

X%k
X%k
X%k



002:YY2 0.013102 0.028206 0.465 0.642276
003:YY2  0.565523 0.027312 20.706 < 2e-16 **x
004:YY2 0.028281 0.028221 1.002 0.316282
005:YY2 -0.016803 0.028259 -0.595 0.552118
002:YY3 0.032838 0.028130 1.167 0.243069
003:YY3  0.546470 0.027267 20.042 < 2e-16 *x*x
004:YY3 0.004379 0.028197 0.155 0.876597
005:YY3 -0.001504 0.028134 -0.053 0.957373
002:YY4 -0.005731 0.027899 -0.205 0.837231
003:YY4 -0.043111 0.027875 -1.547 0.121959
004:YY4 -0.003364 0.027904 -0.121 0.904043
005:YY4 0.016998 0.027838 0.611 0.541468
002:YY5  0.025887 0.027713 0.934 0.350232
003:YY5 -0.021195 0.027684 -0.766 0.443909
004:YY5 0.032313 0.027705 1.166 0.243483
005:YY5 -0.018351 0.027738 -0.662 0.508248
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢’ 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 49498 on 22113 degrees of freedom
Residual deviance: 23330 on 22050 degrees of freedom
AIC: 83288

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Koéd B.1: Pokrac¢ovanie binomického modelu dat s interakciami AT, MT a OY

75



Dodatok C
Submodely Poissonovho modelu

V tomto dodatku ukazeme niektoré podmodely Poissonovho rozdelenia, ako
sme to rozoberali v podkapitole 4.5.5. VSetky podmodely sme sktimali s hlavnym

modelom 4.7. Vsetky podmodely zamietame v prospech modelu 4.7.

> anova(glmHlavnyBezE, glmHlavny, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum " A * T+ M *x T+ T *x C+ I +0 *xY
Model 2: LapseNum ~ A *x T+ M *x T+ T*x C+ E+ I+ 0 *xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chil)

1 22053 19601
2 22050 18041 3  1559.4 < 2.2e-16 **x
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢’ 1

> anova(glmHlavnyBezI, glmHlavny, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum " A * T+ M *x T+ T *x C+E + 0 *xY
Model 2: LapseNum ~ A *x T+ M *x T+ T*x C+ E+ I +0 *xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chil)

1 22052 19401
2 22050 18041 2 13569.6 < 2.2e-16 *x*x*
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢’ 1
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> anova(glmHlavnyBez0, glmHlavny, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum " A * T+ M *x T+ T* C+E+ 1+ Y
Model 2: LapseNum ~ A * T+ M *x T+ T*x C+E + I +0 *xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chil)

1 22070 20527
2 22050 18041 20 2485.6 < 2.2e-16 **x
Signif. codes: 0O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

> anova(glmHlavnyBezY, glmHlavny, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum ~ A * T+ M *x T+ T*x C+ E + I + 0
Model 2: LapseNum ~ A * T+ M *x T+ T*x C+E + 1 +0 *xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chi|)

1 22070 19940
2 22050 18041 20  1898.9 < 2.2e-16 ***
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

> anova(glmHlavnyBezC, glmHlavny, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum ~ A * T+ M *x T+ E+ I +0 *xY
Model 2: LapseNum ~ A * T+ M *x T+ T*x C+E+ I +0 *xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chi|)

1 22055 18643
2 22050 18041 5 601.42 < 2.2e-16 ***
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

> anova(glmHlavnyBezT, glmHlavny, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: LapseNum " A+ M+ C+E+ I +0 %Y
Model 2: LapseNum " A * T+ M*x T+ T*x C+E+ I+ 0x*xY
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chi|)

1 22078 28459
2 22050 18041 28 10418 < 2.2e-16 **x
Signif. codes: 0O “*%x’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1
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