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Praha 2011
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Úvod

Opčńı kontrakty se od jiných typ̊u derivát̊u odlǐsuj́ı nerovnocenným postaveńım sub-
jekt̊u. Kupuj́ıćı straně vzniká právo, nikoliv však povinnost, uskutečnit smluvenou
transakci. Naproti tomu prodávaj́ıćı strana pouze pasivně přij́ımá rozhodnut́ı protistrany
a podstupuje tak riziko značné ztráty (v př́ıpadě nepř́ıznivého cenového vývoje), za což
požaduje kompenzaci v podobě opčńı prémie. Opčńı prémie představuje cenu opce,
kterou plat́ı kupuj́ıćı prodávaj́ıćımu v okamžiku uzavřeńı obchodu.

Problematice oceňováńı općı se v posledńıch deśıtkách let věnuje celá řada článk̊u.
Jejich autoři usiluj́ı o formulováńı ekonomicky validńıho modelu, který by byl dostatečně
matematicky podchycený a zároveň prakticky aplikovatelný. Za ned́ılnou součást kon-
strukce oceňovaćıho modelu považujeme jeho empirické testováńı.

Ćılem předloženého textu je zobecněńım binomického modelu odvodit multinomický
oceňovaćı model, navrhnout odhad jeho parametr̊u a porovnat kalkulované ceny općı
s jejich skutečnými tržńımi cenami.

V prvńı kapitole se seznámı́me se základńımi pojmy z oblasti opčńıch obchod̊u.
Odvod́ıme put-call paritu, jež dává do souvislosti cenu call opce a put opce stejných
charakteristik (bazický instrument, realizačńı cena, doba splatnosti), a učińıme jed-
noduché odhady limituj́ıćı velikost opčńı prémie. Poṕı̌seme konstrukci modelu trhu
a postupnými kroky dospějeme k návodu, jak naj́ıt arbitrážńı cenu instrument̊u na
úplném trhu. V posledńı části prvńı kapitoly pojednáme o binomickém modelu. Závěry
z něj plynoućı jakož i d́ılč́ı tvrzeńı a jejich d̊ukazy budou sloužit jako vzor v daľśım
pokračováńı textu.

Ve druhé a třet́ı kapitole se zabýváme zobecněńım binomického modelu pro evrop-
skou call opci na akcii nevyplácej́ıćı dividendu na základě myšlenek, které v roce 2005
publikovala N. Kan [13]. Přij́ımáme základńı tezi autorky a použ́ıváme shodné označeńı,
avšak postupujeme odlǐsným zp̊usobem (využ́ıváme poznatky z prvńı kapitoly). Závěr,
k němuž N. Kan dospěla, rozpracováváme v oceňovaćı formuli, kterou nakonec ještě
drobně modifikujeme.

Odvozená oceňovaćı formule záviśı na několika parametrech. Různé možnosti jejich
odhadu diskutujeme v prvńı části čtvrté kapitoly. Vycháźıme přitom z reálných dat
amerických burz NYSE a NASDAQ. Z každé jsme vybrali čtveřici významných ak-
ciových titul̊u (Citigroup, General Electric, IBM a Pfizer resp. Apple, eBAY, Microsoft
a Yahoo) a soubor evropských call općı (lǐśıćıch se dobou do splatnosti a realizačńı
cenou) na jednotlivé akcie.

Ve druhé části čtvrté kapitoly dosazujeme odhady parametr̊u do oceňovaćı formule,
srovnáváme výsledné hodnoty se skutečnými tržńımi cenami općı a hledáme př́ıčiny
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diferenćı.
V dodatku připomı́náme vybrané pojmy a tvrzeńı, jež v textu použ́ıváme.
K práci je přiloženo CD obsahuj́ıćı text v elektronické podobě, kód programu pro

odhad parametr̊u a pro výpočet ceny opce v softwaru Wolfram Mathematica a výsledky
výpočt̊u.
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Kapitola 1

Teoretická východiska

V prvńı části této kapitoly se seznámı́me se základńımi pojmy z oblasti opčńıch obchod̊u.
Pohovoř́ıme o faktorech ovlivňuj́ıćıch hodnotu opce. Druhá část kapitoly je věnována
konstrukci modelu trhu jakožto výchoźımu bodu při oceňováńı derivát̊u. Ve třet́ı části
pojednáme o binomickém modelu.

1.1 Opce

Općı rozumı́me kontrakt uzavřený mezi dvěma subjekty – kupuj́ıćım (držitelem) a
prodávaj́ıćım (upisovatelem) opce, v němž se strany dohodnou na

• předmětu obchodu – nebude-li řečeno jinak, budeme za podkladový (bazický)
instrument považovat akcii;

• realizačńı ceně – cena, za ńıž dojde k vypořádáńı obchodu v př́ıpadě uplatněńı
opce;

• době splatnosti (expirace) – evropskou opci lze realizovat v pevně stanovený
časový okamžik v budoucnosti, americkou opci i kdykoliv předt́ım.

Držiteli opce vzniká právo, nikoliv však povinnost, na nákup (call opce) resp. prodej
(put opce) bazického instrumentu. Vypořádáńı opce je tedy podmı́něno1 rozhodnut́ım
držitele opci uplatnit. Na základě porovnáńı realizačńı ceny s aktuálńı spotovou cenou
podkladového instrumentu rozdělujeme opce na opce

• na peněźıch – realizačńı cena je rovna spotové ceně podkladového instrumentu;

• v peněźıch – je-li pro call opci realizačńı cena nižš́ı než spotová cena podkladového
instrumentu a pro put opci naopak vyšš́ı;

• mimo peńıze – realizačńı cena je pro držitele méně výhodná než spotová cena
podkladového instrumentu.

1T́ımto se opce odlǐsuj́ı od jiných typ̊u derivát̊u (futures, swapy) a označujeme je proto jako
podmı́něné kontrakty (futures či swapy jako pevné kontrakty).
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V opčńım obchodě je kupuj́ıćı ve výhodněǰśım postaveńı. Upisovatel opce proto
inkasuje kompenzaci v podobě opčńı prémie, jež představuje cenu (resp. hodnotu) opce,2

kterou plat́ı kupuj́ıćı prodávaj́ıćımu v okamžiku uzavřeńı obchodu.

1.1.1 Put-call parita

Put-call parita dává do souvislosti cenu call opce a put opce stejných charakteristik (ba-
zický instrument, realizačńı cena, doba splatnosti). Nı́že ji formulujeme za předpokladu,
že držba bazického instrumentu nepřináš́ı žádný výnos (např. akciovou dividendu).3

Předpokládejme, že peněžńı prostředky lze uložit za bezrizikovou úrokovou mı́ru rf .
Označme cenu podkladového instrumentu v čase t < T jako St, cenu evropské call opce
jako ct, cenu evropské put opce jako pt a společnou dobu expirace jako T . Put-call
parita ř́ıká, že

pt + St = ct +K(1 + rf )
− (T−t). (1.1)

Pro odvozeńı vztahu (1.1) uvažujme v čase t < T dvě portfolia:

1. bazický instrument a put opce na tento instrument: hodnota portfolia v čase T je

P1,T = ST + (K − ST )+; 4

2. call opce na daný instrument a peněžńı prostředky ve výši K(1 + rf )
− (T−t): hod-

nota portfolia v čase T je

P2,T = K + (ST −K)+.

Porovnáme P1,T a P2,T :

1. Necht’ ST ≥ K. Pak

P1,T = ST + 0 = ST a P2,T = K + ST −K = ST .

2. Necht’ ST < K. Pak

P1,T = ST +K − ST = K a P2,T = K + 0 = K.

Obě portfolia maj́ı v čase T stejnou hodnotu. Je-li na trhu vyloučena arbitráž, pak
vzhledem k nemožnosti uplatnit evropskou opci dř́ıve než v T muśı mı́t portfolia stejnou
hodnotu i v čase t.

Pro americké opce plat́ı slabš́ı tvrzeńı, nebot’ je lze uplatnit i před datem expirace.
V př́ıpadě uplatněńı opce v čase τ , t ≤ τ < T , se peněžńı prostředky obsažené ve
druhém portfoliu nezhodnot́ı na K, ale na K(1 + rf )

− (T−t) · (1 + rf )
τ−t < K a hodnota

druhého portfolia v čase τ je tak nižš́ı než hodnota prvńıho portfolia. Označ́ıme-li cenu
americké call resp. americké put opce v čase t < T jako Ct resp. Pt, pak

Pt + St ≥ Ct +K(1 + rf )
−(T−t).

2V textu budeme pro označeńı opčńı prémie resp. pro proces jej́ıho určeńı volně zaměňovat pojmy
cena a hodnota resp. oceňováńı a ohodnocováńı opce. Podrobněji se k rozd́ıl̊um mezi hodnotou a cenou
derivát̊u vyjadřuje např. Dvořák [8].

3Cipra [3, str. 212] zohledňuje i dividendy.
4(K − ST )+ = max(0,K − ST ).
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1.1.2 Meze opčńıch prémíı

Stejně jako v předchoźım odstavci předpokládejme, že z držby podkladového instru-
mentu neplyne žádný výnos a že existuje možnost bezrizikové úložky (a nav́ıc i výp̊ujčky)
za rf . Jestliže vyžadujeme takové oceněńı opce, které nedává prostor ke vzniku ar-
bitrážńıch př́ıležitost́ı, a investor preferuje větš́ı bohatstv́ı před menš́ım, pak

1. cena libovolné opce je nezáporná;

2. Ct ≥ ct a Pt ≥ pt – americká opce držiteli přináš́ı stejné výhody jako evropská
opce a nav́ıc možnost dř́ıvěǰśıho uplatněńı;

3. ct ≤ St – v opačném př́ıpadě by byl výhodněǰśı př́ımý nákup podkladového in-
strumentu. Pro spor necht’ ct > St:

(a) jestliže ST ≥ K, pak (ST −K)+− ct = ST −K− ct < ST −K−St ≤ ST −St;

(b) jestliže ST < K, pak (ST −K)+ − ct = 0− ct ≤ ST − ct < ST − St.

Opčńı obchod tedy při vyšš́ıch počátečńıch nákladech přináš́ı nejvýše stejný zisk
jako okamžitá investice do podkladového instrumentu;

4. Pt ≤ K – v opačném př́ıpadě by náklady opčńıho obchodu nutně převýšily výnosy,
nebot’ výplata z put opce je maximálně K;

5. Pt ≥ K − St – kdyby tato nerovnost neplatila, generovala by okamžitá realizace
opce bezrizikový kladný zisk a na trhu by existovaly arbitrážńı př́ıležitosti;

6. ct ≥ St −K(1 + rf )
− (T−t) – plyne z pt ≥ 0 a put-call parity;

7. pt ≥ K(1 + rf )
− (T−t) − St – plyne z ct ≥ 0 a put-call parity;

8. pt ≤ K(1 + rf )
− (T−t) – plyne z put-call parity a třet́ıho bodu;

9. Ct ≤ ct – z šestého bodu vyplývá, že v čase τ < T je cτ ≥ Sτ − K. Pokud by
nav́ıc Ct > ct, pak Cτ > Sτ −K a opci by bylo výhodněǰśı prodat než realizovat.
Možnost předčasného uplatněńı americké call opce na podkladový instrument,
z jehož držby neplyne výnos, nepřináš́ı držiteli opce žádnou výhodu;

10. spojeńım předchoźıch dvou bod̊u docháźıme k závěru, že neplyne-li z držby pod-
kladového instrumentu žádný výnos, pak Ct = ct.

5 Pro opčńı prémii americké call
opce tak plat́ı tytéž odhady jako pro opčńı prémii evropské call opce, tj. Ct ≤ St

a Ct ≥ St −K(1 + rf )
− (T−t).

5Obdobný závěr neplat́ı pro put opce, protože uplatněńı americké put opce v čase τ < T vede
k možnosti uložeńı źıskaných peněžńıch prostředk̊u po dobu T − τ a t́ım k daľśım zisk̊um.
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1.2 Modelováńı finančńıho trhu

V textu budeme vesměs pracovat s obdob́ım zač́ınaj́ıćım v čase 0 (současnost) a konč́ıćım
časem T, T > 0. Časový interval 0 až T rozděĺıme na n (n ∈ N) stejně dlouhých
subobdob́ı a jejich počátk̊um (resp. konc̊um) přǐrad́ıme časy t = 0, 1, 2, . . . , n.6

Na trhu jsou obchodovány tři typy instrument̊u:

• soubor identických akcíı, jejichž jeden exemplář označ́ıme jako S a jednotkovou
cenu v čase t jako St;

• opce na akcii S s realizačńı cenou K > 0 a dobou splatnosti T ;

• finančńı instrument přinášej́ıćı investorovi bezrizikové zhodnoceńı, reprezentovaný
bankovńı operaćı (depozitem resp. výp̊ujčkou).7

Obdobně jako v jiných textech zabývaj́ıćıch se opčńımi modely přij́ımáme následuj́ıćı
ekonomické předpoklady:

• obchodováńı prob́ıhá v časech t = 0, 1, . . . , n = T , tj. v diskrétńıch časových
okamžićıch; v intervalech (t, t+ 1) se ceny instrument̊u neměńı;

• subjekty na thu jsou v pozici př́ıjemc̊u cen, tj. svými nákupy a prodeji neovlivńı
tržńı ceny;

• na trhu nedocháźı k frikćım, tj. transakčńı náklady, marže a daně jsou nulové;

• bankovńı úložka a výp̊ujčka jsou úročeny složeně shodnou8 konstantńı bezriziko-
vou úrokovou sazbou rf > 0; úrokové obdob́ı odpov́ıdá jednomu subobdob́ı;

• prodeje nakrátko jsou povoleny;

• investičńı instrumenty jsou nekonečně dělitelné.

Vzhledem k bezrizikovosti bankovńı operace umı́me s jistotou určit jej́ı budoućı
hodnotu, a to zúročeńım počátečńıho vkladu k př́ıslušnému budoućımu času při sazbě
rf . Proces hodnoty bankovńı operace jednotkové velikosti zavád́ıme předpisem

βt = (1 + rf )
t, t = 0, 1, ...n. (1.2)

Kladná hodnota procesu (βt > 0) je spjata s bankovńı operaćı v dlouhé pozici, tedy
s úložkou. Se zápornou hodnotou pak koresponduje krátká pozice v bankovńı operaci
(výp̊ujčka).

Zat́ımco hodnota bankovńı operace nepodléhá náhodným vliv̊um, na akcii p̊usob́ı
r̊uzné makroekonomické, odvětvové i individuálńı faktory.9 Držba akcie je pro ekono-
mický subjekt spjata s rizikem, nebot’ jej́ı budoućı cena neńı předem známa.

6Času t = n tak odpov́ıdá okamžik T .
7V literatuře často nalezneme alternativu v podobě bezrizikového bezkupónového dluhopisu.
8Předpokládaj́ı se nulové marže, viz výše.
9Podrobněji např. v Muśılek [16].
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Nejistotu na finančńıch trźıch modelujeme pomoćı pravděpodobnostńıho prostorou
(Ω,A,P). Podoba jednotlivých prvk̊u záviśı na konkrétńım modelu.

Cenu akcie považujeme za náhodnou veličinu10 definovanou na měřitelném prostoru
(Ω,A). O systému náhodných veličin

S = (S0, . . . , Sn) (1.3)

budeme hovořit jako o (náhodném) procesu ceny akcie.
Na přirozenou filtraci11 F = (Ft, t = 0, . . . , n) procesu S nahĺıž́ıme jako na tok

v čase se zpřesňuj́ıćıch informaćı. V čase t disponujeme informaćı obsaženou v Ft, což
odpov́ıdá tomu, že známe (z trhu vyčteme) aktuálńı cenu akcie, tedy realizaci náhodné
veličiny St, a rovněž všechny historické ceny (realizace Sτ , τ < t). S postupuj́ıćım časem
zřejmě máme v́ıce informaćı. Pro každé t = 0, . . . , n plat́ı, že St je Ft-měřitelná, a proces
S je tak F -adaptovaný.

Označeńı. Uvažovaný trh označ́ıme jako M. Trh M je tedy modelován pravděpodob-
nostńım prostorem (Ω,A,P), procesem hodnoty bankovńı operace (1.2), procesem ceny
akcie (1.3) a přirozenou filtraćı F procesu S.

Definice 1.2.1 (investičńı strategie). Investičńı strategíı na trhuM nazveme dvojici
φ = (∆, B), v ńıž ∆ = (∆0, . . . ,∆n−1) a B = (B0, . . . , Bn−1) jsou n-tice náhodných
veličin takových, že ∆t a Bt jsou Ft-měřitelné, t = 0, 1, . . . , n− 1.

V investičńı strategii φ reprezentuje ∆t počet akcíı držených mezi časy t a t + 1,
tj. v (t + 1)-ńım subobdob́ı, a Bt velikost bankovńıho depozita (výp̊ujčky) v tomtéž
obdob́ı. Ft-měřitelnost ∆t a Bt vyjadřuje skutečnost, že se v čase t investor rozhodne,
kolik prostředk̊u vlož́ı do bankovńı operace a kolik drž́ı akcíı v (t+ 1)-ńım subobdob́ı.

Definice 1.2.2 (hodnota investičńıho portfolia). Necht’ φ = (∆, B) je investičńı
strategie na trhu M. Hodnotou investičńıho portfolia X(φ) nazveme hodnotu portfolia
sestaveného na základě investičńı strategie φ. Hodnota investičńıho portfolia je dána
vztahy

Xt(φ) = ∆tSt +Bt, t = 0, 1, ...n− 1

Xn(φ) = ∆n−1Sn +Bn−1(1 + rf ). (1.4)

Definice 1.2.3 (samosefinancuj́ıćı investičńı strategie). Investičńı strategie φ na
trhu M se nazývá samosefinancuj́ıćı, jestliže pro hodnotu investičńıho portfolia X(φ)
plat́ı

Xt+1(φ) = ∆tSt+1 +Bt(1 + rf ), t = 0, 1, ...n− 1. (1.5)

Hodnotu investičńıho portfolia samosefinancuj́ıćı investičńı strategie budeme stručněji
nazývat hodnotou samosefinancuj́ıćıho portfolia.

10Vzhledem k ekonomické interpretaci veličin pracujeme v celém textu s nezápornými reálnými
náhodnými veličinami s konečnou středńı hodnotou.

11Systém σ-algeber generovaných veličinami procesu S, podrobněji viz dodatek, věta A.8.
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Rovnost (1.5) ř́ıká, že samosefinancuj́ıćı investičńı strategie φ se vyznačuje t́ım, že
sestav́ıme-li na jej́ım základě v čase t portfolio, bude jeho hodnota v čase t+ 1 shodná
s hodnotou investičńıho portfolia Xt+1(φ) v čase t+ 1, neboli že v čase t+ 1 garantuje
hodnota drženého portfolia možnost přizp̊usobit se investičńı strategii φ, tj. dvojici
(∆t+1, Bt+1), aniž by byly zapotřeb́ı dodatečné finančńı zdroje nebo aniž by zbyly volné
peněžńı prostředky.

Definice 1.2.4 (arbitráž). Investičńı strategii φ na trhuM nazveme arbitráž́ı, jestliže

X0(φ) = 0, P(Xn(φ) ≥ 0) = 1 a P(Xn(φ) > 0) > 0.

Arbitráž je investičńı strategie, která při nulovém počátečńım kapitálu prodělá s nu-
lovou pravděpodobnost́ı a vydělá s kladnou pravděpodobnost́ı. Př́ıtomnost arbitrážńıch
př́ıležitost́ı na trhu nab́ıźı investorovi možnost bezrizikových výdělk̊u. Oceňovaćı mo-
dely konstruujeme tak, aby byly instrumenty oceněny

”
správně“ v tom smyslu, že je

vyloučena arbitráž. Hledáme takzvanou arbitrážńı cenu.

Označeńı. Náhodnou výplatou na trhu M v čase t rozumı́me libovolnou nezápornou
Ft-měřitelnou náhodnou veličinu. Označ́ıme ji Yt.

Definice 1.2.5 (replikačńı investičńı strategie). Necht’ je dán trh M a investičńı
instrument s náhodnou výplatou Yn. Samosefinancuj́ıćı investičńı strategii φ = (∆, B),
pro ńıž je hodnota investičńıho portfolia v čase n rovna výplatě Yn, tj. Xn(φ) = Yn,
nazveme replikačńı investičńı strategíı daného investičńıho instrumentu.

Dodržeńım replikačńı investičńı strategie lze pomoćı akcíı a bankovńıch operaćı syn-
tetizovat investičńı instrument (opci) s výplatou v čase n. Pokud existuje replikačńı
investičńı strategie, pak se arbitrážńı cena instrumentu rovná hodnotě replikačńıho
portfolia.12

Definice 1.2.6 (úplný trh). Trh M je úplný, pokud pro instrument s libovolnou
náhodnou výplatou Yn existuje alespoň jedna replikačńı investičńı strategie.

Obecněǰśı př́ıstup k oceňováńı derivát̊u vycháźı z pojmu ekvivalentńı martingalové
mı́ry.

Definice 1.2.7 (ekvivalentńı martingalová mı́ra). Necht’ je dán trh M. Ekviva-
lentńı martingalovou mı́ru P∗ definujeme jako pravděpodobnostńı mı́ru na A, která je
ekvivalentńı P a při ńıž je proces diskontované ceny akcie, tj. proces( St

(1 + rf )t
, t = 0, 1, . . . , n

)
,

F -martingal.13

12Jelikož požadujeme vyloučeńı arbitráže, neexistuj́ı replikačńı investičńı strategie s r̊uznou hodnotou
replikačńıho portfolia, a tedy replikačńı investičńı strategie existuje jednoznačně.

13Připomeňme, že v celém textu předpokládáme, že náhodné veličiny maj́ı konečnou středńı hodnotu.
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Tvrzeńı 1.2.8. Při ekvivalentńı martingalové mı́ře P∗ je proces diskontované hodnoty
samosefinancuj́ıćıho portfolia martingal.

D̊ukaz. Necht’ φ je samosefinancuj́ıćı investičńı strategie a t ∈ {0, . . . , n − 1}. Podle
definice 1.2.3 rozeṕı̌seme hodnotu samosefinancuj́ıćıho portfolia v čase t+ 1:

Xt+1 = ∆tSt+1 +Bt(1 + rf ) = ∆tSt+1 + (Xt −∆tSt)(1 + rf ).

Podle tvrzeńı A.9 stač́ı ověřit, že

E P∗
[ 1

(1 + rf )t+1
Xt+1 | Ft

]
=

1

(1 + rf )t
Xt.

Vystač́ıme si s Ft-měřitelnost́ı St, ∆t (a t́ım i Xt), se základńımi vlastnostmi podmı́něné
středńı hodnoty a martingalovou vlastnost́ı P∗:

E P∗
[ 1

(1 + rf )t+1
Xt+1 | Ft

]
=

= E P∗
[ 1

(1 + rf )t+1
∆tSt+1 | Ft

]
+ E P∗

[ 1

(1 + rf )t
Xt | Ft

]
− E P∗

[ 1

(1 + rf )t
∆tSt | Ft

]
= ∆tE P∗

[ 1

(1 + rf )t+1
St+1 | Ft

]
+

1

(1 + rf )t
Xt −

1

(1 + rf )t
∆tSt =

1

(1 + rf )t
Xt.

Věta 1.2.9. Necht’ je na trhu M dán investičńı instrument s náhodnou výplatou Yn

v čase n, pro něǰz existuje replikačńı investičńı strategie. Pak pro jeho arbitrážńı cenu
plat́ı

ACt =
1

(1 + rf )n−t
E P∗ [Yn | Ft], t = 0, 1, . . . , n.

D̊ukaz. Dle předpokladu existuje samosefinancuj́ıćı portfolio s hodnotou Xt(φ) v čase
t = 0, 1, . . . , n takové, že Xn(φ) = Yn. Volme libovolné t ∈ {0, 1, . . . , n}. Arbitrážńı cena
instrumentu se rovná hodnotě jeho replikačńıho portfolia. Podle předchoźıho tvrzeńı
v́ıme, že proces diskontované hodnoty samosefinancuj́ıćıho portfolia je P∗-martingal.
Proto

1

(1 + rf )t
Xt = E P∗

[ 1

(1 + rf )n
Xn | Ft

]
a

ACt = Xt =
1

(1 + rf )n−t
E P∗ [Yn | Ft].

Cont a Tankov [4, str. 303, Proposition 9.2 a str. 305, Proposition 9.3] formuluj́ı
základńı věty oceňováńı aktiv, dávaj́ıćı do souvislosti arbitráž, ekvivalentńı martinga-
lové mı́ry a úplnost trhu. Tvrzeńı v poněkud jiném zněńı, ale se stejným obsahem a
včetně d̊ukaz̊u, nalezneme v Harrison a Kreps [10, str. 392, Corollary (a) a (c)].

Věta 1.2.10 (základńı věta oceňováńı aktiv). Na trhu M je vyloučena arbitráž,
právě když existuje martingalová mı́ra P∗ ekvivalentńı pravděpodobnostńı mı́ře P.
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Věta 1.2.11 (druhá základńı věta oceňováńı aktiv). Trh M je úplný, právě když
existuje jediná martingalová mı́ra P∗ ekvivalentńı P.

Uvedené věty poskytuj́ı návod pro arbitrážńı oceněńı instrument̊u na úplném trhu.
Na úplném trhu existuje ekvivalentńı martingalová mı́ra, č́ımž je vyloučena arbitráž.
Investičńı instrument lze syntetizovat replikačńı investičńı strategíı. Stač́ı nám tedy
naj́ıt (jedinou) ekvivalentńı martingalovou mı́ru P∗ a arbitrážńı cenu instrumentu pak
určit jako při P∗ očekávanou budoućı hodnotu (výplatu) instrumentu diskontovanou
k okamžiku oceňováńı.

Na neúplném trhu neńı možné použ́ıt koncept arbitrážńıho oceňováńı. Obecně nelze
nalézt replikačńı investičńı strategii. Existuje v́ıce ekvivalentńıch martingalových měr a
jsme postaveni před problém, kterou z nich pro oceňováńı vybrat.

1.3 Binomický model

Binomický model (BM) oceňováńı općı publikovali v roce 1979 Cox, Ross a Rubin-
stein [5] a Rendleman a Bartter [17]. Vedle označeńı se autoři lǐśı volbou parametr̊u.
V našem textu představ́ıme základńı teze modelu, jež budeme v daľśıch kapitolách roz-
pracovávat. Podrobněji se binomickým modelem zabývaj́ı Dupačová, Hurt a Štěpán [7],
Hull [11] či Shreve [19].

Uvažujme trhM zavedený v předchoźı části, tj. pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P),
kde prostor elementárńıch jev̊u Ω je množina všech n-prvkových variaćı s opakováńım
ze dvou prvk̊u a A systém všech podmnožin Ω, proces hodnoty bankovńı operace (1.2),
proces ceny akcie (1.3) a přirozenou filtraci F procesu S. BM předpokládá, že se cena
akcie S na trhu M během jednoho subobdob́ı změńı na právě jednu ze dvou možných
hodnot:

St+1 = νt+1St, t = 0, 1, . . . , n− 1, (1.6)

kde

(i) S0 je daná výchoźı (současná) cena akcie;

(ii) {νt, t = 1, . . . , n} je n-tice nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
s rozděleńım

P(ν1 = u) = p a P(ν1 = d) = 1− p, 0 < d < u, 0 < p < 1.

Tvrzeńı 1.3.1. Jestlǐze je na trhu M vyloučena arbitráž, pak

d < 1 + rf < u. (1.7)

D̊ukaz. Pro spor s prvńı nerovnost́ı předpokládejme, že d ≥ 1 + rf . Při libovolném
Kn−1 > 0 uvažujme investičńı strategii φ = (∆, B), kde ∆ = (0, . . . , 0, Kn−1/Sn−1) a
B = (0, . . . , 0,−Kn−1), tj. v čase n − 1 si vyp̊ujč́ıme Kn−1, źıskanou částku okamžitě
investujeme do nákupu Kn−1/Sn−1 akcíı.
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Hodnota investičńıho portfolia v čase 0 jakož i v čase n − 1 je zřejmě nulová a
nepotřebujeme tedy žádný počátečńı kapitál. Pro hodnotu portfolia v čase n plat́ı

Xn(φ) =
Kn−1

Sn−1

Sn−Kn−1(1+ rf ) =
Kn−1

Sn−1

νnSn−1−Kn−1(1+ rf ) = Kn−1[νn− (1+ rf )].

Jelikož u > d a d ≥ 1 + rf , a t́ım pádem u > 1 + rf , dostáváme vzhledem k

P(Xn(φ) ≥ 0) = P(νn ≥ 1 + rf ) ≥ P(d ≥ 1 + rf ) = 1 a

P(Xn(φ) > 0) = P(νn > 1 + rf ) ≥ P(νn = u) = p > 0

spor s předpokladem vyloučeńı arbitráže, nebot’ investičńı strategíı φ realizujeme s nu-
lovou pravděpodobnost́ı ztrátu a s nenulovou pravděpodobnost́ı zisk.

Pro spor s druhou nerovnost́ı předpokládejme u ≤ 1 + rf . Ukážeme, že strategie
źıskaná záměnou pozic ve φ (tj. pozici v akcíıch změńıme z dlouhé na krátkou a pozici
v bankovńı operaci z krátké na dlouhou), poskytuje prostor k arbitrážńımu zisku. Necht’

ψ = (∆, B), kde ∆ = (0, . . . , 0,−Kn−1/Sn−1) a B = (0, . . . , 0, Kn−1). Vzhledem k tomu,
že u > d a 1 + rf ≥ u, a t́ım i 1 + rf > d, plat́ı

X0(ψ) = Xn−1(ψ) = 0, Xn(ψ) = Kn−1[1 + rf − νn],

P(Xn(ψ) ≥ 0) = P(1 + rf ≥ νn) ≥ P(1 + rf ≥ u) = 1 a

P(Xn(ψ) > 0) = P(1 + rf > νn) ≥ P(νn = d) = 1− p > 0.

Poznámka. Za platnosti (1.7) budeme výskyt stavu dSt na konci (t+1)-ńıho subobdob́ı
nazývat poklesem ceny akcie v̊uči jeho počátku14 a výskyt stavu uSt r̊ustem ceny akcie.

Naš́ım ćılem je nalézt na trhu M oceňovaćı formuli pro opci na akcii S s realizačńı
cenou K a se splatnost́ı v čase T , tedy na konci n-tého obdob́ı. Situaci si zjednoduš́ıme
t́ım, že se budeme zabývat pouze evropskou call općı na akcii nevyplácej́ıćı dividendu.15

Jej́ı výplatńı funkce má v době splatnosti tvar

Vn = (Sn −K)+. (1.8)

Necht’ nejprve n = 1 (jednoperiodický binomický model). Elementárńı jevy ω ∈ Ω
označme H a O. Podle (1.6) dojde na konci obdob́ı s pravděpodobnost́ı p k realizaci

14Nemuśı se ovšem jednat o skutečný pokles ceny akcie v (t+1)-ńım subobdob́ı, poněvadž při d > 1
je dSt > St. O poklesu hovoř́ıme proto, že depozitum by přineslo větš́ı výnos a investorovo bohatstv́ı
je tak nižš́ı než v př́ıpadě realizace bezrizikové bankovńı operace.

15Cenu evropské put opce na akcii nevyplácej́ıćı dividendu dokážeme určit z put-call parity. Ze sub-
kapitoly o meźıch opčńıch prémii dále v́ıme, že cena americké call opce na akcii nevyplácej́ıćı dividendu
se shoduje s cenou evropské call opce.
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S1(H) = uS0 a s pravděpodobnost́ı 1− p k realizaci S1(O) = dS0. Pravděpodobnostńı
mı́ru P na A = {∅, {H}, {O}, {H,O}} tak definujeme rovnostmi16

P(H) = p a P(O) = 1− p.17

Informace v čase 0 jsou známy, tj. je dána σ-algebra F0 a cena akcie S0. Pro opci
nalezneme replikačńı investičńı strategii φ = (∆, B), kde ∆ = (∆0), B = (B0). Podle
definice 1.2.5 požadujeme, aby se hodnota replikačńıho portfolia v čase 1 rovnala výplatě
z opce, tj. dle (1.4) a (1.8), aby

∆0S1(ω) +B0(1 + rf ) = (S1(ω)−K)+, ω ∈ Ω = {H,O}. (1.9)

Vyřešeńım soustavy (1.9) pro neznámé ∆0 a B0 dostaneme

∆0 =
(uS0 −K)+ − (dS0 −K)+

(u− d)S0

a B0 =
1

1 + rf

· u (dS0 −K)+ − d (uS0 −K)+

u− d
.

Hodnota replikačńıho portfolia φ ve výchoźım čase 0 je dle definice 1.2.2 dána vzta-
hem

X0(φ) =
(uS0 −K)+ − (dS0 −K)+

(u− d)S0

· S0 +
1

1 + rf

· u (dS0 −K)+ − d (uS0 −K)+

u− d
.

Arbitrážńı cena evropské call opce c0 se rovná hodnotě replikačńıho portfolia:

c0 =
1

1 + rf

[
(1 + rf )− d

u− d
· (uS0 −K)+ +

u− (1 + rf )

u− d
· (dS0 −K)+

]
. (1.10)

Pro zjednodušeńı zavád́ıme substituci

q =
1 + rf − d

u− d
a 1− q =

u− 1− rf

u− d
.

Ukažme, že jsme t́ım zároveň zkonstruovali martingalovou mı́ru Q ekvivalentńı P.
Necht’ Q(H) = q a Q(O) = 1− q: 18

• q i 1− q lež́ı dle tvrzeńı 1.3.1 v intervalu (0, 1);

• q + 1− q = 1;

• P a Q jsou ekvivalentńı;

16Pro zkráceńı zápisu vypoušt́ıme množinové závorky, tj. ṕı̌seme P(H) namı́sto formálně správného
P({H}).

17Můžeme si představit náhodný pokus házeńı minćı, při němž s pravděpodobnost́ı p padne hlava
a s pravděpodobnost́ı 1 − p orel. Podle výsledku hodu minćı pak dojde bud’ k r̊ustu, nebo k poklesu
ceny akcie.

18A samozřejmě jako u každé pravděpodobnostńı mı́ry Q(∅) = 0 a Q(H,O) = 1.
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• proces diskontované ceny akcie je Q-martingal, nebot’ vzhledem k F0-měřitelnosti
S0 a základńım vlastnostem podmı́něné středńı hodnoty plat́ı

E Q

[ 1

1 + rf

S1 | F0

]
= E Q

[ 1

1 + rf

ν1S0 | F0

]
=

S0

1 + rf

E Q[ν1] =

=
S0

1 + rf

[(1 + rf )− d

u− d
u+

u− (1 + rf )

u− d
d
]

=
S0

1 + rf

· (u− d)(1 + rf )

u− d
= S0.

Tvrzeńı 1.3.2. Jednoperiodický binomický model 19 je úplný.

D̊ukaz. Necht’ je v BM dána náhodná výplata Y1 v čase 1, tj. nezáporná F1-měřitelná
náhodná veličina. Definujme

Zt = (1 + rf )
t E Q[(1 + rf )

−1 Y1 | Ft], t = 0, 1.

Zřejmě Z1 = Y1. Volme

∆0 =
Z1(H)− Z1(O)

(u− d)S0

a B0 = Z0 −∆0S0.

Hodnota investičńıho portfolia strategie φ = (∆, B), kde ∆ = (∆0), B = (B0), je v čase
0 zřejmě rovna Z0. V čase 1 pro ni pak plat́ı, že

X1(φ) = ∆0S1 + (Z0 −∆0S0)(1 + rf ) = ∆0[ν1S0 − (1 + rf )S0)] + E Q[Y1 | F0] =

=
Z1(H)− Z1(O)

u− d
(ν1 − 1− rf ) + [qZ1(H) + (1− q)Z1(O)].

(i) Pro ω = H dostáváme

X1(φ)(H) =
Z1(H)− Z1(O)

u− d
(u− 1− rf ) +

1 + rf − d

u− d
Z1(H)+

+
u− 1− rf

u− d
Z1(O) = Z1(H).

(ii) Pro ω = O obdobným zp̊usobem źıskáme X1(φ)(O) = Z1(O).

V jednoperiodickém modelu je φ jistě samosefinancuj́ıćı strategii. Konečně jelikož

X1 = Z1 = (1 + rf )
1 E Q[(1 + rf )

−1 Y1 | F1] = Y1,

je φ replikačńı investičńı strategie instrumentu s výplatou Y1.

19Přesněji trh modelovaný jednoperiodickým BM je úplný.
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Ekvivalentńı martingalovou mı́ru Q, která je dle předchoźıho tvrzeńı a druhé základ-
ńı věty oceňováńı aktiv jednoznačná, nazýváme rizikově neutrálńı pravděpodobnostńı
mı́rou.20

S přihlédnut́ım ke tvaru výplatńı funkce (1.8) oceńıme opci na úplném trhu podle
věty 1.2.9 diskontovanou hodnotou očekávaných budoućıch peněžńıch při rizikově ne-
utrálńı pravděpodobnostńı mı́̌re:

c0 = E Q

[ 1

(1 + rf )
V1 | F0

]
=

1

1 + rf

E Q[(S1 −K)+ | F0] =

=
1

1 + rf

[q (uS0 −K)+ + (1− q)(dS0 −K)+]. (1.11)

Pro úplnost dodejme, že cena opce stanovená na základě ekvivalentńı martingalové
mı́ry odpov́ıdá hodnotě replikačńıho portfolia, viz vztahy (1.11) a (1.10).

Uvažujme dále obecné n > 1 (n-periodický binomický model). Prostor elementárńıch
jev̊u Ω pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A,P) zavedeme jako množinu

Ω =
{
ω = (ω1, . . . , ωn); ωt ∈ {H,O}, t = 1, . . . , n

}
. (1.12)

Jelikož podle (1.6) dojde na konci t-tého subobdob́ı s pravděpodobnost́ı p k realizaci
uSt−1 a s pravděpodobnost́ı 1− p k realizaci dSt−1 a r̊usty a poklesy ceny akcie v jed-
notlivých subobdob́ıch jsou vzájemně nezávislé, definujeme pravděpodobnostńı mı́ru P
na A = {A, A ⊂ Ω} na elementárńıch jevech rovnostmi

P(ω) =
n∏

t=1

P(ωt), ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω,

kde
P(ωt = H) = p a P(ωt = O) = 1− p, t = 1, . . . , n.21

Na základě konstrukce ekvivalentńı martingalové mı́ry v jednoperiodickém modelu
a souvislosti pravděpodobnostńıch měr P v jednoperiodickém a n-periodickém modelu
zaved’me pravděpodobnostńı mı́ru Q na A na elementárńıch jevech rovnostmi

Q(ω) =
n∏

t=1

Q(ωt), ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω,

kde

Q(ωt = H) = q =
1 + rf − d

u− d
a Q(ωt = O) = 1− q =

u− 1− rf

u− d
, t = 1, . . . , n.

20O rizikové neutralitě hovoř́ıme z toho d̊uvodu, že se v ceně opce neodráž́ı subjektivńı rizikové prefe-
rence investora (skutečné pravděpodobnosti r̊ustu či poklesu ceny akcie p a 1 − p se promı́taj́ı př́ımo
do ceny akcie). Bez újmy na obecnosti tak lze vycházet z libovolných preferenćı, tedy i z neutrality
v̊uči riziku. V rizikově neutrálńım světě investoři nepožaduj́ı rizikovou prémii a při vyloučeńı arbitráže
tak aktiva realizuj́ı výnosy na úrovni bezrizikové úrokové sazby rf .

21Můžeme si představit n na sobě nezávislých hod̊u minćı, při nichž s pravděpodobnost́ı p padne
hlava a s pravděpodobnost́ı 1− p orel. Podle výsledku jednotlivých hod̊u pak dojde bud’ k r̊ustu, nebo
k poklesu ceny akcie v daném subobdob́ı.
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Poznámka 1.3.3. Je-li j ∈ {0, . . . , n} počet index̊u, při nichž ωt = H (neboli počet
subobdob́ı, v nichž dojde k r̊ustu ceny akcie), pak

Q(ω) = qj(1− q)n−j.

Nezálež́ı tedy na pořad́ı r̊ust̊u a pokles̊u ceny akcie v jednotlivých subobdob́ıch, nýbrž
na jejich počtu.

Ukažme, že Q je martingalová mı́ra ekvivalentńı s P:

• jelikož q i 1−q lež́ı dle tvrzeńı 1.3.1 v intervalu (0, 1), lež́ı v intervalu (0, 1) rovněž
qj(1− q)n−j, j = 0, . . . , n;

•
n∑

j=0

qj(1− q)n−j = (q + 1− q)n = 1 podle binomické věty;

• P a Q jsou ekvivalentńı (nulová mı́ra je přǐrazena u obou výhradně prázdné
množině);

• martingalovou vlastnost dokazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.3.4. Proces diskontované ceny akcie je Q-martingal.

D̊ukaz. Podle tvrzeńı A.9 stač́ı ověřit, že

E Q

[ 1

(1 + rf )t+1
St+1 | Ft

]
=

1

(1 + rf )t
St, t = 0, . . . , n− 1.

Volme libovolné t ∈ {0, . . . , n− 1}. Vystač́ıme si se základńımi vlastnostmi podmı́něné
středńı hodnoty a Ft-měřitelnost́ı St:

E Q

[ 1

(1 + rf )t+1
St+1 | Ft

]
=

1

(1 + rf )t+1
E Q

[
νt+1St | Ft

]
=

St

(1 + rf )t+1
E Q[νt+1] =

=
St

(1 + rf )t+1
·
(1 + rf − d

u− d
u+

u− 1− rf

u− d
d
)

=
St

(1 + rf )t+1
· (1 + rf ) =

St

(1 + rf )t
.

Tvrzeńı 1.3.5. Binomický model je úplný.

D̊ukaz. Necht’ je v binomickém modelu dána náhodná výplata Yn v čase n, tj. nezáporná
Fn-měřitelná náhodná veličina. Definujme

Zt = (1 + rf )
t E Q[(1 + rf )

−n Yn | Ft], t = 0, 1, . . . , n.

Pro t = 0, 1, . . . , n− 1 položme

∆t =
Zt+1(ω1, . . . , ωt, H)− Zt+1(ω1, . . . , ωt, O)

(u− d)St

a Bt = Zt −∆tSt.
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Hodnota investičńıho portfolia Xt(φ) strategie φ = (∆, B), kde ∆ = (∆0, . . . ,∆n−1) a
B = (B0, . . . , Bn−1), je v čase t < n zřejmě rovna Zt. Hodnota investičńıho portfolia
v čase n je dána vztahem

Xn(φ) = ∆n−1Sn +Bn−1 (1 + rf ).

Dále ukážeme, že φ je samosefinancuj́ıćı. Necht’ t ∈ {0, . . . , n− 1}. Pro zkráceńı zápisu
označme W ≡ ω1, . . . , ωt. Nejprve podle základńıch vlastnost́ı podmı́něné středńı hod-
noty postupně upravujme

(1 + rf )
t+1 E Q[(1 + rf )

−n Yn | Ft] = (1 + rf )
t+1 E Q

[
E Q[(1 + rf )

−n Yn | Ft] | Ft+1

]
=

= E Q

[
(1 + rf )

t+1 E Q[(1 + rf )
−n Yn | Ft+1] | Ft

]
= E Q[Zt+1 | Ft] =

= E Q[I{ω; ωt+1=H}(ω)Zt+1 | Ft] + E Q[Iω; {ωt+1=O}(ω)Zt+1 | Ft] =

= Zt+1(W,H) E Q[I{ω; ωt+1=H} | Ft] + Zt+1(W,O)E Q [I{ω; ωt+1=O} | Ft] =

= Q(ωt+1 = H) · Zt+1(W,H) + Q(ωt+1 = O) · Zt+1(W,O) =

= qZt+1(W,H) + (1− q)Zt+1(W,O).

Ověř́ıme podmı́nku (1.5) z definice samosefinancuj́ıćı strategie:

∆tSt+1 +Bt(1 + rf ) = ∆tSt+1 + (Zt −∆tSt)(1 + rf ) =

= ∆t[νt+1St − (1 + rf )St)] + (1 + rf )
t+1 E Q[(1 + rf )

−n Yn | Ft] =

=
Zt+1(W,H)− Zt+1(W,O)

(u− d)St

[νt+1St − (1 + rf )St)]+

+qZt+1(W,H) + (1− q)Zt+1(W,O) = (∗).

(i) Pro ωt+1 = H dostáváme

(∗) =
Zt+1(W,H)− Zt+1(W,O)

u− d
(u− 1− rf ) +

1 + rf − d

u− d
Zt+1(W,H) +

+
u− 1− rf

u− d
Zt+1(W,O) = Zt+1(W,H).

(ii) Pro ωt+1 = O obdobným zp̊usobem źıskáme (∗) = Zt+1(W,O).

Pro t ∈ {0, . . . , n − 1} tud́ıž plat́ı, že ∆tSt+1 + Bt(1 + rf ) = Zt+1. Poněvadž Xτ = Zτ

pro τ < n (viz výše) a Xn = ∆n−1Sn + Bn−1 (1 + rf ) př́ımo podle definice hodnoty
investičńıho portfolia, je φ samosefinancuj́ıćı strategie. Nav́ıc jelikož

Xn = ∆n−1Sn +Bn−1 (1 + rf ) = Zn = (1 + rf )
n E Q[(1 + rf )

−n Yn | Fn] = Yn,

je φ replikačńı investičńı strategie instrumentu s výplatou Yn a binomický model je
úplný.
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Závěry binomického modelu shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.3.6. Necht’ je dán trh M a n ∈ N. V n-periodickém binomickém modelu je
arbitrážńı cena evvropské call opce na akcii S (nevyplácej́ıćı dividendu) s realizačńı
cenou K, dobou splatnosti T (ekvivalentně na konci n-tého subobdob́ı) a výplatńı funkćı
Vn dána vztahem

ct =
1

(1 + rf )n−t
E Q[Vn | Ft], t = 0, . . . , n. (1.13)

Podrobněji

ct =
1

(1 + rf )n−t
·

n−t∑
j=0

(
n− t

j

)
q j(1− q)n−t−j · (ujdn−t−jSt −K)+. (1.14)

Necht’ nav́ıc l je nejmenš́ı přirozené č́ıslo, pro které ujdn−t−lSt > K. Pak plat́ı tzv.
binomická Black-Scholesova formule

ct = St

n−t∑
j=l

(
n− t

j

)
q̃ j(1− q̃)n−t−j − K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=l

(
n− t

j

)
q j(1− q)n−t−j, (1.15)

kde

q̃ =
u

1 + rf

q a 1− q̃ =
d

1 + rf

(1− q).

D̊ukaz. S přihlédnut́ım k tomu, žeM je úplný a Q je (jediná) ekvivalentńı martingalová
mı́ra, je vztah (1.13) př́ımou aplikaćı věty 1.2.9.

Pro odvozeńı (1.14) pro t ∈ {0, 1, . . . , n} pǐsme

ct =
1

(1 + rf )n−t
E Q[Vn | Ft] =

1

(1 + rf )n−t
E Q

[ n−t∑
j=0

I{ω;#{ωi=H; i=t+1,...,n}=j}(ω) · Vn | Ft

]

=
1

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

(ujdn−t−jSt −K)+ · E Q[I{ω;#{ωi=H; i=t+1,...,n}=j}(ω) | Ft] =

=
1

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

(ujdn−t−jSt −K)+ ·Q
({
ω; #{ωi = H; i = t+ 1, . . . , n} = j

})]
.

K źıskáńı vztahu (1.14) si pak stač́ı uvědomit, že

Q
({
ω; #{ωi = H; i = t+ 1, . . . , n} = j

})
=

(
n− t

j

)
q j(1− q)n−t−j.

Pro dokončeńı d̊ukazu necht’ l je nejmenš́ı přirozené č́ıslo, pro které ujdn−t−lSt > K,
neboli l je nejmenš́ı počet r̊ust̊u ceny akcie v jednotlivých subobdob́ıch, pro nějž je opce
v okamžiku své splatnosti v peněźıch. V (1.14) jsou sč́ıtance pro j ≤ l nulové a vztah
(1.14) vyjádř́ıme ve tvaru

n−t∑
j=l

[(n− t

j

)( uq

1 + rf

)j(d(1− q)

1 + rf

)n−t−j

St

]
− K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=l

(
n− t

j

)
q j(1− q)n−t−j .
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Poznámka. Při vhodné volbě parametr̊u22 konverguje s rostoućım n binomická oceňovaćı
formule k Black-Scholesovu vzorci (F. Black a M. Scholes [1]). Vzhledem ke stejnému
charakteru vyjádřeńı bývá vztah (1.15) označován jako binomická Black-Scholesova
formule.

22Podrobněji viz Cox, Ross a Rubinstein [5].
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Kapitola 2

Zobecněńı binomického modelu

Následuj́ıćı kapitola se zabývá zobecněńım binomického modelu na základě myšlenek,
které publikovala N. Kan v roce 2005 [13]. Přej́ımáme originálńı označeńı, ale při kon-
strukci modelu aplikujeme poznatky, s nimiž jsme se seznámili v předchoźı kapitole.
Opět předpokládáme, že oceňujeme evropskou call opci na akcii nevyplácej́ıćı divi-
dendu.

2.1 Zobecněný binomický model

Necht’ je dán trh M, tj. pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P), proces hodnoty bankovńı
operace (1.2), proces ceny akcie (1.3) a přirozená filtrace F procesu S. Zobecněný
binomický model (GBM) předpokládá, že se cena akcie S na trhu M během jednoho
subobdob́ı změńı na právě jednu ze dvou možných hodnot:

St+1 = ξt+1St, t = 0, 1, . . . , n− 1,

kde

(i) S0 je daná výchoźı (současná) cena akcie;

(ii) ξt = νtAt, t = 1, . . . , n;

(iii) {At, t = 1, . . . , n} je n-tice daných kladných konstant;

(iv) {νt, t = 1, . . . , n} je n-tice nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
s rozděleńım

P(ν1 = u) = p a P(ν1 = d) = 1− p, 0 < d < u, 0 < p < 1.

Zat́ımco v BM je cena akcie určena realizacemi νt, v GBM nav́ıc záviśı na kon-
stantách At.

1

1Problematickým bodem se jev́ı býti skutečnost, že mı́ru změny ceny akcie za jedno subobdob́ı
přenásobujeme bez ohledu na směr jej́ıho pohybu (tj. pokles či r̊ust) touž hodnotou At.
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Označeńı. Dále budeme použ́ıvat označeńı

ξu
t = uAt a ξd

t = dAt, t = 1, . . . , n.

Nutnou podmı́nku pro vyloučeńı arbitráže formulujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Tvrzeńı 2.1.1. Jestlǐze je na trhu M vyloučena arbitráž, pak

ξd
t < 1 + rf < ξu

t , t = 1, . . . , n. (2.1)

D̊ukaz. Viz tvrzeńı 1.3.1 s přihlédnut́ım k tomu, že mı́sto νn resp. u resp. d ṕı̌seme
ξn resp. ξu

n resp. ξd
n a že bez újmy na obecnosti předpokládáme, že podmı́nka (2.1) je

porušena v n-tém subobdob́ı – pokud by byla porušena v t-tém subobdob́ı, t < n,
realizovali bychom v d̊ukazu tvrzeńı 1.3.1 popsanou strategii nákupu (prodeje) akcíı
na počátku t-tého subobdob́ı a jejich prodeje (nákupu) na jeho konci a př́ıpadný zisk
bychom posléze bezrizikově vložili (a t́ım jistě neztratili) do bankovńı operace.

Opčńı oceňovaćı formuli odvod́ıme totožným zp̊usobem jako v binomickém modelu.
V t-tém subobdob́ı mı́sto νt resp. u resp. d ṕı̌seme ξt resp. ξu

t resp. ξd
t .

Pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P) zavád́ıme nezměněným zp̊usobem pomoćı
(1.12) a (1.3). Definici pravděpodobnostńı mı́ry Q na A pouprav́ıme do podoby

Q(ω) =
n∏

t=1

Q(ωt), ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω,

kde

Q(ωt = H) = qt =
1 + rf − ξd

t

ξu
t − ξd

t

a Q(ωt = O) = 1−qt =
ξu
t − 1− rf

ξu
t − ξd

t

, t = 1, . . . , n.

Označeńı. Pro m ∈ N0, n ∈ N a m ≤ n označme

Γn
m = {m,m+ 1, . . . , n}.

Dále necht’ J ⊂ Γn
m. Skutečnost, že t ∈ Γn

m \ J , budeme zapisovat jako t /∈ J .

Lemma 2.1.2. Pro libovolné n ∈ N plat́ı∑
J⊂Γn

1

( ∏
t∈J

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

= 1. (2.2)

Poznámka. Součin přes prázdnou množinu definujeme rovný 1.

D̊ukaz. Vztah (2.2) dokážeme indukćı přes n. Součet na levé straně v závislosti na n
označme LSn. Necht’ n = 1. Pak

LS1 = q1 · 1 + 1 · (1− q1) = 1.
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Předpokládejme, že (2.2) plat́ı pro n ≥ 1 a ukažme, že (2.2) plat́ı i pro n+ 1:

LSn+1 =
∑

J⊂Γn+1
1 ,

n+1∈J

( ∏
t∈J

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

+
∑

J⊂Γn+1
1 ,

n+1/∈J

( ∏
t∈J

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

=

=
∑

J⊂Γn+1
1 ,

n+1∈J

(
qn+1

∏
t∈J,

t6=n+1

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

+
∑

J⊂Γn+1
1 ,

n+1/∈J

(
(1− qn+1)

∏
t∈J

qt
∏
t/∈J,

t6=n+1

(1− qt)
)

=

= qn+1

∑
J⊂Γn

1

( ∏
t∈J

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

+ (1− qn+1)
∑
J⊂Γn

1

( ∏
t∈J

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

=

= qn+1 · LSn + (1− qn+1) · LSn = 1.

V daľśım kroku ověř́ıme, že Q je martingalová mı́ra ekvivalentńı s P:

• necht’ J je libovolná podmnožina Γn
1 ; jelikož dle tvrzeńı 2.1.1 lež́ı qt i 1 − qt,

t = 1, . . . , n, v intervalu (0, 1), lež́ı v intervalu (0, 1) rovněž
∏

t∈J qt
∏

t/∈J(1− qt);

•
∑
ω∈Ω

Q(ω) =
∑

J⊂Γn
1

( ∏
t∈J

qt
∏
t/∈J

(1− qt)
)

= 1 dle předchoźıho lemmatu;

• P a Q jsou ekvivalentńı;

• proces diskontované ceny akcie je Q-martingal, nebot’ vzhledem k Ft-měřitelnosti
St, t = 0, 1, . . . , n− 1, a vlastnostem podmı́něné středńı hodnoty plat́ı

E Q

[ 1

(1 + rf )t+1
St+1 | Ft

]
=

St

(1 + rf )t+1
E Q[ξt+1 | Ft] =

=
St

(1 + rf )t+1
·
(1 + rf − ξd

t

ξu
t − ξd

t

· ξu
t +

ξu
t − 1− rf

ξu
t − ξd

t

· ξd
t

)
=

St

(1 + rf )t+1
· (1 + rf ).

Tvrzeńı 2.1.3. Zobecněný binomický model je úplný.

D̊ukaz. Viz tvrzeńı 1.3.5 o úplnosti binomického modelu s přihlédnut́ım k tomu, že
mı́sto νt+1 resp. u resp. d resp. q ṕı̌seme ξt+1 resp. ξu

t+1 resp. ξd
t+1 resp. qt+1.

Označeńı. Připomeňme, že

qt =
1 + rf − ξd

t

ξu
t − ξd

t

, t = 1, . . . , n.

Označme

q̃t =
ξu
t

1 + rf

qt, t = 1, . . . , n.
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Pro m ∈ N0, n ∈ N, m ≤ n a J ⊂ Γn
m dále

P (J, n) =
∏
t∈J

qt
∏
t6/∈J

(1− qt),

P̃ (J, n) =
∏
t∈J

q̃t
∏
t6/∈J

(1− q̃t).

Konečně pro m ∈ N0, n ∈ N, m ≤ n, j ∈ Γn−m+1
0 a x ∈ R+

I n
j,m(x) =

{
J ⊂ Γn

m, |J | = j; x
∏
t∈J

ξu
t

∏
t/∈J

ξd
t > K

}
.

Věta 2.1.4 (GBM-oceňovaćı formule). Necht’ je dán trh M, n ∈ N. V n-periodic-
kém zobecněném binomickém modelu je arbitrážńı cena evropské call opce na akcii S
(nevyplácej́ıćı dividendu) s realizačńı cenou K, dobou splatnosti T (ekvivalentně na kon-
ci n-tého subobdob́ı) a výplatńı funkćı Vn dána vztahem

ct =
1

(1 + rf )n−t
E Q[Vn | Ft], t = 0, . . . , n− 1. (2.3)

Podrobněji

ct =
1

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

∑
J⊂Γ n

t+1,

|J |=j

P (J, n) ·
(
St

∏
i∈J

ξu
i

∏
i/∈J

ξd
i −K

)+

, (2.4)

kde
Γn

t+1 = {t+ 1, . . . , n} a P (J, n) =
∏
i∈J

qi
∏
i6/∈J

(1− qi) pro J ⊂ Γn
t+1.

Analogie binomické Black-Scholesova formule má vyjádřeńı

ct = St

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St)

P̃ (J, n)− K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St)

P (J, n), (2.5)

kde

q̃i =
ξu
i

1 + rf

qi, 1− q̃i =
ξd
i

1 + rf

(1− qi), P̃ (J, n) =
∏
i∈J

q̃i
∏
i6/∈J

(1− q̃i) a

I n
j,t+1(St) =

{
J ⊂ Γn

t+1, |J | = j; St

∏
i∈J

ξu
i

∏
i6/∈J

ξd
i > K

}
.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme obdobným zp̊usobem jako v binomickém modelu (věta 1.3.6).
S přihlédnut́ım k tomu, že M je úplný a Q je (jediná) ekvivalentńı martingalová mı́ra,
je vztah (2.3) př́ımou aplikaćı věty 1.2.9.
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Pro odvozeńı (2.4) pro t ∈ {0, 1, . . . , n− 1} postupně upravujme

E Q[Vn | Ft] = E Q

[ n−t∑
j=0

∑
J⊂Γ n

t+1,

|J |=j

I{ω; ωi=H pro i∈J, ωi 6=H pro i/∈J}(ω) · Vn | Ft

]
=

=
n−t∑
j=0

∑
J⊂Γ n

t+1,

|J |=j

(
St

∏
i∈J

ξu
i

∏
i/∈J

ξd
i −K

)+

E Q

[
I{ω; ωi=H pro i∈J, ωi 6=H pro i/∈J}(ω)

]
=

=
n−t∑
j=0

∑
J⊂Γ n

t+1,

|J |=j

(
St

∏
i∈J

ξu
i

∏
i/∈J

ξd
i −K

)+

Q
(
I{ω; ωi=H pro i∈J, ωi 6=H pro i/∈J}(ω)

)
.

K źıskáńı vztahu (2.4) si nakonec uvědomı́me, že

Q
({
ω; {ωi = H pro i ∈ J, ωi 6= H pro i /∈ J}

)
= P (J, n),

a dosad́ıme do (2.3).
Pro dokončeńı d̊ukazu stač́ı vźıt v úvahu, že pro J ∈ I n

j, t+1(St) je (Sn−K)+ = Sn−K
a pro J ∈ Γn

t+1\I n
j, t+1(St), |J | = j je (Sn−K)+ = 0. Pak totiž přepsáńım (2.4) dostáváme

ct =
1

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St)

P (J, n) ·
(
St

∏
i∈J

ξu
i

∏
i/∈J

ξd
i −K

)
=

=
n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St)

[
St

( ∏
i∈J

ξu
i qi

1 + rf

∏
i/∈J

ξd
i (1− qi)

1 + rf

)
− K

(1 + rf )n−t
P (J, n)

]
=

= St

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St)

P̃ (J, n)− K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St)

P (J, n).

Poznámka. Pokud At+1 = . . . = An = 1, GBM se redukuje na BM a vztahy (2.4) resp.
(2.5) přecházej́ı do vztah̊u (1.14) resp. (1.15).

2.2 Náhodný zobecněný binomický model

V daľśım kroku budeme považovat A1, . . . , An za náhodné veličiny. Necht’ je opět dán
trhM, tj. pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P), proces hodnoty bankovńı operace (1.2),
proces ceny akcie (1.3) a přirozená filtrace F procesu S. Náhodný zobecněný binomický
model (RGBM) vycháźı ze vztahu

St+1 = ξt+1St, t = 0, 1, . . . , n− 1,

kde
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(i) S0 je daná výchoźı (současná) cena akcie;

(ii) ξt = νtAt, t = 1, . . . , n;

(iii) {At, t = 1, . . . , n} je n-tice s.j. kladných nezávislých náhodných veličin s diskrét-
ńım rozděleńım;

(iv) {νt, t = 1, . . . , n} je n-tice nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
s rozděleńım

P(ν1 = u) = p a P(ν1 = d) = 1− p, 0 < d < u, 0 < p < 1;

(v) náhodné veličiny νt, t = 1, . . . , n, a At, t = 1, . . . , n, jsou vzájemně nezávislé.

V RGBM tedy vedle nejistoty ohledně poklesu či r̊ustu ceny akcie za jedno sub-
obdob́ı existuje druhý zdroj nahodilosti v podobě náhodné amplitudy skoku. Této
skutečnosti přizp̊usob́ıme podobu pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A,P). Předpok-
ládejme, že každá At, t = 1, . . . , n, má kt r̊uzných realizaćı; označ́ıme je at,1, . . . , at,kt .
Pro n-periodický RGBM definujeme prostor elementárńıch jev̊u jako

Ω =
{
ω = (ω1, . . . , ωn); ωt ∈ {H1, . . . , Hkt , O1, . . . , Okt}, t = 1, . . . , n

}
.

Pokud tedy např. ω1 = H2, došlo v prvńım subobdob́ı k r̊ustu ceny akcie a k realizaci
a1,2.

Tvrzeńı 2.2.1. Jestlǐze je na trhu M vyloučena arbitráž, pak

P(ξd
t < 1 + rf < ξu

t ) > 0, t = 1, . . . , n. (2.6)

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme obdobně jako v GBM (tvrzeńı 2.1.1) nalezeńım investičńı
strategie s možnost́ı arbitrážńıho zisku. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že
podmı́nka (2.1) je porušena v n-tém subobdob́ı.

Necht’ P(ξd
n ≥ 1 + rf ) = 1, Kn−1 > 0 je libovolné a φ = (∆, B) je investičńı

strategie na trhu M, v ńıž ∆ = (0, . . . , 0, Kn−1/Sn−1) a B = (0, . . . , 0,−Kn−1), tj.
v posledńım subobdob́ı si p̊ujč́ıme Kn−1 a investujeme jej do nákupu akcíı. Jelikož
u > d a P(dAn ≥ 1 + rf ) = 1, a t́ım pádem P(uAn > 1 + rf ) = 1, dostáváme vzhledem
k

X0(φ) = 0, Xn−1(φ) = 0, Xn(φ) =
Kn−1

Sn−1

·ξnSn−1−Kn−1(1+rf ) = Kn−1[ξn−(1+rf )],

P(Xn(φ) ≥ 0) = P(ξn ≥ 1 + rf ) ≥ P(dAn ≥ 1 + rf ) = 1 a

P(Xn(φ) > 0) = P(ξn > 1 + rf ) ≥ P(ξn = uAn) > 0

spor s předpokladem neexistence arbitráže.
Pro spor s druhou nerovnost́ı předpokládáme, že P(ξu

n ≤ 1 + rf ) = 1. Investičńı
strategie ψ = (∆, B), kde ∆ = (0, . . . , 0,−Kn−1/Sn−1) a B = (0, . . . , 0, Kn−1) vede

31



vzhledem k u > d a P(uAn ≤ 1+ rf ) = 1, a t́ım i P(dAn < 1+ rf ) = 1, k potenciálńımu
arbitrážńımu zisku, nebot’

X0(ψ) = 0, Xn−1(ψ) = 0, Xn(ψ) = Kn−1[(1 + rf )− ξn],

P(Xn(ψ) ≥ 0) = P(1 + rf ≥ ξn) ≥ P(1 + rf ≥ uAn) = 1 a

P(Xn(ψ) > 0) = P(1 + rf > ξn) ≥ P(ξn = dAn) > 0.

Poznámka. Ve výchoźım textu [13, str. 22] je podmı́nka (2.6) bez d̊ukazu formulována
silněji, a sice v podobě

P(ξd
t < 1 + rf < ξu

t ) = 1, t = 1, . . . , n. (2.7)

Ukažme, že toto nezbytně neplat́ı. Necht’ n = 1,

P
(
X1 =

1 + rf

d

)
= a, P

(
X1 =

rf

d

)
= 1− a, 0 < a < 1.

Pak P(ξd
1 < 1 + rf < ξu

1 ) < 1. Hledejme arbitrážńı strategii. Samotná bankovńı operace
při nulovém počátečńım kapitálu zisk jistě nepřinese. Při nulovém počátečńım kapitálu
tedy přicháźı do úvahy výhradně investičńı strategie, pro něž

∆0 = K0/S0, B0 = −K0, K0 6= 0.

Potom X1(φ) = K0[ξ1 − (1 + rf )].
Je-li K0 > 0, pak při X1 = rf/d a ν1 = d je ξ1 = rf < 1 + rf , tud́ıž X1(φ) < 0, a

proto P(X1(φ) ≥ 0) < 1 a strategie přináš́ı s nenulovou pravděpodobnost́ı ztrátu.
Pokud K0 < 0, X1 = (1 + rf )/d a ν1 = u, pak ξ1 = (1 + rf )u/d > 1 + rf , nebot’

u > d, t́ım pádem X1(φ) < 0, a proto P(X1(φ) ≥ 0) < 1. Na trhu je vyloučena arbitráž,
ale P(ξd

1 < 1 + rf < ξu
1 ) < 1.

Podmı́nka (2.7) je ovšem nezbytná pro to, aby model vyústil v použitelnou oceňovaćı
formuli. V RGBM proto předpokládáme, že (2.7) plat́ı.

Uvažujme evropskou call opci na akcii S (nevyplácej́ıćı dividendu) s realizačńı cenou
K, dobou splatnosti na konci n-tého subobdob́ı a výplatńı funkćı (1.8). Cena opce v čase
t zřejmě záviśı na náhodných veličinách At+1, . . . , An, což vyjádř́ıme jako

ct = f(At+1, . . . , An).

Konstrukce modelu se nezabývá t́ım, jak se vypořádat s p̊usobeńım náhodných
amplitud skok̊u. RGBM-opčńı oceňovaćı formule přǐrazuje ceně opce středńı hodnotu
ct, tj.

c̄t = E Pct = E Pf(At+1, . . . , An). (2.8)

Vztah (2.8) uprav́ıme na základě standardńı techniky podmiňováńı – ct podmı́ńıme
znalost́ı realizaćı náhodných amplitud skok̊u a následně vyintegrujeme přes všechny
možné realizace.
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Označeńı. Pro 0 ≤ t ≤ n−1 označme (n−t)-rozměrný náhodný vektor (At+1, . . . , An)
jako An

t+1.
Dále analogicky jako v GBM (s přihlédnut́ım ke

”
znáhodněńı“ amplitud skok̊u)

qt(xt) =
1 + rf − dxt

uxt − dxt

, xt ∈ R, t = 1, . . . , n,

q̃t(xt) =
uxt

1 + rf

qt(xt), xt ∈ R, t = 1, . . . , n.

Pro 0 ≤ t ≤ n− 1, J ⊂ Γn
t+1, x = (xt+1, . . . , xn) ∈ Rn−t, j ∈ Γn−t

0 a y ∈ R+ položme

P (J, n,x) =
∏
i∈J

qi(xi)
∏
i6/∈J

[1− qi(xi)],

P̃ (J, n,x) =
∏
i∈J

q̃i(xi)
∏
i6/∈J

[1− q̃i(xi)],

I n
j,t+1(y,x) =

{
J ⊂ Γn

t+1, |J | = j; y
∏
i∈J

u xi

∏
i/∈J

d xi > K
}
.

Věta 2.2.2 (RGBM-oceňovaćı formule). Necht’ je dán trh M, n ∈ N. V n-periodic-
kém náhodném zobecněném binomickém modelu je cena evropské call opce na akcii S
(nevyplácej́ıćı dividendu) s realizačńı cenou K a dobou splatnosti T (ekvivalentně na
konci n-tého subobdob́ı) dána vztahem

c̄t = St

n−t∑
j=0

c̄t
(1) − K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

c̄t
(2), t = 0, . . . , n− 1, (2.9)

kde

c̄t
(1) =

∑
a∈Rn−t

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

[
P̃ (J, n, a)

n∏
i=t+1

P(Ai = ai)
]
,

c̄t
(2) =

∑
a∈Rn−t

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

[
P (J, n, a)

n∏
i=t+1

P(Ai = ai)
]
,

a = (at+1, . . . , an) ∈ Rn−t a P(d ai < 1 + rf < uai) = 1, i = t+ 1, . . . , n.

D̊ukaz. Podle (2.8) máme vzhledem k základńım vlastnostem podmı́něné středńı hod-
noty

c̄t = E P [f(An
t+1)] = E P

[
E P [f(An

t+1 |σ(An
t+1)]

]
= E P [g(An

t+1)].

Posledńı rovnost plat́ı pro vhodnou měřitelnou funkci g : (Rn−t,Bn−t) → (R,B), která
existuje podle věty A.4 (předpoklady věty jsou splněny, nebot’ o náhodných veličinách
v textu se vyskytuj́ıćıch předpokládáme, že maj́ı konečnou středńı hodnotu, a An

t+1 je
náhodný vektor).

Uvědomme si, že považujeme-li znalost realizace náhodného vektoru An
t+1 za danou,

neboli podmiňujeme-li σ-algebrou σ(An
t+1), redukuje se RGBM na GBM (přihĺıž́ıme
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přitom k předpokladu, že plat́ı (2.7)) a funkce g splývá s arbitrážńı cenou opce v GBM
(věta 2.1.4), pohĺıž́ıme-li na ni jako na funkci At+1, . . . , An.

Uvažujme vyjádřeńı arbitrážńı ceny opce v GBM v podobě analogie binomické
Black-Scholesovy formule, tj. vztah (2.5), a postupně upravujme:

c̄t = E [g(An
t+1)] =

= E
[
St

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,A
n
t+1)

( ∏
i∈J

uAi

1 + rf

· 1 + rf − dAi

uAi − dAi

∏
i6/∈J

(
1− uAi

1 + rf

· 1 + rf − dAi

uAi − dAi

))
−

− K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,A
n
t+1)

( ∏
i∈J

1 + rf − dAi

uAi − dAi

∏
i6/∈J

(
1− 1 + rf − dAi

uAi − dAi

))]
=

= E
[
St

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,A
n
t+1)

( ∏
i∈J

q̃i(Ai)
∏
i6/∈J

(1− q̃i(Ai)
)
−

− K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,A
n
t+1)

( ∏
i∈J

qi(Ai)
∏
i6/∈J

(1− qi(Ai))
)]

=

= E
[ n−t∑

j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,A
n
t+1)

(
St · P̃ (J, n,An

t+1)−
K

(1 + rf )n−t
P (J, n,An

t+1)
)]

= (∗).

Protože St nezáviśı na An
t+1 a vektor An

t+1 nabývá nejvýše spočetně mnoha hodnot
(nebot’ každá z jeho konečně mnoha složek má diskrétńı rozděleńı), pak s přihlédnut́ım

k větě A.1 aplikované na měřitelné funkce P (·) a P̃ (·) a k nezávislosti složek An
t+1

(∗) =
∑

a∈Rn−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

St · P̃ (J, n, a) · P(An
t+1 = a)−

−
∑

a∈Rn−t

n−t∑
j=0

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

K

(1 + rf )n−t
P (J, n, a) · P(An

t+1 = a) =

= St ·
n−t∑
j=0

∑
a∈Rn−t

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

[
P̃ (J, n, a)

n∏
i=t+1

P(Ai = ai)
]
−

− K

(1 + rf )n−t
·

n−t∑
j=0

∑
a∈Rn−t

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

[
P (J, n, a)

n∏
i=t+1

P(Ai = ai)
]

=

= St

n−t∑
j=0

c̄t
(1) − K

(1 + rf )n−t

n−t∑
j=0

c̄t
(2).
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Poznámka. Upozorněme na to, že ve vztahu (2.9) se spojuje koncept rizikově ne-
utrálńıho oceňováńı (použitého v GBM) a pravděpodobnostńı mı́ry P v reálném světě.

Poznámka. Pokud P(At+1 = 1) = . . . = P(An = 1) = 1, RGBM se redukuje na bino-
mický model.
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Kapitola 3

Multinomický model

Oceňovaćı formule odvozená v náhodném zobecněném binomickém modelu (RGBM)
neńı př́ılǐs vhodná k praktickému použit́ı. Přij́ımáme proto předpoklady o rozděleńı
amplitud skok̊u (náhodných veličin A1, . . . , An).

V prvńı části této kapitoly pojednáme o multinomickém modelu (MM), k němuž
směřovala autorka výchoźıho textu [13]. Ve druhé části MM drobně modifikujeme.

3.1 Multinomický model

V multinomické modelu vycháźıme z RGBM. Nav́ıc zavád́ıme množinu k, k ∈ N,
kladných reálných č́ısel

Ck = {C1, . . . , Ck; Cl > 0, l = 1, . . . , k}

a přij́ımáme dodatečné předpoklady o A1, . . . , An:

• náhodné veličiny A1, . . . , An jsou stejně rozdělené;

• P(A1 ∈ Ck) = 1, tj. všechny realizace A1 lež́ı v množině Ck, kterou nazýváme
množinou multinomických realizaćı;

• P(A1 = Cl) = 1
k
, l = 1, . . . , k, tj. každá realizace je stejně pravděpodobná.1

Označeńı. V čase 0 ≤ t ≤ n−1 uvažujme elementárńı jev ω ∈ Ω a př́ıslušnou realizaci
náhodného vektoru An

t+1 = (At+1, . . . , An).
Necht’ ηC1 , . . . , ηCk

je posloupnost náhodných veličin definovaných předpisem

ηCl
(ω) = #

{
i ∈ {t+ 1, . . . , n}; Ai = Cl

}
, l = 1, . . . , k.

ηCl
tedy vyjadřuje počet složek An

t+1, které nabývaj́ı hodnoty Cl.
2

1Tento předpoklad považujeme za problematický a v následuj́ıćı subkapitole jej odstrańıme.
2Zřejmě ηCl

(ω) ∈ Γn−t
0 = {0, 1, . . . , n− t}.
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Pro NCl
∈ Γn−t

0 , l = 1, . . . , k, označ́ıme

I(n, t, j, NC1 , . . . , NCk
) =

{
(m1, . . . ,m2k); ml ∈ Γn−t

0 , l = 1, . . . , 2k,
2k∑
l=1

ml = n− t,

k∑
l=1

ml = j, NC1 = m1 +mk+1, . . . , NCk
= mk +m2k

}
.

Jak záhy uvid́ıme, ml bude reprezentovat počet r̊ust̊u ceny akcie za jedno subobdob́ı
uCl-krát, mk+l počet pokles̊u dCl-krát a I množinu všech 2k-tic splňuj́ıćıch uvedené
podmı́nky.

Konečně pro j ∈ Γn−t
0 , y ∈ R+ a NCl

∈ Γn−t
0 , l = 1, . . . , k, položme

Ī n
j,t+1(y,NC1 , . . . , NCk

) =
{
J ⊂ Γn

t+1; |J | = j, y CNC1
1 . . . CNCk

k ujdn−t−j > K
}

a
α(y,NC1 , . . . , NCk

) = min{j; Ī n
j,t+1(y,NC1 , . . . , NCk

) 6= ∅}.

Věta 3.1.1 (MM-oceňovaćı formule). Necht’ je dán trh M, n ∈ N. V n-periodickém
multinomickém modelu je cena evropské call opce na akcii S (nevyplácej́ıćı dividendu)
s realizačńı cenou K a dobou splatnosti T (ekvivalentně na konci n-tého subobdob́ı)
v čase 0 ≤ t ≤ n− 1 dána vztahem

c̄t =
∑
θ∈Θ

n−t∑
j=α(St,θ)

∑
I(n,t,j,θ)

(
St ·M2k(n, t, p̃)−

K

(1 + rf )n−t
M2k(n, t, p)

)
,

kde

Θ =
{

(NC1 , . . . , NCk
); 0 ≤ NCl

≤ n− t, l = 1, . . . , k,
k∑

l=1

NCl
= n− t

}
,

M2k(n, t, p) =
(m1 + . . .+m2k)!

m1! . . .m2k!
pm1

1 . . . pm2k
2k ,

M2k(n, t, p̃) =
(m1 + . . .+m2k)!

m1! . . .m2k!
p̃ m1

1 . . . p̃ m2k
2k ,

p1 =
1

k
· 1 + rf − dC1

C1(u− d)
, . . . , pk =

1

k
· 1 + rf − dCk

Ck(u− d)
,

pk+1 =
1

k
· uC1 − (1 + rf )

C1(u− d)
, . . . , p2k =

1

k
· uCk − (1 + rf )

Ck(u− d)
,

p̃1 =
uC1

1 + rf

p1, . . . , p̃k =
uCk

1 + rf

pk, p̃k+1 =
dC1

1 + rf

pk+1, . . . , p̃2k =
dCk

1 + rf

p2k.
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D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme pomoćı RGBM-oceňovaćı formule (věta 2.2.2), jej́ıž tvar
uprav́ıme s ohledem na dodatečné předpoklady multinomického modelu.

Volme libovolné t ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Zaměřme se na sumu ve druhém členu výrazu
(2.9) a označme ji Λ:

Λ =
n−t∑
j=0

∑
a∈Rn−t

∑
J∈I n

j,t+1(St,a)

[
P (J, n, a)

n∏
i=t+1

P(Ai = ai)
]
, kde

a = (at+1, . . . , an) ∈ Rn−t a I n
j,t+1(St, a) =

{
J ⊂ Γn

t+1, |J | = j; St

∏
i∈J

u ai

∏
i/∈J

d ai > K
}
.

S ohledem na komutativnost součtu zaměňme pořad́ı prvńıch dvou sum a symbolicky
pǐsme Λ =

∑
a Λa. Jelikož P(Ai ∈ Ck) = 1, i = t+ 1, . . . , n, stač́ı sč́ıtat přes ty vektory

a, jejichž všechny složky lež́ı v Ck (ostatńı sč́ıtance jsou nulové). Takové vektory pak
sdruž́ıme do disjunktńıch skupin, jejichž prvky maj́ı až na pořad́ı shodné složky, tj.
obsahuj́ı stejný počet hodnot C1, . . . , Ck. Pro daný a označ́ıme počet složek a, které
nabývaj́ı hodnoty Cl, jako NCl

(neboli NCl
je př́ıslušnou realizaćı ηCl

):

NCl
= #

{
i ∈ {t+ 1, . . . , n}; ai = Cl

}
, l = 1, . . . , k.

Zřejmě 0 ≤ NCl
≤ n− t a NC1 + . . .+NCk

= n− t. Dále necht’

Θ =
{

(NC1 , . . . , NCk
); 0 ≤ NCl

≤ n− t, l = 1, . . . , k,
k∑

l=1

NCl
= n− t

}
.

Potom
Λ =

∑
a

Λa =
∑
θ∈Θ

∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ} Λa,

kde identifikátor zajist́ı, že nač́ıtáme Λa právě pro ta a, pro něž (NC1 , . . . , NCk
) = θ,

č́ımž rozděĺıme vektory a do disjunktńıch skupin podle hodnot θ.
Volme pevné a ∈ Cn−t

k (t́ım i pevné NC1 , . . . , NCk
). Pak

St

∏
i∈J

u ai

∏
i/∈J

d ai = St u
jdn−t−j

n∏
i=t+1

ai = St C
NC1
1 . . . CNCk

k ujdn−t−j.

Množiny I n
j,t+1(St, a) a Ī n

j,t+1(St, NC1 , . . . , NCk
) jsou proto shodné.

Součin na pravé straně nezáviśı na konkrétńı podobě a, nýbrž jen na NC1 , . . . , NCk
, a

tud́ıž můžeme v Λ opět zaměnit pořad́ı sč́ıtáńı. Nav́ıc stač́ı sč́ıtat jen přes j ≥ α(St, θ),
v opačném př́ıpadě je totiž Ī n

j,t+1(St, θ) = ∅:

Λ =
∑
θ∈Θ

n−t∑
j=α(St,θ)

∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ}

∑
J∈Ī n

j,t+1(St,θ)

[
P (J, n, a)

n∏
i=t+1

P(Ai = ai)
]
.
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Ze zavedeńı MM v́ıme, že P(Ai = ai) = 1
k
, i = t+ 1, . . . , n, pročež

Λ =
∑
θ∈Θ

n−t∑
j=α(St,θ)

1

kn−t
Λ θ, j,

kde
Λ θ, j =

∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ}

∑
J∈Ī n

j,t+1(St,θ)

P (J, n, a). (3.1)

V daľśım kroku zafixujeme libovolný prvek θ ∈ Θ resp. k-tici NC1 , . . . , NCk
a počet

budoućıch obdob́ı, v nichž dojde k r̊ustu ceny akcie j ∈ {α(St, θ), . . . , n− t}, a vrát́ıme
se k interpretaci náhodných veličin Ai, i = t+ 1, . . . , n.

Skutečnost, že Ai = ai, znamená, že v i-tém obdob́ı došlo k r̊ustu ceny akcie uai-krát
nebo k poklesu ceny akcie dai-krát. S přihlédnut́ım k tomu, že ai ∈ Ck, označ́ıme jako
ml počet obdob́ı, v nichž dojde k r̊ustu ceny akcie uCl-krát, a jako mk+l počet obdob́ı,
v nichž dojde k poklesu ceny akcie dCl-krát:

ml = {i ∈ Γn
t+1; νiAi = uCl}, mk+l = {i ∈ Γn

t+1; νiAi = dCl}, l = 1, . . . , k.

Zřejmě 0 ≤ ml ≤ n− t pro každé l a
∑2k

l=1 = n− t.
Množinu všech a ∈ Cn−t

k rozděĺıme do po dvou disjunktńıch podmnožin podle
toho, s kolika jejich složkami je spjat r̊ust resp. pokles ceny akcie. Prvky každé takové
podmnožiny jsou (jednoznačně) charakterizovány 2k-tićı m = (m1, . . . ,m2k). Vzhledem
k pevnému θ = (NC1 , . . . , NCk

), omezuj́ıćımu množinu a ∈ Cn−t
k , uvažujeme jen ta m,

pro něž ml + mk+l = NCl
, l = 1, . . . , k. Protože j je také pevné, požadujeme rovněž,

aby m1 + . . .+mk = j. Množinu všech 2k-tic splňuj́ıćıch uvedené podmı́nky jsme výše
označili jako I(n, t, j, NC1 , . . . , NCk

), stručněji I(n, t, j, θ). Jelikož nav́ıc pro j ≥ α(St, θ)
je množina Ī n

j,t+1(St, θ) shodná s množinou {J ⊂ Γn
t+1; |J | = j}, uprav́ıme (3.1) na

Λ θ, j =
∑

m∈I(n,t,j,θ)

∑
a∈C n−t

k

I{(NcC ,...,NCk
)=θ} · I{(m1,...,m2k=m}

∑
J⊂Γ n

t+1,|J |=j

P (J, n, a). (3.2)

Uvědomme si, že pro a ∈ Cn−t
k a množinu J ⊂ Γn

t+1, |J | = j, plat́ı

P (J, n, a) =
∏
i∈J

1 + rf − dai

(u− d) ai

∏
i/∈J

(
1− 1 + rf − dai

(u− d) ai

)
=

= kn−t · p#{i∈J ; ai=C1}
1 · . . . · p#{i∈J ; ai=Ck}

k · . . . · p#{i/∈J ; ai=C1}
k+1 · . . . · p#{i/∈J ; ai=Ck}

2k ,

kde

p1 =
1

k
· 1 + rf − dC1

C1(u− d)
, . . . , pk =

1

k
· 1 + rf − dCk

Ck(u− d)
,

pk+1 =
1

k
· uC1 − (1 + rf )

C1(u− d)
, . . . , p2k =

1

k
· uCk − (1 + rf )

Ck(u− d)
.

Dosazeńım do (3.2) dostáváme

Λ θ, j =
∑

m∈I(n,t,j,θ)

∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ}

∑
J⊂Γ n

t+1,|J |=j

I{(m1,...,m2k)=m} P (J, n, a) =
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=
∑

m∈I(n,t,j,θ)

∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ}

∑
J⊂Γ n

t+1,|J |=j

I{(m1,...,m2k)=m} · kn−t · pm1
1 · . . . · pm2k

2k =

= kn−t
∑

m∈I(n,t,j,θ)

[( 2k∏
l=1

pml
l

)( ∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ}

∑
J⊂Γ n

t+1, |J |=j

I{(m1,...,m2k)=m}

)]
.

Při daném a ∈ Cn−t
k je identifikátor v argumentu vnitřńı sumy nenulový (resp. roven

jedné) pro ty množiny J , pro něž #{i ∈ J ; ai = Cl} = ml, l = 1, . . . , k. Je-li nav́ıc
fixovaný počet výskyt̊u C1, . . . , Ck v a, tj. k-tice NC1 , . . . , NCk

(viz druhý identifikátor),
existuje

(
NC1
m1

)
možnost́ı, jak vybrat C1 do množiny J , obdobně

(
NC2
m2

)
možnost́ı, jak

vybrat C2 do množiny J atd. Podle kombinatorického pravidla součinu3 je tedy počet
J, pro něž I{(m1,...,mk)=m} = 1, roven

(
NC1
m1

)
· . . . ·

(
NCk
mk

)
.4 Proto

Λ θ, j = kn−t
∑

m∈I(n,t,j,θ)

[( 2k∏
l=1

pml
l

) ∑
a∈C n−t

k

(
I{(NC1 ,...,NCk

)=θ} ·
(
NC1

m1

)
· . . . ·

(
NCk

mk

))]
=

= kn−t
∑

m∈I(n,t,j,θ)

[(NC1

m1

)
· . . . ·

(
NCk

mk

)( 2k∏
l=1

pml
l

) ∑
a∈C n−t

k

I{(NC1 ,...,NCk
)=θ}

]
.

Počet a ∈ Cn−t
k , pro které I{(NC1 ,..., NCk

)=θ} = 1 při daném θ, odpov́ıdá přesně počtu

možnost́ı, jak seřadit NC1 prvk̊u C1, . . . , NCk
prvk̊u Ck:

5

Λ θ, j = kn−t
∑

m∈I(n,t,j,θ)

[(NC1

m1

)
· . . . ·

(
NCk

mk

)( 2k∏
l=1

pml
l

)
· (NC1 + . . .+NCk

)!

NC1 ! · . . . ·NCk
!

]
=

= kn−t
∑

m∈I(n,t,j,θ)

[ NC1 !

m1!mk+1!
· . . . · NCk

!

mk!m2k!
· (m1 + . . .+m2k)!

NC1 ! · . . . ·NCk
!
·

2k∏
l=1

pml
l

]
=

= kn−t
∑

I(n,t,j,θ)

M2k(n, t, p),

kde

M2k(n, t, p) =
(m1 + . . .+m2k)!

m1! . . .m2k!
pm1

1 . . . pm2k
2k .

Dospěli jsme tedy k závěru, že

Λ =
∑
θ∈Θ

n−t∑
j=α(St,θ)

1

kn−t
Λ θ, j =

∑
θ∈Θ

n−t∑
j=α(St,θ)

∑
I(n,t,j,θ)

M2k(n, t, p).

Zcela analogicky postupujeme se sumaćı v prvńım členu RGBM-oceňovaćı formule (2.9).
Zbytek je zřejmý.

3Kombinatorické pravidlo součinu (Polák [18, str. 288]): ”Jestliže z prvk̊u dané množiny vytvář́ıme
uspořádané k-tice (x1, x2, . . . , xk) tak, že prvńı člen x1 lze vybrat n1 zp̊usoby, druhý člen x2 lze vybrat
po výběru prvńıho členu n2 zp̊usoby atd., až k-tý člen lze vybrat po výběru všech předcházej́ıćıch člen̊u
nk zp̊usoby, pak počet všech možných uspořádaných k-tic (x1, . . . , xk) je roven n1 · n2 · . . . · nk.“

4Identifikátor automaticky zajist́ı, že uvažované podmnožiny jsou j-prvkové.
5O permutaćıch s opakováńım viz např. Polák [18, str. 292].
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3.2 Modifikovaný multinomický model

Modifikovaný multinomický model (MMM) zkonstruujeme z MM pozměněńım předpok-
ládaného pravděpodobnostńıho rozděleńı amplitud skok̊u. Stejně jako v MM v MMM
předpokládáme, že A1, . . . , An jsou nezávislé a stejně rozdělené a nabývaj́ı hodnot
z množiny multinomických realizaćı Ck, avšak jednotlivé realizace nejsou stejně pravdě-
podobné, nýbrž

P(A1 = Cl) = kl, l = 1, . . . , k.

Věta 3.2.1 (MMM-oceňovaćı formule). Necht’ je dán trh M, n ∈ N. V n-periodic-
kém modifikovaném multinomickém modelu je cena evropské call opce na akcii S (ne-
vyplácej́ıćı dividendu) s realizačńı cenou K a dobou splatnosti T (ekvivalentně na konci
n-tého subobdob́ı) v čase 0 ≤ t ≤ n− 1 dána vztahem

c̄t =
∑
θ∈Θ

n−t∑
j=α(St,θ)

∑
I(n,t,j,θ)

(
St ·M2k(n, t, p̃)−

K

(1 + rf )n−t
M2k(n, t, p)

)
,

kde

Θ =
{

(NC1 , . . . , NCk
); 0 ≤ NCl

≤ n− t, l = 1, . . . , k,
k∑

l=1

NCl
= n− t

}
,

M2k(n, t, p) =
(m1 + . . .+m2k)!

m1! . . .m2k!
pm1

1 . . . pm2k
2k ,

M2k(n, t, p̃) =
(m1 + . . .+m2k)!

m1! . . .m2k!
p̃ m1

1 . . . p̃ m2k
2k ,

p1 = k1 ·
1 + rf − dC1

C1(u− d)
, . . . , pk = kk ·

1 + rf − dCk

Ck(u− d)
,

pk+1 = k1 ·
uC1 − (1 + rf )

C1(u− d)
, . . . , p2k = kk ·

uCk − (1 + rf )

Ck(u− d)
,

p̃1 =
uC1

1 + rf

p1, . . . , p̃k =
uCk

1 + rf

pk, p̃k+1 =
dC1

1 + rf

pk+1, . . . , p̃2k =
dCk

1 + rf

p2k.

Poznámka. MMM-oceňovaćı formule se od MM-oceňovaćı formule lǐśı zavedeńım p1, . . .,
p2k a p̃1, . . . , p̃2k.

D̊ukaz. Tvrzeńı se dokáže zcela analogicky jako MM-oceňovaćı formule s přihlédnut́ım
k tomu, že

• při daných NC1 , . . . , NC1 je

n∏
i=t+1

P(Ai = ai) = k
NC1
1 · . . . · kNCk

k ;

• v jednotlivých vztaźıch figuruje mı́sto 1
kn−t součin z předchoźıho řádku.
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Kapitola 4

Odhad parametr̊u a empirická
verifikace modifikovaného
multinomického modelu

Po teoretickém odvozeńı oceňovaćı formule v modifikovaném multinomickém modelu
(MMM) přistouṕıme k jej́ımu praktickému použit́ı pro výpočet arbitrážńıch cen ev-
ropských call općı na akcie. Vycházet budeme z reálných dat a kalkulované arbitrážńı
ceny budeme srovnávat se skutečnými cenami, za něž byly opce na trhu obchodovány.

V prvńı části této kapitoly uvedeme datové zdroje, ve druhé části pojednáme o
odhadu parametr̊u MMM, ve třet́ı části je dosad́ıme do oceňovaćı formule a ve čtvrté
části interpretujeme výsledky.

4.1 Tržńı data

Pro výpočty byly vybrány tituly z amerických burz NYSE1 a NASDAQ.2 Tyto burzy
se staly předmětem zájmu jakožto dvě největš́ı akciové burzy na světě z hlediska tržńı
kapitalizace.3 Z každé z nich byla zvolena čtveřice významných akciových titul̊u

– z NYSE Citigroup, General Electric, IBM a Pfizer;

– z NASDAQ Apple, eBAY, Microsoft a Yahoo

a škála evropských call općı na př́ıslušné akcie.
Soustředili jsme se na uzav́ıraćı ceny općı k 15. 3. 2011 a časovou řadu denńıch uza-

v́ıraćıch cen podkladových akcíı. Jako zdroj tržńıch dat sloužil server finance.yahoo.com,
pro źıskáńı časové řady cen akcíı byly nav́ıc využity zabudované funkce výpočetńıho
softwaru Wolfram Mathematica.

1New York Stock Exchange.
2National Associaton of Securities Dealers Automated Quotations.
3Viz statistika World Federation of Exchanges [22].
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4.2 Odhad parametr̊u

V MMM-oceňovaćı formuli (věta 3.2.1) vystupuj́ı 3 skupiny parametr̊u:

1. charakteristiky opčńıho kontraktu – realizačńı cenaK, doba splatnosti T (prostřed-
nictv́ım počtu subobdob́ı);

2. charakteristiky aktuálńı tržńı situace – čas t, spotová cena podkladové akcie St,
bezriziková úroková mı́ra rf ;

3. charakteristiky modelu – počet subobdob́ı n, realizace u a d, počet multino-
mických realizaćı k, množina multinomických realizaćı Ck, pravděpodobnosti
k1, . . . , kk.

Hodnoty parametr̊u z prvńı skupiny vyčteme př́ımo z opčńıho kontraktu. Jako ilu-
stračńı př́ıklad (dále o něm budeme hovořit jako o Př́ıkladu) uvažujme opci na akcii
Apple s realizačńı cenou K = 350 USD a datem splatnosti T = 15. 4. 2011.

Úmluva. Ve výpočtech použ́ıváme kalendářńı konvenci 30E/360.

Hodnoty prvńıch dvou parametr̊u ze druhé skupiny záviśı na okamžiku oceňováńı.
V Př́ıkladu oceňujeme opci na konci dne t = 15. 3. 2011,4 kdy uzav́ıraćı cena podkladové
akcie St = 345.43 USD.

Problematice stanoveńı bezrizikové úrokové mı́ry jakož i počtu subobdob́ı a od-
had̊um zbývaj́ıćıch parametr̊u ze třet́ı skupiny se věnuj́ı následuj́ıćı odstavce.

4.2.1 Odhad bezrizikové úrokové mı́ry z put-call parity

V prvńı kapitole jsme připomněli zněńı put-call parity.5 Předpokládejme, že známe cenu
call opce i put opce a jejich (společné) charakteristiky. Tento předpoklad je velmi reálný,
nebot’ pokud jsou oba typy opce upsány, informace o cenách i o opčńıch kontraktech
źıskáme na trhu (na burze). Proto dle put-call parity (1.1)

rf =
( K

pt + St − ct

) 1
T−t − 1. (4.1)

V našem Př́ıkladu je uzav́ıraćı cena (k 15. 3. 2011) call opce 10.10 USD a put opce
14.45 USD. Dosazeńım do (4.1) dostáváme

rf =
( 350

14.45 + 345.43− 10, 10

)1/30

− 1 = 0.0020959%.

Na základě (4.1) tud́ıž dokážeme odvodit
”
implikovanou“ denńı bezrizikovou úroko-

vou mı́ru. Ukážeme ovšem, že tuto metodu nelze použ́ıt pro odhad parametru rf modi-
fikovaného multinomického modelu.

4Doba do splatnosti tedy je T − t = 30dńı.
5Za předpokladu, že podkladová akcie nevypláćı dividendu.
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Akcie St K ct pt rf (%)
Apple 345.43 250 97.05 0.21 0.0189

345.43 300 48.00 1.78 0.0088
345.43 330 22.35 6.70 0.0022
345.43 350 10.10 14.45 0.0021
345.43 400 0.30 54.00 0.0073

IBM 159.02 155 6.65 2.50 0.0028
159.02 165 1.72 7.46 0.0049

Microsoft 25.39 20 5.65 0.05 0.0352
25.39 25 1.01 0.54 0.0107
25.39 26 0.48 1.03 0.0077
25.39 28 0.08 2.70 -0.0012
25.39 33 0.01 6.70 0.0943

Pozn.: Doba do splatnosti općı T − t = 30 dńı.
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.1: Implikovaná denńı bezriziková úroková mı́ra

Z ekonomické podstaty bezrizikové úrokové mı́ry6 očekáváme jednak nezápornou
hodnotu bĺızkou nule, jednak nezávislost na individuálńıch faktorech općı (bezriziková
úroková mı́ra v dané ekonomice jistě nezáviśı např. na realizačńı ceně opce).

Tabulka 4.1 obsahuje denńı bezrizikovou úrokovou mı́ru odpov́ıdaj́ıćı třicetidenńımu
obdob́ı poč́ıtanou k 15. 3. 2011 pro trojici podkladových akcíı při r̊uzných realizačńıch
cenách.

Zápornou hodnotu v předposledńım řádku by bylo možné vysvětlit t́ım, že tržńı
subjekty očekávaj́ı výplatu dividendy do doby splatnosti opce. Výplata dividendy se
současnou hodnotou Dt v čase t vede dle Cipra [3, str. 212] k formulaci put-call parity
v podobě

pt + St = ct +Dt +K(1 + rf )
− (T−t).

T́ım pádem se může stát, že je rf ve vztahu (4.1) podhodnocena.
Očekáváńım výplaty dividendy by se rovněž dala obhajovat pozorovaná závislost

rf , poč́ıtané ze vztahu (4.1), na akcii i závislost na realizačńı ceně opce – do opce
s realizačńı cenou K1 může investovat subjekt s jinými očekáváńımi ohledně výplaty
dividendy, než má subjekt investuj́ıćı do opce s realizačńı cenou K2.

MMM ovšem nepoč́ıtá s výplatou dividendy z podkladové akcie ani s individuálńımi
očekáváńımi. Za pravděpodobněǰśı př́ıčinu nesrovnalost́ı v pozorovaných hodnotách rf

nav́ıc považujeme existenci transakčńıch náklad̊u a př́ıtomnost psychologických faktor̊u
na trhu, které zkresluj́ı tržńı ceny a jež put-call parita nezohledňuje.

Vztah (4.1) se proto pro odhad bezrizikové úrokové mı́ry vstupuj́ıćı do MMM použ́ıt
nedá.

6Podotkněme, že v textu pracujeme s nominálńımi úrokovými mı́rami.
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4.2.2 Odhad bezrizikové úrokové mı́ry na základě výnosnosti
státńıch cenných paṕır̊u

V souladu s finančńı prax́ı budeme za bezrizikovou výnosovou křivku považovat křivku
úrokových měr amerických7 státńıch dluhopis̊u.8 Tabulka 4.2 uvád́ı hodnoty bezrizikové
výnosové křivky, z nichž vycháźıme.

Datum 1M 3M 6M 1Y 2Y
15.3.2011 0.07 0.10 0.14 0.23 0.63
Zdroj: Ministerstvo finanćı USA [21].

Tabulka 4.2: Výnosnost amerických státńıch dluhopis̊u v % p.a.

Pro doby do splatnosti t, které v tabulce 4.2 nefiguruj́ı, budeme hodnoty bezrizikové
výnosové křivky yt odhadovat lineárńı interpolaćı.9 T́ım se zjevně dopoušt́ıme určitých
nepřesnost́ı, jež ovšem pro naše účely nejsou významné, nebot’ MMM-oceňovaćı formule
neńı citlivá na malé změny rf .

Jestliže ymin a ymaj jsou výnosnosti známé z tabulky 4.2, pak pro min ≤ t < maj

yt = ymin +
ymaj − ymin

maj −min
· (t−min).

Tabulka 4.3 shrnuje vypočtené hodnoty bezrizikové výnosové křivky pro vybrané
doby do splatnosti.

Datum 3D 30D 65D 92D 120D 216D 305D 663D
15.3.2011 0.0070 0.0700 0.0875 0.1009 0.1133 0.1580 0.2025 0.5667
Zdroj: Vlastńı výpočty.

Tabulka 4.3: Bezriziková výnosová křivka v % p.a.

4.2.3 Počet obdob́ı

Při volbě počtu subobdob́ı (parametru n) v MMM přihĺıž́ıme k

• době do splatnosti;

• výpočetńı složitosti.

7Oceňujeme v dolarech denominované instrumenty na amerických burzách NYSE a NASDAQ.
8Někdy bývá za bezrizikovou výnosovou křivku pokládána křivka sazeb úrokových swap̊u. Dolarová

swapová křivka se k datu oceňováńı (polovina března 2011) podle statistik FED [9] nacházela nad
křivkou úrokových měr amerických státńıch dluhopis̊u

9Předpokládáme, že nulové době do splatnosti odpov́ıdá nulová bezriziková výnosnost, tj. y0 = 0.
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Dobu do splatnosti vyjadřujeme ve dnech. Vzhledem k interpretaci subobdob́ı a me-
todologii odhadu parametr̊u ze 3. skupiny10 požadujeme, aby byl počet dńı v subobdob́ı
celoč́ıselný.

S rostoućım n exponenciálně se zvyšuj́ıćı výpočetńı složitost MMM vede k prak-
tickému omezeńı n ≤ 10.11

4.2.4 Odhad u a d

V literatuře zabývaj́ıćı se oceňováńım općı se často setkáme s t́ım, že autoři vyslov́ı
předpoklad o pravděpodobnostńım rozděleńı výnosnosti akcie resp. o procesu ceny ak-
cie12 a parametry pak odvod́ı na základě momentové metody aplikované na historická
data.13

Kan [13, str. 65-67] postupuje tak, že z historických cen výběrovými charakteristi-
kami odhadne

”
pr̊uměrnou procentńı změnu ceny akcie“ µ a volatilitu ceny akcie σ:

µ∆t ≈ Ū =
1

n

n∑
t=1

( St

St−1

− 1
)
,

σ∆t ≈ s =

√√√√ 1

n− 1

( n∑
t=1

( St

St−1

− 1
)2

− nŪ2
)
.

Dosazeńım odhad̊u do soustavy (odvozené za předpokladu, že p = 0.5)

u+ d

2
= 1 + µ∆t

u− d = 2σ
√

∆t

potom dostáváme

u = 1 + µ∆t+ σ
√

∆t,

d = 1 + µ∆t− σ
√

∆t.

K jednotlivým prvk̊um množiny multinomických realizaćı dospějeme následuj́ıćım al-
goritmem:14

1. C1 źıskáme ze vztahu
(u+ d)(1 + C1)

4
= 1 + µ∆t;

10Jak záhy uvid́ıme, vycháźı z denńıch uzav́ıraćıch cen podkladových akcíı.
11Za určitých okolnost́ı připust́ıme i vyšš́ı n.
12Typicky normálńı rozděleńı resp. geometrický Brown̊uv pohyb, v nověǰśıch článćıch pak vybraný

druh Lévyho procesu.
13Z text̊u konstruuj́ıćıch opčńı oceňovaćı model pomoćı stromových struktur jmenujme např. Cox,

Ross a Rubinstein [5], Boyle [2], Tian [20] či Jabbour, Kramin a Young [12].
14Pojmenovaným Hull-White-Kan algorithm.
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2. C2 = 2− C1;

3. C3 źıskáme ze vztahu

(u+ d)(1 + C1 + C2 + C3)

8
= 1 + µ∆t;

4. C4 = 2− C3;

... až do doby, kdy model dobře vystihuje reálná data.

V našem textu budeme vycházet čistě z historických tržńıch dat. Nevyslov́ıme žádný
dodatečný předpoklad o rozděleńı výnosnosti akcie15 ani se nebudeme oṕırat o odhad
jej́ıch charakteristik. Budeme hledat nejlepš́ı aproximaci napozorovaných hodnot v du-
chu metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

Necht’ {St, t ∈ Ξ} je časová řada denńıch uzav́ıraćıch cen akcie S. Označme počet
dńı v jednom subobdob́ı jako δ. Položme

Yi = 1000 ∗ Si

Si−δ

, i = δ + 1 . . . ,MΞ,

kde MΞ je počet prvk̊u množiny Ξ.
Yi označuje mı́ru změny ceny akcie S za obdob́ı od i − δ do i přenásobenou koefi-

cientem 1000.16 Časová řada Y = {Yδ+1, . . . , YMΞ
} představuje soubor aproximovaných

hodnot.
Pro ilustraci pokračujme v Př́ıkladu. Třicetidenńı dobu do splatnosti rozděĺıme

do deseti subobdob́ı (n = 10), každé subobdob́ı má tři dny (δ = 3). Za Ξ volme
množinu pracovńıch dn̊u v obdob́ı od 1. 12. 2010 do 15. 3. 2011. S15.3.2011 = 345.43 a
S10.3.2011 = 346.67,17 takže Y15.3.2011 = 996.423. Ξ obsahuje 72 prvk̊u (MΞ = 72) a Y
obsahuje 69 prvk̊u.

Při odhadu množiny multinomických realizaćı, u a d (př́ıslušej́ıćıch jednomu subob-
dob́ı) v MMM metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (MNČ) řeš́ıme úlohu

argmin

MΞ∑
i=δ+1

(Yi − ϑ̃i · C̃i)
2 (4.2)

za podmı́nek

ϑ̃i ∈ {ϑ1, ϑ2}, C̃i ∈ {C1, . . . , Ck}, i = δ + 1, . . . ,MΞ,

ϑ1, ϑ2, C1, . . . , Ck > 0,

ϑ2Cl < 1 + rf < ϑ2Cl, l = 1, . . . , k,

15Věrohodnost takového předpokladu považujeme za problematickou.
16K vynásobeńı vhodným koeficientem přistupujeme z toho d̊uvodu, že s větš́ımi č́ısly se snáze a

přehledněji pracuje.
17Na 12. a 13. březen 2011 připadl v́ıkend. Na úkor názornosti tolerujeme formálńı nedostatky

v indexováńı – indexovat by se mělo pořad́ım jednotlivých dn̊u v množině Ξ.
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kde rf je bezriziková úroková mı́ra př́ıslušej́ıćı jednomu subobdob́ı.

Úlohu v této podobě ovšem řešit nebudeme, a to jednak kv̊uli jej́ı nesnadné imple-
mentaci do výpočetńıho softwaru a značné výpočetńı složitosti, jednak kv̊uli tomu, že
použit́ım odlǐsného př́ıstupu se do určité mı́ry dokážeme vypořádat s problematickým
bodem zobecněného binomického modelu (GBM), jenž byl popsán v kapitole o GBM
v poznámce 1.18

Soubor pozorovańı Y rozděĺıme do dvou skupin podle toho, zda hodnoty reprezentuj́ı
r̊ust či pokles ceny akcie za dané obdob́ı. Do množiny Zu zařad́ıme ta Yi, která vyjadřuj́ı
r̊ust (Yi ≥ 1000), do množiny Zd zařad́ıme ta Yi, která vyjadřuj́ı pokles (Yi < 1000).
Parametr u (resp. d) budeme odhadovat na základě Zu (resp. Zd).

19

Přirozeně p̊usob́ı odhad u (resp. d) jako trendu pr̊uměrem či mediánem (nebo jinou
od nich odvozenou charakteristikou) Zu (resp. Zd). Prvky množiny multinomických re-
alizaćı potom interpretujeme jako náhodné odchylky od trendu, vyvolané nejr̊uzněǰśımi
faktory.20 Jako hlavńı nedostatky tohoto postupu uved’me skutečnost, že neřeš́ı výše
zmiňovaný problematický bod GBM a že při následné aplikaci odhad̊u z MMM vystu-
puj́ı neuspokojivé výsledky, což v konečném d̊usledku vede k hledáńı alternativ.

Parametr u budeme odhadovat 95 % výběrovým kvantilem Zu a parametr d
5 % výběrovým kvantilem Zd.

21 Prvky C1, . . . Ck (multinomické realizace) množiny mul-
tinomických realizaćı Ck hledáme tak, aby se součiny uCl resp. dCl co nejv́ıce přibĺıžily
k pozorováńım ze Zu resp. Zd. V Ck očekáváme jednak multinomické realizace menš́ı
než jedna, jejichž př́ıtomnost zapř́ıčińı zejména v̊uči pr̊uměru nadhodnocený odhad u,
jednak multinomické realizace větš́ı než jedna, jejichž př́ıtomnost zapř́ıčińı zejména v̊uči
pr̊uměru podhodnocený odhad d. Zároveň je nezbytné zd̊uraznit, že t́ımto netvrd́ıme,
že multinomické realizace Cl < 1 jsou spjaty s r̊ustem ceny akcie v daném subobdob́ı
(č́ımž by byla porušena nezávislost νt a At), nýbrž pouze to, že v odhadu Ck očekáváme
hodnoty významně menš́ı než jedna i významně větš́ı než jedna.

V ilustračńım Př́ıkladu dostáváme po seřazeńı Zu = {1052.43, 1035.47, 1034.24,
1033.65, . . .}, Zd = {932.476, 954.66, 956.238, . . .}. 95 % kvantil Zu je 1034.24 a 5 %
kvantil Zd je 954.66. Jako extrémńı hodnoty tud́ıž vylučujeme 1052.43 a 1035.47 resp.
932.476. Po zpětném vyděleńı koeficientem 1000 dosṕıváme k odhad̊um u = 1.03424 a
d = 9.5466.

18Připomeňme, že v poznámce jsme konstatovali, že mı́ra změny ceny akcie v t-tém subobdob́ı záviśı
jak při r̊ustu (tj. v př́ıpadě, že νt = u), tak při poklesu (tj. v př́ıpadě, že νt = d) na téže hodnotě At.
V MMM nelze uvažovat tak, že v př́ıpadě r̊ustu je pravděpodobněǰśı jiná realizace At než v př́ıpadě
poklesu (a t́ım př́ıpad r̊ustu a poklesu rozlǐsit), poněvadž At a νt nezávislé náhodné veličiny.

19V poznámce 14 v prvńı kapitole jsme uvedli, že realizace d v daném subobdob́ı nemuśı být nutně
spjata s poklesem ceny akcie v tomto subobdob́ı. Opodstatněněǰśı hranićı pro rozděleńı Y do Zu a
Zd by se tak jevila býti hodnota 1000(1 + rf ). Vzhledem k ńızké úrovni bezrizikových úrokových měr
v krátkém obdob́ı jsme se ovšem interpretaćı realizace d jako skutečného poklesu ceny akcie v daném
subobdob́ı (ekvivalentně hranićı pro rozděleńı 1000) dopustili prakticky zanedbatelného pochybeńı.

20Např. rozkoĺısáńı trhu, změna rizika spojeného s akcíı, výplata dividend, jiné nové cenotvorné
informace.

21O výši kvantil̊u by se dalo diskutovat. Motivace je taková, že chceme odhadnout u nejvyšš́ı hodno-
tou Zu s př́ıpadným vyloučeńım extrémů a d nejnižš́ı hodnotou Zd s př́ıpadným vyloučeńım extrémů.
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4.2.5 Odhad Ck

Při určeńı počtu prvk̊u množiny multinomických realizaćı Ck (parametru k) v MMM
přihĺıž́ıme k

• počtu aproximovaných pozorováńı;

• kvalitě aproximace;

• výpočetńı složitosti.

Výpočetńı složitost MMM při povolených až deseti subobdob́ıch (n ≤ 10) prakticky
neumožňuje klást k větš́ı než pět.22 Kvalita aproximace s k zřejmě roste. S přihlédnut́ım
k tomu, že rozsah pozorovaných dat bude vždy dostatečný,23 voĺıme k = 5.

Při odhadu prvk̊u množiny multinomických realizaćı Ck uplatńıme MNČ aplikova-
nou na data modifikovaná na základě již učiněných odhad̊u u a d. Prvky množiny Zu

resp. Zd vyděĺıme odhadem u resp. d 24 a spoj́ıme je do množiny Z = {Zδ+1, . . . , ZΞ}.
T́ımto jsme z hlediska úlohy (4.2) očistili Yi o ϑ̃i a źıskali soubor hodnot, k nimž se
chceme množinou multinomických realizaćı co nejv́ıce přibĺıžit. Skutečnost, že multino-
mické realizace odhadujeme ze všech dat nehledě na to, zda je jejich p̊uvodńım zdrojem
r̊ust či pokles ceny akcie v daném subobdob́ı, koresponduje s podmı́nkou nezávislosti
náhodných veličin νt a At, t = 1, . . . , n.

Řeš́ıme úlohu

argmin

MΞ∑
i=δ+1

(Zi − C̃i)
2 (4.3)

za podmı́nek
C̃i ∈ {C1, . . . , Ck}, i = δ + 1, . . . ,MΞ,

C1, . . . , Ck > 0,

dCl < 1 + rf < uCl, l = 1, . . . , k,

kde rf je bezriziková úroková mı́ra př́ıslušej́ıćı jednomu subobdob́ı.
Výslednou k-tićı C1, . . . , Ck vydělenou koeficientem 1000 odhadujeme množinu Ck.
Jako kritérium kvality aproximace pozorovaných dat odhadnutými parametry a

nástroj porovnáńı jednotlivých výpočt̊u použijeme pr̊uměrnou čtvercovou odchylku:

MSE =
1

MΞ

( ∑
{i; Yi∈Zu}

minC∈Ck
(Zi − 1000uC)2 +

∑
{i; Yi∈Zd}

minC∈Ck
(Zi − 1000dC)2

)
.

Pravděpodobnosti k1, . . . , kk odhadneme relativńımi četnostmi výskytu C1, . . . , Ck

v množině {C̃δ+1, . . . , C̃MΞ
} řeš́ıćı úlohu (4.3)

V Př́ıkladu vyjde Ck = {0.97038, 0.98009, 0.99543, 1.02399, 1.04133}, MSE 15.1317 a
k1, . . . , kk po řadě 16

69
, 18

69
, 16

69
, 7

69
, 12

69
. V souladu s očekáváńım se v Ck nacháźı jak hodnoty

významně menš́ı než jedna, tak hodnoty významně větš́ı než jedna.

22Pro vzájemnou srovnatelnost výpočt̊u zamı́táme myšlenku přizp̊usobovat k počtu subobdob́ı n.
23Nenaraźıme např. na situaci, kdy pěti parametry aproximujeme čtyři pozorováńı.
24V jejich ”skutečné výši“, tj. nevynásobené koeficientem 1000.
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Uvědomujeme si relevanci námitky v̊uči popsané metodě odhadu parametr̊u, která
ř́ıká, že zat́ımco teoretický model předpokládá, že změna ceny akcie za 1 subobdob́ı
např. 1.04133u-krát je stejně pravděpodobná jako 1.04133d-krát, v tržńıch datech po-
zorujeme výskyt prvńı situace ve významně menš́ım počtu než výskyt druhé situace.

Dopad tohoto nedostatku však MMM automaticky minimalizuje. Jelikož

p5 = k5 ·
1 + rf − dC5

C5(u− d)
= k5 ·

1 + rf

C5(u− d)
− k5 ·

d

u− d
,

jde nadhodnoceńı C5 ruku v ruce se sńıžeńım hodnoty p5, a t́ım i k malé váze tržně
nekonformńı situace ve výpočtu.

Analogicky ze vztahu

p6 = k1 ·
uC1 − (1 + rf )

C1(u− d)
= k1 ·

u

u− d
− k1 ·

1 + rf

C1(u− d)

vyplývá, že podhodnoceńı C1 jde ruku v ruce se sńıžeńım hodnoty p6, a t́ım i k malé
váze tržně nekonformńı situace ve výpočtu.

Poznámka. Při praktických odhadech množiny multinomických realizaćı z výpočetńıch
d̊uvod̊u neřeš́ıme př́ımo úlohu (4.3). Uvažujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

Necht’ v řešeńı úlohy (4.3) W = (Wδ+1, . . . ,WΞ) figuruje hodnota Cl pro indexy
z množiny Jl, l = 1, . . . , 5, tj.

Jl = {j ∈ δ + 1, . . . ,MΞ; Wi = Cl}, l = 1, . . . , 5.

Počet prvk̊u Jl označme jako Nl, l = 1, . . . , 5. Pak plat́ı, že

Cl =
1

Nl

∑
j∈Jl

Zj, l = 1, . . . , 5, (4.4)

nebot’ funkce f(x) =
∑N

j=1(Zj − x)2 nabývá minima v bodě x = 1
N

∑N
j=1 Zj, o čemž se

lze přesvědčit zderivováńım (hladké) funkce f a vyřešeńım rovnice

2Nx− 2
N∑

j=1

Zj
!
= 0.

Jelikož
5∑

l=1

∑
j∈Jl

(Zj − Cl)
2 =

5∑
l=1

( ∑
j∈Jl

Z2
j − 2Cl

∑
j∈Jl

Zj +NlC2
l

)
=

=
5∑

l=1

[ ∑
j∈Jl

Z2
j −

2

Nl

( ∑
j∈Jl

Zj

)2

+
1

Nl

( ∑
j∈Jl

Zj

)2]
=

MΞ∑
j=δ+1

Z2
j −

5∑
l=1

1

Nl

( ∑
j∈Jl

Zj

)2

a prvńı člen posledńıho výrazu je pevně daný, je minimalizace výrazu

MΞ∑
i=δ+1

(Zi − C̃i)
2
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ekvivalentńı maximalizaci

κN =
5∑

l=1

1

Nl

( ∑
j∈Jl

Zj

)2

.

Necht’ l1, l2 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, 1
Nl1

∑
j∈Jl1

Zj < 1
Nl2

∑
j∈Jl2

Zj, Zy ∈ Jl1 , Zx ∈ Jl2 a

Zx < Zy. Ukážeme, že za takovýchto okolnost́ı neńı κN maximálńı:
Označme rozd́ıl Zy a Zx jako ∆ > 0 a zaměňme umı́stěńı Zx a Zy v indexových

množinách, tj. necht’ Zx ∈ J∗l1 = (Jl1 \ y) ∪ x a Zy ∈ J∗l2 = (Jl2 \ x) ∪ y, potom∑
j∈J∗l1

Zi =
∑
j∈Jl1

Zi −∆,
∑
j∈J∗l2

Zi =
∑
j∈Jl2

Zi + ∆,

1

Nl1

( ∑
j∈J∗l1

Zj

)2

+
1

Nl2

( ∑
j∈J∗l2

Zj

)2

=

=
1

Nl1

[( ∑
j∈Jl1

Zj

)2

− 2∆
( ∑

j∈Jl1

Zj

)
+ ∆2

]
+

1

Nl2

[( ∑
j∈Jl2

Zj

)2

+ 2∆
( ∑

j∈Jl2

Zj

)
+ ∆2

]
=

=
1

Nl1

( ∑
j∈Jl1

Zj

)2

+
1

Nl2

( ∑
j∈Jl2

Zj

)2

+2∆
[ 1

Nl2

∑
j∈Jl2

Zj−
1

Nl1

∑
j∈Jl1

Zj

]
+∆2

( 1

Nl1

+
1

Nl2

)
>

>
1

Nl1

[( ∑
j∈Jl1

Zj

)2

+
1

Nl2

[( ∑
j∈Jl2

Zj

)2

.

Bez újmy na obecnosti dále předpokládejme, že je množina aproximovaných hodnot
Z vzestupně seřazená. Podle předcházej́ıćı úvahy pak pro indexové množiny plat́ı, že
J1 = {δ+1, . . . , δ+N1}, J2 = {δ+N1+1, . . . , δ+N1+N2}, . . . , J5 = {δ+N1+N2+N3+
+N4+1, . . . ,MΞ}. V množině {δ+1, . . . ,MΞ} tedy hledáme zarážky x1 = N1, x2 = N1+
+N2, x3 = N1 +N2 +N3 a x4 = N1 +N2 +N3 +N4, při nichž je κN maximálńı. Mul-
tinomické realizace nakonec odhadneme pomoćı vztahu (4.4) a vyděleńım koeficientem
1000.

Takto formulovaná úloha ovšem neověřuje, zda dCl < 1 + rf < uCl, l = 1, . . . , k.
V uskutečněných výpočtech však tyto podmı́nky byly při maximu κN vždy splněny.

Pokud by dCl1 > 1 + rf , nahrazeńım Cl1 v odhadu Ck hodnotou
1+rf

d
− 0.00001

bychom se až na extrémńı př́ıpady dopustili zanedbatelné nepřesnosti. Obdobně při
uCl2 < 1 + rf a nahrazeńı Cl2 v odhadu Ck hodnotou

1+rf

u
+ 0.00001.

4.3 Parametry ve výpočtech

Výčet dob do splatnosti25 oceňovaných općı nalezneme v prvńım řádku tabulky 4.3.
Pro doby do splatnosti 305 a 663 dn̊u odhadujeme parametry na základě časové řady
uzav́ıraćıch cen akcíı v obdob́ı od 1. 10. 2010 do 15. 3. 2011, pro zbylé doby do splatnosti
pracujeme s obdob́ım zač́ınaj́ıćım 1. 12. 2010.

25Dále je uvád́ıme ve dnech.
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Diskutujme dále volbu počtu subobdob́ı n v MMM s přihlédnut́ım k požadavku na
celoč́ıselný počet dńı δ v subobdob́ı a k omezeńı n ≤ 10.

Aby se vlastnosti MMM projevily v pozorovatelné mı́̌re, preferujeme hodnoty větš́ı
než 4. Výjimku učińıme u tř́ıdenńı doby do splatnosti, kde přirozeným zp̊usobem kla-
deme n = 3 a δ = 1, a u dvaadevadesátidenńı doby do splatnosti, kde z výpočetńıch
d̊uvod̊u neexistuje jiná alternativa než n = 4 a δ = 23. U 65 a 663 denńı doby do
splatnosti povolujeme i

”
nadlimitńı“ hodnotu n = 13.

Při uvažované metodě kalibrace parametr̊u MMM nenacháźıme d̊uvod k tomu, aby
kalkulovaná cena opce s rostoućım n konvergovala. Neńı proto jasné, jak zvolit n
v př́ıpadě, že existuje v́ıce vyhovuj́ıćıch zp̊usob̊u rozložeńı doby do splatnosti na součin
dvou celoč́ıselných činitel̊u. V této situaci použijeme kritérium kvality aproximace MSE.
Vybereme to n, pro nějž je MSE nejnižš́ı.

Intuice nás vede k domněnce, že při dané době do splatnosti bude MSE s klesaj́ı-
ćım počtem subobdob́ı (ekvivalentně s rostoućı délkou jednoho subobdob́ı) r̊ust, nebot’

s délkou časového obdob́ı roste volatilita cen akcie a dá se předpokládat, že cenové
změny (poměry Si/Si−δ) za deľśı obdob́ı budou větš́ı než změny cen v krátkém obdob́ı.
Skutečnost však tento předpoklad nepotvrzuje a ukazuje se, že minima MSE neńı vždy
dosaženo při maximálńım n.

Ve sledovaném Př́ıkladu (T − t = 30) se nab́ıźı možnosti n = 5, n = 6 a n = 10.
MSE vycháźı po řadě 27.78, 21.06, 15.13. Voĺıme n = 10 a δ = 3.

Délce jednoho subobdob́ı je zapotřeb́ı přizp̊usobit bezrizikovou úrokovou mı́ru vstu-
puj́ıćı do výpočtu. Jej́ı výši v % p.a. vyčteme pro danou dobu do splatnosti T − t
z tabulky 4.3. Vzhledem ke konstrukci MMM ji muśıme transformovat na úrokovou
mı́ru per jedno subobdob́ı. Jestliže yT−t je bezriziková výnosnost odpov́ıdaj́ıćı době do
splatnosti T − t vyjádřená desetinným č́ıslem p.a., pak

rf = (1 + yT−t)
δ

360 − 1.

V Př́ıkladu je y30 = 0.000 7, δ = 3, a proto rf = 5.83 · 10−6.

4.4 Aplikace MMM-oceňovaćı formule

Pro potřeby této subkapitoly označme jako MV skutečnou uzav́ıraćı cenu opce v USD
k 15. 3. 2011 a jako AC arbitrážńı cenu dané opce vypočtenou MMM-oceňovaćı formuĺı.

Následuj́ı tabulky porovnávaj́ıćı AC aMV pro opce na nákup jednotlivých akcíı. Pro
pole vyplněná pomlčkou neńı př́ıslušná opce obchodována. Pro pole vyplněná kř́ıžkem
je př́ıslušná opce obchodována, ale při uvažovaném odhadu parametr̊u nelze MMM-
oceňovaćı formuli použ́ıt.26 Pro nevyplněná pole neńı cena př́ıslušné opce z výpočetńıch
d̊uvod̊u kalkulována.

Nadhodnoceńı MV v̊uči AC může být zapř́ıčiněno

26Podkladová akcie totiž ve sledovaném obdob́ı za časové úseky délky δ zaznamenala pouze r̊ust,
pročež jsou všechny poměry Yi = 1000 ·Si/Si−δ větš́ı než 1000, což vyvolává selháńı navržené metody
odhadu parametru d na základě hodnot Yi < 1000.
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K 29 31 34
T-t AC MV AC MV AC MV
3 1.58 1.66 0.37 0.22 0.00 0.02
30 2.42 2.21 1.39 0.98 0.51 0.23
120 4.42 3.80 3.50 2.31 2.43 1.13
216 – 3.29 3.10 2.23 1.92
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.4: Opce na nákup akcie eBAY, spotová cena akcie 30.44

• psychologickými faktory,27 které p̊usob́ı na investory a které teoretický model ne-
dokáže př́ımo zachytit;

• dodatečnou bezpečnostńı přirážkou, o kterou prodávaj́ıćı subjekt navyšuje teo-
reticky rovnovážnou cenu; dá se předpokládat, že s rostoućı dobou do splatnosti
přirážka roste;

• transakčńımi náklady a jinými tržńımi frikcemi (např. marže), od nichž oceňovaćı
modely abstrahuj́ı.

Vzhledem k vysoké mı́̌re organizace a standardizace burz NYSE a NASDAQ neoče-
káváme, že by transakčńı náklady hrály významnou roli.

Psychologické faktory mohou p̊usobit i opačně, tj. vyvolat podhodnoceńı MV v̊uči
AC. Považujeme je za hlavńı zdroj diference mezi AC a MV . Odhad parametr̊u MMM
vycháźı z relativně dlouhé časové řady uzav́ıraćıch cen podkladových akcíı. Investoři
však mohou vcelku oprávněně přikládat větš́ı váhu aktuálńımu trend̊um, které nemuśı
korespondovat s trendem dlouhodobým. V modelu předpokládaná cenová dynamika
(dále o ńı hovoř́ıme jako o očekáváńı modelu) se pak neshoduje s očekáváńımi investor̊u
na trhu.

Popsaný jev pozorujme u akcie eBAY. Prudkou změnu trendu v jej́ım kurzu doku-
mentuje pokles o 12 % za posledńıch 17 obchodńıch dńı sledovaného obdob́ı 28 a 25 %
r̊ust za předchoźıch 28 dńı. V odhadu parametr̊u se projevuje jak r̊ustová fáze, tak fáze
poklesu, zat́ımco v investorech sṕı̌se převládá skepse ohledně daľśıho vývoje ceny akcie,
č́ımž zd̊uvodňujeme, že u općı mimo peńıze na akcii eBAY (tabulka 4.4) je MV pod-
hodnocena (třebaže absolutńı odchylky nejsou vysoké, v relativńım vyjádřeńı se jedná
o deśıtky procent29).

U općı v peněźıch (tzn. pro realizačńı cenu 29) je diference menš́ı (u tř́ıdenńı doby do
splatnosti dokonce MV > AC), což vysvětlujeme t́ım, že se rozd́ıl v očekáváńıch stihl
projevit jen v omezené mı́̌re a že protisměrně p̊usob́ı dodatečná bezpečnostńı přirážka,
uvedená mezi př́ıčinami nadhodnoceńı MV v̊uči AC.30

27Zejména očekáváńı ohledně budoućıho cenového vývoje.
28Obdob́ı od 1. 12. 2010 do 15. 3. 2011
29Při porovnáváńı AC a MV sledujeme jak absolutńı odchylku AC −MV , tak relativńı odchylku

(AC −MV )/MV .
30U općı mimo peńıze je při očekávaném poklesu ceny podkladové akcie tržńı cena call opce ovlivněna

bezpečnostńı přirážkou jen minimálně.
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K 19 20 21
T-t AC MV AC MV AC MV
3 0.69 0.74 0.12 0.13 0.01 0.02
30 1.29 1.13 0.78 0.53 0.43 0.23
65 1.63 1.45 1.14 0.85 0.77 0.48
92 1.84 1.55 1.37 0.97 1.00 0.58
305 – × –
663 – × –
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.5: Opce na nákup akcie General Electric, spotová cena akcie 19.61

Akcie General Electric vykazuje v posledńıch týdnech před datem oceňováńı općı
(15. 3. 2011) sestupný trend (avšak pozvolněǰśı než eBAY), který vystř́ıdal předchoźı
dlouhodobý r̊ust. Očekáváme podobné dopady změny trendu do oceněńı općı, ovšem
v menš́ı intenzitě (vzhledem k pozvolněǰśı změně trendu nižš́ı odchylky MV od AC).
Ceny općı na nákup akcie General Electric (tabulka 4.5) našim očekáváńım odpov́ıdaj́ı.

U općı na akcii IBM (tabulka 4.6) lze uvažovat stejně. Progresivńı posilováńı kurzu
akcie IBM z přelomu února a března 2011 vystř́ıdala oscilace kolem mı́rně sestupného
trendu, proto jsou očekáváńı investor̊u pesimističtěǰśı než očekáváńı oceňovaćıho mo-
delu, tržńı cena opce je nižš́ı než vypočtená arbitrážńı cena, a to t́ım v́ıc, č́ım deľśı je
doba do splatnosti.31

U općı v peněźıch se při očekávaném poklesu akciového kurzu stane relativně výz-
namněǰśım faktorem dodatečná bezpečnostńı přirážka prodávaj́ıćıho subjektu, která
p̊usob́ı ve směru nadhodnocováńı MV nad AC. V úhrnu se pro kratš́ı doby do splatnosti
MV a AC př́ılǐs nelǐśı.

K 155 165
T-t AC MV AC MV
3 4.28 4.28 0.15 0.15
30 6.58 6.65 1.97 1.72
120 10.25 10.70 5.64 5.23
216 14.47 12.30 9.99 7.95
305 ×
663 ×
Zdroj: finance.yahoo.com, vl. výpočty.

Tabulka 4.6: Opce na nákup akcie IBM, spotová cena akcie 159.02

V podobném duchu pokračujme akcíı Apple, pro ńıž ovšem nastává opačný př́ıpad,
a sice že investoři jsou optimističtěǰśı (třebaže také očekávaj́ı znehodnoceńı kurzu)
než model, čehož d̊usledkem je nadhodnoceńı MV v̊uči AC. Dodatečná bezpečnostńı

31V kratš́ım obdob́ı se odlǐsnosti v očekáváńı projevuj́ı v menš́ı mı́̌re.
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K 250 300 330 350 400
T-t AC MV AC MV AC MV AC MV AC MV
3 95.43 97.45 45.43 45.60 15.73 16.10 1.93 1.88 0.00 0.01
30 95.46 97.05 46.44 48.00 21.82 22.35 10.57 10.10 0.63 0.30
65 95.64 98.15 49.07 51.70 27.07 29.50 16.40 17.85 3.05 2.64
92 95.49 99.20 46.72 54.65 23.00 32.80 12.16 21.85 1.05 4.80
120 95.57 100.20 48.13 57.70 25.63 35.80 14.92 24.54 2.26 7.40
216 95.74 103.00 49.02 65.70 27.40 45.45 17.06 34.89 3.84 16.00
305 ×
663 ×
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.7: Opce na nákup akcie Apple, spotová cena akcie 345.43

přirážka tentokrát p̊usob́ı stejným směrem jako nuance v očekáváńı. S prodlužuj́ıćı se
dobou do splatnosti se rozd́ıly zvětšuj́ı.

Dlouhodobý r̊ust ceny akcie Pfizer doprováźı jen drobné výkyvy. Dosud primárńı
př́ıčina diference MV a AC (r̊uzné očekáváńı) by se u općı na nákup akcie Pfizer neměla
projevovat. Daľśı faktory uvedené na počátku této subkapitoly by pak měly p̊usobit ve
směru nadhodnoceńı MV vzhledem k AC.

Z dat v tabulce 4.8 vid́ıme, že při konzistentńıch očekáváńıch se tržńı ceny općı bĺıž́ı
cenám vypočteným MMM. V dlouhém obdob́ı zp̊usob́ı rozd́ıl dodatečná bezpečnostńı
přirážka.

K 18 19 20
T-t AC MV AC MV AC MV
3 1.76 1.78 0.77 0.83 0.08 0.10
30 1.85 1.83 1.05 0.98 0.49 0.40
65 1.96 1.92 1.23 1.24 0.69 0.67
92 ×
663 – – 1.71 2.07
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.8: Opce na nákup akcie Pfizer, spotová cena akcie 19.76

Při porovnáńı tržńıch a arbitrážńıch cen opce na nákup akcie Citibank (tabulka 4.9)
se kombinuj́ı jevy, s nimiž jsme se dosud setkali. V kurzu akcie Citibank nejsou patrné
žádné trendy, při konzistentńıch očekáváńıch se obdobně jako u općı na akcii Pfizer AC
a MV lǐśı jen minimálně s t́ım, že přehĺıž́ıme extrémy32 a že v dlouhém obdob́ı a obecně
u općı hluboko v peněźıch zesiluje vliv dodatečné bezpečnostńı přirážky.

32Opce s realizačńı cenou 2 a maturitou 15. 4. 2011 a opce hluboko mimo peńıze, kde je interpretace
rozd́ılu AC a MV z tabulky 4.9 zřejmá.
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K 2 4 5 7
T-t AC MV AC MV AC MV AC MV
3 2.44 2.42 0.44 0.45 0.00 0.01 0.00 0.01
30 2.44 2.56 0.49 0.49 0.04 0.03 0.00 0.01
65 2.44 0.55 0.55 0.10 0.07 0.00 0.01
92 2.44 2.43 0.53 0.57 0.09 0.10 0.00 0.01
305 2.44 2.50 0.68 0.81 0.25 0.33 –
663 2.47 2.63 0.97 1.16 0.56 0.67 –
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.9: Opce na nákup akcie Citibank, spotová cena akcie 4.44

K analogickým závěr̊um docháźıme u općı na akcii Microsoft (tabulka 4.10). Výcho-
diskem je očekáváńı poklesu jak tržńımi subjekty, tak modelem.

K 20 25 26 28 33
T-t AC MV AC MV AC MV AC MV AC MV
3 5.39 5.60 0.52 0.55 0.09 0.05 0.00 0.01 0.00 0.01
30 5.39 5.65 0.97 1.01 0.50 0.48 0.09 0.08 0.00 0.01
65 5.25 1.26 1.35 0.80 0.89 0.27 0.27 0.06
92 5.43 5.60 1.51 1.54 1.05 0.98 0.45 0.38 –
120 5.45 5.30 1.63 1.66 1.17 1.16 0.55 0.49 0.05 0.05
216 5.60 5.75 2.10 2.07 1.65 1.64 0.98 0.92 –
305 5.83 5.90 2.54 2.55 – – –
663 6.92 6.60 4.14 3.65 – – –
Zdroj: finance.yahoo.com, vlastńı výpočty.

Tabulka 4.10: Opce na nákup akcie Microsoft, spotová cena akcie 25.39
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K 16 17
T-t AC MV AC MV
3 0.51 0.54 0.10 0.10
30 1.10 0.97 0.65 0.51
120 0.86 1.59 0.42 1.20
216 1.03 2.77 0.58 1.69
305 × ×
663 × ×
Zdroj: finance.yahoo.com, vl. výpočty.

Tabulka 4.11: Opce na nákup akcie Yahoo, spotová cena akcie 16.33

Kurz akcie Yahoo v pozorovaném obdob́ı koĺısá kolem konstanty. Po vzoru općı na
akcii Pfizer, Citibank a Microsoft bychom předpokládali, že ceny kalkulovaných općı
na akcie Yahoo budou přibližně stejné jako tržńı hodnoty. Data v tabulce 4.11 však
tento předpoklad nepotvrzuj́ı. Modifikovaný multinomický model s v textu uvažovaným
odhadem parametr̊u nedokáže tržńı ceny općı na nákup akcie Yahoo vysvětlit. Nesys-
tematičnost diferenćı vzbuzuje dojem, že tyto opce jsou na trhu oceněny nesprávně.33

33Nesprávně ve smyslu arbitrážńıho oceňováńı.
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Závěr

Opce se od jiných typ̊u derivát̊u odlǐsuj́ı nerovnocenným postaveńım subjekt̊u. Prodá-
vaj́ıćı strana, která pasivně přij́ımá rozhodnut́ı kupuj́ıćıho, požaduje za podstupované
riziko kompenzaci v podobě opčńı prémie. Jedna z mnoha možných cest pro stanoveńı
jej́ı výše se stala předmětem zájmu předloženého textu.

Arbitrážńı cenu investičńıho instrumentu na úplném trhu urč́ıme diskontováńım o-
čekávaného budoućıho cash flow při ekvivalentńı martingalové mı́̌re. Tuto techniku jsme
ukázali na binomickém modelu (BM) oceňováńı općı.

Základńı a zásadńı problém binomického modelu spoč́ıvá v omezeńı kladeném na vý-
voj ceny akcie (bazického instrumentu). Postupnými modifikacemi modelu jsme usilovali
o odstraněńı tohoto nedostatku.

Ve zobecněném binomickém modelu (GBM) opoušt́ıme předpoklad, že mı́ra změny
ceny akcie za jedno obdob́ı nezáviśı na čase. Jediným zdrojem nahodilosti z̊ustává
nejistota, zda v daném obdob́ı dojde k r̊ustu či poklesu ceny akcie. GBM jsme odvodili
zcela analogicky jako BM.

V náhodném zobecněném binomickém modelu (RGBM) existuje druhý zdroj naho-
dilosti v podobě náhodné amplitudy skoku. K RGBM jsme dospěli standardńı technikou
vyintegrováńı podmı́něné středńı hodnoty přes všechny realizace podmı́nky, přičemž
jsme využili znalost GBM-oceňovaćı formule.

RGBM-oceňovaćı formule je však stěž́ı prakticky použitelná. Přijali jsme proto do-
datečné předpoklady a došli k multinomickému modelu.

V závěrečném kroku jsme jeden z dodatečných předpoklad̊u upravili a dospěli k mo-
difikovanému multinomickému modelu (MMM).

Po teoretickém odvozeńı MMM-oceňovaćı formule jsme přistoupili k jej́ı aplikaci
na reálná tržńı data. Z burz NYSE a NASDAQ jsme vybrali čtveřici akciových titul̊u
(Citigroup, General Electric, IBM a Pfizer resp. Apple, eBAY, Microsoft a Yahoo)
a soubor evropských call općı (lǐśıćıch se dobou do splatnosti a realizačńı cenou) na
jednotlivé akcie.

V prvńı fázi jsme se věnovali odhadu parametr̊u modifikovaného multinomického
modelu. Bezrizikovou úrokovou mı́ru jsme se pokusili odhadnout pomoćı put-call parity.
Ukázalo se ovšem, že v tržńı praxi tento vztah neplat́ı. Za bezrizikovou výnosnost jsme
nakonec v souladu s finančńı prax́ı považovali křivku úrokových měr amerických státńıch
dluhopis̊u.

Při volbě počtu obdob́ı jsme přihĺıželi předevš́ım k době do splatnosti a výpočetńı
složitosti. Počet obdob́ı jsme shora omezili deseti (pro dvě doby do splatnosti jsme
pracovali se třinácti obdob́ımi) a ř́ıdili jsme se podmı́nkou na celoč́ıselný počet dńı
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v jednom obdob́ı. Daľśı parametry jsme odhadovali na základě časové řady historických
pozorováńı výběrovými kvantily a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Ve druhé fázi jsme odhady dosadili do MMM-oceňovaćı formule a porovnali kalku-
lované arbitrážńı ceny općı (AC) s jejich skutečnými tržńımi cenami (MV ). Za př́ıčiny
nadhodnoceńı MV v̊uči AC považujeme psychologické faktory, které p̊usob́ı na inves-
tory a jež teoretický model nedokáže př́ımo zachytit (předevš́ım očekáváńı budoućıho
vývoje akciového kurzu), dodatečnou bezpečnostńı přirážku, o ńıž prodávaj́ıćı subjekt
navyšuje teoreticky rovnovážnou cenu, a transakčńı náklady a daľśı tržńı frikce (např.
marže), od nichž oceňovaćı modely abstrahuj́ı.

Pokud je v modelu předpokládaná cenová dynamika podkladové akcie konzistentńı
s očekáváńım investor̊u (krátkodobý trend se nelǐśı od dlouhodobého), pohybuj́ı se AC
a MV v těsné bĺızkosti. S prodlužuj́ıćı se dobou do splatnosti se zač́ıná projevovat
dodatečná bezpečnostńı přirážka, která vede k nadhodnoceńı MV vzhledem k AC a
AC tak slouž́ı jako dolńı odhad MV . Stejný efekt nastává, pokud je opce v době oce-
ňováńı hluboko v peněźıch.

V př́ıpadě, že investoři jsou v očekáváńı budoućıho vývoje ceny akcie skeptičtěǰśı
než model, je MV v̊uči AC podhodnocena a AC tak může sloužit jako horńı odhad
tržńı ceny opce. U krátkých dob do splatnosti se diference projev́ı v menš́ı mı́̌re a
protisměrně p̊usob́ıćı dodatečná bezpečnostńı přirážka pak může zapř́ıčinit vyrovnáńı
nebo i nadhodnoceńı MV nad AC.

V př́ıpadě větš́ıho optimismu investor̊u docháźı k nadhodnoceńı MV v̊uči AC.
U općı na nákup akcie Yahoo se vztah mezi AC a MV nepodařilo modifikovaným

multinomickým modelem uspokojivě vysvětlit.
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Dodatek A

Matematický aparát

Věta A.1. Necht’ n-rozměrný náhodný vektor X na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P ) nabývá nejvýše spočetně mnoha hodnot x1,x2, . . . s pravděpodobnostmi po řadě
p1, p2, . . . Necht’ φ : Rn → R je měřitelná funkce taková, že E |φ(X)| <∞. Potom

E φ(X) =
∑

φ(xk)pk.

D̊ukaz. Viz Dupač a Hušková [6, str. 46, věta 3.5].

Označeńı. Množinu všech náhodných veličin definovaných na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A, P ), které maj́ı konečnou středńı hodnotu, označ́ıme L1(Ω,A, P ).

Definice A.2 (podmı́něná středńı hodnota). Necht’ X ∈ L1(Ω,A, P ) a B ⊂ A
je σ-algebra. Náhodnou veličinu Y nazveme podmı́něnou středńı hodnotou náhodné
veličiny X vzhledem k σ-algebře B a označ́ıme E [X | B], jestliže současně plat́ı

(i) Y ∈ L1(Ω,A, P|B);

(ii)
∫
B

Y dP =
∫
B

X dP, B ∈ B.

Věta A.3 (základńı vlastnosti podmı́něné středńı hodnoty). Necht’

X,Y ∈ L1(Ω,A, P ) a B ⊂ A je σ-algebra. Potom

(i) pro lib. a, b, c ∈ R plat́ı

E [aX + bY + c | B] = aE [X | B] + bE [Y | B] + c s.j.;

(ii) E [E [X | B]] = EX;

(iii) jestlǐze X je B-měřitelná, pak E [X | B] = X s.j.;

(iv) jestlǐze C ⊂ B ⊂ A jsou σ-algebry, pak

E [E [X | B] | C] = E [E [X | C] | B] = E [X | C] s.j.;

(v) jestlǐze jsou sigma-algebry σ(X) a B nezávislé, pak E [X | B] = EX s.j.;
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(vi) jestlǐze XY ∈ L1(Ω,A, P ) a Y je B-měřitelná, pak E [XY | B] = Y · E [X | B] s.j.

D̊ukaz. Viz Lachout [14, str. 41, věta 7.5 a str. 46, věta 7.13] a Shreve [19, str. 56].

Věta A.4. Necht’ X ∈ L1(Ω,A, P ) a Y : (Ω,A) → (Rk,Bk) je měřitelná funkce. Pak
existuje měřitelná funkce f : (Rk,Bk) → (R,B) taková, že

E [X |σ(Y )] = f(Y ).

D̊ukaz. Viz Lachout [14, str. 48, věta 7.19].

Poznámka. Pro náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk) plat́ı σ(X) = σ(σ(X1)∪ . . .∪σ(Xk)).
Viz Lachout [14, str. 11, poznámka 3.2].

Definice A.5 (ekvivalentńı mı́ry). Bud’ (Ω,A) měřitelný prostor, µ a ν mı́ry na A.
Řekneme, že µ a ν jsou ekvivalentńı mı́ry, jestliže

µ(A) = 0 ⇔ ν(A) = 0, A ∈ A.

Definice A.6 (filtrace). Bud’ T ⊂ R neprázdná indexová množina, Ω neprázdná
množina a A σ-algebra na Ω. Necht’ pro každé t ∈ T je Ft ⊂ A σ-algebra a necht’

Fs ⊂ Ft pro s < t, s, t ∈ T . Pak systém (Ft, t ∈ T ) nazýváme filtrace.

Definice A.7 (adaptovaný proces). Bud’ T ⊂ R neprázdná indexová množina a
(Ft, t ∈ T ) filtrace. Stochastický proces (Xt, t ∈ T ) se nazývá (Ft, t ∈ T )-adaptovaný
(resp. adaptovaný na filtraci (Ft, t ∈ T )), jestliže Xt je Ft-měřitelná pro každé t ∈ T .

Definice A.8 (martingal). Necht’ (Xt, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces,
v němž Xt má konečnou středńı hodnotu pro každé t ∈ T .
Řekneme, že proces (Xt, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal (resp. martingal pro filtraci
(Ft, t ∈ T )), jestliže E [Xt | Fs] = Xs s.j. pro každé s < t, s, t ∈ T .
Řekneme, že proces (Xt, t ∈ T ) je martingal, jestliže (Xt, t ∈ T ) je martingal pro
přirozenou filtraci, tj. pro filtraci (σ(Xs, s ≤ t), t ∈ T ).

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı stač́ı pro spočetné indexové množiny ověřit platnost
podmı́nky definice martingalu pouze pro všechny dvojice

”
sousedńıch“ prvk̊u stochas-

tického procesu.

Tvrzeńı A.9. Uvažujme takovou indexovou množinu T , která lze oč́ıslovat přirozenými
č́ısly, a stochastický proces (Xt, t ∈ T ), jehož veličiny maj́ı konečnou středńı hodnotu
a jenž je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný. Jestlǐze E [Xt+1 | Ft] = Xt s.j. pro všechna možná
t ∈ T , pak (Xt, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal.

D̊ukaz. Viz Lachout [15, str. 2, Lemma 1.6.].
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