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Kapitola 1

Uvod

,Koruna dnes je jist&jsi, nez koruna zitra“ a ,Cas jsou penize“, jsou
dva zékladni principy finan¢niho svéta, které jinymi slovy fikaji, Ze je tfeba
ohodnotit ,néjakou castkou“ odlozenou spotfebu a nejistotu dnesni koruny
zitra. Tuto ,néjakou castku® nazyvame urokem a procentualnimu vyjadieni
uroku z koruny rikame trokova sazba. Mtzeme tedy fici, Ze Grokova sazba
urcuje cenu penez.

Urokové sazba je ve spolecnosti velmi rozsifenym pojmem. Nejcastéii se
s ni lidé setkavaji pii zadosti o ptijcku, napr. hypotéku. Ne kazdy vsak vi, Ze
s urokovou sazbou, resp. s derivaty na trokové sazby, se obchoduje jak na
burze, tak mimo ni. Obecné se Grokova sazba povazuje za nahodnou velic¢inu,
kterou je mozné stochasticky modelovat. A pravé popisem a aplikaci téchto
modelil se tato prace zabyva.

Cela prace je rozdélena na dvé hlavni kapitoly, na teoretickou cast a
analytickou cast.

V teoretické ¢asti jsou zavedeny potiebné pojmy z teorie pravdépodob-
nosti, statistiky a finan¢ni matematiky. Déle jsou popsany modely okamzité
trokové sazby (tzv. short rate modely), HJM ramec a jeho diskretizace v po-
dobé LIBOR Market modelu. Detailn€ji se tato ¢ast zaméiuje na ¢tyri dile-
zité modely urokovych sazeb: Vasicktiv, Hull-White, Ho-Lee a LIBOR Mar-
ket model. Nasledné je ukazano ocenéni urokovych opci na zakladé téchto
modelli a zavér teoretické Casti se vénuje kalibraci modeli na realnéd data.

Analytickd ¢ast prace rozebira ocenéni skute¢ného nestandardniho tro-
kového derivatu, konkrétné tirokového swapu s collarem, pomoci vyse zmi-
nénych ¢tyr modeli. Tyto modely jsou mezi sebou porovnany jak z hle-
diska empirického rozdéleni jednotlivych plateb (obé strany plati pohyblivé
¢astky), tak z hlediska empirického rozdéleni celkového ocenéni trokového
derivatu s collarem i bez néj. Zaver této ¢asti shrnuje vysledky ocenéni a
doporucuje zmény nastaveni parametrti obchodu. Pro ocenéni derivatu a
analyzu dat je vyuzivan program R a Mathematica®.



Kapitola 2

Teoreticka céast

2.1 Zakladni pojmy a definice

V této kapitole si uvedeme potiebny matematicky aparat a zadefinujeme
pojmy z finan¢ni matematiky, které budeme nasledné vyuzivat ke stochas-
tickému modelovani trokovych sazeb. Text predpoklada zakladni znalosti
linearni algebry, matematické analyzy, teorie miry, teorie pravdépodobnosti
a statistiky. Zakladni pojmy z teorie ndhodnych procesi a teorie pravdépo-
dobnosti, které budeme pouzivat a nejsou zde definované, lze najit v [22] a

19].

2.1.1 Matematicka déast

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a necht {X;,t € T}, T C R
(redlny cas) je neprazdnd, je redlny nahodny proces.

Definice 1 (Filtrace) Systém o-algeber {%#;,t € T} takovy, ze Vt € T,
Fre AaVs,t €T, s <t,F, C F senazyva filtrace (téz neklesajici systém
o-algeber).

Definice 2 (Adaptovany proces) Proces {X;,t € T} je F-adaptovany
(adaptovany na filtraci {%#;,t € T'}), jestlize X; je F-méfitelnd Vt € T

Definice 3 (Martingal) {X;,t € T} je %#;-adaptovany nahodny proces
pro né&jakou filtraci {.#;,t € T'}. Necht Vt € T, X; € L,(Q, A, P). Rekneme,
ze {Xt,t € T} je

o Z-supermartingal, jestlize Vs, t € T', s <t plati

E[X|.7 < X, s.7. (2.1.1)
o Z,-submartingal, jestlize Vs, t € T, s <t plati

E[Xy|.74] > X, s.7. (2.1.2)



e Z,-martingal, jestlize Vs, t € T, s <t plati

E[X,| 7)) = X,, 5.j. (2.1.3)

Definice 4 (Procesy s nezavislymi prirustky) Necht {X;,¢ € T'} je na-
hodny proces, T' je interval a pro libovolné n € N muizeme tento interval

rozdélit na tq, s, ..., 1, s vlastnosti t; <ty < --- < t,. Pokud jsou ndhodné
veli¢iny Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, _, nezavislé, fikdme, ze {X;,t € T'} je proces

s nezavislymi priristky.

matematice nejvice pouzivany, je Wienertiv proces (nazyvany téz jako proces
Brownova pohybu).

Definice 5 (Wieneruv proces) Wieneriv proces {W;,t > 0} je gaussov-
sky ndhodny proces (vSechna jeho konecnérozmeérnd rozlozeni jsou normalni)
s vlastnostmi

1. WO =0 S.j.,
2. prirtstky Wy, , Wy, =Wy , W, =Wy, ..., W, —W;, , jsou pro libovolné

0<t <ty <---<t, nezavislé nahodné veli¢iny,

3. piiristky W; — W, ~ N(0,02%(t — 5)), Vs,t € T, 0 < s < t, kde 02 > 0
a proces {W;,t > 0} ma spojité trajektorie.

VsSechny predchozi definice smétuji k definici stochastického integralu,
bez kterého by se modelovani pritbéhtt ndhodnych veli¢in neobeslo (obzvlast
v oblasti finanéni matematiky). Existuji dvé rtizné definice stochastického in-
tegralu: It6Uv integral a Stratonovitchiv integral. My si zadefinujeme Itéav
integréal (dale jen stochasticky integral).

Nebudeme zde odvozovat definici stochastického integralu. Rigorézni od-
vozeni jednotlivych krokt pro zavedeni stochastického integralu je uvedeno
v [21]. Pro pfehlednost jen uvedme, Ze stochasticky integral se nejdiive za-
definuje pro jednoduché ndhodné funkce (jednoduché procesy).

Definice 6 (Jednoduchy proces) Rekneme, Ze ndhodny proces A(t,w)
je jednoduchy, pokud je adaptovany a

[y

Alt,w) =Y Alty, w)I{t € (tx, trs1]}, (2.1.4)

3

i

kde A(tg,w) je F, -méfitelny a 0 =ty < t; < --- < t, =T je néjaké déleni
intervalu [0, 7).



Definice 7 (Stochasticky integral) Necht A(t) je jednoduchy proces de-
finovany vyse. Pro t € [0, T] jeho stochastickym integralem

t

I(t) = / A(s)diV(s) (2.1.5)

0

rozumime

) = 3 A (1) — W) + AV~ W), b << b

(2.1.6)
A jelikoz kazdy adaptovany proces A(t), ktery spliuje
T

E /Az(s)ds < 00, (2.1.7)
0

muzeme piiblizit pomoci adaptovanych jednoduchych procesu A, (t) tak, ze
T

lim E /|An(t) — A(t)]?| dt =0, (2.1.8)

0
definujeme stochasticky integral rovnosti

T T

/A(s)dW(s) = lim [ A,(s)dW(s). (2.1.9)
n—o0
0 0
Limita existuje, pokud je I,(t) cauchyovskd posloupnost v kvadratickém

stredu.

Véta 1 (Zakladni vlastnosti stochastického integralu) Necht X,Y jsou
ndhodné procesy, pro které plati (2.1.7) a W je Wieneriv proces. Potom pro
libovolné a,b € R plati

o
E /de _ 0, (2.1.10)
0 _
T T 7] T
E /de) /YdW - E!/XYdu , (2.1.11)
0 0 i 0

T T
/(aX+bY) AW = a/XdW+b/YdW. (2.1.12)
0 0 0

10



Diikaz. Nebudeme zde uvadét, lze nalézt v [18].

Véta 2 (Itdoova isometrie) Necht pro proces X plati (2.1.7). Potom plati

Itoova isometrie )

t t
E /XdW =F /XQdu (2.1.13)
0 0

pro vsechna t, podminend Itoova isometrie

2

t
E / Xdw Z, (2.1.14)

t
F, | =F /X%zu

pro vsechna t > s.
Diikaz. Nebudeme zde uvadet, 1ze nalézt v [21].

Pomoci stochastického integralu mtzeme zadefinovat stochasticky dife-
rencial, ktery budeme neustale vyuzivat v dalsich kapitolach této prace.

Definice 8 (Stochasticky diferencial) Rekneme, Ze ndhodny proces
{X;,t €[0,T]}, T > 0 ma stochasticky diferencidl

dX(t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dW (1), (2.1.15)
kdyz
X(t)=X(0)+ / a(u, X (u))du + /b(u,X(u))dW(u), (2.1.16)

kde {a(t, X(t)),t € [0,T]}, {b(t,X(t)),t € [0,T]} jsou adaptované procesy,
pro které plati

T

/\a(u,X(u))\du <o, /b(u,X(u))Qdu < . (2.1.17)

Pravidla diferencialniho poc¢tu ve stochastickém prostiedi se lisi od pravidel

vvvvvv

diferenciald, pro které plati
(dt)? =0, (dW(t))* = dt, dtdW (t) = 0, d(W(t))* = 2W (t)dW (t). (2.1.18)

Abychom byli schopni spocitat stochasticky diferencial, budeme kromeé po-
¢etnich pravidel potifebovat tzv. [tdovo lemma (nékdy oznacovano jako Itdova

vvvvvv

poctu, je obdobou Taylorova rozvoje pro stochastické prostiedi.

11



Véta 3 (Itdovo lemma) Necht g : [0,7] x R — R je spojita funkce se
spojitymi deriwacemi 0g/0t, Og/dx, 0*g/dx*. Ddle necht {X(t),t € [0,T]}
je proces se stochastickym diferencialem

dX (1) = alt, X (£))dt + b(t, X (£))dW (£). (2.1.19)

Oznacme G(t) = g(t, X (t)) = g. Potom {G(t),t € [0,T|} md stochasticky
diferencidl ve tvaru

_ 09t X() | 09t X(0) o 1Pg(t X (1)

X X ()% (2.1.2
aG(H) = L= Sy + L ax (o). (21.20)
Po dpravé pomoct (2.1.18) mizeme stochasticky diferencidl prepsat do tvaru
dg 0Og 19%g dg
dG(t) = | = 4+ ==a(t, X(t ——=b(t, X (t))| dt + ==b(t, X (t))dW ().
Glt) = | o+ SLalt, X(2)) + 5 5-2b(t, X(0))| dt + =Lo(t, X (£)aW (¢)

(2.1.21)

Pomoci Itéova lemmatu tedy vypocitame stochasticky diferencial procesu,
ktery vznikne tim, ze do hladké funkce dosadime proces se stochastickym
diferencialem.

Diikaz. Nebudeme zde uvadét, poznamenejme jen, Ze se dokazuje pomoci
jednoduchych funkei. Rigorézni diikaz lze najit v [18].

Nyni si uvedeme definici rizikové neutralni, resp. martingalové, miry.
Ackoliv tato definice spadé spiSe do finan¢ni ¢asti, uvedeme si ji jiz nyni,
abychom mohli spojité€ navazat na dalsi vétu a definici. Jelikoz jde o slovni
definici, nebudeme ji ¢islovat. Vice k rizikové neutralni mite a jejimu zave-
deni pomoci martingalti 1ze nalézt v [16] nebo v [24].

Rizikové neutrdlni (martingalovd) mira je mira, pii které zadny obchodni
systém ve stfedni hodnoté (o¢ekdvané hodnoté) nevydéla. Jinymi slovy exis-
tuje mira, pii které nedochézi k arbitrazni piilezitosti (tj. neni mozné gene-
rovat zisk bez rizika).

Definice 9 (Radon-Nikodymova derivace) Necht (2,.7, P) je pravdé-
podobnostni prostor s kladnou mirou P a Z je skoro jisté kladna ndhodna
veli¢ina, P-integrovatelna na Q. Pro A € .% bud

Q(A) = / ZdP. (2.1.22)

A

Potom @ je kladné pravdépodobnostni mira a Z se nazyva Radon-Nikodymouva
deriwace miry () vzhledem k mife P a znaci se

_ 4

Z = .
dP

12



Definice 10 (Proces Radon-Nikodymovy derivace) Necht (2, .#, P) je
pravdépodobnostni prostor a .%;,0 < t < T, je filtrace, .%; C .%. Déle necht
Z je ndhodna veli¢ina s E[Z] = 1 a ) je pravdépodobnostni mira spliiujici
2.1.22. Definujeme proces Radon-Nikodymouvy derivace jako

Z(t) = E|Z| 7).

Véta 4 (Girsanovova véta - pro jeden rozmér) Necht W(t), 0 <t <
T je F-Wieneriv proces (F-adaptovany) na pravdépodobnostnim prostoru
(Q,.7,P), % je filtrace. Necht 6(t), 0 < t < T je Fi-adaptovany proces.
Definugme

t t

Z(t) = exp —/H(U)dW(u) - %/HQ(U)du ,

Wet) = W(t)+/9(u)du

0

a predpokladejme, Ze
T
E /92(u)Z2(u)du < 00.
0

Oznacme Z = Z(T). Potom E®[Z] = 1 a proces WP(t), 0 < t < T je
Wieneriuv proces vzhledem k pravdépodobnostni mire ) definované pomoci

Z =dQ/dP.

Diikaz.Nebudeme dokazovat, lze najit v [18].

2.1.2 Finand¢ni déast

Urok je penézni odména véfiteli za pjcku poskytnutou dluznikovi. Tedy
vétitel poskytne dluznikovi pujcku (avér) a do urcité sjednané lhiity musi
dluznik zaplatit vétiteli pivodni pujéenou ¢astku (jistinu, nominal) navyse-
nou o urok.

Urokovd mira je mira troku vyjadiena jako procento z urcitého objemu
penéz zaplacenych za predem specifikovany casovy interval.

Urokovyj swap je dohoda o budouci sméné tirokovych plateb vztahujicich
se ke stejné castce, ale definovanych odlisné. Nedochazi ke sméné nominal-
nich castek, ale jen turoki vztahujicich se k této castce.

13



Urokovyj cap je finanéni derivéat, ve kterém kupujici kontraktu ziskad od
prodavajiciho platbu, pokud variabilni referen¢ni trokova sazba prekroci v
dohodnutém obdobi néjakou prfedem dohodnutou horni mez.

Urokovyj floor je finan¢ni derivat, ve kterém kupujici kontraktu ziska od
prodavajiciho platbu, pokud variabilni referen¢ni trokova sazba prekroci v
dohodnutém obdobi néjakou predem dohodnutou dolni mez.

Urokovyj collar je kombinace tirokového capu a flooru.

Pokud budeme dale v textu pouzivat pojmy cap, floor a collar (nékdy
také strop, dno a obojek), jednéd se o trokové derivaty. Tyto derivaty lze
samoziejmé zkombinovat tak, aby kupujici platil pouze sazbu mezi horni a
dolni mezi.

Definice 11 (Spotova tirokova mira) Nechf ¢t < T . Rekneme, Ze y(t,T)
je spotovd trokovd mira (také spotovd mira nebo spotova sazba) od ¢asu ¢
do casu T, jestlize plati

P(t,T) = F - exp{—y(t, T)(T — )}, (2.1.23)

kde P(t,T) je cena bezkupénového dluhopisu v ¢ase ¢, ktery vyplaci F' v ¢ase
T. V nésledujicim textu budeme uvazovat jednotkovou nominalni hodnotu
(F =1), tedy

P(t,T) = exp{—y(t, T)(T —t)}. (2.1.24)

7 rovnice lze snadno odvodit vzorec pro urokovou miru

In P(t,T)

2.1.25
Ty (2.1.25)

y(t,T) =

Definice 12 (Forwardova tirokova mira) Necht ¢t < T < T*. Rekneme,
ze f(t,T,T*) je forwardovd urokovd mira (také forwardova mira, forwardova
sazba) sjednanda v ¢ase t na dobu od T do T*, kdyz plati nésledujici vztah

QET)T*—t) _ Gy T)(T—0) | JTT)(T*-T) (2.1.26)

7 této rovnice mizeme opét snadno odvodit vypocet forwardové miry

y(@, ) (T — 1) —y@. T)(T — 1)

f(taTaT*): T T

(2.1.27)

Spotové tirokové miry jsou bézné pozorovatelné na trhu (napt. PRIBOR).
Forwardové sazby se z nich pak daji jednodusSe dopocitat. Nicméné v teorii
se vyuzivaji limitni verze téchto mér zadefinované nize.
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Uvazujme, Ze v ¢ase t mame na bankovnim tc¢tu ¢astku B(t). Tato ¢astka
je v Case t iroCena trokovou mirou r(t). Za éasovy okamzik At se ¢astka na
bankovnim uctu zvysi na

B(t+ At) = B(t)(1 + r(t)At). (2.1.28)
Upravime-li rovnici (2.1.28) dostaneme nésledujici tvar

B(t + At) — B(t)
=1r(1).
A r(t)
Pokud provedeme limitni pfechod At — 0 obdrzime diferencialni rovnici
vyvoje bankovniho tuctu

(2.1.29)

dB(t) = r(t)dt. (2.1.30)

Bankovni ucet je jednim ze zakladnich numeraire pro ocenéni ostatnich ak-

tiv. To znamend, ze pfi rizikové neutralni pravdépodobnosti @ je X (t)/B(t)

()-martingal a hodnota aktiva X (¢) je vyjadiena v jednotkach B(t).
Formélné lze bankovni tGcet zadefinovat stejné jako v [4].

Definice 13 (Bankovni tiéet) Definujme velikost bankovniho a¢tu v case
t > 0 jako B(t). Predpokladdme, ze B(0) = 1 a tento bankovni tcet se ¥idi
nasledujici diferencialni rovnici

kde r(t) je kladna funkce ¢asu.

Resenim této rovnice je nasledujici rovnost

t

B(t) = exp /r(s)ds : (2.1.31)

0

Pokud bychom chtéli védét, jak velkou ¢astku musime v case ¢ na ban-
kovni tcet ulozit, aby mél v ¢ase T velikost B(7T) zavedeme pojem tzv.
diskotniho faktoru.

Definice 14 (Diskontni faktor) Diskontni faktor D(t,T) v ¢asovém in-
tervalu (¢,7") je ¢astka v Case t, ktery je rovna 1 v ¢ase T a je dan jako

D(t,T) = B = exp —/T(s)ds

t

Urokovou miru 7(t) nazyvame téZ okamzita spotova trokova mira, krat-
kodoba spotova sazba nebo short-rate sazba. Alternativné ji mizeme zade-
finovat nasledovneé:
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Definice 15 (Okamzita spotova arokova miru) Definujeme okamZitou
spotovou urokovou miru jako

r(t) = lim y(¢t,T). (2.1.32)

T—tt

Okamzita spotova urokova mira na trhu pozorovatelnd neni, nicméné
misto ni muZzeme pouzit aproximaci. Obecné se nedoporucuje volit O/N
sazbu (over night), kterd je velmi volatilni. V praxi se ¢astéji voli napf. 1M,
2M nebo 3M sazba.

Definice 16 (Okamzita forwardova trokova miru) Definujeme okamzi-
tou forwardovou urokovou miru jako

To—TyF
Véta 5 Necht f(t,T) je okamzitd forwardovd sazba. Potom plati

Ol P(t,T)

f6.T) = ==

. (2.1.34)
Diikaz. Dosadime do rovnice (2.1.26)

exp{—y(t, T+AT)(T+AT—t)} = exp{—y(t,T)(T—t)} exp{—f(t, T, T+AT)AT}.
To mizeme prepsat na zakladé rovnice (2.1.24)

P(t,T + AT) = P(t,T)exp{—f(t,T, T + AT)AT}.

Pokud predchozi rovnici upravime a limitné pirejdeme k okamzité forwardové

mitre dostavame

B InP(t, T+ AT)—InP(t,T)
AT=0 AT

7 toho jiz plyne tvrzeni véty, protoze

OP(t,T) 1 dln P(t,T
i OPLT) 1 omp.T)
T P(t,1) o
0]
Dusledek 1 Z véty 5 a z rovnosti P(t,¢) = 1 plyne néasledujici vztah
T
P(t,T) =expg — / ft,u)du p . (2.1.35)
t
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Diikaz. Na zakladé predchozi véty plati

T T
InP(t,T) = In P(t,T) — In P(t,t) :/al%ét’“)du: —/f(t,u)du.

t t

O

Na zakladé vztahii, které jsme si zde uvedli vime, zZe staci znalost pouze
jedné z funkei (cena bezkupénového dluhopisu, spotova tirokova mira nebo
okamzita forwardova mira), abychom byli schopni dopoditat ostatni. Tyto
vztahy budeme vyuzivat pfi ocenéni bezkupdénového dluhopisu pomoci mo-
delit irokovych sazeb.

Nicméné v této praci se budeme vénovat trokovym sazbam, které se
chovaji ndhodné, stochasticky. Odvozeni vzorci pro vypocet hodnoty bez-
kupénového dluhopisu proto musime urcit pomoci jedné z hypotéz oceka-
vani. Aby nedochézelo ke vzniku arbitraznich prilezitosti uré¢ime hodnotu
bezkupénového dluhopisu dle tzv. lokalni hypotézy ocekavani (viz [20])

P(t,T)=FE |exp —/r(s)ds . (2.1.36)

t

2.2 Short-rate modely

V této kapitole jsou uvedeny znamé short rate modely, které se pouzivaji
k ocenéni bezkupénovych dluhopisti. VSechny tyto modely jsou pojmenovany
podle matematikti, kteii je zavedli. Tato kapitola se zabyva pouze modely
jednofaktorovymi, tj. modely, které maji jen jeden zdroj nejistoty. Zobecnéni
uvedenych i zde neuvedenych modeli, jejichz pocet neustale nartsta, lze
najit v [25].

2.2.1 Vasickuv model

Oldrich Vasicek v roce 1977 predpokladal, ze okamzita spotova trokova
mira se vzhledem ke skutec¢né rizikové mire chova jako Ornstein-Uhlenbecktv
proces s konstatnimi parametry. Pro vhodné;jsi volbu trzni ceny rizika je ekvi-
valentni predpokladat, Ze se okamzita spotova trokova mira ¥idi Ornstein-
Uhlenbeckovym procesem s konstatnimi parametry pri rizikové neutralni
mife (martingalové mite).

Vasicktiv model popisuje vyvoj okamzité spotové tirokové sazby nasledovné

dr(t) = a[b — r(t)|dt + odW (t). (2.2.1)
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K teseni této stochastické diferencidlni rovnice vyuzijeme funkci
Gu = g(u,r(u)) = r(u)e =), (2:2.2)
kterou dosadime do Itdovy formule

dg, = %du + %dr(u) + %[dr(u)]{
kde
[dr(w))? = [a(b —r(u))du + odW (u)]* = o?du,

po dosazeni a zderivovani tedy dostavame

dg, = () -a-e“du+a-e (b —r(u))du+ e VadW (u)
e~ g b du + e Yo dW (u).

Z predchoziho jiz mizeme dopocitat r(t)
¢ ¢ t
/dr(u)e“(t”) = /a bee Wy 4 /0 e AW (u).
Po zintegrovani dostavame
t
r(t) =r(s)e ) 4 b(1—e ) 4o / e~ =g (), (2.2.3)
kde s je pevné zvolené (s < t) a % je filtrace. Potom stiedni hodnota r(t)

je

t
E[r(t)|.Z,] = F |r(s)e % + b (1- e ™)) 4o / e~ AW (u) | Z,

s
t

= r(s)e =) 4 (1- e_“(t_s)) +FE |o / e~ VAW (u) | 2,

S

=r(s)e ) 4 b (1 — e )., (2.2.4)

Tato rovnost plati vzhledem k nezavislosti pfirtistkii Wienerova procesu(viz
definice 5) a za podminky, Ze zname trokové sazby v ¢ase s. Misto E[r(t)|.Z]
muzeme psat i E[r(t)|r(s)]. Nyni odvodime obecnéji kovarianci

covlr(t), r(v)|F| = E[r(t)r(v)|F] — Elr()| | Elr(v)] ]
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V nésledujicim textu budeme stfedni hodnotu podminénou filtraci .%; znacit
E[ - |.Z,] = E,[ - ]. Tento zapis budeme vyuZivat i pro rozptyl a kovarianci.
P1i vypoctu vyuzijeme vlastnosti stfedni hodnoty a nezavislost

EJfr(t)r()]=Er)]Er()] = E, | [ r(s)e %) +b(1 — e~ =) - o / e~ =W qW (u)

S
v

r(s)e” =) 4 p(1 — e~ %)) + o / e~ AW (w) | | —E,[r(t)]-Esr(v)] =

s
v t

BB )]+ Er(D)E. |o / =00 gy (w) | £ EL[r(0)] B, | o / == g1y (u) | +

s s
t v

o2E, / e~ g1 (1) / e~ =0) g1 (w) | — B, [r(8)] Bulr(v)].

S S

Znovu vyuzijeme nezavislost prirtistkit Wienerova procesu (viz definice 5) a
dostavame

t v

covy(r(t), r(v)) = o*E, /e_a(t_“)dW(u)/e_a(v_w)dW(w) :

S S
z nezavislosti prirtistkt na disjunktnich intervalech plyne néasledujici rovnost

t v

E, / e~ WA (u) / e~ VW (w) | =0,

v S

za predpokladu, ze v < t. Mizeme tedy rozlozit integraly a dopocitat pomoci
aritmeriky stochastické analyzy (viz véta 2.1.18)
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covs[r(t),r(v)] = o*E, /e_“(t_“)dW(u) +/6_”(t_“)dW(u) /e_a(v_w)dW(w)

= o’FE, / e~ = qW (u) / e~ VW (w)
= gl /e““dW(u)/e“de(w)

— O_Zefa(tJrv) Es / eZaudu

S

0.2
_ _e—a(t-l—v) (62(11) . 62as) ]
2a

Obecné muzeme kovarianci r(t) a r(v) zapsat jako

0.2

covg[r(t), r(v)] = %6_“(“”’) (eQa'min(”’t) — ). (2.2.5)

Z kovariance mtizeme dopocitat rozptyl r(t) pro v =t jako

t
2

o
var,[r(t)] = o%e 2" E, /eQa“du =5 (1- 6_2“(t_8)) . (2.2.6)
a
S
Hodnota parametru b predstavuje navratovou hodnotu modelu. Proto se
Vasickiv model fadi mezi takzvané mean-reversion modely. Nasledujici pii-

klad ilustruje ¢asovy pribéh urokové sazby spocitané Vasickovym modelem.

Priklad 1 Pokud zvolime parametry Vasikova modelu dle tabulky nize

Parametr | Hodnota
a 1
b 0,045
o 0,02
Cas. krok 0,01
r(0) 0,035

Tabulka 2.1: Hodnoty parametrii Vasickova modelu

Potom vypada jeden pribéh Vasickova modelu néasledovné
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0.08

0.06 -

Sazba
o
L

0.02 -

Cas(roky)
Obrazek 2.1: Vyvoj trokovych sazeb simulovany Vasickovym modelem s pa-

rametry dle tabulky 2.1

Velkou nevyhodou Vasickova modelu je nenulova pravdépodobnost zaporné
urokové sazby. Pokud by sazba byla zaporna kratkodobé, je mozné ji brat v
uvahu, nicméné u Vasickova modelu mize byt tento stav dlouhodoby.

Priklad 2 Zménime-li parametry Vasickova modelu

Parametr | Hodnota
a 1
b 0,01
o 0,02
Cas. krok 0,01
r(0) 0,02

Tabulka 2.2: Hodnoty parametrii Vasickova modelu

Potom je nevyhoda zaporné sazby ztietelna z jejiho prubéhu na dalsim
grafu.
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0.08 -

0.06 -

0.04 -

ba

-0.02 -

Cas(roky)

Obrazek 2.2: Vyvoj trokovych sazeb simulovany Vasickovym modelem s pa-
rametry dle tabulky 2.2

Pfipomenme, Ze cena bezkupdénového dluhopisu (rovnice (2.1.36)) pfi
rizikové neutralni mite () je rovna
T
P(t,T) = EP |exp —/T(u)du , (2.2.7)
t

aby nevznikala arbitrazni prilezitost. Potom pro Vasicktiv model plati nasle-
dujici véta:

Véta 6 Necht r(t) je okamZitd spotovd mira, kterd se 7idi Vasickovgm mo-
delem, tj. spliuje rovnost (2.2.3). Potom je cena bezkuponového dluhopisu
pTi rizikové neutrdalni mire () rovna

P(t,T) = AGD=BEDIY) (2.2.8)
kde ) *B2(1.7)
o o t
AtT) = (b— ) (B T)— (T —t) - T2
1) = (0 5 ) IBe.1) - (7 -] - T
¢ (r-1)
] — e alT-
B(t,T)=—°
a

Poznamenejme, ze pokud lze cenu bezkupdénového dluhopisu daného mo-
delu zapsat ve stejném tvaru jako v tvrzeni véty 6, kde A(¢,T) a B(t,T)
jsou libovolné nendhodné funkce casu, potom tikdme, Ze tento model ma
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afinni ¢asovou strukturu. Afinni ¢asové struktury jsou podrobnéji popsany
v kapitole 2.2.4.

Diikaz. Jiz vime, ze r(t) maji normalni rozdéleni s podminénou st¥edni hod-
notou (2.2.4) a podminénym rozptylem (2.2.6). Dale vime, ze hodnota bez-
kupénového dluhopisu pii rizikové neutralni mite @ spliiuje rovnost (2.2.7).
Potom ma cena dluhopisu P(t,T) logaritmicko normalni rozdéleni (viz [1]),
plati tedy

T T T

1
EP |exp —/r(u)du —exp{ EY —/T(u)du +§Ua7"tQ —/r(u)du

t t t

za predpokladu, Ze zname sazby do casu t. Nejdiive spocitame stfedni hod-
notu

EF —/r(u)du = —/TEQ[r(u)]du

t

T
- / )e @ b — pem D) dy

~+

7a(u t) efa(uft) T
[ (1) +bu—b
—a u=t
t
=— (1 — e T — (T —1). (2.2.10)
a

Pro vypocet rozptylu integralu pouzijeme podminénou kovarianci (viz (2.2.5))
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T T
0'2 .
_ //_e—a(u—i—s) (62am1n(u,s) . €2at) dsdu
2a
t t

Vypocet integralu se nyni déli na dvé ¢asti, kdy s < u a s > wu. Nechf
nejdiive s < u

2

/ 0_ e—a(u-l—s) (62amin(u,s) . €2at) dsdu
2a

ue(t,T)

s€(tyu)

T u
o 2 2

_ / /_ e—a(u—l—s) (6 as _ o at) ds | du
2a

o

2a?
t

(1 + 62at—2au o 2€at—au) du

o2 €—2a(T—t) 3

= (T —t)— S e _ 2
2a3{a( ) p 2

analogicky dopocitame integral pro s > u

o’ (u+s) (,2amin(u,s) _ 2at
—a(u+s amin (u,s) _ 2a dsd
//2ae (e e ) sdu,

se(t,T)
u€(t,s)
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vysledkem je pak soucet obou integrali, tedy

// —a u+s) 2a min (u,s) 2at) dsdu
2a

se(t,T)
ue(t, T

2

=50 [2a(T —t) — e~20T=) 4 ge=alT=t) _ 3].

Po dosazeni do (2.2.9) se cena bezkupénového dluhopisu rovna

P(t,T) = exp {—% [1—e T D] — (T — 1)

—|—% [2a(T —t) — e~ 2=t | gema(T=t) _ 3] } :
a

Po tupravé exponentu dostavame

- (ﬂ)r(t)jtb(l_%w—@—t)) +;—22(T—t)

a

0,2 1 — efa(Tft) 0.2 1 — 2€fa(T7t) + efZa(Tft)

g (et ppderner’,
substituujeme B(t,T) = %‘M, potom
o? o’
"232@ T)
4a ’
o2

b—— ) [BET)— (T —t ——BZtT —B(t,T)r(t).

~ (0= 5 ) BT~ (7= 0] = B0 T) - B ()

N

A(t,T)
O
Z predchozi véty a vztahu (2.1.25) jednoduse odvodime vztah pro vypo-
Cet spotové trokové sazby y(t,T) (nékdy také ¢asové struktury trokovych
mér) pomoci Vasickova modelu. Pro ptrehlednost ozna¢me 7 Ll

J(ET) = ~Z(AWT) ~ B T)r(r)
- -2 <(B(t’T)_(Ta;t))(“2b_g_;)_4_23(1: Ty B(t,T)r(t))

0.2 (1 _ efaf) 0.2 0.2 1 — e a7 2
=b——+——(rt)-b+ — .
2a? * ar (r( )b+ 2a2) N dat < a )



Ackoliv je Vasicktiv model velmi oblibeny a casto pouzivany, jeho dalsi
nevyhodou, vedle zapornych sazeb, jsou konstatni parametry. Tento problém
fesi nasledujici dva modely, které nahrazuji konstanty funkcemi zavislymi na
case a vyuzivaji i forwardovych sazeb.

2.2.2 Ho-Lee model

V roce 1986 prisli Thomas So Yo Ho a Sang-Bin Lee s prvnim bezarbit-
raznim modelem v dokumentu [8]. Tento model zahrnuje i forwardové sazby,
tj. veskerou dostupnou informacina trhu, narozdil od Vasickova modelu. Ho-
Lee model je jednim ze short rate modeli, ktery se fidi dynamikou

dr(t) = b(t)dt + odW (t), (2.2.11)
kde b(t) méa tvar
b(t) = w + o?t. (2.2.12)

Tvar funkce b(t) odvodime na zdkladé toho, Ze vstupem tohoto modelu je
pocatecni casova struktura trokovych meér, a proto musi tento model fitovat
pocatecéni vynosovou kiivku. Po dopo¢itani r(t) ze stochastické diferencialni
rovnice dostavame rovnici pro vypocet okamzité sazby dle Ho-Lee modelu
ve tvaru

t t

r(t) = T(s)+/b(u)du+/adW(u) (2.2.13)

= r(s)+ /b(u)du +o(W(t) — W (s)). (2.2.14)

Stejné jako u Vasickova modelu je z rovnice okamzité trokové sazby vidét,
ze r(t) maji normalni rozdéleni s nésledujicimi parametry

t

EJr(t)] = r(s)+ /b(u)du, (2.2.15)

covg[r(t),r(v)] = o?(min(t,v) — s), (2.2.16)

vary[r(t)] = o*(t —s). (2.2.17)

Jednotlivé kroky vypoctu tu jiz nebudeme detailné rozepisovat. Viceméné

vsechny kroky jsou stejné jako v pripadé Vasickova modelu. Jen je zapotiebi
si uvédomit, Ze b(t) neni konstanta, ale funkce casu.

Abychom tento model nafitovali na poc¢ateéni (aktuélni) ¢asovou struk-
turu arokovych mér, musime spocitat ceny bezkupénovych dluhopist vzhle-
dem k funkci b(t). Pokud nebude feceno jinak, budeme implicitné k ocenéni
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pouzivat rizikové neutralni miru @. Dle rovnice (2.1.36) vime, Ze poc¢atecéni
cena bezkupdénového dluhopisu se splatnosti v ¢ase T' je rovna
T

P(0,T) = E, |exp —/r(u)du : (2.2.18)

Oznacéme
t

h(t) d:ef/r(u)du. (2.2.19)
0
Funkei h(t) mizeme rozepsat nasledovné
t

W) = / r(0)du + /t / b(v)dvdu + j / o dW (v)du

- /t r(0)du + j /t b(v)dudv + j /t odudW (v)

= r(0)t + /b(v)(t —v)dv + / o(t —v)dW(v).
0 0
Vime, ze kdyZ r(t) ma normélni rozdéleni, potom i integral z r(t) podle ¢
mé normalni rozdéleni. Stfedni hodnota funkce h(t) je rovna
t
o [h(0)] 2 m(t) = r(0)t + / b(w)(t — v)dv (2.2.20)
0
a rozptyl je roven
/ o’t3
vary [h(t)] = v(t) = /02(15 —v)*dv = 5 (2.2.21)
0
Pti odvozovani ceny bezkupdénového dluhopisu opét vyuzijeme znalosti stfedni
hodnoty logaritmicko-normalniho rozdéleni. Po dosazeni do rovnice (2.2.18)
odvodime cenu bezkupénového dluhopisu

P0,T) = Eo[e "]

—r(0)T — / b(v)(T — v)dv + "26Tg . (2.2.22)



Jelikoz chceme z predchozi rovnosti vyjadiit funkei b(t), budeme pracovat s
logaritmem P(0,7)

h 2T3
In P(0,T) 0)T — /b —v)dv + — (2.2.23)
0

Pokud tuto rovnici dvakrat zderivujeme vzhledem k T, ziskdme rovnost

_ 0*ImP(0,T)
a z véty 5 plyne
b(t) = of gi’ ) + ot (2.2.25)

Casovou strukturu trokovych sazeb opét odvodime z cen bezkupénovych
dluhopistt pomoci afinnich ¢asovych struktur definovanych rovnosti (2.2.41).
V této kapitole si uvedeme vysledky téchto odvozeni. Ovéfeni spravnosti
vysledkit ukazeme v kapitole 2.6.2. Cena bezkupdénového dluhopisu je dana
vztahem

P(t,T) =exp{A(t,T) — B(t,T)r(t)},
kde

Bt,T) = T —t, (2.2.26)

At T) = — /b(u)(T —u)du + %02(T —t)°. (2.2.27)

Casovou strukturu trokovych sazeb y(t,T) dopo¢itdme na zakladé rovnice
(2.1.25).

2.2.3 Hull-White model

Tento model byl popsan Johnem Hullem a Alanem Whitem v roce 1990 v
dokumentu [12]. Hull-White model je kombinaci Vasickova modelu a Ho-Lee
modelu. Je definovan jako

dr(t) = [b(t) — ar(t)]dt + cdW (t), (2.2.28)
kde b(t) je tvaru
b(t) = afgi’ ) +af(0,t) + ;—;(1 — ey, (2.2.29)



Pokud porovname dynamiku Hull-White modelu s dynamikou Vasickova
modelu, je zfejmé, Ze pokud by funkce b(t) byla konstatni, potom by se
rovnala parametru b/a Vasickova modelu. Zaroven je tento model, stejné
jako Vasicktuv, mean-reversion. Ale tentorkat je navratovou hodnotou funkce,
konkrétné forwardova kiivka, dle vyjadieni b(t). Z modelu Ho-Lee ¢astecné
ptrevzal Hull-White model funkci b(t) a zavislost na forwardovych sazbach.

Funkei b(¢) u Hull-White modelu odvodime stejné jako u modelu Ho-Lee
nafitovanim na soucasnou vynosovou kfivku. Nejdfive ze stochastické dife-
rencidlni rovnice (2.2.28) spoc¢itame, pomoci Itoovy formule a vhodné zvo-
lené transformace, sazby r(t). Transformaci volime stejnou jako u Vasickova
modelu, tj. funkci g, definovanou v rovnici (2.2.2). Potom

t t
r(t) = e (s) + / e "= b(u)du + / e odW (u).  (2.2.30)

S S

7 této rovnice mizeme dopocitat podminénou stfedni hodnotu, podminénou
kovarianci a podminény rozptyl

t

Es[r(t)] = e“(ts)r(s)+/ea(t“)b(u)du, (2.2.31)
o? S ,
covg(r(t),r(v)) = 2—6_a(t+”) (eQa'mm(”’t) — %), (2.2.32)
a
o2
varg [r(t)] = % (1- 6_2a(t_5)) : (2.2.33)
a

Pro vypocet pouzijeme rovnice (2.2.18) a (2.2.19). Po dosazeni dostavame

t

t u t u
h(t) = / e="r(0)dv + / / e~ p(v)dvdu + / / e~ ") g dW (v)du
0 0 0 0

0
t

¢t ¢t
= /e““’r(O)dv+//6_a(“_”)b(v)dudv+//e_a(“_”)adudW(v)
0 v 0 v
¢ t

0

0) (1 —e 1— —a(t—v) 1 — e~ a(t—v)
= 7"( )( € )—|—/b(’lj)€7d’0—|—/(767dW(U)

a a a
0 0

Stfedni hodnota funkce h(t) se potom rovna

Eo [h(8)] 2 m(t) = "0 (1a_ ), / b(v)%ﬂ(t—v)dv (2.2.34)

0

29



a rozptyl je roven

t
2

varg [h(t)] Z v(t) = 0—2/ (1- e’“(t’”))2 dv

a
0

0,2 ( 2 (1 _ e—at) 1— e—2at
t— -

a? a 2a

) . (2.2.35)

7 pocatecni hodnoty bezkupoénového dluhopisu se splatnosti v ¢ase T" odvo-
dime vysledny tvar funkce b(t)

P0.7) = Ey[e "]

— exp {—EO [h(T)] + %Wo [h(T)]}

1
= exp {—m(T) + §U(T)}
F0)(1—e ™) [ - a0
= expq — — /b('u)id’u +
a a
0
o*T 202 (1—e )  g%(1— e 2T)
+ <2a2 — 505 —+ e . (2.2.36)
Nyni budeme potiebovat prvni i druhou derivaci logaritmu P(0,7T)
T
Jln P(0,7T) o (T —v) o2 g2e-aT
T = —T(O)e —/b(v)e dU—f-ﬁ — CL2
0
0.2672aT
_ 2.2.37
— (2237
T
*InP(0, T 2,—al
% = ar(0)e " + —b(T) + /ab('u)e“(T”)d'U +2°
0
2 _—2aT
7 (2.2.38)
a

Pokud obé strany rovnice (2.2.37) vynasobime a a pfi¢teme k rovnici (2.2.38)
ziskdme vztah pro vypocet b(T)

_82lnP(O,T)_ dln P(0,T) o2  oar

b(T) = — (1 2.2.
@ o1? T g me) (2239)
ktery jesté miizeme upravit pomoci vztahu z tvrzeni véty 5 na
of(0,T) o’ —2aT
b(T) = ———— T+ — (1—e ). 2.2.4
(T) = =7 +af(0.T) + 5~ (1 - (2.2.40)
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2.2.4 Afinni ¢asové struktury

7 predchozich kapitol vime, ze afinni struktury nam pomaéhaji zjednodu-
Sit vypocet ceny bezkupdénového dluhopisu na zakladé jednofaktorového mo-
delu. Nicméné jsme vyuzivali afinnich ¢asovych struktur bez toho, abychom
je presné zadefinovali nebo ukazali, za jakych podminek obecny model afinni
strukturu ma. V této kapitole je popsano oboji.

Predpokladejme nyni, zZe cena bezkupdénového dluhopisu je funkeci tii
proménnych P(¢,T,r(t)). Rekneme, Ze model ma afinni casovou strukturu,
jestlize cenu bezkuponového dluhopisu mizeme vyjadrit ve tvaru

P(t, T, r(t)) = exp{A(t,T) — B(t, T)r(t)}, (2.2.41)

kde A a B jsou nendhodné funkce ¢asu a r(t) je okamzita spotova trokova
mira. Jiz jsme si ukazali, Zze vSechny zde uvedené short-rate modely maji
afinni casovou strukturu.

Existuji dalsi dva zptisoby vypoctu ceny bezkupénového dluhopisu, bud
pfimo vypoditat stfedni hodnotu z rovnosti (2.2.18), nebo vyuzitim parci-
alni diferencialni rovnice (nazyvana také Black-Scholes-Mertonova parcialni
diferencialni rovnice)

oP 1 ,0°P oP

— + =0 = — —rP =0 2.2.42

o 2% g T T T (2242)
s okrajovou podminkou P(T,T) = 1. Pokud dosadime rovnici (2.2.41) do

rovnice (2.2.42), potom po vydéleni P ziskdme

0A 9oB 1, , B
E—Er—k?aB —puB—r=0. (2.2.43)

Po dosazeni do okrajové podminky ziskame A(T,7T) = B(T,T) = 0.

Predpokladejme, ze v rizikové-neutralnim prostiedi je dynamika oka-
mzité spotové irokové miry

dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW (t). (2.2.44)
Je mozné ukazat (viz [6]), Zze pokud jsou funkce p a o ve tvaru

p(t,r(t)) = a(t)rt) + 4(),
(2.2.45)

o(t,r(t)) = VA()rt) + o)

a «, (3, v, ¢ jsou nendhodné funkce, potom ma model afinni ¢asovou struk-
turu.
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Pokud model mé afinni ¢asovou strukturu, tedy zname vyse uvedené
nendhodné funkce, muzeme dopocitat funkce A(t,T) a B(t,T) z rovnice
(2.2.41)%. Ty ziskdme fesenim soustavy oby¢ejnych diferencidlnich rovnic

0B ~B?
“taB-1—2 —
ot ta 2 ’
(2.2.46)
0A S B?
= _ BB+ — —
a PPt 0

s okrajovymi podminkami A(7,7) = B(T,T) = 0. Soustava (2.2.46) vznikne
dosazenim funkci (2.2.45) do diferencialni rovnice (2.2.43) tak, ze jeji koefi-
cienty u ¢lenu r° = 1 ddme do jedné rovnice a ¢leny u  do druhé.

2.3 Heath-Jarrow-Morton model

Modelovani arokovych sazeb pomoci short-rate modelt, tedy modeli vy-
chazejicich z dynamiky okamzitych spotovych trokovych sazeb, ma své vy-
hody. Hlavné co se tyce vybéru souvisejicich parametri (dynamik). Nicméné,
short-rate modely maji i sva uskali. Napt. kalibrace na ptivodni vynosovou
k¥ivku a zahrnuti kovariancéni struktury forwadovych sazeb je velmi tézké
dosédhnout zvlast pro modely, které se nedaji kalibrovat analyticky.

S prvni vyznamnou alternativou prisli Ho a Lee v roce 1986, ktefi mode-
lovali vyvoj celé vynosové kiivky pomoci binomického stromu. Jejich mys-
lenku v roce 1992 prevedli do spojitého casu Heath, Jarrow a Morton, kteri
vyvinuli obecny model (nékdy téz ramec) pro modelovani dynamiky tro-
kovych sazeb. Konkrétnéji, zvolili okamzité forwardové miry jako zakladni
veli¢iny modelu, odvodili bezarbitrazni strukturu stochastického vyvoje celé
vynosové kiivky, kde forwardové miry jsou zcela urceny strukturou svych
okamzitych volatilit. To je podstatny rozdil oproti bezarbitrazni jednofakto-
rové short-rate dynamice, kde volatilita okamzité spotové sazby sama o sobé
nestaci k charakterizaci modelu tirokové sazby.

2.3.1 Obecny model

Obecné, v ramci HJM modelu, pfedpokladame, Ze pro libovolné fixni 7'
mé okamzita forwardova mira f(¢,7) vyvoj (vzhledem k dané mite), ktery
muzeme zapsat nasledujici stochastickou diferencialni rovnici

df (¢, T) = m(t, T)dt + v(t, T)dW (), (2.3.1)

1Odvozeni i vypocet funkei je zaloZen na [20].
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kde W = (W4,...,W,) je Browntv pohyb (obecné vicerozmérny), v(t,T) =
(v1(t,T),...,v,(t,T)) je vektor adaptovanych procesti a m(t,T) je adapto-
vany proces. Nadale v textu budeme pracovat s jednorozmérnou verzi tohoto
modelu, tj. n = 1.

Model (2.3.1) neni nutné bezarbitrazni. Heath, Jarrow a Morton dokazali,
Ze neexistuje jednoznac¢na martingalova mira tak, aby funkce m byla volena
libovolné, ale musi zaviset na volatilité v. Néasledujici véta je podminkou
bezarbitraznosti modelu.

Véta 7 Pokud v modelu (2.5.1) wvaZujeme rizikové neutrdlni dynamiku hod-
noty bezkupdnového dluhopisu (2.3.3), potom plati
T
m(t, T) =v(t,T) /'U(t, u)du. (2.3.2)
t
Diikaz. Vime, ze plati nasledujici rovnost pro ¢t < T < T*
InP(t,T7*) —In P(t,T)
T -T '

kde f(t,T,T*) je forwardova sazba v ¢ase t na obdobi T" az T™*. Diferencial
této forwardové sazby je potom roven
dln P(t,T*) —dIn P(t,T)

df(t, T, T*) = e .

fT,1T7) =

Vyuzitim vztahu (2.3.4) ziskdme mésledujici rovnosti
1
dln P(t,T) = (r(t) — 502(15, T)> dt +o(t,T)dW (t),
1
dln P(t,T*) = (r(t) — 502(15, T*)) dt +o(t, T*)dW (t).

Odecteme-li od sebe tyto rovnice a vydélime T — T" dostaneme rovnici pro
zménu forwardové sazby ve tvaru

o?(t, T*) — o?(t,T) gt o(t,T*) —o(t,T)

df(t. T,77) = 2T —T) T —T

AW (t).

Abychom dostali spojitou verzi HJM modelu, pfejdeme limitné 7% — T k
rovnici

Jo(t,T) gt Jo(t,T)
oT oTr

Potom mitizeme zapsat rovnici pro zménu forwardové sazby ve tvaru

df (¢, T,T*) = o(t, T) AW (¢).

df (¢, T, T*) = m(t, T)dt + v(t, T)dW (1),
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kde

me1) = o(t.)2ET)
~ 0o(t,T)
v(t, T) = 5T
Vime, ze plati
T
[ Oa(t,u)
o(e.1) = [ 75,
f H/—/

v(t,u)

protoze o(t,t) = 0. Po dosazeni do m(¢,T") dostavame

T

m(t,T) =v(t,T) /'U(t, u)du.

t

Tento diikaz je prevzat z knihy [20].

Necht T je pevné a dynamika procesu hodnoty bezkupénového dluhopisu
P(t,T) vzhledem k rizikové neutralni mite je

dP(t,T) = r(t)P(t, T)dt + o(t, T)P(t, T)dW (¢), (2.3.3)

coz muzeme dle Itdovy formule upravit na
1
dln P(t,T) = <T(t) — 5a2(t,T)> dt +o(t, T)dW (). (2.3.4)

Sazba r(t) z pfedchozi rovnice je okamzita spotova trokova sazba, kterou se
zabyvala pfedchozi kapitola. Vime, ze plati rovnost

t t

ﬂm%ﬁ&ﬂz/WWMJLWﬁ:f@0+/#ww

0 0

Okamzita forwardova mira v c¢ase ¢ sjednana na cas t je zfejmé rovna oka-
mzité spotové mire r(t). Tedy po dosazeni rovnice pro zménu forwardové
trokové miry, viz rovnice (2.3.2), dostaneme rovnost

t t t

r(t) = f(0,t) —i—/’u(u,t)/'u(u, s)dsdu+/v(u,t)du. (2.3.5)

0 u 0
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2.3.2 Markovska vlastnost

V ramci HIM modelu neméa obecné okamzita trokova sazba markovskou
vlastnost. To znamen4, ze hodnota r(t) nezavisi pouze na jeji posledni znamé
hodnoté, ale na celé jeji historii. Tento fakt ¢ini vypocty této sazby, i vypocty
od této sazby odvozené, komplikovanéjsi. Nicméné existuje takova volba
volatility v(t, T') tak, aby sazba r(t) spliiovala markovskou vlastnost.

Markovska vlastnost r(t) je splnéna, volime-1i? volatilitu nasledné

U(t’T) = £(t)¢(T)’ (236)

kde £ a 9 jsou nendhodné a kladné funkce ¢asu. Po dosazeni do rovnice pro
okamzitou trokovou sazbu dostavame

t

()= £0.0+ [ eute) [ @us)dsdu+ v0) [ waww.

0
po upravé ziskame

t t t

r(t) = £(0,1) + (1) / £2(u) / (s)dsdu + p(t) / £(u)dWY (u).

0 0

Oznacime-li
At) = f(O,t)+w(t)/§2(u)/w(s)dsdu, (2.3.7)

potom derivace r(t), za predpokladu diferencovatelnosti, dle ¢ se rovna

dr(t) = A'(#)dt + ()t / B)dWV (u) + DIV (),

coz muzeme zapsat ve tvaru

r(t) — A(t
dr(t) = {A’(t) + W(t)%} dt +(t)E(t)dW (t).
V modelech okamzité trokové miry Ho-Lee a Hull-White je splnéna mar-
kovské vlastnost r(t). UkdZeme si podrobnéji model Ho-Lee v rdmci HIM.
U modelu Hull-White si uvedeme pouze tvar volatility okamzité forwardové
miry. Odvozeni dalsich modelti okamzité rokové sazby je popsano v [2].

2Tato volba volatility i odvozeni jsou zaloZena na [4]. Pro prehlednost budeme pouzivat
i stejné znaceni.
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Necht volatilita okamzitych forwardovych sazeb v(t,T) = o je konstatni
pro vSechna ¢, T. Potom po dosazeni do dynamiky forwardové sazby (2.3.1)
spliiujici bezarbitrazni podminku dle véty 7 dostavame

A ¢
f&,T) = f(0,T)+ /a/adsdu + /adW(u)

0 u 0
t t

= ﬂQTy+/a%T—umu+/}mV@y

Funkce ¢ a ¢ jsou konstatni pro vsechna ¢, T tak, ze

Y(t)=0 a &T)=1.
Potom dosazenim do rovnice (2.3.7) ziskame tvar

t

A@::f@w+/]&@m
0 tu)2

(o
2 )

= f(oat)—‘f_

ktery dale dosadime do rovnice pro r(t)

r(t) = f(0,t) + @ —I—a/dW(u).

Po zderivovani dostavame znamy tvar dynamiky modelu Ho-Lee

dr(t) = (w + 0215) dt + ocdW (t).

~~

b(t)

U Hull-White modelu je volatilita tvaru
v(t,T) = oe~ 2T,
kde a a o jsou konstatni. Funkce £, ¢ a A jsou tvaru

v(t) = o,
g(T) = e_aT7

t t

At) = f(O,t)+e“t/UZeZ““/easdsdu

0 u
2

:f@0+%ﬂ—€%?
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Dopocitani sazby r(t) a jeji dynamiky dr(t) pro Hull-White model je jiz
ziejmé.

2.3.3 Dvourozmérny pripad

Vzhledem k tomu, ze aplikaci HJM modelu ve spojité podobé si nebu-
deme uvadét v analytické casti této prace, uvedeme si nyni alespon priklad
chovani forwardovych sazeb v dvourozmérném piipadu HJM modelu. Kon-
krétné si ukdzeme pribéh forwadovych sazeb pro rizné doby do splatnosti.

Predpokladejme, Ze existuji dva rizikové faktory ovliviujici ndhodny vy-
voj forwardovych sazeb charakterizované dvéma riznymi Wienerovymi pro-
cesy W7 a Ws. Dale predpokladejme, ze tyto faktory jsou vzajemné nezavislé
a volatility maji tvar

w(t,T) = 0,001,
va(t,T) = 0,0009(8 — (T —t)).

Volatility jsou tedy funkcemi c¢asu - v; je konstatni a vy je funkci ¢,7 - a z
toho plyne, Ze i drift je funkci casu. Pocatecni okamzité forwardové sazby
jsme zvolili dle nasledujici tabulky

Splatnost | Forwardova sazba
0Y 0,069
1Y 0,072
3Y 0,076
5Y 0,079
10Y 0,082

Casovy krok je roven dt = 0,05. Nasledujici obrazek znazoriuje vyvoj
forwardovych sazeb za vyse uvedenych predpokladii.
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0.095 ;
0.090 |
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0.085 1 1y
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0075 — 5y
0.070 - ——10Y
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0 2 4 6 8 10
Cas(roky)

Obrazek 2.3: Vyvoj forwardovych sazeb simulovany HJM modelem s vyse
uvedenymi parametry

2.4 LIBOR Market Model

HJM ramec v sobé ukryva dvé zasadni nevyhody, které odrazuji od jeho
pouzivani. Prvni nevyhodou je, ze model je vyjadien pomoci okamzitych
forwardovych sazeb, které nejsou pfimo pozorovatelné na trhu. Druhou ne-
vyhodou je obtizna kalibrace modelu na ceny obchodovanych instrumentt.
Proto v roce 1997 navrhli Alan Brace, Dariusz Gatarek a Marek Musiela v
materidlu [3] alternativu - tzv. LIBOR Market model (nékdy také BGM mo-
del nebo Brace-Gatarek-Musiela model). LIBOR (London InterBank Offer
Rate) je trokova sazba na londynském mezibankovnim trhu. Je vyuzivana
jako referen¢ni sazba v trokovych derivatech (trokové swapy, collar - tj. cap
i floor) a na zdkladé této sazby jsou kétovany forwardové kontrakty (FRA -
forward rate agreement). Tato sazba je Girocena jednoduse. Model lze samo-
ziejmé vztahnout k jakékoliv dalsi mezibankovni tirokové sazbé se stejnou
charakteristikou, napr. PRIBOR, EURIBOR.

LIBOR Market model si miizeme predstavit jako diskrétni verzi HJM
modelu. Tento model je mezi tradery velmi oblibeny vzhledem k tomu, ze
muze ocenit libovolny kontrakt , jehoz penézni toky se daji rozlozit na funkce
pozorovanych forwardovych sazeb. Nadale v textu budeme pracovat s dis-
krétnimi, na trhu pozorovatelnymi, forwardovymi sazbami, tj. sazbami, které
jsou kétované na trhu.

V této kapitole budeme k LIBOR Market modelu pfistupovat stejné jako
John Hull (viz [10]). Tento piistup je ndzornéjsi z hlediska diskretizace HJM
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modelu i z hlediska implementace nez pfistup trojice BGM.

2.4.1 Odvozeni modelu

Necht ¢ty = 0,%1,... jsou obnovovaci ¢asy capu (reset times), které jsou
dnes obchodované na trhu. Mizeme volit naptiklad obnoveni po pololeti, tj.
t1 = 0.5,t, = 1,... Definujme 7; = t;4; — t;. Déle necht P(¢,7T) je opét
cena bezkupénového dluhopisu v Case t se splatnosti v ¢ase 17" a L(t,t;,t;11)
je forwardovy LIBOR v case t se zacatkem v case t; a splatnosti v Case
tj+1. Piipomenme, Ze cena bezkupénového dluhopisu se stejné jako v HJM
modelu Fidi dynamikou (2.3.3). Vztah mezi forwardovou sazbou a cenou
bezkuponového dluhopisu je

P(t,t;)
P(t> tj-l—l) ’

kde L(t, ;) je forwardova sazba domluvena v case ¢ na obdobi t; a ¢4
vyjadiena pomoci ¢asového obdobi 7;. Diskontni faktor je roven

1
1 + TjL(t, Tj) ’

L+ L(t,tj,tj41) = 1+ L(t, ty,t; +75) = 1+ 7;L(¢, 75) = (2.4.1)

(2.4.2)

Jesté jednou poznamenejme, ze pouzivame jednoduché troceni narozdil od
spojitého, které je ve finanéni matematice (zv1ast pti ocenovani akcii a jejich
derivati) pouzivanéjsi.

Az doposud jsme uvazovali jako numeraire bankovni tcet (viz definice
13). Nyni je forwardova sazba martingalem vzhledem k hodnoté dluhopisu,
tj. numeraire je nyni cena dluhopisu. Tato technika se nazyva zména nu-
meraire, kdy hodnotu bankovniho u¢tu B(t) nahrazujeme hodnotou jiného
aktiva X*(t). Disledkem zmény numeraire je i zména rizikové neutralni miry
vyjadfend pomoci Radon-Nikodymovy derivace (viz definice 9). Formalné je
tato technika pro obecnou zménu numeraire popsana v [4]. Pro lepsi ori-
entaci v textu budeme zménu miry pii zméné numeraire na X*(t) znacit

Q{X*(1)}-

V rizikové neutralnim prostiedi je sazba L(t,7;) Q{P(t,t;)}-martingal,
tj. vzhledem k numeraire P(t,t;), kterd se idi dynamikou

dL(t, 1) = ap()L(t, 7)dW (), (2.4.3)

kde W(t) je Wienertv proces vzhledem k mife Q{P(¢,1;)}, ay je volatilita
forwardovych sazeb v case t. Nadale v této kapitole budeme uvazovat miru
Q{P(t,t;)}, pokud nebude feceno jinak.

V praxi se ukazuje, ze je vhodnéjsi ocenovat tirokové derivaty ve forwar-
dovém rizikové-neutralnim prostredi vzhledem k bezkupénovym dluhopisiim
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se splatnosti v dalsim c¢ase obnovy capu. Tzv. rolujici forwardové rizikove-
neutralni prostiedi (dle [11] rolling forward risk-neutral world). V tomto
prostfedi mizeme pomoci sazby bezkupdénového dluhopisu v ¢ase t;, se splat-
nosti v ¢,y diskontovat z ¢asu ;.1 do casu t;. Necht i(t) je index dalsiho
data obnovy capu v ¢ase t, tj. i(t) = min{k € N;¢ < t;}. V rolujicim for-
wardovém rizikové-neutralnim prostiedi je forwardova sazba Q{P(t,t;y))}-
martingalem. Pak se v tomto prostfedi sazba L(t, 7;) fidi dynamikou

dL(t, 7i,) = ar(t)[oiw (t) — oppr (O] L(E, To)dt + ar(t) L(t, 73)dW (t). (2.4.4)
Rovnici (2.4.1) miZeme upravit na tvar

P(t,t;)
P(ta thrl)

Na obé strany rovnice pouzijeme Itéovo lemma, protoze cena dluhopisu i
forwardova sazba jsou ndhodné a ¥idi se vlastnimi stochastickymi diferen-
cidlnimi rovnicemi. Poznamenejme, Ze nyni pouzivame forwardovou miru
(Q{P(t,tj)}) z forwardové rizikové-neutralniho prosttedi, tj. rovnici (2.4.3).
Porovname-li koeficienty u Wienerova procesu ziskame

1 +TjL(t,Tj) '

o3(t) = 0y (1) = (2.4.6)
Po dosazeni tohoto vysledku do (2.4.4) se L(t, ;) v rolujicim forwadovém
rizikové-neutralnim prostiedi ridi dynamikou

k

7 L(t, ;) L(t, 1) o () v (8)
Lit,) = Y ;) ’ dt L(t, 7p)dW (t). (2.4.7
! i() 1+ 7;L(t, 7;) ¥ ouLih AW (D). ( )
j=i

Zminili jsme, ze HJM model je limitni verzi LIBOR Market modelu. To lze
dokazat z predchozi rovnosti, kde 7; — 0. Rovnici (2.4.7) mtizeme prepsat
na

k
Qo t
AL(t, ;) = L(t, 7)ot Z(t . ( T])+ak(t)L(t,Tk)dW(t)
J=

Pokud posleme limitné 7; k nule, potom a; L(¢, 7;) jde k okamzité forwardové
volatilité v case ¢ a Clen

i L(t Tj

- L(t,7;)

jde k

173

/v(t, w)du.

t
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Nyni je jiz vidét, ze
2%
dL(t, ) = v(t,tk)/v(t,u)du dt +v(t, t)dW ().

t

2.4.2 Forwardové volatility

Zjednodusme si vySe popsany model tak, Ze funkce ay(t) je funkei pouze
celych obdobi mezi datem obnovy capu a ¢asem ;. To znamend, Ze nas ne-
zajima, kdy dany okamzik obnovy capu nastane, ale za jak dlouho nastane.
Necht A; je hodnota funkce ay(t), kde j je pocet vySe zminénych obdobi.
Z toho plyne, Ze oy(t) = Ax_iq) je schodovita funkce. Teoreticky muzeme
hodnoty A; odhadnout pomoci volatilit, které byly pouzity k ocenéni ca-
pleti® pomoci Blackova modelu, tzv. spotové volatility. Pfedpokladejme, Ze
s; je Blackova volatilita, kterd odpovida obdobi mezi ¢; a t; ;. Forwardové
volatility ziskame iterativné pomoci vztahu

J
S?t]‘ = Z Ai_iTi_l. (248)
i=1

V praxi se pouzivaji ekvidistatni casové okamziky, tj. 7; jsou stejné pro
vsechna j. Vice o stanoveni forwardovych volatilit na zakladé realnych dat
je popsano v kapitole 2.6.

2.4.3 Implementace modelu

Nejpouzivanéjsi implementaci LIBOR Market modelu je simulace Monte
Carlo*. Pokud dosadime forwardové volatility

Ozk(t) = Ak;—i(t) (249)

do rovnice (2.4.7) dostavame vztah

dL(t, ) k TN L(t, 75)
— = Ay Ap_iy L(t, 7 ) dW (t). 2.4.10
Lit.,m) " (t)j;(t) T, Lt ) i MO m)dW (D). (2410

Pomoci Itoova lemmatu miizeme tuto rovnici upravit na pouzitelnéjsi tvar

k 2

L t 1 A —q A'—i A —i
dnL(t,m) = | > = (’T]ijr(“ G ’“2 O dt+ Ay dW (1)
j=i(t) !

(2.4.11)

3Caplet je cap s jednim vyplatnim datem, tj. cap lze chapat jako portfolio capletii.
4Monte Carlo simulace je podrobné popséana i s aplikacemi v [27]
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Pti samotné aplikaci tohoto vypoctu predpokladame, ze pro drift plati L(¢, ;)
= L(t;,7;) pro t; < t;11. Potom

k 2
) — ) § : TjL(tiaTj)Aj—i—lAk—i—l B Ak,i,1 .
L(t]+1’ Tk) - L(tj’ Tk) exp { Li-{-l 1 + TJL(tZa 7—]) 2 TZ

kde ¢ je ndhodna veli¢ina se standardizovanym norméalnim rozdélenim

(e ~ N(0,1)).

2.5 Ocenéni opci

V této kapitole se budeme zabyvat ocenénim evropskych opci pomoci
vyse uvedenych modelti. Nebudeme zde odvozovat Black-Scholesiiv model,
tomu se vénuje velké mnozstvi publikaci napt. [7], [5]. Poznamenejme vsak,
ze cena evropské call-opce, resp. put-opce, v okamziku expirace 7" ma hod-
notu

max{Sr — K;0}, resp. max{K — Sr;0},
kde St je cena podkladového aktiva v ¢ase T' a K je realiza¢ni cena (angl.
strike-price).

V okamziku t < T je cena evropské call-opce ¢(t), resp. put-opce p(t),
rovna

D(t,T)E[max{Sy — K;0}|S;], resp. D(t,T)E[max{K — Sz;0}|5]
kde D(t,T) je diskontni faktor. Vysledkem je
c(t) = S, ®(d) — KD(t, T)®(d — o/T —t),
resp.
p(t) = =S, ®(—d) + KD(t, T)®(—d + ov/T — 1),
kde @ je distribu¢ni funkce rozdéleni N(0,1).

Cena evropské opce v case t s realizacni cenou X, expiraci T' s bez-
kupénovym dluhopisem jako podkladovym aktivem se splatnosti v ¢ase T
byla odvozena Farshidem Jamshidianem v ¢lanku [15]. Jamshidian vyuzil
znamého rozdéleni 7(7") a do podminéné sttedni hodnoty E; [D(t,T)H(T)]
dosadil H(T) = max{P(T,T*) — X}. Odvodil, Ze cena opce na bezkupénovy
dluhopis je rovna

ZBO(t, T, T, X) = a[P(t, S)®(ah) — XP(t,T)®(a(h — X(t,T)))],
(2.5.1)
kde o = 1, resp. @ = —1, pro call-opci, resp. put-opci. Parametry h a X(¢,T)
si uvedeme u Hull-White modelu.
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2.5.1 Short-rate modely

Ukazeme si aplikaci metodiky ocenéni opci i na Hull-White a Ho-Lee
modelu. Nebudeme zde uvadét ocenéni opce pro Vasickiiv model, protoze
je, az na ceny bezkupoénovych dluhopisti, ekvivalentni Hull-White modelu.

Nejdiive odvodime cenu evropské call-opce (resp. put-opce) na bezkupé-
novy dluhopis a cenu capu (resp. flooru) pomoci Hull-White modelu. Oce-
néni pomoci Ho-Lee modelu probiha analogicky, proto oba modely uvadime
v ramci jedné kapitoly.

Jiz. vime, ze Hull-White model ma afinni strukturu casovych mér, tedy
hodnotu bezkupénového dluhopisu mtizeme vyjadrit ve tvaru

Kvli dalsim vypoc¢tiim si pripomenme i tvar funkce B

1— efa(Tft)
B(t,T) =
(t,1) ==
Jako prvni ocenime evropskou call-opci, kde podkladovym aktivem je bez-
kupoénovy dluhopis se splatnosti 7. Tato opce mé realiza¢ni cenu K a expi-
ruje v case T', predpokladame, ze T' < T™. Vyplatni funkce v ¢ase expirace
T je rovna

Uou(T) = max{(P(T,T*) — K);0}. (2.5.2)

Volme bezkupoénovy dluhopis s casem expirace v case T' jako numeraire,
potom je proces Z(t) definovan jako

P(t,T%)
200 = 5

Je zapotiebi ukazat, ze proces Z(t) ma nendhodnou volatilitu. Po dosazeni
rovnice pro bezkupoénovy dluhopis dostavame

Z(t) = exp{A(t, T*) — A(t, T) — (B(t,T*) — B(t,T))r(t)}.

Na proces Z(t) pouzijeme Itéovu formuli a vyjde nam koeficient u Wienerova
procesu ve tvaru

at

o4(t) = —o(B(t, T*)—B(t,T)) = — = (—e T 4 ¢=oT=) = _T°_ (g=aT _ o—aT")

a a

Potom cena evropské call-opce za vysSe uvedenych podminek dle Hull-White
modelu je

Call(P(t,T*),t,T,T*, K) = P(t,T*)®(h)— K P(t,T)®(h—X(t,T)), (2.5.3)
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ke 1 . PALT ST
po Lo, PeT) BT
St KPT) 2

(2.5.4)

YAt T) = /Tag(u)du

2

T
— g /€2au (e—aT o e—aT*>2du
t

a?
2
_ % (€2aT B 62at) (e’“T _ e,aT*)g
= ;_:3(1 _ 672a(T—t)) (1 - e*a(T*fT))Q’

takze po par algebraickych upravach a dosazeni funkce B dostaneme

1 — e—2a(T-t)

(t,T) =

B(T, T"). (2.5.5)

Pomoci put-call parity mtizeme analogicky ocenit put-opci na bezkupoénovy
dluhopis se stejnymi parametry ve tvaru

Put(P(t, T*),t,T,T*,K) = —P(t, T*)®(—h) + KP(t,T)®(—h + X(t,T)),
(2.5.6)
U modelu Ho-Lee se zméni pouze ¢len o4(t), ktery je po stejném postupu a
dosazenim funkce B(t,T) =T — ¢ roven

oz(t)=0(T"—T). (2.5.7)

Oba typy opci se oceni stejné jako u Hull-White modelu s vyjimkou ¢lenu
(t,T), ktery je roven

YAt T) = / oy (u)du

t

= (T —THXT —1t), (2.5.8)

po odmocnéni

X(t,T)=0B(T,T*)\/B(t,T). (2.5.9)
Nyni si ocenime cap (tirokovou call-opci) - floor (irokovou put-opci) dopoéi-
tame put-call paritou - pomoci Hull-White modelu. Uvazujme cap sjednany
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v Case t s expiraci v Case T' na turokovou sazbu ¢ na obdobi 7 =T* — T a
realizacni sazbou X. Hodnota vyplatni funkce v ¢ase expirace opce je rovna

1 :
i max(7(i — X);0)

Ueop(i, T, 7, X) = ]

Odvodime cenu capu pomoci put-opce s expiraci v ¢ase 1" na bezkupénovy
dluhopis se splatnosti v ¢ase T'4+ 7 = T™. Nejdrive si ukazeme, jaky je vztah
mezi vyplatnimi funkcemi capu a put-opci

1
U (i, 7,7, K) = max (K— 1+i7';0)

1
= —max (K + 17K — 1;0)
1+7

K o 1-K 0
= max 7 — :
147 ’ TK ’

1-K
= KV, (i,T, T, ) .

TK
7 rovnice 1 K
X ="—
TK
vypocitame hodnotu K, kterd se rovna
1
K = :
1+7X

Potom miizeme vztahnout tuto rovnost k casu t, ve kterém dostavame rov-
nost

1
Cap(t,T,7,X) = (1 X)Put | P(t,T"),t,T,T" . 2.5.10
(0.7, X) = (L4 7 X)Put (POT)ATT ) (2510

Pro floor je rovnost ve tvaru

1
Floor(t,T,7,X) = (1 +7X)Call (P(t,T*),t,T, T, ] +7’X) . (2.5.11)

Hodnotu capu a flooru lze samoziejmé vztahnout k modelu Ho-Lee i Va-
sickovu modelu. Lisit se budou pouze v hodnotéch call-opci, resp. put-opci,
jejichz vypocet jsme u vSech modeld uvedli.

2.5.2 LIBOR Market model

Pfipomenme, Ze pracujeme s mirou Q{P(t,t;)}. Dynamiku forwardové
LIBOR sazby jsme si zavedli ve tvaru

dL(t, Tk) = Oék(t)L(t, Tk)dW(t), t<Tp_q,
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kde L(t,7,) = L(t,Tk, T + 7). UkdzZeme si ocenéni capletu s expiraci v
case T}, s realizacni sazbou K, s obnovenim v c¢ase Tj_;. Vyplatni funkce v
okamziku expirace je rovna

max{L(t, ;) — K;0}.

To znamena, ze caplet vyplaci v okamziku expirace T}, rozdil mezi sazbou
v case T} se splatnosti v Ty + 7 obnovenou (resetovanou) v case Tp_; a
realizacni sazbou K.

Abychom ziskali cenu evropské call-opce je potieba spocitat stiedni hod-
notu ve tvaru

Elmax{L[t, ] — K;0}]. (2.5.12)

Pro ocenéni trokové opce je pro nas dulezité, ze se jedna o logaritmicko-
normalni model (tj. trh se chova lognormalné) s nulovym ¢lenem u dt. Jelikoz
se jedna o lognormalni trh, mizeme pouzit klasicky Black-Scholesiiv vzorec
pro ocenéni opce na akcii, ale nyni nasi ,akcii“ bude forwardova LIBOR
sazba, ,realizacni cena® je realizaéni sazbou a volatilita je rovna ay(t). Na
zékladé téchto tvah je v [4] uvedeno a postupné dokézano toto tvrzeni.

Tvrzeni 1 Cena capletu na sazbu modelovanou pomoci LIBOR Market mo-
delu se rovnd odpovidajicimu Blackovu vzorci pro caplet, tj.

Capletripor(t, e, Ty—1, T, K) = Capletgiaer (t, e, Th—1, Tie, K, vg)
= P(t, Tk)TkBlack(K, L(t, Tk), Uk),

Black(K, L(t, 7),vr) = FE[max{L(t,7x)— K;0}]
= L(t, Tk)q)(d) — K(I)(d — Uk),

In(L(t, 1)/ K) + vi/2
VL ’

d=

kde
Ty,

vi = /(xﬁ(s)ds.

t

Predpokladejme, ze volatilita ai(t) = « je konstatni. Potom se vypocet
zjednodussi na znaméjsi formu Blackova vzorce

vi = o*(Tp —t)
In(L/K) + o*(T), — t)/2.

d =
Oé\/Tk —t
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2.6 Kalibrace modelu

Vyse uvedené modely obsahuji parametry, které je zapotiebi odhadnout.
V uvedenych prikladech jsme tyto parametry volili libovolné, bez ohledu
na dnesni a historicky pozorovana data. Obecné chceme, aby tyto modely
byly co nejpfesnéjsi vzhledem k dnesnim a historickym dattm, a aby co
nejlépe odhadovaly budoucnost. Tato technika se nazyva kalibrace modeli
na skutecna data.

Kalibrace modeld na realné data, napt. na ceny bezkupdénovych dluho-
pisti, probiha tak, Ze nejdiive chceme, aby ceny bezkupoénovych dluhopisi
byly stejné jako dnesni napozorované ceny. Tyto ceny jsou vychozim bodem
pro vypocet cen dluhopisi v budoucnosti. Zaroven je také zapotiebi zahr-
nout do vypoctu tzv. trzni cenu rizika nebo ekvivalentné pomoci Girsano-
vovy véty zménit rizikové netutralni miru ¢ na miru P (tj. stfedni hodnota
je ted vzhledem k mite P), kterd odpovida skutecnosti. Je tieba zdiraznit,
sazeb. Rizné metody kalibrace mohou davat pro stejny model velmi odlisné
vysledky:.

2.6.1 Vasickuv model

Vasicktiv model je jednim z modelti, které miizeme kalibrovat analyticky.
Obecné mtzeme volit rizné metody kalibrace. V této kapitole budeme Va-
sicktiv model kalibrovat pomoci metody maximéalni vérohodnosti (viz [1]).
Déle bychom mohli kalibrovat model na ceny opci (viz kapitola 2.5.1), na
trhu zprostiedkovatelné pomoci implikovanych volatilit, nebo bychom model
mohli fitovat na vynosovou kiivku (obecnd metoda fitovani vysonové kiivky
je popséana v [4], v riznych softwarech se vyuziva regresni model (viz [1]).

Z kapitoly (2.2.1) vime, Ze r(t) maji normélni rozdéleni. Ozna¢me v? jako
rozptyl r(t) a necht § = e=**=%) kde ¢ — s je rovno jednomu dni. Uvazujme,
ze mame k dispozici n pozorovani sazeb r = (rg, ..., 7,_1). Potom

Ti+1 :97}4—6(1—9)—'—6“ (261)

kde g; ~ N(0,v?). Vérohodnostni funkce vypada nasledovné

n—1
1 T’Z'—HTZ‘_ —b(1-20 2
L(r,0,b,0%) = H \/ 52 OXP {—( 121}2 ( ) } (2.6.2)
1=1

a logaritmus z vérohodnostni funkce

1 \7 SOy~ b(L—6))
, 202 '

22

logL = log< (2.6.3)

=1
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Odvodime parcialni derivace a polozime je rovny nule

dlogL 1 \

00 22 '22 (ri = Ori_y —b(1 = 0))(b—ri_1) =0,
dlogL 1 Zn

35 — _2U_2 .92 ' (T’Z- — HTi_l — b(]_ — 0))(0 — 1) =0.

Po upravé dostavame nasledujici rovnice
> (ri—Oriy—b1-0)(b—ris1) = 0, (2.6.4)

(ri — Oriy —b(1— 0))(0—1) = 0. (2.6.5)

Poté dopocitdme z rovnice (2.6.5) hodnotu pro b

n—1

0 —1)(n—1)b(1—0) = Z (ri —Or;i_1)(0 — 1) (2.6.6)
1 n—1

Po roznasobeni rovnice (2.6.4) dostavame

n—1 n—1 n—1
Zbrz QZbrl 1—(n—1)6%(1-0) eri_ﬁezri{l +) (1= 0)riy = 0.
1= =1 i=1

Po dosazeni za b z rovnice (2.6.7) a po nékolika algebraickych tpravach
ziskame rovnici

n—1 n—1 2 n_1 n—1
nilzm12n (Zn 1) _Zririfl"‘ezrgq - 0
‘ i=1 ;
n—1 n—1 n—1 2 n—1 1l
ri_lzri—9<2m_1> —(n—l)Zrzrl 1—1—0(n—1)z ri, = 0.

i=1 1=1

1=

Z predchozich tprav jiz dostavame vzorec pro odhad parametru 6. Tento
odhad budeme znacit # a je roven

— n—1 n—1
R (n—l)z Tzl_zrizri—l
0= =l =1 =l (2.6.8)

(n— 1)"2 (";1 m)Q



7, predchozich vypocti miizeme odvodit i hodnoty ostatnich parametrt
modelu

log <§>
~ 2.6.9
a P (2.6.9)
n—1 n—1 n—1
(n - 1) riri—1 — Z T Z Ti—1
o 1 i=1 =1 =1
= —— log (2.6.10)

b= = . (2.6.11)

Pomoci rovnice (2.2.6) mtzeme dopocitat i odhad posledniho parametru
Vasickova modelu jako

221,\721 <T’Z' - é\ri_l —/b\(l - 5))
(n—1) (1 —exp{—2a(t — 5)})

2
v? : (2.6.12)

2.6.2 Ho-Lee model

Ptipomenme, ze Ho-Lee model je zadan rovnici
dr(t) = b(t)dt + odW (t).

Tento model ma afinni strukturu, protoze stochastickou diferencialni rovnici
lze zapsat ve tvaru (2.2.44), kde

Po dosazeni téchto funkci do soustavy obycejnych diferencialnich rovnic
(2.2.46) ziskdme nasledujici soustavu

dB(t,T))
ot
(2.6.13)

0A(t,T) o? 2
T—b(t)B(t,T)—FEB(t,T) = 0.

49



B(t,T) mtzeme vypocitat samostatné

oB(t,T)) )
— = -
/dB(s,T) = —/ds
B(T, Ii) —-B(t,T) = —(l::T —t)
——

=0
B, T) = T—t.

Nyni muzeme B(t,T) dosadit do druhé rovnice

2

OACT) _yype 1)+ ZBET? = 0
ot 2
T

/ dA(s, T) =

t

b(s)(T — s)ds — %/ (T — s)%ds

2

AT, T) — A, T) = [ b(s)(T — s)ds — %(T )3

Tty TS

A T) = —/b(s)(T—s)ds+%2(T—t)3.

t

Funkci b(t) znédme, volili jsme ji tak, abychom modelem fitovali poc¢ateéni
hodnotu bezkupénového dluhopisu (viz rovnice (2.2.12)). Pokud funkei b(t)
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dosadime do A(t,7T") dostaneme
T 5 )
A, T) = —/ (M + 023) (T — s)ds + J—(T —t)?
Os 6
t

T

— /afgis /as — 8)ds + 62(T—t)3

t
T

- -/ (afgi’s)@—s)w(o,s)—f<o,s>)ds

o2 (T3 — 3Tt* — 23) 02(T —1)3
5 +

_ /af(oS /fOS 3——t(T—t)

t

T
o2
= f(0 -I—/dlnPOs 215(T—15)2

dle véty 5
2

— £(0,6)(T —t) +1In P(0,T) — In P(0,t) — %t(T — )2,

Funkce A(¢,T) pro Ho-Lee model se uvadi ve tvaru

P(0,T) o?

A(t,T) =1n P00 +10.(T = 1) = 4T - t)?,

nebo ve tvaru

P(0,7) 0lnP(0,s) o2 5
POD) B (T—t)—?t(T—t) :

A(t,T)=1n

Ozna¢me PM(0,T) pocatecéni napozorované ceny bezkupénovych dluhopisii
se splatnosti v ¢ase T' a P(0,7") jsou modelové ceny. Empirické forwardové

sazby fM(0,T) se rovnaji

&1n PM(0,T)

fM(O>T) == oT

Nyni nam jen staci dosadit pocatec¢ni trzni hodnoty dluhopisti do piipravené
funkce b(t), spocitat funkce A a B a dosadit do rovnice pro P(¢,T). Funkce

b(t) je po dosazeni ve tvaru

9 (0, 1)

b(t) = 5+ ot (2.6.14)
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a budouci hodnota bezkupnového dluhopisu je rovna

J%LT):é%%%%&mp{—ggiégbiuﬂ—w—f%ﬂT—QZ—(T—wdw}.
’ (2.6.15)

Kalibraci volatility o zde nebudeme ukazovat. V ramci této prace budeme
predpokladat, Ze o je konstantni a budeme ji odhadovat jako smérodatnou
odchylku absolutnich vynost okamzité spotové sazby prislusnou danému ob-
dobu (napf. denni). Vice o zobecnéné volatilité i jeji kalibraci lze najit v [4].

2.6.3 Hull-White model

Pripomenme, ze Hull-White model je zadan rovnici
dr(t) = [b(t) — ar(t)]dt + ocdW ().

Tento model ma afinni strukturu, protoze stochastickou diferencialni rovnici
lze zapsat ve tvaru (2.2.44), kde

Po dosazeni téchto funkci do soustavy obycejnych diferencialnich rovnic
(2.2.46) ziskdme nasledujici soustavu

OB(t.T) B
LGB T) = -1,
B

: (2.6.16)

0A(t,T) o2 2
—— ~bOBET)+ 5 BT = 0.

B(t,T) mizeme opét vypocitat samostatné, ale nyni zavedeme pocateéni

podminku In B(T,T) =0
oB(t,T
AT iy — 4

Tuto obycejnou diferencidlni rovnici spocitame pomoci variace konstant.
Nejdiive dopocitame partikularni reseni

0B(1,T))
G2 - uB(LT
oy aB(t,

)
—InB(t,T) = (T —1t)+c(t)
B(t,T) = c(t)e 1



po zderivovani a dopo¢itani oby¢ejné diferencialni rovnice pro ¢(t) dostaneme

1— —a(T—t)
B(t,T)=—°

a

Nyni mtzeme B(t,T") dosadit do druhé rovnice

AL T) bo(t) 1 —e Tt 42

T (1~ a0\ _

ot a i 2a? (1-e )
Funkci b(t) znédme, volili jsme ji tak, abychom modelem fitovali poc¢atecéni
hodnotu bezkupénového dluhopisu (viz rovnice (2.2.29)). Pokud funkei b(t)

dosadime do A(t,7T") dostaneme

T T
A, T) = 1 /b(s) (1- e’“(T’s)) ds + L (1- e"‘(T’s))2 ds
' a 2a?
t t
[ [9£(0.5) :
1 O, S o —2as —a(T—s
_ ‘a/{ O0) 4 ap0.9+Z (1 )} (1 e-om=) g
t
, T
9 _ _—a(T—s 2
t
Pro zintegrovani ¢lenu %e‘“@_s) vyuzijeme derivaci slozené funkce
—a(T—s
af(oa S) efa(Tfs) + af(O, S)efa(Tfs) _ af(oa 8)6 ( )
Js 0s

Po zintegrovani, nékolika algebraickych tpravach (nebudeme zde uvadét) a
vyuziti véty 5 dostaneme rovnost

P(0,7) 1 —eaT=t) 42 ooy (1= emaT=0N?
A, T) = m—2 H—— T (e (—

S————— N ~ _
B(t,T) B(t,T)2
ktera se nékdy uvadi ve tvaru
P(0,T7) 0lnP(0,1) o? 9 72
A, T) =1 L — " B(t,T) — —B(t,T)* (1 —e ™).
(tT) =In P(0,t) ot &) 4a t.7) ( ‘ )

Stejné jako u Ho-Lee modelu dosadime pocateéni trzni hodnoty bezkupo-
nového dluhopisu do budouci hodnoty. Opét jsme volili funkei b(t) tak, aby
model fitoval pocatecni vynosovou kiivku, takze

PM(0,T) = P(0,T).
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Potom
PM(0, T In PM(0,t o2
P, T) = % exp {—aa—t(o’)B(t, T)~ BT (1 )
(2.6.17)
Hull-White model, narozdil od Ho-Lee, obsahuje jesté konstantu a, kterou
je také zapotfebi dopocitat. Tato konstanta se odhadne tak, Zze modelové
ceny urokovych opci (capt, resp. floorit) se nafituji na trzni ceny trokovych
opci. Vypocet modelové ceny opce pomoci Hull-White modelu byl ukazan v
kapitole 2.5.1.

2.6.4 LIBOR Market model

U LIBOR Market modelu, stejné jako u ostatnich modeld je nékolik
zpusob1, jak model kalibrovat na realné data. Konkrétné chceme spocitat
forwardové volatility A; zminéné v kapitole 2.4.2.

Mizeme postupovat dle rovnice 2.4.8, nicméné v praxi se tento postup
nevyuziva, protoze vede k vyraznym vykyvam volatilit A;.

Dalsi moznosti je model kalibrovat na ceny capleti, jejichZ ocenéni jsme
si uvedli v kapitole 2.5.2. Kalibraci provadime na aktudalni trzni ceny capletu,
takze cas t nahradime ¢asem 0. Dle tvrzeni 1 se aktualni ceny capletu rovnaji

Capletripor(0,Ty—1, T, K) = Capletprack (0, Tx—1, Tk, K, vg)
= P(O, Tk)TkBlaCk(K, L(O, Tk), Uk),

Black(K, L(0,7),vx) = E[max{L(0,7,_1)— K;0}]
= L(O, Tk)q)(d) — K(I)(d — Uk),

kde v, se nezméni.

Ackoliv je tato metoda konzistentni s konstrukci LIBOR Market modelu,
mezi praktiky je oblibenéjsi metoda kalibrace na ceny evropskych swapci
(opce na swap)®. Nicméné obecné nejvic vyuzivana metoda kalibrace LIBOR,
Market modelu je minimalizace sumy kvadrati rozdilu mezi trzni cenou
1-tého kalibrovaného instrumentu, ozn. X; a modelovou cenou, ozn. Y;, s
pfi¢tenim tzv. penalizacni funkce®, tj.

min {Z(XZ — Yi)2} + P,

i

kde P je tvaru
P = Z wy i (A — Ay) + Z wa (A1 + Aiy — 2A5)%,

5Tuto metodu kalibrace si uvadét nebudeme. Jeji podrobnéjsi popis, stejné jako ocenéni
swapce, 1ze najit v [9]
SPenalty function, viz [11].

04

— B(t, T)r(t)} .



kde wy,; a wy; jsou vahy, které jsou voleny na zakladé zkusenosti tak, aby
byla zajisténa hladkost volatilit A;.

Penalizac¢ni funkce P slouzi k tomu, aby se volatility A; chovaly ,hezky*,
tj. aby naptriklad nedochazelo k velkym skoktim.

7 posledni uvedené metody plyne, ze si mizeme dosadit libovolné akti-
vum, napi. caplet nebo swapci. Dalsi metody kalibrace zamétené primo na
LIBOR Market model jsou popsany v [26].
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Kapitola 3

Analyticka cast

3.1 Popis obchodu a vstupni data

V této kapitole je popsan skutecny obchod uzavieny mezi stranou A a
stranou B. Konkrétné se jedna o nestandardni tirokovy swap z hlediska dvou
plovoucich sazeb, zahrnuti collaru a vypoctu vsech sazeb ke dntim splatnosti.
Obé strany si nepreji byt zvefejnény vzhledem k tomu, Ze tento obchod jesté
neni vyporadan (viz kapitola 3.1.1).

3.1.1 Konfirmace obchodu

Konfirmace je pisemnym dokumentem obsahujicim konkrétni podminky
obchodu uzavieného mezi stranou A a stranou B. Zakladni idaje z konfir-
mace potfebné k ocenéni zminéného trokového swapu jsou nasledujici:

Obecna ustanoveni

Datum uzavreni obchodu 19.6.2006
Pocatecéni datum 19.3.2006
Konec¢né datum 19.3.2013 s vyhradou tupravy

podle Modified Following Busi-
ness Day Convention (jak je tento
pojem definovan v [13])

Nominalni castka 5 389 000 000 CZK
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Pohyblivé castky

Platce pohyblivych castek

Platebni dny platce pohyblivych
castek

Pohybliva sazba

Metoda vypoctu Pohyblivé sazby

Urokové baze pro v§podcet
Pohyblivé castky

Vypocet Pohyblivé castky

Uprava posledniho dne
Urokového obdobi

Obchodni dny pro platby

a7

Strana A (dale jen ,banka®)

Kazdorocné kazdého 19.3., poci-
naje 19.3.2007 a konce Kone¢nym
datem, s vyhradou upravy podle
Modified Following Business Day
Convention (jak je tento pojem
definovan v [13])

5,55% - Spread

Spread = 10Y (10-letd) CZK swa-
pova sazba minus 2Y (2-letd)
CZK swapova sazba, stanovena
zpétne

Actual /360 (jak je tento pojem
definovan v ramci definice Day
Count Fraction v dokumenu [14])

Nominalni ¢astka x Pohybliva
sazba x Urokova béze pro vipo-
cet Pohyblivé castky

Upraven podle Modified
Following Business Day Con-
vention (jak je tento pojem
definovan v [13])
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Pohyblivé castky

Platce pohyblivych castek

Platebni dny platce pohyblivych
castek

Pohybliva sazba

Zv14stni ustanoveni

Strana B (déle jen ,investor)

Kazdorocné kazdého 19.3., poci-
naje 19.3.2007 a konce Kone¢nym
datem, s vyhradou upravy podle
Modified Following Business Day
Convention (jak je tento pojem
definovan v [13])

CZK PRIBOR 12M + 1,55% za
podminek nize uvedeného Zvlast-
niho ustanoveni

v obdobi od 20.3.2006 do 19.3.2007: CZK PRIBOR 12M + 1,55%

v obdobi od 19.3.2007 do 19.3.2013: CZK PRIBOR 12M + 1,55%:

maximélni sazba 6,00% p.a. a minimdlni sazba viz nize:

pro Urokové obdobi konéici dnem 19.3.2008:
pro Urokové obdobi konéici dnem 19.3.2009:
pro Urokové obdobi konéici dnem 19.3.2010:
pro Urokové obdobi konéici dnem 19.3.2011:
pro Urokové obdobi konéici dnem 19.3.2012:

pro Urokové obdobi konéici dnem 19.3.2013:

o8

3,00% p.a.
3,25% p.a.
3,50% p.a.
3,75% p.a.
4,00% p.a.

4,00% p.a.



Urokova béaze pro vypocet Pohyb- Actual/360 (jak je tento pojem
livé castky definovan v ramci definice Day
Count Fraction v dokumenu [14])

Vypocet Pohyblivé castky Nominalni ¢astka x Pohybliva
sazba x Urokova baze pro vipo-
¢et Pohyblivé castky

Uprava posledniho dne Uroko- Upraven podle Modified

vého obdobi Following Business Day Con-
vention (jak je tento pojem
definovan v [13])

Datum stanoveni Pohyblivé sazby 2 prazské Obchodni dny pted po-
slednim Obchodnim dnem kaz-
dého Urokového obdobi

Obchodni dny pro platbu Praha

Definice

Urokovy swap znamena Swapovym obdobim c¢asové ohrani¢enou vyménu
urokti z Nominalni ¢astky v piislusné méné.

Swapové obdobi znamena obdobi mezi Poc¢atecnim datem a Koneénym da-
tem.

Datum uzavreni obchodu znamené den, kdy byl uzavien obchod.

Pocdtecni datum znamena den sjednany mezi smluvnimi stranami a uvedeny
v konfirmaci, ktery je sou¢asné prvnim dnem pocatec¢niho Urokového obdobi.

Konecné datum znamena den sjednany mezi smluvnimi stranami a uvedeny
v konfirmaci.

Nomindlni ¢astka znamena ¢astku jistiny (notional amount) sjednanou mezi
smluvnimi stranami a uvedenou v konfirmaci, ktera je urcujici pro vypocet
plnéni obou stran trokového swapu.

Pohybliva ¢dstka znamena c¢astku, kterou je pfi splnéni sjednanych podminek
povinen zaplatit Platce Pohyblivé ¢astky.

Pldtce Pohyblivé ¢dstky znamend smluvni stranu Urokového Swapu takto
sjednanou a uvedenou v konfirmaci, ktera je povinna platit Pohyblivou
castku.
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Platebni den znamené ve vztahu k uréité smluvni strané a uréitému Uroko-
vému obdobi kazdy den takto sjednany v ramci obchodu ve vztahu k této
smluvni stran€ a prislusnému Urokovému obdobi.

ISDA znamena asociaci International Swap Dealers Association, Inc., re-
spektive International Swaps and Derivatives Association, Inc. se sidlem v

New Yorku, N.Y.

Obchodni den znamend den, kdy jsou otevieny a pracuji banky a jsou pro-
vadéna vyporadani obchodt v daném meésté.

Pohybliva sazba znamena turokovou sazbu, ktera je platna pro jednotliva
Urokovéa obdobi uvedené v konfirmaci.

PRIBOR neni-li v konfirmaci uvedeno jinak, znamena turokovou sazbu per
annum ,offer” pro CZK, ktera bude investorem pro vypocet jako

a) sazba vypoctena kalkula¢nim agentem povéienym Ceskou narodni ban-
kou v 11:00 hodin prazského ¢asu druhy Obchodni den pfed prvnim
dnem piislusného Urokového obdobi, kterd je poté uvedena na obra-
zovce Reuters, na strané [PRBO] nebo jiné nédhradni strané pro CZK,
a to pro dobu trvani Urokového obdobi, nebo

b) v piipadé, Ze pro piislusné Urokové obdobi neni PRIBOR na vyse
zminénych stranach v prislusny den uveden, pak PRIBOR urci banka
na zakladé PRIBORu pro nejblizsi delsi obdobi, pro které je PRIBOR
na vyse zminénych stranach v prislusny den uveden. Pokud neni mozno
PRIBOR gzjistit timto zpiisobem, bude PRIBOR zjistén jako primérna
sazba pro pujcky v CZK na prislusnou castku a prislusné urokové
obdobi, kterou nabizeji Bance alespon tfi predni banky ptisobici na
Ceském mezibankovnim trhu (zpravidla referencni banky ve smyslu
pravidel Ceské narodni banky pro fixing referen¢nich sazeb PRIBID
a PRIBOR) pfiblizné v 11:00 hodin druhy Obchodni den pied prvnim
dnem piisluiného Urokového obdobi, a to pro dobu trvani takového
Urokového obdobi. Investor na zékladé téchto tidajit vypoéita primér
téchto sazeb zaokrouhlenych smérem nahoru na dvé desetinnd mista.
Tato sazba bude znamenat PRIBOR pro piislusné Urokové obdobi.

Urokové obdobi znamena obdobi sjednané v ramci obchodu pro blizsi speci-
fikaci irokovych sazeb.

Datum stanoveni Pohyblivé sazby znamena den, kdy je bankou pro vypocet
stanovena Pohybliva sazba platna pro nésledujici Urokové obdobi.
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3.1.2 Vstupni data a jejich vlastnosti

K ocenéni tarokového swapu specifikovaného v predchozi kapitole mame
k dispozici nasledujici vstupni data:

a) sazba PRIBOR 12M,

b) swapové sazby se splatnosti 1 az 20 let(nékdy také oznacované jako
1Y IRS - 20Y IRS - interest rate swap),

c) dostatené dlouha historie dat specifikovanych v pfedchozich bodech,
konkrétné volime 2-letou historii od 2.9.2004 do 19.6.2006.

Sazbu PRIBOR potiebujeme dle konfirmace k ocenéni pohyblivych plateb
banky. Sazby PRIBOR jsme ziskali z internetového serveru
http://www.cnb.cz. Swapové sazby potifebujeme dle konfirmace k ocenéni
pohyblivych plateb investora. Swapové sazby na 20 let budeme vyuzivat v
nasich vypoctech, protoze posledni swapova platba se odviji od 10 leté sazby
v roce 2013, tj. splatnost je za 17 let od roku uzavieni obchodu. Vzhledem
k tomu, ze swapové sazby jsou kétovany pro splatnosti 1Y,2Y,...,10Y, 12Y,
15Y, 20Y, dopocitame ostatni sazby pomoci linearni interpolace. Swapové
sazby jsme ziskali z internetového serveru http://www.patria.cz.
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Obrazek 3.1: Vyvoj swapovych sazeb se splatnostmi 1Y,2Y,5Y,10Y,15Y a
20Y od 2.4.2004 do 19.6.2006

Sazby bezkuponového dluhopisu ze swapovych sazeb spocitame pomoci
metody bootstrapping?.

1Jedn4 se o metodu bootstrapping ve finanéni matematice, ne statistice. Tuto metodu
vypoétu sazeb bezkupdnovych dluhopist ze swapovych sazeb lze najit napt. v [17]
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Obrazek 3.2: Vyvoj sazeb bezkupdnovych dluhopisi se splatnostmi
1Y,2Y,5Y,10Y,15Y a 20Y od 2.4.2004 do 19.6.2006
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Obrazek 3.3: Vynosova kiivka ke dni 19.6.2006
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3.2 Aplikace modelua

3.2.1 Vasickuv model

Vasickiv model je jednim z short rate modelt, jak jiz bylo popsano v
kapitole 2.2.1. Jako okamzitou trokovou sazbu jsme v tomto pripadé zvolili
3M PRIBOR z duvodi uvedenych v komentaii definice 15.
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Obrazek 3.4: Vyvoj 3M PRIBORu od 2.9.2004 do 19.6.2006

Nejdriive jsme vsechny parametry Vasickiva modelu, ozn. Vasickiv model
A, kalibrovali metodou maximéalni vérohodnosti popsanou a odvozenou v
kapitole 2.6.1. Hodnoty parametrii jsou v tabulce nize

Parametr | Hodnota
a 0,005638
b 0,019633
o 0,000232

Tabulka 3.1: Hodnoty parametri Vasickova modelu A

Pokud se podivame na parametry vypocitané pouze z historickych dat
a na vyvoj 3M PRIBORu, je logické, Ze hodnota parametru b (ndvratova
hodnota sazby) je okolo 2%. Tento fakt je zpisoben klesajicim trendem 3M
PRIBOR sazby. Nicméné pokud porovname trzni vynosovou kfivku a vy-
nosovou krivku dopocitanou dle Vasickova modelu A, zjistime, Ze modelova
krivka neodpovida té trzni.
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Obrazek 3.5: Vymnosova kiivka dle Vasickova modelu a trzni vynosova kiivka
ke dni 19.6.2006

Proto jsme vypocitali parametry modelu jinou metodou kalibrace, ozn.
Vasickiv model B. Parametry a,b Vasickova modelu B (viz rovnice (2.2.1))
jsme urcili nafitovanim na vynosovou kiivku bezkupoénovych dluhopisti, kte-
rou jsme dopocitali ze swapovych sazeb. Nasledujici graf zobrazuje trzni
vynosovou kfivku a vynosovou kiivku spocitanou dle Vasickova modelu B
(viz (2.2.11)). Parametr o jsme odhadli jako denni smérodatnou odchylku
absolutnich vynosi 3M PRIBOR sazby.
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Obrazek 3.6: Vynosova kiivka dle Vasickova modelu B a trzni vynosova
ktivka ke dni 19.6.2006

Z grafu je vidét, ze vynosova kiivka dopocitana dle Vasickova modelu B
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(dale jen ,Vasickova modelu“) velmi dobfe odpovida trzni vynosové kiivce.
Parametry po kalibraci na vynosovou krivku a denni smérodatna odchylka
3M PRIBOR sazby jsou v tabulce nize.

Parametr | Hodnota
a 0,421311
b 0,0467039
o 0.000232

Tabulka 3.2: Hodnoty parametrii Vasickova modelu B

Po nafitovani trzni vynosové krivky je navratova hodnota parametru b
priblizné rovna 4,6%. Vzhledem k tomu, ze 3M PRIBOR je k 19.6.2006 roven
hodnoté 2,13%, bude tato sazba rist ke zminéné navratové hodnoté.
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Obrazek 3.7: 10 simulaci 3M sazby Vasickovym modelem

U Vasickova modelu miizeme vidét, ze chovani okamzité trokové sazby,
a z ni dopocitanych ostatnich sazeb s delsimi splatnostmi, je zavislé pouze
na trojici parametri. Maly pocet parametri a jejich stati¢nost (parame-
try jsou konstatni) tento model znevyhodriuji. Vasi¢kiv model se hodi pro
ocenéni klasickych trokovych derivatt, napt. cap, arokovy swap. Pro oce-

vvvvvv

neurokovych derivatii, jiz neni trojice konstatnich parametrt dostacujici.
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3.2.2 Ho-Lee model

Model Ho-Lee je dalsim z short-rate modelti, popsany v kapitole 2.2.2.
Okamzitou trokovou miru jsme volili stejné jako u Vasickova modelu, pribéh
této sazby je znazornén na obrazku 3.4.

Stejné jako u Vasickova modelu jsme zvolili parametr o jako denni smeé-
rodatnou odchylku absolutnich vynost okamzité arokové sazby. Narozdil od
Vasickova modelu, je vstupem Ho-Lee modelu pocatecni vynosova kiivka, v
ramci kalibrace myslime poc¢atecni trzni vynosovou kiivku (viz obrazek 3.3).
To znamen4, Ze modelova a trzni kiivka jsou totozné (coz muze slouzit i jako
kontrola pti vypoctech). V Ho-Lee modelu budeme potiebovat forwardovou
krivku okamzité arokové sazby.
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Obrazek 3.8: Forwardova kiivka 3M sazby ke dni 19.6.2006

Ackoliv model Ho-Lee nema mean-reversion vlastnost, muzeme z pru-
béhu 3M forwardové sazby fici, ze bude spis rostouci.
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Obrazek 3.9: 10 simulaci 3M sazby Ho-Lee modelem

Jak jsme jiz poznamenali, tak model Ho-Lee nema tzv. mean-reversion
vlastnost, tj. sazba nema navratovou hodnotu. Empiricky je vsak zjisténo,
ze urokové sazby tuto vlastnost maji. Vyhodou tohoto modelu je zahrnuti
veskeré znamé informace v podobé pocatecni vynosové krivky, resp. forwar-
dovych sazeb. I kdyz se jednd o model okamzité trokové sazby, je tento
model komplexnéjsi nez Vasickliv a umoznuje presnéjsi ohodnoceni slozitéj-
sich trokovych derivati.

3.2.3 Hull-White model

Hull-White model je posledni ze skupiny short-rate modelti, kterym jsme
se podrobné zabyvali v kapitole 2.2.3. Stejné jako v predchozich dvou mo-
delech je okamzitou urokovou sazbou 3M PRIBOR (vyvoj této sazby viz
obrazek 3.4). Hull-White model lze chépat jako rozsifeni Vasickova modelu
tak, ze parametr b je funkci ¢asu b(t).

V kapitole 2.6.3 jsme popsali zptisob kalibrace tohoto modelu. Vzhledem
k tomu, ze jsme veskeré vypocty zakladali na swapovych sazbach a z nich
dopocitatelnych sazbach bezkupoénovych dluhopist, volili jsme parametr a
stejné jako u Vasickova modelu, tj. a = 0,421311. Predpokladame tak, ze
rozsifeni modelu nebude mit na parametr a vyznaméjsi vliv. V pripadé,
ze bychom vypocty zakladali i na jinych datech, pouzitelnych pro kalibraci
(napr. implikované volatility), volili bychom kalibraci na nova data.
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Tento model mé, stejné jako Ho-Lee model, na vstupu pocatecni vynoso-
vou ktivku. Takze pocatecni trzni vynosova kiivka opét odpovidad modelové
vynosové kiivce. U Hull-White modelu je forwardova kiivka (viz obrazek
3.8) mnohem vyznaméjsi nez u Ho-Lee modelu, protoze predstavuje navra-
tovou funkei (u Vasickova modelu névratova hodnota), coz je dobfe vidét na
nasledujicim obrazku.
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Obrazek 3.10: 10 simulaci 3M sazby Hull-White modelem

Hull-White model v sobé obsahuje jak mean-reversion vlastnost, tak vy-
uziti veskeré informace, ktera je na trhu k dispozici v podobé forwardovych
sazeb, které jsou onou navratovou funkci. Pii obezietné volbé parametri,
resp. hodnot, na které se model kalibruje, by tento model mél davat nejpres-
néjsi vysledky ze vSech uvedenych short-rate modelt.

3.2.4 Libor market model

LIBOR Market model je jednim z tzv. market modeli, ktery jsme si po-
psali v kapitole 2.4. Vstupem modelu je pocatecni trzni vynosova kiivka,
kde sazby s jednotlivymi splatnostmi odpovidaji sazbé LIBOR (v ramci pii-
kladu PRIBOR). Casovy krok je v nasem piipadé roven jedenomu roku.
To znamend, ze sazby L(1,0), L(2,0),...,L(10,0) zndme. Dalsim vstupem
modelu jsou forwardové volatility, jejichz vypocet jsme si ukazali v kapitole
2.4.2. Forwardové volatility jsme spocitali dle vzorce 2.4.8, kde spotové vola-
tility jsou odhadnuty jako ro¢ni smérodatna odchylka logaritmickych vynost
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sazeb bezkuponovych dluhopisi. Nasledujici tabulka shrnuje pouzité forwar-
dové volatility

Ao | 0,205122857
A1 | 0,226016609
A, | 0,160732799
As | 0,108400867
Ay | 0,128351717
A5 | 0,074002777
Ag | 0,122205983
A, | 0,145946788
As | 0,078074936
Ay | 0,082997446

Tabulka 3.3: Vybrané forwardové volatility ke dni 19.6.2006

Vypocet sazeb pomoci LIBOR Market modelu probihé iterativné, kon-
krétné tak, ze se nejdiive dopocita vynosova kiivka za rok, ktera ma o jednu
splatnost méné nez pocatecni kiivka, tj. L(2,1),L(3,1),...,L(9,1), dalsi
kiivka za 2 roky mé o dvé splatnosti méné, tj. L(3,2), L(4,2),...,L(8,2)
atd.

3.3 Vysledky ocenéni derivatu

Tato kapitola obsahuje vysledné ocenéni derivatu specifikovaného v ka-
pitole 3.1.1 (dale jen ,derivatu“). Jsou zde porovnény jednotlivé metody,
které jsou popsany v textu vyse. Podrobnéji se zaméiime na pravdépodob-
nostni rozdéleni simulovanych sazeb, spreadii a soucasnych hodnot derivatu.
Vysledky samotného ocenéni jsou potom znézornény v souhrnné tabulce.
Posledni cast této kapitoly shrnuje pouzité metody a komentuje uzavieny

obchod.

3.3.1 Porovnani pouzitych metod

Pripomenme, Ze jsme pouzili 4 metody ocenéni derivatu: Vasickiv model,
Ho-Lee model, Hull-White model a LIBOR Market model (déle jen , LMM*).
U vsSech metod jsme provedli 10 000 simulaci veskerych plateb obou stran,
které jsme diskontovali k 19.6.2006. Postupné si zde uvedeme sadu graft
znazornujicich pravdépodobnostni rozlozeni simulaci sazby 12M PRIBOR,
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rozlozeni simulaci spreadu jak je uveden v konfirmaci a rozlozeni simulova-
nych soucasnych hodnot. Jako kontrola spravnosti vypoc¢ti nam poslouzila
shodnost Hull-White a Ho-Lee modelu s poc¢ateéni vynosovou kiivkou (viz
kapitoly 2.2.2 a 2.2.3) a fakt, ze u bezarbitraznich modelt se diskontovana
budouci hodnota jednoduchého derivatu (napf. FRA) ve stfedni hodnoté
rovna pocatecni (dnesni) forwardové sazbé.

Nésledujici grafy ndm vizudlné potvrzuji symetrii rozdéleni (pfip. i nor-
malitu) simulovanych sazeb. U Vasickova a Hull-White modelu maji simu-
lace mensi rozptyl (to je patrné z ,vysky“ a ,Sirky“ kfivek). Ho-Lee model a
LMM maji rozptyl vyssi nez zminéné dva modely, coz plyne z faktu, Ze tyto
modely nemaji mean-reversion vlastnost, tj. neexistuje navratova hodnota,
a proto se zvysuje rozptyl.

Vzhledem k tomu, ze Hull-White, Ho-Lee a LMM jsou bezarbitrazni mo-
dely, mély by stfedni hodnoty jejich rozdéleni priblizné odpovidat pocatecni
ro¢ni forwardové sazbé. Z toho plyne, Ze stfedni hodnoty by si mély odpo-
vidat, coz nam potvrzuji vsechny obrazky simulovanych sazeb.

Vybrali jsme 3 vyplatni dny za 2 roky, 5 a 7 let, tj. 19.3.2008, 19.3.2011
a 19.3.2013, na kterych si ukdzeme rozdéleni simulovanych sazeb a k nim
naleziciho spreadu. Pripomerime, Ze dolni hranice collaru je rovna 3%, 3,75%
a 4% v uvedené vyplatni dny. Tyto sazby spoleéné s horni hranici collaru
6% po odecteni fixni platby 1,55% jsou znazornény na obrazcich 3.11, 3.12
a 3.13. Mlzeme z obrazk vidét, ze horni hranice collaru je postupem casu
uplatniovana mnohem vice nez dolni hranice. Na obrazku 3.13 je patrné, ze
dolni hranice collaru je uplatiiovana hlavné u Ho-Lee modelu a LMM. U
Vasickova a Hull-White modelu je viditelny vliv horni hranice collaru. Z
toho plyne, zZe collar bude vyhodnéjsi pro investora nez pro banku.

Jednotlivé obrazky nebudeme postupné komentovat, vysvetlime si vsak
hodnoty v tabulkach 3.4, 3.5 a 3.6. Jiz jsme si uvedli, Ze stfedni hodnoty
simulovanych sazeb dle vSech modeli by mély byt priblizné stejné. Tento
fakt ndm zminéné tabulky potvrzuji. Smérodatné odchylky se chovaji tak,
jak jsme si uvedli vyse, tj. u Vasickova a Hull-White modelu jsou smeéro-
datné odchylky mensi kviili mean-reversion vlasnosti, u Ho-Lee a LMM se
postupné smérodatné odchylky zvysuji. Na moznou symetrii rozdéleni pou-
kazuje kromé obrazku i rozdil mezi stfedni hodnotou a medianem, ktery ve
vSech pripadech neni velky.
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Obrazek 3.11: Empirické rozdéleni simulaci 12M PRIBOR k 19.3.2008

Charakteristiky

Model Charakteristika Hodnota
Primeér 0,037613

Vasicek Smeérodatné odchylka | 0,001977
Median 0,037633

Primeér 0,0402707
Hull-White | Smérodatna odchylka | 0,002076
Median 0,040291
Primeér 0,041262
Ho-Lee Smérodatna odchylka | 0,003573
Median 0,041316
Primeér 0.038728
LMM Smeérodatné odchylka | 0,004091
Median 0,038517

Tabulka 3.4: Charakteristiky empirického rozdéleni z obrazku 3.11
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Obrazek 3.12: Empirické rozdéleni simulaci 12M PRIBOR k 19.3.2011

Charakteristiky
Model Charakteristika Hodnota
Primeér 0,044260
Vasicek Smeérodatné odchylka | 0,002210
Median 0,044264
Pramér 0,042434
Hull-White | Smérodatnéa odchylka | 0,002321
Median 0,042438
Prameér 0,042693
Ho-Lee Smérodatna odchylka | 0,005886
Median 0,042680
Pramér 0,042457
LMM Smeérodatné odchylka | 0,006946
Median 0,041948

Tabulka 3.5: Charakteristiky empirického rozdéleni z obrazku 3.12
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Obrazek 3.13: Empirické rozdéleni simulaci 12M PRIBOR k 19.3.2013

Charakteristiky
Model Charakteristika Hodnota
Primeér 0.045698
Vasicek | Smérodatna odchylka | 0.002243
Median 0.045712
Primeér 0,044250
Hull-White | Smérodatna odchylka | 0,002355
Median 0,044265
Primeér 0,044488
Ho-Lee Smeérodatné odchylka | 0,007052
Median 0,044479
Primeér 0,044319
LMM Smérodatna odchylka | 0,008765
Median 0,043541

Tabulka 3.6: Charakteristiky empirického rozdéleni z obrazku 3.13

Pro uplnost uvedeme i rozlozeni simulovanych spreadt dle jednotlivych
modelti. Rozdéleni spreadu dle Vasickova modelu, Hul-White modelu a LMM
jsou znazornéna na obrazcich 3.14, 3.15 a 3.16. Vzhledem k malému rozptylu
spreadu v Ho-Lee modelu jsou spready k jednotlivym vyplatnim datim
znazornény v samostatném obrazku 3.17. Zde také nebudeme komentovat
obrazky jednotlivé a ani si nebudeme uvadét tabulky s charakteristikami
rozdéleni. Uvedme vSak, Ze rozdéleni se postupem ¢asu posouvaji smérem
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k nule, to mtizeme vidét napf. na zvétsujici se stiedni hodnoté. Nejlépe je
tento posun vidét na obrazku 3.17. To znamené, ze sazba hrazend bankou
se postupné zdola blizi fixni sazbé 5,55%. U Vasickova a Hull-White modelu
muze tato sazba byt dokonce vyssi, jak je patrné z obrazka 3.15 a 3.16.
Posun k nule, resp. nad nulu, je zptisoben pfiblizovanim 2Y a 10Y swapové
sazby a zménou tvaru vynosové kiivky, kfivka je plossi, resp. nerostouci.

1000
800 -
600 i —  Vasicek
400 Hull-White
| — LMM
200 -
0 L L n Il L L L L L L n L n il "
—-0.008 —0.006 —-0.004 —-0.002 0.000
Rozdel eni Spreadu
Obrazek 3.14: Empirické rozdéleni Spreadu k 19.3.2008
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Obrazek 3.15: Empirické rozdéleni Spreadu k 19.3.2011
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Obrazek 3.16: Empirické rozdéleni Spreadu k 19.3.2013
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Obrazek 3.17: Empirické rozdéleni Spreadu dle Ho-Lee modelu ke dntim
splatnosti po 2 rocich, 5 a 7 letech

Pomoci simulovanych sazeb a spreadil jiz mizeme ocenit derivat. Nejdrive
se podivame na rozdéleni Present Value derivatu (déle jen ,PV*), které je
znazornéno na obrazku 3.18. Z obrazku se ndm opét potvrzuje velky rozptyl
Ho-Lee modelu a LMM a mensi rozptyl Vasickova a Hull-White modelu.
Ocekévali bychom, ze rozdéleni budou symetricka, jako tomu bylo u roz-
déleni ostatnich pohyblivych plateb. Vasicktv a Hull-White model opravdu
symetrické jsou. U Ho-Lee modelu a LMM se viditelné projevil collar hlavné
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HJuriznutim® levé ¢asti rozdeéleni, coz jsme mohli usoudit z obrazki 3.12 a
3.13, tj. investor ma zdola omezenou ztratu collarem. V pfilozené tabulce
jsou charakteristiky rozdéleni véetné kvantili, které mohou byt spolecné se
smérodatnou odchylkou dalsi mirou rizika.
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Obrazek 3.18: Empirické rozlozeni simulaci PV
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Charakteristiky

Model Charakteristika Hodnota
Prameér -118 519 210

Smérodatna odchylka | 13 097 066
Vasicek Median -119 580 346
5% kvantil -138 428 464

95% kvantil -95 605 785
Prameér -131 769 997

Smeérodatna odchylka | 18 557 500
Hull-White Median -133 236 128
5% kvantil -155 342 482
95% kvantil -103 694 512
Prameér -108 611 960

Smeérodatna odchylka | 99 492 002
Ho-Lee Median -136 915 817
5% kvantil -213 956 233

95% kvantil 89 104 018

Prameér -98 312 796

Smérodatna odchylka | 124 132 946
LMM Median -126 478 179
5% kvantil -250 004 915

95% kvantil 138 613 962

Tabulka 3.7: Charakteristiky empirického rozdéleni PV derivatu

Nyni predpokladejme, ze obchod by byl uzavien bez collaru. Jiz jsme
fekli, ze collar nam viditelné ,ufizne“ rozdéleni PV simulovanych dle Ho-
Lee modelu a LMM. Na obrazku 3.19 je ziejmé symetrie vSech rozdéleni a
daleko vice je zde patrny rozptyl Ho-Lee modelu a LMM, jejichz rozdéleni
si priblizné odpovidaji. Podobné je to u Vasickova a Hull-White modelu, to
opét plyne ze stejného nastaveni parametru a. Rozdilem vyslednych ocenéni
derivatu s collarem a bez néj dostaneme cenu collaru (viz tabulka 3.10).
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Charakteristiky

Model Charakteristika Hodnota
Prameér -138 317 754

Smérodatna odchylka | 20 967 374
Vasicek Median -138 399 409
5% kvantil -172 463 058
95% kvantil -103 358 705
Prameér -141 112 481

Smeérodatna odchylka | 21 819 796
Hull-White Median -141 163 954
5% kvantil -176 641 327
95% kvantil -104 825 888
Prameér -149 803 741

Smeérodatna odchylka | 143 813 819
Ho-Lee Median -150 789 544
5% kvantil -381 651 122

95% kvantil 89 104 901
Primeér -147 218 587

Smérodatna odchylka | 184 684 868
LMM Median -139 453 108
5% kvantil -466 765 017

95% kvantil 138 613 962

Tabulka 3.8: Charakteristiky empirického rozdéleni PV derivatu bez zahrnuti

collaru

V nasledujici tabulce jsou uvedeny vysledky ocenéni derivatu v CZK
pomoci vSech zde uvedenych metod (jedné se o pruméry, které jsou uvedené
v tabulce 3.7). Pripomenme, Ze investor plati 1,55% + collar s klouzavou
dolni sazbou a fixni horni sazbou a banka plati 5,55%-spread, kde spread
je roven 10YIRS - 2YIRS. PV je v tabulce uvedena z pozice investora, tj.
v piipadé zaporné PV je vyhoda na strané banky, v pfipadé kladné PV je
vyhoda na strané investora. PV je nulovad u swapu uzavieného za trznich

podminek.
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Metoda PV ke dni 19.6.2006 | % z nominalni ¢astky
Vasicktiv model -118 519 210 CZK 2,20%
Hull-White model -131 769 997 CZK 2,45%
Ho-Lee model -108 611 960 CZK 2,02%
LMM -98 312 796 CZK 1,82%

Tabulka 3.9: Ocenéni derivatu ke dni 19.6.2006 v CZK dle pouzitych metod

Poznamenejme, Ze hodnoty v tabulce 3.9 jsou diskontované primeéry z
vyse zminénych 10 000 simulaci. Primér nam sice pomohl ocenit dany de-
rivat, ale nenese v sobé zadnou dodatecnou informaci o rozlozeni simulaci.
Proto jsme se na zacatku této kapitoly podrobné zabyvali rozlozenim jed-
notlivych pohyblivych plateb, které byly k ocenéni zapotiebi. Vasicktv a
Hull-White model jsou si, dle oc¢ekavani, blizké a celkem stabilni metody.
Ho-Lee model a LMM jsou vzhledem k velkému rozptylu a mensimu poctu
simulaci nestabilni (rychlost konvergence ﬁ, kde o je smérodatna odchylka

a n je pocet simulaci).

Porovnani PV derivatu s collarem a bez collaru je uvedeno v tabulce
nize. Zde je PV derivatu bez zahrnuti collaru a rozdil PV s collarem a bez
n€j. Tento rozdil nam vlastné ocenuje collar. Jelikoz dané castky vztahujeme
k investorovi, znamena to, Ze opce je ve vSech pripadech pro investora vy-
hodné. Z obrazkl simulovanych sazeb jsme vidéli, ze se casté€ji uplatnovala
horni hranice collaru, z toho plyne, zZe cena derivatu bez collaru je nizsi nez
s nim.

Metoda PV ke dni 19.6.2006 | Rozdil PV s a bez collaru
Vagickuv model -138 317 754 CZK 19 798 554 CZK
Hull-White model -141 112 481 CZK 9 342 484 CZK
Ho-Lee model -149 803 741 CZK 41 191 781 CZK
LMM -147 218 587 CZK 48 905 791 CZK

Tabulka 3.10: Ocenéni derivatu bez collaru ke dni 19.6.2006 v CZK dle
pouzitych metod

3.3.2 Navrhované doporuceni

Ocenili jsme derivat 4 riznymi metodami. Vysledkem porovnani téchto
metod je stabilita a podobné rozdéleni Vasickova a Hull-White modelu, a
nestabilita a podobné rozdéleni Ho-Lee modelu a LMM. Pokud se podivame
na vysledna ocenéni derivatu pozorujeme rozdil mezi jednotlivymi modely.
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Tim vznika pro investora docela vyznamné modelové riziko, tj. riziko vybéru
modelu. Vyznamné je proto, ze o tomto riziku investor implicitné neuvazuje.

Doporucujeme pro ocenéni volit Hull-White model vzhledem k jeho sta-
bilité (malému rozptylu), mean-reversion vlastnosti a k bezarbitraznosti mo-
delu zajisténé pocatecnimi forwardovymi sazbami, které model vyuziva. V
praxi to znamena, ze v ucetnich knihach by byla vedena castka vypocitana
Hull-White modelem.

Na zakladé vysledkt z minulé kapitoly a faktu, ze obchod uz nékolik let
probiha, mtzeme fici, ze vstup do tohoto obchodu byl pro investora nevy-
hodny. Ptesto, ze dany obchod je nestandardni, je tato ztrata pro investora
dost vysoka. Aby byl trokovy swap uzavien za trznich podminek, je zapo-
tfebi zménit nastaveni parametrti transakce. Jelikoz je nevyhoda na strané
investora, doporucili bychom zménu nastaveni parametrii obchodu na jeho
strané. Pokud by bylo vyzadovano zachovani pohyblivé sazby je mozné snizit
fixni sazbu 1,55% na ptiblizné 1,15%, v opacném piipadé bychom mohli ob-
chod zjednodusit fixni platbou tak, aby v obou pfipadech byla trzni hodnota
derivatu nulova.

Predpokladejme, Ze investor chce teprve do této transakce vstoupit. Vzhle-
dem ke skutecnosti, Ze se investor chtél timto derivatem zajistit proti zméné
urokovych sazeb, doporucovali bychom porovnani ocekavané ztraty v pri-
padé rustu/poklesu sazeb a PV derivéatu, zda se investorovi obchod vyplati.
Obecné bychom investorovi vstup do transakce za podminek popsanych v
konfirmaci nedoporucovali.
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Kapitola 4
Z.avér

Cilem této prace bylo popsat a porovnat mezi sebou jednotlivé modely
urokovych sazeb. V teoretické ¢asti jsme si zadefinovali pojmy potiebné k
uvedeni stochastickych modelid trokovych sazeb. Podrobné jsme rozebrali
modely okamzité trokové sazby a HJM ramec prostiednictvim LIBOR Mar-
ket modelu, ktery se nefixuje na vyvoj okamzité irokové sazby, ale uvazuje
dynamiku forwardovych sazeb. Zamérili jsme se na tii modely okamzité tro-
kové sazby - Vasickiv, Hull-White a Ho-Lee model. Ukézali jsme ocenéni
urokovych opci na zakladé téchto modelti a vybrané metody kalibrace na
realna data.

Dopliikem teoretické casti bylo ocenéni skutecné obchodovaného troko-
vého derivatu, na kterém jsme si ukazali platnost teoretickych odvozeni. Pri
feseni prikladu jsme kalibrovali modely na dostupna data popsana a analyzo-
vana v kapitole 3.1. Dilezitost této kalibrace jsme zdiraznili v kapitole 2.6.
Nastaveni parametrtt modelt je klicové pro vyvoj modelové tirokové sazby
a tedy i vysledné ocenéni derivatu. Vice o rtiiznych metodach kalibrace pro
dalsi, zde nezminéné, modely lze najit v [23].

7 vysledkti ocenéni trokového derivatu plyne, ze v dlouhodobém hori-
zontu je velky rozdil mezi modely s mean-reversion vlastnosti a modely, které
tuto vlastnost nemaji. Tento rozdil se projevi hlavné na rozptylu Vasickova
a Hull-White modelu, ktery je oproti Ho-Lee a LIBOR Market modelu vy-
razné mensi. Proto se i ocenéni opce pro tyto dvojice modelt vyrazné lisi,
coz je patrné na rozdéleni PV (viz kapitola 3.3).

Dale jsme zjistili, Ze vznikd dodatecné modelové riziko, které mize byt, a
v nasem pripadeé je, vyznamné. V kapitole 3.3.2 jsme navrhli pouzit ocenéni
derivatu pomoci Hull-White modelu, protoze je stabilni, obsahuje mean-
reversion vlastnost, o které empiricky vime, ze pro urokové sazby plati, a
protoze vyuziva veskerou dostupnou informaci na trhu. Zaroven je ocenéni
timto modelem ocenénim konzervativnim, tj. nejvyssim ze vSech pouzitych
metod. V zavéru této kapitoly jsme konstatovali, ze obchod je pro jednu
stranu nevyhodny, a proto bychom doporucili zménu nastaveni fixniho pa-
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rametru na strané investora z 1,55% priblizné na 1,15%, aby byl obchod
uzavien za trznich podminek. Vzhledem k tomu, Ze obchod jiz nékolik let
probihé, slouzi ocenéni pouze ke studijnim tceltim.

Zavérem poznamenejme, ze ackoliv se stochasticky vyvoj trokovych sa-
zeb Tadi do kategorie prozkoumanych odvétvi, vzniké prostor pro zobecnéni
existujicich modelii pomoci ndhodnych parametri a na né navazujici hierar-
chické modely, které uz jdou nad ramec této prace.
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