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Abstrakt

Název práce: Extrakce znalostí pomocí vrstevnatých neuronových sítí
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Abstrakt: Model vrstevnatých neuronových sítí je známý p°edev²ím díky své univerzální

aproxima£ní schopnosti. Jiº základní algoritmus zp¥tného ²í°ení dává výsledky pouºitelné

v reálných aplikacích. Efektivní °e²ení sloºitých úloh by v²ak m¥lo vyhovovat náro£ným po-

ºadavk·m na rychlost procesu u£ení a na transparentní strukturu vytvo°ené sít¥. Ta totiº

souvisí s lep²í schopností sít¥ zobec¬ovat extrahované znalosti a následn¥ i se snaz²í inter-

pretací funkce nau£ené sít¥. Lep²ího zobec¬ování lze dosáhnout pouºitím r·zných technik,

jako je nap°. u£ení s nápov¥dou, pro°ezávání a analýza citlivosti. Mezi rychlé algoritmy

u£ení pak pat°í metody konjugovaných gradient·.

V první £ásti této práce jsme shrnuli a navzájem porovnali vý²e zmín¥né techniky.

Následn¥ jsme odvodili novou metodu, která v sob¥ spojuje výhody p°edchozích technik.

Navrºený algoritmus je inspirovaný extrémn¥ rychlou metodou ²kálovaných konjugovaných

gradient·. P·vodní metodu jsme v²ak roz²í°ili o vynucovanou kondenzovanou interní

reprezentaci a pro°ezávání motivované citlivostní analýzou. Vlastnosti navrºené techniky

jsme otestovali na um¥lých úlohách i na reálných datech ze Sv¥tové banky. Doposud

provedené experimenty nazna£ují slibné výsledky nového p°ístupu. Navrºená technika

dává ve v²ech ohledech mnohem lep²í výsledky neº jednotlivé p·vodní metody a výsledky

porovnatelné s p·vodními metodami, pokud sledujeme jen jejich nejlep²í vlastnost

(rychlost u£ení, schopnost zobec¬ovat, po£et pouºitých skrytých a vstupních neuron·).

Klí£ová slova: vrstevnaté neuronové sít¥, extrakce znalostí, vynucovaná kondenzovaná

interní reprezentace, u£ení s nápov¥dou, ²kálované konjugované gradienty.

Title: Knowledge Extraction with BP-networks

Author: Zuzana Reitermanová

Department: Katedra softwarového inºenýrství

Supervisor: Doc. RNDr. Iveta Mrázová, CSc.

Supervisor's e-mail address: mrazova@ksi.ms.m�.cuni.cz

Abstract: Multi-layered neural networks of the back-propagation type are well known for

their universal approximation capability. Already the standard back-propagation training

algorithm used for their adjustment provides often applicable results. However, e�cient

solutions to complex tasks currently dealt with require a quick convergence and a transpa-

rent network structure. This supports both an improved generalization capability of the

formed networks and an easier interpretation of their function later on. Various techniques

used to optimize the structure of the networks like learning with hints; pruning and sensi-

tivity analysis are expected to impact a better generalization, too. One of the fast learning

algorithms is the conjugate gradient method.

In this thesis, we discuss, test and analyze the above-mentioned methods. Then, we de-

rive a new technique combining together the advantages of them. The proposed algorithm is

based on the rapid scaled conjugate gradient technique. This classical method is enhanced

with the enforcement of a transparent internal knowledge representation and with pruning

of redundant hidden and input neurons inspired by sensitivity analysis. The performance of

the developed technique has been tested on arti�cial data and on real-world data obtained

from the World Bank. Experiments done yield promising results. Our method is compa-

rable with the original methods when considering their superior feature, i.e. convergence

rates, generalization capabilities and number of used hidden and input neurons.

Keywords: BP-networks, knowledge extraction, condensed internal representation, lear-

ning from hints, scaled conjugate gradients.
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1 Úvod

Jednou z význa£ných oblastí um¥lé inteligence jsou um¥lé neuronové sít¥. Jedná se o ma-
tematické modely, které vycházejí z princip· fungování lidského mozku. Um¥lé neuronové
sít¥ si v²ak neberou za hlavní cíl v¥rn¥ modelovat funkci nervového systému, spí²e se snaºí
tyto principy aplikovat p°i efektivním °e²ení r·zných úloh z oblasti um¥lé inteligence. Zá-
kladním modelem um¥lých neuronových sítí jsou vrstevnaté neuronové sít¥ typu zp¥tného
²í°ení (BP-sít¥). Jejich struktura je tvo°ená sítí základních jednotek - neuron·. Zp·sob
zpracování vstupních informací je u BP-sítí velmi blízký lidskému my²lení. Obvykle se nej-
prve u£í na základ¥ trénovací mnoºiny a posléze se aplikují p°edev²ím p°i rozpoznávání
vzor·, které nebyly obsaºeny v trénovací mnoºin¥.

S velmi rychle rostoucí výkonností po£íta£ových systém· a rozvojem nových poznatk·
o BP-sítích roste v posledních letech i roz²í°ení aplikací vrstevnatých neuronových sítí
v mnoha r·zných oblastech informatiky. Jedná se p°edev²ím o oblast dobývání znalostí
z databází a z webu, bioinformatiku a zpracování multimediálních dat, a´ uº se jedná o
mluvenou °e£ nebo o obrazovou informaci. �asto se jedná o velmi sloºité a rozsáhlé úlohy,
jejichº úsp¥²né °e²ení klade vysoké poºadavky jednak na rychlost u£ícího algoritmu, jednak
na schopnost zobec¬ovat a vytvo°it transparentní strukturu vrstevnaté neuronové sít¥.

Hlavní výhodou BP-sítí je vý²e zmín¥ná ²iroká pouºitelnost tohoto modelu. BP-sít¥
p°edstavují velice silný nástroj, který dokáºe °e²it i velmi obtíºné úlohy. K jejich oblib¥
výrazn¥ p°ispívá jejich univerzální aproxima£ní schopnost [19]. BP-sít¥ se dále vyzna£ují
velice dobrou schopností adaptace a zobec¬ování, tedy schopností správn¥ klasi�kovat ne-
známé nebo za²um¥né vzory. V neposlední °ad¥ pat°í k výhodám standardního algoritmu
zp¥tného ²í°ení jeho snadná implementace, která ho navíc umoº¬uje snadno modi�kovat
tak, aby spl¬oval dal²í kladené poºadavky. Nap°íklad je moºné zárove¬ s u£ením optima-
lizovat strukturu BP-sít¥.

Pokud chceme BP-sít¥ pouºít k °e²ení sloºitých úloh s mnoha parametry, je t°eba se
vypo°ádat s následujícími komplikacemi. Základní algoritmus zp¥tného ²í°ení se sice m·ºe
danou úlohu nau£it velmi dob°e, p°itom ale vytvo°í netransparentní strukturu neuronové
sít¥. P°estoºe nau£ená BP-sí´ dává správné výsledky, neposkytuje nám vysv¥tlení, jak
k nim dosp¥la. Proces rozhodování BP-sít¥ je pak zna£n¥ komplikovaný a nepr·hledný.
Algoritmus vyuºije p°i výpo£tu velký po£et skrytých neuron·, navíc funkce a d·leºi-
tost jednotlivých skrytých neuron· a tím pádem i celé sít¥ je nejasná. Pokud pouºijeme
p°enosovou funkci hyperbolický tangens, výstupy skrytých neuron· budou pokrývat celý
interval (−1, 1). Interpretace vnit°ní struktury modelu je pak tém¥° nemoºná. Mezi dal²í
nevýhody standardního algoritmu zp¥tného ²í°ení p°i aplikaci na velmi sloºité úlohy a na
velké sady dat pat°í pomalost u£ení o zhor²ená schopnost zobec¬ovat. Dal²í nevýhodou
BP-sítí je jejich relativn¥ velká citlivost na pouºitý formát vstupních dat a nastavení para-
metr· modelu (v prvé °ad¥ se jedná o volbu architektury sít¥ a po£áte£ních hodnot vah a
prah·). Jiné reprezentace t¥ch samých dat mohou vést k odli²ným výsledk·m. D·leºitým
úkolem je tedy data správn¥ p°edzpracovat a správn¥ vyladit parametry sít¥.

Algoritmus zp¥tného ²í°ení sice má p°i pouºití na sloºitých úlohách vý²e zmín¥né
problémy, existují v²ak jiné algoritmy pro u£ení vrstevnatých neuronových sítí, které se
dokáºí s jednotlivými díl£ími problémy vypo°ádat. N¥které modely vrstevnatých neu-
ronových sítí jsou nap°íklad mén¥ citlivé na vstupní parametry. Mezi n¥ pat°í metoda
²kálovaných konjugovaných gradient· [28]. Obecn¥ se metody konjugovaných gradient·
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vyzna£ují velmi rychlou konvergencí, a to i na velkých sadách dat s mnoha p°íznaky.
Schopnost sít¥ zobec¬ovat lze zvý²it nap°íklad metodou u£ení s nápov¥dou [2], která má
tendenci sniºovat VC-dimenzi u£ené neuronové sít¥. Dále m·ºe k lep²ímu zobec¬ování
p°isp¥t analýza citlivosti a také pro°ezání nadbyte£ných skrytých i vstupních neuron·.

Algoritmem schopným vytvo°it transparentní strukturu neuronové sít¥, ze které se
následn¥ dají pom¥rn¥ snadno extrahovat znalosti, je metoda vynucované kondenzované
interní reprezentace [30]. Základní princip této metody spo£ívá v tom, ºe v pr·b¥hu u£ení
krom¥ minimalizace chyby zárove¬ vynucuje, aby se výstupy skrytých neuron· blíºily
hodnotám −1, 0, 1, které odpovídají stav·m "ne", "nevím" a "ano". Takovéto interní
reprezentaci se °íká kondenzovaná a umoº¬uje extrahovat ze sít¥ znalosti ekvivalentní if-
then pravidl·m. Výhodami tohoto algoritmu jsou p°edev²ím jeho robustnost, vylep²ená
schopnost zobec¬ovat a vytvo°ení transparentní struktury vrstevnaté neuronové sít¥. Tyto
výhody v²ak vyvaºuje nízká rychlost u£ení tohoto algoritmu.

Jedním z cíl· této práce je zanalyzovat vý²e uvedené metody a experimentáln¥ ov¥°it
jejich vlastnosti. Výsledkem této analýzy pak bude navrºení vlastního algoritmu pro u£ení
vrstevnatých neuronových sítí, který v sob¥ bude spojovat výhody jednotlivých metod a
zárove¬ nebude p°íli² trp¥t jejich nedostatky. Navrºený algoritmus bude vycházet z me-
tody ²kálovaných konjugovaných gradient·, roz²í°ených o u£ení s nápov¥dou a vynucování
kondenzované interní reprezentace. Nový algoritmus u£ení by m¥l vytvá°et transparentní
strukturu neuronové sít¥. Nau£ená sí´ by zárove¬ m¥la mít schopnost dob°e zobec¬ovat a
proces u£ení by m¥l být rychlý.

�ást výsledk· této práce jsme shrnuli v £lánku s názvem "Enforced Knowledge Ex-

traction with BP-networks", který byl p°ijat na významnou americkou konferenci ANNIE
2007 v sekci General Session1.

V kapitole £. 2 zavedeme základní pojmy z oblasti teorie vrstevnatých neuronových
sítí. Popí²eme zde základní algoritmus zp¥tného ²í°ení a jeho modi�kace, u£ení s nápov¥-
dou a metody konjugovaných gradient·. Kapitola £. 3 se pak zabývá dal²ími metodami
vhodnými pro extrakci znalostí ze vstupních dat. Podrobn¥ji budeme studovat model roz-
hodovacích strom· a techniku vynucování kondenzované interní reprezentace vrstevnaté
neuronové sít¥. Rovn¥º zde nastíníme problematiku citlivostní analýzy sít¥. Ve 4. kapitole
navrhneme nový algoritmus u£ení vrstevnatých neuronových sítí vycházející z metody ²ká-
lovaných konjugovaných gradient·, kterou roz²í°íme o vynucování kondenzované interní
reprezentace a u£ení s nápov¥dou. V 5. kapitole budeme analyzovat výsledky provedených
experiment·. První £ást experiment· se bude týkat ov¥°ování vlastností vý²e uvedených
algoritm· a jejich vzájemného srovnání. Druhá £ást experiment· pak otestuje vlastnosti
námi navrºené metody a postaví ji do kontextu ostatních metod.

1Konfence Arti�cial Neural Networks in Engineering ANNIE 2007, po°adatelem je organizace Ameri-
can Society of Mechanical Engineers (ASME), konference se bude konat v termínu 11.-14. listopadu 2007
v St. Luis, Missouri, USA. http://web.umr.edu/∼annie/annie07.
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2 Metody u£ení vrstevnatých neuronových sítí

2.1 Vrstevnaté neuronové sít¥ typu zp¥tného ²í°ení (BP-sít¥)

V této podkapitole zavedeme základní pojmy z oblasti vrstevnatých neuronových sítí a
popí²eme základní algoritmus zp¥tného ²í°ení, který je jednou z prvních metod pro u£ení
vrstevnatých neuronových sítí. Pouºitou terminologii jsme p°evzali p°eváºn¥ z publikací
[34] a [42].

2.1.1 Formální neuron

Základní jednotkou vrstevnaté neuronové sít¥ je formální neuron [35]. Formální neuron
byl inspirován biologickým neuronem. Biologický neuron (nervová bu¬ka) je základním
prvkem nervové soustavy ºivých organism·. Funkce neuronu spo£ívá v p°enosu signálu.
Skládá se z t¥la (somatu), vstupních kanál· (dendrit·) a rozv¥tveného výstupního kanálu
(axonu). Dendrity jsou pomocí synaptických spoj· napojeny na axony jiných neuron·.
Základní principy funkce biologického neuronu lze popsat takto: Biologický neuron p°i-
jímá elektrické impulzy od ostatních neuron· pomocí dendrit·. Pokud vstupní impulzy
p°esáhnou danou mez (práh), neuron excituje (generuje impulz) a ²í°í tak informaci dál.
Pokud vstupní impulzy nep°esáhnou daný práh, neuron z·stane inhibovaný.

Model formálního neuronu vychází z této my²lenky. Jeho struktura je znázorn¥na
na obrázku 1. Formální neuron má n vstup· x1, ..., xn. Vstupy jsou ohodnoceny vahami

Obrázek 1: Formální neuron.

w1, ..., wn. Práh neuronu ozna£me h. Váºený sou£et vstup· a prahu p°edstavuje vnit°ní
potenciál neuronu. Výstup neuronu je dán p°enosovou funkcí f .

De�nice 1. Formální neuron (dále jen neuron) je výpo£etní jednotka s vahami (w1, ..., wn)
∈ <n, prahem h ∈ < a p°enosovou funkcí f : < → <. Pro libovolný vstup ~x ∈ <n dá
neuron výstup y ∈ < jako hodnotu p°enosové funkce f v bod¥ ξ. Vnit°ní potenciál ξ
neuronu s vahami w1, ..., wn, prahem h a vstupy x1, ..., xn je dán vzorcem

ξ =
n∑

i=1

wi · xi − h. (1)

Pro zjednodu²ení zápisu vzorc· v dal²ím textu p°istupme k následující formální úprav¥:
Práh neuronu h nahra¤me um¥lým vstupem s konstantní hodnotou x0 = 1 a s vahou
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w0 = −h. Potom vzorec pro výpo£et vnit°ního potenciálu m·ºeme p°epsat jako

ξ =
n∑

i=0

wi · xi. (2)

Nejjednodu²²í p°enosovou funkcí je tzv. skoková funkce (obrázek 2(a)), de�novaná
jako:

f(ξ) =

{
1, ξ > 0
0, ξ ≤ 0.

(3)

Drobnou modi�kací skokové p°enosové funkci získáme p°enosovou funkci zvanou ostrá

(a) Skoková p°enosová funkce (b) Ostrá nelinearita

Obrázek 2: Grafy p°enosových funkcí na intervalu [−4; 4].

nelinearita (obrázek 2(b)), která je de�novaná jako:

f(ξ) =


1, ξ > 0
1
2
, ξ = 0

0, ξ < 0.
(4)

Nech´ y ∈ < je výstup daného neuronu s p°enosovou funkcí ostrá nelinearita pro vstup
~x ∈ <n. Potom stav neuronu nazveme aktivní, jestliºe y = 1; pasivní, pokud y = 0; tichý,
pokud y = 0.5.

Pro pochopení funkce formálního neuronu je dobré ud¥lat si geometrickou p°edstavu,
viz obrázek 3. Vstupy neuronu si p°edstavme jako body v (n+1)-rozm¥rném Euklidovském
(vstupním) prostoru. Poloºíme-li vnit°ní potenciál neuronu roven 0, získáme rovnici d¥lící
nadroviny ve vstupním prostoru:

n∑
i=0

wi · xi = 0. (5)

Váhy wi; 0 ≤ i ≤ n si m·ºeme p°edstavit jako sou°adnice p°íslu²ného normálového vek-
toru. Pro body ~x ∈ <n+1, které se nacházejí v jednom poloprostoru, platí

∑n
i=0 wi · xi > 0.

pro body z druhého poloprostoru platí
∑n

i=0 wi · xi < 0. Formální neuron se skokovou p°e-
nosovou funkcí klasi�kuje p°edloºený vstupní vzor do jednoho z poloprostor· vstupního
prostoru daných d¥lící nadrovinou. Jinak °e£eno, stav neuronu je aktivní, jestliºe je p°ed-
loºený vzor z jednoho poloprostoru; je pasivní, je-li z druhého poloprostoru nebo nachází-li
se p°ímo na d¥lící nadrovin¥.

Mezi dal²í typy p°enosových funkcí pat°í tzv. sigmoidální p°enosová funkce, hyper-
bolický tangens, lineární a lineární saturovaná p°enosová funkce. Z t¥chto p°enosových
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Obrázek 3: Geometrická interpretace funkce neuronu - d¥lící nadrovina rozd¥luje vstupní
prostor na poloprostory.

(a) Sigmoidální p°enosová funkce (b) Hyperbolický tangens

(c) Lineární p°enosová funkce (d) Saturovaná lineární p°enosová funkce

Obrázek 4: Grafy p°enosových funkcí na intervalu [−8; 8] pro (a), (b), resp. [−4; 4] pro
(c), (d).
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funkcí se £asto pouºívá sigmoidální funkce. Sigmoidální p°enosová funkce (viz obrázek
4(a)) je de�novaná jako:

f : < → (0, 1), f(ξ) =
1

1 + e−λξ
. (6)

Tvar sigmoidy závisí na hodnot¥ reálného parametru λ > 0, který se nazývá strmost.
Strmost ur£uje nelineární nár·st (pro λ < 0 pokles) sigmoidy v okolí 0. Pro λ → ∞
sigmoida konverguje k ostré nelinearit¥. Doporu£ovaná hodnota strmosti je λ = 1. Obecn¥
m·ºe být strmost pro kaºdý neuron j r·zná (v tom p°ípad¥ budeme strmost zna£it λj).
N¥kdy je výhodn¥j²í zvolit jinou p°enosovou funkci. Pro bipolární model (kdy se berou
v úvahu hodnoty z intervalu [-1,1] místo [0,1]) se £asto pouºívá hyperbolický tangens.
Hyperbolický tangens (viz obrázek 4(b)) je de�novaný jako:

S : < → (−1, 1), S(ξ) = c · 1− e−a·ξ

1 + e−a·ξ , (7)

pro vhodné hodnoty parametr· a, c. V této práci jsme volili za hodnoty parametr· a = 2 a
c = 1. Dal²í dva typy p°enosové funkce se £asto pouºívají pro neurony ve výstupní vrstv¥.
Jedná se o lineární funkci a lineární saturovanou funkci. Lineární p°enosová funkce (viz
obrázek 4(c)) je de�novaná jako:

f : < → <, f(ξ) = ξ. (8)

Lineární saturovaná p°enosová funkce (viz obrázek 4(d)) je de�novaná jako:

f : < → (0, 1), f(ξ) =


1, ξ > 1
ξ, 0 ≤ ξ ≤ 1
0, ξ < 0.

(9)

P°enosová funkce by m¥la spl¬ovat ur£ité poºadavky, které jsou d·leºité pro zvolený
algoritmus u£ení [34]. Pozd¥ji bude popsán algoritmus zp¥tného ²í°ení. U n¥j poºadujeme,
aby p°enosová funkce byla spojit¥ diferencovatelná (hladká) na svém de�ni£ním oboru, s
derivací zdola (nebo shora) omezenou. Pro bipolární model by m¥la být navíc lichá. Tyto
podmínky, nutné pro konvergenci algoritmu u£ení, vý²e zmín¥né p°enosové funkce spl¬ují.

2.1.2 Vrstevnatá neuronová sí´

Neuronová sí´ se skládá z neuron·. Ty jsou navzájem propojeny synaptickými vazbami
tak, ºe výstup jednoho neuronu m·ºe být vstupem jednoho nebo více dal²ích neuron·.
Architektura (topologie) neuronové sít¥ je dána po£tem neuron· a jejich vzájemným pro-
pojením. Topologii tvo°í orientovaný graf, jehoº kone£nou neprázdnou mnoºinu uzl· tvo°í
neurony. Hrany p°edstavují synaptické vazby mezi neurony. Váhy v²ech hran ur£ují tzv.
kon�guraci neuronové sít¥. Existuje více typ· topologií neuronových sítí. Rekurentní neu-
ronové sít¥ jsou neuronové sít¥ obsahující cykly. Acyklickým neuronovým sítím se °íká
dop°edné. Pokud jsou navíc neurony uspo°ádány do vrstev, nazveme danou sí´ vrstev-
natou neuronovou sítí. Neurony, do kterých nevedou ºádné hrany od jiných neuron·,
nazveme vstupními neurony. Neurony, ze kterých nevedou hrany do jiných neuron·, na-
zveme výstupní. P°estoºe moºných topologií je celá °ada, my se nadále budeme v¥novat
jen jedné konkrétní architektu°e, vrstevnatým neuronovým sítím.

Vrstevnatá neuronová sí´ má obvykle pevnou topologii. Neurony jsou rozd¥leny do vrs-
tev, hrany vedou vºdy jen od neuron· p°edchozí vrstvy k neuron·m v následující vrstv¥.
Vstupní vrstva se skládá z neuron·, které nic nepo£ítají, pouze p°edávají své vstupy na
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výstup. Poslední vrstva se nazývá výstupní a obsahuje výstupní neurony. Vrstvy, které
se nacházejí mezi vstupní a výstupní vrstvou, se nazývají skryté. Architekturu vrstev-
naté neuronové sít¥ lze zadat po£ty neuron· v jednotlivých vrstvách, obvykle v po°adí
od vstupní vrstvy k výstupní vrstv¥. Jednotlivá £ísla se obvykle odd¥lují poml£kou. Na
obrázku 5 je p°íklad architektury vrstevnaté neuronové sít¥ 4-3-4-2 se dv¥ma skrytými
vrstvami.

Obrázek 5: P°íklad architektury vrstevnaté neuronové sít¥ 4-3-4-2.

De�nice 2. Neuronová sí´ je uspo°ádaná 6tice M = (N, C, I, O, w, t), kde

• N je kone£ná neprázdná mnoºina neuron·,

• C ⊆ N ×N je neprázdná mnoºina orientovaných spoj· mezi neurony,

• I ⊆ N je neprázdná mnoºina vstupních neuron·,

• O ⊆ N je neprázdná mnoºina výstupních neuron·,

• w : C → < je váhová funkce,

• t : N → < je prahová funkce.

De�nice 3. Vrstevnatá neuronová sí´ (BP-sí´) je neuronová sí´, která spl¬uje následující
poºadavky:

• Mnoºina spoj· (hran) C spole£n¥ s mnoºinou neuron· (vrchol·) N tvo°í acyklický
orientovaný graf.

• N je tvo°ena posloupností (l+2) vzájemn¥ disjunktních podmnoºin zvaných vrstvy.

• C obsahuje pouze hrany z i-té vrstvy do (i + 1)-ní vrstvy.
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• C obsahuje hranu pro kaºdou dvojici neuron· z i-té a (i + 1)-ní vrstvy.

• První vrstva zvaná vstupní vrstva je mnoºinou v²ech vstupních neuron·. Vstupní
hodnota t¥chto neuron· se rovná jejich výstupní hodnot¥. Nech´ obsahuje práv¥ n
neuron·.

• Poslední vrstva zvaná výstupní vrstva je mnoºinou v²ech výstupních neuron·. Nech´
obsahuje práv¥ m neuron·.

• V²echny ostatní neurony, zvané skryté neurony, se nacházejí ve zbylých l, skrytých,
vrstvách.

V dal²ím textu práce budeme pouºívat následující zna£ení:

i, j, . . . neurony,
ξj(t) vnit°ní potenciál neuronu j v £ase t,
yj(t) výstup neuronu j v £ase t (téº aktivita, stav),
wij(t) váha synaptického spoje od neuronu i do neuronu j v £ase t,
w0j(t) práh neuronu j v £ase t, odpovídá formálnímu jednotkovému vstupu y0 = 1,
j← mnoºina v²ech neuron·, ze kterých vede hrana do neuronu j,
j→ mnoºina v²ech neuron·, do kterých vede hrana z neuronu j,
Lk mnoºina v²ech neuron· z k-té vrstvy.

Obecn¥ kaºdý neuron má svou vlastní p°enosovou funkci. Vrstevnatá neuronová sí´
pak implementuje funkci ϕ : <n → <m. Pokud v²echny skryté a výstupní neurony sdílejí
p°enosovou funkci f, bude tvar sloºky funkce sít¥ ϕ odpovídající j-tému výstupu následu-
jící:

ϕ(~x)j = f(
∑

i∈Ll+1

wij · f(...f(
∑
k∈L1

wko · xk)...)). (10)

V této práci se budeme nadále zabývat bipolárním modelem vrstevnaté neuronové sít¥,
kde skryté neurony budou mít p°enosovou funkci hyperbolický tangens a výstupní neurony
budou mít lineární p°enosovou funkci.

Cílem u£ení vrstevnaté neuronové sít¥ je nau£it ji, aby implementovala n¥jakou funkci
F : <n → [−1, 1]m Poté, co vrstevnatou neuronovou sí´ nau£íme, jí p°edkládáme nové
vzory a sledujeme, jaký pro n¥ dá sí´ výstup. Pro daný vstupní vektor ~x ∈ <n po£ítá
sí´ funkci ϕ : <n → <m následovn¥: Na za£átku jsou stavy vstupních neuron· nastaveny
na vstupy sít¥ (ostatní neurony zatím ºádný stav nemají). Pro kaºdou vrstvu sm¥rem od
vstupní k výstupní (po£ínaje první skrytou vrstvou) a pro kaºdý neuron j v dané vrstv¥
spo£teme jeho vnit°ní potenciál ξj jako váºený sou£et jeho vstup·:

ξj =
∑
i∈j←

wij · yi, (11)

kde yi je výstup neuronu i z p°edchozí vrstvy. Poté spo£ítáme výstup yj neuronu j:

yj = f(ξj) = f(
∑
i∈j←

wij · yi), (12)

kde f je p°enosová funkce. Na konci procesu rozpoznávání máme spo£ítané výstupy v²ech
neuron· ve v²ech vrstvách. Výstupy výstupních neuron· tvo°í výstup sít¥ (tedy hodnotu
funkce sít¥ ϕ pro daný vstup ~x).
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2.1.3 Algoritmus zp¥tného ²í°ení (back-propagation)

Algoritmus zp¥tného ²í°ení [12] je obecným mechanismem pro u£ení vrstevnatých neuro-
nových sítí. Jedná se o metodu u£ení s u£itelem (u£ení z p°íklad·). Cílem u£ení je nalézt
optimální nastavení vah a prah· sít¥ tak, aby funkce sít¥ ϕ aproximovala poºadovanou
funkci F co nejlépe. Poºadovaná funkce je zadána pouze trénovací mnoºinou vstupn¥-
výstupních vzor·. M¥jme vrstevnatou neuronovou sí´ s n vstupními a m výstupními
neurony a libovolným po£tem skrytých neuron·. Trénovací mnoºina pro tuto vrstevnatou
neuronovou sí´ je mnoºina

T = {(~xk, ~dk); ~xk ∈ <n, ~dk ∈ [−1, 1]m, k ∈ {1, · · · , p}}. (13)

Vektory ~xk nazýváme vstupními vzory a vektory ~dk poºadovanými výstupními vzory.
Skute£né výstupy sít¥ budeme zna£it ~yk ∈ <m.

Nyní de�nujme chybovou (cílovou) funkci. P°edpokládejme, ºe p°enosové funkce jsou
spojité a diferencovatelné, váhy jsou reálné a náhodn¥ inicializované. Nech´ je síti p°ed-
loºen vstupní vzor ~xi z trénovací mnoºiny a ~yi je skute£ný výstup sít¥, obecn¥ r·zný od
poºadovaného výstupu ~di. Na²ím cílem je, aby se pro p°edloºený trénovací vzor poºado-
vaný a skute£ný výstup sít¥ rovnaly, proto se na trénovací mnoºin¥ snaºíme minimalizovat
chybovou funkci:

E =

p∑
i=1

Ei =
1

2

p∑
i=1

‖~yi − ~di‖2, (14)

kde

‖~yi − ~di‖2 =
m∑

j=1

(yij − dij)
2 (15)

a Ei je chybový £len odpovídající i-tému trénovacímu vzoru.
Na algoritmus zp¥tného ²í°ení se lze dívat jako na optimaliza£ní metodu, v níº jde o

to, minimalizovat chybovou funkci danou vahami sít¥. Algoritmus zp¥tného ²í°ení pat°í
mezi tzv. gradientní metody. V kaºdém kroku se vybere sm¥r, ve kterém chybová funkce
nejvíce klesá a v tomto sm¥ru se aktualizují váhy sít¥ (proti sm¥ru gradientu chybové
funkce). Proces minimalizace chybové funkce je iterativní. Váhy se adaptují v diskrétních
£asových krocích. Adapta£ní pravidlo pro aktualizaci váhového vektoru je tvaru

wij(t + 1) = wij(t) +4wij(t), (16)

kde 4wij(t) je zm¥na váhy wij v £ase t, která je úm¥rná zápornému gradientu chybové
funkce.

Základní princip algoritmu zp¥tného ²í°ení je následující: V kaºdém kroku síti p°ed-
loºíme nov¥ zvolený vzor z trénovací mnoºiny. Sí´ se tento vzor pokusí nau£it a adaptuje
podle n¥j své váhy. V cyklu se opakují následující dva kroky - dop°edný výpo£et a zp¥tný
výpo£et. B¥hem dop°edného výpo£tu síti p°edloºíme dal²í trénovací vzor a spo£teme její
skute£nou odezvu (sí´ projdeme sm¥rem od vstupní vrstvy k výstupní vrstv¥). Následn¥
porovnáme skute£ný a poºadovaný výstup sít¥. Pak následuje zp¥tný výpo£et, kdy p°i
pr·chodu sítí sm¥rem od výstupní vrstvy ke vstupní aktualizujeme váhy. Algoritmus 1 po-
pisuje podrobn¥ji jednotlivé kroky algoritmu zp¥tného ²í°ení pro námi zvolené p°enosové
funkce, tj. pro hyperbolický tangens ve skrytých vrstvách a lineární p°enosovou funkci ve
výstupní vrstv¥.

Nyní si odvo¤me adapta£ní pravidla pro vý²e popsaný algoritmus zp¥tného ²í°ení
(algoritmus 1). P°edpokládejme, ºe síti p°edkládáme trénovací vzory v cyklech. Pro zm¥nu
váhy wij v jednom cyklu c platí:

4wij(c) ≈ −ε · ∂E

∂wij

, (17)
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Algoritmus 1 Algoritmus zp¥tného ²í°ení
1. Inicializace sít¥:

Inicializujeme váhy malými náhodnými hodnotami.
Poloºíme diskrétní £as k roven 0.

2. P°edloºíme dal²í trénovací vzor ve tvaru (~xk, ~dk).
3. Dop°edný výpo£et:

Vypo£teme skute£ný výstup (odezvu) sít¥ ~y:
Sm¥rem od vstupní k výstupní vrstv¥ spo£ítáme potenciál a aktivitu kaºdého
neuronu a pouºijeme k tomu výstupy neuron· z p°edchozí vrstvy.

4. Zp¥tný výpo£et:
4a. Ur£íme chybový £len δkj pro jednotlivé neurony j,

p°i£emº postupujeme sm¥rem od výstupní vrstvy ke vstupní vrstv¥.
Pro výstupní neurony spo£ítáme:

δjk = (yj − dkj).
Pro skryté neurony spo£ítáme:

δjk = (1 + yj) · (1− yj)
∑

r∈j→
(δrk · wjr).

4b. Aktualizujeme váhy:
V²echny hrany v síti (z neuronu i do neuronu j) aktualizují své váhy:

wij(k + 1) = wij(k) +4wij(k),
kde
4wij(k) = −ε · δjk · yi.

5. Pokud není spln¥na ukon£ující podmínka,
poloºíme k = k + 1 a vrátíme se zp¥t ke kroku 2.

kde ε je parametr u£ení, na kterém záleºí rychlost konvergence (a má hodnotu typicky z
intervalu [0,1]). Abychom mohli vyjád°it 4wij(c), pot°ebujeme spo£ítat gradient chybové
funkce

∂E

∂wij

=

p∑
k=1

∂Ek

∂wij

(18)

podle pravidla o derivaci sou£tu. Váhy m·ºeme adaptovat nejen dávkov¥ (najednou pro
celou trénovací mnoºinu), ale m·ºeme je aktualizovat po p°edloºení kaºdého trénovacího
vzoru. Potom pro zm¥nu váhy wij v £ase k platí:

4wij(k) = −ε · ∂Ek

∂wij

. (19)

Nejprve spo£teme gradient chybového £lenu

∂Ek

∂wij

=
∂Ek

∂yj

· ∂yj

∂ξj

· ∂ξj

∂wij

(20)

podle pravidla o derivaci sloºené funkce. Výraz ∂Ek

∂yj
· ∂yj

∂ξj
budeme zna£it δjk. Spo£teme

∂ξj

∂wij

= yi. (21)

Pro p°enosovou funkci f hyperbolický tangens (f(ξ) = 1−e−2·ξ

1+e−2·ξ ) platí:

∂yj

∂ξj

= f ′(ξj) =
4 · e−2·ξj

(1 + e−2·ξj)2
= (1 + yj) · (1− yj), (22)
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kde yj = f(ξj). Pro lineární p°enosovou funkci (8) platí:

∂yj

∂ξj

= f ′(ξj) = 1. (23)

Pro sigmoidální p°enosovou funkci (6) pak platí:

∂yj

∂ξj

= f ′(ξj) =
λj · e−λj ·ξj

(1 + e−λj ·ξj)
= λj · yj · (1− yj). (24)

Celkem
∂Ek

∂wij

=
∂Ek

∂yj

· f ′(ξj) · yi = δjk · yi. (25)

P°i výpo£tu derivace ∂Ek

∂yj
pouºijeme strategii zp¥tného ²í°ení. Tato derivace odpovídá

chyb¥ neuronu j pro k-tý trénovací vzor. Pokud je j výstupní neuron, potom derivaci ∂Ek

∂yj

spo£ítáme p°ímým derivováním chybové funkce:

∂Ek

∂yj

= yj − dkj. (26)

Tedy pro lineární p°enosovou funkci:

δjk = f ′(ξj) · (yj − dkj) = yj − dkj. (27)

Pokud je j skrytý neuron s p°enosovou funkcí hyperbolický tangens, pouºijeme op¥t pra-
vidlo o derivování sloºené funkce a vypo£teme:

∂Ek

∂yj

=
∑
r∈j→

∂Ek

∂yr

· ∂yr

∂ξr

· ∂ξr

∂yj

(28)

=
∑
r∈j→

∂Ek

∂yr

· (1 + yr) · (1− yr) · wjr (29)

=
∑
r∈j→

δrk · wjr. (30)

Tedy
δjk = (1 + yj) · (1− yj) ·

∑
r∈j←

δrk · wjr. (31)

Pro zm¥nu váhy wij v £ase k pak platí:

4wij(k) = −ε · ∂Ek

∂wij

= −ε · δjk · yi. (32)

Chování algoritmu zp¥tného ²í°ení se m·ºe li²it podle toho, jakou zvolíme strategii
u£ení. B¥hem u£ení síti p°edkládáme v ur£itém po°adí vzory z trénovací mnoºiny. Existují
r·zné strategie pro to, v jakém po°adí vzory p°edkládat. P°edev²ím je t°eba správn¥ zvolit
následující dva parametry: po£et iterací a po£et cykl·. Jeden prvek trénovací mnoºiny
m·ºeme síti p°edloºit n¥kolikrát za sebou. Po£et iterací °íká, kolikrát za sebou bude
opakován kaºdý z trénovacích vzor·. V nejjednodu²²ím p°ípad¥ se volí po£et iterací roven
1. Celou trénovací mnoºinu pak síti p°edkládáme vícekrát, v cyklech.

Pro algoritmus zp¥tného ²í°ení existuje celá °ada ukon£ovacích podmínek, které se dají
vzájemn¥ kombinovat. Tou základní je maximální po£et cykl·. Dal²í podmínkou bývá
£asový limit, po jehoº uplynutí se u£ení ukon£í. Také lze p°edem stanovit dolní mez pro
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hodnotu chybové funkce na trénovací mnoºin¥. Algoritmus je pak ukon£en v okamºiku,
kdy pr·m¥rná chyba na trénovací mnoºin¥ je men²í nebo rovna této poºadované hodnot¥.
Dále lze ur£it dolní mez pro st°ední hodnotu p°ír·stku vah 4wij(k) v jednom cyklu
algoritmu. P°i jejím p°ekro£ení by byl proces aktualizace vah p°íli² pomalý. Pro p°ed£asné
ukon£ení u£ení lze rovn¥º pouºít valida£ní mnoºinu dat. V kaºdém cyklu algoritmu se
spo£te pr·m¥rná hodnota chybové funkce na valida£ní mnoºin¥. Pokud po£et po sob¥
jdoucích cykl·, b¥hem kterých chyba roste, p°ekro£í danou mez, algoritmus se ukon£í.

Algoritmus zp¥tného ²í°ení je pom¥rn¥ citlivý na volbu parametr· sít¥. Rychlost kon-
vergence je ovlivn¥na velikostí parametru u£ení ε. Pokud je hodnota ε velká, sí´ konver-
guje rychleji, ale snadno m·ºe minout vhodné minimum chybové funkce. Nízká hodnota
ε naopak vede k pomalé konvergenci. Hodnotu ε m·ºeme v pr·b¥hu u£ení m¥nit a p°i-
zp·sobovat ji vývoji chyby v £ase. M·ºe se stát, ºe algoritmus zp¥tného ²í°ení uvízne v
nevhodném lokálním minimu. Nejjednodu²²ím °e²ením tohoto problému je za£ít znovu s
jinými náhodnými vahami a u£ení opakovat.

Pokud chceme pouºít vrstevnatou neuronovou sí´ k °e²ení n¥jaké konkrétní úlohy,
m·ºe být velkým problémem volba vhodné topologie. Architektura sít¥ by m¥la odpovídat
sloºitosti °e²ené úlohy. V úvahu musíme vzít nap°íklad po£et trénovacích vzor·, parametry
sít¥ a jejich vzájemnou interakci. Máme-li p°íli² malou sí´, sloºit¥j²í úlohu se nenau£í.
Naopak, je-li sí´ p°íli² velká, má tendenci se p°eu£it a ztrácí schopnost zobec¬ovat. V praxi
se vhodná topologie nachází nej£ast¥ji pomocí n¥jaké heuristiky. Po£áte£ní topologie se
odhadne a sí´ se adaptuje. V p°ípad¥, ºe je chyba sít¥ p°íli² velká, p°idáme dal²í skryté
neurony, a v p°ípad¥ p°eu£ení m·ºeme naopak redundantní neurony ze sít¥ odstranit.

Algoritmus zp¥tného ²í°ení je základním algoritmem pro u£ení vrstevnatých neurono-
vých sítí. Jeho hlavní výhodou je skute£nost, ºe má univerzální aproxima£ní schopnosti
[19], dokáºe tedy úsp¥²n¥ °e²it i velice sloºité úlohy. Jedná se o algoritmus s vysokou
schopností adaptace a zobec¬ování. Mezi jeho nevýhody pat°í p°edev²ím velký po£et voli-
telných parametr·, na jejichº hodnoty je velmi citlivý. Dále je p°i u£ení na velmi sloºitých
a velkých datových sadách pom¥rn¥ pomalý a není schopen vytvo°it transparentní struk-
turu vrstevnaté neuronové sít¥. S t¥mito problémy se v²ak jsou schopny vypo°ádat jiné
algoritmy u£ení vrstevnatých neuronových sítí, které budeme analyzovat v následujících
podkapitolách.
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2.2 U£ení s nápov¥dou

U£ení s nápov¥dou je metoda, jak vyuºít apriorní znalosti (hinty) v algoritmu u£ení.
Tuto metodu navrhl Yaser S. Abu-Mostafa [1], pozd¥ji ji se svými ºáky rozpracoval a i v
sou£asnosti se metoda dále rozvíjí.

P°i u£ení z p°íklad· chceme, aby se neuronová sí´ nau£ila funkci F , která je repre-
zentována trénovací mnoºinou vstupn¥-výstupních vzor·. Algoritmus u£ení nepot°ebuje
ºádnou dal²í informaci o funkci F . V praktických úlohách ov²em £asto nastane situace,
kdy máme krom¥ trénovacích vzor· n¥jakou dal²í p°edb¥ºnou znalost (hint) o funkci F .
Tato znalost nemusí být p°ímo zahrnuta v trénovací mnoºin¥, ale i tak bychom ji cht¥li
zuºitkovat. Zohledn¥ní hint· m·ºe u£ení napomoci p°edev²ím dv¥ma zp·soby - sníºe-
ním po£tu kandidát· na funkci F (informa£ní hodnota) a niº²ím po£tem krok· nutných
k nalezení funkce F (sloºitostní hodnota). Hinty mohou být r·znorodé, m·ºe se jednat
o jakoukoliv znalost o funkci F . Typickými p°íklady globálního omezení funkce F jsou
symetrie a invarianty. Invariant je mnoºina

α = {A, A ⊂ X; x1, x2 ∈ A⇒ f(x1) = f(x2)}. (33)

Nap°íklad posunutí, oto£ení a zm¥na m¥°ítka jsou typickými invarianty v úlohách zpraco-
vání obrazu. Hinty mohou mít i lokální charakter a mohou to být i kusé informace týkající
se architektury sít¥.

Zp·sob·, jak zahrnout hinty do algoritmu u£ení, je celá °ada. Nevýhodou v¥t²iny z
nich je to, ºe jsou pouºitelné pouze na úzký okruh aplikací. N¥kdy nám posta£í vhodné
p°edzpracování trénovací mnoºiny. Nap°íklad pomocí normalizace se m·ºeme vypo°ádat s
invariancí v·£i zm¥n¥ m¥°ítka. Dal²í varianty u£ení s nápov¥dou popí²eme v následujících
podkapitolách.

2.2.1 P°ímá implementace hint· v modelu neuronové sít¥

Jedním zp·sobem, jak vyuºít nápov¥du p°i u£ení, je upravit architekturu neuronové
sít¥ tak, aby explicitn¥ spl¬ovala n¥jaký invariant [1]. Nap°íklad, pokud implementujeme
funkci F : [−1, 1] 7→ {−1; 1}, o které víme, ºe je sudá, tj. F (x) = F (−x), m·ºeme tuto
vlastnost modelovat prvními dv¥ma skrytými vrstvami vrstevnaté neuronové sít¥, které
vidíme na obrázku 6. Pro p°enosovou funkci f hyperbolický tangens (f(ξ) = 1−e−2·ξ

1+e−2·ξ ),

Obrázek 6: Vrstevnatá neuronová sí´ modelující sudou funkci.
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vstupní vzor x ∈ < a zobrazenou £ást vrstevnaté neuronové sít¥ m·ºeme odvodit:

ϕ(x) = f(w′ · f(w · x− t)− w′ · f(w · x + t)− t′) (34)

= f(w′ · 1− e−2·(w·x−t)

1 + e−2·(w·x−t)
− w′ · 1− e−2·(w·x+t)

1 + e−2·(w·x+t)
− t′) (35)

= f(w′ · −1 + e2·(w·x−t)

1 + e2·(w·x−t)
− w′ · −1 + e2·(w·x+t)

1 + e2·(w·x+t)
− t′) (36)

= f(w′ · 1− e−2·(−w·x−t)

1 + e−2·(−w·x−t)
− w′ · 1− e−2·(−w·x+t)

1 + e−2·(−w·x+t)
− t′) (37)

= f(w′ · f(−w · x− t)− w′ · f(−w · x + t)− t′) (38)
= ϕ(−x). (39)

Následn¥ musíme pozm¥nit algoritmus u£ení tak, aby vzájemné pom¥ry vah a prah· v
prvních dvou vrstvách byly v pr·b¥hu u£ení zachovány.

Dal²ím p°íkladem jsou tzv. monotónní vrstevnaté neuronové sít¥, popsané poprvé J.
Sillem a Y. S. Abu-Mostafou v [37]. Tento model implementuje práv¥ funkce monotónní
v n¥kterých nebo v²ech vstupních prom¥nných. Algoritmus u£ení je modi�kován tak, ºe
chybová funkce zárove¬ vynucuje monotónnost i p°esnost na datech.

Nevýhodou p°ímé implementace hint· je to, ºe je pouºitelná jen pro n¥které jednodu²²í
invariantní hinty a nedá se pouºít obecn¥. Navíc nalezení vhodné architektury m·ºe být
velmi sloºité, postup vytvá°ení modelu lze t¥ºko automatizovat. A p°edev²ím je nutné
pozm¥nit algoritmus u£ení anebo chybovou funkci tak, aby vyhovovaly speci�k·m dané
úlohy.

2.2.2 Hinty jako vstupn¥-výstupní p°íklady

Tato metoda [3] si klade za cíl vytvo°it systematický postup, jak za£lenit libovolný hint
v libovolné variant¥ algoritmu zp¥tného ²í°ení; a to bez nutnosti tento algoritmus jakkoli
pozm¥¬ovat. Umoº¬uje jednodu²e zahrnout i v¥t²í mnoºství hint·.

Metoda povaºuje vstupn¥-výstupní vzory za jeden z druh· hint·. Ostatní hinty jsou
rovn¥º reprezentovány pomocí mnoºin vstupn¥-výstupních vzor·. Trénovací vzory jsou
b¥hem u£ení síti p°edkládány podle p°edem zvolené strategie tak, aby se sí´ co nejlépe
nau£ila co nejvíce hint·. Obecný mechanismus pro p°edkládání trénovacích vzor· je po-
psán algoritmem 2. Nejjednodu²²ím kritériem pro výb¥r hintu Hm je jednoduchá rotace: v
k-tém kroku zvolíme m = k mod(M+1). �lánky [3, 22] popisují dal²í, so�stikovan¥j²í stra-
tegie pro p°edkládání trénovacích vzor·. Jejich cílem je, aby se hodnota chybové funkce
sniºovala pro v²echny trénovací mnoºiny T1, · · · , TM co nejvíce a rovnom¥rn¥. Pokud jsou

Algoritmus 2 Postup pro p°edkládání trénovacích vzor· odpovídajících r·zným hint·m.
1. Vstup: trénovací mnoºiny T1, · · · , TM odpovídající hint·m H1, · · · , HM .
2. Podle p°edem zvoleného kritéria zvolíme Hm jako jeden z hint· H1, · · · , HM .
3. P°edem zvolenou metodou vybereme posloupnost T ′m trénovacích vzor· z Tm.
4. Aktualizujeme váhy sít¥ aplikací algoritmu zp¥tného ²í°ení na T ′m.
5. Pokra£ujeme krokem 2.

hinty zvoleny správn¥, vede tato metoda k lep²ímu a rychlej²ímu u£ení vrstevnaté neuro-
nové sít¥, pro nau£ení hledané funkce je pot°eba mén¥ trénovacích vzor· (viz [2]).
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2.2.3 U£ení s p°idanými výstupy

Metoda u£ení s p°idanými výstupy byla navrºena Suddarthem a dal²ími [40, 44, 17]. Tato
metoda spo£ívá v tom, ºe v pr·b¥hu u£ení síti p°idáme dal²í výstupy odpovídající hint·m.
Ty m·ºeme v pozd¥j²í fázi u£ení odebrat. Algoritmus pracuje s nápov¥dou ve tvaru funkce
se stejnou doménou jako má cílová funkce sít¥. Stejn¥ jako u minulé metody není t°eba
pozm¥¬ovat algoritmus u£ení a metoda je obecn¥ a jednodu²e pouºitelná.

Jak jiº bylo °e£eno d°íve, jednou z nevýhod algoritmu zp¥tného ²í°ení jakoºto gradi-
entní metody je nebezpe£í uvíznutí v lokálním minimu chybové funkce. Vrstevnaté neu-
ronové sít¥ s algoritmem zp¥tného ²í°ení dokáºí reprezentovat libovolnou funkci libovoln¥
p°esn¥ [19], pokud mají dostate£ný po£et skrytých neuron·. To ale neznamená, ºe jsou
schopné se libovolnou funkci nau£it. P°idané výstupy nám umoºní najít lep²í reprezentaci
chybové funkce F .

M¥jme úlohu, kdy chceme, aby se daná vrstevnatá neuronová sí´ nau£ila funkci F :
<n → [−1, 1]m, reprezentovanou trénovací mnoºinou T . Nech´ je známá funkce H : <n →
[−1, 1]m

′
, která p°edstavuje hint. T obsahuje vstupn¥-výstupní vzory tvaru (~xk, ~dk), k ∈

{1, · · · , p}. Ozna£me jako F mnoºinu funkcí, které lze reprezentovat danou vrstevnatou
neuronovou sítí a které spl¬ují zvolené kriterium úsp¥²nosti na T . P°íkladem kritéria
úsp¥²nosti je poºadavek, aby v²echny trénovací vzory byly správn¥ klasi�kovány, nebo aby
st°ední kvadratická chyba na T byla niº²í neº daná mez. Trénovací mnoºina T je kone£ná,
a proto mnoºina F m·ºe být pom¥rn¥ velká. Prvky mnoºiny F odpovídají kon�guracím
dané vrstevnaté neuronové sít¥. Jsou to body v prostoru vah, ve kterých dosahuje chybová
funkce na mnoºin¥ T globálního minima. Tyto funkce se v²ak mohou více nebo mén¥ li²it
od hledané funkce F . Na²im cílem je, aby vrstevnatá neuronová sí´ dob°e zobec¬ovala,
tedy aby se funkce sít¥ co nejvíce blíºila funkci F .

Ozna£me jako T ′ trénovací mnoºinu vstupn¥-výstupních vzor· tvaru (~xk, ~d′k), která
vznikne aplikací funkce H na vstupní vzory. Tedy ~d′k = H(~xk), kde k ∈ {1, · · · , p}.
Ozna£me jako H mnoºinu funkcí, které lze reprezentovat danou vrstevnatou neuronovou
sítí a které spl¬ují zvolené kriterium úsp¥²nosti na T ′. T a T ′ obsahují stejné vstupní
vzory. Dané vrstevnaté síti p°idáme m′ výstupních neuron·. P°edloºíme ji trénovací mno-
ºinu T ′′ vzor· tvaru (~xk, [dk1, · · · , dkm, d′k1, · · · , d′km′ ]). Výsledná vrstevnatá neuronová sí´
odpovídá dv¥ma sítím, které sdílí skryté neurony, ale u£í se r·zné funkce. Sí´ je nucena vy-
tvo°it interní reprezentaci, která bude aproximovat ob¥ funkce F i H. Mnoºina kon�gurací
se redukuje na H ∩ F , viz obrázek 7.

Obrázek 7: Redukce po£tu kon�gurací pomocí hint·. F zna£í mnoºinu funkcí, které se
daná vrstevnatá neuronová sí´ m·ºe nau£it na trénovací mnoºin¥ T. H je mnoºina funkcí,
které se daná vrstevnatá neuronová sí´ m·ºe nau£it na trénovací mnoºin¥ T'. H ∩ F
ozna£uje mnoºinu funkcí, které se dají nau£it, pouºijeme-li T a T' sou£asn¥.

Abychom zlep²ili schopnost zobec¬ovat, chceme, aby hint H o°ezal funkce, které h·°e
zobec¬ují a zachoval funkce, které jsou blízké F . Tím se zvý²í pravd¥podobnost nalezení
F b¥hem u£ení (zvý²í se schopnost zobec¬ovat). Vrstevnatá neuronová sí´ se pak navíc
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bude u£it rychleji (prostor pro prohledávání bude men²í). Pokud zvolíme irelevantní hint
H, m·ºe se stát, ºe se schopnost zobec¬ovat zhor²í (pokud hint o°eºe funkce, které lépe
zobec¬ují a zachová ty hor²í). H∩F dokonce m·ºe být prázdný. To nastane i v situaci, kdy
je hint p°íli² sloºitý a sí´ není schopná se nau£it zárove¬ funkci F i H. V tomto p°ípad¥ je
t°eba zvý²it po£et skrytých neuron·. Více o zvý²ení schopnosti zobec¬ovat díky p°idaným
výstup·m lze nalézt v [17, 39].

P°íkladem hint·, které mohou být takto o²et°eny, m·ºe být n¥jaká £áste£ná znalost o
výstupech (nap°íklad vhodné klastrování), viz [10]. Dal²ím p°íkladem je znalost monotón-
ních oblastí hledané funkce. Pro kaºdou monotónní oblast p°idáme jeden výstupní neuron
s poºadovaným výstupem shodným s F (x) v dané monotónní oblasti a konstantním mimo
danou oblast (více viz [17]).

2.2.4 Klastrování pouºité jako nápov¥da

Jedním z typických p°íklad· nápov¥dy, vhodným pro u£ení s p°idanými výstupy, je roz-
d¥lení vzor· z trénovací mnoºiny do shluk·. Pokud pro danou trénovací mnoºinu není k
dispozici ºádný hint, m·ºeme jako nápov¥du pouºít klastrování, které vytvo°íme pomocí
zvoleného klastrovacího algoritmu. Klastrovací algoritmy se snaºí identi�kovat shluky po-
dobných vzor· v trénovacích datech.

V na²ich experimentech jsme pouºili jednu ze základních a nejjednodu²²ích klastrova-
cích metod - algoritmus k-means [25]. Tento algoritmus se pouºívá pro klastrování tréno-
vacích vzor· ~x1, ..., ~xp ∈ <n do k t°íd C1, .., Ck, kde po£et t°íd k je p°edem daný. Základní
my²lenka algoritmu k-means spo£ívá v tom, ºe zvolíme k bod· ~c1, ...,~ck ∈ <n, které se sta-
nou st°edy shluk· C1, .., Ck. V kaºdém kroku algoritmu ur£íme pro kaºdý shluk trénovací
vzory, které k n¥mu náleºí, a na základ¥ nich spo£teme nový st°ed shluku. Iteraci ukon-
£íme v okamºiku, kdy se uº pozice st°ed· shluk· nem¥ní. Postup algoritmu je detailn¥
popsán ve schématu 3. Algoritmus k-means se snaºí minimalizovat objektivní funkci

Algoritmus 3 Algoritmus k-means
1. Vstup: trénovací mnoºina T = {~x1, ..., ~xp ∈ <n}, poºadovaný po£et shluk· k.
2. Náhodn¥ zvolíme st°edy shluk· ~c1, ...,~ck ∈ <n.
3. Kaºdý (i-tý) trénovací vzor p°i°adíme do shluku, k jehoº st°edu má nejkrat²í

vzdálenost (do l-tého shluku):
l = argminj ‖~xi − ~cj‖2.

4. Spo£teme nové pozice st°ed· shluk·:
clj = 1

|Cl|
∑

~x∈Cl
xj.

5. Pokud se n¥který st°ed shluku zm¥nil, pokra£ujeme krokem 3, jinak konec.

J =
k∑

l=1

∑
~x∈Cl

‖~x− ~cl‖2. (40)

P°estoºe algoritmus vºdy konverguje, nemusí najít globální minimum chybové funkce.
Záleºí velmi na po£áte£ních pozicích st°ed· shluk·.

P°estoºe existuje °ada sloºit¥j²ích klastrovacích algoritm·, my jsme zvolili k-means
jednak z d·vodu jeho jednoduchosti, jednak proto, ºe chceme ukázat, ºe i tato klastrovací
metoda m·ºe poslouºit pro vytvo°ení dobré nápov¥dy.

Metody pro u£ení s nápov¥dou, které jsme v této kapitole popsali, mají za cíl zahrnout
n¥jakou dodate£nou informaci o hledané funkci do algoritmu u£ení vrstevnaté neuronové
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sít¥ a tím omezit prostor prohledávaný b¥hem u£ení. Hlavní p°ínos t¥chto metod spo£ívá
v tom, ºe vedou k zrychlení algoritmu u£ení a k lep²ímu zobec¬ování. Pouºití nápov¥dy
m·ºe vést k hlad²í a jednodu²²í funkci sít¥. Aby u£ení s nápov¥dou vedlo k rychlej²í kon-
vergenci, lep²ímu zobec¬ování a v¥t²í deterministi£nosti výsledku u£ení, je velmi d·leºité
zvolit hinty správn¥. M·ºe se stát, ºe na první pohled relevantní hint m·ºe být p°i u£ení
bezcenný.

Výb¥r vhodné varianty u£ení s nápov¥dou v konkrétní úloze bude záleºet na tom, jaký
typ hint· máme k dispozici. Nejjednodu²²í situace nastane, pokud hint m·ºeme zahrnout
do trénovací mnoºiny b¥hem jejího p°edzpracování (nap°íklad invarianci v·£i posunutí).
N¥které jednoduché invariantní hinty lze p°ímo implementovat v architektu°e vrstevnaté
neuronové sít¥, £asto je v²ak p°itom t°eba pozm¥nit algoritmus u£ení. Hlavní nevýhoda
této metody spo£ívá v tom, ºe její realizace m·ºe být velmi sloºitá a nelze ji pouºít obecn¥.
Oproti tomu poslední dv¥ metody dávají obecný návod pro za£len¥ní libovolného hintu do
zvoleného algoritmu u£ení a nevyºadují p°itom ºádné zm¥ny algoritmu. Nesporná výhoda
t¥chto metod spo£ívá v jednoduchosti jejich pouºití. Ke zm¥n¥ architektury sít¥ nedochází
u první z metod v·bec a u druhé metody k ní dochází jen b¥hem u£ení, kdy jsou do£asn¥
p°idány dal²í výstupní neurony. Ob¥ metody sniºují riziko uvíznutí algoritmu v lokálním
minimu chybové funkce a zvy²ují tak schopnost sít¥ zobec¬ovat. Abu-Mostafa ukázal [2, 3],
ºe u£ení s nápov¥dou dokáºe sníºit VC-dimenzi výsledných neuronových sítí. Výb¥r jedné
z metod (hint jako mnoºina vstupn¥-výstupních vzor· / hint jako funkce, jejíº doménou
jsou vstupní vzory) pak záleºí na charakteru úlohy a dostupných hint·.
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2.3 Metody konjugovaných gradient·

Metoda konjugovaných gradient· je iterativní optimaliza£ní metoda pro °e²ení velkých
soustav lineárních rovnic, popsaná nap°íklad v [36]. Tato metoda byla p·vodn¥ navrºena
Hestenesem a Stiefelem [18] k °e²ení rovnic s pozitivn¥ de�nitními maticemi koe�cient·.
Pozd¥ji se stala standardní metodou nelineární optimalizace. Aplikací této metody na
vrstevnaté neuronové sít¥ vzniknou varianty algoritmu zp¥tného ²í°ení s rychlej²í konver-
gencí.

Standardní algoritmus zp¥tného ²í°ení má n¥kolik nevýhod, viz nap°. Blue a Grother
[8]. Jednak nemusí vºdy vést k nejrychlej²í konvergenci, navíc m·ºe dojít k uvíznutí v
lokálním minimu chybové funkce. V praktických úlohách je také t°eba citliv¥ volit pa-
rametry algoritmu. Problém spo£ívá v tom, ºe sm¥r aktualizace vah gi v i-tém kroku
a sm¥r aktualizace vah gj v j-tém kroku nemusí být navzájem kolmé a mohou se tedy
navzájem ru²it. Pokud by sm¥ry byly lineárn¥ nezávislé a navzájem kolmé, byl by pro-
ces minimalizace rychlej²í. A to je základní my²lenkou metody konjugovaných gradient·
- v kaºdém kroku se vybere sm¥r tak, aby byl tzv. konjugovaný se sm¥ry vybranými v
p°edchozích krocích. Pr·b¥h poklesu chyby pro algoritmus zp¥tného ²í°ení a pro metodu
konjugovaných gradient· je vid¥t na obrázku 8, který jsme p°evzali z [36]. Bylo experi-

(a) Algoritmus zp¥tného ²í°ení (b) Metoda konjugovaných gradient·

Obrázek 8: Hladiny chybové funkce v prostoru kon�gurací.

mentáln¥ ov¥°eno [4], ºe metody konjugovaných gradient· vedou k výraznému zrychlení
oproti algoritmu zp¥tného ²í°ení.

Popis pojm· a algoritm· v této podkapitole jsme p°evzali p°eváºn¥ z [13, 28, 29].
Nyní de�nujme základní pojmy, které budeme nadále pouºívat. Matice A je symetrická,
pokud AT = A. Matice A tvaru N × N je pozitivn¥ de�nitní, pokud ∀~x 6= 0, ~x ∈ <N :
~xT · A · ~x > 0. Nenulové vektory ~p1, · · · , ~pk ∈ <N jsou navzájem konjugované vzhledem
k symetrické a pozitivn¥ de�nitní matici M tvaru N × N , pokud ~pi

T ·M · ~pj = 0 pro
i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ N. Skalární sou£in vektor· ~x, ~y ∈ <N je de�nován jako:

~x · ~y =
N∑

i=1

xi · yi. (41)

Euklidovská norma vektoru ~x ∈ <N je de�nována jako:

‖ ~x ‖= 2
√

~xT · ~x. (42)

22



Ozna£me jako váhový vektor ~w ∈ <N vektor v²ech vah a prah· ve vrstevnaté neuronové
síti. Tedy

~w = (· · · , wij, wi+1j, · · · , w0j, wij+1, wi+1,j+1, · · · ). (43)

Ozna£me jako E(~w) chybovou funkci sít¥. E(~w) m·ºe být v daném bod¥ (~w+~z) vyjád°ena
pomocí Taylorova rozvoje:

E(~w + ~z) = E(~w) + E ′(~w)T · ~z +
1

2
· ~zT · E ′′(~w)T · ~z + · · · . (44)

Jak jiº bylo °e£eno, pat°í metody konjugovaných gradient· spole£n¥ s algoritmem
zp¥tného ²í°ení mezi optimaliza£ní metody pouºívající podobnou strategii. Tu si nyní na-
sti¬me: Proces minimalizace chybové funkce je iterativní. Za£neme v n¥jakém po£áte£ním
bod¥ ~w1 v prostoru vah a postupným prohledáváním hledáme bod, pro který bude hod-
nota chybové funkce minimální. Kaºdý krok k algoritmu se skládá ze dvou nezávislých
podkrok·. Nejprve se zvolí sm¥r kroku ~gk, tedy sm¥r, ve kterém se bude hledat dal²í bod
~wk+1. Potom se zvolí velikost kroku αk, tedy jak daleko se má jít daným sm¥rem. Váhový
vektor v kroku k pak aktualizujeme podle vzorce

~wk+1 = ~wk + αk · ~gk. (45)

Algoritmus zp¥tného ²í°ení ur£í sm¥r kroku ~gk jako ~gk = −E ′(~wk) a délku kroku ur£uje
parametr u£ení ε. Minimalizace je zaloºena na lineární aproximaci:

E(~w + ~z) ≈ E(~w) + E ′(~w)T · ~z. (46)

Navíc délka kroku je konstantní. T¥mito argumenty by se dala vysv¥tlit pomalá konver-
gence tohoto algoritmu a to, ºe je v n¥kterých p°ípadech mén¥ efektivní a robustní.

Metody konjugovaných gradient· pouºívají stejnou optimaliza£ní strategii jako stan-
dardní algoritmus zp¥tného ²í°ení, ale vybírají sm¥r a délku kroku precizn¥ji. Vyuºívají k
tomu aproximaci druhého °ádu:

E(~w + ~z) ≈ E(~w) + E ′(~w)T · ~z +
1

2
· ~zT E ′′(~w)T · ~z. (47)

Délka kroku αk se nalezne prohledáváním po p°ímce tak, aby minimalizovala chybovou
funkci v daném sm¥ru kroku ~gk:

αk = argmin
α

E(~w + α · ~gk). (48)

Metod prohledávání po p°ímce je celá °ada. Pro metodu konjugovaných gradient· je
vhodné tzv. Charalambousovo prohledávání [9]. Sm¥r kroku ~gk ur£ujeme následovn¥:
V prvním kroku algoritmu zvolíme stejný sm¥r jako u algoritmu zp¥tného ²í°ení (sm¥r
opa£ný ke gradientu chybové funkce):

~g1 = −E ′(~w1). (49)

V (k + 1)-ním kroku, pro k ≥ 1, vybereme následující sm¥r tak, aby byl konjugovaný se
v²emi p°edchozími sm¥ry. Nový sm¥r vznikne kombinací nového sm¥ru získaného stejn¥
jako u algoritmu zp¥tného ²í°ení se sm¥rem z p°edchozího (k-tého) kroku:

~gk+1 = −E ′(~wk+1) + βk+1 · ~gk. (50)

Existuje mnoho r·zných variant metody konjugovaných gradient·, které se li²í výpo-
£tem konstanty βk. Nejznám¥j²í vzorce pro výpo£et βk pochází od Fletchera a Reevese [16]
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nebo od Polaka a Ribiera [31]. Fletcher-Reeves·v vzorec pro výpo£et βk má následující
tvar:

βk =
‖ ~gk ‖2

‖ ~gk−1 ‖2
. (51)

Tato varianta metody konjugovaných gradient· je vhodná pro sít¥ s v¥t²í délkou N váho-
vého vektoru, protoºe je obecn¥ rychlej²í neº algoritmus zp¥tného ²í°ení a jen o málo více
prostorov¥ náro£ná, viz Battini [4]. Oproti tomu Polak-Ribier·v vzorec pro výpo£et βk je
tvaru:

βk =
~gT

k · ~hk

‖ ~gk−1 ‖2
, (52)

kde ~hk = ~gk − ~gk−1. Tato varianta je jiº prostorov¥ náro£n¥j²í.
Dal²í varianty algoritmu se li²í podle toho, jaké je pouºito restartovací pravidlo.

V²echny metody konjugovaných gradient· se periodicky restartují. P°i restartu se po-
loºí k = 0 a následující sm¥r se vybere jako opa£ný ke sm¥ru gradientu chybové funkce.
Základním postupem je restart v okamºiku, kdy se po£et iterací rovná velikosti váho-
vého vektoru (N), ale existují i jiné restartovací metody, které mohou zvý²it efektivitu
algoritmu. Powell-Bealeova restartovací metoda pochází od Bealeho [5] a byla pozd¥ji vy-
lep²ena Powellem [32]. My²lenka této metody spo£ívá v tom, ºe k restartu má dojít ve
chvíli, kdy zbývá jen malá ortogonalita mezi sou£asným a p°edchozím gradientem. To ne-
musí být vºdy po práv¥ N krocích. Algoritmus je restartován v okamºiku, kdy je spln¥na
tzv. Powellova nerovnost [32]:

| ~gT
k · ~gk−1 |≥ c · ‖ ~gk ‖2, kde c ∈ (0, 1). (53)

Algoritmus 4 shrnuje jednotlivé kroky metody konjugovaných gradient·. Díl£í postupy

Algoritmus 4 Metoda konjugovaných gradient·
1. Inicializace sít¥:

Inicializujeme váhový vektor ~w1 malými náhodnými hodnotami.
Poloºíme ~r1 = ~g1 = −E ′(~w1).
Poloºíme diskrétní £as k roven 1.

2. Spo£teme délku kroku αk:
αk = argminα E(~w + α · ~gk).

3. Aktualizujeme váhový vektor ~w:
~wk+1 = ~wk + αk · ~gk,
~rk+1 = −E ′(~wk+1).

4. Pokud je spln¥na restartovací podmínka (k mod N = 0, Powellova nerovnost,...),
restartujeme algoritmus a inicializujeme sm¥r kroku ~gk+1:
~gk+1 = ~rk+1.

5. Jinak spo£teme βk+1 a nový sm¥r kroku ~gk+1:
βk+1 = ‖~gk‖2

‖~gk−1‖2
,

~gk+1 = −E ′(~wk+1) + βk+1 · ~gk.
6. Konec nebo poloºíme k = k + 1 a vrátíme se zp¥t ke kroku 2.

tohoto algoritmu nyní odvodíme, viz [28]. Pokud by chybová funkce E(~w) byla kvadratická,
m¥la by pro nás výhodné vlastnosti. Ozna£me jako Ew kvadratickou aproximaci E na okolí
bodu ~w. Potom:

Ew(~z) = E(~w) + E ′(~w)T · ~z +
1

2
· ~zT · E ′′(~w)T · ~z. (54)
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Pokud hledáme minimum Ew(~z), je t°eba najít tzv. kritické body, pro které platí:

E ′w(~z) = E ′′(~w) · ~z + E ′(~w) = 0. (55)

Kritické body najdeme °e²ením této lineární rovnice.
M¥jme vektory ~g1, · · · , ~gN ∈ <N navzájem konjugované vzhledem k Hessov¥ matici

E ′′(~w). Metoda konjugovaných gradient· odvozuje vektory ~g1, · · · , ~gN rekurzivn¥, jak
jsme jiº ukázali. Za p°edpokladu, ºe Hessova matice je pozitivn¥ de�nitní, tvo°í vektory
~g1, · · · , ~gN bázi v <N [28]. Vzdálenost kritického bodu ~z∗ od po£áte£ního bodu ~z1 = ~w
pak lze vyjád°it jako lineární kombinaci vektor· ~g1, · · · , ~gN :

~z∗ − ~z1 =
N∑

i=1

αi · ~gi; αi ∈ <. (56)

Vynásobme p°edchozí rovnici £lenem ~gj
T · E ′′(~w) zleva a dostaneme:

~gj
T · (E ′′(~w) · ~z∗ − E ′′(~w) · ~z1) = αj · ~gj

T · E ′′(~w) · ~gj. (57)

Substituujme −E ′(~w) za E ′′(~w) · ~z∗. Koe�cient αj minimalizující E ′w(~z) pak vypo£teme
jako:

αj =
~gj

T (−E ′(~w)− E ′′(~w) · ~z1)

~gj
T · E ′′(~w) · ~gj

=
−~gj

T · E ′w(~z1)

~gj
T · E ′′(~w) · ~gj

. (58)

Kritický bod ~z∗ m·ºe být objeven iterativn¥ v N krocích:

~zk+1 = ~zk + αk · ~gk. (59)

Nazv¥me jako πk pro 1 ≤ k ≤ N mnoºinu bod· ~z spl¬ujících ~z = ~z1 +α1 · ~g1 + · · ·+αk · ~gk.
V k-tém kroku algoritmu dochází k restrikci minima na rovinu πk. Celkem dostáváme
~z∗ = ~z1 + α1 · ~g1 + · · · + αN · ~gN . Pokud je Hessova matice E ′′(~w) pozitivn¥ de�nitní,
získáme kritický bod ~z∗, který bude jediným globálním minimem Ew. V opa£ném p°ípad¥
se m·ºe jednat také o maximum nebo sedlový bod.

V kaºdém kroku algoritmu je p°i výpo£tu αk t°eba spo£ítat a uchovat Hessovu matici
E ′′(~w). Po£ítat ji p°ímo je ale zna£n¥ výpo£etn¥ a prostorov¥ náro£né, proto je lep²í ji
aproximovat. Ozna£me sk = E ′′(~wk) ·~gk. Hodnotu sk lze odhadnout pomocí následujícího
vzorce:

sk ≈
E ′(~wk + σk · ~gk)− E ′(~wk)

σk

; 0 < σk << 1. (60)

Pokud po£ítáme αk podle vzorce (58), mohou v praxi nastat problémy, pokud chybová
funkce není kvadratická. Pak se m·ºe stát, ºe Hessova matice bude inde�nitní v r·zných
oblastech váhového prostoru a kvadratická aproximace chybové funkce nepovede k dobré
konvergenci. Proto standardní algoritmus konjugovaných gradient· pouºívá pro výpo£et
délky kroku αk iterativní prohledávání v aktuálním sm¥ru. To má své nevýhody. Vznikají
tak dal²í problémov¥ závislé parametry, jako je nap°íklad maximální po£et iterací. Navíc
je t°eba v kaºdém kroku n¥kolikrát spo£ítat chybovou funkci a její derivaci, coº je £asov¥
náro£né. Jiné °e²ení tohoto problému p°iná²í dal²í modi�kace algoritmu konjugovaných
gradient·, která se nazývá metodou ²kálovaných konjugovaných gradient·.

2.3.1 Metoda ²kálovaných konjugovaných gradient·

V této podkapitole zanalyzujeme metodu ²kálovaných konjugovaných gradient· [28, 29].
Od p°edchozích variant metody konjugovaných gradient· se tento algoritmus li²í ve zp·-
sobu, jakým po£ítá délku kroku αk. P°edchozí metody pouºívaly v kaºdé iteraci prohle-
dávání po p°ímce, které je výpo£etn¥ náro£né (v kaºdé iteraci je t°eba n¥kolikrát projít
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v²echny trénovací vzory). Moeller [28] se snaºí prohledávání urychlit tak, ºe kombinuje
Levenberg-Marquardt·v p°ístup s principem metod konjugovaných gradient·. P°i hledání
délky kroku pouºívá informace druhého °ádu, p°esto si zachovává lineární prostorovou slo-
ºitost vzhledem k velikosti N váhového vektoru.

Algoritmus zp¥tného ²í°ení i p°edchozí varianty metody konjugovaných gradient· zna£-
n¥ závisí na parametrech de�novaných uºivatelem. Hodnoty t¥chto parametr· mají klí£ový
význam pro úsp¥²nost p°íslu²ných algoritmu. Je t°eba je citliv¥ volit vzhledem k dané
úloze. Metoda ²kálovaných konjugovaných gradient· se snaºí i tomuto problému p°edejít.

Algoritmus 5 podrobn¥ popisuje postupy metody ²kálovaných konjugovaných gradi-
ent·, které nyní odvodíme. Základní my²lenka metody spo£ívá ve vyuºití Levenberg-
Marquardtova p°ístupu [23]. Zavedeme °ídící parametr λk (Lagrange·v multiplikátor),
který zajistí, ºe Hessova matice bude pozitivn¥ de�nitní. Hessovu matici E ′′( ~wk) nahra-
díme maticí E ′′( ~wk) + λk · I. Vzorec pro Ew, kvadratickou aproximaci chyby E na okolí
bodu ~w, bude nyní:

Ew(~z) = E(~w) + E ′(~w)T · ~z +
1

2
· ~zT · (E ′′(~w)T + λ · I) · ~z. (61)

Koe�cient αj pak spo£teme jako:

αj =
−~gj

T · E ′w(~y1)

~gj
T · (E ′′(~w) · ~gj) + λj· ‖ ~gj ‖2

. (62)

Jak je vid¥t ze vzorce (62), délka kroku αj je p°ímo °ízena hodnotami parametru λj. �ím
je hodnota λj v¥t²í, tím je délka kroku krat²í.

Abychom mohli zji²´ovat pozitivní-de�nitnost Hessovy matice, zavedeme parametr δj :

δj = ~gj
T · ~sj = ~gj

T · (E ′′(~wj) + λj · I) · ~gj, (63)

kde
~sj = (E ′′(~wj) + λj · I) · ~gj. (64)

Pokud spo£teme δj, m·ºeme ur£it, zda Hessova matice je nebo není pozitivn¥ de�nitní.
Pokud δj ≤ 0, Hessova matice není pozitivn¥ de�nitní. P°edpokládejme, ºe pro ur£ité j
je δj ≤ 0. Potom je t°eba zvý²it hodnotu λj a p°epo£ítat δj. Ozna£me jako λj, ~sj a δj

postupn¥ nové hodnoty λj, ~sj a δj. Potom pro ~sj a δj platí:

~sj = (E ′′( ~wj) + λj · I) · ~gj (65)
= (E ′′( ~wj) + λj · I) · ~gj + (λj − λj) · ~gj (66)
= ~sj + (λj − λj) · ~gj, (67)

δj = ~gj
T · ~sj = ~gj

T · ~sj + ~gj
T · (λj − λj) · ~gj (68)

= δj + (λj − λj)· ‖ ~gj ‖2 . (69)

Chceme-li, aby δj > 0, je t°eba, aby platilo:

λj > λj −
δj

‖ ~gj ‖2
. (70)

Je tedy t°eba, aby °ídící parametr λj byl zvý²en o více neº − δj

‖~gj‖2 . Otázkou z·stává, o
kolik je t°eba zvý²it λj, abychom dostali optimální °e²ení. Moeller [29] doporu£uje volit

λj = 2 · (λj −
δj

‖ ~gj ‖2
). (71)
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Algoritmus 5 Metoda ²kálovaných konjugovaných gradient·
1. Inicializace sít¥:

Inicializujeme váhový vektor ~w1 malými náhodnými hodnotami.
Inicializujeme £ísla 0 < σ ≤ 10−4, 0 < λ1 ≤ 10−8, λ1 = 0.
Poloºíme ~r1 = ~g1 = −E ′(~w1).
Poloºíme success = true.
Poloºíme diskrétní £as k roven 1.

2. Pokud success = true, spo£teme informaci druhého °ádu:
σk = σ

‖ ~gk‖
,

~sk = E′(~wk+σk·~gk)−E′(~wk)
σk

,
δk = ~gk

T · ~sk.
3. P°epo£teme ~sk, δk:

~sk = ~sk + (λk − λk) · ~gk,
δk = δk + (λk − λk)· ‖ ~gk ‖2.

4. Pokud je δk ≤ 0, zajistíme, aby Hessova matice byla pozitivn¥ de�nitní:
~sk = ~sk + (λk − 2 · δk

‖~gk‖2
) · ~gk,

λk = 2 · (λk − δk

‖~gk‖2
),

δk = −δk + λk· ‖ ~gk ‖2,
λk = λk.

5. Spo£teme délku kroku αk:
µk = ~gT

k · ~rk,
αk = µk

δk
.

6. Spo£teme srovnávací parametr ∆k:
∆k = 2·δk·(E(~wk)−E(~wk+αk·~gk))

µ2
k

.
7. Pokud ∆k ≥ 0, je moºné sníºit chybu:

~wk+1 = ~wk + αk · ~gk,
~rk+1 = −E ′(~wk+1),
λk+1 = 0,
success = true.
7.a Pokud k mod N = 0, restartujeme algoritmus:

~gk+1 = ~rk+1.
7.b Jinak vytvo°íme nový konjugovaný sm¥r:

βk =
~gT

k+1·(~gk+1−~gk)

‖~gk‖2
,

~gk+1 = ~rk+1 + βk · ~gk.
7.c Pokud ∆k ≥ 0.75, sníºíme °ídící konstantu:

λk = 1
4
· λk.

8. Jinak chybu nelze sníºit:
λk+1 = λk,
success = false.

9. Pokud ∆k < 0.25, zvý²íme °ídící konstantu:
λk = λk + δk·(1−∆k)

‖~gk‖2
.

10. Pokud sm¥r ~rk+1 6= 0, pak:
λk+1 = λk.
Poloºíme diskrétní £as k = k + 1.
Vrátíme se zp¥t ke kroku 2.

11. Jinak konec, vrátíme ~wk+1 jako hledané minimum.
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Pokud zvolíme λj podle (71), dostaneme:

δj = δj + (λj − λj)· ‖ ~gj ‖2 (72)

= δj + (2 · λj − 2 · δj

‖ ~gj ‖2
− λj)· ‖ ~gj ‖2 (73)

= −δj + λj· ‖ ~gj ‖2> 0. (74)

Kvadratická aproximace (61) nemusí být vºdy dobrou aproximací E(~w), protoºe pa-
rametr λj, který ur£uje délku kroku, je nastaven um¥le. V £lánku [28] je ukázán mecha-
nismus, jak zv¥t²ovat a zmen²ovat λj, abychom získali dobrou aproximaci i v p°ípad¥,
kdy Hessova matice nebude pozitivn¥ de�nitní. Pokles a vzr·st λj je °ízen prom¥nnou ∆j

de�novanou následujícím vzorcem:

∆j =
E(~wj)− E(~wj + αj · ~gj)

E(~wj)− Ew(αj · ~gj)
(75)

=
2 · (~gT

j · E ′′(~wj) · ~gj + λj· ‖ ~gj ‖2) · (E(~wj)− E(~wj + αj · ~gj))

(−E ′( ~wj)T · ~gj)2
. (76)

Srovnávací parametr ∆j °íká, jak dob°e Ew(αj ~gj) aproximuje E( ~wj + αj ~gj). Parametr λj

se bude zvy²ovat a sniºovat podle následujících pravidel: Pokud ∆j ≥ 0.75, pak λj = 1
4
·λj.

Pokud ∆j < 0.25, pak λj = λj +
δj ·(1−∆j)

‖~gj‖2 .

V této podkapitole jsme popisovali r·zné varianty metody konjugovaných gradient·
(Fletcher-Reeves·v vzorec, Polak-Ribier·v vzorec, Powell-Bealeova restartovací metodu a
²kálované konjugované gradienty). Metoda konjugovaných gradient· pat°í mezi nejrych-
lej²í algoritmy u£ení vrstevnatých neuronových sítí, která se navíc dob°e u£í. R·zné pra-
meny se rozcházejí v názoru, která varianta konjugovaných gradient· je nejlep²í. Z°ejm¥
pro r·zné úlohy se lépe chovají r·zné varianty [13].

Metoda ²kálovaných gradient· oproti p°edchozím variantám so�stikovan¥ji po£ítá dél-
ku kroku za vyuºití informace druhého °ádu. Zárove¬ je u ni t°eba nastavit jen minimum
volitelných parametr·; narozdíl od ostatních variant metody konjugovaných gradient·,
kde je po£et volitelných parametr· v porovnání s algoritmem zp¥tného ²í°ení velmi velký. Z
tohoto d·vodu jsme metodu ²kálovaných konjugovaných gradient· up°ednostnili v na²ich
experimentech.
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3 Techniky vhodné pro extrakci znalostí a pravidel

Existuje více p°ístup· k extrakci znalostí z dat. Jedním z nejsrozumiteln¥j²ích typ· model·
s velkou vyjad°ovací silou jsou rozhodovací pravidla. Standardní syntaxe rozhodovacího
(if-then) pravidla je: <IF> podmínka <THEN> t°ída. Pravidla se dají z dat extrahovat
n¥kolika zp·soby. V prvé °ad¥ je moºné u£it je p°ímo. Dal²í moºností je vystav¥t nad
daty rozhodovací strom a p°em¥nit ho na pravidla. Znalosti ekvivalentní pravidl·m se
dají rovn¥º extrahovat z vrstevnatých neuronových sítí. V této kapitole tyto metody dále
rozvedeme.

3.1 P°ímé u£ení pravidel z dat - Pokrývání mnoºin

Metoda pokrývání mnoºin [27] inkrementáln¥ u£í if-then pravidla. V jednom kroku algo-
ritmu nau£íme jedno pravidlo, potom z trénovací mnoºiny odstraníme vzory, které pravidlo
pokrývá, a pokra£ujeme dal²ím krokem. Získáme tak mnoºinu disjunktních pravidel, která
m·ºeme nakonec uspo°ádat podle úsp¥²nosti. Postup je podrobn¥ji popsán algoritmem 6.
Pro ur£ení kvality pravidla se pouºívají r·zné míry, nej£ast¥j²í z nich je entropie vzhledem

Algoritmus 6 Pokrývání mnoºin
1. P ← V yberPravidlo(T, Cíl, Atributy).
2. Dokud Kvalita(P, T ) > práh

T = T \ {p°íklady kladn¥ klasi�kované pomocí pravidla},
P ravidla← Pravidla ∪ P,
P ← V yberPravidlo(T, Cíl, Atributy).

3. Pravidla set°ídíme podle úsp¥²nosti predikce na trénovací mnoºin¥ T .

k cílové t°íd¥:

Kvalita(P ) = −
k∑

i=1

P (ci) · log(P (ci)), (77)

kde P (ci) je pravd¥podobnost, ºe vzor pokrytý pravidlem P pat°í do t°ídy ci. Po pravidlu
chceme velkou p°esnost (správnou p°edpov¥¤), ale netrváme nutn¥ na velkém pokrytí
(není nutné rozhodnout pro v²echny p°íklady).

Jednotlivá pravidla se hledají prohledáváním stavového prostoru. Ten se prohledává
metodou rozd¥l a panuj, a to odshora dol· (nap°. AQ algoritmus [26]) nebo odzdola nahoru
(nap°. CN2 [11]). Algoritmus CN2 za£ne u pravidla, které neobsahuje ºádnou podmínku,
a iterativn¥ k ní p°idává dal²í podmínky. Oproti tomu AQ algoritmus nejprve nalezne
pozitivní p°íklad nepokrytý ºádným pravidlem a ozna£í ho za jádro. Potom jádro roz²í°í
na nejv²eobecn¥j²í popis, který bude pokrývat pouze pozitivní p°ípady.

Hlavní nevýhodou vytvá°ení pravidel pokrýváním mnoºin je velká citlivost t¥chto mo-
del· na ²um v datech. Tyto algoritmy vytvá°ejí pouze pravidla bez prom¥nných, jejich
pouºití je tedy omezené.

29



3.2 Rozhodovací stromy

Rozhodovací stromy, popsané nap°íklad v [6, 27], jsou jedním ze základních a pom¥rn¥
silných model· pro dobývání znalostí z dat. Jsou vhodné p°edev²ím pro °e²ení klasi�ka£-
ních úloh. Rozd¥lují vzory do navzájem disjunktních podmnoºin, kde kaºdá podmnoºina
m·ºe být následn¥ popsaná jednoduchým pravidlem. Hlavní výhodou tohoto modelu je to,
ºe je srozumitelný (transparentní), protoºe má formu explicitních pravidel. To umoº¬uje
snadno vyhodnocovat výsledky, dob°e rozpoznat klí£ové atributy nebo vyjád°it pravidla
v jazyce jako je SQL. Tento model m·ºe být výhodný i v situaci, kdy jsou vstupní data
po²kozená.

Vstupem rozhodovacího stromu je objekt nebo situace popsaná mnoºinou spojitých
nebo diskrétních atribut· (vstupní vzor). Cílový atribut (poºadovaný výstup) m·ºe být
rovn¥º spojitý, nebo diskrétní. Prozatím budeme p°edpokládat diskrétní cílové atributy
a klasi�kaci p°edloºeného vstupního vzoru do jedné z cílových t°íd. Rozhodovací strom
pro daný cílový atribut je ko°enový strom. Kaºdý vnit°ní uzel odpovídá testu (obvykle
na hodnotu jednoho z atribut·) a pro kaºdou hodnotu výsledku p°íslu²ného testu vede
z uzlu hrana. Listy jsou ozna£eny p°edpokládanou hodnotou cílového atributu, která je
vrácena v p°ípad¥ dosaºení listu. Pokud rozhodovacímu stromu p°edloºíme nový vzor,
pomocí jednoduchého pravidla (které je tvo°eno posloupností test· ve strom¥) za°adíme
vzor do cílové t°ídy. P°íklad jednoduchého rozhodovacího vzoru je na obrázku 9. Pomocí

Obrázek 9: Rozhodovací strom pro jednoduchou úlohu. Cílový atribut odpovídá rozhod-
nutí, zda je vhodný den pro odpolední výlet.

rozhodovacího stromu je prostor moºných vzor· rozd¥len do oblastí, které obsahují vºdy
vzory ze stejné t°ídy (odpovídá jim stejná hodnota cílového atributu). P°íklad rozd¥lení
vstupního prostoru na oblasti znázor¬uje obrázek 10.

Klasi�kace vstupního vzoru prost°ednictvím rozhodovacího stromu se provádí posloup-
ností test·, kdy aktuální volba pouºitého testu závisí na výsledku p°edchozího testu. Nej-
prve p°edloºený vstupní vzor konfrontujeme s ko°enem stromu. Pak provedeme test, který
ur£í, ke kterému synovskému uzlu máme p°ejít (obvykle otestujeme hodnotu jednoho z
atribut·). Tento proces opakujeme, dokud nedosáhneme n¥kterého z list·. V²echny vzory,
které skon£í v daném listu, jsou pak klasi�kovány do stejné t°ídy. Testy provedené po cest¥
od ko°ene do listu dohromady tvo°í klasi�ka£ní pravidlo. R·zné listy mohou klasi�kovat
vzory do stejné t°ídy, ale kaºdý z nich pouºitím jiného pravidla.

Obecný algoritmus pro výstavbu rozhodovacího stromu se dá popsat následovn¥:
M¥jme trénovací mnoºinu, která se skládá z p°edem klasi�kovaných vzor·. Tedy pro kaºdý
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Obrázek 10: Rozd¥lení vstupního prostoru do oblastí pomocí rozhodovacího stromu.

vstupní vzor známe hodnotu cílového atributu. Cílem je postavit strom, který správn¥ kla-
si�kuje nejen prvky trénovací mnoºiny, ale i neznámé p°edloºené vzory. Základní postup
výstavby rozhodovacího stromu popisuje algoritmus 7. Existuje mnoho postup· pro výb¥r

Algoritmus 7 Výstavba rozhodovacího stromu
1. Vybereme test, který bude v ko°eni stromu, vytvo°íme pro n¥j uzel a rozd¥líme

trénovací vzory do mnoºin podle toho, jaká je pro n¥ hodnota výsledku testu.
2. Pro kaºdý moºný výsledek testu vytvo°íme podstrom,

pouºijeme k tomu p°íslu²nou podmnoºinu dat (vytvo°enou v p°edchozím kroku).
3. Pokud data obsahují jen jednu hodnotu cílové t°ídy nebo pokud neexistuje

vhodný test, vytvo°íme list a ozna£íme ho nej£etn¥j²í hodnotou cílové t°ídy.

testu v ko°eni (pod)stromu, ale cílem je vºdy vybrat test, který nejlépe separuje cílové
t°ídy.

Z rozhodovacích strom· se dají extrahovat pravidla, a to zapsáním pravidla pro kaºdý
list. Pro kaºdou cestu s posloupností test· T1, · · · , Tn z ko°ene do listu ozna£eného t°ídou
c vytvo°íme pravidlo T1&T2& · · ·&Tn → c. Získaná pravidla m·ºeme dále zlep²ovat. Pro
kaºdý test v kaºdém pravidle je t°eba uváºit, zda by se jeho vynecháním nezvý²ila kvalita
pravidla. Výsledná pravidla pak set°ídíme podle klesající úsp¥²nosti.

3.2.1 Pro°ezávání

Kritickým faktorem u rozhodovacího stromu je jeho velikost. Rozhodovací strom musí mít
dostate£nou velikost (aby správn¥ klasi�koval data), ale nesmí být p°íli² velký (aby byl
schopen dob°e zobec¬ovat).

Spolehlivost rozhodovacího stromu m¥°íme tak, ºe ho aplikujeme na mnoºinu vzor·,
které nebyly obsaºeny v trénovací mnoºin¥ (valida£ní mnoºinu) a spo£teme procento
správn¥ klasi�kovaných vzor·. Musíme p°itom brát v úvahu kvalitu jednotlivých v¥tví
stromu. Kaºdá v¥tev reprezentuje jedno pravidlo a n¥která pravidla jsou lep²í neº jiná.
N¥kdy m·ºeme zlep²it schopnost predikce pro°ezáním slab²ích v¥tví. Pro kaºdý uzel m·-
ºeme spo£ítat následující hodnoty, které nám pomohou p°i pro°ezávání: po£et vzor·, které
jím pro²ly; jak by byly tyto vzory klasi�kované, kdyby daný uzel byl listem; procento
správn¥ klasi�kovaných vzor·.

Pro°ezávat rozhodovací strom m·ºeme dv¥ma zp·soby, které se nazývají preprunning
a postprunning. Metoda vyuºívající preprunning spo£ívá v tom, ºe p°i výstavb¥ stromu
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skon£íme s v¥tvením d°íve, neº p°i standardní konstrukci rozhodovacího stromu. Nový uzel
uº dál d¥lit nebudeme (a prohlásíme ho za list), pokud je spln¥na jedna z následujících
podmínek: Zaprvé, v trénovací (pod)mnoºin¥ uzlu je v¥t²ina vzor· z jedné cílové t°ídy.
Zadruhé, trénovací (pod)mnoºina uzlu je dostate£n¥ malá. Problémem preprunningu je
to, ºe v¥t²inou nepostaví strom se správnou hloubku (u n¥kterých v¥tví p°estane uzly
d¥lit pozd¥, u jiných moc brzy).

P°i postprunningu nejprve vytvo°íme strom a pak ho teprve pro°ezáváme. K pro-
°ezávání pouºijeme valida£ní mnoºinu vzor·, která by m¥la být nezávislá na trénovací
mnoºin¥. Hlavní výhodou oproti p°edchozí metod¥ je to, ºe nezamítneme dvojici test·,
které jsou uºite£né jako celek, ale samy o sob¥ d·leºité nejsou. Existují dva zp·soby, jak
strom pro°ezat - nahradit podstrom listem, £i vynechat vnit°ní uzel. Pokud chceme na-
hradit podstrom listem, je t°eba postupovat následovn¥: Procházíme stromem sm¥rem
od list· ke ko°eni a pro kaºdý uzel se rozhodneme, zda podstrom zachováme, nebo zda
ho nahradíme listem. Vynechání vnit°ního uzlu je sloºit¥j²í. Vyhodíme-li vnit°ní uzel, je
t°eba nahradit ho jedním z jeho synovských podstrom·. P°íklady, které pat°ily do jiných
synovských podstrom·, je t°eba p°eklasi�kovat.

3.2.2 CART algoritmus

Algoritmus CART [21] je jedním ze základních algoritm· pro stavbu rozhodovacího stro-
mu, který vytvá°í binární stromy. Testy ve vnit°ních uzlech pro numerické atributy se
týkají vºdy jednoho atributu xi a mají tvar xi ≥ hik, kde hik je prahová hodnota daného
°ezu. Moºné °ezy pro daný atribut xi sestrojíme (pro spojité atributy) tímto zp·sobem:
Nejprve vezmeme v²echny hodnoty, kterých xi nabývá na trénovací mnoºin¥, a uspo°á-
dáme je. Následn¥ zvolíme za hik st°ední hodnoty kaºdých dvou po sob¥ jdoucích hodnot.
Pro diskrétní atributy vytvo°íme °ezy obdobn¥.

Pro CART algoritmus je d·leºité, jakým zp·sobem se vybere optimální °ez. P°edpoklá-
dejme, ºe máme k dispozici trénovací mnoºinu dat T a mnoºinu atribut·. Cílem je vytvo°it
°ez, který bude nejlépe separovat cílové t°ídy. Jako míru úsp¥²nosti °ezu pouºijeme tzv.
diverzitu. Algoritmus 8 nasti¬uje postup výb¥ru nejlep²ího °ezu. Vysoká diverzita zna£í,

Algoritmus 8 Výb¥r nejlep²ího °ezu
1. Pro kaºdý atribut xi:

1a. pro kaºdou moºnou prahovou hodnotu °ezu hik:
1a.a. podle testu xi ≥ hik rozd¥líme mnoºinu T na dv¥ mnoºiny TL a TP

a spo£teme pokles diverzity uzlu,
1a.b. najdeme nejlep²í °ez pro daný atribut

(°ez, který vede k nejv¥t²ímu poklesu diverzity).
1b. Najdeme atribut s nejlep²ím °ezem, tento °ez se stane testem pro daný uzel.

ºe v trénovací mnoºin¥ je rovnom¥rn¥ zastoupeno hodn¥ cílových t°íd, nízká diverzita na-
opak znamená, ºe jedna cílová t°ída na datech p°evládá. Nejlep²í °ez je ten, který nejvíce
sniºuje diverzitu uzlu. Pokles diverzity uzlu t je dán následujícím vztahem:

∆diverzita(t) = diverzita(t)− (diverzita(tL) + diverzita(tP )), (78)

kde tL a tP jsou synovské uzly uzlu t. Je více zp·sob·, jak po£ítat diverzitu uzlu. Nejob-
vyklej²í míry diverzity jsou:

min(P (c1), P (c2)), (79)

2 · P (c1) · P (c2) (80)
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pro 2 cílové t°ídy c1 a c2,

−
n∑

i=1

P (ci) · log(P (ci)) (81)

pro n cílových t°íd c1, · · · , cn, kde P (ci) je pravd¥podobnost, ºe vzor z trénovací mnoºiny T
pat°í do t°ídy ci. Poslední varianta se nazývá entropie spojená s mnoºinou T . Vý²e zmín¥né
funkce po£ítající diverzitu mají odli²ný pr·b¥h a vybírají r·zné °ezy. Pro v²echny ov²em
platí, ºe nabývají svého maxima, platí-li pro n¥jakou t°ídu ci P (ci) = 1 a pro ostatní t°ídy
cj platí P (cj) = 0 (tedy v mnoºin¥ T je zastoupena jen jedna t°ída). Naopak minima
nabývají v²echny z funkcí v p°ípad¥, ºe jsou v²echny t°ídy stejn¥ pravd¥podobné.

Výstavba celého stromu probíhá následovn¥: Vít¥zný °ez rozd¥lí trénovací mnoºinu T
na dv¥ podmnoºiny TL a TP . Kaºdou z nich pouºijeme pro vytvo°ení jednoho z podstrom·,
jejichº ko°eny budou synové práv¥ vytvo°eného uzlu. Mnoºinu atribut· zmen²íme o ty
atributy, které mají pro v²echny trénovací vzory v dané podmnoºin¥ stejnou hodnotu.
Pokud nem·ºeme najít °ez, který by sníºil diverzitu uzlu, prohlásíme uzel za list. To
nastane speciáln¥ ve chvíli, kdy jsou v²echny vzory z trénovací mnoºiny uzlu ze stejné
cílové t°ídy. Kaºdému listu p°i°adíme jeho cílovou t°ídu a míru spolehlivosti (procento
²patn¥ klasi�kovaných p°íklad·). M·ºe se stát, ºe trénovací vzory, které dosáhly daného
listu, nepat°í v²echny do stejné t°ídy. Potom list ozna£íme nej£ast¥ji zastoupenou t°ídou.
Mírou spolehlivosti rozhodovacího stromu je váºený sou£et spolehlivostí v²ech jeho list·.
Váhou spolehlivosti listu je pravd¥podobnost, ºe jej vzor dosáhne.

Algoritmus CART umoº¬uje pro°ezávání vytvo°eného rozhodovacího stromu. Pod-
stromy, které budou pro°ezány, vybíráme tak, ºe projdeme rozhodovací strom od list·
sm¥rem ke ko°eni a pro kaºdý uzel otestujeme, jak se zm¥ní míra spolehlivosti, pokud
bychom ho nahradili listem. Pokud by se míra spolehlivosti zlep²ila, podstrom odstra-
níme.

3.2.3 Algoritmy C4.5 a ID3

Algoritmus ID3 [33] je jedním z nejstar²ích algoritm· pro výstavbu rozhodovacích strom·.
Algoritmus C4.5 je jeho roz²í°ením, které navíc mimo jiné umoº¬uje pracovat s numeric-
kými hodnotami. Hlavní rozdíl mezi C4.5 a CART je v mechanismu v¥tvení. Zatímco
CART v¥tví vºdy binárn¥, C4.5 rozli²uje v¥tvení podle spojitých a diskrétních atribut·.
Testy pro spojité atributy jsou stejné jako u CARTu, testy pro diskrétní atributy vedou k
tomu, ºe se vytvo°í jeden synovský podstrom pro kaºdou hodnotu testovaného atributu.

Výb¥r optimálního testu se u ID3 mírn¥ li²í od algoritmu CART. Atribut, který bude
testován v ko°eni stromu, vybereme na základ¥ jeho informa£ního zisku ("Information
gain"). Informa£ní zisk je de�nován pro atribut A a trénovací mnoºinu uzlu T následovn¥:

Gain(A, T ) = Entropie(T )−
∑

x∈V al(A)

|Tx|
|T |
· Entropie(Tx), (82)

kde Tx je podmnoºina T , která obsahuje práv¥ v²echny prvky T , pro které A = x, V al(A)
je mnoºina hodnot atributu A, Entropie(T ) = −

∑
i P (ci)log(P (ci)), P (ci) je pravd¥po-

dobnost, ºe vzor z trénovací mnoºiny T pat°í do cílové t°ídy ci. Do ko°ene podstromu
vybereme atribut s nejv¥t²ím informa£ním ziskem.

Na záv¥r této podkapitoly bychom rádi zanalyzovali výhody a nevýhody modelu rozho-
dovacích strom·. Hlavní výhodou rozhodovacích strom· je jejich snadná interpretovatel-
nost. Vytvá°í srozumitelná pravidla, která m·ºeme jednodu²e zapsat v p°irozeném jazyce
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i v jazyce typu SQL. Krom¥ toho, rozhodovací stromy mají hierarchickou strukturu, rele-
vantní atributy se nacházejí blízko ko°ene. Pro jejich pouºití v klasi�ka£ních úlohách mluví
i to, ºe klasi�kují velmi rychle, bez nutnosti sloºitých výpo£t·. Rovn¥º nevyºadují sloºité
p°edzpracování trénovací mnoºiny dat. Jsou schopné pracovat se spojitými i diskrétními
hodnotami atribut· a pomáhají nám rozhodnout se, které atributy jsou pro predikci £i
klasi�kaci klí£ové.

Hlavní nevýhoda modelu rozhodovacích strom· spo£ívá v tom, ºe narozdíl od vý-
po£tu jsou výstavba rozhodovacího stromu i jeho pro°ezání pro sloºit¥j²í úlohy zna£n¥
výpo£etn¥ náro£né. Predikce numerických hodnot s sebou rovn¥º nese mnoho problému.
Abychom mohli predikovat numerické hodnoty, je nutné model rozhodovacího stromu po-
zm¥nit. Problém p°i u£ení m·ºe nastat (obzvlá²´ dovolíme-li v¥t²í v¥tvení stromu), pokud
máme velké mnoºství cílových t°íd, ale malý po£et trénovacích vzor·. Trénovací vzory pak
nemusí dostate£n¥ pokrýt v²echny v¥tve stromu. Rozhodovací stromy se rovn¥º obtíºn¥
vypo°ádají se vzájemnými interakcemi mezi atributy. N¥které atributy (nap°íklad mno-
hahodnotové, klí£e) jsou pro rozhodování bezcenné, proto je t°eba je p°edem detekovat a
odstranit. P°i výstavb¥ rozhodovacího stromu £asto dochází také ke zbyte£né fragmentaci
úlohy a replikacím (v r·zných v¥tvích vznikají identické podstromy). U sloºit¥j²ích úloh
pak m·ºe dojít k vytvo°ení p°íli² velkých a sloºitých rozhodovacích strom·, ze kterých
následn¥ získáme p°íli² mnoho dlouhých pravidel. Vyjad°ovací síla a srozumitelnost takto
získaných pravidel je zna£n¥ omezená.
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3.3 Metoda vynucované kondenzované interní reprezentace

Z vrstevnaté neuronové sít¥ typu zp¥tného ²í°ení je narozdíl od modelu rozhodovacích
strom· obtíºn¥j²í extrahovat znalosti, obzvlá²t¥ ve tvaru pravidel. Nicmén¥ pokud al-
goritmus u£ení vynutí transparentní strukturu vrstevnaté neuronové sít¥, je moºné z ní
vy£íst °adu informací o tom, jak po£ítá. Standardní algoritmus zp¥tného ²í°ení sám o
sob¥ není schopen jasnou strukturu sít¥ vytvo°it. Existuje v²ak jeho modi�kace, metoda
vynucované kondenzované interní reprezentace [30], která k vzniku transparentní vnit°ní
struktury neuronové sít¥ výrazn¥ napom·ºe.

Nejprve zave¤me základní pojmy pouºívané v této podkapitole. Pro danou vrstevna-
tou neuronovou sí´ s h skrytými neurony a vstupní vzor ~x ∈ <n nazveme vektor ~r ∈ <h

výstup· v²ech skrytých neuron· interní reprezentací dané vrstevnaté neuronové sít¥. In-
terní reprezentaci vrstevnaté neuronové sít¥ ~r = (r1, · · · , rh) nazveme binární, jestliºe
ri ∈ {0, 1} pro i = 1, · · · , h. Interní reprezentaci vrstevnaté neuronové sít¥ ~r = (r1, · · · , rh)
nazveme kondenzovanou, jestliºe ri ∈ {0, 1

2
, 1} pro i = 1, · · · , h. M¥jme danou vrstevnatou

neuronovou sí´ a trénovací mnoºinu T . Skrytý neuron i vytvá°í uniformní reprezentaci,
jestliºe fi(ξi) = c ∈ < pro v²echny vstupní vzory z T . Skrytý neuron i vytvá°í reprezentaci
identickou s reprezentací skrytého neuronu j, jestliºe fi(ξi) = fj(ξj) pro v²echny vstupní
vzory z T . Skrytý neuron i vytvá°í reprezentaci inverzní k reprezentaci skrytého neuronu
j, jestliºe fi(ξi) = −fj(ξj) pro v²echny vstupní vzory z T .

Standardní vrstevnaté neuronové sít¥ typu zp¥tného ²í°ení se sigmoidální p°enosovou
funkcí mají tendence vytvá°et nejasnou interní reprezentaci, kdy výstupy skrytých neu-
ron· pokrývají celý interval (0, 1). U takto nau£ených sítí lze jen velmi obtíºn¥ odhadnout
funkci a d·leºitost jednotlivých skrytých neuron·. Pokud nám jde o to, extrahovat z neu-
ronové sít¥ znalosti, je nutné, aby sí´ m¥la interní reprezentaci co nejjasn¥j²í. Navíc je
dobré, pokud se pro r·zné poºadované výstupy co nejvíce li²í výstupy skrytých neuron·.

Metodu vynucované kondenzované interní reprezentace, která vytvo°í transparentní
strukturu sít¥ jiº v pr·b¥hu u£ení, nasti¬uje £lánek [30]. Aby bylo jasné, jakou funkci
mají jednotlivé skryté neurony, je t°eba zajistit, aby se jejich výstupy co nejvíce blíºily
hodnotám 0, 1 a 1

2
. To nám pom·ºe p°i následné extrakci pravidel z neuronové sít¥.

Výstup 1 intuitivn¥ odpovídá hodnot¥ "ano", výstup 0 odpovídá hodnot¥ "ne". Výstup
1
2
(tzv. tichý stav) odpovídá hodnot¥ "nelze rozhodnout". Tichý stav daného skrytého

neuronu odpovídá t¥m vstupním vzor·m, které se nacházejí v t¥sném okolí jeho d¥lící
nadroviny. Pro tyto vstupy není daný neuron schopen rozhodnout. Vrstevnatá neuronová
sí´ s kondenzovanou interní reprezentací je pak taková sí´, jejíº skryté neurony mají pro
v²echny trénovací vzory výstupní hodnoty blízké hodnotám 0, 1 nebo 1

2
.

M¥jme nau£enou vrstevnatou neuronovou sí´ s kondenzovanou interní reprezentací.
Pro kaºdý trénovací vzor má sí´ ur£itou interní reprezentaci (kombinaci výstup· skrytých
neuron·). Trénovací vzory m·ºeme rozd¥lit do t°íd ekvivalence podle interní reprezentace.
Snadno pak m·ºeme extrahovat znalosti ekvivalentní rozhodovacím pravidl·m, zvlá²´
pokud je t°íd ekvivalence málo.

Pokud chceme, aby sí´ získala b¥hem u£ení kondenzovanou interní reprezentaci, je
dobré formulovat tento poºadavek ve tvaru chybové funkce, kterou budeme v pr·b¥hu
u£ení minimalizovat. Chybová funkce by m¥la penalizovat skryté neurony s výstupy vzdá-
lenými od hodnot 0, 1

2
a 1. Tato chybová funkce by m¥la být kladná, spojit¥ diferen-

covatelná a m¥la by dosahovat lokálního minima pro výstupy skrytých neuron· 0, 1
2
a

1. Toho m·ºeme dosáhnout tak, ºe pro kaºdý výstup y skrytého neuronu p°idáme £len
y · (1 − y) · (y − 1

2
)2. Graf tohoto chybového £lenu je vid¥t na obrázku 11. Funkce sice

spl¬uje poºadavky, které na ni klademe, p°esto její pouºití nepovede k poºadovanému vý-
sledku. Jak je vid¥t z obrázku, lokální minima 0 a 1 jsou znevýhodn¥na oproti 1

2
. Lokální

maxima se nacházejí p°íli² blízko t¥chto bod· (a chybová funkce je zde p°íli² strmá). Nao-
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Obrázek 11: Graf funkce x · (1− x) · (x− 1
2
)2 na intervalu [0, 1].

pak údolí kolem bodu 1
2
je aº p°íli² ²iroké. Následkem tohoto znevýhodn¥ní budou skryté

neurony setrvávat pro v¥t²inu vstupních vzor· v tichém stavu. Proto bychom cht¥li, aby
se lokální maxima posunula blíºe k sob¥ do blízkosti bod· 0.25 a 0.75. Toho lze docílit,
pokud p°íslu²né chybové £leny nahradíme £leny ys · (1− y)s · (y− 1

2
)2, s > 1. Umocn¥ním

jednotlivých £len· dosáhneme poºadovaného výsledku, kdy se maxima posunou blíºe k
sob¥ a chybová funkce bude v okolí bod· 0 a 1 mén¥ strmá, viz obrázek 12.

Obrázek 12: Graf funkce xs · (1− x)s · (x − 1
2
)2 na intervalu [0, 1] pro s = 1, 2 (vlevo) a

doporu£ované s = 4 (vpravo).

Chybová funkce penalizující neustálené skryté neurony vznikne sou£tem jednotlivých
chybových £len· p°es v²echny neurony v poslední skryté vrstv¥ (index j) a p°es v²echny
trénovací vzory (index i):

F =

p∑
i=1

m∑
j=1

ys
ij · (1− yij)

s · (yij −
1

2
)2, (83)

kde yij je výstup j-tého neuronu v poslední skryté vrstv¥ pro i-tý trénovací vzor. Celková
chybová funkce bude roz²í°ena následovn¥:

G = αe · E + αr · F, (84)
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kde E je de�novaná pomocí (14) a αe a αr jsou nezáporné konstanty ur£ující podíl E a
F na celkové chyb¥. Konstanty αe a αr je t°eba citliv¥ zvolit. Pokud je αe p°íli² velká,
získáme dob°e nau£enou sí´ bez kondenzované interní reprezentace. Pokud naopak vysoce
p°evaºuje αr, ztratí sí´ schopnost aproximovat hledanou funkci, protoºe dojde k saturaci
skrytých neuron·.

V pr·b¥hu u£ení je t°eba minimalizovat zárove¬ s chybovou funkcí E obdobným zp·-
sobem i funkci F . V kaºdém kroku modi�kovaného algoritmu zp¥tného ²í°ení pak aktua-
lizujeme váhy skrytých neuron· proti sm¥ru gradientu chybových funkcí E i F . P°ír·stek
váhy pro jeden trénovací vzor odpovídající chybové funkci F budeme zna£it ∆F wij :

∆F wij = − ∂F

∂wij

. (85)

Vztahy pro výpo£et ∆F wij odvodíme následovn¥: P°edpokládejme, ºe máme jeden za�xo-
vaný trénovací vzor p, jehoº index pro jednoduchost vynecháme. Pro danou k-tou vrstvu
bude j neuron z této vrstvy a i bude neuron z (k− 1)-ní vrstvy. Pro výstupní ((l + 1)-ní)
vrstvu platí:

∆F wij = 0. (86)

Pro l-tou (poslední) skrytou vrstvu platí:

∆F wij = − ∂F

∂wij

= −∂F

∂yj

· ∂yj

∂ξj

· ∂ξj

∂wij

. (87)

Výraz − ∂F
∂ξj

= − ∂F
∂yj
· ∂yj

∂ξj
budeme zna£it ϕj. Spo£teme:

∂F

∂yj

= yj
s−1 · (1− yj)

s−1 · (yj −
1

2
) · (2 · (s + 1) · yj · (1− yj)−

1

2
· s). (88)

∂ξj

∂wij
spo£teme podle vzorce (21), ∂yj

∂ξj
spo£teme podle vzorce (24). Celkem dostaneme:

∆F wij = −λj · yj
s · (1− yj)

s · (yj −
1

2
) · (2 · (s + 1) · yj · (1− yj)−

1

2
· s) · yi (89)

= ϕj · yi. (90)

Pro neurony j z ostatních skrytých vrstev rovn¥º platí (87). Dále spo£teme:

−∂F

∂yj

= −
∑
r∈j→

∂F

∂yr

· ∂yr

∂ξr

· ∂ξr

∂yj

=
∑
r∈j→

ϕr · wjr. (91)

Celkem dostaneme:

∆F wij = (
∑
r∈j→

ϕr · wjr) · yj · (1− yj) · yi = ϕj · yi. (92)

Odvození se p°íli² neli²í od algoritmu zp¥tného ²í°ení. My²lenka zp¥tného ²í°ení chyby je
u obou postup· stejná.

Vzorec (32) pro aktualizaci vah v algoritmu zp¥tného ²í°ení bude roz²í°en následovn¥:

4wij(t) = −αe · δjk · yi + αr · ϕj · yi, (93)

kde ϕj je de�novaná vzorcem:

ϕj =


0, j ∈ Ll+1

λj · yj
s · (1− yj)

s · (yj − 1
2
) · (1

2
· s− 2 · (s + 1) · yj · (1− yj)), j ∈ Ll

(
∑

r∈j→
ϕrwjr) · yj · (1− yj), j ∈ Li, i < l.

(94)
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Konstanty αe a αr ∈ (0, 1) ve vzorci (93) jsou váhy ur£ující podíl E a F na celkové chyb¥.
Metoda vynucované kondenzované interní reprezentace m·ºe být dále roz²í°ena, aby se

je²t¥ více sníºila citlivost funkce sít¥. �asto se stává, ºe nau£ená vrstevnatá neuronová sí´
má pro r·zné výstupy velmi podobnou interní reprezentaci. Tato situace nastane, pokud
jsou hodnoty vah v absolutní hodnot¥ mezi dv¥ma následujícími skrytými vrstvami velké.
To vede k velkým potenciál·m, které vyváºí malé rozdíly v interní reprezentaci. U takto
nau£ené sít¥ vedou i malé zm¥ny v interní reprezentaci k velkým rozdíl·m ve výstupech
sít¥. Sí´ pak h·°e zobec¬uje, je velice citlivá na ²um v datech. V £lánku [30] je popsán
postup, jak vytvo°it kondenzovanou interní reprezentaci, kde se pro odli²né výstupy bu-
dou co nejvíce li²it aktivity skrytých neuron·. Zásadní nevýhodou této metody je zna£ná
£asová a prostorová sloºitost. Daný algoritmus je kvadratický. Pro kaºdý p°edloºený tré-
novací vzor je t°eba v kaºdém kroku spo£ítat podobnost se v²emi ostatními trénovacími
vzory. Navíc je t°eba si pro kaºdý neuron pamatovat jeho stav pro v²echny vstupní vzory.

Jednou z hlavních p°edností vrstevnatých neuronových sítí je schopnost zobec¬ovat.
Jedná se o schopnost dát správný výstup i pro neznámé vzory (které se nevyskytovaly v
trénovací mnoºin¥). Pokud chceme, aby sí´ správn¥ zobec¬ovala, m·ºeme tomu napomoci
n¥kolika zp·soby. Nejd·leºit¥j²í je správn¥ zvolit trénovací mnoºinu tak, aby obsahovala
v²echny p°íznaky a informace nutné k správnému nau£ení. To je zárove¬ jeden z nejt¥º²ích
úkol·. Dále je d·leºité vybrat trénovací vzory tak, aby co nejrovnom¥rn¥ji pokrývaly
vstupní prostor. Obecn¥ platí, ºe sít¥, které jsou men²í, lépe zobec¬ují [14]. �ím je sí´
v¥t²í, tím v¥t²í je ²ance, ºe bude správn¥ aproximovat hledanou funkci, ale zárove¬ je t°eba
více trénovacích vzor·, aby správn¥ zobec¬ovala. D·leºité tedy je, omezit co nejvíce po£et
skrytých neuron·, ale ne p°íli², aby sí´ neztratila schopnost dostate£n¥ dob°e aproximovat
hledanou funkci. Funkce sít¥ (a její derivace) by také m¥la mít co nejhlad²í pr·b¥h bez
p°íli²ného zak°ivení a prudkých výchylek [20]. Prudké výchylky ve funkci sít¥ vedou k
tomu, ºe pro podobné vstupy m·ºe sí´ dávat zcela odli²né výstupy. Pokud ale po£ítáme s
²umem v datech, chceme, aby i pro mírn¥ za²um¥ná data sí´ dávala podobné výsledky. Je-
li na²ím cílem, aby funkce sít¥ byla hladká, dá se tomu napomoct metodami, které zmen²í
prostor prohledávaných funkcí. Mezi tyto metody pat°í d°íve zmín¥né u£ení s nápov¥dou,
pro°ezávání anebo regularizace. Metoda vynucované kondenzované interní reprezentace
rovn¥º p°ispívá ke schopnosti zobec¬ovat. Obvykle vede k hlad²í funkci sít¥ a sniºuje
citlivost skrytých neuron· (po£et vzor· v blízkosti jejich d¥lící nadroviny).

Chceme-li vytvo°it co nejhlad²í funkci sít¥, sta£í zajistit, aby funkce modelované jed-
notlivými skrytými neurony m¥ly co nejniº²í frekvenci pr·b¥hu. Funkce jednotlivých neu-
ron· by m¥ly mít v absolutní hodnot¥ nízké hodnoty první a druhé derivace. Navrºená
chybová funkce F de�novaná pomocí (83) pro s = 4 vede ke sníºení první i druhé derivace
sigmoidální p°enosové funkce. První derivace odpovídá y′ = y · (1 − y). Druhá derivace
odpovídá y′′ = y · (1− y) · (1− 2y). Potom výraz y4 · (1− y)4 · (y − 1

2
)2 m·ºeme vyjád°it

jako 1
4
· (y′)2 · (y′′)2. První i druhá derivace jsou obsaºeny v p°edpisu pro aktualizaci vah

(93), (94). V pr·b¥hu u£ení jsou skryté neurony penalizovány za velké hodnoty první a
druhé derivace, tedy za p°íli²nou citlivost. To p°ispívá k hladkosti výsledné funkce sít¥ a
tedy k lep²ímu zobec¬ování.

Hlavní výhodou metody vynucované kondenzované interní reprezentace je, ºe dopo-
máhá k vytvo°ení transparentní vnit°ní struktury sít¥, která je ekvivalentní pravidl·m;
metoda rovn¥º zvy²uje schopnost vrstevnaté neuronové sít¥ zobec¬ovat. Nevýhodou této
metody aplikované na algoritmus zp¥tného ²í°ení je její pomalost. V kapitole 4 vyuºi-
jeme toho, ºe se princip této metody dá snadno aplikovat i na jiné u£ící algoritmy a jiné
p°enosové funkce, p°i konstrukci vlastního u£ícího algoritmu.

38



3.4 Analýza citlivosti vrstevnaté neuronové sít¥

Pokud chceme extrahovat z vrstevnaté neuronové sít¥ znalosti, je jednou z d·leºitých
charakteristik, které m·ºeme vyuºít, citlivost výstupních neuron· na jednotlivé skryté a
vstupní neurony [15]. Pro kaºdý trénovací vzor lze spo£ítat, jaký mají jednotlivé vstupy (a
skryté neurony) vliv na výstupy neuronové sít¥. M·ºeme tak detekovat vstupní p°íznaky,
které mají velkou váhu p°i výpo£tu neuronové sít¥, a naopak p°íznaky, které jsou bezcenné.
Také nám to pom·ºe zjistit, které skryté neurony nemají na výstup vliv a bylo by moºné
je bez újmy na kvalit¥ modelu odstranit. P°i výpo£tu citlivosti je nutné si uv¥domit,
ºe je t°eba ji po£ítat pro kaºdý trénovací vzor zvlá²´. D·leºitost jednotlivých vstup·
pro výstup se m·ºe aº diametráln¥ li²it pro r·zné trénovací vzory. Navíc je t°eba dát
si pozor, pokud budeme chtít na základ¥ citlivosti ur£it po°adí d·leºitosti jednotlivých
vstup·. Citlivost se týká konkrétní nau£ené sít¥, pro r·zné sít¥ nau£ené na stejnou úlohu
mohou vycházet r·zné výsledky. Proto je t°eba test vícekrát opakovat, pokud chceme
získat obecné výsledky.

Citlivost výstupního neuronu j na skrytý neuron i lze pro daný trénovací vzor vyjád°it
jako sij =

∂yj

∂yi
. Podobn¥ citlivost výstupu sít¥ yj na vstup xi lze vyjád°it jako sij =

∂yj

∂xi
.

Vztah pro výpo£et sij se odvodí následovn¥: Pro výstupní neuron j a neurony i v poslední
skryté vrstv¥ odvodíme:

sij =
∂yj

∂yi

=
∂yj

∂ξj

· ∂ξj

∂yi

= f ′(ξj) · wij. (95)

Pro neurony i v ostatních skrytých vrstvách a ve vstupní vrstv¥ platí:

sij =
∂yj

∂yi

=
∑
k∈j→

∂yj

∂yk

· ∂yk

∂ξk

· ∂ξk

∂yi

=
∑
k∈j→

skj · f ′(ξk) · wik. (96)

Pro derivaci sigmoidální p°enosové funkce f platí vztah f ′(ξj) = yj ·(1−yj), kde yj = f(ξj),
pro p°enosovou funkci f hyperbolický tangens platí f ′(ξj) = (1+yj) · (1−yj), pro lineární
p°enosovou funkci pak platí f ′(ξj) = 1.

Pro vrstevnatou neuronovou sí´ s lineární p°enosovou funkcí ve výstupní vrstv¥ a
hyperbolickým tangentem ve skrytých vrstvách platí pro výpo£et sij následující vztahy:

sij = wij (97)

pro výstupní vrstvu a

sij =
∑
k∈j→

skj · (1 + yj) · (1− yj) · wik (98)

pro ostatní vrstvy.
Výpo£et citlivosti výstup· lze vyuºít n¥kolika zp·soby. Tím hlavním je pro°ezání vrs-

tevnaté neuronové sít¥ po jejím nau£ení, které m·ºe zlep²it schopnost sít¥ zobec¬ovat
[15, 7]. M·ºeme zjistit, které vstupní prom¥nné mají velký vliv na výstup sít¥ pro v¥t²inu
trénovacích vzor·. Tyto vstupy mají pro u£ení zásadní význam. Naopak vstupy, které mají
malý vliv pro v²echny trénovací vzory, lze vynechat, aniº by se sí´ u£ila h·°e. Zde je nutná
opatrnost. Pokud je n¥který vstup podstatný pro n¥kolik trénovacích vzor· (nebo t°eba
jen pro jeden vzor) a pro ostatní je bezcenný, nem¥li bychom ho odstra¬ovat. Takovýto
vstup má p°i u£ení své opodstatn¥ní. Stejn¥ jako pro výpo£et d·leºitosti vstup· m·ºeme
citlivost vyuºít p°i detekci nadbyte£ných skrytých neuron·. Analýzu citlivosti m·ºeme vy-
uºít i v p°ípad¥ extrakce znalostí z vrstevnatých neuronových sítí. Pokud vzory rozd¥líme
do skupin s podobnou citlivostí, m·ºe nám to pomoct p°i extrakci pravidel.
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4 Vlastní výsledky

Existuje více p°ístup· k extrakci znalostí z dat, nap°íklad p°ímé generování pravidel po-
krýváním mnoºin, model rozhodovacích strom·, vrstevnaté neuronové sít¥ nebo samoor-
ganizující se struktury. V této práci jsme se zam¥°ili na dva z t¥chto model·, vrstevnaté
neuronové sít¥ a rozhodovací stromy. Na²ím cílem je prozkoumat pouºitelnost t¥chto mo-
del· p°i °e²ení sloºitých úloh na velkých datových sadách.

Rozhodovací stromy jsou modelem pro extrakci znalostí z dat s velkou vyjad°ovací
silou. Jejich hlavní výhoda tkví ve skute£nosti, ºe jako sv·j výstup dávají pravidla. Jedná
se pro °adu úloh o velmi £itelný model, který se pom¥rn¥ rychle u£í. Zárove¬ nekladou
vysoké nároky na p°edzpracování dat. Existuje ale °ada typ· úloh, na kterých rozhodo-
vací stromy selºou. Pro hodn¥ sloºité úlohy jsou i výsledné rozhodovací stromy sloºité,
pravidel je p°íli² mnoho a jsou p°íli² dlouhá. V tom p°ípad¥ se snadná £itelnost a velká
vyjad°ovací schopnost rozhodovacích strom· ztrácí. Tento model rovn¥º není p°íli² odolný
v·£i ²umu v datech. Rozhodovací stromy se nejlépe hodí pro klasi�ka£ní úlohy a pro práci
s kategoriálními daty, pro numerické atributy se sice dají pouºít, nicmén¥ pro n¥ nemusí
dávat optimální výsledky.

Vrstevnaté neuronové sít¥ typu zp¥tného ²í°ení se od modelu rozhodovacích strom·
zna£n¥ li²í. Narozdíl od rozhodovacích strom· jsou schopné úsp¥²n¥ °e²it i velmi sloºité
úlohy, mají vysokou schopnost adaptace a zobec¬ování. Na druhé stran¥ standardní al-
goritmus zp¥tného ²í°ení nevytvá°í transparentní strukturu vrstevnaté neuronové sít¥ a
vyjad°ovací schopnost a interpretovatelnost modelu je oproti rozhodovacím strom·m po-
m¥rn¥ nízká. Standardní vrstevnaté neuronové sít¥ jako sv·j výstup nedávají pravidla,
z jejich struktury se dá t¥ºko vy£íst jejich funkce. P°estoºe vrstevnaté neuronové sít¥
zaostávají za rozhodovacími stromy ve vyjad°ovací síle, tento rozdíl se stírá pro sloºité
úlohy a velké datové sady, kde rozhodovací stromy svou vyjad°ovací schopnost ztrácejí.
Navíc existují modi�kace algoritmu zp¥tného ²í°ení, které vedou k vytvo°ení transparentní
vnit°ní struktury sít¥ a tím k v¥t²í vyjad°ovací schopnosti modelu. Proto se nám vhodn¥j²í
pro °e²ení sloºitých úloh zdají být vrstevnaté neuronové sít¥.

P°i °e²ení velmi sloºitých úloh jiº ale algoritmus zp¥tného ²í°ení nemusí posta£ovat kla-
deným poºadavk·m na rychlost. Zárove¬ s sebou tyto úlohy nesou mnohem v¥t²í nároky
na schopnost vrstevnaté neuronové sít¥ zobec¬ovat. Abychom p°ekonali tyto komplikace,
rozhodli jsme se hledat jiné metody pro u£ení vrstevnatých neuronových sítí, které se
zmín¥nými komplikacemi um¥jí vypo°ádat.

Mezi metody s velmi rychlou konvergencí pat°í metody konjugovaných gradient·, které
ov²em stejn¥ jako algoritmus zp¥tného ²í°ení nevytvá°ejí transparentní strukturu vrstev-
naté neuronové sít¥. Schopnost sít¥ zobec¬ovat by m¥lo zna£n¥ zvý²it u£ení s nápov¥dou.
To by navíc m¥lo vést k rychlej²ímu u£ení. Také by mohlo napomoct pro°ezání nadbyte£-
ných skrytých neuron·. Po pro°ezání bude funkce sít¥ hlad²í a vnit°ní struktura neuronové
sít¥ jasn¥j²í. Aby sí´ vytvo°ila jasnou a transparentní strukturu, je vhodné pouºít metodu
vynucované kondenzované interní reprezentace. Tato metoda rovn¥º p°ispívá k pro°ezání
skrytých neuron· a tím pádem k lep²ímu zobec¬ování. Hlavní nevýhodou této metody v²ak
je její pomalost a hor²í schopnost u£it se a zobec¬ovat. P°i extrakci znalostí z vrstevnaté
neuronové sít¥ m·ºe zna£n¥ pomoct analýza citlivosti, která umoºní pro°ezat nadbyte£né
skryté i vstupní neurony a vytvo°it tak jednodu²²í funkci sít¥ se snaz²í interpretací.
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4.1 Návrh vlastního modelu pro extrakci znalostí z vrstevnatých
neuronových sítí

V této podkapitole jsme si dali za cíl odvodit metodu pro u£ení vrstevnatých sítí (SCGIR),
která v sob¥ spojí dobré vlastnosti analyzovaných metod: bude rychlá, bude dob°e zobec-
¬ovat a zárove¬ bude vytvá°et transparentní strukturu vrstevnaté neuronové sít¥. Metoda
SCGIR má jako základ metodu ²kálovaných konjugovaných gradient·, kterou roz²i°uje o
vynucování kondenzované interní reprezentace a o u£ení s nápov¥dou.

V experimentální £ásti této práce budeme pracovat s bipolárním modelem, kdy budeme
pouºívat lineární p°enosovou funkci ve výstupní vrstv¥ a hyperbolický tangens (7) ve skry-
tých vrstvách. Proto bylo t°eba odvodit postupy metody vynucované kondenzované interní
reprezentace, která byla doposud odvozena pouze pro sigmoidální p°enosovou funkci [30],
pro tento model vrstevnaté neuronové sít¥. N¥které pojmy zavedené v podkapitole 3.3 je
t°eba pro práci s bipolárním modelem p°ede�novat. Interní reprezentaci vrstevnaté neu-
ronové sít¥ ~r = (r1, · · · , rh) nazveme binární, jestliºe ri ∈ {−1, 1}, i = 1, · · · , h. Interní
reprezentaci vrstevnaté neuronové sít¥ ~r = (r1, · · · , rh) nazveme kondenzovanou, jestliºe
ri ∈ {−1, 0, 1}, i = 1, · · · , h.

P°i práci s bipolárním modelem je t°eba de�novat odli²n¥ chybovou funkci F . Nyní
chceme, aby se výstupy skrytých neuron· blíºily hodnotám 1 ("ano"), −1 ("ne") a 0
("nelze rozhodnout"). Chybový £len pro výstup y skrytého neuronu bude mít nyní tvar
(1−y)s ·(1+y)s ·y2, s > 1. Op¥t je t°eba vhodn¥ zvolit parametr s, aby se lokální maxima
posunula od bod· −1, 1, viz obrázek 13. Nejvhodn¥j²í se nám zdá zvolit s = 3, pro n¥º
jsou lokální maxima nejblíºe bod·m −1

2
a 1

2
.

(a) s = 1, 2, 3, 4 (b) s = 3

Obrázek 13: Graf funkce (1 − x)s · (1 + x)s · x2 na intervalu (−1, 1) pro r·zné hodnoty
parametru s.

Chybová funkce penalizující neustálené skryté neurony je op¥t dána sou£tem jednot-
livých chybových £len· p°es v²echny neurony v poslední skryté vrstv¥ (index j) a p°es
v²echny trénovací vzory (index i):

F =

p∑
i=1

m∑
j=1

(1 + yij)
s · (1− yij)

s · y2
ij, (99)

kde yij je výstup j-tého neuronu v poslední skryté vrstv¥ pro i-tý trénovací vzor. Celková
chybová funkce pak bude mít tvar G = E + αr · F, kde konstanta αr ur£uje podíl F
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na celkové chyb¥. Vztah pro výpo£et ∆F wij = − ∂F
∂wij

se odvodí obdobn¥ jako u základní
varianty metody. Jedinný rozdíl v odvození ∆F wij se týká výpo£tu ∂F

∂yj
, viz (88). Pro F

de�novanou vzorcem (99) odvodíme:

∂F

∂yj

= 2 · (1 + yj)
s−1 · (1− yj)

s−1 · yj · (1− (s + 1) · yj
2). (100)

Vzorec pro aktualizaci vah v algoritmu zp¥tného ²í°ení bude mít tvar:

4wij(t) = −δjk · yi + αr · ϕj · yi, (101)

kde ϕj je de�novaná následovn¥:

ϕj =


0, j ∈ Ll+1

2 · (1 + yj)
s · (1− yj)

s · yj · (−1 + (s + 1) · yj
2), j ∈ Ll

(1 + yj) · (1− yj) ·
∑

r∈j→
ϕr · wjr, j ∈ Li, i < l.

(102)

Metoda SCGIR spojuje techniku vynucované kondenzované interní reprezentace, kte-
rou jsme nyní odvodili, s metodou ²kálovaných konjugovaných gradient·. Chybová funkce
G(~w) pro váhový vektor ~w ∈ <N bude mít nyní tvar:

G(~w) = E(~w)+αr ·F (~w) =
1

2
·

p∑
i=1

m∑
j=1

(yij − dij)
2 +αr ·

p∑
i=1

h∑
h′=1

(1 + yih′)
s · (1− yih′)

s · y2
ih′ ,

(103)
kde ~w je váhový vektor, i je index p°es trénovací vzory, j je index p°es výstupní neu-
rony, h′ je index p°es skryté neurony, yij je výstup j-tého výstupního neuronu pro i-tý
trénovací vzor, dij je poºadovaný výstup j-tého výstupního neuronu pro i-tý trénovací
vzor. Derivaci chybové funkce G′( ~wk) = (· · · , ∂G

∂wij
, · · · ) pro za�xovaný k-tý trénovací vzor

spo£teme podle vzorce G′( ~wk) = E ′( ~wk) + αr · F ′( ~wk), kde F ′( ~wk) = (· · · ,−∆F wij, · · · )
je p°ír·stek váhového vektoru ~w v k-tém kroku odpovídající chybové funkci F . Spo£te se
pro za�xované k pomocí vztahu ∆F wij = ϕj · yi, kde ϕj spo£teme pomocí (102). Celkem:

∂G

∂wij

=



−(dj − yj) · yi, j ∈ Ll+1

−(1 + yj) · (1− yj) · yi · {
∑

r∈j→
δr · wjr −

2 · αr · (1 + yj)
s−1 · (1− yj)

s−1 · yj · (−1 + (s + 1) · yj
2) }, j ∈ Ll

−(1 + yj) · (1− yj) ·
∑

r∈j→
(δr + αr · ϕr) · wjr, j ∈ Li, i < l.

(104)
Algoritmus 5 popisující metodu ²kálovaných konjugovaných gradient· je t°eba modi�kovat
následujícím zp·sobem - namísto ~rk = −E ′(~wk), k ≥ 1 poloºíme ~rk = −G′(~wk). Zbytek
algoritmu z·stává zachován, viz algoritmus 9.

Zajímavá poznámka se týká parametru s. Chybová funkce F de�novaná pomocí (99)
pro s = 4 vede ke sníºení prvních i druhých derivací p°enosové funkce hyperbolický
tangens. První derivace odpovídá y′ = (1+y)·(1−y), druhá derivace odpovídá y′′ = −2·y2.
Potom výraz (1+y)4 · (1−y)4 ·y2 m·ºeme vyjád°it jako 1

4
· (y′)2 · (y′′)2. Tedy obdobn¥ jako

u binárního modelu a sigmoidální p°enosové funkce jsou i v tomto p°ípad¥ skryté neurony
penalizovány za velké hodnoty první a druhé derivace, tedy za p°íli²nou citlivost skrytých
neuron· a za p°íli²né výchylky funkce sít¥. To p°ispívá k hladkosti výsledné funkce sít¥ a
tedy k lep²ímu zobec¬ování [7].
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Algoritmus 9 Metoda ²kálovaných konjugovaných gradient· s vynucovanou kondenzo-
vanou interní reprezentací
1. Inicializace sít¥:

Inicializujeme váhový vektor ~w1 malými náhodnými hodnotami.
Inicializujeme £ísla 0 < σ ≤ 10−4, 0 < λ1 ≤ 10−8, λ1 = 0.
Poloºíme ~r1 = ~g1 = −G′(~w1).
Poloºíme success = true.
Poloºíme diskrétní £as k roven 1.

2. Pokud success = true, spo£teme informaci druhého °ádu:
σk = σ

‖ ~gk‖
,

~sk = E′(~wk+σk·~gk)−E′(~wk)
σk

,
δk = ~gk

T · ~sk.
3. P°epo£teme ~sk, δk:

~sk = ~sk + (λk − λk) · ~gk,
δk = δk + (λk − λk)· ‖ ~gk ‖2.

4. Pokud je δk ≤ 0, zajistíme, aby Hessova matice byla pozitivn¥ de�nitní:
~sk = ~sk + (λk − 2 · δk

‖~gk‖2
) · ~gk,

λk = 2 · (λk − δk

‖~gk‖2
),

δk = −δk + λk· ‖ ~gk ‖2,
λk = λk.

5. Spo£teme délku kroku αk:
µk = ~gT

k · ~rk,
αk = µk

δk
.

6. Spo£teme srovnávací parametr ∆k:
∆k = 2·δk·(E(~wk)−E(~wk+αk·~gk))

µ2
k

.
7. Pokud ∆k ≥ 0, je moºné sníºit chybu:

~wk+1 = ~wk + αk · ~gk,
~rk+1 = −G′(~wk+1),
λk+1 = 0,
success = true.
7.a Pokud k mod N = 0, restartujeme algoritmus:

~gk+1 = ~rk+1.
7.b Jinak vytvo°íme nový konjugovaný sm¥r:

βk =
~gT

k+1·(~gk+1−~gk)

‖~gk‖2
,

~gk+1 = ~rk+1 + βk · ~gk.
7.c Pokud ∆k ≥ 0.75, sníºíme °ídící konstantu:

λk = 1
4
· λk.

8. Jinak chybu nelze sníºit:
λk+1 = λk,
success = false.

9. Pokud ∆k < 0.25, zvý²íme °ídící konstantu:
λk = λk + δk·(1−∆k)

‖~gk‖2
.

10. Pokud sm¥r ~rk+1 6= 0, pak:
λk+1 = λk.
Poloºíme diskrétní £as k = k + 1.
Vrátíme se zp¥t ke kroku 2.

11. Jinak konec, vrátíme ~wk+1 jako hledané minimum.
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Odvozenou techniku (algoritmus 9) jsme dále kombinovali s u£ením s nápov¥dou. Zvo-
lili jsme variantu u£ení s p°idanými výstupy. U£ení s nápov¥dou i metoda vynucované
kondenzované interní reprezentace by m¥ly vést k transparentní struktu°e vrstevnaté neu-
ronové sít¥. M¥ly by usnadnit dodate£né pro°ezávání redundantních skrytých neuron· a
tím pádem vést ke zmen²ení velikosti sít¥. Spojení t¥chto metod by m¥lo napomáhat tomu,
aby redundantní skryté neurony nabývaly uniformní, identickou nebo inverzní reprezen-
taci a ²lo je následn¥ pro°ezat [20]. K dal²ímu pro°ezání skrytých a vstupních neuron·
a k je²t¥ jednodu²²í funkci sít¥ pouºijeme v experimentální £ásti této práce téº analýzu
citlivosti.

Metoda SCGIR by m¥la nejen vytvá°et transparentní strukturu vrstevnaté neuronové
sít¥ a m¥la by být rychlá, ale navíc by m¥la um¥t i dob°e zobec¬ovat. Ve spojení s
analýzou citlivosti by m¥la vést k razantnímu pro°ezávání skrytých i vstupních neuron· a
tedy k hlad²í a jednodu²²í funkci sít¥. Extrahované znalosti pro sloºité úlohy by následn¥
m¥ly být jednodu²²í neº je tomu v p°ípad¥ modelu rozhodovacího stromu. �e má na²e
metoda skute£n¥ poºadované vlastnosti a jaké jsou její nedostatky, budeme ov¥°ovat v
experimentální £ásti této práce.
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5 Výsledky experiment·

V této kapitole bude na²ím cílem otestovat metody u£ení vrstevnatých neuronových sítí,
které byly popsány v p°edchozích kapitolách. Zam¥°íme se p°edev²ím na porovnání cho-
vání jednotlivých algoritm· na r·zných typech trénovacích dat a ov¥°ení jejich vlastností.
Krom¥ testování chování d°íve existujících algoritm· bude na²ím cílem porovnat s nimi
vlastnosti nov¥ navrºeného algoritmu SCGIR, který spojuje metodu ²kálovaných konju-
govaných gradient· s metodou vynucované kondenzované interní reprezentace a u£ením s
nápov¥dou.

K implementaci jednotlivých algoritm· jsme pouºili program Matlab R14 [24] a jeho
vestav¥ný modul Neural Network Toolbox 5.0 [13]. V Neural Network Toolbox-u jsou n¥-
které základní algoritmy pro u£ení vrstevnatých neuronových sítí implementované. P°ede-
v²ím se jedná o algoritmus zp¥tného ²í°ení a základní metody konjugovaných gradient·.
Tyto implementace jsme do na²eho programu zakomponovali, zbylé algoritmy (kondenzo-
vaná interní reprezentace, u£ení s nápov¥dou) jsme doimplementovali. V²echny vytvo°ené
programy jsou k dispozici v p°íloze.

5.1 Datové sady

Pro následující testy jsme pouºili p°edev²ím um¥le vygenerovaná data. Ta mají pro pr-
votní testování metod °adu výhod. Jejich hlavní výhoda spo£ívá v tom, ºe pomocí nich
m·ºeme p°esn¥ modelovat danou úlohu. Hledat reálná data, která by p°esn¥ vystihovala
poºadované vlastnosti, je obtíºn¥j²í. Navíc p°i nízké dimenzi vstupu (2− 3) jsou výsledky
snadno pochopitelné a ov¥°itelné na první pohled. Krom¥ experiment· na um¥le genero-
vaných datech jsme provedli i testy na reálné úloze z ekonomické oblasti (zpracování dat
ze Sv¥tové banky). Testy na reálných datech umoº¬ují ov¥°it vlastnosti a pouºitelnost
jednotlivých metod v praxi. Datové sady ur£ené pro testování algoritm· mají formu tré-
novací mnoºiny T (13). Vstupní i výstupní prom¥nné jsou kvantitativní (numerické) nebo
kvalitativní (t°ídy). Úlohy, které jsme pouºili pro porovnávání metod, spadají bu¤ mezi
klasi�ka£ní úlohy (predikuje se diskrétní atribut) nebo mezi regresní úlohy (predikuje se
numerický atribut).

5.1.1 Um¥le generovaná data a data ze Sv¥tové banky

Datové sady, které jsme um¥le vytvo°ili za ú£elem testování, jsme ozna£ili £ísly 1, 2 a
3. V²echny byly vygenerovány toutéº metodou, kterou nyní popí²eme. Data jsou tvo°ena
shluky. Sou°adnice st°ed· shluk· (x-ové i y-ové) byly vygenerovány náhodn¥ s rovnom¥r-
ným rozloºením z intervalu [−15; 15]. Pro kaºdý shluk se st°edem (si1, si2) byl vygenerován
p°edem zvolený po£et trénovacích vzor·. Sou°adnice vzor· v i-tém shluku byly vygene-
rovány jako náhodné hodnoty s normálním rozloºením se st°edem si1, resp. si2 a daným
rozptylem ri1, resp.ri2. Shluky (a následn¥ tedy i vzory z jednotlivých shluk·) byly ná-
hodn¥ rozd¥leny do dvou stejn¥ velkých podmnoºin odpovídajících cílovým t°ídám 0 a
1. Základní charakteristiky vytvo°ených shluk· jsou uvedeny v tabulce 1. Data £. 1 jsou
tvo°ena malými kompaktními a navzájem dob°e odd¥lenými shluky, které jsou popsané v
tabulce 2(a). Nicmén¥ struktura dat není jednodu²e z°ejmá a data nejsou lineárn¥ sepa-
rabilní, jak je vid¥t na obrázku 14(a). Data £. 2 jsou tvo°ena v¥t²ími, mén¥ kompaktními
shluky, popsanými v tabulce 2(b). Shluky jiº nejsou tak dob°e odd¥litelné, viz obrázek
14(b). V datech £. 3 mají shluky z jednotlivých t°íd r·zné vlastnosti, viz tabulka 2(c).
Cílová t°ída 1 je tvo°ena dv¥ma velkými °ídkými shluky. Cílová t°ída 0 je tvo°ena de-
seti malými kompaktními shluky. Ob¥ t°ídy se navzájem výrazn¥ p°ekrývají, viz obrázek
14(c).
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Tabulka 1: Charakteristiky um¥le generovaných datových sad £. 1, 2 a 3.

Datová sada £.: 1 2 3

Dimenze vstupu 2 2 2
Po£et výstupních t°íd 2 2 2
Po£et shluk· z cílové t°ídy 0 5 5 20
Po£et shluk· z cílové t°ídy 1 5 5 2
Po£et vzor· 500 1000 2000

(a) Data £. 1 (b) Data £. 2

(c) Data £. 3

Obrázek 14: Um¥le generované sady dat £. 1, 2 a 3. Mod°e jsou ozna£eny vzory z cílové
t°ídy 0, zelen¥ vzory z cílové t°ídy 1.
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Tabulka 2: De�nice shluk· pro um¥le generované sady dat.
n je po£et vzor· v shluku, s1 je x-ová sou°adnice st°edu shluku, s2 je y-ová sou°adnice
st°edu shluku, r1 je rozptyl x-ové sou°adnice vzor· v daném shluku, r2 je rozptyl y-ové
sou°adnice vzor· v daném shluku, c je ozna£ení cílové t°ídy.

(a) Data £. 1

n s1 s2 r1 r2 c

50 13 6 1 1 0
50 −14 −9 1 1 0
50 0 9 1 1 0
50 −3 −13 1 1 0
50 −11 11 1 1 0
50 −13 −2 1 1 1
50 −10 −11 1 1 1
50 6 −6 1 1 1
50 13 −8 1 1 1
50 13 14 1 1 1

(b) Data £. 2

n s1 s2 r1 r2 c

100 10 −4 3 3 0
100 −8 5 3 3 0
100 −1 10 3 3 0
100 −4 −8 3 3 0
100 10 7 3 3 0
100 −14 4 3 3 1
100 4 −10 3 3 1
100 −10 6 3 3 1
100 5 9 3 3 1
100 6 −4 3 3 1

(c) Data £. 3

n s1 s2 r1 r2 c

50 14 −7 1 1 0
50 13 −15 1 1 0
50 −10 7 1 1 0
50 2 −4 1 1 0
50 11 2 1 1 0
50 2 4 1 1 0
50 9 14 1 1 0
50 −6 −2 1 1 0
50 −3 −7 1 1 0
50 6 −9 1 1 0
50 −13 −1 1 1 0
50 −2 −5 1 1 0
50 −11 5 1 1 0
50 6 7 1 1 0
50 −1 2 1 1 0
50 −12 −2 1 1 0
50 7 12 1 1 0
50 −7 −8 1 1 0
50 11 −8 1 1 0
50 9 13 1 1 0

500 5 0 15 20 1
500 −5 0 15 20 1
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Pro testování metod na reálné úloze jsme zvolili data, která jsme získali p°eváºn¥
z webových stránek Sv¥tové banky [43]. Databáze, kterou jsme sestavili, se skládá z 972
záznam·. V testech ji budeme zna£it jako datovou sadu WB. Jedná se o data p°edstavující
indikátory sv¥tového vývoje 162 stát· sv¥ta v letech 2001-2006. Úlohou na t¥chto datech
je predikce HNP , resp. HDP . Z °ady dostupných ekonomických, demogra�ckých i jiných
indikátor· jsme zvolili ty, které se zdají být pro predikci HNP nejvhodn¥j²í. Seznam 25
vstupních p°íznak· a výstupního atributu je uveden v tabulce 3. Krom¥ t¥chto indikátor·

Tabulka 3: Indikátory sv¥tového vývoje.

1 PPP konverzní faktor, místní m¥na vzhledem k mezinárodnímu $
2 Míra PPP konverzního faktoru vzhledem k o�ciálnímu sm¥nnému kurzu
3 Aktuální hodnota státního dluhu, % vývozu zboºí, sluºeb a p°íjm·
4 Krátkodobý dluh, % celkového dluhu
5 Krátkodobý dluh, % vývozu zboºí, sluºeb a p°íjm·
6 Celkový státní dluh, % HNP
7 Gini index
8 P°íjem státního rozpo£tu z daní, % HDP
9 Dan¥ z p°íjmu, zisku a investic, % státních p°íjm·
10 Dan¥ ze zboºí a sluºeb, % p°íjm·
11 Dan¥ z mezinárodního obchodu, % p°íjm·
12 Sociální p°ísp¥vky, % p°íjm·
13 Výdaje na výzkum a ²kolství, % HDP
14 De�ace HDP, % r·stu
15 Úmrtnost novorozenc·, celkem (porody na ºenu)
16 Vlastníci pevných a mobilních telefon·, na 1000 obyvatel
17 R·st HDP, ro£n¥, %
18 Vývoz vysp¥lé technologie, % vývozu pr·myslového zboºí
19 In�ace, de�ace HDP (ro£n¥, %)
20 Uºivatelé internetu, na 1000 obyvatel
21 Pr·m¥rná délka ºivota, roky
22 Výdaje na zbrojení, % HDP
23 Po£et obyvatel na hranici národní míry chudoby, % obyvatelstva
24 Aktuální hodnota státního dluhu, % HNP
25 Celkový státní dluh , % vývozu zboºí, sluºeb a p°íjm·
26 HNP - Parita kupní síly

jsme v testech rovn¥º vyuºili klasi�kaci stát· do 5 skupin podle stav· jejich ekonomiky
(tzv. Income Group). Toto rozd¥lení stanovili experti Sv¥tové banky (jedná se jmenovit¥ o
skupiny: tzv. High income OECD, High income nonOECD, Upper middle income, Lower

middle income a Low income). Tuto klasi�kaci jsme vyuºili p°i u£ení na datech WB s
nápov¥dou.

5.1.2 P°edzpracování dat

V této podkapitole bychom rádi více rozvedli téma získávání a p°edzpracování reálných
dat, protoºe se £asto jedná o jeden z nejnáro£n¥j²ích krok· p°i °e²ení úlohy. To se potvrdilo
i v na²em p°ípad¥ u dat ze Sv¥tové banky.

Prvním problémem bylo uº samotné získání dat. Data nebyla jednodu²e dostupná
pouze z jednoho zdroje a nem¥la jednotný formát. Hodnoty jednotlivých atribut· (eko-
nomických indikátor·) bylo t°eba dohledávat v r·zných tabulkách, které byly k dispozici
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v r·zném formátu. Získaná data navíc byla velmi °ídká. Jedním z d·vod· neúplnosti dat
je fakt, ºe n¥které indikátory se nevyhodnocují kaºdý rok (nap°. po£et obyvatel, Gini
index). Krom¥ toho Sv¥tová banka dává ve°ejn¥ k dispozici jen £ást informací, v¥t²í £ást
je dostupná pouze za poplatek. Navíc n¥které státy neradi uve°ej¬ují n¥které z ekonomic-
kých indikátor· (jako je státní dluh). �ást stát· (jako je nap°. Kuba) o sob¥ neposkytuje
tém¥° ºádné informace. S tím souvisí i dal²í problém - n¥které státy o sob¥ sice informace
poskytují, tyto údaje v²ak neodpovídají skute£nosti. V r·zných £ástech sv¥ta se rovn¥º
pouºívají rozdílné metodiky výpo£tu jednotlivých indikátor· (nap°. co v²echno se zahrne
do výdaj· na výzkum). Získané hodnoty pak nemusí být pln¥ porovnatelné.

S t¥mito problémy jsme se museli vypo°ádat. �ást chyb¥jících hodnot atribut· jsme
získali a ru£n¥ doplnili z jiných ve°ejn¥ dostupných a d·v¥ryhodných zdroj· na internetu.
�ást dat jsme odhadli na základ¥ dostupných hodnot pro jiné roky (pomocí lineární inter-
polace). Následn¥ jsme v p°ípad¥ n¥kterých atribut· (státní dluh, výdaje na zbrojení,...)
chyb¥jící data nahrazovali nulovou hodnotou. To, ºe stát odmítá zve°ejnit hodnotu stát-
ního dluhu má také vypovídající hodnotu - bu¤ je stát hodn¥ bohatý, nebo hodn¥ chudý.
I po dopo£tení hodnot zbyla °ada stát·, v jejichº záznamech pro jednotlivé roky byly
chyb¥jící hodnoty. Mnoºinu dat jsme je²t¥ jednou pro²li a odstranili záznamy s nadpo-
lovi£ním po£tem chyb¥jících hodnot a záznamy s chyb¥jící hodnotou cílového atributu
(HNP). Z p·vodních 1350 záznam· zbylo výsledných 956. Datová sada WB p°ed i po
p°edzpracování a dopln¥ní chyb¥jících hodnot je k dispozici v p°íloze. To, ºe data byla
velmi °ídká a n¥které hodnoty bylo t°eba dopo£ítat, s sebou p°iná²í moºnou komplikaci
- p°esnost model· nau£ených na t¥chto datech bude mít své meze. S tímto faktem je p°i
u£ení modelu t°eba po£ítat.

Po dopln¥ní chyb¥jících hodnot jsme p°istoupili k dal²í úprav¥ dat. N¥které ekonomické
indikátory ve tvaru, jak jsme je získali, p°edstavovaly absolutní hodnoty. Tyto hodnoty
bylo t°eba p°epo£ítat tak, aby se vztahovaly k n¥jaké základní entit¥, jako je po£et oby-
vatel, HDP a podobn¥. Jinak by byly hodnoty pro jednotlivé státy h·°e porovnatelné.

Um¥le generovaná i reálná data bylo t°eba dále transformovat do intervalu vhodného
pro zvolený algoritmus u£ení [34]. V na²em p°ípad¥, kdy jsme pouºili bipolární model,
bylo t°eba transformovat sou°adnice vstupních i výstupních trénovacích vzor· do intervalu
[−1; 1]. Pro binární model by byla t°eba transformace do intervalu [0, 1].

Existuje více metod, jak data normalizovat do daného intervalu. Základní metodou je
tzv. min-max ²kálování [27]. Transformaci provádíme pro kaºdý trénovací vzor zvlá²´. Min-
max ²kálování umoº¬uje p°evést data z libovolného intervalu [a, b] do zvoleného intervalu
[c, d]. M¥jme p trénovacích vzor· ~x1, ..., ~xp ∈ <n. Pro trénovací vzor ~xj = (xj

1, ..., x
j
n)

spo£teme meze p·vodního intervalu: aj = minn
i=1 xj

i , bj = maxn
i=1 xj

i . Nové sou°adnice x′ji
pak spo£teme podle vzorce:

x′
j
i = (xj

i − aj) ·
d− c

bj − aj

+ c. (105)

Nyní de�nujme základní pojmy, se kterými budeme dále pracovat [27]. Nech´ A je
mnoºina £ísel: A = {xi ∈ <, i = 1, · · · , k}. Potom st°ední hodnota £ísel z mnoºiny A je
de�novaná jako:

E[A] =
1

k

k∑
i=1

xi, (106)

rozptyl £ísel z mnoºiny A je de�nován jako:

V AR[A] =
1

k − 1
·

k∑
i=1

(xi − E[A])2, (107)
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sm¥rodatná odchylka £ísel z mnoºiny A je de�novaná jako:

σ[A] = (V AR[A])
1
2 = (

1

k − 1
·

k∑
i=1

(xi − E[A])2)
1
2 . (108)

Dal²í moºností, jak normalizovat data, je jejich ²kálování podle sm¥rodatné odchylky
[27]. Po této transformaci budou mít data st°ední hodnotu 0 a rozptyl 1. Pro trénovací vzor
~x = (x1, ..., xn) spo£teme st°ední hodnotu m a sm¥rodatnou odchylku s jeho sou°adnic.
Nové sou°adnice x′i pak spo£teme podle vzorce: x′i = xi−m

s
.

V této práci jsme v rámci p°edzpracování trénovací mnoºiny pouºili ²kálování vstup-
ních i výstupních trénovacích vzor· podle sm¥rodatné odchylky. Dali jsme mu p°ednost,
protoºe testované u£ící algoritmy pro takto transformovaná data konvergují lépe neº v p°í-
pad¥ min-max ²kálování. Transformované hodnoty sice mohou p°esahovat interval [−1; 1],
ale to nevadí vzhledem k tomu, ºe ve výstupní vrstv¥ pouºíváme lineární p°enosovou
funkci a ne hyperbolický tangens.

5.2 Ohodnocování a porovnávání model·

Pokud chceme porovnat r·zné algoritmy u£ení, je t°eba zvolit vhodný postup a vhodná
porovnávací kritéria. Postupy, jak ohodnotit a porovnat r·zné modely a algoritmy, jsou
popsány nap°íklad v [27].

Abychom mohli odhadnout chybu jednotlivých model· na trénovací sad¥ dat T , roz-
d¥líme ji na t°i £ásti: trénovací mnoºinu Ttr, testovací mnoºinu Tt a valida£ní mnoºinu Tv.
Trénovací mnoºinu pouºijeme k nau£ení modelu. Valida£ní mnoºinu pouºijeme k dolad¥ní
parametr· modelu (p°ed£asné ukon£ení u£ení vrstevnaté neuronové sít¥, pro°ezání roz-
hodovacího stromu). Testovací mnoºina se pouºije pouze pro testování modelu. Typický
pom¥r dat v jednotlivých mnoºinách je 1

2
: 1

4
: 1

4
. Kdyº budeme porovnávat dva u£ící

algoritmy LA a LB, pouºijeme k jejich nau£ení a otestování stejné mnoºiny dat Ttr, Tt a
Tv a porovnáme p°íslu²né chyby. Zajímat nás bude srovnání chyb na testovací mnoºin¥:

Et(LA(Ttr)) ? Et(LB(Ttr)) (109)

a na trénovací mnoºin¥:
Etr(LA(Ttr)) ? Etr(LB(Ttr)). (110)

Pro ohodnocení algoritmu m·ºeme pouºít r·zné chybové funkce. P°edpokládejme, ºe
chceme spo£ítat chybu pro trénovací mnoºinu dat T de�novanou pomocí (13). Obvyklou
chybovou funkcí je st°ední kvadratická chybová funkce (MSE), de�novaná následovn¥:

E =
1

m · p
·

p∑
i=1

m∑
j=1

(yij − dij)
2. (111)

Mezi dal²í b¥ºn¥ pouºívané chybové funkce pat°í st°ední absolutní kvadratická chybová
funkce (MAE), de�novaná jako

E =
1

m · p
·

p∑
i=1

m∑
j=1

|yij − dij| (112)

a kvadratická chybová funkce (SSE), de�novaná pomocí

E =

p∑
i=1

m∑
j=1

(yij − dij)
2. (113)
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V na²ich experimentech budeme nadále pracovat pouze se st°ední kvadratickou chybovou
funkci.

Pokud °e²íme klasi�ka£ní úlohu, jsou vhodné i jiné chybové funkce. Chybové funkce
vhodné pro klasi�kaci vycházejí z tzv. matice zám¥n. Tabulka (4) znázor¬uje matici zám¥n
pro úlohu klasi�kace do dvou t°íd. FP udává po£et vzor·, které byly správn¥ klasi�kovány

Tabulka 4: Matice zám¥n.

Predikovaná t°ída
ANO NE

Správná t°ída
ANO TP - správn¥ pozitivní FN - fale²n¥ negativní
NE FP - fale²n¥ pozitivní TN - správn¥ negativní

jako pozitivní. TN zna£í po£et vzor·, které byly správn¥ klasi�kovány jako negativní.
Oproti tomu FP udává po£et vzor·, které byly nesprávn¥ klasi�kovány jako pozitivní a
FN udává po£et vzor·, které byly fale²n¥ klasi�kovány jako negativní.

Na základ¥ matice zám¥n jsou de�novány dal²í základní charakteristiky modelu. Nás
bude p°edev²ím zajímat chyba klasi�kace, míra FP a míra FN . Chyba klasi�kace udává
podíl chybn¥ klasi�kovaných vzor· a je de�novaná následovn¥:

E =
FP + FN

FP + FN + TP + TN
. (114)

Míra FP udává podíl chybn¥ klasi�kovaných pozitivních vzor· a je de�novaná jako:

FPE =
FP

FP + TN
. (115)

Míra FN udává podíl chybn¥ klasi�kovaných negativních vzor· a je de�novaná jako:

FNE =
FN

FN + TP
. (116)

Dal²ími obvyklými mírami pro porovnání model· jsou p°esnost a úplnost. P°esnost udává
podíl správných pozitivních predikcí ku v²em pozitivním predikcím a je de�novaná pomocí
P = TP

FP+TP
. Úplnost udává podíl správn¥ klasi�kovaných negativních vzor· je de�novaná

pomocí R = TP
TP+FN

. V na²ich experimentech nás budou z t¥chto charakteristik zajímat
pouze chyba klasi�kace, míra FP a míra FN .

Krom¥ chyby na trénovacích a testovacích datech nás budou zajímat i jiná porovnávací
kritéria. Tím nejzákladn¥j²ím kritériem je £as, po který algoritmus u£ení b¥ºí. �as v na²ich
testech m¥°íme jednak po£tem cykl·, jednak ve vte°inách. �as m¥°ený ve vte°inách udává
£as, který algoritmus u£ení b¥ºel na konkrétním po£íta£i. Spo£tené £asy jsou tedy ve
své absolutní hodnot¥ pouze orienta£ní, nicmén¥ pro vzájemné porovnání metod pln¥
posta£ují. Dal²í kritéria pro porovnání budeme de�novat p°ímo u p°íslu²ných test·.

5.2.1 Metoda k°íºové validace

Abychom dostali stabiln¥j²í odhad chyby, je dobré odhadovat chybu z více test·. K tomu
slouºí metoda k°íºové validace [27]. Data rozd¥líme na n¥kolik stejn¥ velkých £ástí. Jednu
£ást odd¥líme a pouºijeme pro testování, na zbylých £ástech nau£íme model. Tento postup
zopakujeme pro kaºdou £ást dat a výsledné chyby zpr·m¥rujeme. Výslednou chybu tedy
získáme jako st°ední hodnotu chyb pro jednotlivé podmnoºiny. Nej£ast¥ji se pouºívá d¥lení
na deset £ástí a dané metod¥ se pak °íká 10-násobná k°íºová validace. Algoritmus 10
popisuje tuto metodu podrobn¥.
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Algoritmus 10 Metoda k-násobné k°íºové validace
1. Vstup: mnoºina dat T , testované algoritmy L1, · · ·Lm

2. Z mnoºiny dat T vyjmeme valida£ní mnoºinu Tv:
T ← {T \ Tv}.

3. Mnoºinu dat T rozd¥líme do k disjunktních stejn¥ velkých podmnoºin T1, · · ·Tk,
kde |Ti| ≥ 30, i = 1, · · · , k.

4. Pro i = 1, · · · , k:
Tt ← Ti,
Ttr ← {T \ Ti}.
4.1. Pro j = 1, · · · , m:

na Ttr nau£íme algoritmus Lj a spo£teme:
Et(i, j) = error(Lj(Tt)),
Etr(i, j) = error(Lj(Ttr)),
Ev(i, j) = error(Lj(Tv)).

5. Pro j = 1, · · · , m:
spo£teme a vrátíme st°ední hodnoty chyb a jejich sm¥rodatnou odchylku:

Et(j) = 1
k
·
∑k

i=1 Et(i, j),

Etr(j) = 1
k
·
∑k

i=1 Etr(i, j),

Ev(j) = 1
k
·
∑k

i=1 Ev(i, j),

σt(j) = ( 1
k−1
·
∑k

i=1 (Et(i, j)− Et(j))
2)

1
2 ,

σtr(j) = ( 1
k−1
·
∑k

i=1 (Etr(i, j)− Etr(j))
2)

1
2 ,

σv(j) = ( 1
k−1
·
∑k

i=1 (Ev(i, j)− Ev(j))
2)

1
2 .

V na²ich experimentech jsme pro testování pouºili ve v¥t²in¥ p°ípad· (pokud není ex-
plicitn¥ °e£eno jinak) metodu 10-násobné k°íºové validace, kdy jsme z dat p°edem odd¥lili
valida£ní mnoºinu Tv velikosti p

11
, kde p je velikost T. Valida£ní mnoºinu jsme pouºili pro

p°ed£asné ukon£ení algoritmu u£ení, které má zabránit p°eu£ení.
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5.3 Parametry testovaných vrstevnatých neuronových sítí

V této podkapitole uvedeme parametry metod, které jsme pouºili v na²ich experimentech
a zavedleme pot°ebná zna£ení. Ve v²ech testech jsme zvolili architekturu neuronové sít¥
s jednou skrytou vrstvou. Pouºili jsme bipolární model s p°enosovou funkcí hyperbolický
tangens (7) ve skryté vrstv¥ a s lineární p°enosovou funkcí (8) ve výstupní vrstv¥. Bi-
polární model jsme zvolili z toho d·vodu, ºe se oproti binárnímu modelu lépe a rychleji
u£í. V²echny trénovací vzory jsme p°edem transformovali ²kálováním podle sm¥rodatné
odchylky tak, aby m¥ly st°ední hodnotu 0 a rozptyl 1. Po£áte£ní hodnoty vah sít¥ jsme
volili náhodn¥ z intervalu [−1, 1].

Pro ú£ely testování jsme zvolili následující zna£ení pro metody u£ení vrstevnatých
neuronových sítí. GD odpovídá základnímu algoritmu zp¥tného ²í°ení. CGF odpovídá
metod¥ konjugovaných gradient· s Fletcher-Reevesovým vzorcem pro výpo£et βk (51).
CGF odpovídá metod¥ konjugovaných gradient· s Polak-Ribierovým vzorcem pro vý-
po£et βk (52). CGB odpovídá metod¥ konjugovaných gradient· s Powell-Bealeovou re-
startovací metodou (53). SCG odpovídá metod¥ ²kálovaných konjugovaných gradient·.
Metody kombinované s u£ením s nápov¥dou jsou ozna£eny názvem metoda-hint. tree
zna£í v na²ich testech model rozhodovacího stromu (s algoritmem CART ).

V experimentech, kde jsme testovali u£ení s nápov¥dou, jsme vzhledem k charakteru
trénovacích dat zvolili variantu u£ení s p°idanými výstupy. B¥hem u£ení jsme sítím p°i-
dali k dal²ích výstup· odpovídajících p°íslu²nosti vstupního vzoru do jedné z k t°íd. Po
nau£ení jsme p°idané výstupy odstranili a sít¥ dou£ili bez nich. Jako nápov¥da poslouºilo
klastrování normalizovaných dat metodou k-means do jedné z k t°íd. V p°ípad¥ dat WB
jsme navíc vyuºili jako nápov¥du klasi�kaci stát· podle Income Group.

P°i u£ení jsme pouºili n¥kolik ukon£ovacích kritérií. Jedním z nich byl maximální po-
£et cykl·. Dal²ím byl maximální po£et po sob¥ jdoucích cykl·, kdy se zv¥t²ila st°ední
kvadratická chyba na valida£ní mnoºin¥ dat. Tento parametr jsme ozna£ili jako failmax.
Posledním kritériem byla minimální st°ední hodnota p°ír·stku vah v daném cyklu, kte-
rou jsme nazvali gradmin. Hodnoty parametr· u£ících algoritm·, které jsou pouºity ve
v¥t²in¥ test· (pokud není uvedeno jinak) jsou uvedeny v tabulce 5. Zna£ení základních
porovnávacích kritérií, které jsme pouºili v testech, je uvedeno v tabulce 6.
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Tabulka 5: Parametry speci�cké pro jednotlivé algoritmy u£ení.

GD:
Parametr u£ení ε 0.01
gradmin 10−10

CGF,CGP,CGB:
failmax 5
gradmin 10−10

prohledávací funkce charalambous
Parametry prohledávací funkce:
²kálovací faktor α 0.003
²kálovací faktor β 0.1
²kálovací faktor γ 0.1
po£áte£ní délka kroku 0.01
tolerance 20
minimální zm¥na délky kroku 0.1
maximální zm¥na délky kroku 0.5
maximální délka kroku 100
minimální délka kroku 10−6

maximální po£et krok· 26
SCG:
failmax 5
σ 5 · 10−5

λ1 7 · 10−7

gradmin 10−10

Tabulka 6: Zna£ení porovnávacích kritérií.

nepoch pr·m¥rný po£et cykl· algoritmu
t pr·m¥rný £as, po který algoritmus b¥ºel (ve vte°inách)
Etr pr·m¥rná st°ední kvadratická chyba na trénovací mnoºin¥
Ev pr·m¥rná st°ední kvadratická chyba na valida£ní mnoºin¥
Et pr·m¥rná st°ední kvadratická chyba na testovací mnoºin¥
E1tr pr·m¥rná chyba klasi�kace na trénovací mnoºin¥
E1t pr·m¥rná chyba klasi�kace na testovací mnoºin¥
FPtr pr·m¥rná chyba FPE na trénovací mnoºin¥
FPt pr·m¥rná chyba FPE na testovací mnoºin¥
FNtr pr·m¥rná chyba FNE na trénovací mnoºin¥
FNt pr·m¥rná chyba FNE na testovací mnoºin¥
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5.4 Srovnání r·zných paradigmat pro u£ení vrstevnatých neuro-
nových sítí

V této podkapitole bude na²ím cílem porovnat na praktických p°íkladech chování r·z-
ných algoritm· u£ení vrstevnatých neuronových sítí. P·jde nám p°edev²ím o algoritmus
zp¥tného ²í°ení, r·zné varianty metody konjugovaných gradient· a u£ení s nápov¥dou.
Z moºných porovnávacích kritérií se zam¥°íme p°edev²ím na rychlost procesu u£ení jed-
notlivých algoritm· a jejich schopnost správn¥ zobec¬ovat. Jedním z úkol· bude ov¥°it
na r·zných datových sadách výjime£né vlastnosti analyzovaných metod. Dal²ím úkolem
bude vytipovat takovou variantu metody konjugovaných gradient·, která bude mít nej-
lep²í vlastnosti.

5.4.1 Výsledky experiment· na datových sadách £. 1-3

V prvním experimentu jsme si dali za cíl ov¥°it výjime£né vlastnosti metod konjugovaných
gradient· (p°edev²ím jejich rychlost) a srovnat je se základním algoritmem zp¥tného ²í°ení
a s modelem rozhodovacích strom·. K testování jsme pouºili um¥le vygenerované datové
sady £. 1-3.

P°i testování u£ících algoritm· je dobré nejprve vhodn¥ zvolit parametry jednotlivých
metod. V prvé °ad¥ se jedná o architekturu sít¥. Ta by se m¥la nastavit vhodným zp·sobem
vzhledem k dané úloze a pouºitému algoritmu u£ení. R·zné algoritmy p°itom mohou mít
r·zné nároky na po£et skrytých neuron·.

Obrázek 15: Pr·m¥rné chyby jednotlivých metod na testovací mnoºin¥ dat pro r·zné
po£ty neuron· ve skryté vrstv¥ pro datovou sadu £. 2.

Pro p°íklad srovnejme nároky jednotlivých metod na po£et skrytých neuron· pro data
£. 2. Na obrázku 15 jsou zobrazeny chyby po nau£ení na testovací mnoºin¥ (Et) pro r·zné
po£ty skrytých neuron·.
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V²echny výsledky jsme získali metodou desetinásobné k°íºové validace. P°íslu²né chyby
jsou po£ítány jako pr·m¥r p°es v²ech 10 test·. Z obrázku je patrné, ºe nároky na po£et
skrytých neuron· se výrazn¥ li²í pro algoritmus zp¥tného ²í°ení a pro metody konjugova-
ných gradient·. Metody konjugovaných gradient· pot°ebují mén¥ skrytých neuron· pro
dosaºení téºe chyby jako GD. Dalo by se tedy p°edpokládat, ºe i funkce sít¥ je v p°ípad¥
metod konjugovaných gradient· jednodu²²í. Jednotlivé varianty metody konjugovaných
gradient· se ve svých nárocích podstatn¥ neli²í. Minimální chyby dosahují pro cca. 8
skrytých neuron· a p°i dal²ím zvy²ování po£tu skrytých neuron· se jiº jejich chování
nezlep²uje.

V dal²ím experimentu jsme srovnávali r·zné varianty metody konjugovaných gradient·
se základním algoritmem zp¥tného ²í°ení a s modelem rozhodovacích strom·. Pouºili jsme
neuronové sít¥ s architekturou 2-nneur-1, kde nneur je po£et skrytých neuron·. Hodnoty
nneur pro jednotlivé metody a úlohy jsme zvolili experimentáln¥ tak, aby chyba na testovací
mnoºin¥ dat byla co nejmen²í. Dal²í parametry sítí jsme nastavili tak, jak je °e£eno v
podkapitole 5.3. Maximální po£et cykl· jsme poloºili roven 500.

Výsledek testu je uveden v tabulce 7. Metody konjugovaných gradient· p°ed£ily algo-
ritmus GD ve v²ech testovaných kritériích. Pr·m¥rný po£et cykl· je více neº desetinásobn¥
niº²í, celkový £as je p°ibliºn¥ 4-6krát niº²í (v závislosti na úloze). I chyba na trénovací a
testovací mnoºin¥ je signi�kantn¥ men²í (nap°. pro data £. 2 Et ∼ 0.6 ± 0.1 pro metodu
GD a Et ∼ 0.34 ± 0.02 pro metodu SCG). Rozdíly jsou nejvýrazn¥j²í pro data £. 1,
kde jsou dob°e odd¥lené kompaktní shluky, ale i pro ostatní sady dat s h·°e odd¥lenými
shluky je zlep²ení patrné. Porovnáme-li mezi sebou jednotlivé varianty metody konjugo-
vaných gradient·, vidíme, ºe rozdíly mezi nimi nejsou p°íli² velké. Nedá se °íct, ºe by na
datových sadách £. 1-3 n¥která z metod dosahovala výrazn¥ lep²ích výsledk·.

Srovnáme-li v tabulce 7 chování metod konjugovaných gradient· s rozhodovacím stro-
mem, vidíme, ºe jsou na um¥le generovaných datech schopné dosáhnout lep²ích výsledk·,
co se týká chyby. Naproti tomu vytvo°ení rozhodovacího stromu má podstatn¥ niº²í £asové
nároky a navíc tento model podporuje snadnou extrakci pravidel. V p°ípad¥ dat £. 1 a 2
jsou získaná pravidla pom¥rn¥ jednoduchá a je jich malý po£et. Rozhodovací strom ale
selºe na datech £. 3, kde se shluky siln¥ p°ekrývají a rozhodovací strom je nedokáºe od
sebe tak dob°e odd¥lit.
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(a) Rozhodovací strom pro data £. 2 (b) Rozhodovací strom pro data £. 3

Obrázek 16: P°íklady rozhodovacích strom·.

P°íklady rozhodovacích strom· pro data £. 2 a data £. 3 jsou zobrazeny na obrázku
16. Rozhodovací strom pro data £. 2 je malý a pravidla mají pom¥rn¥ velkou vypovídací
hodnotu. Oproti tomu rozhodovací strom pro data £. 3 je v¥t²í a pravidla nejsou tak
kvalitní.

Na obrázku 17 je zobrazen typický pr·b¥h chyby jednotlivých algoritm· na datech £. 3.
Pr·b¥hy chyb potvrzují na²e p°edchozí záv¥ry. Metody konjugovaných gradient· konver-
gují mnohem rychleji neº GD, pr·b¥hy chyb jednotlivých variant metody konjugovaných
gradient· jsou velmi podobné.

V následujícím experimentu jsme se rozhodli otestovat chování analyzovaných algo-
ritm·, pokud je kombinujeme s u£ením s nápov¥dou. Po£et skrytých neuron· nneur jsme
zvolili vy²²í neº je optimum (nneur = 20 pro data £. 1-2, nneur = 25 pro data £. 3). Na²ím
cílem bylo ov¥°it, ºe v tomto p°ípad¥ povede u£ení k lep²ímu zobec¬ování, hlad²í funkci
sít¥ a vy²²í schopnosti nau£it se danou úlohu. Jako nápov¥du jsme pouºili klastrování
vstupních dat metodou k-means. Pro u£ení s nápov¥dou je d·leºité p°edev²ím správn¥
zvolit hint. Správn¥ zvolený hint m·ºe vést k zlep²ení konvergence algoritmu a lep²ímu
zobec¬ování, chybn¥ zvolený hint m·ºe naopak vést i ke zhor²ení schopnosti nau£it se
danou úlohu. Vhodné po£ty shluk· k jsme ur£ili experimentáln¥ tak, aby chyba na testo-
vací mnoºin¥ dat byla co nejmen²í. Metody kombinované s u£ením s nápov¥dou zna£íme
metoda-hintk, kde k je po£et shluk·.

Výsledek testu pro vybrané hodnoty po£tu shluk· k je vid¥t v tabulkách 8 a 9. U
metody konjugovaných gradient· napomáhají hinty k lep²ímu nau£ení úlohy a k niº²í
chyb¥. U algoritmu GD v tomto p°ípad¥ k viditelnému zlep²ení nedochází. Nevýhodou
u£ení s nápov¥dou je del²í £as u£ení, který se zvy²uje s rostoucím po£tem p°idaných
výstup·. V tabulce vidíme, ºe r·zné hinty mohou být r·zn¥ vhodné. Nap°íklad pro sadu
dat £. 2 vede k v¥t²ímu poklesu chyby hint7 neº hint3. Pro data £. 3 je vhodn¥j²í hint4
neº hint7, pro data £. 1 jsou oba hinty p°ibliºn¥ stejn¥ vhodné.

V testech v této podkapitole jsme experimentáln¥ ov¥°ili, ºe metoda konjugovaných
gradient· je nejen mnohem rychlej²í neº algoritmus GD, ale zárove¬ si vysta£í s men²ím
po£tem skrytých neuron· a lépe se u£í. Naproti tomu pro jednotlivé metody konjugova-
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Obrázek 17: Pr·b¥h chyby Et pro r·zné metody na datech £. 3. Vpravo je detail pr·b¥hu
chyby pro jednotlivé varianty algoritmu konjugovaných gradient·.

ných gradient· jsme nezaznamenali p°íli² velké rozdíly, co se týká rychlosti nebo schop-
nosti u£it se. Zdá se, ºe pro r·zné úlohy mohou být výhodn¥j²í r·zné varianty metody,
nicmén¥ rozdíl není p°íli² velký. Dále jsme ov¥°ili, ºe u£ení s nápov¥dou m·ºe napomoct
u£ení neuronové sít¥ za p°edpokladu, ºe pouºijeme vhodný hint a ºe skrytých neuron·
bude dostate£ný po£et. Hinty se tedy dají vyuºít ke sníºení chyby na trénovací i testovací
mnoºin¥ dat a ke zvý²ení schopnosti zobec¬ovat v p°ípad¥, kdy u£íme sí´ s nadm¥rným
po£tem skrytých neuron·.
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5.4.2 Výsledky experiment· na datech WB

V p°edchozích podkapitolách jsme testovali vlastnosti vybraných metod pro u£ení vrstev-
natých neuronových sítí na um¥le generovaných sadách dat. V této podkapitole je na²im
cílem ov¥°it tyto vlastnosti na reálných datech. Pouºili jsme k tomu datovou sadu WB,
predikovali jsme atribut HNP . Testy jsme provád¥li stejn¥ jako v minulých p°ípadech
metodou desetinásobné k°íºové validace. U£ili jsme neuronové sít¥ s jednou skrytou vrst-
vou, po£et skrytých neuron· nneur = 37 jsme zvolili experimentáln¥ tak, aby chyba na
testovací mnoºin¥ dat byla co nejmen²í. Dal²í parametry sítí jsme nastavili tak, jak je
uvedeno v podkapitole 5.3. Za maximální po£et cykl· jsme zvolili hodnotu 1000.

V prvním testu jsme vzájemn¥ porovnávali metody konjugovaných gradient· s algo-
ritmem zp¥tného ²í°ení. Zajímala nás p°edev²ím rychlost u£ení u jednotlivých algoritm· a
chyba, které dosáhli. Výsledky testu jsou uvedeny v tabulce 10. Podobn¥ jako pro datové

Tabulka 10: Chování metod na datové sad¥ WB.

metoda nepoch t Etr Ev Et

GD 1001.0± 0.0 41.2± 0.7 0.069± 0.005 0.028± 0.004 0.087± 0.047
CGF 45.3± 7.3 3.7± 0.6 0.053± 0.008 0.027± 0.006 0.073± 0.047
CGP 37.7± 10.1 3.3± 0.9 0.055± 0.007 0.030± 0.004 0.072± 0.036
CGB 34.2± 8.2 2.9± 0.7 0.057± 0.007 0.028± 0.006 0.077± 0.034
SCG 40.2± 9.3 3.1± 0.7 0.052± 0.006 0.027± 0.004 0.068± 0.033

sady £. 1-3 vidíme, ºe metody konjugovaných gradient· jsou nejen mnohem rychlej²í neº
algoritmus GD (pr·m¥rný po£et cykl· je více jak dvacetinásobn¥ niº²í, pr·m¥rný £as
je více jak desetinásobn¥ niº²í), ale dosahují i signi�kantn¥ niº²í chyby na trénovacích i
testovacích datech. Jednotlivé varianty metody konjugovaných gradient· se od sebe p°íli²
neli²í, coº dokládá i typický pr·b¥h chyb na obrázku 18. Zatímco algoritmus zp¥tného ²í-

Obrázek 18: Pr·b¥h chyby Et pro r·zné metody na datech WB. Vpravo je detail pr·b¥hu
chyby pro jednotlivé varianty algoritmu konjugovaných gradient·.
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°ení konverguje mnohem pomaleji, r·zné varianty metody konjugovaných gradient· se u£í
zhruba stejnou rychlostí. O n¥co niº²í pr·m¥rné chyby neº zbylé metody konjugovaných
gradient· dosáhla v tomto testu na testovací mnoºin¥ dat metoda SCG. Protoºe má i
jiné výhodné vlastnosti (je u ní men²í po£et volitelných parametr·, na které jsou ostatní
varianty velice citlivé), zvolili jsme tuto variantu pro pouºití v následujících testech.

V druhém experimentu jsme ov¥°ovali, zda dojde k dal²ímu zlep²ení vlastností algo-
ritmu SCG, pokud ho budeme kombinovat s u£ením s nápov¥dou. Jako hinty jsme pouºili
klastrování trénovacích vzor· spo£tená metodou k-means pro r·zné po£ty shluk· k (v roz-
mezí 2-10). Metodu SCG kombinovanou s u£ením s nápov¥dou, kde hintem je klastrování
vzor· do k t°íd, zna£íme SCG-hintk. Krom¥ námi vytvo°ených klastrování jsme jako hint
pouºili i klasi�kaci stát· podle Income Group, p°íslu²nou metodu zna£íme SCG-hintIG.
Výsledky testu jsou uvedeny v tabulce 11. U£ení s nápov¥dou je pomalej²í neº u£ení bez

Tabulka 11: Chování metody SCG s nápov¥dou na datové sad¥ WB.

metoda nepoch t Etr Ev Et

SCG 40.2± 9.3 3.1± 0.7 0.052± 0.006 0.027± 0.004 0.068± 0.033
SCG-hint2 88.1± 33.3 7.2± 2.7 0.040± 0.009 0.024± 0.003 0.071± 0.047
SCG-hint3 97.7± 18.9 8.2± 1.6 0.041± 0.008 0.026± 0.003 0.060± 0.032
SCG-hint4 121.0± 36.9 10.1± 3.1 0.040± 0.010 0.029± 0.006 0.058± 0.029
SCG-hint5 100.9± 17.3 8.4± 1.5 0.041± 0.005 0.030± 0.006 0.059± 0.026
SCG-hint6 98.1± 23.7 8.4± 2.1 0.043± 0.004 0.029± 0.005 0.063± 0.026
SCG-hint7 116.8± 26.6 10.1± 2.4 0.040± 0.006 0.031± 0.006 0.064± 0.029
SCG-hint8 152.4± 61.5 13.4± 5.4 0.037± 0.013 0.032± 0.008 0.072± 0.029
SCG-hint9 168.3± 41.9 14.7± 3.6 0.040± 0.006 0.029± 0.004 0.058± 0.027
SCG-hint10 113.6± 19.3 10.1± 1.7 0.047± 0.012 0.038± 0.006 0.075± 0.039
SCG-hintIG 130.6± 32.2 11.0± 2.7 0.035± 0.007 0.029± 0.006 0.055± 0.026

ní, £as se zvy²uje s po£tem p°idaných výstupních neuron·. Naproti tomu chyba na tré-
novací i testovací mnoºin¥ je p°i u£ení s nápov¥dou niº²í. Rozdíly v dosaºené chyb¥ jsou
patrné i mezi jednotlivými hinty, n¥které jsou vhodn¥j²í (nap°. hint4), jiné mén¥ vhodné
(nap°. hint10). Klasi�kace podle Income Group se ukázala jako lep²í nápov¥da neº námi
vytvo°ená klastrování, chyba na trénovací i testovací mnoºin¥ je v p°ípad¥ SCG-hintIG
nejniº²í.

V následujícím experimentu jsme se rozhodli vyzkou²et jiné vyuºití nápov¥dy v algo-
ritmu u£ení. Tento model (nazv¥me ho part-nets) je vhodné pouºít v p°ípad¥, kdy existuje
vhodné klastrování vstupních trénovacích vzor·. Postup algoritmu u£ení byl následující:
Trénovací vzory jsme rozd¥lili do skupin odpovídajícím jednotlivým shluk·m. Pro kaºdý
shluk jsme pak nau£ili jednu vrstevnatou neuronovou sí´. Aby byl po£et trénovacích vzor·
pro kaºdou díl£í neuronovou sí´ dostate£ný (v na²em p°ípad¥ alespo¬ 500), roz²í°ili jsme
trénovací mnoºinu dat o dostate£ný po£et za²um¥ných trénovacích vzor·. Tyto nové tré-
novací vzory jsme vytvo°ili p°idáním 1-5%-ního ²umu ke stávajícím trénovacím vzor·m.
Výhodou této metody je moºnost paralelního u£ení díl£ích sítí na více procesorech, coº
m·ºe urychlit dobu u£ení. P°i rozpoznávání neznámých vzor· modelem part-nets je nej-
prve t°eba p°i°adit vzor do správného shluku a pak ho rozpoznat pomocí p°íslu²né díl£í
neuronové sít¥.

Experiment jsme provedli pro algoritmus u£ení SCG. Pro rozd¥lení dat jsme pouºili
stejná klastrování jako v p°edchozím experimentu. Cílem testu bylo srovnat tuto metodu s
metodou u£ení s nápov¥dou, kdy hinty slouºily jako p°idané výstupy b¥hem u£ení. Kaºdá
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díl£í neuronová sí´ m¥la 16 skrytých neuron·, maximální po£et cykl· byl 1000. Pouºili
jsme následující zna£ení: nepoch zna£í sou£et cykl· braný p°es v²echny díl£í sít¥, n′epoch

ozna£uje maximální po£et cykl· braný p°es v²echny díl£í sít¥, t je sou£et £as·, po který
se u£ili jednotlivé sít¥ a t′ je maximální £as braný p°es jednotlivé sít¥. Výsledek testu je
uveden v tabulce 12. Srovnáme-li hodnoty v tabulce s hodnotami v tabulce 11, vidíme, ºe

Tabulka 12: Chování metody SCG pro model part-nets na datové sad¥ WB.

klastrování nepoch n′
epoch t t′ Etr Ev Et

hint2 75.1± 23.6 48.7± 15.3 1.7± 0.4 1.0± 0.2 0.093± 0.036 0.104± 0.041 0.114± 0.043
hint3 110.1± 36.3 52.1± 21.7 2.5± 0.5 1.1± 0.3 0.084± 0.030 0.101± 0.047 0.108± 0.082
hint4 160.0± 24.0 56.2± 8.7 3.7± 0.4 1.2± 0.1 0.052± 0.007 0.044± 0.008 0.057± 0.020
hint5 197.9± 20.6 62.2± 10.4 4.8± 0.4 1.3± 0.2 0.057± 0.015 0.062± 0.017 0.067± 0.023
hint6 250.7± 43.1 66.1± 22.0 5.9± 0.8 1.4± 0.4 0.042± 0.017 0.041± 0.014 0.049± 0.022
hint7 329.0± 65.1 77.0± 27.6 7.6± 1.3 1.7± 0.6 0.040± 0.013 0.036± 0.007 0.046± 0.014
hint8 371.9± 70.1 84.1± 20.9 8.3± 1.4 1.7± 0.3 0.039± 0.013 0.056± 0.018 0.051± 0.024
hint9 424.2± 46.0 79.6± 14.6 9.7± 0.8 1.7± 0.3 0.027± 0.005 0.037± 0.008 0.034± 0.008
hint10 493.0± 64.9 96.2± 24.6 10.9± 1.2 2.0± 0.4 0.039± 0.007 0.052± 0.013 0.047± 0.011
hintIG 229.8± 59.9 82.2± 31.2 5.0± 1.1 1.7± 0.6 0.055± 0.010 0.047± 0.007 0.065± 0.016

co se tý£e celkové doby u£ení t a po£tu cykl·, je na tom u£ení s nápov¥dou výrazn¥ lépe.
Pokud ale budeme u£it díl£í sít¥ paraleln¥, bude celkový £as naopak niº²í pro model part-
nets. Srovnáme-li chybu dosaºenou na trénovací a testovací mnoºin¥, pro men²í po£et
shluk· se chová lépe u£ení s nápov¥dou, pro v¥t²í po£et shluk· se lépe chová model part-
nets. Vy²²í chyba u part-nets pro men²í po£et shluk· m·ºe být zp·sobena nedostate£ným
po£tem skrytých neuron· díl£ích sítí. Pro v¥t²í mnoºství shluk· jiº po£et skrytých neuron·
dosta£uje a výsledná chyba je signi�kantn¥ niº²í neº u u£ení s nápov¥dou. Lep²í schopnost
nau£it se danou úlohu je v²ak vykompenzována v¥t²ími pam¥´ovými a £asovými nároky
modelu part-nets. Dal²í nevýhodou této metody je v¥t²í po£et volitelných parametr·,
které je t°eba správn¥ nastavit−jedná se p°edev²ím o topologii jednotlivých díl£ích sítích.

Dal²í experiment jsme provedli na datech WB, ze kterých jsme odstranili vstupní p°í-
znaky £. 2, 16 a 20. Cílem experimentu bylo ov¥°it, jak dob°e se bude sí´ schopna nau£it
danou úlohu p°i absenci významných p°íznak· a zda síti v tomto p°ípad¥ pom·ºe nápo-
v¥da. Jako nápov¥du jsme op¥t zvolili klastrování trénovací mnoºiny vytvo°ené metodou
k-means. V tomto p°ípad¥ jsme zvolili klastrování jednak podle vstupních prom¥nných,
jednak podle výstupní prom¥nné. Pro testování jsme op¥t pouºili neuronové sít¥ s 37
skrytými neurony, maximální po£et cykl· byl 500.

Výsledky testu jsou uvedeny v tabulce 13. Chyba u metody SCG je výrazn¥ vy²²í neº
v p°edchozích testech, kdy jsme k u£ení pouºili v²ech 25 vstupních p°íznak·. P°estoºe
je chyba metody SCG pom¥rn¥ vysoká, klastrování pouºité jako nápov¥da je schopné ji
výrazn¥ sníºit, pouºijeme-li vhodný po£et shluk·. Zajímavé je, ºe ke sníºení chyby nevede
jen klastrování podle vstupních prom¥nných, ale i klastrování podle výstupní prom¥nné,
které dokonce v n¥kterých p°ípadech vede k podstatn¥ výrazn¥j²ímu sníºení chyby (viz
tabulka 13). Dal²ím zajímavým zji²t¥ním je, ºe sníºení chyby je v¥t²í neº v p°ípad¥ úplné
sady dat. Z tohoto faktu by se dalo vyvodit, ºe velká £ást informace obsaºená v hintech je
obsaºena i v p°íznacích, které jsme odstranili. P°i u£ení na v²ech 25 vstupních p°íznacích
pak jiº hinty nep°iná²í tak velké mnoºství nové informace a vedou tedy k niº²ímu poklesu
chyby.

Tento experiment ov¥°il, ºe u£ení s nápov¥dou m·ºe pro vhodn¥ zvolený hint pomoct
p°i u£ení v p°ípad¥, kdy trénovací mnoºina neobsahuje nejvýznamn¥j²í vstupní p°íznaky.
�ást informace z t¥chto p°íznak· je obsaºena i ve zbytku dat; u£ení s nápov¥dou, kterou
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Tabulka 13: Chování metody SCG s nápov¥dou na datové sad¥ WB pro 22 vstupních
p°íznak·.

metoda nepoch Etr Ev Et

SCG 53.5± 34.3 0.110± 0.022 0.229± 0.020 0.134± 0.063
klastrování podle výstupní prom¥nné:

SCG-hint2 49.0± 28.8 0.097± 0.026 0.211± 0.033 0.117± 0.062
SCG-hint3 69.2± 38.6 0.098± 0.016 0.220± 0.018 0.124± 0.068
SCG-hint4 85.0± 124.6 0.091± 0.024 0.216± 0.039 0.124± 0.054
SCG-hint5 97.6± 75.8 0.089± 0.015 0.215± 0.025 0.116± 0.063
SCG-hint6 84.4± 71.0 0.077± 0.017 0.210± 0.031 0.121± 0.061
SCG-hint7 119.2± 117.6 0.078± 0.022 0.199± 0.046 0.131± 0.069
SCG-hint8 119.2± 117.1 0.084± 0.031 0.194± 0.048 0.124± 0.064
SCG-hint9 117.0± 71.6 0.078± 0.015 0.199± 0.032 0.113± 0.061
SCG-hint10 115.4± 91.2 0.084± 0.017 0.203± 0.039 0.124± 0.072
klastrování podle vstupních prom¥nných:

SCG-hint2 35.8± 28.2 0.094± 0.012 0.213± 0.017 0.115± 0.078
SCG-hint3 69.6± 106.9 0.095± 0.019 0.212± 0.029 0.122± 0.069
SCG-hint4 54.4± 22.8 0.101± 0.016 0.223± 0.020 0.126± 0.059
SCG-hint5 117.8± 232.3 0.084± 0.025 0.207± 0.053 0.113± 0.057
SCG-hint6 103.2± 140.9 0.094± 0.027 0.216± 0.044 0.124± 0.053
SCG-hint7 91.6± 69.5 0.101± 0.018 0.220± 0.023 0.118± 0.067
SCG-hint8 106.0± 89.6 0.085± 0.022 0.204± 0.028 0.119± 0.053
SCG-hint9 106.4± 70.2 0.085± 0.024 0.204± 0.038 0.122± 0.058
SCG-hint10 123.4± 70.2 0.085± 0.014 0.205± 0.017 0.113± 0.059

je vhodné klastrování, pak m·ºe u£ícímu algoritmu napomoct tuto informaci vyuºít.

5.4.3 Analýza citlivosti vrstevnaté neuronové sít¥

V následujících experimentech bychom cht¥li ov¥°it na datech WB záv¥ry podkapitoly
3.4. Pokud spo£teme citlivost výstup· neuronové sít¥ na jednotlivé vstupy, m·ºe nám
to pomoct zjistit, které vstupní p°íznaky jsou pro danou neuronovou sí´ klí£ové a které
naopak nemají p°i výpo£tu ºádnou váhu.

V jednotlivých experimentech jsme nau£ili 100 vrstevnatých neuronových sítí zvoleným
algoritmem u£ení (za pouºití téºe valida£ní a testovací mnoºiny). Stejn¥ jako v p°edchozích
testech m¥ly v²echny sít¥ architekturu 25-37-1. Následn¥ jsme pro v²echny nau£ené sít¥
a v²echny trénovací vzory spo£etli citlivost výstupu sít¥ na jednotlivé vstupy. Z t¥chto
£ísel jsme se pak spo£etli dal²í charakteristiky, které nám pomohly identi�kovat d·leºité a
bezcenné vstupní p°íznaky. Hodnoty citlivosti v tomto testu jsme normalizovali tak, aby
se nacházely v intervalu [0, 1] a jejich sou£et byl 1. Základní pouºitou charakteristikou
byla pr·m¥rná citlivost výstup· na vstupy, braná p°es v²echny trénovací vzory.

V prvním experimentu jsme nau£ili 100 sítí metodou GD. Na obrázku 19 je zobrazena
pr·m¥rná citlivost výstupu na jednotlivé vstupy pro tyto sít¥. Z obrázku m·ºeme vy£íst,
ºe v naprosté v¥t²in¥ p°ípad· je pro u£ení nejd·leºit¥j²í vstupní p°íznak £. 16 (Po£et
vlastník· mobilních telefon· a pevných linek na 1000 obyvatel). Pr·m¥rná citlivost jiných
p°íznak· je v porovnání s ním nízká. Z obrázku je rovn¥º patrné, ºe pr·m¥rná citlivost
vy²la pro jednotlivé neuronové sít¥ podobn¥, zvlá²t¥ co se týká nejd·leºit¥j²ích vstupních
p°íznak· a t¥ch nejmén¥ d·leºitých. Nejmén¥ d·leºité vstupní p°íznaky bychom mohli p°i
u£ení neuronové sít¥ vynechat, aniº by se zhor²ila schopnost sít¥ nau£it se danou úlohu
(ta by se mohla naopak zlep²it). Zde je ale nutná opatrnost−p°estoºe pr·m¥rná citlivost
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Obrázek 19: Pr·m¥rná citlivost výstupu neuronové sít¥ na jednotlivé vstupy pro algo-
ritmus u£ení GD. Mod°e je zna£ena pr·m¥rná citlivost pro jednotlivé sít¥, £erveným
kole£kem je zna£en pr·m¥r p°es v²echny sít¥.

výstupu na ur£itý p°íznak je malá, m·ºe existovat n¥kolik trénovacích vzor·, pro které
je naopak citlivost velká. Tento p°ípad je nutné detekovat a vyhození p°íznaku v tomto
p°ípad¥ zamezit.

Na obrázku 20 vidíme srovnání pr·m¥rné citlivosti pro t°i r·zné algoritmy u£ení (pr·-
m¥r je po£ítán p°es v²echny trénovací vzory a 100 nau£ených sítí). Metody bez nápov¥dy
(GD, SCG) mají velmi podobnou citlivost, pr·m¥r pro sít¥ nau£ené metodou SCG-
hintIG se výrazn¥ji li²í. Tedy je patrné, ºe p°i u£ení s nápov¥dou se up°ednost¬ují jiné
vstupní p°íznaky neº p°i u£ení bez nápov¥dy. To, ºe se algoritmus SCG-hintIG u£í lépe
neº samotný SCG, m·ºe p°ímo souviset práv¥ s jinou d·leºitostí vstupních p°íznak·.

V tabulce 14 vidíme nejd·leºit¥j²í a nejmén¥ d·leºité vstupní p°íznaky pro jednotlivé
metody. Tabulka potvrzuje velkou podobnost výsledku pro metody GD a SCG. Dále vi-
díme, ºe metoda SCG-hintIG se li²í hlavn¥ u nejd·leºit¥j²ích p°íznak·, up°ednost¬uje
aktuální hodnotu státního dluhu, Gini index a pr·m¥rnou délku ºivota p°ed dan¥mi (p°í-
znaky £. 8 a 9), na které jsou citlivé ostatní u£ící algoritmy. Co se týká nejmén¥ d·leºitých
p°íznak·, v²echny metody se vícemén¥ shodují, aº na p°íznaky £. 18 (vývoz vysp¥lé tech-
nologie) a £. 22 (výdaje na zbrojení), jejichº d·leºitost alternuje (jeden z nich je vºdy
d·leºitý, druhý nepodstatný). Je tedy pravd¥podobné, ºe oba tyto indikátory p°iná²ejí z
hlediska predikce HNP velmi podobnou informaci.

Výsledky tohoto experimentu jsou d·leºité pro porozum¥ní dat·m WB. Umoº¬ují nám
zjistit, s kterými ekonomickými indikátory HNP souvisí a s kterými nemá nic spole£ného.
P°ekvapující je nap°íklad vysoká souvislost mezi HNP a po£tem vlastník· mobilních
telefon· a pevných linek. Rovn¥º bylo zajímavé zji²t¥ní, ºe n¥které indikátory, které jsme
p°i sestavování trénovací mnoºiny dat pokládali za velmi významné, se tímto ukázali jako
bezcenné. Pokud bychom citlivosti je²t¥ podrobn¥ji zkoumali, do²li bychom jist¥ k dal²ím
ekonomicky zajímavým záv¥r·m.
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Obrázek 20: Pr·m¥rná citlivost výstupu neuronové sít¥ na jednotlivé vstupy pro vybrané
algoritmy u£ení.

Tabulka 14: Nejd·leºit¥j²í a nejmén¥ d·leºité vstupní p°íznaky datové sady WB pro
vybrané algoritmy u£ení.

Nejd·leºit¥j²í p°íznaky:
po°adí SCG-hintIG SCG GD

1. 16 16 16
2. 24 9 9
3. 7 10 10
4. 21 20 24
5. 10 24 2
6. 13 2 20

Nejmén¥ d·leºité p°íznaky:
po°adí SCG-hintIG SCG GD

21. 18 1 1
22. 19 22 22
23. 14 14 24
24. 1 19 19
25. 17 17 17
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5.5 Experimenty testující metodu SCGIR

V p°edchozí podkapitole 5.4 jsme ov¥°ovali vlastnosti vybraných metod pro u£ení vrs-
tevnatých neuronových sítí na um¥le generovaných datech i na reálné datové sad¥ WB.
Výsledkem na²ich test· bylo ov¥°ení vysoké rychlosti metod konjugovaných gradient·
v porovnání s algoritmem zp¥tného ²í°ení. Rovn¥º se tyto metody lépe u£í, a to i p°i
men²ím po£tu skrytých neuron·. Dále jsme zjistili, ºe jednotlivé varianty metody kon-
jugovaných gradient· se od sebe p°íli² neli²í ani £asem u£ení ani chybou dosaºenou na
testovací mnoºin¥ dat. Pro následující testy jsme z metod konjugovaných gradient· zvo-
lili algoritmus SCG, který má nejmén¥ volitelných parametr·. Následn¥ jsme testovali
vlastnosti vybraných metod kombinovaných s u£ením s nápov¥dou. Ov¥°ili jsme, ºe u£ení
s nápov¥dou zvy²uje schopnost vrstevnaté neuronové sít¥ zobec¬ovat v p°ípad¥, kdy má
sí´ dostatek skrytých neuron·. Nakonec jsme aplikovali analýzu citlivosti na neuronové
sít¥ nau£ené r·znými algoritmy na datech WB. To nám dovolilo identi�kovat d·leºité
a bezcenné vstupní p°íznaky v datech a osv¥tlit p°í£iny lep²í konvergence algoritmu p°i
u£ení s nápov¥dou: u£ení s nápov¥dou vede k výrazné zm¥n¥ citlivosti výstup· sít¥ na
vstupy.

V této podkapitole bude na²ím cílem ov¥°it vlastnosti námi navrºené techniky SCGIR
v porovnání s metodami, ze kterých vychází. Dále nás bude zajímat moºnost vyuºití této
metody p°i extrakci znalostí z vrstevnaté neuronové sít¥.

V testech v této podkapitole pouºíváme krom¥ d°íve de�novaného zna£ení (podkapitola
5.3) následující pojmy: SCGIR ozna£uje metodu ²kálovaných konjugovaných gradient· s
vynucovanou kondenzovanou interní reprezentací; GDIR ozna£uje algoritmus zp¥tného ²í-
°ení s vynucovanou kondenzovanou interní reprezentací; SCGIR-hint a GDIR-hint zna£í
metody SCGIR a GDIR kombinované s u£ením s nápov¥dou. P°i porovnávání model·
jsme krom¥ chyby dosaºené na trénovacích i testovacích datech a £asu u£ení pouºili dal²í
charakteristiky, které vypovídají o tom, jak transparentní interní reprezentaci je daný
model schopen vytvo°it. Pro tyto charakteristiky jsme pouºili následující zna£ení: nnets

je po£et sítí, které se nau£ily danou klasi�ka£ní úlohu (tedy daly správné výstupy pro
v²echny trénovací vzory); nt

ir je celkový po£et sítí, které po nau£ení m¥ly jasnou interní
reprezentaci (výstupy v²ech skrytých neuron· pro v²echny trénovací vzory byly v rozmezí
−0.85, 0, 0.85±0.15); nir zna£í po£et sítí, které se nau£ily danou klasi�ka£ní úlohu a záro-
ve¬ m¥ly jasnou interní reprezentaci pro v²echny trénovací vzory; err je pr·m¥rný po£et
chybn¥ nau£ených vzor·; nused zna£í pr·m¥rný po£et skrytých neuron·, které nezískaly
uniformní reprezentaci ani identickou £i inverzní reprezentaci vzhledem k jinému skrytému
neuronu (sou£et p°es v²echny trénovací vzory, pr·m¥r p°es nau£ené sít¥); ns(0.3) je pr·-
m¥rný po£et skrytých neuron·, jejichº výstupy byly mimo intervaly −0.85, 0, 0.85± 0.15
(sou£et p°es v²echny trénovací vzory, pr·m¥r p°es nau£ené sít¥); ns(0.1) je pr·m¥rný po-
£et skrytých neuron·, jejichº výstupy byly mimo intervaly −0.9, 0, 0.9 ± 0.1; nneur1 je
pr·m¥rný po£et skrytých neuron·, které získaly uniformní reprezentaci, pop°ípad¥ repre-
zentaci inverzní/identickou k reprezentaci jiného skrytého neuronu; nneur2 je pr·m¥rný
po£et skrytých neuron· se zanedbatelnou vahou do výstupního neuronu.

5.5.1 Výsledky experiment· na úloze s£ítaní binárních £ísel

První sadu experiment· jsme provedli na ilustrativní úloze binárního s£ítání t°íbitových
£ísel. Kaºdý vstupní trénovací vzor je tvo°en bipolárními kódy s£ítanc·. Poºadovaný vý-
stup pak tvo°í bipolární kód sou£tu. Nap°íklad sou£tem hodnot 4(∼ (+1,−1,−1)) a
7(∼ (+1, +1, +1)) získáme hodnotu 11(∼ (+1,−1, +1, +1)); odpovídající trénovací vzor
má tvar: [[+1,−1,−1, +1, +1, +1], [+1,−1, +1, +1]]. Trénovací mnoºina v tomto p°ípad¥
obsahuje 26 = 64 vzor·. Jako hint jsme pouºili p°íznak, který indikuje p°enos do druhého
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výstupního bitu. Experimentáln¥ jsme zvolili parametr u£ení ε roven 0.6, parametr αr

roven 0.0005. Algoritmus u£ení jsme pro kaºdou z testovaných metod opakovali 100krát
pro náhodn¥ inicializované sít¥. Následn¥ jsme pro jednotlivé u£ící algoritmy porovnali
po£et sítí, které se nau£ily úlohu správn¥, pr·m¥rnou chybu na trénovací mnoºin¥ dat a
transparentnost vytvo°ené interní reprezentace.

V prvním experimentu jsme pro v²echny vrstevnaté neuronové sít¥ zvolili topologii 6-
6-4. Je to minimální topologie, p°i které je neuronová sí´ schopna se danou úlohu nau£it.
Pro algoritmus zp¥tného ²í°ení p°i dané topologii je tato úloha pom¥rn¥ obtíºná, protoºe
po£et r·zných kon�gurací sít¥ °e²ících úlohu je malý, obzvlá²´ pokud klademe d·raz také
na transparentní interní reprezentaci.

Tabulka 15: Chování metod pro vrstevnaté neuronové sít¥ s topologií 6-6-4.

metoda nnets nir nt
ir ns(0.3) err nepoch t

GD 37 3 6 21.94± 12.96 6.28± 7.03 4705.7 52.9
GD-hint 38 0 1 21.64± 11.71 5.98± 6.70 5046.3 53.0
GDIR 26 7 32 15.55± 15.43 7.90± 6.89 5001.0 90.6
GDIR-hint 26 11 44 10.98± 13.50 8.81± 7.44 5018.0 90.5
SCG 35 0 0 40.32± 20.49 5.91± 6.63 401.0 5.5
SCG-hint 45 1 2 39.68± 20.81 4.83± 6.15 403.0 5.6
SCGIR 37 6 11 25.32± 17.43 7.25± 8.29 400.6 9.0
SCGIR-hint 42 7 15 22.79± 16.60 5.34± 6.32 381.61 9.1

Jak je vid¥t v tabulce 15, schopnost jednotlivých metod nau£it se úlohu je podobná (ze
100 sítí se úlohu nau£ilo u kaºdé metody kolem 35 sítí, i pr·m¥rná chyba je srovnatelná).
Metody typu SCG oproti metodám typu GD pot°ebují k nau£ení podstatn¥ mén¥ cykl·
a desetkrát men²í £as. Algoritmus SCG je zhruba 1.5krát rychlej²í neº SCGIR, ale i tak
je £as SCGIR v porovnání s GD a GDIR nesrovnateln¥ niº²í. �as u£ení s nápov¥dou
a bez ní je u v²ech metod p°ibliºn¥ stejný, nápov¥da tedy v tomto p°ípad¥ na rychlost
u£ení nemá p°íli²ný vliv. Metodám SCG a SCGIR nápov¥da napomohla k v¥t²ímu po£tu
nau£ených sítí a niº²í pr·m¥rné chyb¥, oproti tomu u GD a GDIR není zlep²ení patrné.
Metody typu IR dosahují £ast¥ji jasné interní reprezentace (viz nir a nt

ir), coº u nich
potvrzují i velice nízké hodnoty ns(0.3). Zajímavým pozorováním je, ºe metody SCG a
SCG-hint dosahují výrazn¥ nejasn¥j²í interní reprezentace neº metody GD a GD-hint.
Je to ovlivn¥no z°ejm¥ jejich rychlej²í konvergencí. U£ení s nápov¥dou pomáhá metodám
SCGIR a GDIR k dosaºení jasn¥j²í interní reprezentace, coº dokládá nt

ir.
Metoda SCGIR-hint v tomto testu obstála. V po£tu nau£ených sítí, v po£tu cykl· i

v pr·m¥rné chyb¥ na trénovací mnoºin¥ dat je srovnatelná s metodou SCG-hint, metody
vycházející z GD v t¥chto ohledech p°evy²uje. Co se týká pr·m¥rného £asu, je SCGIR
pomalej²í neº SCG, toto zpomalení je v²ak ve stejném pom¥ru jako zpomalení mezi
GD a GDIR. Oproti metod¥ GDIR-hint je pro SCGIR-hint lehce obtíºn¥j²í získat
transparentní interní reprezentaci, to ale vyvaºuje rychlej²í konvergence a vy²²í schopnost
u£it se tohoto algoritmu.

V druhém experimentu jsme aplikovali ten samý test na topologii 6-12-4. Na²ím cí-
lem bylo porovnat, jak se jednotlivé metody chovají, je-li k dispozici vy²²í neº nezbytný
po£et skrytých neuron·. Z tabulky 16 je z°ejmé, ºe pro ºádnou z metod není obtíºné se
úlohu nau£it. V²echny metody mají zhruba stejnou schopnost pro°ezat skryté neurony,
viz nused. Metody bez vynucované kondenzované interní reprezentace nevytvá°ejí transpa-
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Tabulka 16: Chování metod pro vrstevnaté neuronové sít¥ s topologií 6-12-4.

metoda nnets nir nt
ir nused ns(0.3) err nepoch t

GD 99 0 0 11.80± 0.49 62.59± 28.23 0.02± 0.2 5001.0 59.2
GD-hint 100 0 0 11.66± 0.57 65.82± 22.31 0± 0.0 5002.0 58.5
GDIR 98 79 87 11.70± 0.48 0.80± 2.34 0.08± 0.6 5001.0 104.5
GDIR-hint 96 77 78 11.70± 0.56 0.98± 2.52 0.08± 0.4 5002.0 105.8
SCG 100 0 0 11.50± 0.67 58.04± 25.38 0± 0.0 497.1 6.2
SCG-hint 100 0 0 11.34± 0.82 62.35± 25.84 0± 0.0 492.6 6.3
SCGIR 100 30 30 11.63± 0.58 15.06± 16.54 0± 0.0 501.0 10.9
SCGIR-hint 100 50 50 11.41± 0.70 9.11± 16.30 0± 0.0 501.2 11.0

rentní strukturu sít¥ (viz nir, nt
ir a ns(0.3)). Oproti tomu metoda GDIR vytvá°í kon-

denzovanou interní reprezentaci v naprosté v¥t²in¥ p°ípad·, ns(0.3) je pro ni minimální.
Metoda SCGIR není tak úsp¥²ná, ale k vytvo°ení kondenzované interní reprezentace u
ní zna£n¥ napom·ºe u£ení s nápov¥dou.

Tabulka 17 popisuje typický p°íklad sít¥ s topologií 6-6-4, která se nau£ila úlohu me-
todou SCGIR-hint. Daná sí´ má transparentní interní reprezentaci. Porovnáme-li ji s
p°íkladem sít¥, která se nau£ila úlohu metodou SCG-hint (viz tabulka 18), uvidíme, ºe
výstupy skrytých neuron· jsou v tomto p°ípad¥ mén¥ jasné. Rozdíl by byl je²t¥ více pa-
trný u topologie 6-12-4. Obrázek 21 znázor¬uje strukturu i funkci obou vrstevnatých

(a) SCGIR-hint

(b) SCG-hint

Obrázek 21: Struktury vrstevnatých neuronových sítí nau£ených metodami SCGIR-hint
a SCG-hint. Kladné hrany mají zelenou barvu, záporné hrany £ervenou. Váhy jsou vy-
zna£eny tlou²´kou hran, prahy neuron· jsou uvedeny v kruzích znázor¬ujících neurony.
Hrany se zanedbateln¥ nízkou vahou nejsou zakresleny.

neuronových sítí. V prvním p°ípad¥ vidíme, ºe se síti poda°ilo nalézt algoritmus výpo-
£tu. Navíc, váhy mezi vstupní a skrytou vrstvou jsou shodné pro dvojice odpovídajících
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Tabulka 17: Interní reprezentace a výstupy vrstevnaté neuronové sít¥ nau£ené metodou
SCGIR-hint.

vstupy výstupy výstupy skrytých neuron·

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 0.99 0.98 1.00
−1 −1 −1 −1 −1 1 −1.00 −1.00 −0.99 0.99 −1.00 −1.00 −1.00 1.00 1.00 −0.98
−1 −1 −1 −1 1 −1 −1.00 −1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 1.00
−1 −1 −1 −1 1 1 −1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −0.98 −0.99
−1 −1 −1 1 −1 −1 −1.00 1.00 −0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 0.98 1.00
−1 −1 −1 1 −1 1 −1.00 1.00 −0.99 0.99 −1.00 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −0.99
−1 −1 −1 1 1 −1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 1.00
−1 −1 −1 1 1 1 −1.00 0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.98 −0.99
−1 −1 1 −1 −1 −1 −1.00 −1.00 −0.99 0.99 −1.00 −1.00 −1.00 1.00 1.00 −0.98
−1 −1 1 −1 −1 1 −1.00 −1.00 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 1.00 1.00 −1.00
−1 −1 1 −1 1 −1 −1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −0.98 −0.99
−1 −1 1 −1 1 1 −1.00 0.99 −0.99 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 0.99 −1.00
−1 −1 1 1 −1 −1 −1.00 1.00 −0.99 0.99 −1.00 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −0.99
−1 −1 1 1 −1 1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 1.00 −1.00
−1 −1 1 1 1 −1 −1.00 0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.98 −0.99
−1 −1 1 1 1 1 1.00 −0.98 −0.99 −0.99 0.99 1.00 0.99 0.98 0.99 −1.00
−1 1 −1 −1 −1 −1 −1.00 −1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 1.00
−1 1 −1 −1 −1 1 −1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −0.99 −0.99
−1 1 −1 −1 1 −1 −1.00 0.98 −0.99 −0.99 0.98 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 0.99
−1 1 −1 −1 1 1 −1.00 1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 −1.00
−1 1 −1 1 −1 −1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 0.99
−1 1 −1 1 −1 1 −1.00 0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99
−1 1 −1 1 1 −1 1.00 −0.99 −0.99 −0.99 0.98 −1.00 0.99 0.98 −1.00 0.99
−1 1 −1 1 1 1 1.00 −1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 1.00 −1.00 −1.00
−1 1 1 −1 −1 −1 −1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −0.99 −0.99
−1 1 1 −1 −1 1 −1.00 0.98 −0.99 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 0.99 −1.00
−1 1 1 −1 1 −1 −1.00 1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 −1.00
−1 1 1 −1 1 1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 1.00 0.99 −1.00 1.00 −1.00 −1.00
−1 1 1 1 −1 −1 −1.00 0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99
−1 1 1 1 −1 1 1.00 −0.99 −0.99 −0.99 0.99 1.00 0.99 0.99 0.99 −1.00
−1 1 1 1 1 −1 1.00 −1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 1.00 −1.00 −1.00
−1 1 1 1 1 1 1.00 −1.00 0.99 −1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 −1.00 −1.00

1 −1 −1 −1 −1 −1 −1.00 1.00 −0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 0.98 1.00
1 −1 −1 −1 −1 1 −1.00 1.00 −0.99 0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 1.00 −0.98
1 −1 −1 −1 1 −1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 1.00
1 −1 −1 −1 1 1 −1.00 0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99
1 −1 −1 1 −1 −1 1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −1.00 −1.00 0.99 −1.00 0.98 1.00
1 −1 −1 1 −1 1 1.00 −1.00 −0.99 0.99 −1.00 −0.99 1.00 −1.00 1.00 −0.99
1 −1 −1 1 1 −1 1.00 −1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 0.99
1 −1 −1 1 1 1 1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 −0.98 −0.99
1 −1 1 −1 −1 −1 −1.00 1.00 −0.99 0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 1.00 −0.98
1 −1 1 −1 −1 1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 1.00 −1.00
1 −1 1 −1 1 −1 −1.00 0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99
1 −1 1 −1 1 1 1.00 −0.98 −0.99 −0.99 0.99 1.00 0.99 0.99 0.99 −1.00
1 −1 1 1 −1 −1 1.00 −1.00 −0.99 0.99 −1.00 −0.99 1.00 −1.00 1.00 −0.99
1 −1 1 1 −1 1 1.00 −1.00 0.99 −0.99 −1.00 1.00 1.00 −1.00 1.00 −1.00
1 −1 1 1 1 −1 1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 −0.98 −0.99
1 −1 1 1 1 1 1.00 0.99 −0.99 −0.99 0.99 1.00 1.00 −1.00 0.99 −1.00
1 1 −1 −1 −1 −1 −1.00 1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 0.99
1 1 −1 −1 −1 1 −1.00 0.98 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99
1 1 −1 −1 1 −1 1.00 −0.99 −1.00 −0.99 0.98 −1.00 0.99 0.99 −1.00 0.99
1 1 −1 −1 1 1 1.00 −1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 1.00 −1.00 −1.00
1 1 −1 1 −1 −1 1.00 −1.00 0.99 −0.99 −1.00 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 0.99
1 1 −1 1 −1 1 1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 −0.99 −1.00
1 1 −1 1 1 −1 1.00 0.98 −1.00 −0.99 0.98 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 0.99
1 1 −1 1 1 1 1.00 1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 −1.00
1 1 1 −1 −1 −1 −1.00 0.98 0.99 0.99 −0.99 −1.00 −0.99 −0.99 −0.99 −0.99
1 1 1 −1 −1 1 1.00 −0.99 −0.99 −0.99 0.99 1.00 0.99 0.99 0.99 −1.00
1 1 1 −1 1 −1 1.00 −1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 1.00 −1.00 −1.00
1 1 1 −1 1 1 1.00 −1.00 0.99 −1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 −1.00 −1.00
1 1 1 1 −1 −1 1.00 −0.99 0.99 0.99 −0.99 −1.00 1.00 −1.00 −0.99 −1.00
1 1 1 1 −1 1 1.00 0.98 −0.99 −0.99 0.99 1.00 1.00 −1.00 0.99 −1.00
1 1 1 1 1 −1 1.00 1.00 −0.99 0.99 1.00 −1.00 1.00 −1.00 −1.00 −1.00
1 1 1 1 1 1 1.00 1.00 0.99 −1.00 1.00 1.00 1.00 −1.00 −1.00 −1.00
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Tabulka 18: Interní reprezentace a výstupy vrstevnaté neuronové sít¥ nau£ené metodou
SCG-hint

vstupy výstupy výstupy skrytých neuron·

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1.00 −0.99 −0.96 −0.97 0.55 −0.56 −1.00 −1.00 1.00 1.00
−1 −1 −1 −1 −1 1 −1.01 −0.97 −1.00 0.99 0.99 −0.48 −1.00 −1.00 1.00 −0.75
−1 −1 −1 −1 1 −1 −1.02 −1.02 0.98 −1.00 0.60 −0.21 −1.00 −1.00 1.00 1.00
−1 −1 −1 −1 1 1 −1.03 −0.99 1.00 0.99 0.99 −0.12 −1.00 −0.98 1.00 −0.71
−1 −1 −1 1 −1 −1 −1.02 0.97 −0.96 −0.98 0.55 −0.56 −1.00 −1.00 0.06 1.00
−1 −1 −1 1 −1 1 −1.03 1.00 −1.00 0.99 0.99 −0.48 −1.00 −1.00 0.05 −0.75
−1 −1 −1 1 1 −1 −1.04 1.01 0.98 −1.00 0.61 −0.21 −1.00 −1.00 0.02 1.00
−1 −1 −1 1 1 1 −1.01 0.98 0.99 0.99 0.99 −0.11 −0.96 −0.98 0.01 −0.71
−1 −1 1 −1 −1 −1 −1.02 −1.01 −1.03 0.97 −0.77 −0.32 −1.00 −1.00 1.00 1.00
−1 −1 1 −1 −1 1 −1.02 −1.01 1.00 −0.98 0.74 −0.22 −1.00 −1.00 1.00 0.85
−1 −1 1 −1 1 −1 −1.04 −0.95 1.00 0.99 −0.73 0.08 −1.00 −0.91 1.00 1.00
−1 −1 1 −1 1 1 −1.02 1.00 −0.99 −0.99 0.77 0.18 −1.00 1.00 1.00 0.88
−1 −1 1 1 −1 −1 −1.04 0.98 −1.03 0.98 −0.77 −0.31 −1.00 −1.00 0.04 1.00
−1 −1 1 1 −1 1 −1.04 1.00 1.00 −0.98 0.74 −0.22 −1.00 −1.00 0.03 0.86
−1 −1 1 1 1 −1 −1.00 1.00 1.00 0.99 −0.73 0.09 −0.94 −0.91 0.00 1.00
−1 −1 1 1 1 1 0.97 −0.97 −0.99 −0.99 0.78 0.19 0.96 1.00 −0.01 0.88
−1 1 −1 −1 −1 −1 −1.02 −1.02 0.98 −1.00 0.60 −0.22 −1.00 −1.00 1.00 1.00
−1 1 −1 −1 −1 1 −1.03 −0.99 0.99 0.99 0.99 −0.12 −1.00 −0.98 1.00 −0.71
−1 1 −1 −1 1 −1 −1.02 1.00 −1.00 −1.00 0.65 0.19 −1.00 1.00 1.00 1.00
−1 1 −1 −1 1 1 −1.03 1.01 −0.99 0.99 0.99 0.29 −1.00 1.00 1.00 −0.66
−1 1 −1 1 −1 −1 −1.04 1.01 0.98 −1.00 0.61 −0.21 −1.00 −1.00 0.02 1.00
−1 1 −1 1 −1 1 −1.01 0.98 0.99 0.99 0.99 −0.11 −0.96 −0.98 0.01 −0.71
−1 1 −1 1 1 −1 0.97 −0.97 −1.00 −1.00 0.66 0.19 0.97 1.00 −0.02 1.00
−1 1 −1 1 1 1 0.99 −1.01 −0.99 0.99 0.99 0.29 1.00 1.00 −0.03 −0.66
−1 1 1 −1 −1 −1 −1.04 −0.95 1.00 0.99 −0.73 0.08 −1.00 −0.91 1.00 1.00
−1 1 1 −1 −1 1 −1.02 1.00 −0.99 −0.99 0.77 0.18 −1.00 1.00 1.00 0.88
−1 1 1 −1 1 −1 −1.04 0.97 −0.97 1.00 −0.69 0.46 −1.00 1.00 1.00 1.00
−1 1 1 −1 1 1 −1.03 0.97 0.98 −1.01 0.80 0.53 −1.00 1.00 1.00 0.90
−1 1 1 1 −1 −1 −1.00 1.00 1.00 0.99 −0.73 0.09 −0.94 −0.91 0.00 1.00
−1 1 1 1 −1 1 0.97 −0.97 −0.99 −0.99 0.78 0.18 0.96 1.00 −0.01 0.88
−1 1 1 1 1 −1 0.98 −1.02 −0.97 1.00 −0.69 0.46 1.00 1.00 −0.04 1.00
−1 1 1 1 1 1 0.99 −1.00 0.97 −1.01 0.81 0.54 1.00 1.00 −0.05 0.90

1 −1 −1 −1 −1 −1 −1.02 0.96 −0.96 −0.97 0.55 −0.56 −1.00 −1.00 0.06 1.00
1 −1 −1 −1 −1 1 −1.03 1.00 −1.00 0.99 0.99 −0.48 −1.00 −1.00 0.05 −0.75
1 −1 −1 −1 1 −1 −1.04 1.01 0.98 −0.99 0.60 −0.21 −1.00 −1.00 0.02 1.00
1 −1 −1 −1 1 1 −1.01 0.98 1.00 0.99 0.99 −0.11 −0.96 −0.98 0.01 −0.71
1 −1 −1 1 −1 −1 0.98 −0.95 −0.96 −0.97 0.55 −0.55 0.98 −1.00 −1.00 1.00
1 −1 −1 1 −1 1 0.99 −0.98 −1.00 0.99 0.99 −0.48 1.00 −1.00 −1.00 −0.75
1 −1 −1 1 1 −1 0.98 −1.02 0.98 −1.00 0.61 −0.21 1.00 −1.00 −1.00 1.00
1 −1 −1 1 1 1 0.97 −0.99 1.00 0.99 0.99 −0.11 1.00 −0.98 −1.00 −0.71
1 −1 1 −1 −1 −1 −1.04 0.98 −1.03 0.98 −0.77 −0.31 −1.00 −1.00 0.04 1.00
1 −1 1 −1 −1 1 −1.04 1.00 1.00 −0.98 0.74 −0.22 −1.00 −1.00 0.03 0.85
1 −1 1 −1 1 −1 −1.00 1.00 1.00 0.99 −0.73 0.09 −0.94 −0.91 0.00 1.00
1 −1 1 −1 1 1 0.97 −0.97 −0.99 −0.99 0.77 0.19 0.96 1.00 −0.01 0.88
1 −1 1 1 −1 −1 0.98 −1.02 −1.03 0.98 −0.77 −0.31 1.00 −1.00 −1.00 1.00
1 −1 1 1 −1 1 0.98 −1.02 1.00 −0.98 0.74 −0.22 1.00 −1.00 −1.00 0.86
1 −1 1 1 1 −1 0.96 −0.96 1.00 0.99 −0.73 0.09 1.00 −0.91 −1.00 1.00
1 −1 1 1 1 1 0.98 1.00 −0.99 −0.99 0.78 0.19 1.00 1.00 −1.00 0.88
1 1 −1 −1 −1 −1 −1.04 1.01 0.98 −0.99 0.60 −0.21 −1.00 −1.00 0.02 1.00
1 1 −1 −1 −1 1 −1.01 0.98 1.00 0.99 0.99 −0.11 −0.96 −0.98 0.01 −0.71
1 1 −1 −1 1 −1 0.97 −0.97 −1.00 −0.99 0.65 0.19 0.97 1.00 −0.02 1.00
1 1 −1 −1 1 1 0.99 −1.01 −0.99 0.99 0.99 0.29 1.00 1.00 −0.03 −0.66
1 1 −1 1 −1 −1 0.98 −1.02 0.98 −1.00 0.61 −0.21 1.00 −1.00 −1.00 1.00
1 1 −1 1 −1 1 0.97 −0.99 1.00 0.99 0.99 −0.11 1.00 −0.98 −1.00 −0.71
1 1 −1 1 1 −1 0.98 1.00 −1.00 −0.99 0.66 0.20 1.00 1.00 −1.00 1.00
1 1 −1 1 1 1 0.97 1.01 −0.99 0.99 0.99 0.29 1.00 1.00 −1.00 −0.66
1 1 1 −1 −1 −1 −1.00 1.00 1.00 0.99 −0.73 0.09 −0.94 −0.91 0.00 1.00
1 1 1 −1 −1 1 0.97 −0.97 −0.99 −0.99 0.77 0.19 0.96 1.00 −0.01 0.88
1 1 1 −1 1 −1 0.98 −1.02 −0.97 1.00 −0.69 0.46 1.00 1.00 −0.04 1.00
1 1 1 −1 1 1 0.99 −1.00 0.97 −1.01 0.81 0.54 1.00 1.00 −0.05 0.90
1 1 1 1 −1 −1 0.96 −0.96 1.00 0.99 −0.73 0.09 1.00 −0.91 −1.00 1.00
1 1 1 1 −1 1 0.98 1.00 −0.99 −0.99 0.78 0.19 1.00 1.00 −1.00 0.88
1 1 1 1 1 −1 0.96 0.97 −0.97 1.00 −0.69 0.46 1.00 1.00 −1.00 1.00
1 1 1 1 1 1 0.96 0.97 0.97 −1.00 0.81 0.54 1.00 1.00 −1.00 0.90
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vstupních neuron· 1 a 4, 2 a 5, 3 a 6. První, t°etí a pátý skrytý neuron se nau£ily p°e-
nosy do vy²²ích výstupních bit·. Druhý, £tvrtý a ²estý skrytý neuron po£ítají obdobné
funkce, kaºdý pro jeden z výstupních bit·. Sí´ nau£ená metodou SCG-hint se rovn¥º
nau£ila p°enos do prvního a druhého výstupního bitu (viz první a t°etí skrytý neuron).
Funkce ostatních neuron· u této sít¥ uº ale nejsou na první pohled z°ejmé. V tabulce 19
jsou uvedeny pr·m¥rné hodnoty citlivosti výstup· na vstupy pro ob¥ sít¥. V obou p°í-

Tabulka 19: Pr·m¥rná citlivost výstup· sít¥ na vstupy (uvedena v procentech, zaokrouh-
lena).

(a) SCGIR-hint

vstupy
9± 12 13± 13 28± 18 9± 12 13± 13 28± 18

výstupy 5± 7 19± 12 26± 13 5± 7 19± 12 26± 13
0± 0 11± 11 39± 11 0± 0 10± 11 39± 11
1± 1 7± 8 43± 7 1± 1 5± 5 43± 7

(b) SCG-hint

vstupy
18± 17 20± 11 15± 11 18± 17 20± 11 11± 13

výstupy 27± 20 14± 13 12± 11 27± 20 14± 13 6± 7
1± 0 31± 3 18± 10 1± 0 31± 3 18± 8
1± 1 1± 1 41± 6 1± 1 1± 1 56± 6

padech mají na £tvrtý výstup vliv pouze t°etí a ²estý vstup, na t°etí výstup mají navíc
vliv i druhý a £tvrtý vstup, atd. Citlivost výstupních neuron· na vstupy tedy odpovídá
intuitivní p°edstav¥.

Z test· v této podkapitole plyne, ºe metoda SCGIR si oproti SCG zachovává schop-
nost nau£it se úlohu stejn¥ dob°e a ve stejném po£tu cykl· (i kdyº vzroste £as výpo£tu
v rámci jednoho cyklu algoritmu). Zárove¬ je schopná vytvo°it v pr·b¥hu u£ení jasnou
interní reprezentaci. Tuto schopnost výrazn¥ zvy²uje kombinace metody s u£ením s nápo-
v¥dou. P°estoºe má metoda GDIR o n¥co vy²²í schopnost vytvo°it kondenzovanou interní
reprezentaci, pro SCGIR hovo°í nesrovnateln¥ vy²²í rychlost výpo£tu. U metody SCGIR
se navíc vynucování kondenzované interní reprezentace ned¥je tolik na úkor schopnosti
u£it se, jak je tomu u metody GDIR. Nevýhodou algoritmu SCGIR je jeho citlivost na
hodnotu parametru αr. I pro malé rozdíly αr se velice li²í ns(0.3).
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5.5.2 Výsledky experiment· na datové sad¥ £. 2

Následující experimenty jsme provedli na um¥le vygenerované datové sad¥ £. 2. První
experiment m¥l za cíl srovnat vlastnosti algoritmu SCGIR s vlastnostmi ostatních ana-
lyzovaných metod. V druhém experimentu jsme zkoumali, jak je moºné metodu SCGIR
vyuºít p°i extrakci znalostí z této datové sady.

V prvním experimentu jsme se rozhodli porovnat metodu SCGIR s metodami SCG,
GD a GDIR. V²echny metody jsme rovn¥º kombinovali s u£ením s nápov¥dou. P°i u£ení
s nápov¥dou jsme za hint zvolili klastrování trénovacích vzor· do 7 shluk· metodou k-
means (hint7). Metody jsme porovnávali metodou desetinásobné k°íºové validace, expe-
rimentáln¥ jsme zvolili parametry nneur = 30, ε = 0.01, αr = 0.001. Maximální po£et
cykl· jsme poloºili roven 2000. Výsledky experimentu jsou uvedeny v tabulce 20. Me-
tody SCGIR-hint7 a GDIR-hint7 vytvá°ejí interní reprezentaci, která se nejvíce blíºí
kondenzované, viz ns(0.3) a ns(0.1). Ob¥ mají rovn¥º nejvy²²í schopnost pro°ezat skryté
neurony, viz nneur1 a nneur2. SCGIR je navíc oproti GDIR rychlej²í a dosahuje niº²í chyby
na trénovací i testovací mnoºin¥ dat. SCGIR i SCGIR-hint7 zachovají stejnou chybu na
testovací mnoºin¥ dat jako SCG, p°itom se v²ak u£í déle. U£ení s nápov¥dou má u obou
metod SCGIR a GDIR klí£ový význam pro to, aby se vytvo°ila kondenzovaná interní
reprezentace a aby se pro°ezalo co nejvíce skrytých neuron· (tj. aby funkce sít¥ byla co
nejjednodu²²í).

Metoda SCGIR s nápov¥dou v tomto testu obstála, ve v²ech testovaných charakteris-
tikách je bu¤ srovnatelná s GDIR s nápov¥dou (jednoduchost funkce sít¥, transparentnost
interní reprezentace), nebo je dokonce lep²í (rychlost u£ení, schopnost zobec¬ovat).

V druhém experimentu jsme zkoumali vlastnosti konkrétní vrstevnaté neuronové sít¥
nau£ené metodou SCGIR-hint7 pro αr = 0.01. Pouºili jsme architekturu 2-10-2. P°í-
slu²nost trénovacích vzor· do kaºdé ze dvou t°íd byla indikována jedním výstupem (tedy
kaºdý z výstup· m¥l pro kaºdý trénovací vzor opa£nou poºadovanou hodnotu). Na²ím
cílem v tomto experimentu bylo zjistit, zda se z nau£ené sít¥ dají vyextrahovat znalosti
ekvivalentní pravidl·m.

Z interních reprezentací neuronové sít¥ pro jednotlivé vzory z trénovací mnoºiny jsme
vypozorovali následující skute£nosti: Skryté neurony £. 1, 2, 3, 8 a 10 mají uniformní
reprezentaci, tj. velmi podobné výstupy pro v²echny trénovací vzory. Z toho se dá usoudit,
ºe pro funkci sít¥ nejsou d·leºité a je tedy moºné je pro°ezat. Pozorováním výstup·
skrytých neuron· a vah sít¥ lze dále odvodit, ºe skryté neurony £. 5 a 7 mají navzájem
inverzní reprezentace. Tyto neurony se dopl¬ují ve svém vlivu na výstupní neurony. Kaºdý
z nich má vliv na jeden z výstup· sít¥, a to s opa£nou váhou. Váha do druhého z výstupních
neuron· je zanedbatelná. Jeden z nich, nap°íklad neuron £. 7, nemusíme dále uvaºovat.

Na obrázku 22 je zobrazena struktura testované neuronové sít¥, ze které byly pro°ezány
nadbyte£né skryté neurony. Na oba výstupy mají nejvy²²í vliv skryté neurony £. 4, 6 a
9. P°itom na výstup t¥chto skrytých neuron· má vliv p°edev²ím první vstup. Pro skrytý
neuron £. 5 má stejnou váhu první a druhý vstup. Vliv tohoto neuronu na výstup je ov²em
°ádov¥ niº²í. Z toho plyne, ºe výstup sít¥ závisí p°edev²ím na prvním vstupu, na druhém
pouze nepatrn¥.
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Obrázek 22: Struktura £ásti nau£ené vrstevnaté neuronové sít¥. Na obrázku jsou zobrazeny
ze skrytých neuron· jen ty d·leºité pro funkci sít¥ (£. 4, 5, 6 a 9). V kruzích znázor¬ujících
neurony jsou uvedeny jejich prahy. Zelen¥ jsou ozna£eny hrany s kladnými váhami, £erven¥
hrany se zápornými váhami. Tlou²´ka hrany vyjad°uje velikost p°íslu²né váhy.

V dal²í £ásti experimentu jsme z trénovací mnoºiny vybrali vzory, pro n¥º byly výstupy
skrytých neuron· blízké hodnotám−1, 0, 1 (s odchylkou maximáln¥ 0.01). Tyto vzory jsme
rozd¥lili do skupin odpovídajících kombinacím výstup· skrytých neuron· £. 4, 5, 6 a 9.
Získali jsme tak 7 skupin trénovacích vzor·, jejichº charakteristiky jsou uvedeny v tabulce
21. V tabulce je pouºito následující zna£ení: i je £íslo skupiny, szi je po£et trénovacích
vzor· ve skupin¥, c je cílová t°ída vzor· ve skupin¥, y4, ..., y9 jsou hodnoty, jímº se blíºí
výstupy skrytých neuron· pro vzory v dané skupin¥, s1 je po£et vzor· ve skupin¥, pro
které jsou výstupy citliv¥j²í na první vstupní p°íznak, s2 je po£et vzor· ve skupin¥, pro
které výstupy citliv¥j²í na druhý vstupní p°íznak.

Tabulka 21: Skupiny trénovacích vzor· s blízkou interní reprezentací.

i szi c y4 y5 y6 y9 s1 s2

1 85 0 −1 −1 −1 −1 81 4
2 67 1 −1 1 1 −1 62 5
3 65 0 −1 1 −1 −1 81 4
4 41 0 1 1 1 −1 41 0
5 18 1 −1 −1 −1 1 18 0
6 16 0/1 0 1 1 −1 16 0
7 15 0/1 −1 −1 −1 0 15 0

Z tabulky 21 m·ºeme vy£íst n¥kolik zajímavých skute£ností. Skupiny vzor· £. 2, 4 a 6
se li²í pouze výstupem 4. skrytého neuronu (a predikovanou t°ídou). Z toho lze vyvodit,
ºe o predikované t°íd¥ pro vzory z t¥chto skupin rozhoduje práv¥ neuron £. 4. Vzory ze
skupiny £. 6 (pro n¥º je neuron £. 4 v nerozhodném stavu), se z°ejm¥ nacházejí na hranici
mezi jednotlivými cílovými t°ídami ve vstupním prostoru (a shluky z°ejm¥ nelze lineárn¥
odd¥lit). Skupiny vzor· £. 1, 5 a 7 se li²í pouze výstupem 9. skrytého neuronu (a prediko-
vanou t°ídou). Z toho lze obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ vyvodit, ºe o predikované
t°íd¥ pro vzory z t¥chto skupin rozhoduje práv¥ neuron £. 9. Vzory ze skupiny £. 7 (pro
n¥º je neuron £. 9 v nerozhodném stavu), se z°ejm¥ nacházejí na hranici mezi jednotlivými
cílovými t°ídami ve vstupním prostoru (a shluky z°ejm¥ nelze lineárn¥ odd¥lit). Skupiny
vzor· £. 1 a 3 se li²í pouze výstupem 5. skrytého neuronu. Predikovaná t°ída je stejná.
Z toho lze vyvodit, ºe u t¥chto vzor· výstup sít¥ p°íli² nezáleºí na výstupu 5. skrytého
neuronu. Skupiny vzor· £. 2 a 3 se li²í pouze výstupem 6. skrytého neuronu (a prediko-
vanou t°ídou) a tento neuron tedy rozhoduje o predikované t°íd¥ pro tyto vzory. Protoºe
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se nevytvo°ila skupina vzor·, pro níº by byl neuron £. 6 nerozhodný, lze p°edpokládat, ºe
ob¥ t°ídy jsou dob°e odd¥lené.

Obrázek 23: Skupiny trénovacích vzor· s blízkou interní reprezentací (skupiny jsou ozna-
£eny £ísly 1− 7). Skupiny odpovídají shluk·m ve vstupním prostoru. �erven¥ jsou ozna-
£eny vzory z cílové t°ídy 0, mod°e vzory z cílové t°ídy 1. �ed¥ jsou vyzna£eny d¥lící
nadroviny neuron· £. 4, 6 a 9.

Abychom ov¥°ili, zda na²e záv¥ry odpovídají skute£nosti, podívejme se na obrázek 23,
na kterém je znázorn¥no rozmíst¥ní trénovacích vzor· z jednotlivých skupin ve vstupním
prostoru. Obrázek potvrzuje v²echny p°edchozí záv¥ry, které jsme vyvodili pouhým po-
rovnáním interních reprezentací pro jednotlivé skupiny vzor·. Skupiny vzor· s blízkou
interní reprezentací tvo°í shluky ve vstupním prostoru.

Tento experiment prokázal, ºe metoda SCGIR s nápov¥dou je schopná vyextrahovat
znalosti z datové sady £. 2. Ze struktury nau£ené sít¥ je moºné vy£íst nejen funkci sít¥, ale
i uspo°ádání dat ve vstupním prostoru. B¥hem u£ení do²lo k masivnímu pro°ezání skry-
tých neuron· (z p·vodního po£tu 10 na výsledné 4). Pokud rozd¥líme trénovací vzory do
skupin podle interní reprezentace, identi�kujeme tak shluky trénovacích vzor· ve vstup-
ním prostoru a hranice mezi nimi. Zárove¬ jsme schopni zjistit, které vstupní p°íznaky
jsou p°i výpo£tu d·leºité, v tomto p°ípad¥ to byl jednozna£n¥ první p°íznak.
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5.5.3 Výsledky experiment· na datech WB

Experimenty provedené na um¥le generovaných datech (binární s£ítání, datová sada £. 2)
prokázaly, ºe metoda SCGIR je schopna nau£it vrstevnatou neuronovou sí´ tak, aby m¥la
jasnou interní reprezentaci a aby se z ní daly extrahovat znalosti ekvivalentní pravidl·m.
V této podkapitole budeme ov¥°ovat vlastnosti metody SCGIR na reálné úloze na datech
WB. Dá se p°edpokládat, ºe zde bude vzhledem ke sloºitosti úlohy extrakce znalostí
obtíºn¥j²í, neº tomu bylo v p°ípad¥ um¥le generovaných dat.

V prvním experimentu jsme porovnávali metodu SCGIR s metodami SCG, GD a
GDIR. V²echny metody jsme rovn¥º kombinovali s u£ením s nápov¥dou. Jako hint jsme
pouºili jednak klasi�kaci stát· podle Income Group (hintIG), jednak klastrování vstup-
ních trénovacích vzor· do k t°íd algoritmem k-means. Ozna£me tyto metody metoda-hint6
(pro k = 6) a metoda-hint9 (pro k = 9). Pouºili jsme architekturu 25-37-1. Parametr u£ení
jsme pro metody GD, GDIR zvolili roven 0.3, parametr αr pro metody SCGIR, GDIR
je roven 0.00004. Hodnoty t¥chto parametr· jsme vybírali experimentáln¥ tak, abychom
minimalizovali chybu na testovací mnoºin¥ dat a zárove¬ aby se interní reprezentace sítí
co nejvíce blíºila kondenzované.

Chování sítí testovaných metodou desetinásobné k°íºové validace je popsané v tabulce
22. Nejprve porovnejme míru kondenzovanosti vytvo°ené interní reprezentace (viz ns(0.1)
a ns(0.3)). Metoda SCGIR bez nápov¥dy se z tohoto hlediska chová h·°e neº metoda
GDIR bez nápov¥dy. P°i u£ení s nápov¥dou se hodnoty ns(0.1) a ns(0.3) pro ob¥ metody
výrazn¥ sníºí. U metody GDIR se nejvíce osv¥d£il hint9, hodnota ns(0.1) je pro n¥j zhruba
polovi£ní. Pro metodu SCGIR se nejvíce osv¥d£il hintIG, hodnota ns(0.1) je pro n¥j
dokonce p¥tinásobn¥ niº²í. Metoda SCGIR-hintIG se chová z hlediska transparentnosti
interní reprezentace ze v²ech testovaných metod nejlépe. Co se týká po£tu pro°ezaných
skrytých neuron· (nneur1 a nneur2), nejvy²²ích hodnot dosahují metody SCG-hintIG a
SCGIR-hintIG. Z tabulky je patrné, ºe pouºití vhodné nápov¥dy napomáhá metodám
SCGIR a SCG k výrazn¥ v¥t²ímu pro°ezání skrytých neuron· i k interní reprezentaci
mnohem bliº²í kondenzované. Je proto dobré nepodce¬ovat význam nápov¥dy, pokud
chceme, aby metoda SCGIR vytvo°ila jasnou a jednoduchou strukturu neuronové sít¥.
Pokud jde o £as b¥hu algoritmu, metoda SCGIR je sice výrazn¥ pomalej²í neº metoda
SCG (aº t°ikrát), p°esto je stále více jak £ty°ikrát rychlej²í neº metoda GDIR. Z hlediska
chyby dosaºené na trénovacích a testovacích datech nejlep²ích výsledk· dosáhla z metod
bez vynucované kondenzované interní reprezentace metoda SCG-hintIG a z metod typu
IR metoda SCGIR-hint6.

Metoda SCGIR s vhodnou nápov¥dou v tomto testu usp¥la. Nejen ºe je rychlej²í a
lépe se u£í a zobec¬uje neº GDIR se stejnou nápov¥dou, navíc výrazn¥ji pro°ezává skryté
neurony a vytvá°í transparentn¥j²í strukturu vrstevnaté neuronové sít¥. Stejn¥ jako v
p°edchozích experimentech se ukázal velký význam spojení algoritmu SCGIR s u£ením s
nápov¥dou pro dosaºení dobrých výsledk·.

V dal²ím experimentu jsme zkoumali chování metod SCGIR, SCG, GD a GDIR s
nápov¥dou (hintIG) na za²um¥ných datech. Pro u£ení sítí jsme jako trénovací mnoºinu
pouºili celou datovou sadu WB. Jako testovací mnoºinu jsme pouºili mnoºinu trénovacích
vzor·, kterou jsme vytvo°ili p°idáním 1-5% ²umu k p·vodním dat·m. Op¥t jsme pouºili
topologii 25-37-1, za parametry jsme zvolili hodnoty ε = 0.3, αr = 0.00004 pro GD a
GDIR, αr = 0.0005 pro SCGIR a SCG. V²echny metody jsme nau£ili 10krát a porovnali
jsme chyby na p·vodních (trénovacích) datech a na za²um¥ných (testovacích) datech.
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Výsledky experimentu jsou vid¥t v tabulce 23. difference zna£í rozdíl interní repre-
zentace mezi p·vodním a za²um¥ným vzorem (po£ítáno jako pr·m¥r p°es v²echny skryté
neurony a v²echny trénovací vzory). Jak vidíme, difference pro metody SCGIR a GDIR

Tabulka 23: Chování metod na za²um¥ných datech pro vrstevnaté neuronové sít¥ s topo-
logií 25-37-1.

metoda Etr Enoisy difference nneur2 nneur1 nepochs ns(0.3) ns(0.1)

SCGIR 0.0070 0.0136 0.0056± 0.0165 16.8 3.9 1292 404.9 1632
SCG 0.0070 0.0132 0.0100± 0.0141 10.1 2.1 985.2 2142.9 5494.5
GDIR 0.0427 0.0450 0.0056± 0.0082 6.8 4.3 10002 756.0 3712
GD 0.0202 0.0233 0.0097± 0.0047 0.8 1.6 10002 7268.6 17147

je polovi£ní oproti metodám SCG a GD. Pokud porovnáme algoritmy SCGIR a SCG,
SCG je rychlej²í, chyby na obou mnoºinách dat jsou srovnatelné, v ostatních charakteris-
tikách (nneur1, nneur2, ns a difference) je SCGIR mnohem lep²í. Porovnání mezi SCGIR
a GDIR vychází lépe pro SCGIR, tato metoda je rychlej²í, dosahuje niº²í chyby, ns(0.1)
a ns(0.3) jsou dvakrát men²í. Co se týká difference, metody se chovají ekvivalentn¥.

V tomto testu jsme ov¥°ili, ºe metoda SCGIR je schopná se na za²um¥ných datech
chovat mnohem lépe neº metoda SCG. Interní reprezentace pro za²um¥ný vzor je tém¥°
stejná jako pro vzor nepo²kozený. Z toho se dá usuzovat, ºe funkce sít¥ je hlad²í a model je
robustn¥j²í v·£i ²umu v datech. Srovnáme-li metody SCGIR a GDIR, je jejich chování na
za²um¥ných datech velmi podobné, SCGIR je navíc schopna vytvo°it interní reprezentaci
bliº²í kondenzované p°i sou£asném dosaºení niº²í chyby neº GDIR.

V následujícím testu jsme pro konkrétní sí´ nau£enou metodou SCGIR− hintIG na
datech WB zkoumali, zda se z ní dají vyextrahovat znalosti. Nau£ená sí´ m¥la topologii
25-37-1, αr = 0.00004.

Pro v²echny trénovací vzory jsme spo£etli interní reprezentaci sít¥ a vyhodnotili jsme
po£et zbyte£ných skrytých neuron·. 15 skrytých neuron· m¥lo uniformní interní reprezen-
taci, dal²í m¥ly jen malou váhu pro výstupní neuron, z 37 skrytých neuron· zbylo pouze
11 d·leºitých pro výpo£et sít¥. Zbylé skryté neurony nadále nebudeme uvaºovat. Vysoký
po£et zbyte£ných skrytých neuron· dokazuje, ºe metoda u£ení SCGIR-hintIG vede k
masivnímu pro°ezání skrytých neuron· a tedy i k pom¥rn¥ hladké a jednoduché funkci
sít¥.

Z trénovací mnoºiny jsme vybrali vzory, pro n¥º se výstupy skrytých neuron· blíºily
hodnotám −1, 0, 1 (s odchylkou maximáln¥ 0.05). Tyto vzory jsme rozd¥lili do skupin s
velmi podobnou interní reprezentací. Vzniklo tak 67 r·zn¥ po£etných skupin. V tabulce
24 vidíme interní reprezentace a dal²í charakteristiky pro 20 nejpo£etn¥j²ích skupin tré-
novacích vzor·. V tabulce je pouºito následující zna£ení: i je £íslo skupiny, szi je po£et
trénovacích vzor· ve skupin¥, j je £íslo skrytého neuronu, wj je váha hrany z j-tého skry-
tého do výstupního neuronu. Pro vzory, které se nachází v jedné skupin¥ podle interní
reprezentace, dává sí´ velmi podobný výstup. Zárove¬ i citlivost výstup· na vstupy je
podobná.

Podíváme-li se na obrázek 24, vidíme, ºe citlivost výstupu na vstupy se pro r·zné
vzory z trénovací mnoºiny zna£n¥ li²í. P°i výpo£tu jsou pro r·zné vzory d·leºité jiné
vstupní p°íznaky. Kdyº se v²ak podíváme na citlivosti vzor·, které spadají do téºe skupiny
podle interní reprezentace (obrázek 25), vidíme, ºe zde uº je citlivost pro jednotlivé vzory
podobná. Kdyº pak porovnáme d·leºitost p°íznak· pro r·zné skupiny vzor·, vidíme velké
rozdíly. Pro p°íklad, trénovací vzory ze skupiny £. 1 mají velmi nízkou hodnotu HNP . Z
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Obrázek 24: Citlivost výstupu neuronové sít¥ na jednotlivé vstupy pro v²echny trénovací
vzory. Mod°e je zna£ena citlivost pro jednotlivé trénovací vzory, £erveným kole£kem je
zna£en pr·m¥r p°es v²echny trénovací vzory.

tabulky i z obrázku 25(a) vidíme, ºe pro tyto státy o hodnot¥ HNP rozhoduje p°edev²ím
p°íznak £. 16, ostatní p°íznaky mají mnohem niº²í d·leºitost. Skupina £. 3 odpovídá
vzor·m s velmi vysokým HNP . Pro tyto vzory je d·leºitých p°íznak· více, nejvíce je
výstup citlivý na vstup £. 21, ale velkou váhu mají i vstupy £. 1 , 9 a 16 (viz obrázek
25(b)). Pro skupinu £. 6, odpovídající st°edn¥ bohatým stát·m, p°iná²í analýza citlivosti
op¥t naprosto rozdílné výsledky, viz 25(c). Zdaleka nejv¥t²í význam zde má p°íznak £. 21.
Tímto postupem by se dalo pokra£ovat pro dal²í skupiny trénovacích vzor· a osv¥tlit tak
funkci jednotlivých skrytých neuron·.

V této podkapitole test· jsme ov¥°ili, ºe metoda SCGIR spl¬uje cíle, které jsme na ni
kladli. P°edn¥ se u£í mnohem rychleji neº GDIR a u£í se lépe. Vynucování kondenzované
interní reprezentace se ned¥je tolik na úkor schopnosti u£it se jako u GDIR. Chování na
za²um¥ných datech je porovnatelné pro ob¥ metody. Naproti tomu GDIR dosahuje kon-
denzované interní reprezentace snáze. Pokud se v²ak SCGIR u£í s vhodnou nápov¥dou,
její schopnost dosáhnout kondenzovanou interní reprezentaci se razantn¥ zvy²uje a je pak
srovnatelná s GDIR. Algoritmus SCGIR s nápov¥dou také vede k rapidnímu pro°ezání
skrytých neuron· (srovnatelnému, na n¥kterých sadách dat i v¥t²ímu neº GDIR s nápo-
v¥dou). Dá se tedy p°edpokládat, ºe výsledná funkce sít¥ je pom¥rn¥ hladká a jednoduchá
a struktura sít¥ transparentní. Experimenty dále ov¥°ily, ºe metoda SCGIR je schopna
vytvo°it strukturu sít¥, ze které m·ºeme snadno odvodit, jak sí´ po£ítá a extrahovat z ní
znalosti. To je obzvlá²t¥ vid¥t na jednodu²²ích datových sadách. Nicmén¥ i pro reálná a
sloºit¥j²í data WB lze ze struktury nau£ené neuronové sít¥ °adu informací vy£íst.
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(a) Skupina vzor· £. 1

(b) Skupina vzor· £. 3

(c) Skupina vzor· £. 6

Obrázek 25: Citlivost výstupu neuronové sít¥ na jednotlivé vstupy pro dané skupiny tréno-
vacích vzor·. Mod°e je zna£ena citlivost pro jednotlivé trénovací vzory, £erveným kole£kem
je zna£en pr·m¥r p°es v²echny trénovací vzory.
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6 Záv¥r

Klasické vrstevnaté neuronové sít¥ typu zp¥tného ²í°ení jsou schopné se velmi dob°e nau£it
i dosti náro£né úlohy. P°itom v²ak £asto vytvá°ejí velmi sloºité rozhodovací vazby. S tím
souvisí jejich vysoké nároky na velikost sít¥, navíc proces u£ení bývá u sloºitých úloh
zna£n¥ £asov¥ náro£ný. Nicmén¥ existuje °ada modi�kací základního algoritmu u£ení, které
se dokáºí s jednotlivými díl£ími problémy vypo°ádat. Po d·kladné analýze stávajících
metod pro u£ení vrstevnatých neuronových sítí jsme vytipovali jejich dobré vlastnosti
d·leºité pro extrakci znalostí a na základ¥ toho jsme odvodili nový model SCGIR-hint,
který v sob¥ tyto výhodné vlastnosti spojuje, zárove¬ p°ekonává nevýhody jednotlivých
metod.

Sou£ástí této práce je analýza vlastností vybraných metod pro u£ení vrstevnatých
neuronových sítí. Jedná se p°edev²ím o základní algoritmus zp¥tného ²í°ení, velmi rychlé
metody konjugovaných gradient·, u£ení s nápov¥dou a metodu vynucované kondenzované
interní reprezentace. U£ení s nápov¥dou, p·vodn¥ navrºené Abu-Mostafou [1] by m¥lo vést
k sítím s niº²í VC-dimenzí [2], které by tím pádem m¥ly lépe zobec¬ovat. Metoda vynu-
cované kondenzované interní reprezentace [30] vytvá°í transparentní strukturu vrstevnaté
neuronové sít¥ a navíc podporuje hladké aproximace, zárove¬ je ov²em velmi pomalá a
u£í se h·°e neº standardní algoritmus zp¥tného ²í°ení.

V první sad¥ experiment· jsme na n¥kolika um¥le generovaných datových sadách i na
reálné úloze ov¥°ovali, zda vý²e uvedené metody skute£n¥ mají proklamované dobré vlast-
nosti. U metod konjugovaných gradient· experimenty potvrdily, ºe se jedná o algoritmus
s velmi rychlou a dobrou konvergencí, který v t¥chto ohledech zna£n¥ p°evy²uje algorit-
mus zp¥tného ²í°ení. Mezi jednotlivými variantami metody konjugovaných gradient· jsme
nenalezli výrazn¥j²í rozdíly ve schopnosti nau£it se poºadovanou úlohu. Experimenty dále
ov¥°ily, ºe u£ení s nápov¥dou zvy²uje schopnost zobec¬ovat, vede k men²í chyb¥, a to
zvlá²t¥ pro nadbyte£ný po£et skrytých neuron·. Krom¥ toho, u£ení s nápov¥dou se uká-
zalo jako podstatná £íst algoritmu SCGIR-hint, která výrazn¥ napomáhá k vytvo°ení
kondenzované interní reprezentace a k pro°ezání skrytých neuron·.

Námi odvozený algoritmus SCGIR-hint vychází z velmi rychlé a na volbu parametr·
málo citlivé metody ²kálovaných konjugovaných gradient·. Tu roz²i°uje o u£ení s nápov¥-
dou a vynucování kondenzované interní reprezentace. V experimentech na um¥le genero-
vaných i reálných datech jsme ukázali, ºe nová metoda SCGIR-hint je s vý²e zmín¥nými
metodami srovnatelná v jejich význa£ných vlastnostech a jako celek je tedy p°evy²uje.
Celkem °e£eno, SCGIR-hint je velmi rychlá metoda, která se dob°e u£í, p°itom vytvá°í
transparentní strukturu sít¥ a dob°e zobec¬uje.

Experimenty ov¥°ily, SCGIR-hint je mnohem rychlej²í neº GDIR a dosahuje men²í
chyby. Ve schopnosti vytvo°it kondenzovanou interní reprezentaci je na tom GDIR lépe,
nicmén¥ p°i u£ení s nápov¥dou se rozdíly stírají. U metody SCGIR-hint se vynucení
kondenzované interní reprezentace navíc ned¥je tolik na úkor zvý²ení chyby, jak je tomu
u GDIR. Chování obou metod SCGIR-hint a GDIR na za²um¥ných datech je stejn¥
dobré.

Oproti metod¥ SCG-hint je metoda SCGIR-hint o n¥co pomalej²í, nicmén¥ toto zpo-
malení je ve stejném pom¥ru jako zpomalení GDIR oproti GD. Také chyba je u SCGIR-
hint o n¥co vy²²í neº u SCG-hint, nicmén¥ zde uº zhor²ení není tak markantní jako mezi
GD a GDIR (p°i dosaºení obdobného stupn¥ kondenzovanosti interní reprezentace).

U£ení s nápov¥dou ve spojení s metodami SCG a SCGIR vede k rapidnímu pro°ezání
skrytých neuron· a k mnohem jasn¥j²í funkci sít¥ v p°ípad¥, ºe sí´ u£íme s více skrytými
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neurony, neº je nezbytn¥ nutné. U sítí s niº²ím po£tem skrytých neuron· se p°edpokládá,
ºe budou mít niº²í VC-dimenzi [38, 41] a ºe budou tím pádem lépe zobec¬ovat. P°i u£ení
s nápov¥dou na datech WB se up°ednost¬ují jiné vstupní p°íznaky a sí´ se navíc mnohem
lépe u£í. P°i následné extrakci znalostí má toto vysokou váhu.

Hlavní p°ínos na²í práce se dá shrnout do následujících bod·:

• Poda°ilo se nám navrhnout novou metodu pro u£ení vrstevnatých neuronových sítí
s následujícími výbornými vlastnostmi.

• Jedná se o velmi rychlou metodu,

• která navíc dob°e zobec¬uje

• a p°edev²ím vytvá°í transparentní strukturu neuronové sít¥, která podporuje snad-
nou extrakci znalostí ekvivalentních if-then pravidl·m.

I p°es slibné výsledky test· má metoda SCGIR své slabiny. Algoritmus GDIR má
schopnost vytvo°it interní reprezentaci vrstevnaté neuronové sít¥ velmi blízkou kondenzo-
vané, i kdyº se tak d¥je za cenu výrazn¥ hor²ího nau£ení úlohy. Algoritmus SCGIR-hint
má s vytvá°ením takto p°esné kondenzované interní reprezentace v¥t²í problémy. P°í£i-
nou je odli²ný základ tohoto algoritmu, jedná se o metodu druhého °ádu, u které se h·°e
vynucují zm¥ny struktury sít¥ vedoucí k r·stu chybové funkce. Otázkou je, jak p°esná by
kondenzovaná interní reprezentace m¥la být a jestli stávající schopnost metody SCGIR-
hint není pro ú£ely extrakce znalostí pln¥ dosta£ující. Moºná by stálo za to dále zkoumat,
zda a jak by bylo moºné modi�kovat algoritmus tak, aby se jeho schopnost vytvá°et kon-
denzovanou interní reprezentaci je²t¥ zlep²ila. Není ov²em ºádoucí, aby se tak d¥lo na
úkor jiných dobrých vlastností tohoto algoritmu.

S rozvojem oboru dobývání znalostí se algoritmy u£ení musí vypo°ádat se stále v¥t²ím
mnoºstvím dat (desetitisíce aº statisíce záznam·). V budoucnu by stálo za to otestovat
chování na²eho algoritmu na takto rozsáhlých a sloºitých úlohách a ov¥°it, zda si i na nich
zachovává svoje dobré vlastnosti, p°edev²ím rychlost, schopnost zobec¬ovat a schopnost
vytvá°et transparentní strukturu ekvivalentní if-then pravidl·m.
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