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Kapitola 1
Uvod a zdkladné pojmy

Kurzy mien a obchodnych spolo¢nosti na akciovych trhoch, vyvoj meteorolo-
gickych dat ako je teplota ¢i tlak, pripadne vyvoj vysky, ¢i védhy cloveka v
zévislosti na ¢ase si iba niektoré z problémov pri ktorych je prirodzené uvazovat
funkcionalny charakter vstupnych dat. Analyza funkcionalnych dat, ktord sa
zaoberd podobnymi problémami, zaznamenala velky rozmach v poslednych trid-
siatich rokoch najmé z nasledujtcich dovodov:

e casto je prirodzené uvazovat funkciondlny charakter vstupnych dat;

e vdaka metédam na odhadnutie (viacnasobnej) derivacie ndhodnej funkcie
je mozné ziskat d'alsiu informéciu o skimanych détach;

e stile vicsie mnozstvo vedcov a vyskumnych pracovnikov ma pristup k
rychlejsej a vykonnejSej vypoctovej technike potrebnej k vécsinou casovo
narotnym vypoctom.

Velké mnozstvo dalsich prikladov na funkciondlne ddta spolu s rozsiahlym
komentdrom je uvedenych v [22].

1.1 Zakladné pojmy a znacenie

Reédlna nahodnd velicina X, definovand ako meratelné zobrazenie z nejakého
pravdepodobnostného priestoru

X (2,A,P) = (R,B), (1.1)

kde B je Borelovsky systém podmnozin, je zdkladnym kamenom tedrie pravde-
podobnosti a matematickej statistiky. Samozrejme namiesto realnych cisel by
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sme mohli, na pravej strane (1.1), uvazovat mnozinu komplexnych &isel, ale v
ramci tejto prace si vystacime s redlnou nahodnou veli¢inou.

Prirodzenym rozsirenim tohto pojmu je ndhodny vektor X = (X3,...,X,,),
ktory moZzeme chépat ako vektor n ndhodnych veli¢in, alebo aj ako zobrazenie

X (A P) = (@R, @, B).

Kone¢ne dimenziondlny priestor moézeme d'alej rozsirit na nekonecne dimen-
ziondlny. Ak T je neprazdna indexovd mnozina obsahujiica nekoneéne vela prvkov,
potom zobrazenie

X(t): (2, A,P) = (R, RserB),

nazyvame nahodny proces. Pokial je mnozina T spocetné hovorime o ndhodnom
procese s diskrétnym ¢asom, pokial je T redlny interval hovorime o procese so
spojitym casom.

Ndhodny proces je mozné chépat ako funkciu dvoch premennych w a t. Pre
pevné t € T je X(f) ndhodnd veli¢ina, pre pevné w € 2 je X(.) redlna funkcia
argumentu ¢, ktord sa nazyva trajektéria procesu. To nas privadza k dalsej
moznosti ako chdpat nadhodny proces a to ako zobrazenie

X(t): (2AP) = H,

kde H je priestor nejakych funkcii, obsahujici vsetky mozné trajektorie procesu
X(t).

Strednt hodnotu ndhodného procesu X (¢) definujeme
pu(t) =E[X(t)] VteT.

Pre vietky t, s € T mozeme este definovat autokovarianéni funkciu procesu X (t)
predpisom

K (s, t) = E{[X(s) — u(s)] [X(t) — p(®)]} -
Néahodny proces pre ktory plati

K(s,t) <o Vs, teT



budeme nazyvat proces s koneénymi druhymi momentami.

V rédmci prace s funkciami budeme ¢asto vyuzivat derivicie. Okrem standart-

ného znacenia m-tej derivacie funkcie f podla premennej ¢ % budeme pouzivat
aj znacenie f(™(t) pokial bude z kontextu jasné, podla ktorej premennej sa

derivuje.

1.2 Struktira préce

V tejto praci sa zameriame na sic¢asné moznosti analyzy funkciondlnych dat a
Specidlne na analyzu hlavnych komponent.

Ako uZ ndzov prace napoveda, velks cast préce je zalozend na pojmoch a
vysledkoch dosiahnutych vo funkcionélnej analyze. Tie, z hladiska tejto prace
najdolezitejsie, st zhrnuté v kapitole 2, pricom doraz je kladeny na ich prepoje-
nie s tedriou pravdepodobnosti a ndhodnych procesov.

Hned prvym problémom na ktory sa nardza pri analyze funkciondlnych dét,
je nasa schopnost zaznamenat iba konecne vela pozorovani, ¢o je v ostrom kon-
traste s definiciou funkcie. Preto je kapitola 3 zamerana na ukazku moznosti
reprezentacie takychto dat.

V kapitole 4 si v strucnosti pripomenieme analyzu hlavnych komponent pre
ndhodny vektor tak, ako sa pouziva uz skoro sto rokov a zameriame sa d’alej na
moznost chdpat funciondlnu analyzu hlavnych komponent ako prirodzené zobec-
nenie viacrozmerného pripadu.

Najdolezitejsia je kapitola 5 v ktorej si ukdzeme ako je mozné spocitat odhad
funkcionalnych hlavnych komponent za predpokladu diskrétneho poétu pozoro-
van{ a ukdzeme si rychlost konvergencie tychto odhadov, za predpokladu splnenia
istych, nie prilis obmedzujucich predpokladov.

V zaverecnej kapitole tejto prace sa zameriame na praktickt ukazku analyzy
dat o magnetickom poli Zeme.

Na prilozenom CD sa, okrem elektronickej képie tejto prace, nachadza aj
skript sluziaci na vypocty robené v Siestej kapitole, spolu s datami tam analy-
zovanymi. Tento skript bol pisany v programe R, verzia 2.10.



Kapitola

Poznatky z funkcionalnej analyzy

Pripomenme si, ze neprazdny uplny vektorovy priestor H s definovanou normou
sa nazyva Banachov. Ak je tdto norma navyse generovand skaldrnym sicinom,
potom sa tento priestor nazyva Hilbertov. Skaldrny stc¢in budeme znagcit

<x7y>H vx)?/ € H
a normu generovant tymto skaldrnym sic¢inom budeme znaéit

\z||g = (x,2), Vo€ H.

2.1 Priestory L”

Nech S je uzavreta podmnozina R"”, n € N, na ktorej je definovana o—konecna
Borelovskd miera v. Oznacme L£P(S) mnozinu vsetkych funkcii f : S — R, pre

ktoré plati
/|f(t)\pdy(t) < 00
S

Tato mnozina evidentne tvori vektorovy priestor na ktorom definujme, pre vsetky
f, g € LP, ekvivalenciu

~g<:>/|f () du(t) =

Priestor tried ekvivalencie na £P(S) oznac¢me LP(S). Na tomto priestore mézeme

zaviest normu
fllr = P dy
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Je evidentné, Ze norma nezavisi na volbe reprezentanta, preto nie je dalej nutné
rozlisovat medzi £P(S) a LP(S).

Pre p € (1,00) je LP(S) uplny normovany linedrny priestor (to znamena
Banachov), pre p = 2 je norma ||.|| 2 generovana skaldrnym stic¢inom

(f, gha = / F(Hg®)dv(t) Vf.g € L(S)

a L2(S) je teda Hilbertov priestor (podrobny dokaz je uvedeny v [25]).
Obdobne mozeme vybudovat priestor LP(), A, P). Ozna¢me £LP(), A, P) mno-
zinu nahodnych velicin X pre ktoré plati
E|X" < .

Potom t4dto mnozina tvori vektorovy priestor, na ktorom moZzeme definovat ana-
logicky ekvivalenciu pre vsetky X,Y € LP(Q, A, P)

X~YePX=Y)=1

Priestor L?(£2, A, P) potom definujeme ako triedy ekvivalencie £P(f2, A, P). Nor-
mu tohto priestoru definujeme

[ Xl = /E|X|P,
pre p = 2 je tato norma generovana skalarnym sic¢inom
(X,Y), =EXY VXY € L*(Q,A,P).
Aj pre priestory LP(Q, A, P) plati, Ze si uplné a teda Banachove pre vsetky
p € (1,00), priestor L2(€, A, P) je navyse Hilbertov (veta 2.3 [21]).

Je velmi dolezité si uvedomit, ze ak X(t) je proces s koneénymi druhymi
momentami, tak pre vietky ¢ € T plati X (t) € L3(, A, P). Tieto procesy takisto
patria do priestoru £2(Q, A, P).

2.2 Vlastné cisla a vlastné funkcie

Nech H je Banachov priestor a R je linedarny operator definovany na tomto
priestore. Potom vlastnym ¢islom operatora R nazveme komplexné ¢islo A, ktoré
je rieSenim rovnice

R(z) =Xz Vx € H.
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Inymi slovami, A je vlastné ¢islo operdtora R prave vtedy, ked operdtor R — \I,
kde I je identicky operdtor na H, nie je prosty.

Pre kazdy operator R definovany na H mozeme dalej definovat mnozinu

ker(R) = {x;x € H, R(z) = 0},
kde 0 je nulovy prvok priestoru H.

Ekvivalentne moZeme potom vlastné ¢islo A operdtora R definovat ako kom-
plexné cislo, pre ktoré

ker(R — M) # {0}.

Nenulové prvky mnoziny ker(R — AI') sa nazyvajui vlastné vektory, alebo vlastné
funkcie. My v tejto praci budeme dévat prednost pomenovaniu vlastné funkcie.

Samozrejme vlastné ¢islo nie je urcené jednoznacne a operator moze mat via-
cero vlastnych ¢isel. V pripade, Ze H je nekonecéne rozmerny, moze byt pocet
vlastnych ¢isel operatora definovaného na tomto priestore takisto nekonecny.

2.3 Mercerova veta

Rovnako ako v tuvode kapitoly oznacime v o—koneénu Borelovskd mieru na S,
kde S je uzavretd podmnozina R", n € N. Funkcia

K(s,t):SxS—R

sa nazyva pozitivne semidefinitna prave vtedy, ked pre kazdd koneéni postup-
nost prvkov {¢;};", patriacich do S a redlnych ¢fsel {a;};" | plati

Z a,-ajK(ti,tj) Z 0.

i,j=1

Ak navyse tato funkcia spiﬁa podmienku

/S /S K (5, 4)) dv(t)dv(s) < oo (2.1)
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potom moéZeme definovat operator
Lg : L*(S) — L*(S)
Le(f) = [ K(.0f@an(o). (22)

O tomto operétore je zndme, ze vietky jeho vlastné ¢isla {\;;i € N} st nezdporné,
splnaju

a prislusné vlastné funkcie {1;;7 € N} tvoria ortonormdalnu bazu priestoru Lo (S)
(cvicenie 15 kapitola 4 [25]).

V roku 1909 anglicky matematik John Mercer prvykrat dokazal, ze funkciu
K je mozné rozvinut do konvergentnej rady pomocou vlastnych éisel a vlastnych
funkcii operatora L.

Veta 2.1 (Mercer) Prepokladajme, Ze S C R" je uzavretd a v je Borelovskd
miera definovand na S spliiajica v(G) > 0 pre vietky G € S neprdzdne, otvorené.
Predpokladajme d'alej, Ze funkcia K : SxS — R je pozitivne semidefinitnd a spl/ﬁa
podmienku (2.1). Oznacme {\;;i € N} vlastné ¢isla, sphiajice A\ > Ao > ..., a
{ts;i € N} prislusné vlastné funkcie operdtora Ly definovaného (2.2), potom

K(t,s) = Z At (8)hi(s),

pricom suma na pravej strane tejto rovnosti konverguje k funkcit K rovnomerne
na S.

Dékaz. Dokaz tohto tvrdenia je uvedeny napriklad v [24]. O

2.4 Karhunenova-Loevova veta
Az do konca kapitoly mézeme bez ujmy na obecnosti predpokladat, ze

7 =10,1].
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Predpokladajme dalej, Ze X(t) je ndhodny proces so spojitym ¢asom t € Z, defi-
novany na nejakom pravdepodobnostnom priestore (€2, .4, P). Nech mé tento pro-
ces konecné druhé momenty a teda patri do Hilbertovho priestoru L%(Q, A, P).

Pre pevné w € ) je X (.,w) funkcia patriaca do priestoru L?(Z). Preto oznac-

me K (s,t) autokovarianéni funkciu procesu X (¢) a definujme operator Lg rov-
nako ako v (2.2)

Lie(X) = / K (., 8)X(s)dv(s). (2.3)
z
Na tento oprerdtor mozeme teraz aplikovat Mercerovu vetu.

Veta 2.2 (Karhunen-Loéve) Predpokladajme, zZe X(t), t € I, je ndhodny
proces so spojitou strednou hodnotou u(t), spojitou autokovariancnou funkciou
K{(s,t) a koneénymi druhyjmi momentami. Nech operdtor Ly je definovany vzta-
hom (2.83), {\i}2, st jeho nenulové vlastné cisla, spliiajiice \y > Ny > ..., a
{3}52, st prislusné vlastné funkcie tohto operdtora. Mercerov rozvoj autokovar-
iancnej funkcie md tvar

K(s,t) = Z A (E)1i(s).
i=1
Potom centrovany proces X (t) — u(t) je mozné rozvinit do tvaru

X(8) = ult) = 3 Zaii(d). (2.4)
i=1
kde ndahodnd velicina Z; je definovand
Zi= [ X0 - o).
7

Rowvnost (2.4) sa nazgva Karhunenov-Loévov rozvoj centrovaného ndhodného pro-
cesu.

Dékaz. Této veta je dokdzand napriklad v [2] ako veta 1.4.1. O
Vsimnime si, ze pre ndhodn veli¢inu Z; plati

Zi = / i) [X() — ()] dt = (W, X — i)y

14



a Karhunenov-Loevov rozvoj ma potom tvar
X(8) = p(t) =Y (i, X = p)pz ths().
i=1

Ndhodn4 veli¢ina Z; ma nulovii strednti hodnotu, pretoze podla Lebesguevo-
vej vety o zamene dvoch integralov je

BZ = E / i(t) [X (1) — pu(t)] dt = / GOE[X () — ()] dt = 0.

Rozptyl ndhodnej veliciny Z; je rovny A; a cov(Z;, Z;) = 0 pre ¢ # j pretoze

o2 2) = B | [ 60 X0 ~ a0t [ 0509 X6) = o) ds]
/% /@bj K(t,s)dsdt = /@D, s);(t)
B ak 1 # j
)\,- ak 1 = J.
kde sme pouzili tvrdenie 1.3.10 z [2] a ortonormalitu vlastnych funkcii.
Priklad Spocitajme Karhunenov-Loevov rozvoj pre Wienerov proces {W;,t €
T} s parametrom o? = 1. To znamen4, Ze ndhodn4 veli¢ina W, — W; bude mat
norméalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotu a rozptylom s — ¢ pre vsetky
0 <t < s < 1. Wienerov proces je centrovany a jeho autokovariancna funkcia
je
K(s,t) = min(s, t).

Operdtor Ly : L*(Z) — L*(Z) bude mat pre ¢ € L*(Z) nasledujtici tvar

V) %/ZK(.,x)w(x)dx

Vlastné cisla operdtora Ly ziskame rieSenim rovnice

/mmxt x)dx = ().

15



Tuto rovnicu mozeme prepisat do tvaru

/Ot w(x)dx +t/t1 W(@)de = M(t),

z ktorého vyplyva, Ze musi platif ¥ (0) = 0. Dvojndsobnym derivovanim tejto
rovnice podla t dostaneme postupne

[wmmzww, (2.5)
() = M(8). (2.6)

Z (2.5) vyplyva, ze ¢'(1) = 0. Obecné riesenie (2.6) ma tvar

V() = Asin (%) + Beos (%) ,

kde A, B si konstanty. Uz sme zistili, ze ¥(0) = 0 a preto mus{ platit aj B = 0.
Dalej sme zistili, ze ¢/'(1) = 0 a preto A musi nadobtidat hodnoty

4
—, J=0,1,2, ...
(2]+1)27T27] ) Y )

Vlastné funkcie {1;} musia byt ortonormélne, preto pre konstantu A plat{

1:ﬁwwmzﬁém%@+9 )“ f

Mercerov rozvoj autokovariancnej funkcie je

- 1 1

) 2j+1 8111((]'—1-5) 7TS) sin((j+§) wt)

a Karhunenov-Loevov rozvoj Wienerovho procesu ma tvar

—\/ﬁiZLsin ‘—I—l mt
2+ )r I3 :

kde Z; st navzdjom nezavislé nahodné veli¢iny s normalnym rozdelenim s nulovou
strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom N(0, 1).

J
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Kapitola 3

Reprezentacia funkcionalnych
dat

V redlnom svete nikdy nie je mozné pozorovat ndhodné javy ako spojité funkcie,
pretoze to by si vyzadovalo mat k dispozicii nekonec¢ne, dokonca nespocetne, vela
pozorovani. V skutocnosti vzdy pozorujeme dvojice (y;,t;), j = 1,...,n, medzi
ktorymi predpokladdme nejaky funkciondlny vztah. Tito situdciu si mézeme
popisat jednoduchym modelom

yj:X(t])+€],]:]_,,n, (31)

kde e; je ndhodné zlozka modelu a o funkcii X predpokladdame, Ze ma spojité
derivécie az do urcitého stupna. Keby sme nepredpokladali existenciu derivécii,
neziskali by sme, funkciondlnym pristupom, skoro ziadnu vyhodu oproti analyze
pomocou viacrozmernych Statistickych metod.

Je teda potrebné mat metédu ako z tychto pozorovani vytvorit funkciu. Je
prirodzené ocakavat, ze tato metdda

e zabezpeci aby vzniknutd funkcia X (¢) bola dostatoéne hladka,

e by mala byt schopnd zachytit a popisat Iubovolne zlozity tvar vstupnych
dét,

e by mala byt dostatoéne rychla, aby ju bolo mozné pouzit aj pri velkom
mnozstve dat.

Jedna z metéd, ktord spfﬁa vSetky tieto poziadavky, sa nazyva rozvoj pomocou
systému bazickych funkcii.
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3.1 Systém bazickych funkcii

Definicia 3.1 Predpokladajme, Ze pre kazdé prirodzené K je definovand mnozina
funkcii Sg = {f1(t),..., fx(t)}, spliajicich nasledujice podmienky:

1. wvsetky funkcie si navzajom linedrne nezdvislé,

2. volbou dostatocne velkého K mézeme lubovolnii spojiti funkciu aprozimo-
vat pomocou linedrnej kombindcie funkcii z Si s dopredu stanovenou pres-
%
nostou.

Potom funkcie fi(t), ..., fx(t) nazgvame bdzické funkcie a mnoZinu Sk nazgvame
systém K bdzickiych funkcii.

Najjednoduchsi systém bdazickych funkcii je S = {1,t,t2,...,t%}. Tento
systém sa vSak v praxi uz takmer vobec nepouziva a bol nahradeny B-splajnami,

ktorymi sa budeme zaoberat neskor.

Funkciu X (t) potom reprezentujeme rozvojom pomocou systému bazickych
funkcit

X(t) =Y erfult), (3.2)

kde ¢ = (c1,...,cx) " je vektor koeficientov rozvoja funkcie X (t). Ak oznacéime
ete f = (f1,..., fx)" vektor bazickych funkcif, mézeme potom rovnost (3.2)
prepisat do maticového tvaru

X=c'f=f"c. (3.3)

pre derivécie funkcie X () potom plati

K
XO@) =3 e (1),
k=1

pre | € N také, ze [-ta derivacia bazickych funkcii existuje.

18



3.1.1 Fourierov systém

Definicia 3.2 Nech w € R, a funkcie Fq, ..., Fg s definované takto

Fl(t) = ]-7

sin(mwt) pre k =2m
Fy(t) =
cos(mwt) pre k=2m+1,
kde k =2,..., K. Funkcie Fq, ..., Fg su potom periodické s periodou %’r a tvoria
Fouriérov systém K bdzickych funkcii.

Tento systém je znamy uz od devatnasteho storocia a v stcasnosti sa stale
¢asto pouziva v pripadoch ked sa ocakdva, Ze skimané dita v sebe obsahuji
nejakd periodicitu. Hoci je mozné vytvorit tento systém pre Iubovolné K €
N, v skutocnosti sa pouzivajui iba neparne K. V pripade, ze pocet funkci je
prirodzenou mocninou ¢isla 2 a za predpokladu, ze data su ekvidistantne roz-
lozené, existuju algoritmy pocitajuce vektor koeficientov, zalozené na rychlej
Fourierovej transformécii, so zlozitostou O(nlogn). Fouriérovou tranformaciou
sa zaoberaju takmer vSetky skriptd z matematickej analyzy a preto nebudeme
dokazovat, Ze takto definovany systém funkcif spiﬁa vsetky predpoklady definicie
3.1. Tieto dokazy je mozné ndjst napriklad v stvrtej kapitole knihy [26].

Pretoze sinus a kosinus si nekonecne diferencovatelné funkcie, bude aj funk-
cia vytvorend pomocou tohoto systému nekonecne diferencovatelnd. PouZitim
maticového zapisu (3.3), pre vsetky [ € N plati

X0 = OTR

kde vektor cWT = (0, cg), cél), e ,c&?) je velmi jednoduché spocitat. Napri-
klad nech 83 je Fouriérov systém 3 bazickych funkcii s parametrom w potom pre
vsetky | € N plati

(0, cowl, —caw!)  prel=4m+1
(0, —cow!, —csw!)  pre l =4m + 2
(0, —cow!, c3w!)  prel=4m+3
(

0, cow!, cawt) pre | = 4m.
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Obr. 3.1: Fourierov systém 5 bézickych funkcii na intervale (0, 1)

3.1.2 B-splajnovy systém
B-splajny

B-splajny st zname priblizne od polovice dvadsiateho storocia. Kombinuju efek-
tivny sposob vypoctu koeficientov s moznostou aproximovat aj velmi zloZité
funkcie. My si uvedieme iba rekurentntd formulu na vypocet B-splajnov. Po-
drobnejsie informécie o splajnoch a moznostiach aproximovat funkcie pomocou
splajnov je mozné néjst napriklad v [10].

Definicia 3.3 Nech {7}, | € Z je neklesajiica postupnost redlnych, nie nutne
roznych, c¢isel. Potom -ty B-splajn prvého stuprnia definujeme

I[Tl,Tl ) ale;éTl
Bll(t):{o h inak " (3.4)

kde I, 141) je indikdtor intervalu |1, 711). Rekurentne potom, pre | > 1,
[-ty B-splajn m-tého stupnia definujeme

t—m -1 Ti4m — 1 -1
B"(t) = —B" ' (t —— B (t). 3.9
e N U
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Cisla 7, sa nazjvaji uzly. Pocet viskytov uzla v postupnosti uzlov sa nazjva
ndsobnost uzla.

Uz z tejto definicie je vidiet, Ze B-splajn je funkcia definovand na celej
redlnej ose a na jednotlivych intervaloch [7,7;11) je alebo nulovd, alebo je to
polyném radu o jedna nizsieho ako je stupen B-splajnu. Pretoze v slovenskej
terminolégii moze Tahko dojst k zédmene stupiia polynému a stupna B-splajnu,
budeme odteraz pod pojmom stupeii mysliet vidy stupeii B-splajnu, ktory je
o 1 vyssi ako stupen (rdd) polynému, ktory tento B-splajn vytvoril. B-splajny
st teda jednoznacne urcéené postupnostou uzlov a stupiom. Na obrazku 3.2 su
nakreslené vsetky B-splajny druhého, treticho a stvrtého stupna nenulové na
intervale (0, 1), kde uzly sme volili 7, = 1/5 pre vietky [ € Z.

Oznacme pre [ > 1

B(t) = # pre ¢ € [T, Tim-1)
: 0 inak.

potom (3.5) mdzeme prepisat do tvaru

By (t) = B"()B" (1) + (1 — B (1)BIL ().
Rekurentne mozeme pocitat B-splajny aj nasledujicim spdsobom
Bf = B/B; + (1 — 62.1) B4,
B? = ﬁlgBl2 + (1 - 513-4-1)]3124-1,
= BB B + [513(1 — Br) + (1 - 5l3+1)5l2+11Bl1+1 ‘|'£1 — B — 512+2ZB}+2,

3 3 3
bi bl+1 bl+2

kde b}, b} ;, b, st polynémy rédu 2. Ked takyto sposob rozpisania pouzijeme

m — 1 krdt na B]" zistime, 7ze sa d4 zapisat v tvare

l+m—1
B 3 1B
j=l
kde by, ..., b, _; st polynémy radu m — 1. Priamym dosledkom tohoto po-

zorovania spolu s (3.4) je, ze pre vsetky m € N a | € Z plati

T = Tiem = B = 0.
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Qbr. 3.2:
Cervenou

B-splajny 2. st.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

B-splajny 3. st.

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

B-splajny 4. st.

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

B-splajny s po¢tom stupnov 2, 3 a 4 nenulové na intervale (0,1).

zvislou ¢iarou su zvyraznené jednotlivé uzly.
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Dalsie zaujimavé a potrebné vlastnosti B-splajnov uz uvedieme bez néznaku
dokazov, ktoré je mozné najst v deviatej kapitole knihy [10]. Nech teda opét je
m € N a l € Z, potom plati

e B"(t) > 0 pre vSetky t € (7, Ti4m),

e B ma m—1 spojitych netrividlnych derivacii na kazdom intervale (7, 741),
kde j=1,...;l+m—1,

e ak mé uzol 7; mé ndsobost n, potom existuje m — n — 1 netrividlnych
derivacii Bj* v bode {;.

Systém bazickych funkcii

V predchéadzajucej sekcii sme si ukézali ako je mozné vytvorit B-splajny a to, ze
B-splajny su jednoznacne urcené uzlami a stupnom. Stupein ndm urcuje pocet
netrividlnych derivécii, preto je ho treba volit s ohladom na to, aky pocet de-
rivacii ndhodnej funkcie X chceme odhadovat. Ak m je stupeii B-splajnu tak
m — 1 derivécia je linedrna, preto sa odportica volit stupen bdzickych funkeii
aspon o 2 vacsi, ako je pocet pozadovanych derivacii.

Pretoze jeden z predpokladov znie, ze funkcia X je definovana na nejakom
kone¢nom intervale [a,b|, pracujeme iba s koneénym poc¢tom uzlov a uzlovy
vektor 7 je definovany 7 = (79,...,72)". Uzly mézeme rozlozit na intervale
bud rovnomerne, alebo, pokial z nejakého dovodu predpokladdme velmi roz-
manité chovanie funkcie X na roznych castiach intervalu, tak je dobré umiest-
nit viac uzlov do tych miest, kde sa predpokladd, Ze bude mat funkcia X viac
skokov. Uzly ale musime vzdy volif tak, aby medzi dvomi uzlami bolo aspoi
jedno pozorovanie. Pokial nepredpokladdme, ze by funkcia X mala mat v niek-
torom konkrétnom bode problém s hladkostou, volime vsetky uzly jednondsobné.
Krajné uzly sa zvyknti volit s ndsobnostou m—1. Pri tejto volbe ziskavame d alsiu
zaujimavi vlastnost tohoto systému a to

L
> Br=1VmeN,
=0

Oznaéme L pocet vnitornych uzlov, potom pre systém K bdzickych B-
splajnov stupna m plati

K=m+1L, (3.6)
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¢ize vidime, ze aj pocet bazickych funkcii zavisi na pozadovanom stupni B-
splajnov a zvolenom uzlovom vektore. Na obrazku 3.3 si nakreslené systémy
B-splajnovych bazickych funkcii stupniov dva, tri a styri s uzlovym vektorom
7=(0,0,0,42 . T 11,17

)87 8 ) 89

3.1.3 Dalsie systémy

Waveletovy systém je znamy priblizne od polovice osemdesiatych rokov minulého
storocia. Wavelety si1, podobne ako B-splajny, funkcie definované na celej realnej
ose predpisom

Wi (t) = 22 W (1)(2't — j),
kde 7,5 € Z, W(t) sa nazyva materskd waveletovd funkcia a je potrebné ju

volit tak, aby jednotlivé wavelety boli ortogondlne. Je zndme velké mnozstvo
materskych waveletovych funkcii a tato téma je podrobne rozpracovana v [8].

Polynomidlny systém sme si uvadzali uz na zaciatku ako najjednoduchsi
pripad. Bazické funkcie su definované

Pk(t) = (t - T)k

pre k =0,1,2,... a 7 je parameter polohy, ¢asto voleny ako stred intervalu na
ktorom je funkcia X definovana. Polynomy, ako bazické funkcie, boli v praxi
nahradené B-splajnami, pretoze zatial ¢o takto vytvorené polynémy vyborne
aproximuju funkcie v okoli bodu 7, tak vo vzdialenejsich bodoch je k presnej
aproximdcii potrebné velké mnozstvo bazickych funkcii.

Niekedy sa este pouziva exponencialny systém. Bazické funkcie si pre, k € N,
definované
Ey(t) = exp{Ait},

kde Ay st rozne realne cisla. Napriklad riesenia linedrnych diferencialnych rovnic
s konstantnymi koeficientami sa nachddza vo vektorovom priestore vytvorenom
tymito bazickymi funkciami.

3.2 Vypocet vektoru koeficientov

Systém K bézickych funkcii sme si vytvorili a teraz nim chceme reprezentovat
nase déta. Na vypocet vektoru koeficientov ¢ = (¢, ..., cx) " vyuzijeme klasick
met6édu najmensich §tvorcov. Musime vsak rozlisit dve situdcie
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Obr. 3.3: B-splajnovy systém 10 béazickych funkcii stupnov 2, 3 a 4 na intervale
(0,1). Zvislou ¢ervenou ¢iarou su znézornené jednotlivé uzly.
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e nahodné chyby st nezavislé,

e medzi ndhodnymi chybami existuje zavislost.

Oznaéme postupne ¢ = (c1,...,¢cx) , ¥ = (Y, Un) s t = (t1,. .. t0) T,
e = (ey,...,e,)" apredpokladajme platnost modelu (3.1). Definujme este maticu
S, rozmerov n X K, tak, ze pre jej prvok na mieste ¢, j plati
[Si; = fi(t:).

3.2.1 Nezavislé nahodné chyby

Predpokladajme, ze pre nahodnu e zlozku plati

Ee =0,

var e = oI
Vektor ¢ potom spocitame

irel%g% {Z(y 9:) } = ?elgg Z < chfk(ti>> (3.7)

i=1

= min {(Y — Sc)" (Y — Sc) (3.8)

ceRk
Derivdciou (3.8) podla ¢ mozeme prejst k rovnici
S'Sc - STy =0, (3.9)

ktorej vyriesenie je ekvivalentné s (3.7). Dosadenim do (3.9) sa ihned overi, ze
rieSenim tejto rovnice je

¢=(S"S)'s"y. (3.10)

Vysledok (3.10) pripomina odhad parametrov metédou najmensich stvorcov
v linedrnej regresii. Uvedomme si, Ze tloha néjst vektor ¢ je analogickd bodovym
odhadom parametrov v linearnej regresii. Akurat v linedrnej regresii sa snazime
data prelozif priamkou a tu sa snazime data prelozit linedrnou kombindciou
bazickych funkcii.
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3.2.2 Zavislé nahodné chyby

Predpokladajme teda, ze pre vektor e teraz plati

Ee =0,

var e = 3,
kde X, je pozitivne definitnd matica. Definujme W = 1. Potom hladdme

min {(y — Sc) ' W(y — Sc)}. (3.11)

cERK

Podobne ako v predchadzajicom pripade, rovnost (3.11) zderivujeme, polozime
rovnu nule

STWSc—S"Wy =0
a dosadenim sa mozeme presvedcit, Ze rieSenie je
¢=(STWS)"'S"wWy. (3.12)

Volbou W = T mézeme prejst k jednoduchsiemu modelu popisanému v 3.2.1.

3.2.3 Vyhladenie

Volbou bézickych funkecii, ktoré maji spojité derivdcie sme si zabezpecili, ze aj
odhadnuta funkeia X (¢) bude mat pozadovany pocet derivécii. Ndhodnd zlozka
e vSak castokrat sposobuje, ze skutoénd funkcia X () je vyrazne hladsia ako
nami zostrojeny odhad. Aby sme sa tomuto efektu branili, pouzivaju sa metody
na takzvané vyhladenie funkcie X (¢). Za tymto téelom definujme

b
PEN,(X) = / (X @) (#))dt, (3.13)
¢o je vlastne strata sposobend zasumenim. NajcastejSie sa pouziva p = 2.

Pripomeiime, Ze sme si oznaéili vektor f = (fy,..., fx)'. Potom c vypocitame
minimalizovanim penalizovaného suctu stvorcov

PENSSE, = (y — Sc)'W(y — Sc) + pPEN,(c'f), (3.14)

(oznacenie PENSSE pochéddza z anglického vyrazu penalized sum of squared
errors), p > 0 sa nazyva vyhladzovaci parameter. Cim v&CSi tento parameter
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zvolime, tym viac bude odhadnuté funkcia linearna. Na urcenie parametra p sa
¢asto pouziva metdda krizového overovania (cross-validation) a tento postup je
podrobne popisany v piatej kapitole knihy [23].

Oznacme, pre p € N také, ze existuje p-ta netrividlna derivacia béazickych
funkeif, £ = (£, ... f)T potom

PEN, (X) = / (0 (12t = / (£ (2

b b
- / £ (1))t = / ¢ EPEPT (1) dt

= c'RPc

kde R®) = (ry;)E_, je matica rozmerov K x K, ktorej prvky st definované takto

b
o= [ 1008 W
Dosad'me tento tvar PEN,, do (3.14)

PENSSE, = (y — Sc) "W (y — Sc) + pc' R®)c,

derivovanim tohoto vyrazu zistime, Ze tloha néjst vektor c¢, ktory minimalizuje
(3.14), je ekvivalentnd s vyriesenim rovnice

STWSc + pRPc —STWy = 0.
Riesenfm tejto tlohy je
&= (STWS + pR®) ' STWy.

Namiesto derivécie je pri poc¢itani PEN mozné vyuzit aj nejaky iny linedrny
operator L a strata ma potom tvar

b
PEN(X) = / [L(X)]? dt.
Tento postup je dalej rozvinuty v 19. a 21. kapitole knihy [23].
Pre zaujimavost este dodajme, ze v knihe [10] je dokdzané, ze PENSSE je

absolitne minimalizované v pripade, ze ako bazické funkcie zvolime B-splajny
stvrtého stupna s uzlami volenymi v jednotlivych pozorovanych bodoch.
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Kapitola 4

Analyza hlavnych komponent

4.1 Viacrozmerny pripad

Hlavnou myslienkou analyzy hlavnych komponent (v angli¢tine principal com-
ponent analysis - PCA) je znizenie dimenzie dét, ktoré pozostavaju obvykle
z velkého mnozstva vzajomne zdvislych ndhodnych veli¢in. Za jednu z prvych
zmienok o tejto metdde sa povazuje ¢lanok [20] anglického matematika Karla
Pearsona z roku 1901. Ako algebraicky problém bola tato metéda prezento-
vand prvykrat v tridsiatych rokoch minulého storo¢ia Americanom Haroldom
Hotellingom v [14]. V tejto kapitole si tiito metédu v strucnosti pripomenieme.

Predpokladajme, ze X = (X3,...,X,) je ndhodny vektor, p € N. Aby sme
tito metédu mohli pouzit, musime predpokladat koneénost druhych momentov
£].

2 .
EX; <ocoVj=1,...,p.

Prvym krokom je ndjst vektor oy taky, Ze ndhodnd veli¢ina

p
O/IX == Oélle + 4 Oélep = Z Oélej (41)

Jj=1

ma maximalny rozptyl a zaroven plati
p
2 2
laa]* =D af; =1.
j=1
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V k-tom kroku je potom potrebné néjst vektor «y taky, Ze rozptyl ndhodnej
veliciny

p
Oé];rX = Oélel R akpo = Z Oélej

J=1

je maximalny, ||axl|* = 1 a zdrovein a; X je nekorelovand s o X pre vietky
j =1,...,k—1. Takto ziskame p novych ndhodnych veli¢cin o X, .. ., a;X, ktoré
st navzajom nekorelované a nazyvaju sa hlavné komponenty. V praxi sa pracuje
s prvymi m komponentami, m << p, pricom m sa volf tak, aby of X, ..., o) X
vysvetlovali va¢sinu (obvykle 95 %) rozptylu povodnych veliéin.

Analyza hlavnych komponent pre viacrozmerné data je teda vlastne pomerne
jednoduchy algebraicky problém. Ozna¢me ¥ varianéni maticu vektoru X. Po-
tom tilohu (4.1) moézeme preformulovat

max var a; X = max a, Zaj. (4.2)
llar][2=1 laz]]2=1
Takto formulované tlohy vieme riesit metédou Lagrangeovych multiplikdtorov
a tlohu (4.2) tak mozeme riesit hfadanim maxima vyrazu

o] oy — Mo a; —1).
Teda nas zaujima kedy plati
0= 2061 — )\Oél = (E — )\Ip)Oél,

kde I, je jednotkovd matica rozmeru p x p. Z posledného vztahu vyplyva, ze
oy je vlastny vektor matice 3. RieSenie problému (4.1) sme teda previedli na
hladanie vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov matice . Ostdva ndm este urcit,
ktory vlastny vektor je rieSenim (4.1). K tomu si staci uvedomit, ze plati

o Tay = of Aag = doj g = A,

takze o maximalizuje rozptyl ndhodnej veliciny (4.1) prdve vtedy, ked a; je
vlastny vektor prislusny najvécsiemu vlastnému cislu matice 3. Podobne k-
tu komponentu spoc¢itame ako vlastny vektor prislusny k-temu vlastnému cislu
matice X. Podiel variability, ktord vysvetluje j-ta hlavnd komponenta, sa da
spocitat
N
p >\z

i=1
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V praxi varianéni maticu nepozname a tak pri vypocte hlavnych komponent
musi byt pouzity nejaky jej odhad. Podrobne sa analyzou hlavnych komponent
pre ndhodné vektory zaobera [16].

4.2 Funkcionalny pripad

4.2.1 Teoreticky pripad

Prvé zmienky o funkcionalnej analyze hlavnych komponent pochadzaju priblizne
z patdesiatych rokov minulého storocia. No pre vedcov sa stala velmi zaujimavou
a7 v osemdesiatych a deviitdesiatych rokoch minulého storocia, a to hlavne vd aka
rozvoju vypoctovej techniky.

Nasim cielom je teda poksit sa rozvintit ndhodny proces X (t), t € Z C R.
Podobne ako v kapitole 2 méZeme bez tijmy na obecnosti predpokladat, ze

7 =10,1].

Za predpokladu, ze X (t) je proces s koneénymi druhymi momentami, spojitou
strednou hodnotou p(t) a znamou autokovarianénou funkciou K(s,t), mozeme
vyuzit Karhunenov-Loevov rozklad (veta 2.2) centrovaného procesu

X(8) — plt) = Z Zii(t),
7, = / Gilt) [X () — p(b)] dt,

;(t), i € N su vlastné funkcie operatora Ly definovaného (2.3) a pre prislusné
vlastné ¢isla \;, i € N musi platit

AL > A>3 >

Vlastné funkcie nazyvame aj hlavnymi komponentami, pricom podiel varia-
bility vysvetlenej j-tou komponentou na celkovej variabilite, je podobne ako vo
viacrozmernom pripade,
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Obr. 4.1: Prvych Sest hlavnych komponent Wienerovho procesu.

Priklad V kapitole 2 sme spocitali Karhunenov-Loevov rozvoj Wienerovho
procesu W (t),t € Z

- 2 1
Wt = ﬁ;@msm ((] + 5) 7Tt) s

Z; ~N(0,1),
a vlastné ¢isla jeho autokovarianéného operatora
4
Ni=——— 757=0,1,2,...
J (2j+1)27T2’] ) Ly S

Hlavné komponenty Wienerovho procesu maju teda tvar

2v/2sin ((j + 3) mt)
DTS

a prvé styri komponenty vysvetluji postupne 81,06%, 9,01%, 3,24% a 1,65%
celkovej variability Wienerovho procesu. Spolu teda prvé styri komponenty vys-
vetluji viac ako 95% celkovej variability. Prvych sest hlavnych komponent Wie-
nerovho procesu je nakreslenych na obrazku 4.1. O

=0,1,2,...
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4.2.2 Pozorované funkcie

V predchadzajticom priklade sme vyuzili znalost autokovarianénej funkcie. Pri
skiumani realnych dat vsak autokovarianénu funkciu nikdy nepozname a tak
postup ktory sme pouzili v priklade je v praxi nemozny.

Idedlna situdcia by bola, keby sme dokazali pozorovat N nahodnych procesov
Yi(t),...,Yn(t), t € Z, vo vSetkych moznych hodnotach t. Pretoze Karhunenov-

Loevov rozklad plati pre centrované ndhodné procesy, ozna¢me p(t) stredni hod-
notu a fi(t) jej nestranny odhad

| N
i(t) = — Yi(1).
i) = 5 K
Standartny pouzivany odhad autokovarianénej funkcie je
. 1 X
Kt s) =+ D AN — )] [Yils) — )]}
i=1

Empiricka autokovarianéna funkcia spiﬁa vSetky predpoklady Mercerovej vety
2.1 a teda plati

K(t,s) = Z A (£)1hi (s)

kde A; a t;(t) st vlastné &isla a vlastné funkcie operatora

Lelf) = [ Kof, 1<, (4.3)

Vlastné cisla a funkcie operdtora Lg, kde K je skutocna autokovarianéna funk-
cia pozorovanych funkcii, mozeme potom odhadnit pomocou vlastnych éisel
a funkcif operdtoru L. Jediny technicky problém moze byt, ze vlastné funkcie
linearneho operatora si definované az na znamienko. V praxi mozeme znamienko
1;(t) definovat Tubovolne, pri dokazovani teoretickych vlastnosti o tychto odha-
doch je toto znamienko nutné volif tak, aby bol minimalizovany vyraz

| = \/ [ [ =ds0)] a
- \/ /I Y2 (t)dt + /Z $2(t)dt — 2 /I ; (1) (1),
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tento vyraz je minimalizovany prave vtedy ked
i, =o (4.4)
7

Cize znamienko 1;(t) sa voli tak, aby platila (4.4). Geometricky sa této nerovnost
da interpretovat, ako poziadavok, aby bol uhol medzi ;(t) a 1;(t) ostry.

Préca [12] sa zaoberd podmienkami, za ktorych konverguji ﬁj k 1; v pravde-
podobnosti, pripadne skoro vsade a tiez rychlostou tejto konvergencie. Asymptotic-
kymi vlastnostami 1); a A; sa zaoberd praca [9].

Pripad, ktorym sme sa teraz zaoberali, sme uz od zaciatku oznacili ako
idedlny. Pozorovat ndhodny proces Y'(t) pre vSetky pripustné hodnoty ¢ nikdy
nie je mozné a preto sa odteraz, az do konca prace, budeme venovat situdcii, ze
nahodny proces mame pozorovany iba v kone¢nom pocte bodov.
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Kapitola 5

Funkcionalna analyza hlavnych
komponent pre diskrétne data

Ukézali sme si ako je mozné odhadnif hlavné komponenty v pripade, Ze mame
pozorovanych N funkcii. Teraz sa vsak zamyslime nad tym, ako by sme postupo-
vali v pripade, ze by sme kazdu z tychto funkci mali pozorovanu iba v n; bodoch.
Navyse nemozeme vylicit chybu merania a ani sum obsiahnuty v datach.

5.1 Model a predpoklady

K dispozicii mame teda dvojice pozorovani (v;;,t;;), ti; € Z, i = 1,...,N,
j =1,...,n;. Presnejsie by malo byt napisané y(¢;;), pretoze tieto ddta priamo
zavisia na bode v ktorom boli pozorované, ale pre zjednodusenie zapisu budeme
pisat iba y;;. Model, ktory budeme uvazovat, mozeme symbolicky zapisat

Y(t) = pu(t) + X(t) +e = Z(t) + e, (5.1)
Z(t)

kde p(t) je strednd hodnota procesu Z(t). Pre pozorované data teda plati

yij:,uij—i—xij—i—eij:ziijeij preizl,...,N,jzl,...,ni.
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kde x;;, pij, zi; samozrejme nepozname, e;; je nahodnd chyba, o ktorej budeme
predpokladat, ze pre véetky i = 1,...,N,j=1,...,n;,
Ee; =0,
var (e;) = 0’1,
cov (eie;) =0 pre i # j,
E[zje;] =0 pre i=1,...,N,j=1,...,n,

o? je nezndma konstanta, pricom sme pouzili znacenie, ktorého sa budeme drzat
v ramci tejto kapitoly a to

_'

yi = (yila---ayim

X; = (Ti1y - - Tin,

_|

_|

z;, = (Zi1> <y Zing

e, = (62‘17 <oy Eing

o

prei=1,...,N.

O nahodnom procese Z(t) predpokladame, ze ma koneéné druhé momenty
a patri, s pravdepodobnostou 1, do g-dimenziondlneho priestoru H,, ktory je
podpriestor Sobolevovho priestoru W?(Z).

Priestor H, je bud dopredu zvoleny, alebo existuju metédy na jeho odhad-
nutie. Tieto metddy s diskutované v 4 kapitole prace [4] a si zalozené bud
na volbe stratovej funkcie, alebo na metéde jack-knife. Podrobnejsie je tento
problém diskutovany v [3, 5].

Sobolevov priestor WP(Z) je tvoreny funkciami f : Z — R, ktoré maju p — 1

absoltitne spojitych derivécii a f® € L2(Z). Na tomto priestore moézeme zaviest
seminormu

1 llvee = / [P (1)t

O procese Z(t) budeme d'alej predpokladat, ze plati

36



pre nejaké ¢ > 0. Oznaéme K (s,t) autokovarianénu funkciu. Pretoze pred-
pokladdme, 7e proces Z(t) a teda aj X (t) patria, s pravdepodobnostou 1, do
g-dimenzionalneho priestoru, ich Karhunenov-Loevov rozklad (veta 2.2) m4 tvar

X0 =Y [ wloxX(s)dsuty 5:3)

a funkcie ¥4 (s), ..., ¢,(s) tvoria ortonormalnu béazu priestoru H,.

Funkcie budeme reprezentovat pomocou B-splajnov stupia m, m >> p,
popisanych v 3.1.2. Ozna¢me 7 < --- < 77 vnutorné uzly na intervale Z, tie-
to uzly nemusia byt nutne rovnhomerne rozloZzené. V krajnych bodoch intervalu
umiestnime uzly s nasobnostou m — 1. Uzlovy vektor 7 m4 potom tvar

7=(0,...,0,7,...,7,1,...,1)".
—— ——
(m—1) krat (m—1) krat

7 toho vyplyva, ze celkovy pocet bazickych funkcii je r = m + [. Tieto funkcie
budeme znacit By, ;,...,B},; a By, budeme znacit priestor generovany tymito
béazickymi funkciami. Vektor B,, ;(t) oznacuje

Bia(t) = (B (1), -, Bl ()

Aby sme mohli neskor dokdzat asymptotické vlastnosti odhadov, musime este
uviest niekolko predpokladov na volbu uzlov a na rozmiestnenie pozorovanych
dat ¢;;. Nech 7 < --- < 7 st vnutorné uzly a definujme 75 = 0, 74, = 1. Potom
vieme, ze existuje spojita kladna hustota h na Z spiﬁajﬁca

/0 h(zﬁ):H_L1 pre vsetky ¢ =0,..., 1+ 1. (5.4)

A definujeme este

o = max (Tiz1 — T5) - (5.5)

Vytvorit takito funkciu, aj s poziadovkom aby bola spojitd, vobec nie je zlozité.
Ozna¢me si 77,1 =0, ...,[, stred intervalu (7;, 7;41) a definujme funkciu h nasle-
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h(t)

N\

I I
0.0 0.2

Obr. 5.1: Priklad funkcie h(t)

zvislou prerusovanou ¢iarou.

0.4 0.6 0.8 1.0

na intervale (0,1). Vnitorné uzly si nakreslené

dovne
h(T-)—; rei =0 [+1
Z_(Sl(l_'_l) p B A
1 2 1 1
) =50+ Tt (ml — 51) pret==.-
a pre vsetky t € (7;,77), 1 =0,...,1 ju definujme linedrne. Potom plati
Ti+1 1 Tit1 — T; 2 1 1
h(t)dt = ——(Tiz1 — 7 - —
/7_;_ () 6l(l+1)(7+1 T)+ 2 l+1 (Ti—i-l_Ti 5l)
_Ti+1 T T 1 S 1
e+ 4+ S+ I+

Priklad takto vytvorenej funkcie na intervale (0, 1), je nakresleny na obrazku 5.1.

Oznaéme N* = Zf\il n; celkovy pocet pozorovani a N nech je pocet roznych

hodnot t;;. Potom tieto rozne hodnoty mozeme oznacit wy, ..

., Wy, tak, aby
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platilo w; < ... < wg a kazdd z tychto hodnot sa v datach vyskytuje prave
n;-krat. Definujme

n;
V; = N*
Potom v; je pravdepodobnostnd miera definovand na mnozine {ws,...,wg},

inymi slovami v; je ¢etnost w;. Na zdklade tejto miery mozeme vytvorit kumu-
lativnu distribuéni funkciu Gy« (t), definovanii na Z. Budeme prepokladat, ze
plati

lim Gn-(t) = G(t) pre vsetky t € Z, (5.6)

N*—o0

kde G(t) je znama distribu¢éna funkcia, ktorej hustota g(t) je spojita a kladna na
Z. Je ale potrebné zdoraznit, ze konvergencia N* v (5.6) musi byt chdpanna tak,
ze s rasticim poc¢tom pozorovani idi do nekonecna aj vSetky n; a to dokonca
priblizne rovnako rychlo.

Dosledkom predchddzajiiceho odstavca je, Ze si musime uvedomit, Ze po-
zorovania t;; nie si ndhodné. Ndhodny je iba pocet, kolkokrat pozorujeme proces
Y (t) v bode t;;, pricom tento pocet konverguje k nejakému znamemu rozdeleniu.

Zhrime si este raz v rychlosti vSetky predpoklady, ktoré sme si uviedli a
ktoré budeme neskor potrebovat k stanoveniu rychlosti konvergencie odhadov,
odvodenych v dalgich ¢astiach tejto kapitoly.

Predpoklady 5.1 Predpokladajme, Ze
e plati model (5.1),

e nahodné chyby tohoto modelu si navzdajom nezavislé, rovnako rozdelené a
st nezdvislé aj na pozorovanych ddtach

e pre t;; plati (5.6) a distribucnd funkcia G(t), tam definovand, md spojiti
kladni derivaciu g(t) na Z,

e hustota h(t), definovand (5.4), je kladnd, spojitd na I,
e 50 zvdcsujucim sa mnozstvom uzlov 1, ide 9y, definované (5.5) k nule,

o vsetky vlastné cisla Ay, ..., Ny st navzdjom rozne.
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5.2 Odhady s pouzitim vyhladzovania

Pocet vnutornych uzlov [ a stupen B-splajnov m sme si pevne zvolili a preto,
z dovodu prehladnosti, budeme tieto dva indexy vynechdvat pri oznacovani bé-
zickych funkcii. Bez ujmy na obecnosti moézeme teda bézické funkcie oznacovat
iba By(t),...,B,(t) a vektor B(t) = (By(t),...,B.(t))".

Na odhadnutie Z(t) pouzijeme podobni metédu ako v 3.2.3.Nasim cielom
teraz bude, pre vietky i = 1,..., N, rozvintit Z;(t) do tvaru

Zi(t) = Z ¢i;B;(t)

a odhadnut vektor c. Z (3.10) vieme, ze odhad tohoto vektoru je
¢ = [8T(t)S(6)] ST (8)y:
kde sme S(t;) oznacili maticu rozmerov n; X r s prvkami

[S(t:)];x = Br(tss)-

Tato matica vlastne obsahuje diskretizované hodnoty bazickych funkecii. Odhad
Z;(t) ma potom tvar

Zi(t) = é;B;. (5.7)
=1

Je zrejmé, ze Z; patri do priestoru B,,; a pretoze B-splajny st po ¢astiach poly-
nomidlne funkcie, je tiez zrejmé, ze B,,; je podpriestor WP(Z). Avsak nemame
zarucené, Ze sa tento odhad nachddza v priestore H,, ani splnenie podmienky
(5.2). Preto odhad (5.7), zalozeny na metéde najmensich stvorcov, nds vedie k
myslienke hladat riesenie ulohy

ZeHp

i=1

N
e . - . . .
min {N S~ (12— Zilik + o ZilRr ) 2 € Hy dim H, = q} . 63)

kde p je vyhladzovaci parameter, ktory je ale rovnaky pre vsetky odhadované
funkcie, na rozdiel od sekcie 3.2.3, kde sme predpokladali volbu jedného vyhla-
dzovacieho parametra pre jednu odhadovani funkciu.
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Oznacme este A, R matice rozmerov r X r obsahujice prvky
AL, = [ BB,
R, = [ BY@BY ()
z

Matice A, R st pozitivne semidefinitné, matica A je dokonca pozitivne definitna,
preto pomocou nich mozeme definovat seminormu pre vsetky vektory b € R”

Ibl2 =b"Ab,

Ib|% = b'Rb.
Pre Z; a ¢ potom plati

le:lla = 1Zillz2,

ek = 1Z:1Rye-
Ulohu (5.8) tak mdzeme previest na tlohu

N
: 1 . :
mm{NEZWQ—wﬂ#ﬂWMQ;ueM;manq}, (59)

uieAq 1

A, je podpriestor R". Oznacme € vektor priemernych koeficientov € = % ZlNzl ¢,

definujeme vektor r; = (& — €), pre ktory tiez definujeme priemerny vektor

| N oo . . . A~ 7P
T = 2 i1 i Minimalizovany vyraz z (5.9) tak mozeme rozpisat pomocou

tychto vektorov
| XN
~ 2 (i = (wi = D)3 + pll(w; = W)lIz) + [ = A5 + pllallz,
i=1
posledné dva ¢leny néas navadzaji odhadnut @ pomocou
i=H 'Ac,
kde matica H, je definovana

H,=(A+pR)™"
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Tym prevedieme tlohu (5.9) na minimalizovanie vyrazu

N
=37 (= (= W+ ol — D)) = Z@Z (5.10)
=1

Q:

cez vsetky u; € A,. Teraz vidime, ze A, = ¢+ RY.
Matica A je pozitivne definitna a preto pre vsetky b € R” plati

b"Ab=trb"Ab=tr bb' A =tr Abb",
vyuzitim tejto vlastnosti dostavame

r; — (u; — @)||3 =tr rr] A — 2tr ry(u; — 1) A

+tr (u; —a)(u; —a) A, (5.11)
Definujme linedrnu transformaciu
r, = H,Ar; (5.12)

a dosad'me takto transformované t; do @Q;, definovaného v (5.10). Spolu s vyuzitim
(5.11) potom dostdavame

Qi =tr H;lfif: H 'A™ —2tr T5(w; — 0)H ' + tr (w; — ) (w; —0)H,!

p

+ tr T;T, (pR + p’RA'R)
= ||F; — (u; — u)||H;1 +tr &F; (pR + p°RAT'R), (5.13)

kde ||||H;1 je norma na priestore R” definovand pre vsetky b € R”
Te-1
HbHH 1=b H, 'b.

Iba prvy clen (5.13) zdvisi na u;, preto je minimalizacia (5.10) ekvivalentnd s
rieSenim

ng{ an, w; — )2 } (5.14)

Definujme
XN
T T
Ky =+ ; rr; . (5.15)

42



potom riesenie (5.14) spocitame spektralnym rozkladom (rozkladom na vlastné
¢isla) matice

1 .
v i;#] = H,AKyAH, (5.16)
i=1
vzhladom k metrike [-lgg;2- Nech Ay > ... > A, st vlastné cisla a ¢y,..., ¢,

prislusné ortonormélne vlastné vektory matice (5.16). Potom oznactme matice
rOZIMerov r X r

V =y, ...,1,),L=dag{\,...,\}
Pre maticu (5.16) potom plati
H,AKyAH,H,'V = H AKyAV = VL. (5.17)

Matica H, je pozitivne definitnd, preto podla vety A.6 z knihy [27], existuje
1

odmocninové matica HZ takd, ze

1 1
Vynésobenim (5.17) zlava maticou H, 2 , ktord je inverznd k matici H? (exis-
tencia inverznej matice plynie z regularity povodnej matice), dostdvame

1 1 1 A 1r o1 1 1. 1 A 1 1. 1~ ~
H,>H:HAKyAH:HZH, H,?V = HIAKyAHZH, >V = H,* VL,
(5.18)

Oznacme

<
!

=
<

potom (5.18) upravime na tvar
H:AKyAHZV = VL.

Pretoze V je po stfpcoch tvorend ortonormalnymi vlastnymi vektormi matice
(5.16) vzhladom k metrike |[.[|y-1, plat

I=VH,'V=VV
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a L a V st vytvorené z vlastnych &fsel a ortonormalnych vlastnych vektorov
matice

_1 A _1
H,?AKyAH,?. (5.19)

Oznacme Vq maticu rozmerov r X ¢, ktora je tvorena ortonormalnymi vlastnymi
vektormi matice (5.19) prislusiacimi ku ¢ najvacsim vlastnym éislam (5.19).
Definujme este projekéni maticu

P, =V, V/H' (5.20)

potom jej aplikdciou na linedrnu transforméciu (5.12) sa dostavame k vysledku
uloh (5.8) a (5.9)

@, = HiP,H; Ar, + H,AC. (5.21)
Odhad Z;(t) ma teda tvar
. 1, 1 T
7, ,(t) = (H,%PqH,% Ar; + H,,Ae) B(t)
1, 1 T T
- (H;Pqu Ari> B(t) + (H,Ac)  B(t)
= fio(t) + Xip(t)
¢im sme sa dostali k odhadom pre strednt hodnotu p(t) a ndhodny proces X ()
fip(t) = (H,Ac)" B(1), (5.22)
N 1. 1 T
Xo(t) = (H;Pqu Ari> B(t). (5.23)

s v

P(t);,=V;,Bl) 7=1,....q, (5.24)

kde V;, je vlastny vektor prislusny j-temu najvicsiemu vlastnému cislu matice

(5.19).

Pri vsetkych odhadoch pouzivame p ako spodny index a to preto, aby sme
si uvedomili, Ze teraz odvodené odhady priamo zavisia na volbe p. Ku sposobu
volby tohto parametra sa eSte v strucnosti vratime v ¢asti 5.5.
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5.3 Konvergencia vyhladenych odhadov

Pripomenme, Ze pre stredni stvorcovi chybu (MSE - mean square error), vy-
chylenie (Bias) a rozptyl (var) odhadu plati

MSE = Bias? + var.

5.3.1 Stredna hodnota

Ozna¢me si fi,(t) stredni hodnotu odhadu fi,(t), definovaného (5.22). Stredna
Stvorcova chyba sa rovna

MSE (fi,) = Ellp — ﬂp”?ﬁv
vychylenie je rovné

Bias (f1,) = /It = Al
a rozptyl je

var (:&p) = EH,ap - ﬁp”%ﬁ

Veta 5.2 Nech platia vsetky predpoklady 5.1, potom pre odhad fi,(t) plati

. . R 1
Bias® (ji,) = Il — fi, |t = O(p"1"") + O (l2p—1) (5.25)
var (f1,) = Elljt, — fipl[fa = O(N ) (5.26)

celkovo teda

) ) . 1
MSE (f1,) = Ellpn = fipllf- = O(NT1) + O(p*1") + O (zzp_1>

Dékaz. Oznacme v(t) odhad u(t) metédou najmensich stvorcov bez vyhla-
dzovania a p(t) stredni hodnotu o(t). Potom pre vychylenie plati

e = fpllte < Ml = 2lEe + 117 = ftpl[£2
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Index n | Bernoulliho ¢islo b,, | Index n | Bernoulliho ¢islo b,
T

i 0w 9
2 i 12 ot

4 L 14 T

6 ST o

12 510

Tabulka 5.1: Prvych desat nenulovych Bernoulliho é&fsel.

Podla vety 3.1(B) z [1] plat{

it () | () = (5) L [ o100

(5.27)

kde by, je Bernoulliho ¢islo s indexom 2p. Funkciu h sme si definovali v (5.4).

Bernoulliho ¢isla, b,, n = 0,1,2, ..., si definované ako jednoznacné rieSenie
rovnice
#—imn Yz € R (5.28)
exp(z) -1 < nl ' '

Tieto ¢isla maju viacero pozoruhodnych vlastnosti, ktoré st uvedené v [13].
Napriklad je zaujimavé, ze vSetky Bernoulliho ¢isla s neparnym indexom, okrem
indexu jeden, si nulové. Bernoulliho ¢isla nie sit obmedzené a plati

lim sup b,, = o0,
n—>o00

ale pretoze p je podla predpokladov volené pevne, mozeme by, povazovat za
konstantu. Prvych desat nenulovych Bernoulliho ¢isel m4 hodnoty uvedené v
tabulke 5.1.

Dalej plati
! P

/Z iﬁ%(t)dt -y / m%(t)dt < (1+1)§ [2{21“ h(t)] (5.29)

1=0
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Spojenim poslednych dvoch nerovnosti spolu s (5.2) dostavame

(I + 1)5l.

~ 112
=21 < M

(5.30)

kde M je nejaka vhodne zvolena konstanta. K dokonceniu dokazovania (5.25) uz
staci iba ukézat, ze

17 = fipllT2 = O(p*1") (5.31)
a tato rovnost spolu s (5.30) uz ddva (5.25).

Dokaz platnosti (5.31) a (5.26) vSak nezdvisi na volbe vniutornych uzlov a
preto je identicky s druhou ¢astou dokazu vety 3.1 a lemmatu 6.2 z [7].
O

V pripade, ze by sme v predchadzajticej vete predpokladali, ze uzly su roz-
miestnené rovnomerne na Z a vSetky pozorovania t;; mame v rovnakych bodoch
takisto rovnomerne rozmiestnenych na Z, potom by sa odhad vychylenia (5.25)
zmenil

‘ R . 1
Bins? (1) = e~ il = 01" + 0 (7).

odhad rozptylu (5.26) by sa nezmenil (veta 3.1 [7]).

5.3.2 Hlavné komponenty

Konvergencia hlavnych komponent sa dokazuje analogicky ako veta 5.2, ale je
nutné sa este podrobnejsie zaoberat celym odvodenim tjchto odhadov uvedenych
v Casti 5.2. Za platnosti prisnejsich predpokladov vsak plati nasledujice tvrdenie.

Veta 5.3 Nech platia vsetky predpoklady 5.1 a navyse nech plati
o vnutorné uzly 11, ..., su rovnomerne rozloZené na L,

e vietky pozorovania ndhodného procesu Yi(t), i =1,..., N si zaznamenané
v rovnakych bodoch ty,...,t, a tieto body su taktieZ rovnomerne rozlozené
na 7.
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potom pre odhady hlavnych komponent procesu X (t), definovanijch (5.24) plati
El[¢; — ¥ (0);pllz = O(NT) + O(17) + O(p*1") + O(n ), (5.32)
pre vsetky j =1,...,q, ¢, su skutoéné hlavné komponenty procesu X (t).

Dékaz. Toto tvrdenie je uvedené ako veta 3.8 v [7]. O

5.4 Nevyhladeny odhad hlavnych komponent

Bez ujmy na obecnosti moézeme predpokladat, Ze z modelu (5.1) uz bola odéitand,
stredna hodnota. Pracujeme teda s modelom

Yi(t) = X;(t) + e i=1,...,N.

Oznacéme Y;(t) odhad Y;(t) metédou najmensich tvorcov pomocou systému B-
splajnovych bazickych funkcii stupna m s [ vnutornymi uzlami zalozeny na
diskrétnych pozorovaniach (y;;,t;;). Ozna¢me K (s,t) skutoént autokovarianéni
funkciu ndhodného procesu X (t) a Lk nech je autokovarianény operator defino-
vany (4.3).

Na priestore L?(Z) je mozné definovat operdtor ® predpisom
(PO M) = (Fh)pg= [ FOMOAE o), fg.he L)
T

Definujme operator 'y nésledovne

Py = %Z (vievi). (5.33)

Oznacme
ON1s- - -3 PNg (5.34)

vlastné funkcie Y prislusné k prvym ¢ najvacsim vlastnym c¢islam I'y. Potom
'y je odhad Lk a

@Nj_),lvbja ]:]-aaq

kde {¢;} st vlastné funkcie Ly zoradené vzostupne podla velkosti prislusnych
vlastnych ¢isel.
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5.4.1 Konvergencia nevyhladenych odhadov
Pre kazdé obmedzené linedrne zobrazenie
IT: L*Z) — L*(7)
je podla vety 4.1 z [25] definovand norma
1)l = sup {ITL(f)[|v2 = f € L*(D), || flle2 = 1} -

V kapitole XI. knihy [11] je ukdzané, ze ak navySe pre operdtor II a kazdu
ortonormalnu bazu priestoru L*(Z) {v;;i € N} plati

Y IHGa)le < oo
i=1

potom existuje jednoznacéne uréens funkcia I1(s,t) : 7 x Z — R, pre ktort plati

I1(f) :/If[(s,.)f(s)ds, Vf e LX(T).

Takéto operatory sa nazyvaju Hilbertove-Schmidtove operatory a vytvaraju Ba-
nachov priestor, na ktorom je mozné definovat normu

.. = [ [ [its.o] as

Je evidentné, ze pre operator Lg plati

HMM:AAW@W$ﬁ

Veta 5.4 Ak su splnené vsetky predpoklady 5.1 a zdroven plati, Ze
Ny =nNg =...=nNny ="Nn,

to znamenda, Ze vsetky Y; mame pozorované v rovnakom pocte bodov. Potom pre
nevyhladené odhady autokovarianéného operdtora definovaného (5.33) plati

5 1
E|lly — Lg|?=ONY) +0(n?) +0O (12]0_1) (5.35)
a pre vlastné c¢isla operatora Ly potom plati
~ _ _ 1
Blgws — il =0 + 0 40 (). (530
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Dokaz. Pretoze predpokladame, ze nahodny proces patri do g-dimenzionalne-
ho priestoru, tak Mercerov rozvoj (veta 2.1) skutoénej autokovarianénej funkcie
je

q
K(s,t) = Z Aii(s)it
i=1
a pre operator Ly plati

q
Ly = Z Aithi @
i=1

Definujme K ako priemet skutoctnej autokovariancnej funkcie K do priestoru
B m. Analogicky ozna¢me 1); priemety v; do By,,. Potom plati

q
Li = ZMZZ ® 1.
i=1

Pouzitim vety 3.1B z [1] a vztahu (5.29)

1 — Pillie = (;ZZL) /z (%fjé?)th
<(g) Lyt [ (#70)

<M(l +1)d;
< 2

(5.37)

kde by, je Bernoulliho ¢&islo s indexom 2p definované (5.28), h je funkcia defino-
vand (5.4) a M je vhodne zvolend konstanta.

Podla cvicenia 15, kapitoly 4, knihy [25] plati ||.||. < ||.||« pre vSetky operdtory,
pre ktoré su tieto dve normy definované. Preto

ILi = Lil, < 12 = Dillee = | 30N [0 @ 1) — (B @ 43
1=1

*k

= i)\i [(% —122) ® i — U ® (%’ _1@)}

>l = dille (Iilhe + Wilhz) - (5.38)

i=1

kK

IA
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Podla vety 3.5 z [7] spolu s druhou ¢astou lemmatu 3.6 z tej istej préce, vyraz
Elfx — Ll
nezavisi na volbe uzlov a rozmiestneni vstupnych dat a plati
E|ly — Ll =O (N7 + 0 (n7?). (5.39)
Spojenim (5.38) a (5.39) dostavame (5.35).

Rovnost (5.36) sa dokéze iba aplikovanim lemmatu 3.1 z [6].

Ak by sme predpokladali navyse, ze vnutorné uzly st na Z rovnomerne ro-
zlozené, plati odhad uvedeny vo vete 3.7 v [7]

Elléwn; — illf: = O0*) + O(N ™) + O(n™?) (5.40)

pre vSetky 7 =1,....,q.

5.5 Poznamky

Vsetky odhady definované v tejto kapitole konverguju k skutoénym hodnotam aj
bez predpokladu, ze proces Z(t) patri do kone¢ne dimenziondlneho priestoru H,.
Bez tohoto predpokladu vsak nie je mozné urcit rychlost konvergencie sposobom
uvedenym v tejto praci a musia sa vyuzit iné metddy.

Postup, ktorym sme odhadli spojity ndhodny proces a jeho stredni hodnotu
v 5.2 sa niekedy nazyva aj hybridny splajn a blizSie sa nim zaoberd napriklad
[17], kde je aplikovany tento postup aj na praktickych pripadoch. Volba parame-
tra p je diskutovand bud v spominanej préci, alebo aj v praci [4].

Poziadavok, aby vSetky vlastné ¢isla Aq, ..., A, boli rozne, taktiez nie je ob-
medzujtci. V pripade, Ze by nemohol byt splneny, tak je akurdt nutné pracovat s
podpriestormi generovanymi vlastnymi funkciami operatora Ly a s projekciami
vlastnych funkcii na tieto podpriestory. BliZsie je tento postup vysvetleny v [9].
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MoZeme si v§imnut, Ze rychlost konvergencie vyhladenych (5.32) a nevyhla-
denych odhadov (5.40) hlavnych komponent je velmi podobnd. V §tvrtej a piatej
kapitole [7] je heuristickymi metédami a simuldciami skimany vplyv volby vy-
hladzovacieho parametra p na kvalitu odhadu hlavnych komponent. Ukazuje sa,
ze vyhladzovaci parameter ma vplyv na kvalitu odhadov iba v pripade, ze méame
pozorovany proces Y (t) iba v malom poé¢te bodov.

Rovnako si treba uvedomit, Ze tieto odhady s kvalitné iba v pripade, Ze
st zalozené na dostatocne velkom pocte zédznamov jednotlivych pozorovani Y;,
t = 1,...,N. To znamend, ze sa predpoklada, ze kazdy proces je pozorovany
radovo aspon v desiatkach bodov. V pripade naozaj nizkeho poctu zaznamov
pre jednotlivé pozorovania (rddovo jednotky pozorovani) nie je vSetko stratené
a daju sa pouzit metédy popisané v [15].
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Kapitola 6

Analyza geomagnetickych dat

Za poskytnutie dat a vypocet modelu CHAOS-2 by som chcel este raz podakovat
RNDr. Jakubovi Velimskému, Ph.D z katedry geofyziky, MFF UK.

6.1 Popis dat

Datovy subor, ktory mame k dispozicii, obsahuje merania magnetickej indukcie
pola vytvoreného okolo Zeme satelitom CHAMP.

Satelit CHAMP bol do vesmiru vypusteny 15. jila 2000 a odvtedy zazna-
menava kazdi sekundu magneticki indukciu pola, ktoré sa nachddza okolo nasej
planéty. My sa budeme zaoberat ddtami zaznamenanymi od 1. janudra 2003 do
24. marca 2003. Jeden oblet trva satelitu priblizne 94 minut, ¢o znamena, ze v
priebehu nami sledovaného obdobia obletel tento satelit Zem viac ako 1200 krat.
Satelit sa pohybuje vo vyske 310 — 450 km nad zemskym povrchom. O tento
satelit sa stard Nemecka organizécia GFZ, na ktorej internetovych strankach
(http://op.gfz-potsdam.de/champ/) je mozné najst aj blizsie udaje o tejto
misii.

Magneticka indukcia, niekedy nazyvand aj hustota magnetického toku, je vek-
torovéa fyzikdlna velicina, charakterizujtca silové cinky magnetického pola na
pohybujtici sa ndboj. Mozeme si ju predstavit ako silu, ktorou magnetické pole
posobi na pohybujici sa elektricky naboj. Velkost magnetickej indukcie v danom
bode je definovana ako maximalna sila, ktorou posobi pole na naboj, pohybujici
sa urcitou rychlostou. Jednotkou magnetickej indukcie je, podla ststavy SI, 1
Tesla. Pre vektor magnetickej indukcie sa bezne pouziva aj vyraz magnetické
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pole.

V pouzitom datovom stubore mame ku kazdému zaznamu nasledovné in-
formacie:

e Cas a datum zaznamu,
e vysku nad zemskym povrchom, v ktorej sa prave satelit nachadzal,

e suradnice, to jest zemepisnu Sirku a dizku polohy satelitu. Zemepisnu sirku
uvazujeme klasicky na intervale (—90,90), zemepisni dlzku budeme ale
uvazovat na intervale (0, 360),

o vektor (X,Y, Z) magnetického pola Zeme.

Jednotlivé zlozky magnetického pola st, z historickych dévodov, zavedené
tak, ze zlozka X smeruje na geograficky sever, zlozka Y smeruje na geograficky
vychod a zlozka Z smeruje do stredu Zeme. Takéto zavedenie zachovava pravo-
tocivost systému.

6.1.1 Magnetické pole Zeme a jeho reprezentacia har-
monickymi funkciami

Geomagnetické pole, ktoré meriame na povrchu Zeme, alebo v jej blizkosti, na
nizkych satelitnych drahach (200-1200 km nad zemskym povrchom), je vysled-
nicou magnetickych poli zposobenych roznymi geofyzikalnymi javmi s roznymi
caso-priestorovymi charakteristikami.

Jeho najvyznamnejsou zlozkou je pole generované magnetokonvekciou v zem-
skom jadre - geodynamitom. Toto pole ma prevazne, ale nie vyhradne, dipdlovy
charakter. Os dipdlu je vychylend od rotacnej osy Zeme o prilizne 11 stupnov
a v Case sa toto vychylenie velmi pomaly meni. Charakteristické casy zmeny st
od jedného roku vyssie.

Horniny zemskej litosféry, ktorych teplota je nizsia ako Curierova teplota
odpovedajiceho materfalu, st permanentne zmagnetizované. Vzhladom k zloZitej
struktire litosféry m4 tato zlozka velmi jemnii priestorovi struktiru, ale v case
sa nemeni.

Geomagnetické pole Zeme je navyse ovplyvitované este d'alsimi zdrojmi
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Obr. 6.1: Zlozka X magnetického pola Zeme, spoéitand pomocou 60 harmonic-
kych funkcii modelu CHAOS-2.
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Zlozka Y

Obr. 6.2: Zlozka Y magnetického pola Zeme, spoéitand pomocou 60 harmonic-
kych funkcii modelu CHAOS-2.
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Zlozka Z

Obr. 6.3: Zlozka Z magnetického pola Zeme, spoéitand pomocou 60 harmonic-
kych funkcii modelu CHAOS-2.
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e zlozitym systémom elektrickych pridov nabitych castic v magnetosfére a
ionosfére,

e odpovedajucimi sekundarnymi pridmi indukovanymi vo vodivej zemi.

Tieto javy sa odohravaju v ¢asovych skédlach od zlomkov sekundy az po mesiace.
Podrobnejsie je geomagnetické pole Zeme popisand napriklad v tvode [18].

Jednym z najnovsich modelov pre magnetické pole Zeme je model CHAOS-2,
uvedeny v [19]. Tento model poc¢ita magnetické pole Zeme pomocou rozvoja do
60 harmonickych funkcii. Pre ilustraciu je na obrazkoch 6.1, 6.2 a 6.3 nakreslend
zévisloslost jednotlivych zloZiek magnetického pola Zeme na zemepisnych sirad-
niciach.

6.2 Analyza hlavnych komponent geomagnetic-
kych dat

Na predlozenych datach si vyskisame metédy popisané v predchadzadzajucich
kapitolach. Na vypocty bol pouzity program R, verzia 2.10, spolu s balickom
funkcii fda, verzia 2.2.1.

Budeme predpokladat platnost modelu, ktory bol podrobne popisany v ¢asti
5.1. Jednotlivé zlozky magnetického pola Zeme budd uvaZované ako funkcie
zemepisne] Sirky. Celkovo, pocas sledovaného obdobia, letela druzica CHAMP
2463—krat z jedného pdélu na druhy. To znamend, ze mame k dispozicii presne
2463 pozorovani jednotlivych zloziek XY, Z. Pre zjednoduSenie ¢asovej naroc-
nosti vypoctov pocitame pre kazdy oblet s 200 priblizne rovnomerne rozlozenymi
zaznamami.

Jednotlivé zlozky sa najprv pokisime rozlozit na hlavné komponenty bez
ohladu na zemepisni dizku prislusného pozorovania. Ako sa vsak ukazalo v
priebehu vyskumu, v praxi je takmer nemozné takto spocitané komponenty in-
terpretovat a je mozné v datach rozligit iba dipélovy charakter pola. Vsetky
dalgie efekty uz maji porovnatelni zavislost aj na zemepisnej Sirke aj na ze-
mepisnej dizke. Preto neskor pozorovania rozdelime do viacerych skupin podla
zemepisnej diZky.
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6.2.1 Volba bazickych funkcii

Déta budeme reprezentovat pomocou B-splajnovych bazickych funkecii stvrtého
stupna. Uzlovy vektor rozlozime rovnomerne na intervale (-90,90). Z (3.6) vieme,
7e pocet uzlov stuvisi priamo s po¢tom zvolenych bazickych funkcii. Na volbu
poctu bazickych funkcii pouzijeme postup popisany v casti 4.5 [23]. Tento postup
je zalozeny na spocitani s? odhadu o2, ktory méd v tomto pripade tvar, pre
i=1,...,2463

200

57 = 200%[( > (X(tz‘j) - X(tz‘j))z

i=1

kde K je pocet bazickych funkcii, t;1,...,ti200 si hodnoty zemepisnej Sirky, v
ktorych mame zaznamenané dané pozorovanie a X je odhad pomocou rozvoja
do systému bazickych funkcii.

Potom sa odportca (kapitola 5 [23]) zvolit taky pocet bézovych funkcif, pri
ktorom prestane s? vyrazne klesat. Po spoéitani tychto odhadov, pre viaceré hod-
noty poc¢tu bézickych funkcii, sa ako optimélna javi volba 20 bazickych funkcii
pre X, 40 pre Y a 12 pre Z. Obréazok obsahujici odhad pre vSetky hodnoty
i by bol zna¢éne neprehladny, no pre ilustraciu si vSimnime aspon obrazok 6.4
obsahujtici zavislost vyrazu
| 263 )
= 2163 2%

na volbe po¢tu béazickych funkcii.

6.2.2 Odhady hlavnych komponent

Na jednotlivé zlozky magnetickej indukcie teraz moZeme aplikovat analyzu hlav-
nych komponent. A to postupne najprv bez pouzitia vyhladzovania a potom aj
s vyhladzovanim.

Vyhladzovaci parameter p bol voleny pomocou metdédy cross-validation, mi-
nimalizovanim vyrazu GCV, definovaného rovnostou (5.19) v knihe [23] a po-
drobne popisaného v odseku 5.4.3 citovanej knihy. Obrazok 6.5 nam ukazuje ako
sa vyvija hodnota GCV pre rozne hodnoty vyhladzovacieho parametra. Vidime,
ze zlozky X a Y nie je vobec potrebné vyhladit. Pre zlozku Z m4 optimélny
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Obr. 6.4: Zavislost S na pocte bazickych funkcii pre jednotlivé zlozky.
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Obr. 6.5: Kritérium GCV v zavislosti na vyhladzovacom parametri.

X Y 7

1. komponenta || 61,749% | 75,895% | 77,514%
2. komponenta || 18,535% | 12,870% | 17,541%
3. komponenta || 16,045% | 8,744% | 4,598%
4. komponenta || 3,192% | 1,989% | 0,217%
5. komponenta | 0,207% | 0,321% | 0,081%

Tabulka 6.1: Pomer variability vysvetlovany jednotlivymi komponentami pre
jednotlivé zlozky.

60



vyhladzovaci parameter hodnotu 0,85.

Tabulka 6.1 uvadza, kolko variability vysvetluje prvych 5 nevyhladenych
hlavnych komponent pre jednotlivé zlozky. Na obrazku 6.6 si nakreslené prvé
tri hlavné komponenty, spolu so strednou hodnotou, ktori je mozné chapat ako
nultd komponentu. Prave stredna hodnota poukazuje na dipolovu charakteris-
tiku magnetického pola, kde zlozka X m4 charakter kosinusu zemepisnej sirky a
zlozka Z ma charakter sinusu zemepisnej sirky.

Obrazok 6.7 porovnava vyhladené a nevyhladené odhady komponent pre
zlozku Z. Vidime, ze tieto odhady s takmer identické, rovnako pomer vys-
vetlovanej variability vyhladenych odhadov je identicky s idajmi uvedenymi v
tabulke 6.1.

6.3 Analyza dat rozdelenych podla zemepisnej
dlzky

V dalsom kroku rozdelime pozorovania podla zemepisnej dfiky do 62 skupin
podla podobnosti priebehu letu druzice nad zemskym povrchom. Dva lety pre-
hlédsime za podobné v pripade, ze rozdiel v zemepisnej dizke polohy satelitu, v
priebehu letu, nebol nikdy viac ako 15 stupnov. Rozdelenie do skupin urobime
tak, aby kazdé dva lety v kazdej skupine boli podobné.

Pre ilustraciu aplikujeme analyzu hlavnych komponent na prvi skupinu po-
zorovani. V tejto skupine mame k dispozicii 55 pozorovani. Strednd hodnota
spolu s prvou komponentou, pre jednotlivé zlozky, si nakreslené na obrazku 6.8.

V prvej skupine vysvetluji prvé komponenty jednotlivych zloziek postupne
97, 8% variability zlozky X, 93, 5% variability zlozky Y a 99, 6% variability zlozky
Z. Vo vsetkych skupindch vysvetluji prvé komponenty viac ako 90% variability.
To nds privadza k myslienke, ze by mohlo byt mozné popisat magnetické pole
Zeme pomocou strednej hodnoty a jednej komponenty.

Preto sme pomocou déat rozdelenych podla zemepisnej dfiky vytvorili trojdi-
menzindlne obrdzky 6.9, 6.10, 6.11. Tieto obrdzky sa velmi podobajii na obrazky
rozvoja pomocou modelu CHAMP-2 6.1, 6.2, 6.3 s vynimkou okrajovych hodnot,
¢o je ale do velkej miery sposobené mensim poc¢tom pozorovani v tychto oblas-
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Obr. 6.6: Prvé tri nevyhladené komponenty spolu so strednou hodnotou pre
jednotlivé zlozky magnetického pola.
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Obr. 6.7: Porovnanie vyhladenych a nevyhladenych odhadov prvych troch
hlavnych komponent a strednej hodnoty pre zlozku Z.
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Obr. 6.8: Stredna hodnota a prva komponenta, prvej skupiny obletov, pre jed-
notlivé zlozky magnetického pola.

64



tiach a hlavne faktom, Ze satelit pri prelete v blizkosti pélu velmi rychlo meni
zemepisnu sirku, ¢o zrejme sposobuje isté zaSumenie nami vypocitaného rozvoja.

Nésledne mozeme porovnat rozvoj pomocou hlavnych komponent s rozvojom
podla modelu CHAOS-2 (obrdzok 6.12). Najvicsie rozdiely si opét v blizkosti
polov. Navyse cast rozdielu je sposobend aj zaokrthlovanim, nevyhnutnym k
vytvoreniu trojrozmernych obrizkov. Dalsie odchylky st sposobené faktom, ze
nami uvazovany model pocital magnetické pole s pozorovaniami pocas troch
mesiacov, kym model CHAOS-2 bol vyvinuty pomocou pozorovani nazbieranych
v priebehu niekolkych rokov. Je potrebné rovnako zdoraznit, Ze model CHAOS-
2 bol od zaciatku vytvarany ako model dvoch premennych, zatial ¢o my sme
analyzu hlavnych komponent odvodili ako analyzu pre funkciu jednej premenne;j.

Analyza geomagnetickych dét je, ako sa ukazuje, velmi komplexny problém a
pre dalsie hlbsie stidium tychto dit bude potrebné zamysliet sa nad moznostou
reprezentovat geomagnetické ddta ako funkcie dvoch, mozno dokonca az troch,
premennych, zemepisnej Sirky, diiky a pripadne casu. K tomu by vsSak bolo
potrebné rozvintit teériu metédy hlavnych komponent pre ndhodné funkcie s via-
cerymi premennymi. Toto by mohla byt jedna z ciest, ako rozsirit v budicnosti
tuto pracu.

Netreba vsak zabtdaf, Ze analyza hlavnych komponent je neparametrickd
metéda. Aj ked sa ndm s urcitou presnostou podarilo nahradit 60 harmonickych
funkcii modelu CHAOS-2 jednou komponentou a strednou hodnotou, nezaobera-
li sme sa otdzkou, kolko jednoduchych funkcii by bolo potrebnych na explicitné
vyjadrenie komponent, ¢o je otdzka, ktora by najviac zaujimala geofyzikov.
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Obr. 6.9: Trojdimezionalny obrazok strednej hodnoty scitanej s prvou kompo-
nentou zlozky X.
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Zlozka Y

Obr. 6.10: Trojdimezionalny obrazok strednej hodnoty s¢itanej s prvou kompo-
nentou zlozky Y.
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Zlozka Z

Obr. 6.11: Trojdimezionalny obrazok strednej hodnoty s¢itanej s prvou kompo-
nentou zlozky Z.
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Obr. 6.12: Absolitny rozdiel rozvoja pomocou jednej hlavnej komponenty a
rozvoja podla modelu CHAOS-2.
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