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Abstrakt: Technické rezervy predstavuji zavazky pojistovny vici jejim kli-
entiim. V této praci se zaméfime na vypocetni metody rezervy na skody
vzniklé do konce bézného ticetniho obdobi, ale v tomto ucetnim obdobi do-
sud nehlasené. Nejrozsitené€jsi vypocetni metodou této rezervy je metoda
chain-ladder, kterou v této praci detailné popiseme. S vyuzitim poznatkl
v této praci demonstrujeme vypocet rezervy na datech z pojistného trhu.
Ptilohou této prace je také samostatny vypocetni program.
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Abstract: Technical provisions represent the liability of the insurance com-
pany to its clients. In this work we focus on the computational tools of
incurred but not reported claims. The most popular calculation method is
probably the chain-ladder method which will be in detail analyzed in this
thesis. Finally, by applying the theory in this work we will demonstrate the
calculation in the own developed software.
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Kapitola 1
Uvod

Pojisténi je dlouhodoby obchod, pti kterém se pojistné hradi dopredu, béhem
pojistné doby mohou nastat pojistné udalosti a nékteré zavazky z pojistnych
smluv jsou hrazeny dlouho po skonceni pojisténi. Proto je nutné, aby pojis-
tovna vytvarela technické rezervy. Mély by byt zarukou, Ze pojistovna bude
schopna dostat svym zavazkim, které na sebe prevzala uzavienim pojistné
smlouvy.

Podle zdkona ¢. 277/2009 Sb., o pojistovnictvi, je pojistovna anebo zajis-
tovna povinna vytvaret technické rezervy k plnéni zavazkl z poskytované
pojistovaci, popfipadé zajistovaci ¢innosti, které jsou pravdépodobné anebo
jisté, ale nejista je jejich vyska nebo okamzik, ke kterému vzniknou.

Je-li provozovana pojistovaci ¢innost podle jednoho nebo vice pojistnych
odvétvi nezivotnich pojisténi, které jsou vymezeny zakonem, vytvaii pojis-
tovna tyto pojistné-technické rezervy:

e rezervu na nezaslouzené pojistné,
e rezervu na pojistna plnéni,
e rezervu na prémie a slevy,
e vyrovnavaci rezervu!,

e rezervu pojistného nezivotnich pojisténi

e rezervu na splnéni zavazkl z ruceni za zavazky Kancelare podle zakona
upravujiciho pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla,

'Podle provadéci vyhlasky €.434/2009 Sb., se s i¢innosti od 1.1.2010 tvoii vyrovnévaci
rezerva jen pro pojistnd odvétvi B14 a B15 podle zdkona o pojistovnictvi.



e jinou rezervu.

Rezerva na pojistnd plnéni, kterd je co do vyse ze vSech shora zminénych
rezerv zpravidla nejvyznamnéjsi, je urcena ke kryti pojistnych zavazkl z
pojistnych udalosti:

e hlasenych béhem ucetniho obdobi, ale v tomto tcetnim obdobi dosud

nezlikvidovanych (v praxi oznacovana jako RBNS - z angl. Reported
But Not Settled)

e nastalych béhem tucetniho obdobi, ale v tomto Gc¢etnim obdobi dosud
nenahlasenych (v praxi oznacovana jako IBNR - z angl. Incurred But
Not Reported)

Rezerva RBNS se urci jako soucet jednotlivych odhada hlasenych pojistnych
udéalosti k rozvahovému dni provedenych pojistnym likvidatorem. Odhad re-
zervy IBNR uz z jeji podstaty nelze stanovovat konkrétné k jednotlivym
skodam, protoze o téchto skodach k rozvahovému dni neni nic zndmo. Proto
se tato rezerva stanovuje souhrnné za vsechny ocekavané skody. K odhadu
pojistnych plnéni z dosud nehlasenych pojistnych udalosti je tieba uzit ma-
tematickych metod? vychéazejicich ze zkuSenosti s vyvojem skod v daném
odvétvi v minulosti. Prislusné vypocetni metody vSak nelze pouzivat me-
chanicky, pro spravné stanoveni vyse rezerv je tieba dobré znalosti provozu
pojistovny (napiiklad postupu pii likvidaci 8kod) a v tvahu je tfeba brat i
vnéjsi vlivy (inflace, legislativni zmény atd.).

Data potiebna k vypoctu rezervy IBNR na zékladé minulého skodniho vy-
voje se Casto prezentuji ve formé vyvojovych trojihelnikt (angl. run-off tri-
angle). Jedna se o schéma, v némz hodnoty v jednom fadku jsou vztazeny
k jednomu referenénimu obdobi (nejc¢astéji jeden rok), data uvedend v jed-
nom sloupci pak maji spolecny tdaj o zpozdéni v tthradé anebo hlaseni. V
kumulativnim trojihelniku je vstupem hodnota vztahujici se ke skodam zlik-
vidovanych nebo nahlasenych do urcité doby od vzniku. Jednotkou casu, ve
kterém je zpozdéni udavano, je nejcastéji jeden rok nebo ¢tvrtleti. Hovoiime
pak o roc¢nich nebo ¢tvrtletnich kumulativnich trojihelnicich.

Uvazujme kumulativni trojthelnik na obr. 1.1. Pokud X,;,t < n, ozna-
¢uje celkovy thrn $kod, které vznikly v roce i (rok vniku) a byly vyplaceny
do konce roku i + ¢ (vyvojovy rok), hovofime o kumulativnim trojihelniku

Znapi. Mandl P., Mazurova L. (1994)
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Obrazek 1.1: Trojuhelnikové schéma

pojistného plnéni (angl. paid triangle). Pokud hodnota X;;,¢ < n, ozna-
¢uje celkovy thrn skod vzniklych v roce ¢ a hldSenych pojisfovné do konce
roku ¢ + ¢, hovorime o kumulativnim trojahelniku celkového skodniho za-
vazku (angl. incurred triangle). Aktudlni Gi¢etni rok je tvofen hodnotami na
nejdelsi znamé diagonale X ,1_;, kde ¢ = 1, ..., n. Metody, které budou v
nasledujicich kapitolach popsany, slouzi k doplnéni trojuhelniku na obr. 1.1
na c¢tverec, tedy k nalezeni odhadt X ,,.

V prvni casti této prace predstavime metodu chain-ladder, kterd je jed-
nou z nejpouzivanéjsich metod vypoctu IBNR. Ve druhé casti se sezna-
mime s pomérné novou metodou mnichovsky chain-ladder, kterou lze za
urcitych podminek chapat jako zpfesnéni predchozi metody. U obou metod
zavedeme predpoklady a demonstrujeme vypocet bodového odhadu rezervy
IBNR, smérodatné odchylky tohoto odhadu a bezpecnostni ptrirazky na dané
hladiné spolehlivosti. Veskeré vypocty pochazi ze samostatné vytvoreného
vypocetniho programu, ktery je prilohou této prace.



Kapitola
Metoda chain-ladder

2.1 Znaceni a zakladni predpoklady

Necht n € N znaci pocet roki vzniku pojistnych udalosti a 7' = {1,...m},
m € N a m = n, poCet vyvojovych roki. Pro i,t = 1,...,n oznacme
nahodnou veli¢inu X; ; jako thrn $kod vzniklych v roce ¢, vyplacenych anebo
nahlésenych do konce roku ¢ +¢. Hodnoty X;; jsou zndamé prot <n+1—1
a predikované pro ¢t > n + 1 — i. Zakladni tlohou metody chain-ladder je
odhadnout konecné piedpovédi X, ,, a vysi skodni rezervy

Ri = Xz',n - Xi,n—l—l—i

pro jednotlivé roky vzniku i = 2, ..., n. Predpokladejme, Ze existuji vyvojové
faktory fi,..., fn_1 > 0 takové, ze
E (Xi,t—i-l‘Xi,l .. -Xi,t) = Xi,t.ft; 1 S 1 S n, 1 S t S n — 1, (21)

pak mtzeme f; odhadnout jako vazeny priamér

Zz 1 ztfzt

ZTL tX,Lt ?

f’ o Xi,t+1
7t - v

7 Xi7t 9

znaci individualni vyvojové faktory. Konecné predikce X, odhadneme vy-
razem

fi= 1<t<n-1,

kde
1<i<n,1<t<n—1,

n—1
Xi,n = Agjn+l—i | | fj

j=n+1—1



a Skodni rezervu R; vyrazem
n—1
Ri= X | ] fi-1)
j=n+1—i

Protoze metoda chain-ladder neuvazuje zadnou zavislost mezi jednotlivymi
Skodnimi roky, mtzeme navic predpokladat, ze ndhodné veli¢iny X, ; v rtz-
nych letech vzniku, tj.

{XZ,1;7XZ,H}7{X],177X],n}v Z#] (22)

jsou nezavislé. V praxi mtize byt nékdy tento predpoklad jistymi sezénnimi
vlivy porusen, napiiklad zménou metodiky rezervovani.

Nasledujici véta dokazuje, ze 2.1 a 2.2 jsou implicitni pfedpoklady metody
chain-ladder:

Véta 2.1 Oznacme D = {X;,|t <n+1—1i} jako mnoZinu vsech dosud po-
zorovanych dat. Pak z 2.1 a 2.2 vyplyva

E(Xin|D) = Xinv1-ifns1—i- - fa1.
Diikaz: Pro jednoduchost zavedme znaceni

Ei (Xin) = E(Xinl Xig - Xini1-4)
7 2.1 a opakované aplikace 2.2 pak vyplyva

E(XinD) = Ei(Xin)
EZ( ( ln‘Xll Xi,n—l))
= Ez( in—1fn— 1)
E% (in 1) fn 1
d.

I
&
=

- ( zn+1—z) fn—i—l Q- -fn—l
= Xint1-ifot1-i--- o1 (2.3)



Tato véta dokazuje, ze odhad )A(m = Xint1—ifnt1—i - - fn1 je ekvivalentni
s vyrazem E (X, ,| D), ktery pfedstavuje nejlepsi odhad kone¢nych skod X ,,
na zakladé pozorovani D. Pomoci nasledujici véty dokazeme, ze odhady
fri1—i--- fa_1 faktori f, 1_;... fn_1 jsou nestranné a nekorelované.

Veéta 2.2 Za platnosti 2.1 a 2.2 jsou odhady ft, 1<t<n-—1, nestranne a
nekorelované.

Dikaz: Necht
B, ={Xjjlj<tii+j<n+1}, 1<t<n.
Pak z 2.1 dostavame

E(Xit11|Bt) = B (X1 Xin, -, Xit) = Xisfe.

S vyuzitim 2.2 mtizeme psat

- E (Zf_f (Xit41|By))
E(ft|Bt> = (Zn tX )
Zn tE( zt+1’Bt)
Zn tht
Zn thtft -
S tX =, (2.4)

z ¢ehoz diky vztahu

B(7)=B(E(fIB))=fi 1<t<n-1,

vyplyva nestrannost odhadu ﬁ Pro s < t dostavame nekorelovanost

E(fh) = B(B(LAB))
s (12 (1)

= B(L) £

E()E(ft> (2.5)

s

10



Shora uvedeny dikaz miZeme jednoduse rozsirit na soucin libovolnych po
dvou disjunktnich f;, tj,

E (ﬁlﬂ_i...ﬁl_l) S

z ¢ehoz mimo jiné vyplyva, ze )A(m = i7n+1_iﬁl+1_i .. ﬁ_l je nestrannym
odhadem E (Xz’n|D) = Xi,n+1—ifn+1—z' ce fn—l- Stejné tak jako Rz = Xi,n -
Xin+1—i je nestrannym odhadem rezervy R; = X,;,, — X nt1-i.

2.2 Vypocet stfedni kvadratické chyby

Stiredni kvadratickou chybu mse <)A(m> odhadu )A(m definujme jako

o~ —~ 2
mse (Xm> . ((Xm _ Xn> \D) ,

kde D = {X |t <n+ 1 —i} zna¢i mnozinu dosud pozorovanych hodnot re-

~ ~ 2
zervy. Pokud bychom pouzili nepodminény vyraz mse <Xm> =E ((Xm — Xm) )

~ 2 N 2
dostaneme vztah E <(Xi,n — X,-m) ) =E (E ((Xm — Xm> |D>), kte-

rym ur¢ime kvadratickou odchylku vsech dat, tj. jak predikce tak i jiz po-
zorovanych hodnot. V praxi néas spiSe bude zajimat jen kvadratickd chyba
zpusobend ndhodnym vyvojem rezervy v budoucnu, proto budeme pouzi-

~ 2
vat E ((Xm — Xm) |D), ¢imz eliminujeme vliv jiz dosud pozorovanych

hodnot rezervy.

Mizeme snadno nahlédnout, ze plati

wse () =B (R~ £,) 1) =B ( (%1~ %00) D) = mse (%,

Dale vime, 7e E (X —a)® = Var(X) + (E(X) — a)’. Diky tomu miZeme
vzorec pro stfedni kvadratickou chybu

~ ~ 2
mse (X,,) = Var (X;| D) + (B (XialD) — Xi,0)

11



rozepsat jako soucet rozptylu stochastického procesu (process error) a chybu
odhadu (estimation error).

Abychom mohli pokracovat, potfebujeme vzorec pro vypocet rozptylu X, .
Vzhledem k tomu, ze ﬁ je vazenym prumeérem individualnich vyvojovych
faktori fi; = Xi41/Xip,1 <t < n—1, s vdhami X;,;, napadne nés, Ze
Var (X;¢+1|Xi1, ..., X;t) by mél byt v proporci s méfitkem objemu. Mack
(1993) navrhl odhad

Var (Xi,t+1|Xi,1a Ce 7Xz',t) = Xi’taf, 1 S 7 S n, 1 S t S n — 1, (26)

kde 02,1 <t <n —1 je nezndmy parametr. Vztah 2.6 je tfetim predpokla-
dem, ktery je v metodé chain-ladder implicitné obsazZen. Stejnym zpiisobem
jako u f; se da dokézat, ze

n—t
R 1 2
Oz?:szi,t<fi,t_ft)7 1<t<n-2
i=1

je nestrannym odhadem 02,1 <t <n —2a f;; = X;;41/X;; Chybi ndm
vsak odhad pro o,_;. Je-li vyvoj skod jiz ukoncen, t;. fn_l = 1, mizeme
polozit 6,1 = 0. Pokud vyvoj skod jesté ukoncen neni, rozsitime posloup-
nost 61, ...,0,_3,0,_2 0 jeden ¢len. Pro jednoduchost miizeme zvolit takovy,
ktery, za predpokladu ze o,,_3 > 0,_o, spliiuje

&n—Z a—n—l .
Tuto podminku pak spliuje odhad

o
2 o . n—2 . <A2 ~2 )
0,_1=mMin | ——,min (0, 3,0, 5) |-
05 3

Nyni jsme jiz schopni vyslovit dokazat hlavni vétu:

Véta 2.3 Za platnosti 2.1, 2.2 a 2.6 stredni kvadratickou chybu mse <R1>

odhadneme jako

IR i { ER L P
t=n—+1—1 ft2 Xi,t Zj:l Xj,t

kde )/(\'i,t = Xl-mﬂ,ij?nﬂ,i . J?t,l,t > n+1—1, jsou odhady budoucich hodnot
rezervy s pocdtecni podminkou X, py1—i = Xinp1-i-

12



Diikaz: Pro jednoduchost opét zavedeme znaceni
Ei (Xin) = E(Xinl Xig - Xini1-4)
Vari (Xz,n) = Var (Xi,n|Xi,1 PN Xi,n—i—l—i) .

a zacneme jiz zminénym vztahem
~ ~ ~\2
mse <RZ-> = mse (Xm> = Var (X;|D) + (E (X D) — Xn> . (2.8)
Opakovanou aplikaci 2.1 a 2.6 na Var (X, ,|D) dostavame

Var (X;,|D) = Var;(X,,)
= B (Var (X, | Xi1 .. Xino1)) +
+Var; (E (X, Xi1 ... Xin-1))
= E(Xin-1)on  + Var (Xin1) fr
= E; (Xin2) fa20s 1 +Ei (Xin ) oo f2 4
+Var (Xip2) fr_ofi
= atd.
n—1
= Xint1-i Z Jotizioo foor0f fo - iy, (2.9)
t=nt1—i

protoze Var; (X;,+1-;) = 0. S vyuzitim véty 2.1 aplikované na druhou ¢ast
2.8 dostaneme

(BGGAD) ~ Xin) = X (onrcse o fus — Fanrcse Tt ) (210)

Pii samotném numerickém vypoctu hledame odhady pro oba dva cleny
vztahu 2.8. V rovnici 2.9 jednoduse nahradime f; a o? odhady f; a o7

Var (X, ,| D) odhadneme tedy jako

n—1
T N ) )

t=n+41—1
Vyuzijeme toho, ze )A(m = i,n+1_ifn+1_i - fn_l a vhodnym roznasobenim
nam vyjde vztah
n—1 2
x Y e
’ t=n+1—1 Xi,tftQ

13



Avsak na druhy ¢élen 2.10 odhadu mse (R) tento pristup nelze aplikovat,

protoze vysledek by byl 0. PouZijeme proto jiny postup. Zavedme proménnou
F' definovaou jako

F = fnJrlfi---fnfl_fnJrlfi---fnfl
= Supiito 4 Sua (2.11)

kde
Si = Fuvicio Jes (o= F2) frn oo .

a proto

F?2 = (Spp1i4 ...+ S,1)

n—1
= > SP+2) S8 (2.12)

t=n+1—i s<t
Nyni S? nahradime E (S?|B;) a S5y, s < t, nahradime vyrazem E (5,5;|B;).
Jinymi slovy, aproximujeme hodnoty S? a S,S; primérem pres vSechna X; ;,
kde jiz dosud pozorovana data jsou fixovana. Protoze E ( fi — ]/C;|Bt) =0 (viz

dikaz véty 2.2), ihned mizeme nahlédnout, ze pro s < ¢ plati E (SsS;|B:) =
0. S ohledem na 2.6 odvodime

E((ft—ﬁ>2|3t) - Var<ﬁ|Bt)
Zn tvar( X 41| By)

(55 %0)

2
0y

- i 2.13)
a dostavame R
E (SZIBt) _ i - ft 1Utft+1
Zévérem nahradime proménnou F? = 3" nl i Stvirazem 300 (St2|Bt).

ProtoZe viechny séitance jsou kladné, mtizeme nyni parametry f; a o2 na-
hradit nestrannymi odhady f; a 7. Odhadneme tedy F? = (fpi1-i- .- fu_1-

14



frt1-i - fao1)? jako

n—1
ntl—i - ft 1Utft+1
(g

t=n+1—1
n—1 0_752
) 2 ft
fnJrlf’i s n—1 Z ~—n—t v (214)
t=n+1—1 Z X

¢imz dostavame odhad, ktery jsme uvedli na pocatku véty 2.3.
O

Kromé vypoctu kvadratické chyby jednotlivych rokt vzniku pojistnych uda-
losti nas také mize zajimat kvadraticka chyba celkové skodni rezervy R =
Ry + ...+ R,. V tomto pripadé nemtizeme jednoduse secist jednotlivé od-

hady mse <RZ>, 2 < i < n, protoze s¢itance jsou diky spole¢nym odhadim

ft a o2 korelované.

Véta 2.4 Oznacme opét D = {X;4|t <n+1—1i} jako mnoZinu aZ do-
sud pozorovanych dat. Za platnosti vety 2.3 odhadneme stredni kvadratickou
chybu celkové skodni rezervy R = Ry + ...+ R, jako

)
20}

n n n—1
~ —~ ~ ~ 72
i=2 j=i+1 t=nt1—i Lok=1 < k;t

(2.15)

Diikaz: Vyuzijeme vztahu E (X — a)® = Var (X) + (E (X) — a)® a mse (ﬁ)
rozepiseme jako

n n n 2
e(Zfi) = E ( R; — Ri> D
=2 1=2 =2



7 nezavislosti jednotlivych roki vzniku pojistnych udalosti dale vyplyva, ze

Var (i Xi,n|D) = Xn: Var (X;.,|D)
=2 =2

Odhady pro tyto sc¢itance jsme jiz odvodili v diikazu véty 2.3. Dale pak

) £ - (Een )

=2

-y (E (X D) — )?n> (E (X;|D) —
i,J

= > Xiny1-iXjnniFiF;,
i,J

kde R R
Fi= fovimio foo1— fov1—i o foet

Mizeme tedy psat
mse <§z> = Var (Xz,n|D) + (Xi,n+1—iﬂ)2
a vyuzitim vztahu 2.10 odvodime vztah
mse (Z E) = Z mse </R\l> + Z 2Xi,n+17in,n+1finiF1j-
i=2 i=2 2<i<j<n

Aplikaci analogického postupu jako v ditkazu véty 2.3 na F? dostaneme pro
FiF;, 1 < j vyjadieni

-1 -~ -~ -~ “> 5
nz: fn—i—l—z’-"ft—lfr%Jrlfi‘"ft2710-t2ft2+1"'f371
n—t ?
t=n+1—1 ijl Xj’t

¢imz dostavame odhad pro druhy ¢len rovnice 2.16.
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2.2.1 Rekurzivni vypocet stFfedni kvadratické chyby

V predchozi kapitole jsme odvodili rovnici pro vypocet stfedni kvadratické
chyby. V této kapitole demonstrujeme jednoduchy rekurzivni postup, ktery
vychézi z publikace T. Macka (1999). Tento algoritmus vypocet kvadratické
odchylky zna¢né urychluje. Jak ukazeme v zavéru, vyhodou tohoto pristupu
také je, ze umoznuje zahrnout tzv. tail faktor v pfipadeé, ze vyvoj skod neni
jesté ukoncen.

V predchazejici kapitole jsme odvodili vztah

mse <7~2\Z) = )?12 "Zi Utz ( ! > 1tX ) . (2.18)

t=n+1— zft

Ze vztahu 2.6 vime, ze Var (X, ;41|Xi1,..., Xis) = X072, 1 <i<n, 1 <
t <n — 1. Lehce nahlédneme, Ze
Var (Xi,t+1|Xi,17 cee 7Xi,t) = Xi,tUtZ

Var (Xi,tfi7t|Xi,1> X t) = X th

Var (fiol Xip, ..o, Xip) = (2.19)

a protoze Var (f;:) = E (fiz — f1)* — (Efis — f1)? = E(fix — f:)* dostévame

vyraz
2

o
%, = B = fff =mse(fi),
ktery dosadime do shora uvedené rovnice. V 2.13 jsme odvodili
Uf . Zn tvar( Xji+1)
Zn tX B <Zn tX >
= Var ( ft>

)
— mse (ﬁ) . (2.20)

Nyni jiz mtizeme rovnici pro mse < > prepsat jako
n—

L o2 (1 1
mse(R) Zr: f( ZntX )
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R n=1 mse(f;;) + mse (ﬁ)
_ 2 '
_ X,,nt Zl | B , (2.21)
=n+1—1

kterou muzeme rekurzivné zapsat jako
mse <)A(i,t+1> = )?ft <mse (fit) + mse <ﬁ>> -+ mse <)A(,t> ﬁ (2.22)

s pocatecni podminkou mse <)?i,n+1,i) = 0. Toto vyjadreni, které je ekviva-

lentni s 2.18, je velmi intuitivni: pomoci mse (f;;) odhadneme stfedni kva-
dratickou chybu Var (fi;) = E (fis — f;)?, tj. stiedni kvadratickou odchylku

individualnich faktort f; od skute¢nych f;, zatimco pomoci mse ( ft> urc¢ime

~ ~ 2 ~
Var ( ft> =E < fi — ft> , tj. stfedni kvadratickou odchylku odhadovanych f;
od skute¢nych f;.

2.2.2 Implementace tail faktoru

Pro nékteré skupiny pojisténi je obvyklé, Ze doba od vzniku do nahlaseni
pojistné udalosti piesdhne rozmér trojuhelnikového schématu, tj. ze vyvoj
Skod jesté neni po n letech ukoncéen. V takovém piipadé je tfeba odhad X,
opravit na kone¢ny odhad )A(wo

V predchozich kapitolach jsme )?m definovali jako

~

Xi,n = Xim—i-l—ifn—i—l—i cee fn—l-

Neni-li vyvoj skod po n letech jesté ukoncen, pojistny matematik urci ex-
pertnim odhadem tzv. tail faktor f,, > 1. Pak plati, ze

~

)?i,oo = )?i,nfoo-

Nyni mtizeme rekurzivni formuli 2.22 bez problému rozsitit a implementovat
tail faktor:

mse <)A(mo> = )A(ft (mse (fico) + mse (J?OO)> -+ mse ()?”> ﬁfo (2.23)

Pojistny matematik odhadujici vysi tail faktoru f., by mél byt také schopny
ur¢it mse (foo), tj. jak moc se bude f lisit od fwo, a mse (f; ), tj. jak moc

se budou v primeéru lisit individualni faktory f; » od fAOO.
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2.3 Prakticka ukazka

V této kapitole demonstrujeme vypocet skodni rezervy metodou chain-ladder.
Uvazujme kumulativni trojuhelnik vyplaceného plnéni tirazového pojisténi:

=l N s W ka e

1

15 540
31996
42414
52 260
54 256
59741
56 950

2 3 4 5 L] 7

33141 41913 45030 45342 45423 45423
64291 77364 80353 82403 82523

83793 92300 102822 103 723

05 838 120343 128100

114 339 136 340
132301

Obrazek 2.1: Kumulativni trojihelnik vyplaceného plnéni

Spocitame odhady vyvojovych faktort ﬁ,t =1,...,6, pomoci kterych do-
plnime trojihelnik na obrazku 2.1. na ¢tverec:

1

f{t) 2,042

=l M N s W R e

1

15 840
31996
42414
52 260
54 236
59 741
56950

2 3 4 3 L
1,1%% 1,072 1,014 1,002 1,000

Obrazek 2.2: Odhady vyvojovych faktori

2 3 4 5 7] 7

33141 41913 45030 45342 45423 45423
64291 77364 BO353 B2403 82523 82523
83799 592300 102322 103723 103386 103 38b
85838 120343 128100 129932 130136 130136
114339 136840 146672 148769 149003 149003
132301 158616 1700132 172444 172715 172715
116275 139402 149418 151555 151793 151793

Obrazek 2.3: Projekce trojuhelniku vyplaceného plnéni
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Déle vypocitame odhady rozptylu 62,¢t = 1,. .., 6. Protoze vyvoj skod v ase
byl jiz ukonéen, tj. f¢ = 1, miZeme posledni odhad &2 stanovit jako 0:

1 2 3
sigmait)~2 So07 289 71 8 0

Obrazek 2.4: Odhady rozptylu

Aplikaci teorie popsané v predchézejici kapitole dostavame nasledujici vy-
sledky:

Rok Koneind Hodnota
vzniku predikce Diagondla rezervy mse mseh0,5 mse %

1 45 423 45 423 0 269 16 C%
2 82523 82523 o 566 718 753 0%
3 103 886 103 723 163 4 879 285 2200 1353%
4 130136 128 100 2036 22884516 4 7Ed 235%
5 149003 136 840 12163 47 645925 6903 57%
B 172715 132 301 40414 583309 278 7 636 193
# 151793 56 850 04 343 139 234 604 11 802 12%

149620 337 3958 064 18 368 12%

Obrazek 2.5: Vypocet mse - Vysledky

Vysoké hodnoty mse pro tieti a ¢tvrty rok jsou dany tim, zZe rezerva pro
tyto roky je pomérné nizka v porovnani s ostatnimi roky vzniku. Pokud se
podlvame na sekvenci R7, .. R5 tak plati, ze R, i Je vétEi nez R i /4, zatimco
R4 je mensi nez R5 /6 a Rg je dokonce mensi nez R4 /20. Tento fakt je dobte
vyjadfen vysokymi smérodatnymi odchylkami 235% a 1353%.

Protoze skodni rezerva je souctem mnoha ndhodnych pojistnych udalosti,
mtzeme pfedpokladat jeji normalitu. Za platnosti tohoto pfedpokladu a

~

pii znalosti stfedni kvadratické chyby celé rezervy mse (R) vypocitame

skodn{ rezervu na hladiné spolehlivosti a jako R + \/mse (fi)u(l —a),

kde u (1 — «) znaéi piislusny kvantil normélniho rozdéleni. V naSem pii-
padé napiiklad dostdvame na hladiné spolehlivosti 95% odhad skodni re-
zervy 149620 + 18368 x 1,6444 = 179833 a odhad bezpecnostni prirazky
179833 — 149620 = 30213.
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Kapitola 3

Metoda mnichovsky
chain-ladder

Pojistovna obvykle disponuje obéma druhy vyvojovych trojihelniki, tj. troj-
uhelniky pojistného plnéni a trojihelniky nastalych skod, ze kterych je na
zékladé kvalifikovaného odhadu pojistného matematika kalkulovana vyse
IBNR rezervy. Po dostate¢né dlouhém obdobi skodniho vyvoje objem pozdé
dohlasovanych pojistnych udalosti klesa a rezerva RBNS je postupné cer-
pana na vyplaty pojistného plnéni. Po skonc¢eni skodniho vyvoje jsou vsechny
pojistné udalosti zlikvidovany a rezerva RBNS je rozpusténa. Pomeér jiz vy-
placenych pojistnych udalosti a celkového skodnim zavazku by mél tedy v
Case konvergovat ke 100% a konecnd predikce vyplaceného plnéni by se méla
rovnat konecné predikci celkového skodniho zavazku.

Nicméné v praxi se ukazuje, ze dva nezavislé vypocty z obou trojuhelniki
casto vedou k dosti odlisSnym vysledkiim. Navic hodnota konecné predikce
celkového vyplaceného plnéni miize byt v jednom roce vzniku vyssi nez pre-
dikce celkového zavazku, zatimco v jiném roce vzniku nizsi.

Pojistni matematici Gerhard Quarg a Thomas Mack z mnichovské zajistovny
Munic Re se timto problémem intenzivné zabyvali a v roce 2004 navrhli mo-
difikaci dosud nejrozsitenéjsi vypocetni metody chain-ladder, ktera shora
zminény problém zcela eliminuje. Tuto vypocetni metodu nazvali mnichov-
sky chain-ladder a v nasledujici kapitole se s ni podrobné seznamime.

V prvni ¢asti odvodime systematickou limitaci metody chain-ladder apliko-
vané samostatné na oba typy vyvojovych trojuhelniki. V dalsich c¢astech
navrhneme postup na odstranéni této limitace, formulujeme predpoklady
metody mnichovsky chain-ladder a na zavér demonstrujeme vypocet na re-
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alnych datech. Vzhledem k relativné kratké dobé od publikace této metody
a nedostatku dalsich naslednych odbornych publikaci na toto téma, budeme
prevazné vychazet z materidlu Quarg, Mack (1993), véetné pouzitého zna-
¢eni.

3.1 Uvod

3.1.1 (P/I) problém standardni metody chain-ladder

Uvazujme dva vyvojové trojihelniky na obr. 1.1. Pro ¢, = 1,2 ...n oznacme
Py a I;; jako uhrn vyplacenych a nastalych skod nalezici skodnimu roku ¢
a vyvojovému roku t. Aktualni ucetni rok je tvoren diagonalou n + 1 —1i a
tedy hodnoty P;; a I;; jsouprol <t <n-+1—izndméapron+1—1i<
t < n predikované. Dale zavedme podil (P/I),, jiz zaplacenych $kod na
vysi celkového zavazku nélezici skodnimu roku ia vyvojovému roku t pro
i,t=1,2...n,tj.

Py

it

(P/1);, = (3.1)

Primérny pomeér (P/I), v§vojového roku ¢ dale definujme jako

I t Z;'L:I Ij,t

Standardni vyvojové faktory metody chain ladder budeme pro
t=1,2...n—1 znacit jako

P_ Zn tP 41 0 Z;:f G+l

1 — fi = — . (3.3)
t Z Dy P : Zj:f Ij,t
Pro hodnoty predikované metodou chain ladder dale plati
Py = Pioff (3.4)
a stejné tak i
L = I f}. (3.5)
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Pro dalsi tivahy si vyvojové koeficienty prevedeme na vhodnéjsi tvar. Pro
faktory vyplaceného plnéni plati, ze

ftPZPj,t:ftP (Zpt+ Z P,)
J=1 Jj=n—t+1

coz mizeme pomoci vztahu 3.3 a aplikaci 3.4 na zbytky sloupct ¢,¢ + 1
rozepsat jako

n n— tP n

j=n—t+1

- Zz g EJHZ LoDt s

= ZPyt+1+ Z Pji1

j=n—t+1

= Z Pjsi1. (3.6)

Zg =n—t+1 Pjat j=n—t+1

Pomoci této rovnice mizeme faktory vyplaceného plnéni, resp. celkového
zavazku, prepsat do tvaru

P > i1 P o = > i1 L (3.7)
! Z?:l P ! Z?:l Ij,t ’ '

kde jsou vSechny sumy indexovany od 1 do n. Pro predikce (P/I) poméru
plati

P Py  Poaiff .. fP
<_> = b Dl Insl <t <n
7,0

o I I
1 I@t Ii,n+1—i ntl—ic - fnfl

)

dosadime-li do tohoto vztahu odvozeni 3.7 vyjde nam

P't
P J 1°7
F)z',t B i,n+1— ’LZ ]n+_1 ; (3 8)
Ly 1. i= 1[Jt '
t,n+1— ZZ Tint1—i

Po finélni Gpravé dostaneme pro t > n + 1 — ¢ rovnici
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(P/I)z,t o (P/I)'L,n+lfz (3 9)

P/, (P/1)yi1
Vidime, Ze pomér dat na diagonéle (P/I), ., ; a jejich priméru (P/I), ., ,
je shodny s pomérem predikei (P/I);, a jejich primérem (P/I),. Jinymi
slovy, je-li pro né&jaky rok vzniku i = 1,2,...,n aktudlni pomeér (P/I),, .,
podprimérny, bude i vysledna piedpovéd (P/I); , podpriimérnd. Disledkem
toho vznikaji nekonzistence v jednotlivych kone¢nych predikcich, coz vede k
systematické limitaci standardni metody chain-ladder aplikované nezavisle
na oba typy trojuhelnik.

110% : .
|:-_-J ]
< <
0%
= BO% =
E o?
=]
(=1
= 0%
60% e -
»  Zname hodnoty P/l pomend
' PredikceP/| pomérd
50% LA —
= ErUmer
40%
| a | 2 3 4 5 6 7 8
Vvojovy rok

Obrézek 3.1: P/I trojuhelnik predikci

Shora zminény problém graficky znazornuje obrazek 3.1. Na ose = jsou zob-
razeny jednotlivé vivojové roky ¢ a na ose y (P/I);, poméry. Modie jsou vy-
znaceny zndmé hodnoty (P/I);,, ervené hodnoty predikei spocitané dvoj
aplikaci metody chain-ladder na oba trojuhelniky. Graf jasné indikuje, ze
kone¢né piedpovédi (P/1), ,, fluktuuji mezi 80% a 110%. Jak jsme uvedli v
uvodu této kapitoly, v praxi bychom spiSe ocekavali, ze po urc¢ité dobé vyvoje
bude thrn vyplaceného plnéni priblizné roven tthrnu celkového zavazku, tj.
ze (P/I),, budou konvergovat ke 100%.

1;7
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3.1.2 Korelace mezi trojahelniky

Pti detailnéjsi analyze objevime mezi faktory vyplaceného plnéni, resp. hla-
Senych 8kod, a (P/I) poméry jistou formu korelace, jejiz nezahrnuti do vy-
poctu zpiisobuje vétsinou neprijatelné vysledky kalkulace IBNR. Néasledujici
obrazek znazornuje zavislost faktori vyplaceného plnéni tirazového pojisténi
z vyvojového roku 1 do vyvojového roku 2, tj. zavislost 1{31 = Z’i, na pii-

slusnych (P/1), ;.

4
g 35 o
= s
.T'D_ 4 ____H__D'——-___ (&) o 8
8 2 RIS 1 R O .
Lieei Oh_____—e-
% O O _____——Q__@_
= 2 < o @ ©
8
= 15
L
=
= 05
158,0% 20,0% 285, 0% 30,0% 35,0% 40, 0%
P/l poméry

Obréazek 3.2: Zavislost vyvojovych faktort na pfislusnych P/I pomérech

Obrazek 3.2 potvrzuje zretelny klesajici trend s korelaci -73%. Na obrazku
3.3 je zobrazena zavislost koeficientt hlasenych skod z vyvojového roku 1
do vyvojového roku 2, tj. fi{1 = Ilzﬁ, na piislusnych (P/I),,. Z grafu je
vidét rostouci trend s korelaci 21%. Z pozorovanych hodnot vyplyva, ze
podprimérny pomér (P/I);; byl nasledovan bud nadpriimérnym faktorem
ffl trojuhelniku vyplacenych skod anebo podprimérnym faktorem flI 1 troj-
thelniku nastalych skod. Jestlize byl (P/I), ; nadpriimeérny, nastala opacna
situace. Standardni metoda chain-ladder tuto korelaci ve vypoctu nijak ne-
zohlednuje.

Toto zjisténi nés prirozenou cestou dovede k formulovani zédkladni myslenky
metody mnichovsky chain-ladder: V zavislosti na poslednim zndmém po-

méru (P/I),; upravime nasledné vyvojové faktory. Je-li (P/I); ; podpri-

Z?] 1’7
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mérny (nadprimérny), navysime (ponizime) fJP nebo ponizime (navysime)
f]I . To lze analogicky formulovat tak, ze pfi dosud nizké trovni zlikvido-
vanych skod (podprimérny (P/1); j) lze v budoucnu ocekavat, ze dojde k
jejimu zrychleni (vyssi f nebo nizsi f/). Naproti tomu pii vysoké trovni
likvidace pojistnych udélosti (nadpriimérny (P/I), ;) 1ze ocekdvat mensi na-
rust pro dalsi obdobi (nizsi f]P nebo vyssi fj[ ).

16
R 15 O
7 o
2 0 e
B 14 oD o
s o o "
S o OO © o e
g~ i _{D_____———O Z
5 L 9]

P Q

E 2 a o o 0 @ g
: o o
T 14 o O
= @]

1.0

15,0% 20,0% 25.0% 30,0% 35,0% 40,0%
Fil pomery

Obrazek 3.3: Zavislost vyvojovych faktort na pfislusnych P/I pomérech

3.1.3 Modelovani zavislosti

V nékterych specifickych ptfipadech neni pro méfeni zavislosti mezi koefi-
cienty vyplaceného plnéni a (P/[ )Z ; pomeéry linedrni model vhodny. Tato
situace nastava, jsou-li faktory rozptylené. Obrazek 3.4 zobrazuje zavislost
faktort f/; ndmoiniho pojisténi na ptislusnych (P/I),,. V praxi jsou hod-
noty koeficientd v drtivé vétsiné vyssi nez 1, hodnoty mensi nez 1 jsou nety-
pické a hodnoty mensi nez 0 jsou neptipustné. Proto by bylo pouziti linearni
regrese v tomto piipadé nevhodné, ale jako vhodnéjsi se jevi zvolit hyper-
bolicky regresni model. Jak se pise v Quarg, Mack (1993), k vyfeSeni tohoto
problému staci ptejit od (P/I) k pfevracenym hodnotam, tj. k (I/P).
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Pii pfechodu od (P/I) k (I/P) byla hyperbolickd regrese transformovana
na regresi linearni. Navic, po aplikaci na nerozptylené vyplacené faktory
zustala linearita zachovéana i po transformaci. Proto v pfipadé faktort vy-
placeného plnéni je vyhodnéjsi predpokladat linedrni zavislost na pomérech
(I/P). Naproti tomu u koeficientt hldsenych skod ziistaneme u ptivodniho
predpokladu, ze vyvojové faktory jsou linearné zavislé na (P/I).

:5 g
£ o
g @
g 00
=
Z 4 5
i | o8
= O
z 0 (@] o O
Z 00, © <% g” © O
20 e} o
b
25.0% 27.0% 29,0% 31,0% 33.0% 35.0% 37.0% 38,0%
P/l poméry

Obrézek 3.4: Zavislost vyvojovych faktort na ptislusnych P /I pomérech

3.1.4 Prechod k rezidualnim hodnotam

A7 doposud jsme zkoumali zavislost mezi jednotlivymi faktory pouze v ramci
jednoho vyvojového roku. Pti hlubsi tivaze nas ale napadne, Ze je-li napi.
néjaky vyvojovy faktor podprimérny, mél by byt modifikovan nejen fak-
tor primo nasledujici, ale vSechny néasledujici faktory prislusejici danému
roku vzniku. Pii vypoctu linearni regrese pro jednotlivé vyvojové roky sa-
mostatné narazime na problém s podkladovymi daty. Vypocet sklonu re-
gresni primky je casto velmi nestaly, uvazujeme-li jen nekolik rokt vzniku.
Tento problém c¢asto nastava u poslednich vyvojovych rokt, kde jiz mame
malo znamych hodnot. Dulezitym krokem k odstranéni tohoto problému je
uvazovat vsechny vyvojové faktory dohromady. K tomu, abychom mohli s

27



vyvojovymi koeficienty nadale pracovat jako s celkem, je potfeba je vhodné
normovat. Toho dosdhneme pfejdeme-li od vyvojovych faktort k jejich rezi-
dudlnim hodnotam. Tento postup bude detailné popsan v nasledujici kapi-
tole.

=]
= L5
e
o
g . @
3 ; &
£ i 2 -
= et
i _—
5 05 —
2 -
LT o
B = _,.-""-)'
= E by
o -
3 2 1.5 1 ;;I.,S"Jr ¢ 0.5 1 15 2
5 - 0,5
= 22 %
= —
= s
m b =
= o 15

-2

I/P rezidua

Obrézek 3.5: Zavislost vyvojovych faktort na ptislusnych I/P pomérech

Stejné jako na obrazcich 3.2 a 3.3, chceme graficky znézornit zavislost vyvo-
jovych koeficientt na pomérech (P/I), resp. (I/P), avSak misto samotnych
vyvojovych faktorti pouzijeme jim prislusna rezidua. Vzhledem k tomu, Ze re-
zidua jsou normovana, muzeme je zakreslit do jednoho grafu. Na obrazku 3.5
jsou zobrazena rezidua vyvojovych faktor trojuhelniku vyplacenych skod
trazového pojisténi v zavislosti na (I /P). Pozorujeme zietelny linedrni trend
s nékolika odlehlymi body.
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Smeérnice regresni primky prochézejici pocatkem je 0,67. Ma-li naptiklad
néjaky rok vzniku (I/P) reziduum rovno 1,00, odhadneme koeficient plnéni
pro nasledujici vyvojovy rok vzhledem k smérnici regresni ptimky tak, aby
jeho reziduum bylo 0,67.

2 P
= 1,5
2
[o=]
=
B b
= 0,5 ¢
T = -
2 PR
= | o — =
I —— .
= 2 15 1 3-0,5 o 0.5 1 15 2
B 0,5
o
f=
=
=
2 -1
Z

1.5

P/lrezidus

Obréazek 3.6: Zavislost vyvojovych faktort na pfislusnych P/I pomérech

Obdobnou situaci mtizeme vidét na grafu zavislosti rezidui vyvojovych ko-
eficientti trojihelniku nastalych Skod trazového pojisténi na (P/I). Bodovy
graf opét vykazuje linedrni trend. Smérnice regresni primky prochéazejici
pocatkem je 0,14. Jestlize v daném roku vzniku uvazujeme (I/P) s rezi-
duem 1,00, odhadneme faktor celkového zavazku pro nasledujici vyvojovy
rok vzhledem k smérnici regresni pfimky tak, aby jeho reziduum bylo 0,14.

Tento postup demonstruje hlavni myslenku metody mnichovsky chain-ladder:

e Sestrojime dva grafy zachycujici zavislost rezidui vyvojovych faktori
na (P/I), resp. (I/P) pomérech, pro vSechny vyvojové roky soucasné.

e Urc¢ime smérnice obou regresnich kiivek.
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e Pro dany (P/I), resp. (I/P) pomér spocitdme jeho reziduum a z re-
gresni pfimky odvodime reziduum piislusného faktoru vyplaceného pl-
néni, resp. celkového zavazku.

e 7 takto ziskaného rezidua zpétné vypocitame konkrétni hodnotu mo-
difikovaného vyvojového koeficientu.

3.2 Teoretické zaklady

3.2.1 Standardni chain-ladder metoda

V predchéazejici kapitole jsme uvedli zakladni vypocetni algoritmus. V této
kapitole se zaméfime na rezidua vyvojovych koeficientti, formulujeme pted-
poklady modelu a odvodime nékteré jeho vlastnosti.

Znadeni

Necht n € N znaci pocet rokii vzniku pojistnych udalosti a 7' = {1,...m},
m € N a m = n, pocet vyvojovych roki. Pro ¢ = 1,...,n, oznacme P; =
(Pit),er jako proces kumulativnich thrnt vyplacenych Skod pfislusejicich
roku vzniku i a stejné tak I, = ([;¢) +er Jako proces kumulativnich thrni
nastalych skod pfislusejicich roku vzniku i. Déle necht P, (t) = {Pi1,... Pt}
t =1,...,n,znaci podminku, ze kumulativni thrny vyplaceného plnéni roku
vzniku ¢ jsou znamy az do vyvojového roku t. Analogicky zadefinujeme i
L (t)={La,... Li;}, t =1,...,n, pro kumulativni dhrny nastalych skod.

Piedpoklady standardni metody chain-ladder

Na uvod pripomenme tii zakladni predpoklady standardni metody chain-
ladder (viz kapitola 2.1) pro trojihelniky vyplaceného plnéni a nastalych
skod:

Véta 3.1 (O stifedni hodnoté) Pro t € T ezistuje vjvojovy koeficient
fr, resp. fl, takovy, Ze pro kazdé i =1,...,n plati

2,t

P
E( Ij“\Pi,t) = fF, (3.10)
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a analogicky

I;
E( [’t“m,t) = fL (3.11)
it

Véta 3.2 (O rozptylu) Prot=1,...,n—1 ezistuje o >0, resp. ol >0,
tak, Ze pro kazde i =1,...,n plati

2
P11 (Utp)

Hlp,) = 12

Var( P ] Z,t) Py (3.12)
a 2
]z t+1 UISI)

Var [ 2447, ) = 3.13

ar< Iy | ’t) Iy ( )

pro trojuhelnik nastalych skod.

Véta 3.3 (O nezavislosti) Jednotlivé roky vzniku jsou nezdvislé, tj. mno-
Ziny {Puglt €T}, ... . {Puilt € T}, resp. {Ligt € T}, ... . {Li]t € T}, jsou
nezavisle.

Vyse uvedené predpoklady jsou formulovany pro vypocet rezervy IBNR
pouze z jednoho trojuhelniku a neberou na zietel vztah mezi trojihelniky
vyplaceného plnéni a nastalych skod. V praxi jsou oba dva vyvojové troju-
helniky znamé a proto nas misto 3.10 a 3.11 bude zajimat podminénéa stfedni

hodnota P I
E( =B (1)) a E(2B®)), (3.14)
Py Liy

kde podminka B; (t) = {FP1,..., Pis, I;1,..., ;1 } znamend, Ze oba procesy
zname az do vyvojového roku t. Obdobné modifikujeme predpoklad nezavis-
losti. Dale predpokladejme, ze mnoziny { Py ¢, [14|[t € T}, ..., {Pus, Lnilt € T}
jsou nezavislé.

3.2.2 Metoda mnichovsky chain-ladder

Pro dalsi vypoéty oznacime (P/I) proces jako

0B (1)
1; Li teT
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a analogicky (I/P) proces jako

Q—1:£:<Im> ,
' B By teT

Abychom mohli pokracovat, zadefinujeme pojem reziduum, ktery jsme zmi-
novali v kapitole 3.1.4. Je-li X nédhodna veli¢ina, C' je podminka a

o (X|C) = \/Var (X|C)

smérodatna odchylka nahodné veli¢iny X za podminky C', pak reziduum

veli¢iny X za podminky C definujeme jako

X —E(X|0)
o (X]C)

Podminéna rezidua jsou normované veliciny vzhledem ke své podminéné

stfedni hodnoté a podminénému rozptylu. Plati totiz, ze

B X —-E(X|O)
E(Res (X|C)|C) = E<—U(X|C) \C’)
E(X -EX]|0)|C)
o (X|C)
E(X]C) - EX]|C)
o (X|C)
) (3.16)

Res (X|C) = (3.15)

Var (Res (X|C) |C)
X —E(X|C)
e (5o 1€)
Var (X — E (X]C)|C)
Var (X|C)
Var (X|C) — 2Cov (X, E (X]|C) |C)
Var (X|C)
Var (E (X|C)|C)
Var (X|C)
— 1 (3.17)

Tj. plati, ze
E(Res(X|C)|C)=0 a Var(Res(X|C)|C)=1.
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Piedpoklady metody Mnichovsky chain-ladder

Nésledujici pfedpoklady, které byly odvozeny v Quarg, Mack (1993), nava-
zuji na vypocetni algoritmus metody mnichovsky chain-ladder, ktery jsme
uvedli v kapitole 3.1.4, a zavadi linearni zavislost mezi rezidui koeficientt
vyplaceného plnéni a celkového zavazku

E(Res(P ;;:1|Pi(t)) 1B, (t)) . E(Res(l}’:lm (t)) 1B, (t))

a rezidui (//P) a (P/I) poméri
Res (Q;ﬂPi (t)) a Res(Qitll;i(t)).

Véta 3.4 Ezistuje konstanta \* tak, Ze pro viechnat € T ai =1,...,n
plati

2,0

Pi
E (Res( ]j1|Pi(t)) | B; (t)) = A'Res (Q; /P (1)) - (3.18)
Tuto rovnici mizeme s uzitim 3.10 a 3.15 ekvivalentné zapsat jako

o (%2R ()
o (Q/1P (1)

P
B (S () = £ 447

2,t

(@i —E(Qi/ 1P (1)) -
(3.19)

Véta 3.5 Ezistuje konstanta N\ tak, Ze pro vsechnat € T ai = 1....,n
plati

I;
E (Res ( [’tﬂ | I; (t)) | B; (t)) = MRes (Qi |1 (1)) - (3.20)
it
Stejné jako v predeslém pripadé rovnici s uzitim 3.11 a 3.15 ekvivalentné
zapiseme jako

o (521 (1)
o (Qislli (1))

Konstanty A" a A, které predstavuji smérnice linedrnich regresnich pii-
mek na obrazcich 5 a 6, jsou nezavislé na vyvojovém roku s. Mizeme navic
predpokladat, ze A¥ a A jsou vzdy > 0. Rovnice 3.19 a 3.21 vyjadiuji mo-
difikované vyvojové faktory metody mnichovsky chain-ladder jako soucet
vyvojového faktoru standardni metody chain-ladder a korekéniho vyrazu.
Na tento korekéni faktor se blize podivame v nasledujici kapitole.

E (I | B; (t)) =fl+ N

I, (Qix —E(QirlL; (1)) . (3.21)
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Analyza predpokladi metody Mnichovsky chain-ladder

Tti slozky korekéniho faktoru v rovnicich 3.19 a 3.21 lze vysvétlit nasledovné:

e Konstanta M\, jak dokdZeme niZze, reprezentuje korela¢ni koeficient (ne-
zavisly na i a s) mezi rezidui vyvojovych koeficientl a rezidui jim pii-
slusnych (P/I) poméri. Hodnota A’ je zpravidla mezi 0 a 1 a méfi silu
zévislosti vivojovych faktort na (P/I) pomérech. Pokud je hodnota A
blizkéa nule, je vysledny modifikovany koeficient stejny jako v metodé
chain-ladder.

e Dalsi clen je podil smérodatné odchylky vyvojového koeficientu a ak-
tualniho (P/I) poméru. Cim vétsi je smérodatnd odchylka vivojového

koeficientu, tim pravdépodobnéjsi je jeho vychyleni od praméru (P/I)
a tim vétsi je i korekéni koeficient.

e Posledni ¢len je Q;; — E(Qi+|I; (t)). Podprimérny aktualni (P/I) po-
mér koriguje vyvojovy koeficient f! smérem dolu a nadpriimérny po-
mér (P/I) smérem nahoru. Cim vétsi je jeho vzdalenost od préiméru,
tim vétsi je korekeni efekt.

Vyse uvedené zavéry plati analogicky i pro vyvojové faktory vyplaceného
plnéni a (//P) poméry.

Konstanty A" a A! piedstavuji miru korelace mezi trojuhelniky vyplaceného
plnéni a celkového zavazku. Nyni se detailnéji podivame na prvni bod a
dokazeme ho. Chceme tedy spocitat

P,
Cov (Qi_tl, b+l | P; (t)) )
' Pi,t
S uzitim vztaht 3.14 a 3.19 dostavame

P
cov (@i, R ()
it

— Cov (Qi;, B (P L (t)) P (t))

P41
o (1B (1)
= Cov Qi_’tla ftp +AF U<(Q71P- (t)))
it g

(@i —E(Qi/ 1P (1)) P (t)
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Pt
(50

= @R @)
= o (Betnm) o (@R ).

(3.22)

Nakonec celou rovnici vydélime smérodatnymi odchylkami na pravé strané
rovnice a z definice korelace dostaneme finalni vyraz

P I,
Corr (Qi—’tl, Pttl | P, (t)) =\, resp. Corr (Qi,h I;tl’[l (t)) 2\
| ’ (3.23)

Analogickym zpisobem odvodime vztah pro rezidua:

2,0

cor (Res (Qi P (1)) , Res (P}’t“ P <t>)) =

Corr (Res (QislLi (t)), Res <Iilf“ |1; (t))) =

Korelace mezi vyvojovymi koeficienty a jim pfislusnymi rezidui je tedy shodna.
Disledkem toho, v pripadé Ze z rezidualnich grafti vychazi jen slaba kore-
lace, je vypocet pomoci metody mnichovsky chain-ladder témér shodny s
vypoctem podle standardni metody chain-ladder.

3.3 Prakticka implementace

3.3.1 Odhady parametrt

V této kapitole nejdiive detailné popiseme jednotlivé parametrové odhady,
které jsou k vypoctu metodou mnichovsky chain-ladder potieba. Na zaveér
demonstrujeme vypocet na konkrétnich datech z pojistného trhu.

Chain-ladder parametry

K odhadu vyvojovych faktorti ff a f! pouZijeme stejné odhady jako ve
standardni metodé chain-ladder, tj. vztah 3.3:
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n—t

== Pu—ri— Znt ML t=1,...,n—1

> i1 Pt = Py Yot P

2 t
~ 1 . I gy
ft[ = n—t Z Ii,t o = ZZinlft AR - L y 0= 1

Z’i:l Ii,t i=1 Iiat Zi:]_ ‘[i,t
Prot=1,...,n—2 parametry ¢ odhadneme rovnéz standardnim zptisobem
jako

(/;)2 B 1 nz:tp P11 P 2
) w1\,

a

n—t

~\ 2 1 I 2
I - = I i,t+1 ol
(1) =i e (B )
resp. jako ;,f\j =/(eF)? a UAtI =/(c])?.

Parametry metody mnichovsky chain-ladder

K vypoétu rezidui (P/I) a (I/P) poméri je potieba odhadnout stfedni
hodnoty E (Q;.|I; (t)) a E (Q;|P; (t)) a smérodatné odchylky o (Qi.|Z; (t))
a o (Q;/|Pi(t)). Odhady stfednich hodnot spocteme obdobné jako odhady
standardnich vyvojovych koeficienti uvedenych v predchazejici kapitole. Pro
(I/P) poméry dostavame tedy odhad E (Q;+|L; (t)) jako

n—t+1 n—t
5 ]' Z Pt+1
= S 1;,,Q; t=1,...,n 3.24
"= S, & = L 324

ktery je, stejné jako koeficienty standardni metody chain-ladder, nezavisly
na roku vzniku z. Obdobnym zptisobem odhadneme i smérodatnou odchylku

0 (QirlL; (1)) jako

kde prot =1,...,n — 1 definujeme p! jako

9 1 n—t+1

p?{ = —t ['Lt(ta )2
=1
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Pro (P/I) poméry dostavame analogicky odhad E (Q;}'|P; (1))

—t+1 —t
7 = tl 1 nZ Pit@‘_t1 - 2i- 1t]Z -~
— NAAR
Z?:1+ Pi,t i=1 Zn P
a pro o (Q;/|P; (t)) vyraz
P
P

kde prot =1,...,n — 1 definujeme p! jako

n—t+1

=—ZPH w -

S uzitim téchto rovnic jsme jiz schopni vyjadfit vztahy pro odhady rezidui

P I; -
Res (—Ij“m(t)), Res( [’t+1|Ii(t)), Res (Q; 1P (t)) a Res(Qull; (1)),
it it

které budeme pro jednoduchost dale znacit jako
Res(P,;), Res(L;), Res(Q;}) a Res(Qiy).
Podle 3.15 dostavame odhady rezidui jako

PZ ++1 o f I’L,t+1 _ /\I
Res (Pi,t) Pltf Pz‘,t Res (]m) = Il’tf\/ ]i,t
ol of
a 1 1
Res (Q;tl) = %T_Qt Py Res (Qir) = Qt /1
Pt

Podle Jedli¢ka, Koé¢vara, Strnad (2004) dostaneme pro korelacm koeficienty
A’ a A odhady metodou nejmensich ¢tvercit

/)\\p Z Res 2 .Res (Pz‘ t+1) _ Zi,t f{e\s (sz_\tl) f/{e\s (Pi,t+1)
>, Res ( Res (Q;) >, Res (Q;1)°

a

~ 1 = P/{e\s([it 1) ZztReS (Qiz) Res (1, t+1)

N = — Res (Q;) . ——F
Zz’,t Res (Qi,t)2 ; i Res (Qi ) ZZ t Res (@i, t)
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Vzhledem k 3.19 a 3.21 nakonec dostavame rekurzivni formule

S S A
Py = Py (ftP +AP% (i - qf)) t>n—i+1,  (3.25)
P i)t

Lipn = Ly (f{ + AI% - t>n—i+1,
Pt it

a

s pocatecnimi hodnotami P = Py a I;; = I;; prot =n — i+ 1.

3.3.2 Elasticita projekci v zavislosti na parametru A

Jak jsme jiz predeslali v kapitole 3.1.4, vypocet sklonu regresni primky me-
todou nejmensich ¢tverct je velmi citlivy na podkladova data. Vyloucenim
nékterych odlehlych pozorovani, které jsou v kontradikci s nasim modelem,
¢asto dostaneme zcela odlisné odhady parametrtt AT a \. Jak se pise v
Jedlicka (2007), pfi pouziti vice robustnich statistickych metod dostaneme
odhady, které se od ptivodnich A" a A pomérné vyrazné ligi. Proto se v
této kapitole budeme podrobné zabyvat elasticitou predikované rezervy v
zévislosti na parametrech A\¥ a A\’. Miru zavislosti odvodime pro trojthelnik
vyplaceného plnéni, pro trojihelnik celkového zavazku je postup analogicky.

Miru zévislosti koneéné predikce P, na zméné parametru A’ uréime jako

derivaci R
P
E @|Bi(n+1—i)
ONP

P, = i,n+17if/?;,l+1_i . ]/tzjn—b (3.26)

Jiz vime, Ze

kde AZPt = %,t < n — 1, znadi individualni faktory metody mnichovsky
’ t

chain-ladder. Tuto rovnici zderivujeme podle AP Vyjdeme ze vztahu pro
derivaci vicenasobného soucinu (a, b, c,...)" = a’bc + ab'c + abd + ..., ktery
pri vhodném roznasobeni a'bc + ab'c + abd + ... = “/Zbc + b"gbc + C"ébc +...
miizeme zapsat jako sumu

n—1

fa ! Pzn —1 !
(Pn) = 3 == (1)

t=n+1—1 it

Fh i R (3.27)
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a podle 3.26 tedy mame

_ o (7Y
/ n—1 P . / n-! (fz t>
5 nti-i (7p\ 7 P 5
<Pz n) = Z lZP : (fi,t> fz‘,n+1—i fzn_1 = Lin 5
t=n+1—1 it t=n—+1—1 fz t
respektive
~ N/ N/
(Pn) o ()
== Y (3.28)
Ein t=n+1—i Jit
Ze vztaht 3.25 a 3.26 dostavame vyjadieni
P (T -
P P o I',t _
fi,t:ftP‘F/\th = —q ).
pi \ Dt
Derivace této rovnice podle Y je rovna % ( ]él —q; 1), rovnice je totiz
it
linearni funkci parametru . Nyni jiz snadno tnahlédneme, ze plati
N/
L=+ (m) . (3.29)

Nakonec dosadime 3.29 do 3.28 a dostaneme finalni vyraz

() 1 ¢ (-2}

P, A

o~

Ti

t=n+1—1

Nyni tedy zbyva spocitat

E[)\ip nz (1—%) \Bi(n+1—z')]. (3.30)

t=n+1—1

7. 3.24 vime, e E (II__,A
N/
o) - () v (7))
BT
= E(f7)+)\"E (Lt (% - q;1>>
pt \ Pt
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S
- E(]?) +)\P% (E (i) —qf)
Pt Piﬂf

- B(7) s (- )
- E(ff) (3.31)

Vezmeme-li v avahu predpoklad 3.3 o nezavislosti jednotlivych roki vzniku
1, dojmeme k ponékud prekvapivému vysledku:

oP, " FP
E|=22] = E|— 1— 2L ) |Bi(n+1—i
() - o 5 (- F)mer-)

1 n—1 P
= 17 > (1—E<%P>\Bi(n+l—i)>

t=n+1—i fi

n—1

1
= P > a-1

t=n+1—1

- 0. (3.32)

Tento vysledek lze interpretovat tak, ze systematicka zavislost mezi odha-
dem rezervy a vhodnou volbou parametri A¥ a A! neexistuje. Nicméné pii
rtiznych hodnotach A\Z a Al je pondkud obtimé fici, ktery bodovy odhad
rezervy je spravny. V disledku této nejistoty je nutny vypocet bezpecnostni
prirazky. Potfebné parametry k jejimu vypoctu odvodime v nasledujici ka-
pitole.

3.3.3 Vypocet variability metody mnichovsky chain-
ladder

A7 doposud jsme se zabyvali pouze bodovym odhadem rezervy. Abychom
byli schopni spocitat na dané hladiné spolehlivosti bezpecnostni prirazku,
k bodovému odhadu potiebujeme jesté znat smérodatnou odchylku. Jak se
pise v Jedlicka (2008), pomize ndm k tomu teorie linedrniho modelu.

Linearni model

Méjme nahodné veli¢iny Yi, .. .,Y, a matici danych ¢isel X = (z;;) typu n x
k, pficemz k < n. Déle predpokladejme, Ze pro nahodny vektor (Y7, ...,Y,) =
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XB+e,kde B = (B1,...,B) je vektor nezndmych parametriiace = (e, ..., e,)
je chybovy vektor splitujici podminky Ee = 0 a e = 021, kde I zna&i jednot-
kovou matici. Pfitom o2 > 0 je také nezndmy parametr. Je tieba si uvédomit,
ze vektor X3 je nendhodny. Proto plati EY = X3 a Var Y = ¢?1.

Parametry fi,..., B se odhaduji metodou nejmensich ¢tverct, tj. z pod-
minky, Ze vyraz (Y — X3)' (Y — Xf3) jakozto funkce parametru 3 mé byt
minimélni. Tyto odhady ozna¢ime jako b = (b1, ..., b;)". Metodou nejmen-
sich ¢tvercit odhady b spocteme jako b = (X'X) ™' X'Y. K vipoctu vari-
ability vyuzijeme vztah ¥ = Xb = X (X’X)f1 X'Y, ktery aplikujeme na
podkladovou regresi

P,
ReS( 5P (t>> = A"Res (Qi 1P (1)) + ey,
7t

piicents ¥ = (i) = Res (F2|P; (1)), X = (w1;) = Res (52|P. (1)) a b =

(XP, . ,XP) . Uvédomime-li si, 7e Var (X (X'X) ' X'Y) = X (X'X) ™ X'x
Var (Y), odvodime

Var (Res (G21R.0) 1. 9)) = (o) = ZR(CéU(DQ(t)iP ®)

— Var (XP) Res” (Q; 1| P (1)) . (3.33)

2,t

Nejprve si pfipomeneme rovnici 2.6
2
Var (Xi,t+1|Xi,1: e aXi,t) = X0,

Xi (o
Var ( )(’::1 |X7;71, ce ,Xmg) = Xt . (334)

a tedy

2
P, i
Var ( ,t+1|PZ_ (t)) _ (U ,t) )
Py

7Z vlastnosti rezidua a 3.33 pak vyplyva

Var (Res (%m (t)) B, (t))
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o, Var( ”+1|P (t )) ~ Var (}:P> Ros? (Qi_,tl‘Pi (t))

it ]
o (1P (1)
— (oh) =0 (P SHP, (t)) Var () Res? (Q7/ 115 (1)
it

= (0%)’ = (o7)* Var (XP) Res” (Q; 1| P (1)) - (3.35)

a takto ziskany odhad jiz jenom staci dosadit do rovnice pro vypocet stredni
kvadratické chyby

mse (ﬁ) = P2 ”Z—f (8’{2)2 1 L (3.36)
; w2 Zn tp . :
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3.3.4 Prakticka ukazka

V této kapitole demonstrujeme kompletni vypocet skodni rezervy pomoci
metody mnichovsky chain-ladder na datech z pojistného trhu. Uvazujme
kumulativni trojihelniky vyplaceného plnéni a celkového zavazku trazového
pojisténi:

1 2 3 4 5 L 7

15840 33141 41913 45030 45342 45423 45423
31996 64291 77364 803533 82403 823523
42414 83799 92300 102822 103 723

32260 95838 120343 128 100

54 256 114 339 136 340

29741 132301

56 950

=l o W B W ke

Obrazek 3.7: Kumulativni trojihelnik vyplaceného plnéni

1 z 3 4 5 B 7

1 32828 54707 55930 54331 453874 45414 45414
2 60797 97616 98733 98974 84044 B2 367

3 72500 121375 124232 124 833 108 745

4 90438 157391 162614 155147

5 105455 131130 185042

& 111097 1901999

7 1352534

Obrazek 3.8: Kumulativni trojihelnik celkového zavazku
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Uzitim teorie v kapitole 3.3.1 dostavame nasledujici odhady parametri

1 2 3 4 5 -]
flP) 2,042 1,159 1,072 1,014 1,002 1,000
f(1) 1,698 1,024 0,981 0,858 0,984 1,000
sigmailP)"2 907,080 288,931 71,145 7,851 0,003
sigmafl)~2 169,071 7,068 78,805 18,690 2,924
git)~-1) 194% 133% 134% 122% 103% 100%
git) 52% 65% 75% 82% 97% 100%
rholP)*2 2673,147 714,316 83,527 9,112 29,211
rhofl)»2 334,357 197,271 36,254 5,025 26,613

Obrazek 3.9: Odhady parametri

pomoci kterych spoc¢teme rezidua vyvojovych faktori

1 2 3 4 Z
1 02112 07045 00611 -0,5582 0,8032
2 -0,1921 00,0062 -1,0953 11,1345 -0,5958
3 -0,4510 -1,5581 1,3054 -0,6335
4 -1,5775 11,0343 -0,3041
5 00,5081 -0,0420
& 1,4030

Obrazek 3.10: Rezidua vyvojovych faktort vyplaceného plnéni

1 2 3 4 Z
1 -04354 -0,1014 -0,2618 -0,7213 0,8043
2 -1,7468 -1,3457 00,7291 -0,6325 -0,5942
3 -0,4884 0,0040 0,9369 1,0391
& (,9852 1,4441 -1,2337
5 ,4365 -0,3058
6 0,5508

Obrazek 3.11: Rezidua vyvojovych faktort celkového zavazku
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a rezidua [ /P a P/I poméra

b B = TR ¥ 5 [ S ¥ VI S )

b R = ¥ 1 O R R

1
0,3204
-0,1408
-0,9221
-0,9298
0,0127
-0,3838
20038

1
-0,3243
0,1488
1,0275
1,0298
-0,0133
0,4101
-1,8943

2 3
07971  -0,0199
-0,1458  -1,7731
-0,9239 00,1130
1,2573  0,0043
0,6381  0,6854
-1,2254

4 5 5]
-0,6678 -0,7624 C,80321
1,4733 -0,5933 -0,5958
-0,2105  1,0329
-0,5823

Obrazek 3.12: Rezidua I /P pomért

2 3
-0,7687 20,0195

0,1468  1,7356
0,9525 -0,1110
-1,2172  -0,5915
-0,6291  -0,6700
1,2653

a 5 &
0,6730 07702 -0,8029
-1,4695  0,5969 00,5982
0,2115 -1,0250
0,5857

Obrazek 3.13: Rezidua P/I pomért
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Zmame-li jiz vSechna rezidua, jsme schopni sestrojit grafy zavislosti rezidui
vyvojovych faktori na reziduich I/P, resp. P/I poméru. Pro trojuhelniky
na obr. 3.7 a 3.8 jsme tyto grafy jiz sestrojili v kapitole 3.1.4. Pro trojihelnik
vyplacenych skod dostavame korela¢ni koeficient A\’ = 67% a pro trojthel-
nik celkového zévazku A\ = 14%.

V nésledujicich tabulkach jsou zobrazeny finalni projekce obou trojihelnik:

1 2 3 4 5 & 7

15840 33141 41913 45030 45342 45423 45423
31936 04291 77364 30353 82403 832523 82415
42414 83799 92300 102822 103723 103 899 110695
52260 95838 120343 128100 129535 129736 133064
54 256 114339 136340 148126 150928 151163 154960
59741 132301 153464 158699 161261 161512 165 606
56950 126068 166281 185183 188003 180287 104035

=l o N B W R

Obrazek 3.14: Finalni projekce trojuhelniku vyplaceného plnéni

1 2 3 4 5 6 7

1 32828 54707 55930 54331 45874 45414 45414
2 60797 97616 93793 9S8S974 B4044 82367 82420
3 72500 121375 124232 124333 108 745 106875 103 542
4 90438 157391 le2eld 155147 133271 131092 129 460
5 105455 181130 185042 181212 155247 152710 150843
6 111097 190939 195695 193450 165880 163177 161170
7 135254 228350 233119 227033 1943092 191 215 188 887

Obrazek 3.15: Finalni projekce trojuhelniku celkového zavazku
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Na obrazku 3.16 vidime porovnani P/I pomért koneénych predikei spocte-
nych standardni a mnichovskou metodou chain-ladder pro jednotlivé roky
vzniku. Vidime, ze projekce standardni metodou chain-ladder v sedmém roce
vzniku je o 21% niz§i nez projekce celkového zévazku, zatimco mnichovsky
chain-ladder vykazuje obé projeckce ve vSech letech vzniku téméi shodné,
coz je v souladu s predpokladem, ktery jsme vyslovili v ivodu této kapitoly.
Nutno také podotknout, ze posledni (tj. aktuélni) rok vzniku ma na celkovou
vysi Skodni rezervy nejvétsi vliv.

120%

100%
80%
0%
40%
20%
0%

1 2 3 4 = & 7

M Standardni chain-ladder Mnichovsky chain-ladder

Obrézek 3.16: Porovnani standardniho a mnichovského chain-ladderu
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Na zavér vypocitame miru variability metody mnichovsky chain-ladder apli-
kované na trojuhelnik vyplaceného plnéni a porovname vysledky s mirou
variability standardniho chain-ladderu aplikovaného na stejny trojuhelnik
(viz kapitola 2.3). S pomoci teorie v kapitole 3.3.4 dostavame nasledujici
numerické vysledky:

Standardni chain-ladder Mnichovsky chain-ladder
Rok Koneéna Hodnota Koneftnd Hodnota

vzniku Diagondla|predikce rezervy msend,5 mse % |predikce rezervy mset0,5 mse %
1 45 4235 45433 G 16 0%5| 45423 G O 0%

2 82523 B2523 C 753 0% 82415 O 51 0%

3 103 723| 103 856 163 2209 1353%| 110695 56972 12 0%

4 128 100| 130136 2 036 4784 235%| 133 064 4 564 143 3%

5 136840( 149003 12 163 6 503 57%| 154968 13129 508 3%

6 132301( 172715 40414 7 636 19%| 165 606 33 305 1 808 5%

7 56950 151793 44843 11 802 12%| 154 035 137 085 4 688 3%
149 620 13 368 12% 200 455 7211 4%

Obrézek 3.17: Porovnani mse

Nase vysledky jasné indikuji, Ze v disledku znalosti obou dvou trojuhel-
nikdl mira variability v porovnéani se standardni metodou vyrazné poklesla.
Celkova hodnota rezervy je také vyssi v disledku korekce podhodnocené ko-
ne¢né predpovédi v sedmém vyvojovém roce (viz obr. 3.16).

Jak jiz vime, hodnotu rezervy na hladiné spolehlivosti o spocitame jako

R + ,/mse (ﬁ)u (1 — ), kde u (1 — «) znaci piislusny kvantil normalniho

rozdéleni. Napfiklad na hladiné spolehlivosti 95% dostavame hodnotu re-
zervy 200455 + 7211 x 1,6444 = 212312 a odhad bezpecnosti pfirdzky
212312 — 200455 = 11857.
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Kapitola 4
Zaveér

V prvni kapitole této prace jsme se zamértili na metodu chain-ladder, ktera
je diky své jednoduchosti jednou z nejpouzivanéjsich metod vypoctu rezervy
IBNR. Popsali jsme zakladni predpoklady této metody a odvodili jsme né-
které jejich vlastnosti. Na konci této kapitoly jsme také demonstrovali odhad
skodni rezervy na realnych datech z pojistného trhu. Soucasti této kalkulace
byl i vypocet variability a bezpec¢nostni pfirazky na dané hladiné spolehli-
vosti.

Ve druhé kapitole jsme odvodili nékteré limitace shora uvedené metody a
seznamili se s pomérné novou vypocetni metodou mnichovsky chain-ladder,
kterou lze za jistych okolnosti chapat jako zpresnéni metody prvni. Opét
jsme zavedli predpoklady této metody, odhady jednotlivych parametri a
provedli jsme analyzu citlivosti na tyto parametry. Na zavér jsme touto me-
todou odhadli skodni rezervu a vysledky porovnali s metodou chain-ladder.
Veskeré vypocty byly provedeny vytvofenym vypocetnim programem, ktery
je samostatnou prilohou této prace.
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