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Úvod

Uº ve©mi dlhú dobu existuje mnoho dôvodov pre aplikovanie ²tatistických
modelov v ²porte. Ich vyuºitie spo£íva v zlep²ení strategických rozhodnutí,
lep²ieho rozpoznania taktiky súpera alebo vylep²enia pravidiel za ú£elom
zvý²enia diváckeho záujmu. Niekedy sú modely aplikované z dôvodu testo-
vania spravodlivosti pravidiel alebo ²truktúry ligových £i pohárových sú´aºí,
inokedy ²portové udalosti poskytujú ve©mi dobré dáta pre aplikovanie nových
²tatistických teórií. Jedna z najtypickej²ích poºiadaviek na výstup je schop-
nos´ predpovede výsledkov. Táto oblas´ je zaujímavá ako z poh©adu fanú²ika,
tak z poh©adu výskumu a má zna£ný dopad na trh stávok (tzv. spread bet-
ting market), pre ktorý sa stala jedným z hlavných výskumných zameraní.
Pod pojmom ²portové udalosti sa skrýva rozsiahly po£et hier jednotlivcov,
dvojíc a kolektívov.

Motiváciou tejto práce je zamera´ sa práve na kolektívne loptové hry
a vylep²i´ model zavedený v bakalárskej práci [1], ktorú som vypracoval
v rámci bakalárskeho ²túdia, a ktorá sa zameriava na simuláciu zápasov po-
mocou Markovových re´azcov s diskrétnym £asom. Navrhnutý algoritmus bol
aplikovaný na zápasy virtuálnej �orbalovej ligy dostupnej v rámci webovej
aplikácie, v ktorej sa zaregistrovaní hrá£i starajú o vlastné týmy a ur£ujú
stratégie. V reálnom nasadení sa v²ak £asom ukázalo, ºe dlhodobo výsledky
dosahujú priemerné hodnoty, £ím reálne rozdiely medzi týmami zanikajú.
Prí£inou je základný model s malým mnoºstvom empirických dát a chýba-
júca analýza o ich vlastnostiach, £o príli² zjednodu²uje poh©ad na hru ako
takú. Sú£asná aplikácia sa roz²iruje o malý webový modul, ktorý je sú£as´ou
tejto práce. Preh©adným spôsobom poskytuje získané dáta a predstavuje
jednoduché rozhranie pre spustenie naimplementovaného simula£ného algo-
ritmu. Implementa£nou platformou je Java 6.0 a technologický základ tvoria
frameworky Hibernate 3.5 a Spring 3.0. Pôvodnú MVC architektúru frame-
worku Stripes (vi¤ [1]) nahradzuje webový modul Spring MVC.

Práca je ²truktúrovaná nasledovne. V 1. kapitole si predstavíme
nieko©ko známych prístupov, upozorníme na nedostatky a zamyslíme sa
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nad moºnos´ami vylep²enia. �aºiskom modelu sú reálne dáta, a preto si
predstavíme nieko©ko základných, ale aj so�stikovanej²ích prístupov, ako
ich získa´. V 2. kapitole sa oboznámime s Markovovým procesom so spo-
jitým £asom, jeho vlastnos´ami, zavedieme si pojmy a tvrdenia nevyhnutné
pre praktické pouºitie a ukáºeme si vz´ahy s ¤al²ími ²tatistickými modelmi.
V 3. kapitole navrhneme vhodný model aplikovaním teoretických znalostí
na jednu konkrétnu vybranú kolektívnu hru - futbal. Dôvodom je hlavne fakt,
ºe tento ²port sa stal fenoménom, a aj preto rôzne internetové portály posky-
tujú ve©mi dobrý základ na získanie vhodných dát. Tie sú totiº v dne²nom
svete ve©mi cenné a so zvy²ujúcimi sa poºiadavkami je ich získavanie náro£ne-
j²ie. Ich hlb²ou analýzou sa budeme zaobera´ vo 4. kapitole, kde zárove¬
overíme rôzne hypotézy vychádzajúce z iných ²túdií, ale aj z o£akávaní
na základe skúsenosti. Po ich analýze získame vstupné parametre, ktorými
inicializujeme vhodne modi�kovaný Markovov proces, tj. simula£ný model,
ktorého implementáciu popisuje 5. kapitola. Predstavíme si navrhnutú viac-
vrstvovú architektúru aplikácie a najdôleºitej²ie vlastnosti pouºitých tech-
nológií. Pre podporu ²tatistických výpo£tov pouºijeme dostupný ²tatistický
software, ktorý sp¨¬a nároky kladené na na²e výpo£ty, ke¤ºe je zloºité
toho dosiahnu´ beºne dostupnými matematickými kniºnicami. V poslednej
6. kapitole dosiahnuté výsledky vyhodnotíme a porovnáme s reálnymi dátami
a so simuláciou postavenou na Markovových re´azcoch s diskrétnym £asom.
Na záver si zhrnieme výhody a nevýhody pouºitia ná²ho modelu oproti iným
prístupom a prevedieme diskusiu o moºnostiach aplikovania modelu na iné
kolektívne hry.
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Kapitola 1

Simulácie kolektívnych hier

Kaºdý ²portový zápas sa riadi spravidla náhodným sledom udalostí, pri£om
náhodnos´ ur£itým spôsobom ovplyv¬ujú strategické rozhodnutia hrá£ov
v danom momente. Sú situácie, ke¤ hrá£ nemá dostatok £asu alebo priestoru
na racionálne zváºenie ¤al²ieho kroku. To znamená, ºe je podstatne výhod-
nej²ie, ak sa pokúsime stratégiu vyjadri´ v obecnej²om princípe a nebudeme
sa zaobera´ detailmi, pri ktorých je ve©mi zloºité preukáza´ deterministi-
cké správanie. Zmyslom bude vyjadrenie obrannej alebo úto£nej stratégie,
výhody domáceho prostredia, £i konfrontácie súperov. Samozrejme by sme
dokázali nájs´ ve©ké mnoºstvo faktorov, ktoré by mohli priebeh hry ovplyv¬o-
va´ (napr. podpis nového hrá£a, zranenie k©ú£ového hrá£a, po£asie, mnoºstvo
divákov a pod.). Ich vplyv má v²ak skôr subjektívny charakter a ²tatisticky
je ve©mi ´aºko preukázate©ný, pretoºe tieto informácie nemáme takmer vôbec
k dispozícii. Preto sa v práci budeme zameriava´ iba na objektívne merate©né
faktory, ktoré dokáºeme získa´ z dostupných dát.

1.1 Aplikované metódy

Ako sme uº nazna£ili v úvode, schopnos´ predikcie výsledkov ²portových
udalostí, resp. simulova´ ich priebeh, vedie k celkom rozsiahlemu výskumu
podporovaného najmä trhom v oblasti stávok. Nie je ´aºké doh©ada´ nieko©ko
¤al²ích ²túdií zaoberajúcich sa formálnym popisom ²portových hier. Jedná
sa o americký futbal [4], baseball [5], kriket [6] £i ©adový hokej [7]. Popri
kolektívnych hrách sú ve©mi atraktívne analýzy tenisu, squashu £i bed-
mintonu [8]. Jednoduchý Markovov proces s regresnými odhadmi parametrov
je nazna£ený v Hirotsu, Wright [3].

V²etky metódy sú aj napriek svojej rôznorodosti zaloºené na reálnom
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pozorovaní, pretoºe v¤aka nemu dokáºeme skúmané javy popísa´ a správne
sa rozhodnú´. Navy²e, bez skuto£ných dát nedokáºeme správnos´ modelu
otestova´. Drvivá vä£²ina ²túdií skúma vz´ahy medzi matematikou a ²por-
tom, zaloºené najmä na teórii pravdepodobnosti a matematickej ²tatistiky.
Objavuje sa napríklad Simpsonov paradox [9], ktorý spochyb¬uje pravidlo,
ºe £ím vä£²ie mnoºstvo dát máme k dispozícii, tým spo©ahlivej²ie výsledky
dosahujeme. Aplikovanie dynamického programovania zasa popisuje Sack-
rowitz [10].

1.2 Nedostatky existujúcich prístupov

Od tejto chvíle sa budeme aj z dôvodov uvedených v úvode zaobera´ konkrét-
nym ²portom - futbalom. �asto aj kvôli nedostatku reálnych pozorovaní
dochádza k predpokladu, ºe parametre zápasu sú po£as celého priebehu kon-
²tantné, resp. prvotný predpoklad o rozdelení napozorovaných veli£ín nie je
zamietnutý. Zhromaº¤ovanie dát má nieko©ko foriem. Vyberajú sa najpravde-
podobnej²ie výsledky zápasov na základe ich po£tov v sezóne, v beºne dos-
tupných tabu©kách ur£ujúcich poradie týmov v prebiehajúcej sezóne sú k dis-
pozícii po£ty výhier, remíz, prehier, strelených a obdrºaných gólov. Ako si
neskôr ukáºeme, tieto charakteristiky nemajú dostato£nú informatívnu hod-
notu.

Uº Maher [2] vo svojej analýze prezentoval hru ako homogénny pro-
ces, v ktorom sa po£et dosiahnutých gólov riadi Poissonovým rozdelením
a pre odhad veli£ín v ¤al²ích zápasoch vyuºil Poissonov regresný model. Táto
úvaha v²ak naráºa na fakt, ºe parametre zápasu sa v jeho priebehu s ve©kou
pravdepodobnos´ou menia a kon²tantný odhad strednej hodnoty po£tu gólov
v rámci mnoºstva zápasov nemusí by´ z¤aleka posta£ujúci. Pokúsime sa
overi´ túto úvahu, na základe výsledku navrhnú´ Markovov proces so spo-
jitým £asom spôsobom podobným v [3], kde v²ak taktieº nie je zamietnutá
hypotéza, ºe prihrávky a góly sa riadia rozdelením v súlade s Maherom.
V na²om prípade zanalyzujeme rozdelenie parametrov a získané odhady sa
pokúsime dynamicky meni´ v závislosti na prebiehajúcom £ase, aktuálnom
skóre a taktike.

Cie©om práce ja taktieº zdokonali´ model popísaný v bakalárkej práci [1],
postavený na Markovových re´azcoch s diskrétnym £asom. Model bol
navrhnutý pre �orbal, av²ak má v sebe základné vlastnosti aplikovate©né
aj na futbal. Najvä£²ím nedostatkom je absencia spojitého £asu a málo
napozorovaných reálnych dát, £o spôsobuje, ºe parametrizovanie modelu
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niekedy nezodpovedá realite a výsledky sú príli² rovnomerne rozloºené a ne-
zoh©ad¬ujú silu jednotlivých týmov.

1.3 Dolovanie dát

Reálne dáta sú dôleºitým stavebným prvkom pri ²tatistickom modelovaní.
Na²ou úlohou bude vyextrahovanie hodnotných informácií z ve©kých obje-
mov dát, ktoré sa pouºijú pri tvorbe efektívnych rozhodnutí. Zvy£ajne je
©ahko dostupný výsledok zápasu, prípadne £as a strelec gólu, pozícia týmu
v tabu©ke a jeho dosiahnuté ligové skóre. Z kaºdého zápasu v²ak dokáºeme
získa´ e²te bohaté mnoºstvo ¤al²ích informácií. Cesta k nim je v²ak £asto
zloºitá alebo £asovo náro£ná. Aj preto uº existuje nieko©ko �riem, ktorých
biznis je postavený práve na zhromaº¤ovaní a predávaní dát (napr. Opta
Index Ltd. alebo Panini Digital). Takéto dáta sú v²ak dnes na trhu ve©mi
cenné a drahé. Preto si na£rtneme alternatívy.

Na za£iatku je dobré si premyslie´, aké dáta vôbec potrebujeme. Zápas je
re´azec ve©kého mnoºstva akcií (gól, strela, prihrávka, roh, aut, faul, priamy
kop, hlavi£ka, striedanie, karta, at¤.). Kaºdá akcia je charakterizovaná £asom
(kedy), pozíciou (kde) a exekútorom (kto). V základných ²tatistikách zvä£²a
nájdeme góly, karty a striedania spolu s £asom a hrá£om. Ostatné akcie
sú v¤aka svojej po£etnosti zloºitej²ie zaznamenávané a teda ´aºko doh©a-
date©né. Mnoho akcií dokáºeme zredukova´ na pár základných, ale posta£u-
júcich. Sú to:

• gól - úspe²ná strela

• prihrávka - vhadzovanie, roh, priamy kop

• striedanie - zmena taktiky

• karta - zmena taktiky; £ervená = vylú£enie hrá£a z hry, ºltá = zvý²ené
riziko vylú£enia (dve ºlté karty znamenajú automaticky £ervenú)

Pozi£né parametre akcie nám dávajú informáciu o pohybe lopty na hracom
poli. Aby sme boli na základe empirických dát schopní dynamicky modelova´
rozhodnutia v²etkých hrá£ov v ur£itej situácii, museli by sme získa´ pozície
v²etkých hrá£ov v tejto situácii. Tieto pozície v²ak k dispozícii beºne nie sú
a preto je typickej²ie popisova´ hru jedine z pozície lopty. K tomuto popisu
hry sa prikloníme aj my.
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Ukáºeme si 3 základné postupy pre získanie dát:

1) Pozorovanie

Pozorovaním reálnych zápasov (opakovane) dokáºeme získa´ dáta ²ité
na mieru. Ke¤ v²ak uváºime, ºe jeden zápas trvá 90 aº 100 minút, tak sa jedná
o £asovo najnáro£nej²í prístup. Týmto spôsobom boli dáta zhromaº¤ované
v práci [1], £o malo za následok analýzy ve©mi malej vzorky oproti celkovému
po£tu odohraných zápasov.

2) Parsovanie internetových zdrojov

Parsovanie verejne dostupných HTML/XML ²truktúr je najroz²írenej²ou
metódou. Existuje mnoho verejne dostupných zdrojov, av²ak kvalita dát
je £astokrát nedostato£ná. Pre vytvorenie parsovacieho skriptu na mieru je
potrebné detailne zanalyzova´ ²truktúru prezentácie dát, £o je zvä£²a HTML
²truktúra v zlom formáte, v lep²ích prípadoch XML.

3) Segmentácia a analýza videa

Parsovanie videosekvencií je tou najso�stikovanej²ou metódou. Jedná sa
o v²eobecný problém analýzy ²truktúry videa a pochopenie jeho obsahu. Skú-
maním ²portového obsahu vo videosekvencii sa uº zaoberalo nieko©ko ²túdií.
Medzi inými sú zaujímavé videoanalýzy striel [13] a klasi�kácia sémantických
herných stavov vo futbale [12].

Hlavnou my²lienkou je automatizova´ segmentáciu videosekvencie
do dvoch základných rekurentných sémantických herných stavov: hra a pre-
ru²enie. Z ná²ho poh©adu je zaujímavá najmä hra. Ako popisuje Xie
a ¤al²í [11] a Tovinkere [12], pozorovaním môºeme dôjs´ k záveru, ºe ve©mi
efektívnym nástrojom pre detekciu hry a preru²enia, je pochopenie spôsobu,
akým producent video prenosu sníma hru.

Existujú totiº tri základné typy záberov v rámci prenosov: globálny (ve©ká
£as´ ihriska), lokálny (na situáciu) a detailný (napr. na hrá£a). Rozli²ovanie
týchto záberov nám môºe pomôc´ v ¤al²ej analýze. Po prvé, v rámci hry
evidentne prevládajú globálne zábery, pretoºe dodávajú divákovi najlep²iu
informáciu o dianí, zatia© £o po£as preru²enia prevládajú naopak lokálne
a detailné zábery. A po druhé, typy záberov môºu by´ identi�kované na zá-
klade vlastností, akými sú pomer farieb (napr. v pixeloch) a intenzita po-
hybu. V globálnych záberoch prevládajú odtiene zelenej farby, v stredných
je pomer men²í a v detailných zelená farba takmer zaniká. Podobne je to
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s detekciou pohybu, ke¤ v stave hry o£akávame jeho vy²²iu intenzitu ako
po£as preru²enia.

Intenzita pohybu a pomer farieb sú dobrými merate©nými vlastnos´ami
obrazu. Analógiu rozpoznávania obrazu môºeme vidie´ v rozpoznávaní izolo-
vaného slova v hovorenej re£i, ako to popisuje Rabiner [15]. Kaºdý jeho model
zodpovedá nejakej triede - fonéme hovorenej re£i tak, ako hra a preru²enie
vo videosekvencii. V rámci kaºdého modelu existujú ²truktúry, ktoré v re£i
popisujú prechody a zmeny v rámci foném a medzi nimi. V prípade videa
sú to zmeny intenzity pohybu a prechody medzi rôznymi typmi záberov.
Táto analógia nás môºe vies´ k my²lienke aplikovania matematického mode-
lu známeho ako skryté Markovove modely (HMM).

HMM sa radia k metódam ²tatistického rozpoznávania a sú vhodné
pre klasi�káciu sekven£ných dát s variabilnou d¨ºkou. Markovov model, ako
si neskôr ukáºeme, sa dá reprezentova´ ako stavový automat, pre ktorý platí,
ºe jeho nasledujúci stav závisí iba na aktuálnom stave. Skrytý Markovov
model sa dá charakterizova´ ako jeden optimálny prechod Markovovým mo-
delom pre dané vstupné dáta. Pre jeho nájdenie je nutné vyhodnoti´ v²etky
alternatívy prechodu modelom.

Vzh©adom na komplexnos´ a zloºitos´ tohto prí±tupu sa ním nebudeme
¤alej zaobera´, ale v prípade záujmu odkáºeme £itate©a na zmienené citované
zdroje. Cie©om týchto odstavcov bolo poukázanie na HMM ako na jednu
z moºností pre získanie vhodných dát z videosekvencií.

Získané dáta

Dáta analyzované v rámci tejto práce sú získané z verejne dostupného portálu
spolo£nosti Guardian1 postupom £íslo 2 a uloºené v databáze pod©a schémy
na Obr. A.4 (v prílohe). Jedná sa o �ash aplikáciu, ktorá obsahuje dáta an-
glickej ligy z uplynulých 4 sezón 2006/07 aº 2009/10. V lige hrá 20 týmov,
£o znamená 380 zápasov za sezónu, resp. 1520 zápasov za 4 sezóny. 2 zá-
pasy nebolo moºné pre zlý formát na£ítaných XML ²truktúr spracova´. Preto
máme k dispozícii ²tatistiky z 1518 zápasov, £o je ve©mi dobrá vzorka pre pri-
jímanie £i zamietanie hypotéz. V kaºdej situácii je dostupný £as a pozícia
lopty na ihrisku, nie v²ak rozostavenie ostatných hrá£ov. Pod©a navrhnutého
zredukovania akcií tak dostávame pre oba týmy v²etky prihrávky, strely,
striedania a karty. Prihrávky a strely majú príznak úspechu de�novaný pod©a
Tab. 1.1. Neúspe²nú strelu chápeme dvojakým spôsobom, pretoºe odrazom

1Spolo£nos´ Guardian súhlasí s vyuºitím získaných dát pre akademické ú£ely, ale pod-
mie¬uje si to zverejnením iba ich vzorky. [5.6.2010]
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sa lopta môºe dosta´ naspä´ k hrá£ovi rovnakého týmu (udrºaná lopta),
k súperovi (stratená lopta) alebo jej zakopnutím je strata automatická. Gól
znamená zvý²enie skóre a stratu lopty. Preto strely a prihrávky môºeme
zov²eobecni´ ako zmeny kontroly nad loptou.

Strela Prihrávka
Úspe²ná gól udrºaná lopta

Neúspe²ná stratená alebo udrºaná lopta stratená lopta

Tabu©ka 1.1: Úspe²ná vs. neúspe²ná strela a prihrávka.
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Kapitola 2

Markovove procesy

V tejto kapitole sa zoznámime zo základnými pojmami z teórie náhodných
procesov na základe [14].

De�nícia 1. Nech (Ω, A, P ) je pravdepodobnostný priestor, nech T ⊂ R.
Rodina reálnych náhodných veli£ín {Xt, t ∈ T} de�novaných na (Ω, A, P ) sa
nazýva náhodný proces. V prípade, ºe T = Z = {0,±1,±2, . . .} alebo T =

N0 = {0, 1, 2, . . .}, hovoríme o procese s diskrétnym £asom. Pokia© T = [a, b],
kde −∞ ≤ a < b ≤ ∞, hovoríme, ºe {Xt, t ∈ T} je proces so spojitým

£asom. Dvojica (S, ε), kde S je mnoºina hodnôt náhodných veli£ín Xt a ε
je σ−algebra podmnoºín S, sa nazýva stavový priestor procesu {Xt, t ∈ T}.
Pokia© náhodné veli£iny Xt nadobúdajú iba diskrétne hodnoty, hovoríme,
ºe ide o proces s diskrétnymi stavmi, ak nadobúdajú hodnoty z nejakého
intervalu, hovoríme o procese so spojitými stavmi.

Nieko©kokrát sa stretneme s pojmom exponenciálne rozdelenie, ktoré sa
pouºíva pre vyjadrenie £akania na ur£itú udalos´.

De�nícia 2. Exponenciálne rozdelenie s parametrom λ > 0, s ozna£ením
napr. Exp(λ), je spojité rozdelenie na mnoºine kladných £ísel s distribu£nou
funkciou

F (X) =

{
1− e−λx, x > 0

0 inak,

tj. s hustotou

f(X) =

{
λe−λx, x > 0

0 inak.

Náhodná veli£ina s exponenciálnym rozdelelním, X ∼ Exp(λ), má strednú

14



hodnotu a rozptyl

E(X) =
1

λ
, V ar(X) =

1

λ2
.

Poznámka. Exponenciálne rozdelenie je tzv. rozdelenie bez pamäti. Platí,
ºe P (X > x1 + x2|X > x1) = P (X > x2). Tzn., ºe má kon²tantnú intenzitu
výskytu pozorovaného javu, λ(x) ≡ λ, x > 0.

Niekedy sa parameter exponenciálneho rozdelenia neudáva ako intenzita
pozorovaného javu, ale jej prevrátená hodnota, tj. stredná hodnota rozdele-
nia 1

λ
.

V práci sa budeme ¤alej zaobera´ iba procesmi so spojitým £asom
a diskrétnymi stavmi.

2.1 Markovova vlastnos´

V teórii pravdepodobnosti a matematickej ²tatistiky má náhodný proces
Markovovu vlastnos´, ak je pravdepodobnos´ prechodu do budúceho stavu
podmienene závislá iba na aktuálnom stave. To znamená, ºe pravdepodob-
nos´ výsledku v budúcom £ase, ak poznáme výsledok v prítomnom £ase
a výsledky z minulých £asov, je rovnaká, ako ke¤ poznáme iba výsledok
v prítomnom £ase.

De�nícia 3. Náhodný proces {Xt, t ∈ T} má Markovovu vlastnos´,
ak pre v²etky i, j, i1, . . . , in a pre v²etky 0 ≤ t1 < . . . < tn < s < t, pre ktoré
P (Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) > 0, platí

P (Xt = j|Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) = P (Xt = j|Xs = i). (2.1)

2.2 Markovov proces so spojitým £asom

De�nícia 4. Systém celo£íselných náhodných veli£ín {Xt, t ∈ T} de�no-
vaných na pravdepodobnostnom priestore (Ω, A, P ) sa nazýva Markovov pro-
ces so spojitým £asom a spo£etnou mnoºinou stavov, ak má Markovovu vlast-
nos´ (2.1).

Markovov proces si môºeme predstavi´ ako orientovaný graf, ktorého vrcholy
reprezentujú mnoºinu stavov a hrany prechody medzi stavmi. Rozdiel oproti
procesu s diskrétnym £asom spo£íva v tom, ºe prechodu do nového stavu
predchádza zotrvanie v aktuálnom stave nejakú náhodnú dobu. Táto doba
má exponenciálne rozdelenie.
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Ozna£me P (Xt = j|Xs = i) ako pij(s, t), £o nazývame pravdepodobnosti
prechodu zo stavu i v £ase s do stavu j v £ase t. Podobne budeme pj(t) =

P (Xt = j), j ∈ S nazýva´ absolútne pravdepodobnosti v £ase t a pj =

pj(0) = P (X0 = j), j ∈ S nazývame po£iato£né pravdepodobnosti. Je zrejmé,
ºe pj(t) ≥ 0 pre ∀j ∈ S a

∑
j∈S pj(t) = 1, pre pevné t ≥ 0.

De�nícia 5. Markovov proces so spojitým £asom je homogénny, ak pre jeho
pravdepodobnosti prechodu platí

pij(s, s+ t) = pij(t), s ≥ 0, t ≥ 0.

Poznámka. To znamená, ºe pij(t) nezávisí na t. V opa£nom prípade hovoríme
o nehomogénnych Markovových procesoch so spojitým £asom. To znamená,
ºe pij(t) závisí na t, resp. s £asom sa mení.

�alej sa budeme zaobera´ diferencovate©nos´ou pravdepodobností prechodu.
Nech pravdepodobnosti pij(t) sú spojité pre t > 0 a nech limt→0+ pii(t) = 1

a limt→0+ pij(t) = 0 pre i 6= j. De�nujeme pii(0) = 1 a pij(0) = 0 pre i 6= j.

Veta 1. Pre ∀i ∈ S existuje v 0 derivácia

−p′ii(0) = lim
h→0+

1− pii(h)

h
= −qii = qi ≤ ∞

pre ∀i, j ∈ S, i 6= j existuje v 0 derivácia

p′ij(0) = lim
h→0+

pij(h)

h
= qij <∞

a pre ∀i ∈ S platí ∑
j 6=i

qij ≤ qi.

Dôkaz. Dôkaz vety sa dá nájs´ v [14].

De�nícia 6. Nech pij(t), resp. pij(t + h), je pravdepodobnos´ prechodu
zo stavu i do stavu j v £ase t, resp. t+h. Potom de�nujeme deriváciu pravde-
podobnosti prechodu

p′ij(t) = lim
h→0+

pij(t+ h)− pij(t)
h

.

�alej budeme uvaºova´ len také re´azce, pre ktoré

16



qi =
∑
j 6=i

qij pre∀i ∈ S. (2.2)

Poznámka. Ak je mnoºina stavov S kone£ná, vz´ah (2.2) vºdy platí, pretoºe

0 = 1−
∑
j∈S

pij(h), h ≥ 0

a odtia© limitným prechodom

0 = lim
h→0+

1−
∑

j pij(h)

h
= lim

h→0+

1− pii(h)−
∑

j 6=i pij(h)

h
= qi −

∑
j 6=i

qij,

pretoºe môºeme zameni´ limitu a sumu.

De�nícia 7. Nezáporné £ísla qij de�nované vo Vete 1 sa nazývajú intenzity

prechodov zo stavu i do stavu j, nezáporné £íslo qi sa nazýva celková in-

tenzita. Matica Q = {qij, i, j ∈ S}, kde qii = −qi sa nazýva matica intenzít

prechodu.

Teraz ukáºeme význam intenzít prechodu.

Veta 2. Pre homogénny Markovov proces {Xt, t ∈ T} so spo£etnou mnoºinou
stavov platí pre ∀s ≥ 0 a ∀h > 0

P (Xt = i, s ≤ t ≤ s+ h|Xs = i) = e−qih,

kde e−qih = 0, ak qi =∞.

Dôkaz. Dôkaz vety sa dá nájs´ v [14].

Veta 3. Ak je qi = 0, potom pii(t) = 1 pre ∀t ≥ 0. Ak je 0 < qi < ∞, má
doba, po£as ktorej proces zotrvá v stave i, exponenciálne rozdelenie so strednou
hodnotou 1

qi
.

Dôkaz. Dôkaz vety sa dá nájs´ v [14].

Proces je teda charakterizovaný intenzitami prechodov qij medzi stavmi i a j
za nejakú pevne stanovenú £asovú jednotku. Nech X(t) popisuje stav procesu
v £ase t a predpokladajme, ºe proces je v tomto £ase v stave i. Hodnota
qij ur£uje, ako £asto prechod medzi stavmi i a j za túto pevne stanovenú
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£asovú jednotku nastáva. Potom pravdepodobnos´, ºe sa v priebehu krátkeho
£asového kvanta dostane proces do stavu j, je daná ako

P (Xt+h = j|Xt = i) = qijh+ o(h), i 6= j,

kde symbol o(h) zna£í, ºe o(h)
h
→ 0 pri h→ 0+.

Pre lep²ie vysvetlenie intenzity qij uvaºujme hru, ktorá má d¨ºku t minút,
stav i predstavuje drºanie lopty a j dosiahnutie gólu. Ak v celej hre prejde
lopta zo stavu i do stavu j spolu n-krát, tak intenzita skórovania zo stavu i
za jednu minútu je qij = n

t
, tj. stredná doba zotrvania v stave i je t

n
.

Poznámka. V literatúre sa niekedy namiesto Markovovho procesu vysky-
tuje pojem Markovov re´azec, chápaný ako proces s diskrétnym stavovým
priestorom. Markovov re´azec je taktieº zvy£ajne ozna£ovaný ako Markovov
proces s diskrétnym £asom a naopak, Markovov proces ako Markovov re´azec
so spojitým £asom.

2.3 Kolmogorovove diferenciálne rovnice a ich
rie²enie

Uvaºujme Markovov proces so spojitým £asom a mnoºinou stavov
S = {0, 1, . . .} . V predchádzajúcej kapitole sme si zade�novali intenzity
prechodov pomocou derivácií pravdepodobností prechodov v bode 0. Teraz
si ukáºeme súvislos´ medzi týmito intenzitami a deriváciami pravdepodob-
ností v obecnom bode.

Veta 4. (Kolmogorove diferenciálne rovnice) Predpokladajme, ºe
qi < ∞ pre ∀i ∈ S a platí (2.2). Potom pravdepodobnosti prechodu pij(t)

sú diferencovate©né pre ∀i, j ∈ S, t > 0 a platí

p′ij(t) = −qipij(t) +
∑
k 6=i

qikpkj(t) =
∑
k∈S

qikpkj(t). (2.3)

Maticovo je moºné sústavu rovníc zapísa´ ako

P ′(t) = QP (t).

Dôkaz. Dôkaz vety sa dá nájs´ v [14].

Pravdepodobnosti prechodu Markovovho procesu so spojitým £asom teda
vyhovujú sústavám Kolmogorových rovníc. Naopak teraz predpokladajme,
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ºe je daná sústava diferenciálnych rovníc typu 2.3. Nás zaujíma, £i má
takáto sústava rie²enie, ktoré reprezentuje pravdepodobnosti prechodu ne-
jakého Markovovho procesu.

Veta 5. Nech Q = {qij, 0 ≤ i, j ≤ N} je matica, pre ktorej prvky platí

qij ≥ 0, i 6= j,

qii = −
∑
i 6=j

qij.

Potom existuje jediné rie²enie sústavy (2.3), ktoré vyhovuje po£iato£nej pod-
mienke P (0) = I a ktoré predstavuje sústavu pravdepodobností prechodu
Markovovho procesu so spojitým £asom a kone£nou mnoºinou stavov. Mati-
covo je moºné toto rie²enie zapísa´ v tvare P (t) = eQt, kde eQt je maticová
exponenciálna funkcia de�novaná predpisom

eQt =
∞∑
k=0

Qktk

k!
. (2.4)

Poznámka. Zápis Qk predstavuje k-tú mocninu matice Q a výsledkom je
matica rovnakého rádu. Napr. pre k = 2 je Q2 = Q × Q. Zápis eQt pred-
stavuje maticovú exponenciálnu funkciu, ktorej výstupom je taktieº matica
rovnakého rádu.

Dôkaz. Dôkaz vety sa dá nájs´ v [14].

2.4 Poissonov proces

Zave¤me si najprv pojem Poissonovho rozdelenia. Nech X nadobúda iba
hodnoty 0, 1, . . ., a to s pravdepodobnos´ou

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,

kde λ > 0 je dané £íslo. Potom hovoríme, ºe X má Poissonove rozdelenie
s parametrom λ. Stredná hodnota aj rozptyl sú rovnaké a zárove¬ rovné
tomuto parametru.

Uvaºujme proces {Xt, t ≥ 0} celo£íselných náhodných veli£ín, ktorý má
nezávislé prírastky Xt+h−Xt (po£et udalostí v intervale (t, t+h]) a pre ktorý
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platí

P (Xt+h −Xt = 1) = λh+ o(h)

P (Xt+h −Xt = 0) = 1− λh+ o(h)

P (Xt+h −Xt ≥ 2) = o(h)

rovnomerne pre v²etky t.
Ide o Markovov proces so spojitým £asom a mnoºinou stavov

S = {0, 1, . . .}, s po£iato£ným rozdelením p0(0) = P (X0 = 0) = 1,
pj 6=0(0) = 0 a intenzitami prechodov qi,i+1 = λ, qi = −qii, qij = 0

inak. Pravdepodobnosti prechodov môºeme ur£i´ zo sústavy Kolmogorových
rovníc (2.3). Ak sa omedzíme iba na ur£enie absolútnych pravdepodobností
pj(t), j ∈ S s po£iato£ným rozdelením pi = pi(0) = 1, pj = pj 6=i(0) = 0,
sta£í rie²i´ sústavu diferenciálnych rovníc, ktoré odpovedajú i−temu riadku
matice P (t). Tzn. máme rie²i´ sústavu

p′j(t) = −pj(t)qj +
∑
k 6=j

pk(t)qkj, j ∈ S

s po£iato£nou podmienkou pi(0) = 1, pj 6=i(0) = 0, £o je v na²om prípade
sústava

p′0(t) = −λp0(t)

p′j(t) = −λpj(t) + λpj−1(t), 1 ≤ j <∞

s po£iato£nou podmienkou p0(0) = 1, pj>0(0) = 0. Táto sústava je sústa-
vou oby£ajných lineárnych diferenciálnych rovníc a namiesto rie²enia jednej
po druhej, vyuºijeme metódu vytvárajúcej funkcie.

Uvaºujme vytvárajúcu funkciu rozdelenia {pj(t), j ∈ N0} ,

Π(s, t) =
∞∑
j=0

pj(t)s
j

ako funkciu dvoch premenných s, t. Ak vynásobíme j−tú rovnicu sústavy
výrazom sj a potom formálne s£ítame v²etky takto vynásobené rovnice,
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dostaneme vz´ah

∞∑
j=0

p′j(t)s
j = −λ

∞∑
j=0

pj(t)s
j + λ

∞∑
j=1

pj−1(t)sj

−λ
∞∑
j=0

pj(t)s
j + λs

∞∑
j=0

pj(t)s
j.

Tento výraz môºeme vyjadri´ pomocou vytvárajúcej funkcie Π ako

∂Π(s, t)

∂t
= −λΠ(s, t) + λsΠ(s, t) = −λ(1− s)Π(s, t) (2.5)

a po£iato£nú podmienku prepísa´ ako Π(s, 0) = 1. Pre pevné s je moºné (2.5)
rie²i´ ako oby£ajnú lineárnu diferenciálnu rovnicu v premennej t. V²eobecné
rie²enie tejto rovnice je

Π(s, t) = C(s)e−λt(1−s),

kde C(s) je kon²tanta. Z po£iato£nej podmienky plynie C(s) = 1 a teda

Π(s, t) = e−λt+λst = e−λt
∞∑
j=0

(λt)j

j!
sj.

Tým dostávame h©adané absolútne pravdepodobnosti

pj(t) =
e−λt(λt)j

j!
, 0 ≤ j <∞, t > 0. (2.6)

Ide o Poissonovo rozdelenie s parametrom λt. Odtia© tieº plynie, ºe stredný
po£et udalostí, ktoré nastanú v intervale (0, t], je λt. Ke¤ºe po£et udalostí
v ©ubovo©nom intervale (s, s+ t] závisí iba na d¨ºke tohoto intervalu, odtia©
plynie, ºe tieº prírastky Xs+t−Xs majú Poissonovo rozdelenie s parametrom
λt pre v²etky s, t > 0.

Nech X1, . . . Xn je náhodný výber (nezávislé rovnako rozdelené náhodné
veli£iny) z Poissonovho rozdelenia s parametrom λ a k1, . . . , kn je jeho realizá-
cia. Tento parameter môºeme odhadnú´ napr. pomocou metódy maximálnej
vierohodnosti. Chceme zvoli´ parameter λ tak, aby pravdepodobnos´ P (X1 =

k1, . . . , Xn = kn|λ) =
∏n

i=1 P (Xi = ki|λ) bola £o najvä£²ia. Ak vezmeme
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logaritmickú funkciu

L(λ) = ln
n∏
i=1

f(ki|λ) =
n∑
i=1

ln

(
e−λλki

ki!

)
,

poloºením ∂
∂λ
L(λ) = 0 dostaneme maximálny vierohodnostný odhad (MLE -

maximum likelihood estimation)

λ̂MLE =
1

n

n∑
i=1

ki. (2.7)

Rozli²ujeme

• homogénny Poissonov proces, ak sa parameter λ v £ase t nemení, tzn. je
kon²tantný. Príkladom takéhoto procesu je napr. model zrodu a zániku
bez zániku (v literatúre pure birth process).

• nehomogénny Poissonov proces, v ktorom je parameter λ uº na £ase t
závislý, ale je to stále deterministická funkcia

• zmie²aný Poissonov proces, kde je parameter λ náhodná veli£ina z ne-
jakého rozdelenia. Rozdelením tejto veli£iny (napr. s distribu£nou
funkciou G(λ)) vlastne mie²ame rôzne homogénne Poissonove procesy.
Pre kaºdé t > 0 a celé k ≥ 0 je

P (N(t) = k) =

ˆ ∞
0

(λt)k

k!
e−λtdG(λ). (2.8)

Toto odpovedá aj Bayesovskému poh©adu na situáciu s neznámym
parametrom λ a jeho priorom G(λ).

Z ná²ho poh©adu bude zaujímavej²í práve Poissonov proces s meniacim sa
parametrom λ ako varianta Markovovho procesu so spojitým £asom.

2.4.1 Vz´ah Poissonovho a negatívne binomického
rozdelenia

Vykonávajme alternatívne pokusy kon£iace úspechom alebo neúspechom,
pri£om v kaºdom z nich nastane úspech s pravdepodobnos´ou p. Potom
negatívne binomické rozdelenie NBi(r, p) má dve nasledujúce interpretácie:
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1. X je náhodná veli£ina popisujúca po£et neúspechov pred r-tým úspe-
chom.

P (X = k) =

(
r + k − 1

k

)
pr(1− p)k, 0 < p < 1, r > 0

2. Negatívne binomické rozdelenie si tieº môºeme predstavi´ ako sú£et r
nezávislých náhodných veli£ín, z ktorých kaºdá má geometrické rozde-
lenie s rovnakým parametrom p.

Strednú hodnotu a rozptyl spo£ítame ako

E(X ∼ NBi(r, p)) = r
1− p
p

V ar(X ∼ NBi(r, p)) = r
1− p
p2

=
E(X)

p
.

Parametre p a r je moºné odhadnú´ pomocou momentovej metódy
a budeme potrebova´ odhad pre strednú hodnotu x̄ a rozptyl s2. Vychádza-
júc z rovníc x̄ = r 1−p̂

p̂
a s2 = r̂ 1−p̂

p̂2
pre strednú hodnotu a rozptyl negatívne

binomického rozdelenia, dostávame odhad:

• pre parameter p̂

s2 =
x̄

p̂
=⇒ p̂ =

x̄

s2
(2.9)

• a pre parameter r̂

x̄ = r̂
1− x̄

s2

x̄
s2

= r̂
s2 − x̄
x̄

=⇒ r̂ =
(x̄)2

s2 − x̄
. (2.10)

Overdispersion v Poissonovom rozdelení

Pri Poissonovom rozdelení sme limitovaní rovnos´ou strednej hodnoty
a rozptylu. Ak v²ak dáta preukáºu ove©a vä£²í rozptyl ako strednú hodnotu,
hovoríme o tzv. �overdispersion�.

Nech X je náhodný výber so strednou hodnotou λ a rozptylom σ2. Potom
z rovnice (2.10) jednoduchou úpravou dostávame

σ2 = λ+
1

r
λ2, (2.11)

£o znamená, ºe rozptyl je stále vä£²í ako stredná hodnota. Môºeme ihne¤
vidiet, ºe ak r → ∞, potom stredná hodnota sa limitne rovná rozptylu,
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£o predstavuje Poissonovo rozdelenie s parametrom λ. Na negatívne bi-
nomické rozdelenie tak môºeme nahliada´ ako na roz²írenie Poissonovho
rozdelenia, ktoré dovo©uje vä£²í rozptyl.

To nás vedie k záveru, ºe negatívne binomické rozdelenie je vhodnou al-
ternatívou Poissonovho rozdelenia v prípade, ºe na²e pozorovania preukazujú
�overdispersion� efekt.

Poisson-Gamma rozdelenie

V predchádzajúcej sekcii sme videli, ºe negatívne binomické rozdelenie môºe
by´ chápané ako roz²írenie Poissonovho rozdelenia. Teraz si ukáºeme, ako
je moºné získa´ negatívne binomické rozdelenie zo zmie²aného Poissonovho
rozdelenia s náhodným parametrom λ, ktorý pochádza z gamma rozdelenia.
V literatúre môºeme nájs´ taktieº termín Poisson-Gamma rozdelenie.

Rozoberme si vo©bu gamma rozdelenia náhodného parametra λ. Toto
rozdelenie je spojité nezáporné rozdelenie na [0,+∞), ktoré je zo²ikmené
doprava. Preto je ideálny kandidát na modelovanie parametra λ. Parame-
ter λ musí by´ totiº nezáporný a nemal by nadobúda´ extrémnych hodnôt.
Gamma rozdelenie má vhodný tvar, lebo ve©ké hodnoty, ktoré nie sú ºiadúce,
nadobúda s ve©mi malou pravdepodobnos´ou.

Nech má náhodná veli£ina X pri pevnom λ Poissonovo rozdelenie, tj.

P (X = k|λ) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . , λ > 0.

Gamma rozdelenie má hustotu

f(λ, α, r) =
αr

Γ(r)
e−αλλr−1, α, r, λ > 0,

kde α, r sú parametre gamma rozdelenia. Spo£ítame nepodmienenú pravde-
podobnos´

P (X = k) =

ˆ ∞
0

P (X = k|λ)f(λ)dλ =

ˆ ∞
0

λk

k!
e−λ

αrλr−1

Γ(r)
e−αλdλ,

odkia© po prezna£ení p = α
α+1

a zintegrovaní pomocou metódy per-
partes, dostávame vzorec negatívne binomického rozdelenia (presné odvo-
denie vi¤ [17])

P (X = k) =

(
k + r − 1

k

)
pr(1− p)k.
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2.4.2 Poissonov regresný model

Dôleºitou ²tatistickou úlohou je h©adanie a skúmanie závislosti premen-
ných, ktorých hodnoty získame pri realizácii experimentov. Vzh©adom k ich
náhodnému charakteru reprezentuje nezávisle premenné náhodný vektor
X = (X1, . . . , Xk) a závisle premennú náhodná veli£ina Y . Vektor X sa
nazýva taktieº vektor vysvet©ujúcich premenných a môºe by´ aj nenáhodný,
ako býva v aplikáciách £asté.

K popisu závislosti Y na X uºívame regresnú analýzu, pri£om túto zá-
vislos´ vyjadruje regresná funkcia

y = E(Y |X = x),

kde x = (x1, . . . , xk) je vektor hodnôt nezávisle premenných (hodnota vek-
toru X), y je závisle premenná (hodnota vektoru Y ) a E(Y |X = x) je
podmienená stredná hodnota.

Pri vy²etrovaní závislosti Y na X získame realizáciou n experimentov
súbor (yi,xi), kde yi sú pozorované hodnoty vektoru Y a xi pozorované
hodnoty vektoru nezávisle premenných X pre i = 1, . . . , n.

Lineárny regresný model

Ako popisuje MacCullagh a Nelder [16], jednou zo základných metód re-
gresnej analýzy je lineárny regresný model. Ten je moºné zapísa´ pomocou
matíc ako

Y = Xβ + ε,

kde Y je vektor n hodnôt vysvet©ovanej premennej, X je matica hod-
nôt vysvet©ujúcich premenných, β = (β0,β1, . . . , βk) je vektor neznámych
h©adaných regresných koe�cientov a ε je vektor n hodnôt náhodnej zloºky
(spravidla s predpokladom normálneho rozdelenia) so strednou hodnotou 0.
Koe�cient β0 nazývame intercept.

Ak je splnených nieko©ko podmienok lineárneho modelu, môºeme
neznámy vektor koe�cientov β odhadnú´ pomocou metódy najmen²ích ²tvor-
cov. Koe�cienty môºeme taktieº odhadnú´ pomocou metódy maximálnej
vierohodnosti (ML - maximum likelihood). ML-odhady odhadujú hodnoty
tak, aby tieto hodnoty maximalizovali vierohodnú funkciu, tj. odhady sú
ur£ené ako najpravdepodobnej²ie hodnoty parametrov pre pozorované dáta.
Pre podrobnej²í výklad vi¤ [16].
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Zov²eobecnený lineárny regresný model

Zov²eobecnený lineárny model (GLM) poskytuje obecný rámec
pre vytváranie jednotnej triedy modelov, ktoré pracujú so spojitými
aj kategorizovanými závisle premennými a roz²iruje klasický lineárny model
o regresiu, ktorá má chybu modelu rozdelenú napr. pod©a Poissonovho,
gamma alebo negatívne binomického rozdelenia.

Zov²eobecnený lineárny model zahr¬uje napr. lineárnu regresiu, modely
analýzy rozptylu a log-lineárny model. Jednotlivé ²truktúry a symboly oz-
na£ujeme rovnako ako v prípade lineárneho modelu. Náhodná zloºka modelu
má vektor stredných hodnôt E(Y ).

Lineárny prediktor η je systematická zloºka v lineárnom modely a vy-
jadrujeme ju ako

η =
k∑
i=1

xiβ̂i,

kde x = (x1, . . . , xk) je vektor vysvet©ujúcich premenných a β̂ = (β̂1, . . . , β̂k)

je predikcia modelu
∑k

i=1Xiβi.
Kaºdá zloºka vektoru Y má rozdelenie z exponenciálnej rodiny rozdelení

s hustotou

fY (y, θ, φ, ω) = exp

{
yθ − b(θ)

φ
ω + c(y, φ, ω)

}
, (2.12)

kde y je premenná hustoty, φ a θ sú parametre rozdelenia, b(.), c(.) sú funkcie,
ktorých tvar je daný konkrétnym rozdelením z exponenciálnej rodiny a ω je
váha pozorovania, ktorá môºe by´ pre rôzne pozorovania rôzna. Ak je dis-
perzný parameter φ známy, je rovnica (2.12) hustotou rozdelenia z expo-
nenciálnej rodiny a má kanonický parameter θ. Ak parameter φ nepoznáme,
potom to môºe by´ dvojparametrické rozdelenie (napr. negatívne binomické).
Napr. pre Poissonovo rozdelenie s parametrom λ v rovnici (2.12) dostávame
θ = log λ, φ = 1, b(θ) = exp (θ).

Logaritmus vierohodnej funkcie (funkcia parametrov θ a φ pri známom y)
je

L(θ, φ, y) = ln fY (y, θ, φ).

Zo vz´ahov známych pre vierohodnú funkciu (detailné odvodenie vi¤ [16])
môºeme ur£i´ strednú hodnotu µ a rozptyl σ2 ako

µ = (Y ) = b′(θ) a σ2 = V ar(Y ) = b′′(θ)φ.
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Vz´ah medzi lineárnym prediktorom η a strednou hodnotou µ vysvet©o-
vanej náhodnej veli£iny Y vyjadruje spojovacia funkcia g (link function) ako

η = g(µ).

Spojovacia funkcia g(.) môºe by´ akáko©vek monotónna diferencovate©ná
funkcia. V klasickom lineárnom modely je spojovacou funkciou identita, tj.
µ = η. Ke¤ºe stredná hodnota µ = b′(θ) je len funkciou kanonického parame-
tra θ a spojovacia funkcia je monotónna, existuje inverzná funkcia, ktorou
môºeme θ vyjadri´ ako funkciu strednej hodnoty θ(µ). Ke¤ kanonický pa-
rameter rozdelenia je rovný lineárnemu prediktoru, tj. θ = η, tak spojovacie
funkcie takýchto rozdelení nazývame kanonické. Pre Poissonovo aj negatívne
binomické rozdelenie ja kanonickou spojovacou funkciou logaritmus

η = ln(µ). (2.13)

Výstiºnos´ modelu V klasickom modely sa jeho výstiºnos´ vyjadruje ob-
vykle pomocou koe�cientu determinancie (tesnos´ preloºenia) R2, tj. ako
podiel variability závislej veli£iny vysvetlenej modelom na celkovej variabilite.
Koe�cientom determinancie rozumieme

R2 = 1− Se
St
,

kde Se je reziduálny a St celkový sú£et ²tvorcov. V modely lineárnej regresie
leºí hodnota R2 v intervale [0, 1] a udáva, aký podiel rozptylu v pozorovaní
závisle premennej sa podarilo regresiou vysvetli´. Ak model vysvet©uje závislú
veli£inu úplne, R2 = 1.

Deviancia V zov²eobecnenom lineárnom modely sa dá tesnos´ preloºe-
nia posudzova´ analogicky. Uvaºujme tzv. úplný model s k parametrami,
ktorý by vysvet©oval hodnoty y presne. Ke¤ºe môºeme kanonický parame-
ter vyjadri´ ako funkciu strednej hodnoty, θ(µ), môºeme vierohodnú funkciu
zapísa´ ako L(y, φ, y, ω). To je maximálne dosaºite©ná hodnota vierohodnej
funkcie. Pre model s jedným parametrom (nulový model, obsahuje iba in-
tercept β0) by sme dostali vierohodnú funkciu minimálnej hodnoty pre dané
dáta. Dvojnásobok rozdielu medzi týmito vierohodnými funkciami je istou
analógiou k celkovej variabilite v klasickom modely. Ak ozna£íme odhad
stredných hodnôt v modely s k parametrami ako µ̂ a odhad kanonického
parametra pre tento model ako θ̂ = θ(µ̂) a θ̃ = θ(y), potom dvojnásobok
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rozdielu vierohodných funkcií L(y, φ, y, ω) a L(µ̂, φ, y, ω) je

2
n∑
i=1

ωi
yi(θ̃i − θ̂i)− b(θ̃i) + b(θ̂i)

φ
=
D(y, µ̂)

φ
,

kde funkciu D(y, µ̂) nazývame deviancia a je analógiou reziduálnej sumy
²tvorcov (RSS). Klasický lineárny model je zvlá²tnym prípadom zov²eobec-
neného modelu, ke¤ spojovacia funkcia je identita, a potom pre normálne
rozdelenú náhodnú zloºku modelu je deviancia rovná reziduálnemu sú£tu
²tvorcov

D(y, µ̂) =
n∑
i=1

(yi − µ̂i)2 = RSS.

V zov²eobecnenom lineárnom modely je teda cie©om nájs´ model, ktorý
zmen²uje celkovú devianciu. Model by sme mali vybera´ tak, aby sme £o
najviac zníºili devianciu úmernú rozdielu logaritmov vierohodných funkcií
medzi úplným modelom a nulovým modelom s jedným parametrom. V prí-
pade Poissonovej regresie po£ítame devianciu ako

D = 2
n∑
i=1

(
yi log

yi
ŷi
− (yi − ŷi)

)
,

kde ŷi je predpove¤ vysvet©ovanej premennej yi.

AIC V posudzovaní kvality modelu sa £asto zavádza termín �úspor-
nos´�. Vyjadruje totiº takú h©adanú vlastnos´ modelu, ktorá váºi jeho schop-
nos´ predpoveda´ hodnoty vysvet©ovanej premennej oproti jeho zloºitosti.
Pomer medzi presnos´ou a zloºitos´ou modelu sa odráºa aj v de�nícii ²tatis-
tiky, ktorá sa pre vyjadrenie úspornosti modelu pouºíva naj£astej²ie. Patrí
sem aj tzv. AIC ²tatistika (Akaike Information Criterion). Presný postup
výpo£tu nie je podstatný, ale je dôleºité vedie´, ºe hodnota AIC je výsled-
kom sú£tu dvoch £lenov, z ktorých prvý je úmerný logaritmu RSS, zatia© £o
druhý je penaliza£ný. Ak totiº do modelu pridáme ¤al²iu premennú, môºeme
síce zvý²i´ jeho presnos´, ale tým taktieº rastie nebezpe£enstvo nadhodnote-
nia modelu. Preto informa£né kritériá penalizujú po£et premenných a £ím
je model zloºitej²í (obsahuje vä£²í po£et parametrov), tým je vä£²ia hodnota
penaliza£ného £lena. Výsledok je tak kompromisom medzi zloºitos´ou modelu
a jeho presnos´ou.

Z toho vyplýva skuto£nos´, ºe najúspornej²ie modely majú najniº²iu hod-
notu AIC ²tatistiky.
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Získanie modelu Výsledný model môºe by´ vytváraný postupne tak,
ºe do modelu budú zara¤ované tie regresory, ktoré zniºujú devianciu
vzh©adom k aktuálnemu modelu so zaradenými k parametrami. Regresory
môºu ma´ kvalitatívny charakter alebo to môºu by´ interakcie (sú£iny)
pôvodných regresorov. Metóda postupného výberu je ve©mi citlivá k situácii,
ke¤ máme ve©ký po£et regresorov, z ktorých vyberáme, a to hlavne, ak sú
medzi niektorými ve©ké korelácie. Dobrým po£iato£ným krokom pri ich
výbere je preto uváºlivos´ na základe znalosti ²tudovaných javov.

Negatívne binomická regresia ako roz²írenie Poissonovej regresie

V sekcii (2.4.1) sme si odvodili, resp. de�novali, nieko©ko dôleºitých vz´ahov
medzi Poissonovým a negatívne binomickým rozdelením.

Uvaºujme n nezávislých pozorovaní, pri ktorých o£akávame, ºe sa ria-
dia Poissonovým rozdelením, av²ak sme zistili, ºe rozptyl výrazne prevy²uje
strednú hodnotu. Zo vz´ahu (2.11) vyplýva, ºe negatívne binomické rozdele-
nie NBi(r, p) so strednou hodnotou λ je robustnej²ou alternatívou pre Pois-
sonovo rozdelenie s parametrom λ, pretoºe pre parameter r →∞ sa rozptyl
limitne blíºi strednej hodnote. V na²om príklade teda má zmysel uvaºova´
o negatívne binomickom rozdelení.

V sekcii 2.4.1 sme si ukázali, ºe negatívne binomické rozdelenie môºeme
vyjadri´ ako zmes Poissonových rozdelení s náhodným parametrom λ, ktorý
pochádza z gamma rozdelenia. Ak dokáºeme na²e pozorovania zaradi´
do k skupín (napr. na základe ²peci�ckých vlastností) a kaºdá skupina
i = 0, . . . , k − 1 sa riadi Poissonovým rozdelením s parametrom λi, ktoré
je z gamma rozdelenia, tak na tieto skupiny môºeme nazera´ ako na zmes
Poissonových rozdelení. Potom pre odhady regresných koe�cientov môºeme
namiesto klasickej negatívne binomickej regresie pouºi´ roz²írenú Poissonovú
regresiu. Medzi regresory pridáme také premenné, ktoré popisujú rozdiely
medzi skupinami.
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Kapitola 3

Aplikácia Markovových procesov

Ako sme uº nazna£ovali, na futbalový zápas môºeme nazera´ ako na mnoºinu
náhodných prechodov vznikajúcich pri výmene drºania lopty alebo skórova-
nia. Predpokladajme, ºe udalosti vznikajú nezávisle na minulých a £asy
medzi prechodmi sa chovajú exponenciálne. Preto modelovanie hry pomo-
cou Markovovho procesu sa zdá by´ ako rozumný prístup.

3.1 Hra ako Markovov proces

Zápas za£ína rozohrávkou jedného z týmov v strede hracieho po©a. V jeho
priebehu sa kontrola nad loptou medzi týmami £asto mení a kaºdý tým sa
pokú²a dosiahnu´ gól, udrºa´ si loptu alebo ju získa´. V prípade skórovania
sa automaticky rozohráva zo stredu hracieho po©a a loptu má tým, ktorý
inkasoval.

Spôsobom podobným v [1] sa na hru môºeme v zásade pozera´ ako
na 4-stavový proces znázornený na Obr. 3.1. Jednotlivé stavy si podrobne
popí²eme z poh©adu lopty. Uvaºujme dva týmy D (domáci) a H (hostia)
hrajúce proti sebe. Hra sa nachádza v stave d, ak má loptu pod kontrolou
tým D a v stave h, ak má loptu pod kontrolou tým H. Domáci tým D do-
siahne gól v prípade, ºe hra sa dostane do stavu gD. Tým hostí H dosiahne
gól v prípade, ºe sa hra dostane do stavu gH . �ípky medzi stavmi ozna£ujú
dovolené prechody medzi stavmi. �íselnú reprezentáciu ²ípok budeme chápa´
ako pravdepodobnos´ prechodu medzi stavom, z ktorého vychádza a stavom,
do ktorého vchádza. Ako nazna£uje obrázok, domáci tým D môºe skórova´,
iba ak má loptu pod kontrolou. V prípade udrºania lopty ostáva hra v stave
d. V prípade straty sa hra presúva do stavu h. Pre tým hostí je to presne
naopak.
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Poznámka. V zápasoch padne niekedy aj vlastný gól. Ke¤ºe sa jedná o ojedi-
nelú situáciu (necelé 1% v²etkých gólov), nebudeme ju v na²om modely bra´
do úvahy. Vlastné góly budeme do výpo£tov zahr¬ova´ ako klasické. Mnoho
kolektívnych hier analógiu vlastného gólu ani nemá.

Obr. 3.1: 4-stavový herný Markovov model

Ako vidíme v Tab. 3.1, na model môºeme nahliada´ ako na maticu, kde i-
tý riadkový a i-tý st¨pcový index predstavuje stav i, resp. j-tý riadkový a j-tý
st¨pcový index predstavuje stav j. Na pozícii [i, j] takejto matice sa nachádza
pravdepodobnos´ prechodu zo stavu i do stavu j. Ak i = j, jedná sa o pravde-
podobnos´, ºe hra v ¤al²om kroku ostane v rovnakom stave. Ak je na pozícii
[i, j] hodnota 0, prechod zo stavu i do stavu j nie je moºný. V obrázku potom
takáto ²ípka neexistuje (napr. vlastné góly, tj. prechody medzi stavmi d a gH ,
resp. gD a h).

d h gD gH
∑

d pdd pdh pdgD 0 1
h phd phh 0 phgH 1
gD 0 1 0 0 1
gH 1 0 0 0 1

Tabu©ka 3.1: Pravdepodobnostná matica prechodov k Obr. 3.1.

Takúto maticu nazývame pravdepodobnostná matica prechodov a je zrejmé,
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ºe sú£et hodnôt v kaºdom riadku matice je jedna, pretoºe sa v ¤al²om kroku
musíme stále do nejakého stavu dosta´ (pripú²´a sa aj zotrvanie v pôvodnom).

Dáta, ktoré sme získali, nám umoº¬ujú roz²íri´ tento model o nové stavy,
aby sme zjemnili prechodové fázy po£as hry. Ako ukazuje Obr. 3.2, stavy d
a h sme rozdelili na tri nové (1D, 2D, 3D, resp. 1H , 2H , 3H), ktoré reprezentujú
obranný, stredový a úto£ný sektor. Tak získavame 8-stavový Markovov model,
ktorý sa stane základom pre ¤al²ie úvahy. Aº na prechody medzi stavmi gD
a iH , resp. gH a iD, kde i ∈ {1, 2, 3}, sú v²etky ostatné dovolené.

Poznámka. V obrázkoch nie je zaznamenaný jeden typ prechodu, ktorý je
v²ak na základe pravidiel hry implicitný. Ako sme uº nazna£ili v úvode kapi-
toly, po góle sa hra presúva do stredu hracieho po©a, tzn. pravdepodobnos´
prechodu zo stavu gD do stavu 2H , resp. zo stavu gH do stavu 2D je rovná
jednej.

Obr. 3.2: 8-stavový roz²írený herný Markovov model

Poznámka. Hraciu plochy by sme si teoreticky mohli rozdeli´ na ove©a vä£²í
po£et sektorov, ale tým by sme zniºovali kvantitatívnu hodnotu dát, pretoºe
po£et prechodov nám oproti stavom rastie kvadraticky.

V nasledujúcej podkapitole si odvodíme rovnice pre získanie pravde-
podobností skórovania za aktuálnych podmienok, ako je drºanie lopty
konkrétnym týmom v konkrétnom sektore hracej plochy.
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3.2 Proces skórovania

Hlavným cie©om vytvorenia modelu je schopnos´ generova´ £o najpresne-
j²ie odhady výsledku zápasov, tzn. skóre. Skóre je de�nované po£tom do-
siahnutých gólov na oboch stranách. Zápas môºeme chápa´ ako systém,
ktorý podlieha okamºitým zmenám spôsobeným náhodnými javmi - gólmi
a prihrávkami. Proces ich pribúdania môºeme interpretova´ ako model zrodu
a zániku bez zániku, ke¤ºe góly nemôºu ºiadnym spôsobom zaniknú´.

Model zrodu a zániku je ²peciálnym prípadom Markovovho procesu
so spojitým £asom, kde stavy reprezentujú ve©kos´ populácie a prechody sú
limitované na 1zrody a zániky. Za predpokladu exponenciálneho £asu medzi
udalos´ami sa na (homogénny) Poissonov proces môºeme pozera´ ako na
model zrodu a zániku bez zániku.

Popí²me si situáciu z poh©adu gólov. Ak sa Poissonov proces nachádza
v £ase t v nejakom zo stavov iH alebo iD, kde i ∈ {1, 2, 3}, v klasických
odvodeniach rovníc pre pravdepodobnosti by sme uvaºovali interval [0, t],
tj. doba t, za ktorú sa udialo práve n zmien (vi¤ sekciu 2.4). V na²om prípade
nebudeme sledova´ dobu, ktorá uplynula, ale dobu, ktorá e²te len nastane.
Zápas má d¨ºku 90 minút. �as t ∈ [0, 90] teda nepredstavuje dobu od za£iatku
zápasu, ale dobu do konca zápasu. Nás bude zaujíma´, ko©ko zmien sa udeje
v zostávajúcom £ase t, resp. intervale [t′, 90], kde t′ = 90−t. V prípade t = 90

predstavuje táto doba celý zápas, tj. 90 minút do konca.
Pre jednoduch²í výklad uvaºujme opä´ dva týmy D a H. Ozna£me

PM
iL

(n|t), pravdepodobnos´, ºe v zostávajúcom £ase d¨ºky t strelí tým
M ∈ {D,H} práve n (n ≥ 0) gólov za po£iato£ných podmienok, ºe loptu
má aktuálne pod kontrolou tým L ∈ {D,H} a lopta sa nachádza v sektore
i ∈ {1, 2, 3} hracej plochy.

Odvodíme si pravdepodobnosti pre domáci tým D, ktorí drºí loptu v sek-
tore i (pre hos´ujúci tým sú v²etky odvodenia analogické). V²etky intenzity,
z ktorých vychádzame, vz´ahujeme k rovnakej pevne stanovenej £asovej jed-
notke. Na základe tvrdení v kapitole 2, nech parameter qiDgD predstavuje
intenzitu prechodu medzi stavmi iD a gD. Potom bez oh©adu na po£et gólov,
ktoré o£akávame v zostávajúcom £ase t, tj. v intervale (t′, 90), je pravde-
podobnos´, ºe v £asovom intervale (t′ − ∆, t′) strelí tým D práve jeden gól,
rovná qiDgD∆ + o(∆). Zmeny v intervaloch (t′ −∆, t′) a (t′, 90) povaºujeme
za nezávislé. Nesmieme e²te zabudnú´ na alternatívny scenár, ºe situácia
gólom neskon£í. Ten má dva priebehy - týmu D sa podarilo loptu udrºa´
pod kontrolou alebo ju stratil.

Uvaºujme dva susedné intervaly (t′ − ∆, t′), (t′, 90) pre malé ∆. Ak je
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n ≥ 1, môºe v intervale (t′ − ∆, 90) padnú´ práve n gólov nasledujúcimi
spôsobmi:

1. práve jeden gól za dobu (t′−∆, t′) s pravdepodobnos´ou qiDgD∆+o(∆),
n− 1 gólov za dobu (t′, 90).

2. strata kontroly nad loptou za dobu (t′ − ∆, t′) s pravdepodobnos´ou
qiDjH∆ (j je ©ub. sektor hracej plochy) a n gólov za dobu (t′, 90).

3. udrºanie kontroly nad loptou za dobu (t′−∆, t′) s pravdepodobnos´ou
qiDjD∆ (j je ©ub. sektor hracej plochy), n gólov za dobu (t′, 90).

Nech S = {1, 2, 3} sú indexy jednotlivých sektorov hracieho po©a.
Ke¤ºe sú£et pravdepodobností je jedna, ponechanie kontroly nad loptou
(tzn. muºstvo loptu nestratí) môºeme pre pevne daný sektor i vyjadri´ ako∑

j∈S

qiDjD∆ = 1− (qiDgD +
∑
j∈S

qiDjH )∆.

Na základe tejto úvahy si odvodíme diferenciálne rovnice pre PD
iD

(n|t)
a PD

iH
(n|t). Pre ©ubovo©ný sektor i ur£íme pravdepodobnosti po£tu gólov

domáceho týmu.

Pravdepodobnos´ PD
iD

(n|t)

Tzn. pravdepodobnos´, ºe domáci strelia n gólov v zostávajúcom £ase
t za predpokladu, ºe majú loptu pod kontrolou v sektore i. Popí²me si najprv
slovne, ako chceme postupova´.

Musíme si uvedomi´, akými rôznymi spôsobmi môºeme n gólov dosiah-
nu´, ak sme v danej chvíli v danej situácii. V odvodení predpokladáme £as
do konca zápasu t+∆, kde ∆ ≈ 0. V prípade dosiahnutia gólu po£as doby ∆

sa hra presúva do stredu hracej plochy a loptu má v drºaní súper. Od tohto
momentu nás zaujíma pravdepodobnos´ PD

2H
(n − 1|t), tj. pravdepodobnos´,

ºe tým D strelí n−1 gólov, ak do konca hry zostáva £as t a loptu má v drºaní
tým H v sektore 2. Podobne vyjadrujeme pravdepodobnosti pre ¤al²ie alter-
natívy - presun lopty do ¤al²ieho sektoru, strata lopty, at¤. Pripomíname,
ºe sektor i je pevne daný a j ∈ S.
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Formálne si pravdepodobnos´ vyjadríme ako

PD
iD

(n|t+ ∆) = PD
2H

(n− 1|t)qiDgD∆ + o(∆)

+
∑
S

(PD
jD

(n|t)qiDjD∆ + PD
jH

(n|t)qiDjH∆)

PD
iD

(n|t+ ∆) = PD
2H

(n− 1|t)qiDg∆ + o(∆)

+PD
iD

(n|t)qiDiD∆ + PD
iH

(n|t)qiDiH∆

+
∑
S\{i}

(PD
jD

(n|t)qiDjD∆ + PD
jH

(n|t)qiDjH∆)

Substitúciou

qiDiD∆ = 1− (qiDgD + qiDiH +
∑
S\{i}

(qiDjD + qiDjH ))∆

dostávame

PD
iD

(n|t+ ∆) = PD
2H

(n− 1|t)qiDgD∆ + PD
iD

(n|t)(1− (qiDgD

+qiDiH +
∑
S\(i)

(qiDjD + qiDjH ))∆)

+PD
iH

(n|t)qiDiH∆ + o(∆)

+
∑
S\{i}

(PD
jD

(n|t)qiDjD∆ + PD
jH

(n|t)qiDjH∆)

a po výslednej úprave

PD
iD

(n|t+ ∆)− PD
iD

(n|t)
∆

= PD
2H

(n− 1|t)qiDgD + PD
iD

(n|t)(−qiDgD

−qiDiH −
∑
W\{i}

(qiDjD + qiDjH )))

+PD
iH

(n|t)qiDiH +
o(∆)

∆

+
∑
S\{i}

(PD
jD

(n|t)qiDjD + PD
jH

(n|t)qiDjH ).

Limitným prechodom ∆→ 0 získavame diferenciálnu rovnicu pre výpo£et
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pravdepodobnosti po£tu gólov domácich, ak sú pri lopte

P ′DiD (n|t) = PD
2H

(n− 1|t)qiDgD + PD
iD

(n|t)(−qiDgD
−qiDiH −

∑
S\{i}

(qiDjD + qiDjH )))

+PD
iH

(n|t)qiDiH (3.1)

+
∑
S\{i}

(PD
jD

(n|t)qiDjD + PD
jH

(n|t)qiDjH ).

Pravdepodobnos´ PD
iH

(n|t)

Tzn. pravdepodobnos´, ºe domáci strelia n gólov v zostávajúcom £ase t

za predpokladu, ºe loptu má pod kontrolou v sektore i tým hostí. Formálne

si ju vyjadríme ako

PD
iH

(n|t+ ∆) = PD
2D

(n|t)qiHgH∆ +
∑
S

(PD
jD

(n|t)qiHjD∆

+PD
jH

(n|t)qiHjH∆) + o(∆).

Analogickým postupom odvodíme

PD
iH

(n|t+ ∆)− PD
iH

(n|t)
∆

= PD
2D

(n|t)qiHgH + PD
iH

(n|t)(−qiHgH − qiH iD

−
∑
S\{i}

(qiHjD + qiHjH ))) + PD
iD

(n|t)qiH iD

+
∑
S\{i}

(PD
jD

(n|t)qiHjD + PD
jH

(n|t)qiHjH ) +
o(∆)

∆

a limitným prechodom ∆ → 0 získavame opä´ diferenciálnu rovnicu

pre výpo£et pravdepodobnosti po£tu gólov domácich, ak je tým hostí
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pri lopte

P ′DiH (n|t) = PD
2D

(n|t)qiHgH∆ + PD
iH

(n|t)(−qiHgH − qiH iD
−
∑
S\{i}

(qiHjD + qiHjH ))) + PD
iD

(n|t)qiH iD (3.2)

+
∑
S\{i}

(PD
jD

(n|t)qiHjD + PD
jH

(n|t)qiHjH ).

Ke¤ sme si zade�novali jednotlivé pravdepodobnosti, vyjadrime si sús-
tavu diferenciálnych rovníc (3.1) a (3.2) jednotlivých sektorov hracej plochy
ako

P ′D1D (n|t+ dt)

P ′D2D (n|t+ dt)

P ′D3D (n|t+ dt)

P ′D1H (n|t+ dt)

P ′D2H (n|t+ dt)

P ′D3H (n|t+ dt)

 = A×



PD
1D

(n|t)
PD

2D
(n|t)

PD
3D

(n|t)
PD

1H
(n|t)

PD
2H

(n|t)
PD

3H
(n|t)

+B ×



PD
1D

(n− 1|t)
PD

2D
(n− 1|t)

PD
3D

(n− 1|t)
PD

1H
(n− 1|t)

PD
2H

(n− 1|t)
PD

3H
(n− 1|t)

 . (3.3)

Symbol A reprezentuje maticu intenzít

−q′1D1D
q1D2D q1D3D q1D1H q1D2H q1D3H

q2D1D −q′2D2D
q2D3D q2D1H q2D2H q2D3H

q3D1D q3D2D −q′3D3D
q3D1H q3D2H q3D3H

q1H1D q1HgH + q1H2D q1H3D −q′1H1H
q1H2H q1H3H

q2H1D q2HgH + q2H2D q2H3D q2H1H −q′2H2H
q2H3H

q3H1D q3HgH + q3H2D q3H3D q3H1H q3H2H −q′3H3H

 ,

kde q′iDiD = qiDgD +
∑
S\{i}

qiDjD +
∑
S

qiDjH a q′iH iH = qiHgH +
∑
S\{i}

qiHjH +
∑
S

qiHjD ,

£o sú vlastne záporné sú£ty hodnôt v i-tom riadku matice A a matice B
mimo hodnôt na pozíciách s indexom [i, i] v matici A. Symbol B reprezentuje
maticu intenzít 

0 0 0 0 q1DgD 0

0 0 0 0 q2DgD 0

0 0 0 0 q3DgD 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 ,
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kde posledné 3 riadky sú nulové, pretoºe neuvaºujeme vlastné góly.

Poznámka. Matice A a B sme získali jednoduchou úpravou, kde i−tý ria-
dok matice A a matice B dáva pod©a (3.3) v sú£te odvodenú rovnicu pre
pravdepodobnos´ po£tu gólov pre daný sektor a drºanie lopty. Prvá polovica
riadkov ozna£uje drºanie lopty domáceho týmu, druhá polovica drºanie lopty
hos´ujúceho týmu. Sektory sú pre kaºdú z polovíc zoradené vzostupne pod©a
indexov.

Týmto zápisom sme získali predpis diferenciálnej rovnice tvaru

P ′n(t) = A× Pn(t) +B × Pn−1(t).

Rie²enie:

1. Ak n = 0, pri po£iato£ných podmienkach P0(0) = 1 a P−1(t) = 0

(strelenie záporného po£tu gólov nemá zmysel) rie²ime rovnicu

P ′0(t) = A× P0(t),

ktorej rie²enie dostávame z Vety 5

P0(t) = eAt.

Zápis eAt predstavuje exponenciálnu maticu popísanú v sekcii 2.3.

2. Pre ∀n > 0 aplikujeme vytvárajúcu funkciu popísanú v sekcii 2.4
a dostávame zápis absolútnych pravdepodobností

Pn(t) = eAt × (Bt)n

n!
, (n = 0, 1, 2, . . .), (3.4)

ktorého parametre tvoria matice intenzít gólov a prihrávok A a B.
Nech b[i, j] je hodnota v matici B v i-tom riadku a j-tom st¨pci. Po-
tom výsledkom B′ = (Bt)n je matica rovnakého rádu ako B, v ktorej
hodnota b′[i, j] = (b[i, j] ∗ t)n.
Výsledkom eAt je matica rovnakého rádu ako A. Jej výpo£et je realizo-
vaný pomocou (2.4).

Poznámka. K rovnakému zápisu sa dopracujeme itera£ným odvodením
z rie²enia jednoduchej diferenciálnej rovnice pre n = 0 a z rie²enia pomo-
cou metódy variácie kon²tánt pre kaºdé n > 1.

38



Kapitola 4

Analýza dát a odhady

V tejto kapitole sa zameriame na ²truktúru získaných dát. �tatistickými
testami overíme hypotézy o ich rozdelení a odhadneme parametre modelu
popísaného v predchádzajúcej kapitole. Pre tieto ú£ely pouºijeme ²tatistický
software Matlab1 a R2.

4.1 Odhad parametrov pre konkrétnu hru

Ak máme k dispozícii dáta z konkrétneho zápasu, môºeme odhadnú´ intenzity
prechodu z poh©adu domáceho týmu (pre hostí sú odvodenia analogické)
zo stavu i do stavu j jednoducho ako pomer po£tu akcií (prihrávok, gólov)
a d¨ºky stráveného £asu. Formálne

qiDjD =
UPD

ij

TDi
,

qiDjH =
NPD

ij

TDi
,

qiDgD =
GD
i

TDi
,

kde

• UPD
ij je po£et úspe²ných prihrávok domáceho týmu zo sektoru i do sek-

toru j (= po£et prechodov zo stavu iD do stavu jD ).

1http://www.mathworks.com
2http://www.r-project.org
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• NPD
ij je po£et neúspe²ných prihrávok domáceho týmu zo sektoru i

do sektoru j (= po£et prechodov zo stavu iD do stavu jH ).

• GD
i je po£et gólov domáceho týmu strelených zo sektoru i (= po£et

prechodov zo stavu iD do stavu g).

• TDi je celkový £as domáceho týmu, po£as ktorého mali loptu pod kon-
trolou v sektore i.

Ako ur£íme £asy TD a TH , tj. £asy celkového drºania lopty v zápase?
Poznáme d¨ºku zápasu a po£et akcií na oboch stranách. Po£et prihrávok
síce nemá priamy vplyv na výsledok zápasu, ale je vynikajúcou ²tatistickou
metrikou. V zápase sú totiº najfrekventovanej²ím javom a dobre odzrkad©ujú
dianie. Preto najrozumnej²ím odhadom pre pomer £asu by mohol by´ pomer
celkového po£tu prihrávok. To znamená, ak TD je celkový £as drºania lopty
domáceho týmu a TH hostí (platí TD + TH = 90 ako celkový £as zápasu),
potom môºeme uvaºova´ aproximáciu

TD : TH ≈

(∑
i,j∈S

UPD
ij +

∑
i,j∈S

NPD
ij

)
:

(∑
i,j∈S

UPH
ij +

∑
i,j∈S

NPH
ij

)
. (4.1)

Podobnou aproximáciou ur£íme £as TDi pre daný sektor i, tj. £as drºania
lopty domácich (pre hostí ur£íme £asy THi analogicky)

TDi : TD ≈

(∑
j∈S

UPD
ij +

∑
j∈S

NPD
ij

)
:

(∑
i,j∈S

UPD
ij +

∑
i,j∈S

NPD
ij

)
. (4.2)

Ke¤ºe ²tatistiku £asu drºania lopty nemáme k dispozícii, overíme túto
aproximáciu na základe získaných 10 zápasov (1. kolo anglickej ligy v sezóne
2010) s touto informáciou. Pomer prihrávok získame z na²ich dát.

Párovým t-testom overíme nulovú hypotézu, ºe sa rozdiely po dvojiciach
medzi pomerom prihrávok a £asom nelí²ia. Párový test sa pouºíva obvykle
v situáciách, ke¤ máme na kaºdom z n objektov merané dve veli£iny, pri£om
jednotlivé objekty môºeme povaºova´ za nezávislé, ale merania na tom istom
objekte uº závislé sú.

V na²om prípade, ak µ1 je stredná hodnota pomerov prihrávok
a µ2 je stredná hodnota pomerov £asov, tak chceme testova´ hypotézu
H0 : µ1−µ2 = 0, oproti alternatíve H1 : µ1−µ2 6= 0 na hladine významnosti
α. Za predpokladu, ºe rozdiely pomerov prihrávok a £asov majú normálne
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#zápas
pomer
£asu

pomer
prihrávok #zápas

pomer
£asu

pomer
prihrávok

1 0,67 0,58 6 1 1,21
2 1,63 1,16 7 1,63 1,52
3 1,79 1,80 8 0,61 0,69
4 1,5 0,96 9 1,63 1,12
5 0,69 0,71 10 1,08 1,80

Tabu©ka 4.1: Pomer po£tu prihrávok a £asu drºania lopty.

rozdelenie N(µ, σ2), kde µ = µ1 − µ2, úloha je prevedená na jednovýberový
t-test hypotézy H ′0 : µ = 0 oproti alternatíve H ′1 : µ 6= 0 .

Tab. 4.1 obsahuje namerané hodnoty. V st¨pci pomer £asu sa nachádza
skuto£ná hodnota TD/TH . Hodnota 1 nám napríklad hovorí, ºe kaºdý tým
mal loptu v drºaní 45 minút. V st¨pci pomer prihrávok sa nachádza hod-
nota (

∑
i,j∈S UP

D
ij +

∑
i,j∈S NP

D
ij )/(

∑
i,j∈S UP

H
ij +

∑
i,j∈S NP

H
ij ), tj. pomer

vypo£ítaný z na²ich dát.
V Matlabe pomocou funkcie ttest získavame hodnoty t-stat = 0, 5624 pri 9

stup¬och vo©nosti a p-hodnota = 0, 588. Na hladine významnosti α = 5%

teda nezamietame nulovú hypotézu a v odhadoch budeme pouºíva´ aproximá-
ciu (4.1). Pre jednotlivé sektory reálne dáta nemáme, budeme v²ak vychádza´
z predpokladu podobného chovania a teda pouºíva´ aj aproximáciu (4.2).

Príklad. Pre znázornenie si na náhodne vybranom zápase s výsled-
kom, v ktorom domáci tým strelil 3 góly a loptu mal pod kontrolou 44

minút, môºeme pozrie´ v Tab. 4.2 po£et gólov (posledný st¨pec), úspe²ných
a v zátvorke neúspe²ných prihrávok. Hodnoty boli ur£ené na základe
vz´ahu (3.4).

Obrana Stred Útok Gól
Obrana 45 (7) 42 (12) 3 (8) 0
Stred 14 (0) 130 (15) 33 (17) 1
Útok 0 (0) 11 (2) 60 (17) 2

Tabu©ka 4.2: Po£et prechodov medzi jednotlivými hernými stavmi v zápase
z poh©adu domácich. V zátvorke je po£et neúspe²ných prihrávok.

Na Obr. 4.1 vidíme graf s pravdepodobnos´ami po£tu gólov za predpok-
ladu, ºe do konca zápasu zostáva 15, 45, 75 a 90 minút. �as 90 minút
do konca vlastne predstavuje celý zápas a príslu²ná krivka ukazuje, ºe pri
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daných parametroch je pravdepodobnos´, ºe domáci tým strelí 3 góly najvä£-
²ia, £o sa zhoduje so skuto£ným výsledkom.
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Obr. 4.1: Pravdepodobnosti po£tu gólov v zostávajúcich 90, 75, 45 a 15 minú-
tach.

Príklad slúºil iba pre ilustráciu toho, ako model funguje, a ºe dáva o£aká-
vané hodnoty. Je zrejmé, ºe takýmito vstupnými parametrami si v sku-
to£ných simuláciách nevysta£íme, pretoºe ²tatistiky konkrétneho zápasu
nebudeme ma´ k dispozícii. Ak chceme výsledky predpoveda´, musíme sa
pokúsi´ tieto ²tatistické hodnoty získa´ inou cestou - odhadom. Pre odhady
parametrov UPD, NPD, GD, UPH , NPH , GH v budúcom zápase si preto
zavedieme robustnej²í model. Na základe nich potom ur£íme parametre
TD, TH na základe aproximácie (4.1).

4.2 Regresný odhad herných parametrov

V tejto podkapitole bude na²ím cie©om odhadnú´ parametre Markovovho pro-
cesu pomocou lineárnej regresie. Ako sme popisovali v sekcii 2.4.2, pre výber
správnej regresnej funkcie je potrebné ur£i´ pravdepodobnostné rozdelenie
napozorovaných veli£ín. �al²ím krokom bude postupné odvodenie mnoºiny
regresorov, ktoré významne ovplyv¬ujú charakteristiky týmov.
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4.2.1 Pravdepodobnostné rozdelenie parametrov

Uº sme zmienili, ºe Maher [2] vo svojej ²túdii nezamietol hypotézu, ºe po£et
gólov sa riadi Poissonovým rozdelením. Na na²ej vzorke dát overíme túto hy-
potézu pomocou χ2 testu dobrej zhody. Ten nám umoº¬uje overi´, £i má
náhodná veli£ina vopred dané rozdelenie pravdepodobnosti. Je zaloºený
na tom, ºe náhodnú veli£inu s multinomickým rozdelením je moºné tran-
sformova´ na veli£inu majúcu rozdelenie χ2.

Chí kvadrát test dobrej zhody pri neznámych parametroch

Nech H0 je hypotéza, ºe náhodný výber z diskrétneho rozdelenia pochádza
z Poissonovho rozdelenia. Pre pouºitie tzv. metódy χ2 minima s neznámymi
parametrami je postup nasledujúci:

1. Obor v²etkých moºných hodnôt ve©kosti N rozdelíme do neprekrý-
vajúcich sa tried. Zvolíme celé £ísla k ≥ 3, r ≥ 0, d ≥ 1. Do prvej
triedy zaradíme hodnoty men²ie rovné r. �al²ie triedy sú tvorené pos-
tupne hodnotami r < x ≤ r + d, r + d < x ≤ r + 2d, . . . , r + (k −
3)d < x ≤ r+ (k− 2)d. Posledná trieda obsahuje hodnoty vä£²ie rovné
r + (k − 2)d + 1. Tým sme vytvorili k tried. Ich po£etnosti ozna£me
Xr, Xr+d,Xr+2d, . . . , Xr+(k−2)d, Xr+(k−2)d+1.

2. Pre kaºdú £as´ sa stanoví pravdepodobnos´ pi, ºe náhodná veli£ina
nadobudne hodnotu z i-tej £asti. V prípade Poissonovho rozdelenia

P (X = j) = qj =
λj

j!
e−λ, j = 0, 1, . . .

je táto pravdepodobnos´ ur£ená ako

p1 =
r∑
j=0

qj,

pi =

r+(i−1)d∑
j=r+(i−2)d+1

qj, 1 < i < k,

pk =
∞∑

j=r+(k−2)d+1

qj.
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3. Odhad parametra λ ur£íme ako

1

n

[
Xr

∑r
j=0 jqj

p1

+
k−1∑
i=2

Xu

∑u
j=u−d+1 jqj

pi
+Xv+1

∑∞
j=v+1 jqj

pk

]
, (4.3)

kde u = r + (i − 1)d a v = r + (k − 2)d. Ako po£iato£nú aproximáciu
λ0 rie²enia rovnice (4.3) ur£íme výberový priemer, na základe ktorého
ur£íme v²etky qj. Takto ©ahko dostaneme pravdepodobnosti p1 aº pk
a môºeme vypo£íta´ ¤al²iu aproximáciu λ1. Tento krok sa itera£ne
opakuje.

4. Nakoniec sa porovnajú o£akávané po£ty v jednotlivých £astiach (Npi)

so skuto£nými (Xi) pomocou vzorca

χ2 =
k∑
i=1

(Xi −Npi)2

Npi
.

Za platnostiH0 má testová ²tatistika χ2 rozdelenie chí kvadrát. Ak boli v²etky
parametre známe, je po£et stup¬ov vo©nosti k−1. Ak bol niektorý parameter
neznámy, zniºuje sa po£et stup¬ov vo©nosti o jeden za kaºdý takýto para-
meter. V tomto prípade po£ítame s k − 2 stup¬ami vo©nosti, ke¤ºe sme
odhadovali neznámy parameter λ. Hodnotu veli£iny χ2 porovnáme s kri-
tickou hodnotou príslu²ného rozdelenia chí kvadrát na poºadovanej hladine
významnosti α (zvy£ajne 0, 05). Za predpokladu, ºe Npi > 5 pre ∀i, zamie-
tame hypotézu H0 na hladine významnosti α, ak

χ2 ≥ χ2
1−α(k − 2),

kde χ2
1−α(k − 2) je (1 − α)-kvantil rozdelenia χ2

k−2. Ak nie je podmienka
Npi > 5 splnená, je moºné najskôr niektoré výsledky zlú£i´.

Poznámka. Obvyklým výstupom po£íta£ových programov na testovanie hy-
potéz je tzv. p-hodnota. Je to pravdepodobnos´, ºe za predpokladu plat-
nosti nulovej hypotézy H0 nadobudne absolútna hodnota náhodnej veli£iny
hodnoty pozorovanej, alebo vä£²ej. Inak povedané je to najmen²ia hladina
významnosti, na ktorej by nulová hypotéza mala by´ zamietnutá. Malá p-
hodnota znamená, ºe pri platnosti nulovej hypotézy by výskyt nami po-
zorovaných dát nebol moc pravdepodobný.

Niekedy sa namiesto rovnice (4.3) za odhad berie iba aritmetický priemer
X̄. Dochádza v²ak pritom k zvý²eniu pravdepodobnosti, ºe zamietneme hy-
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potézu o Poissonovom rozdelení, aj ke¤ je správna.

V nasledujúcich £astiach sa pozrieme na pravdepodobnostné rozdele-
nie parametrov, ktoré potrebujeme pre inicializácii modelu - góly, úspe²né
a neúspe²né prihrávky. S predpokladom exponenciálneho rozdelenia £asov
medzi týmito javmi overíme, £i sa ich po£et riadi Poissonovým rozdelením.

Pravdepodobnostné rozdelenie po£tu gólov
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(a) Góly domácich
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(b) Góly hostí

Obr. 4.2: Rozdelenie po£tu gólov domácich a hostí v 1518 zápasoch
za posledné 4 sezóny.

Obr. 4.2(a) Obr. 4.2(b)
E(X) 1,4611 1,0125

Var(X) 1,6951 1,1263
χ2 26,901 11,110

po£et stup¬ov vo©nosti 5 4
p-hodnota 6× 10−5 0,025

zamietame H0 áno áno

Tabu©ka 4.3: Výsledky χ2 testu o Poissonovom rozdelení po£tu gólov s hladi-
nou významnosti 5%.

Grafy rozdelenia po£tu gólov v zápasoch posledných 4 sezón vidíme
na Obr. 4.2. Na prvých dvoch riadkoch Tab. 4.3 vidíme, ºe výberový rozptyl
je v oboch prípadoch mierne vä£²í ako výberový priemer. Vzh©adom na typ
problému a tvar grafov sa môºeme prirodzene domnieva´, ºe sa po£ty riadia
Poissonovým rozdelením. Neznámy parameter λ asymptoticky odhadneme
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pomocou (4.3). Výsledky χ2 testu dobrej zhody obsahuje taktieº Tab. 4.3.
Z nich je zrejmé, ºe pri α = 5% zamietame hypotézu H0 o Poissonovom
rozdelení.

V praxi to môºeme vysvetli´ tak, ºe na²e pozorovania obsahujú nadmerný
po£et extrémnej²ích výsledkov, ktoré jediným parametrom λ nepokryjeme.
Dá sa o£akáva´, ºe vä£²í po£et takých výsledkov priná²ajú zápasy medzi
týmami, ktoré sú kvalitatívne odli²né. V sekcii 2.4 sme podobnou úvahou
dospeli k pouºitiu negatívne binomického rozdelenia s parametrami p a r,
ktoré pokryje aj extrémnej²ie hodnoty. Tab. 4.4 obsahuje výsledky χ2 testu
dobrej zhody s hypotézou H0 o negatívne binomickom rozdelení po£tu gólov.
Parametre p a r sme odhadli na základe (2.9) a (2.10), takºe stupe¬ vo©nosti
je zníºený o 2. V tomto prípade sme nulovú hypotézu nezamietli.

Obr. 4.2(a) Obr. 4.2(b)
p 0,862 0,900
r 9,127 9,081
χ2 7,229 2,987

po£et stup¬ov vo©nosti 4 3
p-hodnota 0,124 0,394

zamietame H0 nie nie

Tabu©ka 4.4: Výsledky χ2 testu o negatívne binomickom rozdelení po£tu
gólov s hladinou významnosti 5%.

Na£rtnime si, ako by bolo moºné zmes Poisonových rozdelení získa´.
V sezóne hrajú v²etky týmy proti sebe systémom doma/vonku. Za posledné
4 sezóny hralo najvy²²iu sú´aº 28 týmov. Na základe rebrí£ku vytvoreného
priemerne dosiahnutým po£tom bodov za jednu sezónu rozde©me týmy
do troch výkonnostných kategórií v pomere 9 : 9 : 10. Tým dostávame 32 = 9

skupín, kde prvá pokrýva zápasy týmov prvej kategórie, druhá pokrýva zá-
pasy, v ktorých domáci tým je z prvej a hos´ujúci z druhej kategórie, at¤. Zá-
pasy, v ktorých domáce týmy patria do rovnakej kategórie a hos´ujúce týmy
patria do rovnakej kategórie, sa dajú o£akáva´ ako kvalitatívne podobné,
a teda rozdelenie po£tu gólov by sa mohlo blíºi´ Poissonovmu rozdeleniu.
Tab. 4.5 obsahuje výsledky χ2 testu dobrej zhody s hypotézou H0 o Pois-
sonovom rozdelení v rámci výkonnostných skupín. St¨pec D ozna£uje výkon-
nostnú kategóriu domácich, H kategóriu hostí, s.v. je stupe¬ vo©nosti, p-h. je
p-hodnota a H0 indikuje, £i hypotézu zamietame.
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(a) Góly domácich týmov

D H χ2 s.v. p-h. H0

1 1 0,97 3 0,81 nie
1 2 0,99 4 0,20 nie
1 3 2,83 4 0,59 nie
2 1 1,84 2 0,40 nie
2 2 2,17 3 0,54 nie
2 3 3,85 3 0,28 nie
3 1 4,97 2 0,08 nie
3 2 2,50 2 0,29 nie
3 3 0,24 2 0,89 nie

(b) Góly hos´ujúcich týmov

D H χ2 s.v. p-h. H0

1 1 6,23 3 0,10 nie
1 2 3,01 2 0,22 nie
1 3 1,56 1 0,21 nie
2 1 2,38 3 0,50 nie
2 2 3,20 2 0,20 nie
2 3 1,91 1 0,17 nie
3 1 0,56 3 0,91 nie
3 2 0,73 2 0,69 nie
3 3 1,30 1 0,25 nie

Tabu©ka 4.5: Výsledky χ2 testu o Poissonovom rozdelení po£tu gólov s hladi-
nou významnosti 5% v rámci výkonnostných kategórií.

Ke¤ºe sme ani v jednom prípade nulovú hypotézu nezamietli, pre odhad
strednej hodnoty po£tu gólov λgol môºeme pouºi´ Poissonov logaritmicko-
lineárny model. Výhoda domáceho prostredia (doma) je bez ¤al²ej diskusie
prirodzeným regresorom. Z Tab. 4.5 môºeme urobi´ záver, ºe ¤al²ím
prirodzeným regresorom je príslu²nos´ vo výkonnostnej kategórii (ozna£íme
ktgskore, pretoºe tento regresor bude reprezentova´ schopnos´ skórovania
v danej kategórii). Dostávame teda

ln(λgol) = β + βdomaXdoma + βktgskoreXktgskore +
n∑
i=3

βiXi, (4.4)

kde Xi je mnoºina vysvet©ujúcich premenných, ktoré sa stanú neskôr pred-
metom ná²ho skúmania a βi je mnoºina príslu²ných koe�cientov.

Pravdepodobnostné rozdelenie po£tu prihrávok

Prirodzene môºeme o£akáva´, ºe kvalitnej²í tým dosiahne spravidla viac
prihrávok a teda aj viac gólov. V na²om modely po£ítame s dvoma typmi
prihrávok - úspe²né (udrºanie lopty) a neúspe²né (strata lopty, £o z poh©adu
súpera znamená jej získanie).

Ke¤ºe po£et úspe²ných prihrávok v zápase sa pohybuje medzi 100 aº 800,
agregujeme dáta v skupinách 30 prihrávok. V prípade neúspe²ných prihrávok
je to v medzi 50 aº 200, takºe dáta agregujeme v skupinách 10 prihrávok.
Na Obr. 4.3 vidíme rozdelenie po£tu prihrávok domácich a hostí.
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(a) Úspe²né prihrávky domácich
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(b) Úspe²né prihrávky hostí
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(c) Neúspe²né prihrávky domácich
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(d) Neúspe²né prihrávky hostí

Obr. 4.3: Rozdelenie po£tu úspe²ných a neúspe²ných prihrávok domácich
a hostí.
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Zápasy si opä´ rozdelíme pod©a výkonnostných kategórií, pretoºe sa dá
domnieva´, ºe po£ty úzko súvisia s kvalitou týmov. Ako vidíme v Tab. 4.6
(posledný riadok zodpovedá v²etkým týmom bez zaradenia do kategórie), aj
napriek rozdeleniu do kategórií, v kaºdom riadku je evidentne vy²²í rozptyl
a oproti gólom sa nachádzame v úplne inej situácii. Poissonovo rozdelenie
nepripadá do úvahy a núka sa tak pouºitie negatívne binomického rozdelenia.

(a) Domáci - úsp. prihr.

D H E(X) Var(X)
1 1 351,4 9901,6
1 2 395,8 10238,6
1 3 393,3 12624,4
2 1 270,3 4972,4
2 2 285,1 6581,7
2 3 274,3 4672,1
3 1 260,1 3845,3
3 2 272,7 4962,6
3 3 261,2 4743,6
- - 319,0 10479,1

(b) Hostia - úsp. prihr.

D H E(X) Var(X)
1 1 329,8 7494,9
1 2 260,4 4865,0
1 3 248,8 3507,2
2 1 354,9 9201,6
2 2 264,8 5250,2
2 3 249,4 4204,6
3 1 345,7 9475,1
3 2 256,4 4963,4
3 3 240,6 4925,0
- - 294,9 8284,4

(c) Domáci - neúsp. prihr.

D H E(X) Var(X)
1 1 124,1 376,5
1 2 123,4 372,9
1 3 123,9 422,7
2 1 131,8 446,6
2 2 137,3 390,7
2 3 136,9 405,5
3 1 134,4 443,7
3 2 140,5 531,3
3 3 137,9 457,8
- - 130,3 452,5

(d) Hostia - neúsp. prihr.

D H E(X) Var(X)
1 1 121,2 321,4
1 2 123,7 411,4
1 3 122,9 460,1
2 1 125,6 353,1
2 2 131,3 355,5
2 3 134,9 505,9
3 1 140,0 466,2
3 2 133,7 534,0
3 3 137,2 322,7
- - 127 423,5

Tabu©ka 4.6: Priemer a rozptyl úspe²ných a neúspe²ných prihrávok v rámci
výkonnostných kategórií.

Preto χ2 testom dobrej zhody overíme hypotézu H0, ºe sa po£et prihrá-
vok riadi negatívne binomickým rozdelením. Neznáme parametre p a r sme
odhadli opä´ na základe (2.9) a (2.10) a stupe¬ vo©nosti je teda zníºený
o 2. Výsledky testu obsahuje Tab. 4.7. Tie ukazujú, ºe túto nulovú hypotézu
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nezamietame.

(a) Domáci - úspe²né prihrávky

D H χ2 s.v. p-h. H0

1 1 16,62 10 0,08 nie
1 2 10,75 11 0,46 nie
1 3 8,23 8 0,41 nie
2 1 9,90 8 0,27 nie
2 2 9,90 7 0,19 nie
2 3 3,11 6 0,79 nie
3 1 2,31 5 0,80 nie
3 2 5,01 6 0,54 nie
3 3 4,19 4 0,38 nie
- - 39,01 14 0,00 áno

(b) Hostia - úspe²né prihrávky

D H χ2 s.v. p-h. H0

1 1 8,02 10 0,62 nie
1 2 2,97 7 0,88 nie
1 3 9,02 4 0,06 nie
2 1 3,14 10 0,97 nie
2 2 16,03 7 0,02 *nie
2 3 12,78 5 0,02 *nie
3 1 14,31 8 0,07 nie
3 2 6,11 6 0,41 nie
3 3 1,68 3 0,64 nie
- - 26,93 13 0,01 *nie

(c) Domáci - neúspe²né prihrávky

D H χ2 s.v. p-h. H0

1 1 12,62 6 0,05 nie
1 2 2,60 6 0,85 nie
1 3 3,66 6 0,72 nie
2 1 5,29 6 0,50 nie
2 2 6,95 5 0,22 nie
2 3 9,57 5 0,88 nie
3 1 3,72 6 0,71 nie
3 2 9,13 5 0,10 nie
3 3 1,86 3 0,60 nie
- - 6,89 7 0,44 nie

(d) Hostia - neúspe²né prihrávky

D H χ2 s.v. p-h. H0

1 1 3,11 5 0,68 nie
1 2 9,86 6 0,13 nie
1 3 8,37 3 0,21 nie
2 1 13,21 6 0,04 *nie
2 2 1,33 5 0,93 nie
2 3 7,39 6 0,28 nie
3 1 2,79 6 0,83 nie
3 2 11,64 6 0,07 nie
3 3 2,59 3 0,45 nie
- - 4,03 7 0,77 nie

Tabu©ka 4.7: Výsledky χ2 testu o negatívne binomickom rozdelení po£tu
úspe²ných a neúspe²ných prihrávok s hladinou významnosti 5% (*1%)
v rámci výkonnostných kategórií.

Ke¤ºe kanonickou spojovacou funkciou negatívne binomického rozdele-
nia je logaritmus, pre odhad strednej hodnoty po£tu úspe²ných prihrávok
λlopta0 teda môºeme pouºi´ logaritmicko-lineárny model pre kaºdú výkonnost-
nú kategóriu (pre úspe²né prihrávky ozna£íme regresné koe�cienty gréckym
písmenom γ)

ln(λktglopta0) = γktg + γktgdomaXdoma +
n∑
i=2

γktgi Xi (4.5)
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a analogicky pre odhad strednej hodnoty po£tu neúspe²ných prihrávok λlopta−
pre kaºdú výkonnostnú kategóriu (pre neúspe²né prihrávky ozna£íme regresné
koe�cienty gréckym písmenom δ)

ln(λktglopta−) = δktg + δktgdomaXdoma +
n∑
i=2

δktgi Xi, (4.6)

kde Xi je tak, ako v prípade gólov, mnoºina ¤al²ích moºných vysvet©ujúcich
premenných. Tie sa pokúsime nájs´ v nasledujúcej podkapitole.

4.2.2 Odvodenie regresného modelu

V predchádzajúcom odstavci sme si odvodili základné logaritmicko-lineárne
modely pre góly (4.4), úspe²né prihrávky (4.5) a neúspe²né prihrávky (4.6).
Pokúsime sa roz²íri´ mnoºinu vysvet©ujúcich premenných o individuálne
charakteristiky jednotlivých týmov, aby sme zvý²ili presnos´ odhadu. Tým
máme na mysli vyjadrenie schopnosti skórova´ alebo získa´ loptu, £i naopak,
inkasova´ alebo strati´ loptu. Pre dva týmy D a H hrajúce proti sebe si
roz²írime aktuálne modely. Po£ítanie regresných koe�cientov bolo preve-
dené metódou maximálnej vierohodnosti v ²tatistickom software R pomocou
funkcie glm.

Góly

Na základe dostupných dát zvolíme nasledujúce vyvet©ujúce premenné, ktoré
by mohli ma´ významný vplyv na odhad po£tu gólov v konkrétnom zápase
a popí²eme si ich v²eobecne z poh©adu ©ubovo©ného týmu U :

1. Xskore+(U) ako celková schopnos´ skórovania týmu U vo v²etkých zá-
pasoch.

2. Xskore−(U) ako celková schopnos´ inkasovania týmu U vo v²etkých zá-
pasoch.

3. Xdvskore+(U) ako schopnos´ skórovania týmu U v domácich zápasoch,
ak hrá práve doma, resp. vonkaj²ích zápasoch, ak hrá práve vonku.

4. Xdvskore−(U) ako schopnos´ inkasovania týmu U v domácich zápasoch,
ak hrá práve doma, resp. vonkaj²ích zápasoch, ak hrá práve vonku.

5. Xtaktika(U) ako zvolené po£iato£né rozloºenie hrá£ov týmu U na ihrisku.
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Odhad (Chyba) p-value
β -1,470 (0,08) < 2× 10−16

βdoma 0,232 (0,04) 2, 3× 10−8

βktgskore 0,250 (0,05) < 2× 10−16

βdvskore+ 0,341 (0,04) < 2× 10−16

βskore− 0,594 (0,06) 1, 29× 10−6

Tabu©ka 4.8: Odhadnuté koe�cienty pre góly na hladinou významnosti α <
0.001.

Pre pouºitie Poissonovej regresie musíme splni´ predpoklad rovnosti stred-
nej hodnoty a rozptylu, £o znamená, ºe disperzný parameter φ je rovný
1. V prípade gólov sme vypo£ítali φ = 0, 99, £o nás k pouºitiu Pois-
sonovej regresie opráv¬uje. Pre tento ú£el pouºijeme implicitnú funkciu
glm(Y ∼ X1 +X2 + . . .+Xn, family = poisson) .

Spôsobom popísaným v druhej £asti sekcie 2.4.2 sme vybrali �nálny
model. Rozdiel deviancie nulového a parametrizovaného modelu dosahuje
spomedzi v²etkých testovaných modelov svojho maxima a hodnota AIC
naopak svojho minima. Pre domáci tým D a hos´ujúci tým H tak dostá-
vame

ln(λgol(D)) = β + βdomaXdoma + βktgskoreXktgskore

+βdvskore+Xdvskore+(D) + βskore−Xskore−(H)

ln(λgol(H)) = β +Xdomaβdoma + βktgskoreXktgskore (4.7)

+βdvskore+Xdvskore+(H) + βskore−Xskore−(D),

kde jednotlivé hodnoty odhadnutých koe�cientov obsahuje Tab. 4.8. Ako
vidíme, po£iato£né rozloºenie hrá£ov na hracej ploche reprezentované pre-
mennou Xtaktika nemá významný vplyv na po£et strelených gólov.

Prihrávky

Pre odhad po£tu prihrávok uvaºujeme nasledujúce vyvet©ujúce premenné,
ktoré by mohli ma´ významný vplyv na odhad po£tu prihrávok v konkrétnom
zápase a popí²eme si ich opä´ v²eobecne z poh©adu ©ubovo©ného týmu U

a jeho súpera V :

1. Xlopta0(U) ako celková schopnos´ udrºania lopty týmu U vo v²etkých
zápasoch.
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2. Xlopta+(U) ako celková schopnos´ získania lopty týmu U vo v²etkých
zápasoch.

3. Xlopta−(U) ako celková schopnos´ straty lopty týmu U vo v²etkých zá-
pasoch.

4. Xvslopta0(U, V ) ako schopnos´ udrºania lopty týmu U iba v zápasoch
proti týmu V .

5. Xvslopta+(U, V ) ako schopnos´ získania lopty týmu U iba v zápasoch
proti týmu V . RegresorXvslopta−(U, V ) nemusíme explicitne vyjadrova´,
pretoºe je to rovnaká hodnota ako Xvslopta+(V, U).

V prípade prihrávok je v rámci kaºdej kategórie evidentný �overdispersion�
efekt (parameter φ sa pohybuje v rozmedzí 20 aº 30 pre úspe²né a viac ako
70 pre neúspe²né), takºe aplikujeme negatívne binomickú regresiu. Koe�-
cienty budeme tak odhadova´ pomocou dodato£ne naimportovanej funkcie
glm.nb(Y ∼ X1 +X2 + . . .+Xn) z balíka MASS.

Rovnakým spôsobom ako pri góloch, získavame pre domáci tým D

a hos´ujúci týmH �nálny model pre úspe²né prihrávky v rámci kaºdej výkon-
nostnej kategórie

ln(λktglopta0(D)) = γktg + γktgdomaXdoma + γktglopta0
Xlopta0(D)

+γktglopta+
Xlopta+(H) + γktg4 Xvslopta0(D,H)

ln(λktglopta0(H)) = γktg + γktgdomaXdoma + γktglopta0
Xlopta0(H)

+γktglopta+
Xlopta+(D) + γktgvslopta0

Xvslopta0(H,D),

kde hodnoty jednotlivých odhadnutých koe�cientov a ²tandardných chýb
v zátvorkách obsahuje Tab. 4.9 (na ¤al²ej strane).
Pre neúspe²né prihrávky v rámci kaºdej kategórie dostávame

ln(λktglopta−(D)) = δktg + δktgdomaXdoma + δktglopta−Xlopta−(D)

+δktglopta+Xlopta+(H) + δktgvslopta+Xvslopta+(H,D)

ln(λktglopta−(H)) = δktg + δktgdomaXdoma + δktglopta−Xlopta−(H)

+δktglopta+Xlopta+(D) + δktgvslopta+Xvslopta+(D,H),

kde hodnoty jednotlivých odhadnutých koe�cientov a ²tandardných chýb
v zátvorkách obsahuje Tab. 4.10 (na ¤al²ej strane). Z toho je zrejmé,
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Ktg γktg γktgdoma γktglopta0
γktglopta+

γktgvslopta0

11 4802 (45) 0 3 (0,1) 0 0
12 4283 (250) 66 (34) 3 (0,2) 3(2) 1 (0,3)
13 4597 (69) 113 (38) 2 (0,2) 0 1 (0,3)
21 4173 (214) 0 3 (0,1) 4(2) 0
22 4449 (79) 0 4 (0,2) 0 0
23 4267 (93) 0 3 (0,3) 0 2 (0,3)
31 4276 (242) -63 (33) 3 (0,2) 2 (2) 1 (0,3)
32 4339 (355) 0 3 (0,4) 0 2 (0,3)
33 4218 (151) 0 3 (0,6) 0 2 (0,5)

Tabu©ka 4.9: Odhadnuté koe�cienty pre úspe²né prihrávky v rámci výkon-
nostných kategórií na hladine významnosti α < 0, 01. Hodnoty koe�cientov
v 2. aº 6. st¨pci sú kvôli úspore miesta prenásobené £íslom 103.

ºe na po£et výmien drºania lopty medzi týmami nemá významný vplyv
výhoda domáceho prostredia.

V tejto chvíli máme odvodené rovnice, v¤aka ktorým získame odhady
stredných hodnôt parametrov, potrebných pre inicializáciu matíc A a B

v odvodenej sústave (3.3). Mohli by sme prehlási´ model za plne pouºite©ný,
av²ak musíme si uvedomi´, ºe v takom prípade by sme zápas odhadovali ako
celok. Nebolo by v²ak správne zjednodu²ova´ si situáciu na fakt, ºe hra sa
dá prezentova´ ako homogénny proces, ale naopak dá sa silne predpoklada´,
ºe parametre sa v priebehu zápasu menia. Napríklad v závislosti na £ase.
�peci�ckej²ie závislosti sa pokúsime zanalyzova´ v nasledujúcej podkapitole.

4.3 �peci�cká závislos´ po£tu gólov po£as hry

Skúsenos´ nazna£uje, ºe má zmysel uvaºova´ nad dynamickými zmenami
parametrov po£as priebehu hry. Málokedy sa dá o£akáva´, ºe v prvých minú-
tach za nerozhodného stavu a otvoreného priebehu padne viac gólov ako
v posledných minútach, ke¤ sa rozhoduje o kone£nom skóre. Skúsime si zod-
poveda´ nasledujúce otázky:

• Padá v postupujúcom priebehu v priemere stále viac gólov?
Napr. z dôvodu únavy hrá£ov a vä£²ieho po£tu chýb.

• Závisí po£et gólov, resp. doba £akania na ¤al²í gól od aktuálneho skóre?
Vyhrávajúci tým sa snaºí navý²i´ skóre, zatia© £o prehrávajúci vyrovna´.
Ktorý efekt je evidentnej²í?
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Ktg δktg δktgdoma δktglopta− δktglopta+ δktgvslopta+
11 2936 (149) 0 6 (0,8) 6 (1) 3 (0,7)
12 2980 (159) 0 5 (1) 5 (1) 4 (0,7)
13 3157 (180) 0 5 (1) 4 (1) 4 (0,8)
21 3171 (148) 0 5 (0,8) 4 (1) 4 (0,7)
22 3142 (201) 0 5 (1) 4 (1,3) 4 (0,7)
23 3125 (199) 0 5 (1) 5 (1) 3 (0,7)
31 3232 (155) 0 4 (0,9) 4 (1) 4 (0,7)
32 3230 (159) 0 5 (0,7) 3 (1) 4 (0,7)
33 3517 (156) 0 4 (1) 4 (1) 2 (0,8)

Tabu©ka 4.10: Odhadnuté koe�cienty pre neúspe²né prihrávky v rámci výkon-
nostných kategórií na hladine významnosti α < 0, 01. Hodnoty koe�cientov
v 2. aº 6. st¨pci sú kvôli úspore miesta prenásobené £íslom 103.

Postupne sa pokúsime potvrdi´ £i zamietnu´ popísané efekty. V prípade
potvrdenia budeme pribúdanie gólov v zápase interpretova´ ako neho-
mogénny Poissonov proces, v ktorom sa parameter λ v závislosti na zistených
faktoroch v £ase mení. Takto budeme zápas chápa´ ako mnoºinu po sebe
idúcich £asových intervalov, pri£om v kaºdom z nich uº budeme uvaºova´
homogénny proces. Potom môºeme ná² odvodený model (3.3) spusti´ pos-
tupne pre kaºdý £asový interval zvlá²´. Pritom predpokladáme, ºe vstupné
parametre nového intervalu budú ovplyvnené výstupom z predchádzajúceho.

Závislos´ po£tu gólov na prebiehajúcom £ase a skóre

Obr. 4.4 svojím trendom jasne nazna£uje postupný nárast po£tu gólov
v závislosti na pribúdajúcom £ase. Ako sme uº nazna£ovali, núkajú sa
prirodzene dva dôvody - úbytok síl hrá£ov a reakcia na aktuálne skóre.

Ako môºeme £o najjednoduch²ie ukáza´ závislos´ po£tu gólov na £ase,
prípade ma aktuálnom skóre? Z dát môºeme zisti´ intenzity gólov za daného
skóre ve©mi jednoducho, pretoºe vieme £asy, ktoré medzi dvoma gólmi uply-
nuli. Zavedieme si model, aby sme sa vplyv £asu a skóre pokúsili preukáza´
na reálnych dátach.

Závislos´ na skóre Nech Txy je £as £akania na ¤al²í gól za aktuálneho
skóre (x, y), x, y = 0, 1, 2, . . . a Ixy ∈ {0, 1} indikuje, ºe gól bol (Ixy = 1) alebo
nebol (Ixy = 0) dosiahnutý e²te pred koncom zápasu. Celý £as vychádzame
z predpokladu, ºe sa £asy medzi dvoma gólmi chovajú exponenciálne s intenz-
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Obr. 4.4: Po£ty gólov v priebehu zápasu rozdelených v sú£te do 5-minútových
intervalov.

itou λ. Nech λxy predstavuje intenzitu skórovania za predpokladu, ºe aktuálne
skóre zápasu je (x, y). Potom metódou maximálnej vierohodnosti môºeme
λxy vypo£íta´ ako podiel celkového po£tu gólov a £asov, ktoré do strelenia
¤al²ieho gólu uplynuli

λ̂xy =

∑N
i=1 Ixy,i∑N
i=1 txy,i

, (4.8)

kde N = 1518 je po£et zápasov, txy,i je £as £akania na ¤al²í gól a Ixy,i
je jeho príznak v i-tom zápase. Ak je v i-tom zápase aktuálne skóre (x, y)

a je to zárove¬ aj kone£ný výsledok, potom Ixy,i = 0 a txy,i je 90 mínus
£as posledného gólu. Ak skóre (x, y) nikdy nenastane, Ixy,i aj txy,i je 0. Ak
skóre (x, y) nenastalo ani v jednom zápase, nebudeme ho bra´ do úvahy.
Tým predídeme deleniu nulou a navy²e takéto skóre zjavne nie je beºné
(k rie²eniu tejto situácie sa neskôr vrátime). Tab. 4.11 zobrazuje intenzity
skórovania za daného skóre (prepo£ítané na minútu zápasu). Aj ke¤ po£et
gólov rastie v £ase obecne, zdá sa by´ evidentné, ºe skóre má na výsledok
vplyv. Ke¤ uváºime skóre (2, 0), (0, 2) a (1, 1), dá sa o£akáva´, ºe v priemere
bolo dosiahnuté v podobných £asoch, no napriek tomu je intenzita zna£ne
odli²ná.

Vytvorme si jednoduchý model, v ktorom sa pokúsime zoh©adni´ zmienené
pozorovania. Intenzity skórovania, ktoré sú pre celý zápas kon²tantné, oz-
na£me βD a βH pre domáci a hos´ujúci tým. Tieto hodnoty získame pomo-
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Skóre Intenzita
λ00 0,0250
λ10 0,0289
λ01 0,0293
λ11 0,0302
λ20 0,0353
λ02 0,0315
λ21 0,0327
λ12 0,0369
λ22 0,0372

Tabu©ka 4.11: Odhadnuté intenzity (po£et gólov za minútu) skórovania za ak-
tuálne skóre (x, y).

cou odvodeného regresného modelu (4.7). Pre zavedenie £asovej závislosti
si zade�nujeme roz²írenie βD(t) a βH(t), kde t ∈ [0, 1] predstavuje ²kálu
celého zápasu. Ozna£me βD,xy a βH,xy ako multiplikátory (podiely z inten-
zity), ktoré ovplyv¬ujú intenzity skórovania po£as aktuálneho skóre (x, y).
V bezgólovom zápase to znamená, ºe z h©adiska vplyvu skóre bude inten-
zita kon²tantná po£as celého zápasu, tj. multiplikátor βD,00 = βH,00 = 1.
Nakoniec si e²te zade�nujme pomocnú funkciu ϕ(t), ktorá vráti aktuálne
skóre v prebiehajúcom £ase t, ako dvojicu xy ∈ {00, 01, 10, . . .}. Potom si
závislos´ na aktuálnom skóre v £ase t vyjadrime ako

βD(t) = βD,ϕ(t)βD

βH(t) = βH,ϕ(t)βH .

V dobe medzi dvoma gólmi predpokladáme intenzity βD(t) a βH(t) kon²-
tantné, pretoºe multiplikátory βD,ϕ(t) a βD,ϕ(t) sa zmenia jedine pri vstrelení
¤al²ieho gólu. Napríklad, ak medzi 63. a 71. minútou zápasu sa aktuálne
skóre (1, 2) nezmenilo, tak ϕ(63) = ϕ(64) = . . . = ϕ(71) = 12, £o odpovedá
multiplikátorom βD,12 a βH,12.

Analýzou dát nebolo zistené, ºe by multiplikátory βD,xy a βH,xy boli
v rámci rôznych výkonnostných kategórií evidentne odli²né a preto ich
budeme po£as aktuálneho skóre (x, y) pri simuláciách v²etkých zápasov po-
vaºova´ za kon²tantné. Vrá´me sa k rie²eniu situácie, ke¤ skóre (x, y) nie
je beºné. Nebudeme totiº odhadova´ v²etky kombinácie. Ke¤ºe výsledkov
s vy²²ím skóre je pomerne menej (alebo vôbec neexistujú), obmedzíme sa iba
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na základnú mnoºinu, v ktorej vy²sie hodnoty zapí²eme pomocou rozdielov

βD,xy =



βD,00 x = 0, y = 0

βD,10 x = 1, y = 0

βD,01 x = 0, y = 1

βD,11 x = 1, y = 1

βD,21 x− y ≥ 1, x ≥ 2

βD,12 x− y ≤ −1, y ≥ 2

βD,22 x− y = 0, x, y ≥ 2,

pri£om multiplikátor βD,xy =
λ̂D,xy

β̂D
, kde hodnotu λ̂D,xy získame pomocou

rovnice (4.8) obmedzenej iba pre domáce týmy. Pre hos´ujúce týmy je celé
odvodenie analogické. Tab. 4.12 obsahuje hodnoty multiplikátorov.

Multiplikátor Domáci Hostia
β10 0,89 0,80
β10 0,83 1,35
β01 1,10 1,03
β11 0,95 0,98
β21 1,05 1,20
β12 1,15 0,96
β22 1,03 1,15

Tabu©ka 4.12: Odhadnuté multiplikátory v závislosti na aktuálnom skóre.

Závislos´ na £ase Teraz si rozoberme situáciu z poh©adu £asu. Uvaºu-
jme spojitú závislos´ intenzity skórovania na prebiehajúcom £ase, ale nie
na skóre. To môºeme interpretova´ ako klasický nehomogénny Poissonov pro-
ces. Vzh©adom na trendovú krivku z Obr. 4.4 budeme túto závislos´ mode-
lova´ lineárne. Preto de�nujme

β∗D(t) = βD + ξD(t)

β∗H(t) = βH + ξH(t) (4.9)

a tentokrát budeme kon²tantnú hodnotu intenzity predpoklada´ pre pevne
stanovené £asové (napr. 5 minútové) intervaly a nezávisle od aktuálneho
stavu. V prvom pol£ase je intenzita skórovania oproti strednej hodnote niº²ia
a v druhom pol£ase naopak vy²²ia. Samozrejme by sme mohli uvaºova´
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aj akúko©vek inú (kvadratickú, kubickú, ...) závislos´, ktorá má pozitívny
charakter, ale z na²ich dát sme nena²li dôvody pre zamietnutie lineárnej
závislosti. V¤aka zavedenému lineárnemu modelu (4.9) dostávame hodnoty
koe�cientov ξD = 0, 65 a ξH = 0, 51.

Zhrnutie Z odvodených multiplikátorov βxy a koe�cientovξ je vidie´,
ºe predpoklad závislosti intenzity skórovania na £ase a skóre bol správny.
Nakoniec môºeme tieto odhady skombinova´ do jediného modelu ako

βD(t) = βD,ϕ(t)βD + ξD(t)

βH(t) = βH,ϕ(t)βH + ξH(t),

£ím dostávame hodnoty prezentované v Tab. 4.13.

Multiplikátor Domáci Hostia
β10 0,88 1,34
β01 1,12 1,06
β11 0,91 0,95
β21 1,03 1,52
β12 1,12 1,15
β22 0,97 1,07
ξ 0,66 0,46

Tabu©ka 4.13: Odhadnuté multiplikátory v závislosti na aktuálnom skóre
a £ase.

Teda úvaha, ºe intenzita skórovania v priebehu zápasu rastie, je správna.
Okrem £asového faktoru má svoj vplyv aj aktuálne skóre. Odvodené parame-
tre intenzít vyuºijeme pri simulácii priebehu zápasu.
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Kapitola 5

Implementácia

V tejto kapitole sa zoznámime s frameworkami, ktoré sú technologickým
základom na²ej aplikácie postavenej na platforme Java 6.0 a popí²eme si
architektúru aplikácie spolo£ne so simula£ným modelom.

5.1 Frameworky

Technologický základ na²ej aplikácie tvoria Java frameworky Spring 3.0 [18]
a Hibernate 3.5 [19]. Hibernate bol uº popísaný v práci [1] a preto sa mu
nebudeme detailnej²ie venova´.

Nasledujúca sekcia je venovaná frameworku Spring, kde sa pokúsime za-
mera´ iba na popis jeho hlavných prínosov a ²peci�ckých vlastností. Na konci
si ukáºeme, ako jednoducho do Springu zaintegrova´ Object-relational Map-

ping (ORM) nástroj, akým je Hibernate a stru£ne porovnáme webový modul
Springu s frameworkom Stripes, pouºitom v pôvodnej aplikácii.

Pre detailnej²ie pochopenie frameworkov je vhodné siahnu´ po referen£nej
dokumentácii, ktorá je vo v²etkých prípadoch ve©mi kvalitná a zrozumite©ná.

5.1.1 Spring

Spring je v sú£asnosti jeden z najkomplexnej²ích a najpouºívanej²ích
viacvrstvových aplika£ných frameworkov, ktorého hlavným cie©om je
zjednodu²i´ ´aºkopádnos´ Java Enterprise Edition (JEE) [20]. Jeho hlavnými
£rtami sú preh©adnos´, neinvazívnos´, zameranie na architektúru a nie
na technológiu, jednoduchá testovate©nos´ a modulárnos´. Inými slovami
nám Spring umoº¬uje sa sústredi´ na architektúru a nie na technologické
detaily tým, ºe ponúka mnoºstvo abstrakcií nad JEE technológiami ako Java
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Obr. 5.1: Hierarchia modulov v Springu.

Message Service (JMS), Java Database Connection (JDBC), Java Manage-
ment Extensions (JMX), Java Naming and Directory Interface (JNDI) a iné.
Na tomto mieste je nutné upozorni´, ºe Spring nie je náhradou JEE, ale iba
od©ah£eným JEE kontajnerom.

Spring sa drºí nieko©kých zásad, ktorými sa v súlade s modernými
princípmi a potrebami výrazne zjednodu²uje vývoj. Typicky sa jedná o mini-
málnu závislos´ na kniºniciach tretích strán, Plain Old Java Object (POJO)
prístup, tzv. Open/Closed princíp, £o v zmysle OOP znamená �otvorený
pre roz²írenie, uzavretý pre modi�káciu� a v neposlednej rade tzv. Convention
over con�guration, £o predstavuje dizajnové paradigma v snahe oslobodi´
vývojára od kon�gurácie rutinných operácií v aplikácii.

Hlavnými stavebnými piliermi je návrhový vzor Inversion of Control a as-
pektovo orientovaný prístup. Tie si za chví©u detailnej²ie popí²eme. Ke¤ºe
na²a aplikácia vyºaduje prístup k databáze, zoznámime sa s transak£nou pod-
porou Springu a so spôsobom zaintegrovania ORM frameworku, konkrétne
Hibernate.

Celý framework je od verzie 3.0 rozdelený asi do 20 samostatných modulov
v zmysle �pouºi, £o potrebuje²�. Obr. 5.1 preh©adne popisuje ich hierarchiu.
Fundamentálnu £as´ Springu tvorí Core kontajner, ktorý má na starosti ma-
naºment registrovaných tried (tzv. Java beans). Typicky pouºívané sú mo-
duly ORM a Test, v prípade webovej aplikácie modul MVC (Model-View-
Controller).
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Inversion of control a Dependency Injection

V klasickom modely programovania vytvárame nejakú triedu, ktorá potom
vyuºíva ¤al²iu triedu, at¤. Tým sú triedy pevne zviazané a zmena závislosti
na inej triede (implementácii) vyºaduje zásah do kódu.

Inversion of Control (IoC) je v²eobecný návrhový vzor, ktorý odstra¬uje
tesné väzby medzi objektami. Funguje na princípe presunutia zodpoved-
nosti za vytvorenie a previazanie objektov z aplikácie na framework. IoC
je v²ak príli² abstraktný a £asto krát nie je jasný spôsob jeho implemen-
tácie. V princípe v²ak chceme dosiahnu´, aby pri zmene implementácie
nebolo nutné zasahova´ do kódu, pretoºe kon�gurácia je nastavená zvonku
(napr. v XML).

Dependency Injection (DI) je ²peciálnym prípadom IoC, resp. predstavuje
konkrétnu techniku jeho vyuºitia. Nerie²i teda len �£o�, ale hlavne �ako�.
Cie©om DI je vlastný spôsob vloºenia závislostí. Základné tri sú:

• Setter Injection - vkladanie prostredníctvom set metód (framework
Spring)

• Constructor Injection - vkladanie prostredníctvom kon²truktora
(frameworky PicoContainer, Google Guice)

• Interface Injection - vkladanie prostredníctvom rozhrania (najmenej
pouºívaný spôsob; framework Avalon)

Objekty (beans) sú typicky vytvorené na základe XML alebo anota£nej
kon�gurácie, ktorá tieto objekty a závislosti medzi nimi de�nuje. Springom
spravované objekty nazývame komponenty.

Spring je v podstate postavený na vyuºití IoC a ozna£ovaný ako IoC kon-
tajner, ktorý je implementovaný sadou modulou v rámci Core kontajnera a
má pod správou vytváranie a poskytovanie objektov. Základom je so�stiko-
vaná továrna trieda BeanFactory. Pre vkladanie závislostí vyuºíva DI
prostredníctvom kon²truktoru a set metód. Typická je závislos´ na rozhraní
a nie na implementácii. Základný mechanizmus IoC znázor¬uje Obr. 5.2.

V na²om projekte uprednostníme kon�guráciu anotáciami, ktorá je oproti
XML podstatne stru£nej²ia (vyºaduje Javu vo verzii 5+). Jej nevýhoda
spo£íva v tom, ºe do kódu v prípade zmeny zasiahnu´ musíme. Nie v²ak
do implementácie, ale iba kon�gura£nej anotácie. Minimálnu XML kon�gu-
ráciu v²ak vytvori´ predsa len musíme, aby sme zade�novali, ktoré triedy
majú by´ IoC kontajnerom na£ítané.
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Obr. 5.2: Spring IoC kontajner

Pre znázornenie si uve¤me jednoduchý príklad. Majme triedu
GameLauncher, ktorá spú²´a simulácie nejakej hry. �alej majme implementá-
ciu simulácie futbalu SoccerSimulation, ktorú chceme triede GameLauncher
doda´. �Naivným� prístupom môºeme pri in²tancovaní triedy GameLauncher

v jej kon²truktore vytvori´ objekt SoccerSimulation, £im vzniká tesná
väzba.

Lep²í prístup je naimplementovaný priamo v aplikácii, v balí£ku
com.thesis.soccer.sim. Spo£íva vo vytvorení rozhrania IGameSimulation,
ktoré bude v prípade futbalu implementova´ trieda SoccerSimulationImpl.
Túto závislos´ rozhraním by sme mohli vloºi´ prostredníctvom set metódy
alebo kon²truktora do objektu GameLauncher manuálne, pretoºe my sme
zodpovední za tieto objekty. Pomocou Springu v²ak túto zodpoved-
nos´ delegujeme na IoC kontajner. Postup je ve©mi jednoduchý. Triedy
GameLauncher a SoccerSimulationImpl ozna£íme anotáciou @Service

alebo @Component(name), kde atribút name je registrovaný názov kom-
ponenty. Na mieste, kde chceme závislos´ �vstrieknu´�, bude rozhranie
IGameSimulation s anotáciou @Autowired. Ke¤ºe v tomto momente
máme jedinú implementáciu rozhrania IGameSimulation, jeho implemen-
tácia SoccerSimulationImpl bude kontajnerom in²tancovaná a vloºená.

Ak je implementácii viac, k anotácii @Autowired je nutné prida´ e²te
anotáciu @Qualifier so zaregistrovaným názvom implementácie. Spring tak
sám in²tancuje objekty a vloºí závislosti za nás. Kaºdý vytvorený objekt má
tzv. scope, ktorým ur£ujeme, £i je to singleton (jediná£ik) alebo prototype

(prototyp). Prednastavený scope je singleton.
V oblasti správy objektov je Spring naozaj mocným nástrojom

a pre hlb²ie pochopenie odporú£ame referen£nú dokumentáciu.
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Aspektovo orientovaný prístup

Aspektovo orientované programovanie (AOP) predstavuje evolúciu v moder-
nom programovaní. Je potreba upozorni´, ºe jeho názov nemá ni£ spolo£né
s objektovo orietovaným programovaním. Motivácií pre jeho vyuºitie je
nieko©ko. Niektoré rutinné operácie prítomné naprie£ celou aplikáciou by sa
mohli vyseparova´ a aplikova´ globálne. Beºné metodológie sa snaºia pomo-
cou metód, tried £i balí£kov o oddelenie a zapúzdrenie operácií do samostat-
ných entít. Niektoré oblasti sa v²ak nedajú jednoducho oddeli´ � tzv. priere-
zové koncerny (cross-cutting concerns). Patria sem napr. logovanie, autorizá-
cia a transakcie. Refactoring kódu vykonávajúceho takéto operácie zvy£ajne
znamená rozsiahly zásah. Aspekty pomáhajú tento problém vyrie²i´.

Vysvetlíme si základné pojmy, ktoré potrebujeme k pochopeniu AOP.

• JoinPoint je jeden prípojný bod v programe (spustenie metódy, volanie
metódy, at¤.).

• PointCut je mnoºina prípojných bodov získaná aplikovaním ²peciál-
neho regulárneho jazyka Pointcut Language (PL).

• Advice je metóda, ktorá sa zachycuje na PointCut a implementuje
dodato£né chovanie. Základné typy sú before, after a around.

• Aspekt zapúzdruje prierezové koncerny mnoºinou prípojných bodov
(PointCut) a aplikuje dodato£né chovania (Advices).

V¤aka týmto kon²truktom dokáºeme napríklad aplikova´ logovanie na v²etky
get metódy. Kaºdá metóda predstavuje záchytný bod (JointPoint). Mnoºinu
bodov (PointCut) popí²eme pomocou PL a na výsledok zachytíme metódu
(Advice) implementujúcu skuto£né logovanie. Tá sa môºe vykona´ pred vyko-
naním get metódy (before) alebo po nej (after). Samotná get metóda ni£
neimplementuje a �o ni£om netu²í�. Najznámej²ou implementáciou AOP je
kniºnica AspectJ, ktorá obsahuje vlastný preklada£ a dokáºe tak priamo
meni´ skompilovaný Javovský byte-code.

V Springu patria aspekty k základným stavebným kame¬om a jeho najsil-
nej²ím vlastnostiam. Ich podpora je implementovaná modulom Spring AOP.
Aspekty dokáºeme aplikova´ na akýko©vek POJO objekt. Názvy anotácii
v Springu sú pre zjednodu²enie prebrané z kniºnice AspectJ, ale je tu v²ak
jeden zásadný rozdiel. Spring ºiadnym spôsobom nemení skompilovaný kód,
ale aspekty implementuje programovo pomocou proxy objektov - zástupcov.
To znamená, ºe kaºdý Springom spravovaný objekt, na ktorý je aplikovaný
aspekt, zastupuje proxy objekt, ktorý

64



• pred skuto£ným vyvolaním metódy vykoná príslu²ný before advice a

• po skuto£nom vyvolaní metódy vykoná príslu²ný after advice.

Ak poºiadame IoC kontajner o nejakú implementáciu rozhrania A, ktorú
oba©uje proxy objekt, nevráti nám skuto£nú implementáciu, ale práve tento
oba©ujúci proxy objekt, ktorý implementuje to isté rozhranie A.

Programovo rie²ený aspektovo orientovaný prístup samozrejme priná²a
nieko©ko obmedzení. Tým prvým je, ºe existuje iba jediný prípojný bod v pro-
grame, a to spustenie metódy. Druhým zásadným obmedzením je, ºe aspekty
môºeme aplikova´ iba na public metódy. Metódy s inými modi�kátormi
vidite©nosti nie sú z proxy objektu dostupné.

Spring roz²iruje mnoºinu prípojných bodov o ¤al²ie proprietárne
(napr. anotácie), ktoré je moºné doh©ada´ v dokumentácii.

Transak£ný manaºment

Databázový prístup patrí k beºným poºiadavkám aplikácií. Aby sme v²ak
dáta získali, je nutné vykona´ nieko©ko rutinných operácií: vytvorenie
spojenia s databázou, spustenie transakcie pred poloºením dotazu, com-
mit/rollback a ukon£enie spojenia po získaní dát. Neustále opakovanie ru-
tinných operácii je dôvodom k vyuºitiu princípov, ktoré sme popísali v pred-
chádzajúcej sekcii.

Transak£ný manaºment v Springu je implementovaný práve pomo-
cou aspektov. V¤aka tomu dokáºeme ve©mi jednoducho nakon�gurova´
transak£né chovanie pre jednotlivé metódy pomocu XML alebo anotácie
@Transactional. Vyvolaniu transak£nej metódy vºdy predchádza vytvorenie
pripojenia do databázy a na²tartovanie transakcie (before advice). Na konci
dokáºeme reagova´ na výnimky pod©a potreby. Ak bola transak£ná metóda
nakon�gurovaná iba na £ítanie, Spring nedovolí uloºenie zmenených dát (af-
ter advice).

Opä´ v²ak musíme po£íta´ s nieko©kými obmedzeniami. Predstavme si,
ºe máme dve metódy s anotáciou @Transactional. Tieto metódy samy
o sebe netu²ia o transak£nom chovaní ni£. Toto chovanie preberá ich oba©ujúci
proxy objekt. Ak v²ak z jednej metódy v rámci na²ej implementácie vyvoláme
druhú, tak tá sa nespustí v samostatnej transakcii, ale bude sú£as´ou existujú-
cej. Je to z toho dôvodu, ºe vnútorné volanie sa nevykonáva zvonku prostred-
níctvom proxy objektu. Tento problém je v²eobecne známy a je potrebné na
to myslie´ uº v dobe návrhu.
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Spring a Hibernate

Hibernate patrí do rodiny ORM frameworkov. Ich my²lienka spo£íva
v mapovaní objektov na rela£nú databázu. V objektovo orientovaných
jazykoch tak kaºdej tabu©ke odpovedá tzv. entitná trieda a rela£ným vz´a-
hom na základe cudzích k©ú£ov odpovedajú kolekcie v rámci entitných tried.
Pri dotazovaní sa nepouºíva ²tandardný jazyk SQL, ale objektový jazyk,
ktorý je mu podobný. V Hibernate je to tzv. Hibernate Query Language
(HQL).

Hibernate má mnoºstvo ²peci�ckých vlastností ako cache prvej a druhej

úrovne, oneskorená inicializácia (lazy loading), dávkové operácie (batch

fetching), optimistické zamykanie (optimistic locking) a automatická kon-

trola zmien (dirty checking). V prípade hlb²ieho záujmu odkazujeme £itate©a
na knihu od samotného autora Hibernate [19].

Spring ORM je modul poskytujúci integra£nú vrstvu pre populárne API
objektovo-rela£ného mapovania v Springu. Jeho cie©om je abstrahova´ ORM
technológie ako Hibernate, JDO £i iBatis, £o teoreticky umoº¬uje neskor²iu
zmenu frameworku bez zásahu do aplika£nej logiky. Spring to rie²i napríklad
tak, ºe poskytuje vlastnú hierarchiu výnimiek, ktoré na integra£nej vrstve au-
tomaticky prekladá a teda konkrétna technológia nie je dôleºitá. Takto inte-
grovaný ORM framework môºeme pouºíva´ so v²etkými ostatnými funkciami,
ktoré Spring ponúka, vrátane uº popisovaného transak£ného manaºmentu,
session manaºmentu a testovania. Prístup k Hibernate API nie je nutný,
pretoºe Spring pre tieto ú£ely poskytuje DAO vrstvu s rodi£ovskou triedou
HibernateDaoSupport a rozhraním HibernateTemplate, ktoré spolo£ne
ve²keré API zapúzdrujú.

Pre pripojenie do databázy a integráciu Hibernate je nutná XML kon-
�gurácia triedy AnnotationSessionFactoryBean, ktorú poskytuje Springu
ORM.

Spring MVC

Spring MVC aj Stripes patria do rodiny tzv. ak£ných frameworkov vychádza-
júcich z návrhového vzoru MVC. Tým odde©ujú výkonnú £as´ od gra�ckej
podoby. V tejto chvíli sa týmto vzorom nebudeme ¤alej zaobera´. Bliº²ie
popísaný ho nájdeme v práci [1].

Stripes síce patrí svojími minimálnymi nárokmi na pochopenie a svojím
prínosom k najlep²ím webovým frameworkom a dokonca existuje moºnos´
jeho integrovania do Springu, ale tento krok je kontraproduktívny vz©adom
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Obr. 5.3: �ivotný cyklus vlákna v Spring MVC.

na fakt, ºe Spring poskytuje vlastný MVC modul, ktorý obsahuje v²etky
prezentované vlastnosti Springu. Nechýba podpora lokalizácie, správy adries,
validácia príchodzích dát a serializácia do JavasScript Object Notation

(JSON) formátu .
Základom webovej aplikácie postavenej na platforme Java je servlet. Sám

o sebe v²ak poskytuje len minimálnu funkcionalitu a vedie k ´aºkopád-
nemu a tzv. ²pagetovému kódu. Spring MVC poskytuje aplika£ný rámec
pre vývoj webových aplikácií a vytvára abstrakciu nad HTTP protokolom.
Hlavným stavebným prvkom je objekt DispatcherServlet, ktorý je imple-
mentáciou návrhového vzoru Front Controller a predstavuje vstupnú bránu
do aplikácie. Na Obr. 5.3 môºeme vidie´ základný ºivotný cyklus poºiadavku
od klienta na strane serveru. Kaºdá URL adresa je obslúºená metódou v ne-
jakom Controller objekte. O tom, ktorá metóda to bude, rozhoduje ob-
jekt DispatcherServlet prostredníctvom objektu HandlerMapping na zák-
lade predkon�gurovaných mapovaní. Controller si vyºiada od aplika£nej
vrstvy poºadovaný model, ktorý je príslu²ným ViewResolverom spracovaný
a vrátený klientovi v poºadovanom View formáte.

Kaºdá trieda s anotáciou @Controller sa automaticky nain²tancuje
do kontrolnej vrstvy a je pod správou Springu. Controller objektov je
v aplikácii typicky vä£²í po£et a kaºdý z nich zodpovedá za jednu operáciu,
£i sadu logických operácií. Kaºdý Controller je z princípu singleton, takºe
je nutné dba´ na thread-safe operácie. Kaºdá metóda v rámci tohto objektu
s anotáciou @RequestMapping(value) môºe obslúºi´ GET/POST poºiadavku
od klienta. Podmienkou je, aby sa vzor zdrojovej adresy (URI), relatívny
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ku kontextu, zhodoval s atribútom value v anotácii, ktorý má formu regu-
lárneho výrazu.

Spring MVC je v sú£asnosti mocným nástrojom medzi ak£nými frame-
workami a ponúka ²irokú podporu pre jednoduchú implementáciu we-
bových aplikácií. Jeho pouºitie prispieva k preh©adnosti aplikácie postavenej
na Springu. Pridanou hodnotou je slobodná vo©ba pri výbere prezenta£nej
technológie.

5.2 Architektúra aplikácie

Aplikácia sa skladá z troch základných vrstiev - prezenta£nej (view), kon-
trolnej (controller) a aplika£nej (model). Dáta medzi jednotlivými vrstvami
sú prená²ané prostredníctvom transfer objektov (TO). De�nujeme dva typy
transfer objektov - vstupný (input transfer objekt, ozna£ujeme ITO) a vý-
stupný (output transfer objekt, ozna£ujeme OTO). Kaºdý transfer objekt má
v názve post�x na základe typu (napr. MatchResultOTO). Kaºdý ITO objekt
predstavuje ²truktúru, ktorú o£akáva aplika£ná logika. Kaºdý OTO objekt
naopak predstavuje ²truktúru, ktorú o£akáva prezenta£ná vrstva. Jednotlivé
vrstvy si teraz podrobnej²ie popí²eme.

5.2.1 Vrstvy aplikácie

Prezenta£ná vrstva

Vzh©adom na fakt, ºe aplikácia je webová, je prezenta£nou technológiou
XHTML a JavaScript. Táto vrstva je taktieº plne objektová s pokro£ilými
uºívate©skými komponentami javascriptového frameworku ExtJS, ktoré sú
typické v desktopových aplikáciach. To dovo©uje lep²iu interakciu a kontrolu
na strane klienta, £o minimalizuje po£et poºiadavkov na server. Komunikácia
so serverom prebieha v prevaºnej vä£²ine asynchrónne v JSON formáte, £o je
natívny (textový) zápis objektov v JavaScripte. Na strane servera sa JSON
transformuje do ITO objektov.

Kontrolná vrstva

Túto vrstvu predstavuje sada Controller objektov, ktoré obsluhujú jed-
notlivé klientské poºiadavky. Jej úlohou je deserializova´ JSON formát
do Javovských elementárnych dátových typov alebo ITO objektov, validova´
vstupné parametre, vyvola´ príslu²nú aplika£nú logiku a odosla´ odpove¤
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na klienta. Pod©a formátu odpovede rozli²ujeme dva typy Controller

objektov - DataController odpovedá asynchrónne vo formáte JSON
a ViewController synchrónne vo formáte XHTML. Kaºdý Controller

má v názve post�x pod©a svojho typu (napr. SoccerDataController).
Ni£menej, táto vrstva by mala implementova´ rozhodovaciu logiku apliká-
cie, tzn. má rozhodnú´, aký model sa po²le klientovi v odpovedi. Základnú
hierarchiu Controller tried popisuje Obr. A.2 v prílohe.

Aplika£ná (business) vrstva

Úlohou tejto vrstvy je poskytnú´ poºadovaný dátový model. Rozhranie
medzi kontrolnou a aplika£nou vrstvou je postavené na návrhovom vzore
fasáda. Kaºdá metóda objektu Facade vyvolaná z objektu Controller

dostane na vstupe mnoºinu parametrov, na základe ktorých zostaví dotaz
do databázy v jazyku HQL. Výsledok dotazu tvoria kolekcie doménových
objektov, resp. entity objektov, ktoré sa následne pretransformujú do OTO
objektov a posielajú naspä´ na kontrolnú vrstvu. Kaºdý fasádový objekt im-
plementuje rozhranie a v názve má post�x Facade (napr. SoccerFacade im-
plementuje ISoccerFacade). Základnú hierarchiu fasádových tried popisuje
Obr. A.3 v prílohe.

5.2.2 �truktúra aplikácie

Adresáre a balí£ky v projekte

Ke¤ºe sa jedná o webovú aplikáciu, projekt je zabalený v adresári war (web
archive). Ten má nasledujúcu ²truktúru:

• META-INF - obsahuje základné informácie o archíve

• static - statické zdroje pre prehliada£ (javascript, ²týly a obrázky)

• WEB-INF

� classes - skompilované Javovské triedy

� config - kon�gura£né súbory Springu (web, aplika£ná vrstva,
databáza)

� data - dáta v CSV formáte pre inicializáciu databázy

� jsp - prezenta£né JSP súbory

� lib - kniºnice tretích strán potrebné pre beh aplikácie
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� logs - súbory pre logovanie aplikácie

Jednotlivé triedy sa nachádzajú v nasledujúcej balí£kovej ²truktúre:

• com.thesis.soccer

� bl - fasádové objekty

� bl.sim - simula£ný algoritmus

� bl.to - input/output transfer objekty (ITO/OTO)

� pl.aspect - aspekty zapúzdrujúce rutinné operácie

� pl.controller.* - sada Controller objektov

� pl.json - podporná vrstva pre konvertovanie JSON formátu
do Javy a naopak

� dao.* - pripojenie do databázy a dátový model aplikácie de�no-
vaný pomocou entity objektov v Hibernate

� test - testovacie triedy

Uºivate©ské rozhranie

Samotná aplikácia je jednoduchá a poskytuje dva základné poh©ady - tabu©ku
s výsledkami reálnych zápasov, ktoré sme pouºili v na²om modely a moºnos´
spustenia simulácie zápasu pre vybrané dva týmy. Obe moºnosti sú dostupné
v menu na li²te, ktorá sa nachádza v hornej £asti obrazovky.

5.2.3 Simula£ný modul

Trieda SoccerSimulationImpl s externým aplika£ným rozhraním
IGameSimulation implementuje navrhnutý ²tatistický model
(vi¤ Obr. A.1 v prílohe). Vstupné parametre predstavujú vstupné ob-
jekty MatchTeamDataITO, ktoré obsahujú regresory pre odhady parametrov
oboch týmov. Výstupnou dátovou ²truktúrou je objekt MatchResultOTO

s výsledkom zápasu.
Simuláciu zápasu popisuje pseudo-algoritmus 5.1. Na za£iatku je potrebné

z dostupných dát získa´ vysvet©ujúce premenné a vypo£íta´ regresné odhady
po£tu gólov a prihrávok zo vz´ahov (4.4), (4.5) a (4.6). �al²ím dôleºitým
krokom je vytvorenie matice intenzít prechodov medzi jednotlivými stavmi
(sektormi). Tzn., ako £asto za nami stanovenú £asovú jednotku prejde lopta
z jedného stavu do ¤al²ieho. Samotná simulácia zápasu prebieha v nieko©kých
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Algoritmus 5.1 Simulácia zápasu medzi týmami D a H.
získaj mnoºinu regresorov pre oba týmy;
odhadni po£et gólov pomocou (4.4);
odhadni po£et úsp. prihrávok pomocou (4.5);
odhadni po£et neúsp. prihrávok pomocou (4.6);
ur£i £as drºania lopty pomocou (4.1);
inicializuj d¨ºku iterácie v minútach;
vytvor maticu po£tu prihrávok a gólov medzi jednotlivými stavmi;
inicializuj skóre na 0:0;
WHILE po£et iterácií * d¨ºka iterácie < 90 DO
ur£i stav, v ktorom prebieha hra;
FOR tým IN {D,H} DO
zostav matice intenzít A a B pre tým pod©a (3.3);
ur£i pravdepodobnosti po£tu gólov v jednej iterácii (3.4);
vyber náhodne po£et gólov a uprav skóre;
uprav odhad po£tu gólov v závislosti na £ase a skóre;

END
inkrementuj po£et iterácií;

END
vypí² skóre;

iteráciách. Ich po£et sa rovná podielu d¨ºky zápasu (90 minút) a stanovenej
£asovej jednotky. V kaºdej iterácii vychádzame zo stavu, v ktorom sa hra
aktuálne nachádza a pre kaºdý tým vypo£ítame pravdepodobnosti pre v²etky
moºné po£ty gólov (0, 1, 2, . . .). Náhodne vyberieme po£et strelených gólov,
upravíme intenzitu skórovania v závislosti na aktuálnom £ase a skóre a prej-
deme do ¤al²ej iterácie.

Zaujímavá je metóda calculateProbability(...) v triede
ProbabilitySolver, ktorá implementuje zloºitej²ie maticové operácie
a vracia pravdepodobnosti na základe vz´ahu (3.4).
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Kapitola 6

Výsledky

V tejto kapitole si zhrnieme dosiahnuté výsledky simulácií na základe nami
navrhnutého modelu z kapitoly 3 a jej implementácie popísanej v kapitole 5.
Ke¤ºe výstupom simulácie je predpove¤, nedokáºeme jednoducho ur£i´ jed-
nozna£nú kvalitatívnu metriku, a preto pre zhodnotenie pouºijeme viacero
²tatistických ukazovate©ov, ktoré simuláciami získame.

V rámci porovnávacej analýzy zvolíme nasledujúci postup. Na základe
empirických dát z prvých troch sezón odhadneme vstupné parametre mo-
delu a budeme simulova´ priebeh ²tvrtej sezóny, ktorej skuto£né výsledky
máme taktieº k dispozícii. V jednej sezóne sa odohrá 380 zápasov, £o
môºeme povaºova´ za dostato£ný rozsah pre objektívne tvrdenia o vlast-
nostiach modelu. Simulova´ sezónu budeme dvakrát. Najskôr vyuºijeme
Markovov re´azec s diskrétnym £asom (MRsD), navrhnutý a implemento-
vaný v práci [1]. Vstupné parametre tohto modelu sú odhadnuté pomocou
aritmetického priemeru a zoh©ad¬ujú iba po£ty gólov. Druhýkrát pouºijeme
ná² robustnej²í Markovov model so spojitým £asom (MMsS), ktorý inicializu-
jeme regresnými odhadmi po£tu gólov a prihrávok zoh©ad¬ujúce silu súpera.
Rôzne ²tatistické ukazovatele získané z oboch simulácií porovnáme so sku-
to£nými dátami.

Na Obr. 6.1 vidíme rozdelenie po£tu gólov v reálnej sezóne a simulovanej
sezóne pomocou implementácií MRsD a MMsS. Simulácia MRsD oproti rea-
lite evidentne predpovedá príli² ve©a zápasov, v ktorých tým strelí jeden gól,
£ím znehodnocuje výhodu domáceho prostredia a kvality súperiacich týmov.
Tým sa potieraju kvalitatívne rozdiely medzi týmami, £o sme uº nazna£ovali
v úvode práce.
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(a) Góly domácich v realite
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(b) Góly hostí v realite
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(c) Góly domácich v simulácii MRsD
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(d) Góly hostí v simulácii MRsD
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(e) Góly domácich v simulácii MMsS
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(f) Góly hostí v simulácii MMsS

Obr. 6.1: Rozdelenie po£tu gólov domácich a hostí v reálnych zápasoch,
simulácii MRsD a simulácii MMsS.

V úvode sme písali, ºe modely pre predpovede zápasov sú cie©om výskumu
hlavne na trhu stávok. V Tab. 6.1 môºeme vidie´ zaujímavé ukazovatele, ktoré
porovnávajú odhady simulácii MRsD a MMsS. Tieto ukazovatele neboli vy-
brané náhodne, ale práve na základe beºných stávkových príleºitostí. Lep²ia
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Ukazovate© Po£et záp. Simulácia MRsD Simulácia MMsS
tip na ví´aza 380 123 (32,4%) 191 (50,3%)

dvojtip 253 159 (62,8%) 203 (80,2%)
výsledok 380 15 (3,94%) 33 (8,68%)

po£et gólov v zápase 380 57 (15,0%) 70 (18,4%)
po£et gólov domácich 380 61 (16,1%) 84 (22,1%)

po£et gólov hostí 380 102 (26,8%) 135 (35,5%)

Tabu©ka 6.1: Porovnanie správnych odhadov ²tatistických ukazovate©ov
na základe simulácií pomocou MRsD a MMsS.

hodnota z oboch simulácií je v kaºdom riadku zvýraznená tu£ne a v zátvorke
je percentuálne vyjadrenie vo£i po£tu odohratých zápasov. Popí²me si, £o
predstavujú jednotlivé st¨pce. Odhad tipu na ví´aza znamená, ºe sme uhádli
výhru domácich, remízu alebo výhru hostí bez oh©adu na presnos´ výsledku.
Odhad dvojtipu znamená, ºe ak ná² model predpovedal výhru domácich
alebo hostí, tak pre správny tip nám sta£í aj remíza. Nezahr¬ujeme do neho
predpovede remíz. Dvojtip teda neuhádneme jedine v prípade, ak vyhral
opa£ný tým, ako sme predpovedali. Odhad výsledku je úplne presný výsle-
dok. Pre po£et gólov v zápase, po£et gólov domácich a po£et gólov hostí

posta£uje presný odhad opä´ bez oh©adu na celkový výsledok.
V kaºdom z ukazovate©ov ná² model vracia lep²ie hodnoty, v niektorých

dokonca výrazne. Nedostatky implementácie MRsD si zhrnieme v závere
práce. Teraz sa zameriame uº iba na výsledky ná²ho modelu a pokúsime
sa ich rozumne intepretova´.

Posledné ²tyri riadky v Tab. 6.1 obsahujú odhady presných po£tov. Tieto
²tatistiky na presnos´ sú v²ak ve©mi citlivé, pretoºe o ich správnosti rozhodujú
detaily. Ak pripustíme chybu odhadu ±1 gól, okamºite sa dostávame na 2 aº
3 násobne vy²²iu úspe²nos´.

Prvý riadok (tip) a druhý riadok (dvojtip) Tab. 6.1 predstavujú najty-
pickej²ie stávkové tipy. Kvalitu modelu tak môºeme porovnáva´ aj z h©adiska
ziskovosti na základe stanovených kurzov. Dokázali sme odhadnú´ 191 zá-
pasov správne, z toho 120 výhier domácich, 42 remíz a 29 výhier hostí. To
znamená, ºe ak na kaºdý zápas vloºíme rovnakú £iastku, dokáºeme by´ ziskoví
pri priemernom výhernom kurze vä£²om ako 380/191, £o predstavuje zhruba
£íslo 1, 99. V prípade dvojtipu sme správne odhadli 203 z 253 zápasov, ak sme
nepo£ítali zápasy, v ktorých sme predpovedali remízy. S priemerným kurzom
dvojtipu aspo¬ 1, 25 za£ína by´ ná² model ziskový.

Presný kurz kaºdého zápasu v sezóne nemáme k dispozícii, preto
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Poradie Realita Body Simulácia MMsS Body
1 Chelsea 86 Chelsea 89
2 Manchester Utd. 85 Manchester Utd. 88
3 Arsenal 75 Liverpool 81
4 Tottenham 70 Arsenal 69
5 Manchester City 67 Tottenham 64
6 Aston Villa 64 Manchester City 64
7 Liverpool 63 Aston Villa 63
8 Everton 61 Everton 54
9 Birmingham 50 Blackburn 48
10 Blackburn 50 Fulham 48
11 Stoke City 47 Portsmouth 47
12 Fulham 46 Stoke City 41
13 Sunderland 44 West Ham Utd. 39
14 Bolton 39 Bolton 37
15 Wolverhampton 38 Wigan Athletic 33
16 Wigan Athletic 36 Wolverhampton 33
17 West Ham Utd. 35 Hull City 31
18 Burnley 30 Burnley 30
19 Hull City 30 Sunderland 28
20 Portsmouth 19 Birmingham 26

Tabu©ka 6.2: Kone£né poradie týmov v reálnej a simulovanej sezóne pomocou
MMsS.

pouºijeme priemerné kurzy na základe dvoch po sebe nasledujúcich kôl.
Na ví´azstvo domácich je to hodnota okolo 1, 7, na remízu 3, 2 a na výhru
hostí 2, 5. Pre na²e predpovede tak dostávame priemerný výherný kurz
(1, 7 ∗ 120 + 3, 2 ∗ 42 + 2, 5 ∗ 29)/191 = 2, 151. Pri dvojtipoch sa pohybujú
kurzy okolo hodnoty 1, 25. To by mohlo nazna£ova´ podobnos´ výsledkov,
na základe ktorých stanovujú svoje kurzy spolo£nosti na trhu stávok.

Poznámka. Ke¤ºe nemáme k dispozícii presný kurz na kaºdý zápas v sezóne,
musíme po£íta´ s rizikom, ºe správne odhadujeme zvä£²a zápasy s niº²ím
kurzom, kde je ná² odhad vysoko o£akávaný. To by zníºilo ná² vypo£ítaný
priemerný výherný kurz.

Ke¤ºe sme v prípade dvojtipu správne odhadli 203 z 253 zápasov,
rozdiel 50 (13, 2%) zápasov sme predpovedali presne opa£ne. Zamerajme
sa teraz na moºné dôvody, pre£o táto situácia nastala. Odpove¤ nazna£uje
Tab. 6.2, kde vidíme výsledné poradie týmov po v²etkých odohraných zá-
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pasoch pri ohodnotení troch bodov za ví´azstvo a jedného bodu za remízu.
Vä£²ina týmov sa nachádza na podobných prie£kach. Výnimku v²ak tvo-
ria tu£ne ozna£ené týmy Liverpool a Portsmouth, ktoré zaostali za o£aká-
vaním a týmy Birmingham a Sunderland, ktoré naopak o£akávania pred£ili.
Sú£et rozdielu reálneho a odhadnutého po£tu bodov pre tieto ²tyri týmy
je 86, £o predstavuje zhruba 29 nesprávnych odhadov. Problém je v tom,
ºe tieto týmy hrali v predchádzajúcich sezónach výrazne lep²ie, resp. hor²ie.
V na²ej simulácii ur£ujeme vstupné parametre iba na základe predchádza-
júcich sezón. Lenºe pred novou sezónou môºe výkon týmu ovplyvni´ mnoho
faktorov, ktoré nedokáºeme predvída´.

Rie²ením tohto efektu je, aby sme do regresných odhadov parametrov
priebeºne zahr¬ovali reálne dáta, ktoré pre simulovanú sezónu máme. V tých
sa totiº odzrkad©uje aktuálna forma týmu. Vplyv nových dát môºeme zvý²i´
zavedením váh, tzn. takéto dáta majú vy²²iu váhu.
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali aplikáciou Markovovho procesu so spo-
jitým £asom pre modelovanie kolektívnych hier. V úvode sme si predstavili
nieko©ko existujúcich prístupov so zameraním na ich nedostatky a popísali
spôsoby, akými dokáºeme získa´ reálne dáta. Zaviedli sme teóriu potrebnú
pre pochopenie Markovovho procesu so spojitým £asom, predstavili sme si
model zrodu a zániku ako ²peciálny prípad Markovovho procesu so spojitým
£asom, Poissonov proces, vz´ah Poissonovho rozdelenia k negatívne binomick-
ému rozdeleniu a Poissonovu regresiu. Ukázali sme, akým spôsobom sa dá hra
popísa´ pomocou stavov a prechodov. Proces skórovania sme intepretovali ako
model zrodu a zániku bez zániku, ktorý za predpokladu exponenciálneho £asu
medzi udalos´ami môºe by´ intepretovaný ako homogénny Poissonov proces.
Nakoniec sme si odvodili sústavu diferenciálnych rovníc pre ur£enie pravde-
podobností po£tu gólov v zápase. Na základe χ2 testu dobrej zhody sme
overili hypotézy o predpokladanom rozdelení po£tu parametrov a z výsledkov
vytvorili vhodné regresné modely. Navrhnutý simula£ný model sme naimple-
mentovali v rámci webovej aplikácie postavenej na platforme Java s techno-
logickou podporou frameworkov Spring a Hibernate.

Spojitý £as Jedným z hlavných prínosov tejto práce je zavedenie spo-
jitého £asu hry. Predpoklad diskrétneho £asu by totiº znamenal, ºe nás stavy
procesu zaujímajú jedine v okamihoch, ktoré tvoria (potenciálne nekone£nú)
rastúcu postupnos´. Medzi týmito okamihmi by sa v Markovovom re´azci ni£
nedialo. Takýto model bol navrhnutý a implementovaný v práci [1] a práve
absencia spojitého £asu bola povaºovaná za výrazný nedostatok.

Rozdelenie a odhady dát Lep²ie výsledky sme dosiahli podstatne
detailnej²ou analýzou rozdelenia dát namiesto jednoduchého odhadu ari-
tmetickým priemerom a do modelu sme okrem gólov zakomponovali ¤al²í
dôleºitý kvalitatívny parameter - prihrávky. Pri úvahách o rozdelení sme
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vychádzali z citovanej literatúry, ktorá poskytuje ve©mi dobrý základ. �a-
stokrát sa v²ak pre po£ty gólov a prihrávok vychádza z predpokladu Pois-
sonovho rozdelenia. My sme v²ak túto hypotézu zamietli. Jednoduchým zave-
dením Poissonovho rozdelenia by sme si aº príli² zjednodu²ovali realitu. Táto
nepresná úvaha zrejme vychádza z nedostato£ného po£tu pozorovaní. Pri
tak vysokom po£te pozorovaní, ktoré máme k dispozícii, sme preukázali,
ºe rozptyl výrazne prevy²uje strednú hodnotu. Poissonovo rozdelenie nie
je pre tieto prípady vhodné a preto sme pouºili robustnej²ie negatívne bi-
nomické rozdelenie. Zistili sme v²ak, ºe ak týmy vhodne zaradíme do výkon-
nostných kategórií, dokáºeme negatívne binomické rozdelenie po£tu gólov in-
terpretova´ ako zmes Poissonových rozdelení s parametrom λ, ktorý pochádza
z gamma rozdelenia. Z toho sme vyvodili záver, ºe príslu²nos´ do kategórie
patrí k prirodzeným vysvet©ujúcim faktorom pri ur£ovaní charakteristík tý-
mov. V prípade prihrávok je aj po zaradení do kategórií prevý²enie rozptylu
nato©ko evidentné, ºe Poissonovo rozdelenie neprichádza do úvahy. Oproti
ostatným citovaným metódam sme navy²e preukázali oprávnenos´ dom-
nienky, ºe intenzita skórovania je dynamicky závislá na aktuálnom skóre
a £ase zápasu. Z výsledkov simulácií celej sezóny môºeme usúdi´, ºe analýza
o rozdelení dát a robustnej²ie regresné odhady vstupných parametrov po-
mohli výrazne zníºi´ mieru náhody v úspe²nosti predpovedí.

Dolovanie dát a simulácie Jednou z najcennej²ích sú£astí tejto práce
je rozsiahly súbor dát, bez ktorého by sme nedokázali model správne navrhnú´
a otestova´. Ako tieto dáta získa´, nie je úlohou ²tatistiky, ale informatiky.
V rámci práce boli vytvorené parsovacie skripty, ktoré preh©adávali interne-
tové zdroje a zhromaº¤ovali dôleºité informácie. V¤aka tomu sa nám po-
darilo získa´ nieko©ko 100MB cenných dát, nad ktorými sme mohli testo-
va´ správnos´ beºne prijímaných hypotéz. Samotný simula£ný modul vy-
chádza priamo z navrhnutého ²tatistického modelu, je v²ak zasadený v kon-
texte viacvrstvej architektúry. S vyuºitím návrhových vzorov a popísaných
moderných implementa£ných techník (aspekty, kontajnerom manaºované ob-
jekty, ...) sa nám vo výsledku podarilo vytvori´ plnohodnotnú jednoducho
roz²írite©nú aplikáciu.

Nápady na roz²írenie Model, ktorý sme si odvodili, samozrejme nie
je ideálny. Pre jeho roz²írenie by bolo vhodné uvaºova´ zmeny po£tu hrá£ov
v zápase z dôvodu taktických £i vynútených striedaní alebo z dôvodu £ervenej
karty. Pomer hrá£ov na ihrisku môºe výrazne ovplyv¬ova´ výkon týmov. Je
potreba v²ak myslie´ aj na zloºitos´ modelu, ktorá tým ve©mi narastá, pretoºe
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rozhodnutie, ktoré spravíme £isto zo ²tatistického h©adiska, môºeme o chví©u
posúdi´ ako nesprávne. Po£et striedaní je v²ak £astokrát obmedzený (vo fut-
bale je to trikrát). �al²ím nedostatkom ná²ho modelu je fakt, ºe vychádzame
jedine z pozície lopty a nie z pozícií hrá£ov. Je to z toho dôvodu, ºe takéto in-
formácie o dianí na hracej ploche v kaºdej situácii nemáme vôbec k dispozícii
a ani rozsiahla analýza dostupných zdrojov nenasved£ovala, ºe by takéto dáta
bolo moºné získa´.

Aplikácia Markovových procesov na kolektívne hry V tejto práci
sme pre konkrétnu aplikáciu aj z dôvodu lep²ej dostupnosti dát zvolili fut-
bal. Kaºdá hra má nejaké pravidlá a tie musíme v navrhovanom modely
zoh©adni´. Pravidlá sú pre rôzne hry £astokrát odli²né. Napr. v basketbale
sa po dosiahnutí bodu rozohráva z podko²ového priestoru a nie zo stredu
hracej plochy ako vo futbale. Vo volejbale tým loptu po získaní bodu ne-
stratí. Navy²e hry ako volejbal, resp. baseball, nie sú obmedzené £asom, ale
po£tom dosiahnutých bodov, resp. po£tom smien. Medzi typovo rovnaké hry
ako je futbal zara¤ujeme napríklad �orbal, hokej a hádzanú a ná² model by
sa dal ve©mi jednoducho na tieto hry aplikova´. V²etky ²porty v²ak majú
spolo£nú tú vlastnos´, ºe sa dajú interpretova´ pomocou stavov a prechodov
medzi nimi. To nám umoº¬uje uºi´ Markovov proces ako vhodný ²tatistický
model.

Na záver by bolo dobré poukáza´ na to, ºe v takmer kaºdom informat-
ickom probléme zohráva ²tatistika dôleºitú úlohu. Ak vychádzame z empi-
rických dát, informácie o ich vlastnostiach potrebujeme £astokrát z dôvodu
optimalizácií a správnych rozhodnutí. A práve cie©om ²tatistiky je nájs´ �naj-
lep²ie� informácie z dostupných dát a preto v teórii rozhodovania zohráva
dôleºitú úlohu.
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Dodatok A

Diagramy

Obr. A.1: �truktúra simula£ných tried
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Obr. A.2: Kontrolná vrstva - hierarchia Controller tried

Obr. A.3: Aplika£ná vrstva - hierarchia Facade tried
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Obr. A.4: Databázová schéma
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Dodatok B

Príloha na CD

V zadnej £asti práce je priloºené CD, na ktorom sa nachádza

• elektronická verzia diplomovej práce

• výsledky ²tatistických meraní

• webová aplikácia

� zdrojové kódy (*.java, *.js, *.css)

� behové prostredia (JRE 6.0, Tomcat 6.0)

� kon�gura£né súbory (*,properties, *.xml)

� dokumentácia (JavaDoc, uºívate©ská)

� dáta (*.csv)
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