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V ptedlozené praci predstavime Lorenziv 1-dimenzionalni atmosféricky
model a Lorenziiv model konvekce. Urc¢ime numerické feseni a vhodné velikosti
casového kroku. Pfi zobrazeni a popisu vyuzijeme metod pro dynamické systémy.
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atraktor a jejich spojitost s klimatickym systémem a hodnoty vnéj$itho parametru ve
vztahu k ensemblové predpovédi klimatu. VSe demonstrujeme na predstavenych
modelech.
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Abstract

In the present work we introduce Lorenz one-dimensional atmospheric
model and Lorenz convection model. We choose the numerical method and correct
time step. For describing a displaying behavior we use methods for dynamical
system. We explain reason for ensemble prediction with terms, initial error growth
and Lyapunov exponent. We introduce stable point and attractor for explaining finite
state of climatic system and external forcing for ensemble of climatic models. All we
demonstrate with Lorenz models.
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1 Uvod

Ensemblové neboli skupinové piedpoveédi vznikly =z potieby popsani
moznych scénafit  Casového vyvoje. V této praci predstavime priciny
nejednoznacnosti predpovédi jak pro meteorologické tak pro klimatické modely.
PopiSeme zpusoby analyzy a predstavime dva malo-dimenzionalni modely, na které
poznatky aplikujeme.

V prvni kapitole popiSeme atmosféru jako systém parcialnich diferencidlnich
rovnic a zaméiime se na dualezity prvek téchto rovnic. Dale odvodime rovnice pro
nami piedstavené modely a ukdzeme podobnost mezi nimi a atmosférou. Prvnim je
I-dimenzionalni atmosféricky model piedstaveny E. Lorenzem vroce 2006.
Druhym je model konvekce uvedeny stejnym autorem vroce 1963, ktery
pfedstavoval dulezity systém v pocatcich prokazovani odvétvi zvaného
deterministicky chaos.

Druha kapitola se zaméfi na potfebu numerického feSeni té€chto rovnic.
Predstavime Rungte-Kuttovy metody 4. stupné a ur¢ime vSechny potiebné parametry
pro oba modely a parametry, které by vedly k nepfesnym a zavad¢jicim hodnotam.
Vzhledem k tomu, ze model slouzi jako nase laboratof, je urceni co nejptesnéjSich
vysledkd podstatné.

Tieti kapitola popiSe dynamicky systém, zplsoby jeho zobrazovani. Rozd¢li
jej do skupin podle jeho chovani a nazna¢i, kam pii Casovém vyvoji sméiuje.
Diivodem jeho ptedstaveni je fakt, ze i atmosféra a Lorenzovy modely spadaji do
definice dynamického systému, a tudiz ziskané poznatky jsou na n¢ aplikovatelné.

Ctvrta kapitola se jiz zamé&¥ na meteorologické modely. Po struéném
predstaveni ptrejdeme k vysvétleni Ljapunovova exponentu jako dilezité hodnoty
popisu systému a miry rozbihani ¢i piiblizovani dvou blizkych veli¢in, vyvijejicich
se vcase. Tento exponent nam osvétli divod ensemblovych ptredpoveédi pro
atmosférické modely. Ovéfime téz, zda pro zvoleny model je splnéna platnost
predstaveného chovani a dané vysledky okomentujeme.

Posledni kapitola se zabyvd modely klimatu, ptesnéji diivody pro vytvéateni
skupin moznych scénaii klimatu. Uvedeme vnéjsi parametry a jejich dopady na
Casovy vyvoj systému. Vylozime analyzu kone¢ného stavu (atraktor) v zavislosti na

tomto parametru a opét vSe demonstrujeme na malo-dimenzionalnim systému.



V zavéru se pokusime nastinit, jaké dopady pitedstavené poznatky mohou
v oblasti modelovani pocasi a klimatu mit a podivame se na nejnovéjsi poznatky.

V ptiloze budeme prezentovat zdrojové kédy pro prostiedi MAPLE.



2 Atmosféra

2.1 Nelinearita atmosféry

Jako ukazku atmosférickych procesti zvolme piiklad vychazejiciho slunce,
které postupné zahiiva zemsky povrch. Zahtivany povrch za¢ne pomoci kondukce,
konvekce a iradiance ohtivat vzduchovou hmotu nad sebou. Kdyby byla atmosféra
dokonale suchd, ¢istd a v daném misté izolovana od okoli, mohli bychom dospét
k zaveéru, ze teplota atmosféry v daném misté je umérna mnozstvi dopadajiciho
slune¢niho zafeni. Zminéné predpoklady vSak splnény nejsou a s narGstem zareni
roste i vypar a transpirace. Vodni para mize v ochlazujicim se stoupajicim vzduchu
formovat obla¢nost, ktera spole¢né s obla¢nosti, kterou proudéni ,,pfivalo* na prostor
naSeho z4jmu, zacne radiaci odrdzet zpét, tudiz ji méné dosdhne zemského povrchu.
Toto vede k poklesu zahtivani a mize vést i k ochlazeni. Zminénému procesu, ktery
pusobi sam na sebe v negativnim smyslu, se fika negativni zp&tna vazba.

Pro piiklad pozitivni zpétné vazby uvazujme otazku nartistu teploty celé
planety. Ten by vedl ke sniZeni zalednéni, které ma zna¢nou odrazivost, coz by mélo
za nasledek snizeni planetarniho albeda a zesileni zahtivani Zemé¢ (vice napt. [1]).

Tyto dva ptiklady ukazuji na nelinearni chovani atmosféry, kdy vystup

daného procesu neni umérny vstupu.

2.2 Popis atmosféry

Rovnice popisujici casovy vyvoj atmosféry jsou vyjadieny na zaklad¢ zakoni
zachovani. Zakon zachovani hmoty je vyjadien rovnici kontinuity. Zakon zachovani
energie je vyjadfen prvni vétou termodynamickou. Zakon zachovani hybnosti je
vyjadien druhym Newtonovym fyzikalnim zdkonem. Dale se uplatfiuje zakon

zachovani vody v atmosféte a zdkon zachovani riiznych pifimési v atmosféte.



Jak uvadi [2], jednad se o hyperbolicky systém parcidlnich diferencialnich

rovnic, které 1ze v divergentnim tvaru popsat takto:

3 a
a_u+zai:0’
=1

o 5 0x;
t...cas,
X;...prostorové souradnice,
u, ;... funkce.
Jako priklad uved'me x-ovou slozku Newtonova pohybového

v horizontalnim nerotujicim systému s nestlacitelnou tekutinou:

u=pv

fi=pvi+p,
f; = pvxvy >
£=0,
p...hustota vzduchu,

(Vx, Vy) ... vektor rychlosti horizontdlniho proudént,

p...tak.
Kde dosazenim do (2.1) dostavame pohybovou rovnici:

ov ov ov. 10p

X X “x __=0

v
o ‘o Yoy pox

@.1)

zakona

2.2)

Na pravé strané rovnice (2.1) mize byt i funkce, takové funkci se fika

parametrizace. Napiiklad pro zdkon zachovani energie to muize byt ptitok nebo ztrata

energie pii radiacnich procesech, vliv fdzovych procest vody, nebo konvekce.

Parcialni diferencialni rovnice se nazyva linedrni, pokud neznama funkce a

vSechny jeji derivace se vrovnici vyskytuji v prvni mocniné. Rovnice také

neobsahuje zadny soucin derivace a funkce, ani zadny soucin riznych derivaci.

Je patrné, Ze rovnice popisujici atmosféru nejsou linedrni (az na nékteré

zjednodusené piipady).



2.3 1-dimenzionalni atmosféricky model

Edward N. Lorenz piedstavil (v ¢lanku [3]) jednoduchy 1-dimenzionalni
model atmosféry, kde se snazi simulovat chovani atmosférické veli¢iny na libovolné
zemepisné Sifce. Za predpokladu sféri€nosti Zemé urc¢ujeme » hodnot dané veli¢iny
na kruhu vzniklém jako prinik Zemékoule s rovinou v dané zemeépisné Sitce (viz obr.

& 2.1).

X2=X10 |X3=X11

X1=X9 X4=X12

X8=16 X5=X13

X7=X15 [X6=X14

obrazek ¢. 2.1: rozd¢€leni velic¢iny na kruhu pron = 8

Pro ¢asovy vyvoj n hodnot veli¢iny pouzivame » rovnic ve tvaru:

dx,
dt

==X, X +X, X, —X +F, (2.3)

X, Xia, Xpe1, Xyso...atmosférickad velicina k = 1,..,.n,
t...cas,

F...konstanta.

Abychom feseni rozsitili na vSechny hodnoty, plati X, = Xy = Xjp.

Kvadratické c¢leny v rovnici (2.3) maji simulovat advekci, linearni ¢len a
konstanta simuluji vnitini disipaci a vné&jsi sily. Smyslem diskutovaného modelu neni
vérné napodobovani chovani atmosféry, ale zkoumani ¢asového vyvoje proménnych
v definovanych rovnicich, které svoji skladbou napodobuji nelinedrnost zakoni

zachovani v atmosféfe.
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7 matematického hlediska mé systém rovnic (2.3) nasledujici vlastnosti
(ptevzato z [6]):

— rovnice jsou autonomni, tj. prava strana explicitné neobsahuje cas,
koeficienty jsou konstantni

— obsahuji pouze prvni ¢asové derivace, spole¢né s autonomii z toho
vyplyvd, Ze vyvoj zavisi pouze na okamzitych vlastnostech
proménnych a nikoliv na jejich historii

— rovnice jsou nelinedrni

— systém je disipativni

— feSeni soustavy rovnic je omezené v prostoru proménnych

2.4 Model konvekce

Konvekce je jeden z dilezitych zdroji pohybu atmosféry. Uvazujme viskdzni
tekutinu mezi dvémi hranicemi v homogennim tithovém poli, kde dolni hranice je
zahtivana a vznikd tedy teplotni gradient mezi vrstvami. Chovani dané tekutiny
zavisi na jejich fyzikalnich vlastnostech, vlastnostech hranic (volna ¢i pevna hranice)
a na rozdilu teplot mezi hranicemi.

Pii nastoleni teplotniho gradientu vznika i gradient hustoty, kde leh¢i tekutina
se drzi u spodniho zahtatého okraje. Jedna se vSak o nestabilni stav, ktery, pokud
pozorujeme pouze prenos tepla vedenim, je udrzovan viskozitou tekutiny. Klesne-li
hustota kapaliny pod uréitou mez, pfekona element kapaliny viskosni sily a je
vytlatovan Archimédovskou vztlakovou silou vzhiru. Ve vyssich hladinach je poté
ochlazovan a jeho hustota roste, ¢imz klesa zpét k dolnim vrstvam. Timto procesem
vznikd konvektivni proudéni, kterému se pii pevnych hranicich fika Raygleigh-

Bérnardova konvekce (ptipad uspofadaného proudéni ukazuje obr. ¢. 2.2).
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studena sténa

tepla sténa

obrazek ¢. 2.2: Raygleigh-Bérnardova buiika

Pro nas zajimavy tvar rovnic fidicich konvekei odvodil v 60. letech minulého
stoleti Edwar Lorenz ([4]), ktery navazal na praci Saltzmana ([5]). My se jej
pokusime nyni odvodit. Uvazujme Boussinesqovu aproximaci rovnic fidicich
atmosféru (dokonale suchou a &istou), nebo tekutinu obecné. Dle této aproximace

definuje hustotu p:
,0=po+p/(X,y,Z,t), (24)
p/ << pO )
p...hustota tekutiny v daném bodé,
po-..prumérnd hustota zpriimérovand pres cely objem,

p/ ...odchylka hustoty od priimérné hodnoty.

Pro tlak p plati obdobny vztah:

p:pO(Z)+p/(x9y9Z9t)a (25)
P << py,
p...tlak tekutiny v daném bodg,
Ppo...zpriumérovany tlak v dané horizontdalni roviné,

P ...odchylka tlaku od primérné hodnoty.

12



Primémy tlak pyp(z) v horizontdlni rovin€ vypocteme zrovnice hydrostatické

rovnovahy:

op,(z
P __p e, 2.6)
oz
g...gravitacni zrychleni,
z...vertikdlni souradnice.
Integraci (2.6) ziskame:
Py(2)=gpy(z—H). 2.7)
H...vyska tekutiny.
Pro teplotu definujeme:
T =T, (z0)+T (x,,2,0), (2.8)

T...teplota tekutiny v daném bode,
Ty...zprumérovand teplota v dané horizontdlni roviné,

T'...odchylka teploty od primérné hodnoty.

Pro zjednoduSeni uvazujme 2-dimensiondlni problém tj., vyvoj konvekce
pouze v rovingé x-z. V takovémto pfipadé¢ nabudou fidici rovnice v Boussinesqové
aproximaci (aplikace rovnic (2.5), (2.6), (2.7) a zanedbani kvantitativné malych

¢lend) tvar:

sy Dy P P2y o, (2.9)
ot ox 0z Ox

Py, Doy P2 OF om0, (2.10)
ot ox "0z Oz

13



a—T+vxa—T+v,a—T—K’V2T=0,
ot ox 0Oz

ov. Ov
ryZ2-0),
ox Oz

(Vy, V) ...vektor rychlosti proudéni v dané rovine,

l..
X..
Z..

V...

P

K..

.cas,
.horizontdlni souradnice,

.vertikdlni souradnice,

kinematicka viskozita,

=1/ pg
g..
E..

T.

.gravitacni zrychleni,
.koeficient objemové roztaznosti,
..teplota,

.koeficient teplotni vodivosti.

Kde pro hustotu p plati:

Predpokladejme nedivergentnost proudéni a zaved'me proudovou funkei y:

p=p, (1+eT).

o ,

V. =———,y

¥ oz’ 7 ox

@2.11)

(2.12)

(2.13)

Urc¢eme odchylku teploty od linedrniho profilu @ tj. od stavu bez konvekce. K tomu

nejprve definujme rozdil teplot dolni a horni hranice A7 p:

Thro(0)...zpriimérovand teplota na teplejsi spodni hranici,

Thro(H)...zprimérovand teplota na chladnéjsi horni hranici ve vysce H.

ATHR =dgpo 0)— THR,O (H),

14

(2.14)



Poté vyjadiime pramérnou teplotu Ty(z,#) v hlading z z (2.8):

Tz =110~ 2424 T) (2.). (2.15)

Ty(0,1)...prumérnd teplota na spodni hranici,

7 0(z,1)...odchylka od linedrniho rozvrstveni.
Dosazenim rovnice (2.15) do rovnice (2.8) ziskame kone¢ny tvar 6:

AT,

0 =T (2.0~ [1,(0.0)- =1 2] = T'(x.z.0)+ T (z.0). (2.16)

Za predpokladu neménnosti priimérné teploty na hranicich v Case, aplikaci rovnic
(2.13) a (2.16) do (2.9) az (2.12) a odectenim (2.10) od (2.9) (rovnice vorticity)

ziskame:

0 n Oy O, Oyd 00 _,
Oy, WOy O vy —0e9? vy 20, 2.17
a Ve Ve VT YT @17)

00 0y 00 0y o0 AlywdV _ srpg_q. (2.18)
ot 0z Ox Ox Oz H ox

Kde:
Vi = va _%
oz ox
61// o'y o'y
Vi = +2
Ve e e
J(a,b) je operator:
Japy=XL P
Ox 0z Ox Oz
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MuiZzeme rovnice (2.17) a (2.18) ptepsat:
0 o2 2 00 .
—Vy+J(y,Vy)—-ge——- W'y =0,
s (w.Vy)-g P 7

90 | o) -2l OV _ 5.
ot H ox

Ptejdéme k nedimenzionalnim proménnym tpravami:

Dosazenim do rovnic (2.19) a (2.20) obdrzime tvar:

#
* %

\%e aa"’; +J(y Vi )—O'Zi* —oV'y =0,

*

00 C ooy
—+J(y ,0 )—R——
o WOk

*

V7?0 =0,

Prantlovo cislo...o =

R|c

p SEH ATy,
KV

Rayleigho cislo...

16
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Uvazujme, Ze spodni a horni hranice jsou volné tj. vertikalni rychlost a te¢né napéti

na hranicich vymizi, coz vyjadiime:
w=Vy=0pro:z=0,z=H .

©®'a y mohou byt reprezentovany Fourierovou fadou (rovnice (2.24) a
(2.25)) s koeficienty (rovnice (2.26) a (2.27)) o zakladnich vinovych délkach L ve

sméru osy X a 2H ve sméru osy z:

a (x*,z*,t*)= > i t//(m,n,t*)exp[2ﬂHi(%x* +%Z*Ji|, (2.24)

6 (x*,z*,t*) = z i H(m, n,t*)exp{%'Hi(%x* +%z*ﬂ , (2.25)

M=—00 n=—00

t//(m nt 2LHL I x z t exp{—2ﬂHj(%x*+%Z*ﬂdxdz, (2.26)

0(m nt 2LHL [ x z t exp[—2ﬂHi(%x"+%z*ﬂdxdz, (2.27)

m...vinové cislo ve sméru x,

n..vlnové cislo ve sméru z.

Posledné uvedené vztahy mohou poté reprezentovat konvekei Raygleigh-Bérnardova

typu, avsak s volnymi okrajovymi podminkami.
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Pomoci rovnic (2.22) a (2.23) bychom poté ziskali fidici rovnice pro

Fourierovy koeficienty:

dX,
= > .CuX X, (2.28)
J.k

X.X,. X, ..w (mn)w,(mn),0 (m,n),0,(mn),
7 (m,n) =y, (m,n)— i, (m,n),
O (m,n)=6,(m,n)—-i6,(m,n),

Cijk... koeficienty.
K ur¢eni kone¢ného poctu Fourierovych koeficientli, vyuzil Saltzman

Rayleighova modelu, ktery vychézel z linearizovanych rovnic (2.22) a (2.23).

Rayleigh zjistil, Ze stabilni feSeni tvaru:

y' = Asin=x"sinzz", (2.29)

Np)

0" = Beos—— x"sinzz’ , (2.30)

2

A,B...konstanty.

18



nastane, pokud Rayleighovo ¢islo R piesahne kritickou hodnotu R,:

4 253
Rc:ﬂ (1+2a ) ’
a
2H
a=—-.
L

Nejmensi hodnota R.=27x1"/4 nastane pro a’ = 7, coZ znamena:

L=2J2H.

Reseni tvaru rovnic (2.29) a (2.30), poté poslouzila Saltzmanovi jako zakladni
hodnoty pii uréovani Fourierovych koeficienti, kterych nakonec urcil 52.

Lorenz ([5]) si vSimnul, Ze pouze tfi z 52 proménnych podstupovaly
neusporadané a ¢aste¢né neperiodické fluktuace. Rozvoj Fourierovych fad s témito

tfemi koeficienty ma poté tvar:

2
W :MXﬁsin(ﬁxjsin(lzj, (2.31)
a H H
gzgﬂyﬁcos(ﬂxjsin ﬁzj—ZSin(z—ﬂZj, (2.32)
7T R H H H
XY.Z.f),
AT:ATHR.
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Pomoci vztahu (2.28) nebo dosazenim (2.31) a (2.32) do rovnic (2.19) a (2.20) poté

dostdvame nami hledany tvar konvektivnich rovnic:

g=—c)'X+c)'Y, (2.33)
dr

ﬂ =-XZ+rX-Y, (2.34)
dr

d—Z=XY—bZ, (2.35)
dr

T=—7——+— ...bezrozmeérny cas,

r= LS ...redukované Rayleighovo cislo,

C
Vv vy
o =—...Prandtlovo cislo,
K

4

b= . ...rozmér konvektivnich utvari.
(1 +a )

X ma vyznam intenzity konvektivnich pohybti, nebo-li rychlost rotace pohybu Castice
tekutiny, kladnd hodnota je ve sméru hodinovych rucicek. Y je teplotni rozdil mezi
stoupajici a klesajici tekutinou. Stejna znaménka X a Y znamenaji, Ze tepla tekutina
stoupd a studend klesa. Z ptredstavuje odchylku svislého profilu teploty od linedrniho

profilu, kladné hodnoty urcuji vétsi gradient u hranic.

20



Rovnice (2.33) az (2.35) davaji realistické vysledky pouze kolem kritického

Rayleighova ¢isla. Pro silnou konvekei jsou jiz dand feSeni nevhodnd, diky zna¢nym

zjednoduSenim. Z matematického hlediska ma systém rovnic (2.33-2.35) nasledujici

vlastnosti (pfevzato z [6]):

rovnice jsou autonomni, tj. prava strana explicitné¢ neobsahuje cas,
koeficienty jsou konstantni

obsahuji pouze prvni Casové derivace, spoleéné s autonomii z toho
vyplyva, Ze vyvoj zévisi pouze na okamZitych vlastnostech
proménnych a nikoliv na jejich historii

rovnice jsou nelinearni

systém je disipativni

feSeni soustavy rovnic je omezené v prostoru proménnych
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3 Numerické reseni

3.1 Numerické reseni obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

Rovnice obou uvedenych modelti se daji charakterizovat jako Cauchyho

uloha (s uvazenim, ze pravé strany explicitné neobsahuji ¢as):

%:F;(Xl,...,XM),izl,...,M. 3.1)

S pocate¢ni podminkou:

Xo=f(Xigoui Xyyouly)i=1s M (3.2)
Hledame jednozna¢né feSeni tvaru:

X, = fi( X Xyyout) i =1, M (3.3)

7 véty o existenci feSeni a z Lipschitzovy podminky plyne, Ze jednozna¢né
feSeni (3.3) problému (3.1) spocateéni podminkou (3.2) existuje, pokud

F(X,,...X,,).i=1,...M je spojitdi a omezend na né&jaké oblasti 2 a ma na této
oblasti spojité a omezené vSechny parcialni derivace OF,/0X = L..M,j=1,..M.

Vzhledem k nemozZnosti analytického fteSeni rovnic (2.3) a (2.33-2.35)
musime pfistoupit k nékteré z metod numerického teSeni. Lorenz v [3] a ostatni
autofi napt. [6] voli explicitni Rungte-Kuttovy metody a my se jich téZ ptfidrzime.
K uréeni stupné metody vyjdeme z praci [7] a [8], zkoumajicich chybu metody a
zaokrouhlovaci chybu v zavislosti na stupni metody a délce ¢asového kroku pro
Lorenziv konvekéni model. Na zéklad¢ predstavenych vysledkd volime Rungte-

Kuttovu metodu 4. stupné, ktera ma tvar:
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t =nh,

n

o =X, Jré(k,.,l +2k, +2k s+ k). i=1 M (3.4)
kllth;(Xl,n’ ’XM,n)’l_l’ ’M9
1,1 le .
ki,ZZhE X17n+_9 9XMn+ 2’ 9l=19 ,M,
k k
kl3=hF,(Xln+%2, o Xy, + Z’zj,izl, M,

n...pocet casovych krokui,
h...délka casového kroku,

t,...casovd hodnota.
Metoda (3.4) mé diskretizaéni chybu O(%’), tedy pro krok 4#=0,1 je chyba fadu 107
(podrobnéji viz [7]).

Prozkoumejme nyni stabilitu metody (3.4) (vice v [9]). K tomu pfevedeme
zkouman¢ modely (2.3) a (2.33-2.34) na linearni problém:
X_ix.
dt

X ...vektor proménnych,

J ...Jacobiho matice v bodé pocdtecnich podminek.

Numericka metoda poté bude mit tvar:

R (hj ) ...stabilitni funkce.
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Aby metoda byla stabilni, musi byt |R (h2, )| <1 pro vSechna vlastni ¢isla 2, dané

Jacobiho matice. Odvod'me R (%4,) pro Runge-Kuttovu metodu 4. stupné:

= = -1 1 1 1

Xn+1:Xn+I’L](gK+§I/;+§Y3+gY4j, (35)
Y,=X,, (3.6)
Y, = *n+% JY, :(1+—h7jf(n, (3.7)
S (e e s (3)

3 n 2 2 2 4 no ‘
=2, 1= 1T+ (07 (7)) (9)

4 n 3 2 4 n* N

Dosazenim (3.6-3.9) do (3.5) dostavame:
. o 1/ 32 1/, <\3 1 w\4 ) =

Ky = W+§(W) +g(h']) +ﬁ(’”) X .10

S uvazenim vztahu mezi vlastnim ¢islem, matici a vlastnim vektorem dostdvame

stabilitni funkci R (%4,)ve tvaru:

1 > 1 3 1 4
R(h/l,)—(h/l, L) Ly + L) j G.11)
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3.2 Model konvekce

Pro model konvekce jsme v druhé kapitole definovali fidici rovnice ve tvaru:

W ox+iov. (2.40)
- XZ+rX-Y, (2.41)

& XY -bZ, (2.42)

T=—7——-— ...bezrozmeérny cas,

R
r =—...redukované Rayleighovo cislo,

(4

1% .,
o =—...Prandtlovo cislo,
K

b= ...rozmér konvektivnich utvari.

4
(1+a2)

3.2.1 Parametry

Parametr b= vypotteme z hodnoty a’=1/2, kterd je urlena

4
(1+a2)
znejmensi kritické hodnoty Rayleighova ¢isla R. (viz kapitola 2.4 Rayleightiv

model). Ziskame:

=35
3
Pii urceni Prandtlova &isla o = = se pridrzime [4] s hodnotou:
K
o=10,



coz je hodnota pro chladnou vodu.
Redukované Rayleighovo ¢islo » budeme vy¢islovat s riznymi hodnotami, a
proto tento parametr ur¢ime jako proménny fidici parametr.

Rovnice (2.33) az (2.35) poté nabudou tvaru (kod viz ptilohy kapitola 9.1):

A jox+107, (3.12)
dr

D xzirx-v. (3.13)
dr

“_xy 8, (3.14)
dr 3

3.2.2 Spojitost a omezenost

Pravé strany rovnic (3.12) az (3.14) maji tvar:

F=-10.X+10Y, (3.15)

F=-XZ+rX-Y, (3.16)
8

F=XY-2Z. (3.17)

Definujme oblastQ :
Q= {(X,Y,Z) € (-100;100)x(—100;100)x (—100;100)} .

F;, F>; a F3 jsou spojité a omezené na € pro r nabyvajici redlnych fyzikalnich

hodnot.
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3.2.3 Spojitost a omezenost 1. parcialnich derivaci

Urc¢eme parcidlni derivace rovnic (3.15 —3.16):

_Oh _

11_87_—10,
52:%:10,
Ry =210,

E, =%=—Z+r,
F, :%:_19
23 :%:_X’
Fi=22er,
Fo=S2-x,

_oh_ 8
¥ oez 37

Je patrné, ze Fj,..,F33 jsou spojité a omezené na Q pro r nabyvajici redlnych

fyzikalnich hodnot, a proto existuje jednoznacné feSeni rovnic (3.12 —3.14) na Q.
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3.2.4 Stabilita metody

V kapitole 3.1 jsme uréili, Ze metoda je stabilni, pokud |R(h/1,)|slpro
vSechny vlastni ¢isla 4 dané Jacobiho matice v bodé pocateCnich podminek. Pro
nami zvolenou Rungte-Kuttovu metodu 4. stupné mé stabilitni funkce R(h4,)tvar
(3.11). Ovetovat budeme pro #=0,005,42=0,001 a ~=0,01. Pomoci numerického
feSeni (kod viz piilohy kapitola 9.2) vybereme nejvétsi hodnoty ‘R (h4, )‘ pro
A, (XO,YO,ZO’r), i=1,..,3 systému (3.12 — 3.14) jako funkce pocate¢nich podminek
(X,.Y,.Z,) € Q aparametru r (0,500).

Vysledné hodnoty ‘Rmax (0,01.&.)‘ jsou:

|R, (0.01.2)|=0,9<1,

R, (0.01.4)|=1,01>1,
|Ry (0.01.2,)[=1.01>1.

Pro 4, al, je |R (h2, )| >1a metoda s krokem %= 0,01 neni stabilni. Mizeme hledat

stabilni podmnoZinu (X,.Y;,Z,) e Q, r €(0,500), my vak tento krok /# zamitime a
nebudeme ho pii numerické integraci pouzivat.

|R o (0.005.2,)|:

[Ro (0.005.4,)[= 0.4 <1,

R, (0.005.4,)[=0.5<1,

|Ro (0.005.4,)| =05 <1.
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Pti £=0,005 je metoda stabilni.

max

R, (0.001.4):

|R, (0.001.2,)|=0,08 <1,

R, (0.001.2,)=0.1<1,

R, (0.001.2,)[=0.1<1.

Pro 4 =0,001 je metoda stabilni.

3.3 1-dimenzionalni atmosféricky model

V kapitole 2.3 jsme definovali pro tento model z rovnic ve tvaru:

ax
dtk ==X, L, X+ XX, X+,

X, X2, Xier, Xis2...atmosféricka velicina (teplota) k = 1,..,.n,
t...cas,

F...konstanta.

Abychom feSeni rozsitili na vSechny hodnoty, plati X, = X = Xjp.

29
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3.3.1 Parametry

Volba parametru a po¢tu proménnych a rovnic je podiizena snaze piibliZit se

co nejvice dob¢é pro zdvojeni chyby uréené pocateénimi podminkami pro globalni

cirkula¢ni modely. Vyuzijeme opét prace [3], kde byly uréeny tyto hodnoty:

F =18,
n=4,

Jednotka t = 5 dni.

Dale téz vyuzijeme hodnot:

Jednotka t = 5 dni.

Ovéteni provedeme pouze pro F =18, za piedpokladu, ze Jacobiho matice
neobsahuje parametr F.

Rovnice (2.3) tedy poté nabude tvaru (kod viz ptilohy kapitola 9.3):

%:—XQQ +X,X,-X, +18,

D XX+ XX,~X,+18,
dt
%=—X1X2+X2X4—X3+18,
dt
d;i“ =-X,X,+X,X,- X, +18.

30
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3.3.2 Spojitost a omezenost

Pravé strany rovnic (3.18) maji tvar:
F=-XX,+X,X,-X,+18,
F=-XX+XX,-X,+18,

F,=—XX,+X,X, - X,+18,

F,=—X,X,+ X, X, - X, +18.

Definujme oblastQ :

Q={(X,,X,.X,,X,)e(-100;100)x...x (~100;100)} .

F; az F4jsou spojité¢ a omezené na Q.
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3.3.3 Spojitost a omezenost 1. parcialnich derivaci

Urc¢eme Jacobiho matici pro systém (3.18)

1 X, X, X, +X,
X, 4 X, -l X, X,
To—x, —x+x, -l X,
X, X, XX, -l

7 této Jacobiho matice je patrné, Ze rovnice 3.18 maji spojité a omezené prvni

parcialni derivace na Q, a proto existuje jednoznacné feSeni rovnic (3.12 — 3.14) na
Q.

3.3.4 Stabilita metody

V kapitole 3.1 jsme urcili, Ze metoda je stabilni, pokud ‘R(hﬂ, )‘Slpro
vSechny vlastni ¢isla A, dané Jacobiho matice v bod¢ pocate¢nich podminek. Pro
nami zvolenou Rungte-Kuttovu metodu 4. stupné mé stabilitni funkce R(%4,)tvar
(3.11). Ovétovat budeme pro ~2=0,005 a h=0,01. Pomoci numerického feSeni
(kod viz piilohy kapitola 9.4) vybereme nejvétsi hodnoty |R(h/1, )| pro
A (XLO,...,X 470), i=1,..4 systému (3.18), jako funkce pocate¢nich podminek
(X0 Xy ) €{(-30:30)x...x(-30:30)} a obou parametrii F. Vzhledem k tvaru
matice ] predpokladame shodny tvar vlastnich ¢isel 4, i=1,...4 a proto ukdZeme

pouze jednu hodnotu;

R, (0.005.2):

R, (0.005.2)=0,6<1.

Pro krok /= 0,005 je metoda stabilni.
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max

R, (0.01.2):

R, (0.01.2)=15>1

‘R (h4, )‘ >1a metoda s krokem /4 =0,01 nenf stabilni. Tento krok zamitame.
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4 \Vybrané pojmy z chovani dynamickych systému’

4.1 Dynamicky systém

Dynamicky systém je cokoli, co se v ¢ase vyviji a jeho stav je jednoznacné
uréen pocate¢nimi podminkami. Proto je patrné, Ze do této kategorie mizeme zaradit

i atmosféru.

4.2 Fazovy (stavovy) prostor

K popisu daného systému se s uspéchem vyuziva fazovy prostor. Fazovy
(stavovy) prostor je abstraktni matematicky prostor, ve kterém soufadnice
reprezentuji proménné potiebné k jednoznaénému popisu faze nebo stavu daného
dynamického systému. Tento prostor obsahuje vSechny mozné stavy daného

systému.

4.3 Pevné body
Mg&jme dynamicky systém popsany rovnici 4.1 Pevny bod X, je poté urCen

feSenim 4.2.

dx -

E—f(X), 4.1)
dxX

— 1, =0. 4.2)

Pokud je ve stavovém prostoru trajektorie k X, pfitahovana pro 7 — oo jedna se o

atraktor. Pokud je X nestabilni, je trajektorie odpuzovana a hovofime o repeloru.

4.4 Atraktor

Nejjednodussim piipadem atraktoru je pevny bod ¢i uzel. Systém k nému

sméfuje ptimo, nebo po spirale. Dale mize po ustaleni oscilovat mezi n¢kolika stavy.

! pievzato z [10]
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Pokud osciluje s jednou periodou, jedna se o limitni cyklus, pokud se dvéma, jde o

e

4.5 Chaoticky atraktor

Tento atraktor je tvofen spojitou kiivkou v prostoru. ProtoZze chovani na
chaotickém atraktoru je asymptoticky proces, pii kterém se trajektorie neprotina,
muzeme fici, Ze chaoticky atraktor ma konecnou délku. Je urcen neuspotadané
vypadajicim dlouhotrvajicim ¢asovym vyvojem, ktery spliiuje jistd matematicka

kritéria a nastava v deterministickém nelinearnim systému (deterministicky chaos).

4.6 Bifurkace

Charakter limitnitho chovani miize zaviset na hodnotach tidicich parametri.
Pti jejich zmén¢ dochazi pii urcitych kritickych hodnotach téchto parametri k nahlé,

kvalitativni zmén¢ v typu atraktoru a druhu pohybu.

4.7 Bifurkacni diagram

Pro ukédzku zvolme evolu¢ni zobrazeni x,,,=4-x,-(1-x,)s Ffidicim

parametrem A.

0.8

0.6

0.49

0.29

obrazek ¢. 4.1: bifurkaéni diagram pro evolu¢ni zobrazeni
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Bifurka¢ni diagram (obr. €. 4.1) ukazuje, pti jaké hodnot¢ parametru nastane zména
typu atraktoru, a téz ukazuje hodnoty tohoto atraktoru. Z obr. ¢. 4.1 vidime, Ze do
hodnoty parametru 4=3 jde o bodovy atraktor s riznou hodnotou X,. Pro parametr
mezi 3 a 3,57 nastava zdvojovani periody, ¢ili bifurkace, od hodnot ptiblizné 3,57
poté nastava chovani chaotické. Pii detailngj$im prozkoumani bifurka¢niho diagramu
se ukazuje, Ze 1 pro hodnoty parametru vétSich nez 4 miize na néjaky Cas nastat

pravidelné chovani.

4.8 Konvergentni a divergentni (chaoticky) dynamicky
systém
Podivejme se na vyvoj dvou blizkych trajektorii v 1-dimenzionalnim

stavovém prostoru. Méjme opét dynamicky systém popsany:

dx
AL (4.3)

s poc¢éatecni podminkou X . Taylortiv rozvoj v blizkosti po¢ate¢niho bodu X, ma

tvar:

df (X
FX) = f(X)+(X - XO)% [ (4.4)
Cleny s vy&si derivaci zanedbame a udélame substituci:
x=(X-X,). (4.5)
PtepiSeme rovnici (4.4) na tvar:
dx(t) df(X
dt ax
Oznacéime-li nyni pod ndzvem lokélni Lyapunoviv exponent:
af (X)
A= 7 | X, (47)
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dostaneme feSeni rovnice (4.6):
x(t) = x(0)e™, (4.8)

x(t) ...vzddlenost dvou trajektorii v 1-dimenziondlnim stavovém prostoru,

x(0) ...vzddlenost dvou krivek v pocdtecnim cCase.
Tento exponencidlni vyvoj 1ze rozsifit na n-dimenzionalni stavovy prostor:

Ad(1)=Ade™ . (4.9)

Ad (t) ...vzddlenost dvou trajektorii ve stavovém prostoru v case t,

Ad,, ...vzddlenost dvou trajektorii v pocdtecnim case,

t...cas,

A...nejvetsi Ljapunoviiv exponent.

Ze vztahu (4.8) popt. (4.9) je patrné, Ze pokud A <0, tak dva blizké stavy se
stavaji pii vyvoji bliz§imi a hovofime o konvergentnim dynamickém systému.
Naopak divergentni (chaoticky) dynamicky systém nastava pro 4 >0, kde dvé

blizké trajektorie se stavaji vzdalen&jSimi (podrobnéji viz dalsi kapitola).

4.9 Tranzitivni, netranzitivni a pseudotranzitivni dynamicky

systém

Pokud trajektorie vSech pocate¢nich podminek v daném stavovém prostoru

smétuji do stejného atraktoru, hovotime o tranzitivnim systému. Pokud jsou
pfitahovany trajektorie z riznych oblasti do rliznych atraktorti, jedna se o
netranzitivni systému. Pseudotranzitivnost nebo téz téméf tranzitivni systém nastava
v piipad¢, kdyz se systém chova tranzitivné, tj. smétuje do jednoho atraktoru a poté
nahle zméni chovani a smétuje do atraktoru jiného. Jde tedy o pfeskoky chovani

mezi nékolika metastabilnimi stavy.
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5 Meteorologické modely

5.1 Struény uvod do meteorologickych modelu

Ve druhé kapitole jsme predstavili jednoduché modely, podivejme se nyni
obecné na hlavni charakteristiky modeld, simulujicich néjaky realny systém, tak jak
jsou shrnuty v [11].

— to, co se odehraje v realném systému ma sviij ekvivalent v modelu tj., je tu
pomér jedna ku jedné mezi kvantitami v redlnem systému a proménnymi
v modelu

— urealného systému se piedpoklada moznost rozlozeni na zakladni procesy a
interakce, které mohou byt popsany jednotlivymi rovnicemi

— simulace ¢asového vyvoje je ziskana numerickym feSenim danych rovnic tj.
diskrétnim zplisobem

— pomoci zmén parametri modelu miizeme vytvafet redlnou i nerealnou
budoucnost a rekonstruovat minulost

— model mlze ovérovat platnost teoretickych poznatk

Pocasi je okamzity stav atmosféry v daném misté charakterizovany souborem
vSech meteorologickych prvkl a atmosférickych jevi. Mezi meteorologické prvky
patii naptiklad tlak, teplota a vlhkost atmosféry, srazky, obla¢nost a smér a rychlost
vétru. Mezi jevy fadime boutku, ndledi, jinovatku atd. VSechny tyto udaje jsou
sbirdny na meteorologickych stanicich a na centrélach pro zpracovéni dat z radart a
druzic po celém svété a slouzi jako vstup a pojitko modelu a reality prostfednictvim
pocate¢nich a okrajovych podminek a vné&jsich sil.

Meteorologické modely modeluji budouci ,,pocasi“ a to pomoci rovnic
popisyjicich dynamiku atmosféry (2. kapitola o atmosféie). Ostatni subsystémy jako
hydrosféra, litosféra, kryosféra a biosféra jsou meteorologickym modelem vnimany
jako vngjsi prostiedi skrz okrajové podminky a vné&jsi sily.

Diky nemoznosti analytického feSeni fidicich rovnic jsme nuceni nahradit
Casové a prostorové kontinuum 3-dimenziondlni soufadnicovou siti a sekvenci
diskrétnich ¢asovych krokt. Pro kazdy casovy krok jsou poté vycisleny hodnoty
v bodech této sité. Proménlivost veli¢in mezi dvémi hodnotami v sitovych bodech
tudiz nemtze byt zaznamendna (rekonstrukce sin(x) ve vzdalenostech ) a nasi

snahou je, co nevice se pfiblizit kontinuité, snizovanim vzdalenosti mezi body
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(rozliSeni modelu). Limitaci ndm je doba vypoctu, kterd musi odpovidat potfebam
praktického vyuziti (nemtliZze napf. pocitat dva dny ptedpovéd’ na nésledujici den).
Pro globalni modely je to kolem 50 km v horizontalni roving€ a 60 rizn¢ vzdalenych
hladin na 60 km ve vertikdlnim sméru (v niz§ich vrstvach jsou blize). Sit
srozliSenim pfiblizné 10 km v horizontdlni roviné maji tzv. lokdlni modely,
zahrnujici pouze ur¢itou vybranou oblast. Hodnoty na hranicich této oblasti vSak
musi byt urCovany z globalnich modeld. Ani rozliSeni lokalniho modelu vsak
nezachyti meteorologické jevy, které ve vysledku hraji podstatnou roli pii
predpovédi. Napiiklad letni bourkové mraky maji primér vétSinou mensi nez 10 km
a model, ktery nezaznamend znich vypadlé srazky, vytvoii velmi Spatnou
piedpoveéd’. Tento problém se snazi vyiesit programové moduly, které vypocitavaji
hodnoty téchto méfitkové malych jevi, a ty pak parametrizuji fidici rovnice modelu
(o parametrizacich jsme se jiZ zminili v kapitole nazvané Atmosféra).

K odstartovani vypoétu nam zbyva dosazeni pocateénich podminek
zméfenych na stanicich do bodl dané sité, to se vSak ukazuje jako nelehky ukol.
Prostd interpolace neni mozna, protoze nemame dostate¢né husté a rovnomeérné
rozmisténé stanice, radarovd, satelitni a staniéni méfeni nejsou Casove
synchronizovana, a potfebujeme zachovat fyzikdlni povahu dat urenou danym
prostfedim. V praxi se vSak zjednodusené¢ fefeno misto matematické interpolace
korigované fyzikdlnimi zakony, vyuziva predpovédénych hodnot =z minulé
predpovédi, kterd se koriguje nové naméfenymi daty. Tomuto procesu se fika
objektivni analyza, a pokud se do procesu jesté¢ ptidavaji ¢asové nesynchronizovana
data, jedna se 4-dimenziondlni problém.

Mame vSe potiebné pro spusténi modelu a po néjaké dobé vybalancovavani
poli riznych proménnych ziskame prvni vysledky, jejichz platnost uréime
porovnanim s redlnymi daty pifi procesu validace. Simulace reality s realitou vSak
koresponduje jen ¢astecné. Uz fidici rovnice jsou jejim netplnym popisem a jejich
pouzivana zjednoduSeni tento stav jeSté zhor$i. Diskretizace kontinua a nutnost
parametrizaci spole¢né s vyjadienim subsystémi pomoci okrajovych podminek a
vngjsich sil dale chybu zvétSuje. Métici zafizeni a metody vypoctu hodnot v bodech
mohou odchylku od reality snizit, ale nikoliv odstranit. S narGstem vypocetni
kapacity mizeme zpiesiiovat pouZivané rovnice, parametrizace a snizovat rozliSeni
modelu. Nikdy vSak uplné neodstranime chybu pfi uréovani okrajovych podminek a

vngjsich sil ur€ovanych vngj$imi parametry (pfedpovidatelnost druhého druhu) a pfi
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uréovani pocatecnich podminek (pfedpovidatelnost prvniho druhu). Protoze diisledky
chyby urceni vné&jSich podminek nejsou pro meteorologicky model tak velké ve
srovnani s dopadem nejistot pocate¢nich podminek, budeme nyni piredpokladat
dokonaly model a zkoumat pfedpovidatelnost prvniho druhu.

Atmosféra je z definice dynamickym systémem a miZeme na ni aplikovat
poznatky z piedeslé kapitoly. Jedna proménnd, ur€ovand na bodu, sité je jednou osou
ve stavovém prostoru o dimenzi desitek miliond. Casovy vyvoj je pak uren
trajektorii, ptitahovanou do oblasti po vétsinu ¢asu chaotického atraktoru, ktery je
uren aktudlnimi vnitinimi a vnéjSimi parametry. Tyto parametry téz urcuji miru
exponencialniho rozbihani dvou blizkych trajektorii (skute¢ny a naméteny stav)
prostfednictvim Ljapunovovych exponentd. My v§ak mame pouze jednu namétenou
pocateéni hodnotu, reprezentovanou bodem ve stavovém prostoru a objem
nepiesnosti, uréeny isopovrchem funkce hustoty pravdépodobnosti. Sledovat casovy
vyvoj tohoto objemu je mozno pouze pro jednoduché modely. Pro zkouméani
platnosti pfedpovédénych hodnot meteorologickych modelti vyuzivame urcitého
mnozstvi hodnot s malou vychylkou od pocate¢nich podminek (kolem 50ti) a na
zéklad¢ odchylek této skupinové (ansdmblové) piredpoveédi urcujeme limity
pfedpovédi urcené aktualnim pocasim. Protoze jsme opét omezeni vypocetni

kapacitou, musime pro tyto ansamblové piedpovédi snizit rozliSeni modelu.

5.2 Ljapunovovy exponenty

5.2.1 Teoreticky popis

V tomto odstavci vyjdeme z praci [12] a [13].

M¢jme naméfeny stav atmosféry, ktery se lisi od stavu skute¢ného o Ad,

Casovy vyvoj této odchylky se vyviji podle:

Ad(1)=Ade™ . (4.9)
Ad (t) ...vzddlenost dvou trajektorii ve stavovém prostoru v case t,

Ad,, ...vzddlenost dvou trajektorii v pocdtecnim case,

t...cas,

A...nejvetsi Ljapunoviiy exponent.
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Tuto rovnici jsme jiz predstavili v kapitole 4.8, kde jsme ji odvodili pro
1—dimenzionalni problém, v tomto piipadé¢ ma globalni Ljapunoviv exponent A (4

nadale budeme uzivat vyhradné pro globalni Ljapunoviiv exponent) tvar:

> : (5.1)

f (X ) ...pravd strana rovnice popisujici dynamiku systému,

dAX ‘X(f)

L <df(X)

X...proménnad,

coz je sttedni hodnota pies celou dynamiku vyvoje.
Pro n — dimenziondlni pfipad nyni existuje A,...,4, Ljapunovovych

A+ t r e ’ o r N w7 r Y. s
(rvd,) poté urCuje miru rastu dané pocatecni sféry, vyplnéné

exponentd. Tvare
moznymi stavy. Jednotkové vektory, mifici v daném ¢ase ve sméru os vyvijejici se
sféry v elipsoid, se nazyvaji Ljapunovy vektory a dlouhodob¢ zprimérnovany faktor
zmény velikosti téchto vektori jsou definované Ljapunovovy exponenty
A,i=1....n.

Nejvétsi Ljapunoviiv exponent, pouzivany v rovnici (4.9), je tedy mozno
definovat jako logaritmus dlouhodobé zprimérnovaného faktoru, podle kterého

nartista vzdalenost dvou trajektorii za jednotku ¢asu.
Mgjme tedy op&t dynamicky systém dX / dt = f(X), jehoz Easovy vyvoj je
zobrazen trajektorii ve fazovém prostoru. Ozna¢me odchylku od této ,stfedove™

trajektorie:

E(t)=0X(t). (5.2)
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Casovy vyvoj této odchylky je dan vztahem:

de  -_
—=Je, 5.3
- . ) of,
J ...Jacobiho matice s prvky JU. = 87]
I e=x()

Kazda zn linedrnich rovnic 5.3 piedstavuje vyvoj jednoho zn ortogonalnich
Ljapunovovych vektor, urcujicich vyvoj sféry pocateénich podminek v n-
dimenziondlnim stavovém prostoru. V kazdém case ¢ tedy mame dany bod ve

stavovém prostoru a k nému pfifazeno n ortogonalnich vektord. Dosazenim pomeéru

velikosti vektor1 v i-tém sméru ¢, (¢)/e,(0) do rovnice (4.9) dostaneme:

g/(t) — A 1okl
NO) et (5.4)

_1. g (t)
ok = 7 In 5(0)° (5.5)

A 1oi - - -lokdIni Ljapunoviiv exponent v Case t a v i-tém sméru.

Lokalni Ljapunovy exponenty popisuji lokdlni chovani, pfislusi dané trajektorii o
uréitych pocate¢nich podminkach a hodnotdm parametrd, urcujicich zménu typu
atraktoru. Dlouhodobou zprimériiovanou hodnotu, popisujici globalni chovani

systému tj. globalni Ljapunovovy exponenty 4,, uréime jako limitni piipad 4, ,,, :

L alt) (5.6)

A =lim-1
TR (0)

Tyto exponenty nejsou pro tranzitivni systém zavislé na poc¢ate¢nich podminkéch.
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5.2.2 Prakticky vypocet
Pii vypoctu jsme limitovani:
1. Numerickou aproximaci diferencialnich rovnic tj. musime ptejit od spojitého

problému na problém diskrétni a to jak pro fidici rovnice daného systému
dX/dt = f(X). tak pro vyvoj odchylky & (r)=5X () popsany rovnici 5.3.

Jacobiho matice z rovnice 5.3 nabudou tvaru:

m...m-td iterace.

2. Pokud nezname asymptotické chovani lokalniho Ljapunovova exponentu

4 1 nemiizeme urcit globalni Ljapunoviv exponent 4, jinak, neZ vypoctem

1
ptes konecny cas .
3. Prvky ¢, /g,.i=1...,n nejsou po m iteracich ortogondlni a musime je

ortogonalizovat pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.
5.3 Casovy vyvoj hustoty rozdéleni pravdépodobnosti

5.3.1 Teoreticky popis

M¢jme dynamicky systém popsany:

ax

= =f(X.1), (5.7)

s pocatecni podminkou )?0 urenou s hustotou pravdépodobnosti p()? 0). Casovy

VYVOj p()? 0) je uréen feSenim Liouvilleiho rovnice (viz [14]):

op( X, N ~ B
p(ar t)+za)ack [o(X.1) 1, (Xr)1=0. (538)

f(f( ,1) ...prava strana rovnice 5.7,

p()_f , t) .. hustota pravdépodobnosti v daném bodé stavového prostoru X v case t,

N...pocet prvkii vektoru X tj. dimenze stavového prostoru

43



Jedna se o rovnici kontinuity pro pa po proderivovani pravého ¢lenu rovnice 5.8

dostaneme:

op(X.t) & . op(Xu)  xaf (K)o
5 +k§fk(X’t) ax, & ox, p(X.1)
Resenim (5.9) je dle [14]:
v v / /
p(f(,t):p(f(o,t:O)eXp —l; ﬁ:aﬁ( (X(;((O’t )’t )dt/
=1 k

5.3.2 Vztah rfesSeni Liouvilleiho rovnice a Ljapunovovych

exponentu

Oznacme:

WD) — o —J; iafk( (Xo»’) )

k=1 k

dr’

Dle [14] plati:

n 1 N
A ==In[A( X, )",
; 7,lok / [ ( )]
Aok -1 — 1y lokdlni Ljapunovity exponent,

t...cas,

n...dimenze stavového prostoru.
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Pro globalni Ljapunoviv exponent A,,i=1,...,nplati:

z =—lim- lnh(X t). (5.12)

_l =0 l‘

5.4 Model Konvekce

Ridici rovnice uvedené Lorenzem v ¢lanku [4] jsou:

X jox+107, (3.12)
T

Y xzerx-v, (3.13)

dr

“z_xy 8. (3.14)

dr 3

XY, Z...proménné,
T ...bezrozmérny cas,

r...parameir.

Pomoci programt (kéd viz ptilohy kapitola 9.5) budeme urcovat hodnoty

lokalnich Ljapunovovych exponentd 4, ,, pro dané pocatecni podminky a hodnoty
parametru r. Z 4, pro rizné pocatetni podminky a pfi stejném r se pokusime
odhadnout globélni Ljapunoviv exponent 4,i=1,...,n. UkdZeme téZ ¢asovy vyvoj

dvou blizkych trajektorii, a to jak ve stavovém prostoru, tak v grafech ¢asového

vyvoje. Spravnost 4, ,, ovéfime dle:

2/1 2,1,,0k Z§—TrJ (5.13)

A 1ok -1 — 1Y lokdlni Ljapunovitv exponent,

n...dimenze stavového prostoru,

K
ox

1

..diagondlni prvky Jacobiho matice J
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a dle skutecnosti, Ze pro systém se spojitym casem plati 4, =0, protoZe piislusny

Ljapunoviv vektor je te¢ny k trajektorii.

Pro model 3.12 — 3.14 plati:

o

i 10,
T ox

o,

=221,
/2 oY

of, 8
S oz 3’

3
D A =—13,666.

i=1

5.4.1 Parametr (r=28)

5.4.1.1 Pocate¢ni podminky (Xy=-2, Y= 1, Zy=0)

(5.14)

Obrazky ¢. 5.1 a 5.2 ukazuji graficky vyvoj lokalnich Ljapunovovych

exponentii 4, a 4, (4,,, =0 nezobrazujeme). Vypocet pomoci programu (kod

viz ptilohy kapitola 9.5 ) uréil hodnoty pro €as 5000 bezrozmérnych casovych

jednotek. Vysledné hodnoty 4, ,,, jsou:

ﬂ'l,lok =0,55,
ﬂ?,lok =0,
/13’,0,( =-14,25.

Soucet 4, :

3
D A =—13,7~-13,666,

i=1

coz je v dobré shodé s T v systému (3.12 — 3.14).
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=

obrazek 5.1: ¢asovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu 4, ,,,

=

- A3

121

4k

obrazek 5.2: Casovy vyvoj lokélniho Ljapunovova exponentu 4,
Vzhledem ktomu, ze 4, ma kladnou hodnotu, otekdvame divergentni

(chaoticky) systém s rozbihavosti dvou trajektorii ve stavovém prostoru dle rovnice
(4.9). Obrazky ¢. 5.3 — 5.6 ukazuji chovani dvou blizkych trajektorii, které nami

o¢ekavany pribeh potvrzuji.
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obrazek 5.3: Vyvoj dvou blizkych trajektorii zobrazenych ve stavovém prostoru

obrazek 5.4: Casovy vyvoj proménné X pro dvé blizké trajektorie
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15

obrazek 5.6: Casovy vyvoj proménné Z pro dvé blizké trajektorie
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Z obrazkt ¢. 53 — 5.6 vyplyva, zZe pro zobrazeny usek je hlavnim

ptispivatelem rozbihavosti blizkych trajektorii proménnd Z.

5.4.1.2 Pocate¢ni podminky (Xo=1, Y=2,Z,=0)

Obrazky ¢. 5.7 a 5.8 ukazuji graficky vyvoj lokalnich Ljapunovovych

exponentit 4, a A, . Vypocet pomoci programu (kod viz piilohy kapitola 9.5)

ukézal hodnoty pro ¢as 5000 bezrozmérnych ¢asovych jednotek. Vysledné hodnoty

A 1o JSOUL

1

ﬂ“l,lok =0,55,
Az,lok =0,
ﬂ&,ok =-14,25.

Soucet 4, :

Ay =—13,7~—13,666 ,

3
i=1

coz je v dobré shodé s T v systému (3.12 — 3.14).
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obrazek 5.7: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu Aok

|

12

-14 .

obrazek 5.8: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu A 1ok

Vzhledem k tomu, Ze 4,,, ma kladnou hodnotu, ofekdvame divergentni

(chaoticky) systém s rozbihavosti dvou trajektorii ve stavovém prostoru dle rovnice
(4.9). Obrazky ¢. 5.9 — 5.12 ukazuji chovani dvou blizkych trajektorii, které nami

o¢ekavany pribeh potvrzuji.
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obrazek 5.9: Vyvoj dvou blizkych trajektorii zobrazenych ve stavovém prostoru

15+

obrazek 5.10: Casovy vyvoj prom&nné X pro dvé blizké trajektorie
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05

obrazek 5.11: Casovy vyvoj promé&nné Y pro dvé blizké trajektorie

obrazek 5.12: Casovy vyvoj proménné Z pro dvé blizké trajektorie

53



Z obrazkt ¢. 5.9 — 5.12 vyplyva, Ze pro zobrazeny usek neni Zadna

z proménnych dominantnim pfispivatelem rozbihavosti.

5.4.1.3 Globalni Ljapunovovy exponenty

Pro model popsany rovnice (3.12 — 3.14) s » =28jsme urcili pro pocatecni

podminky (-2,1,0) hodnoty 4, ,,:

Ao = 0,55, (5.15)
Ay =0, (5.16)
Ay =—14,25, (5.17)
a pro po&ate¢ni podminky (1,2,0):
Ay = 0,55, (5.18)
Ao =0, (5.19)
Ay =—14,25. (5.20)

Hodnoty (5.15 — 5.20) spliuji predpoklad nezavislosti hodnot Globalnich

Ljapunovovych exponentli 4, na pocatecnich podminkach, proto ur¢ime hodnoty 4,

jako:
A =0,55, (5.21)
A, =0, (5.22)
A, =-14,25. (5.23)

Obrazky ¢. 5.10 — 5.12 déle potvrdily nerovnobéznost os Ljapunovovych vektort
s osami stavového prostoru diky pfirtstku k rozbihavosti od vSech proménnych

daného systému
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5.4.2 parametr (r=22)

5.4.2.1 Pocateéni podminky (Xo=-2, Yy=1,Z,=0)

Obrazky ¢. 5.13 a 5.14 ukazuji graficky vyvoj lokdlnich Ljapunovovych
exponentd 4, a Z;,,. Vypo€et pomoci programu (kod viz piilohy kapitola 9.5 )
ukazal hodnoty pro ¢as 5000 bezrozmérnych ¢asovych jednotek. Vysledné hodnoty

A 1o JSOUL

1

A =13, (5.24)
Ay =0, (5.25)
Ay =—12,34. (5.26)

Soucet 4, :

3

D A =—13,64 % 13,666,
i=1

coZ je v dobré shodé s TrJ systému (3.12 — 3.14).

obrazek 5.13: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu Aok
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obrazek 5.14: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu A5 10k

Vysledné hodnoty 4, i=1,..,3 (vztahy (5.24 — 5.26)) nemaji kladnou

hodnotu. Ocekavame tedy konvergentni systém se sbihavosti dvou trajektorii ve
stavovém prostoru dle rovnice (4.9). Prib¢h graft (obrazek ¢. 5.13-5.14) vykazuje
chovani, kde pfiblizn¢ kolem hodnoty 800 bezrozmérnych ¢asovych jednotek (dale
jen b¢j) najednou systém zméni své chovani a piejde z chaotického (4, >0) na
konvergentni, vtomto piipadé mizeme hovofit o metastabilnim chaosu. Kratky
casovy vyvoj dvou blizkych trajektorii ve stavovém prostoru ukazuji pro riizné casy

7 a poc¢atecni odchylky Ad, obrazky ¢. 5.15 —5.21.
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obrazek ¢. 5.15: 7=0,5, Ad, =0,01

obrazek ¢. 5.16: 7 =0,5, Ad, =0,001
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obrazek ¢. 5.17: 7 =50, Ad, =0,01

obrazek ¢. 5.18: 7 =50, Ad, =0,001
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obrazek ¢. 5.19: 7 =4000, Ad, =0,01

obrazek ¢. 5.20: 7 =4000, Ad, =0,001
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obrazek ¢. 5.21: 7 =10000, Ad, = 0,001

Obrazky 5.15-5.16 ukazuji, Ze pro ob¢ pocateCni podminky sméfuje
trajektorie do postupné se zvétsujiciho cyklu. Pro delsi ¢asovy vyvoj ukazuji obrazky
5.17 — 5.21 rozbihavost dvou blizkych trajektorii podobnou chaotickému chovani.

Poté se stav ustali (viz kapitola klimatické modely).

5.4.2.2 Pocate¢ni podminky (Xo=1, Y¢=2,Z=0)

Obrazky ¢. 5.22 a 5.23 ukazuji graficky vyvoj lokélnich Ljapunovovych
exponentl 4, a Z;,,. Vypocet pomoci programu (koéd viz piilohy kapitola 9.5)
vypocital hodnoty pro c¢as 5000 bezrozmérnych ¢asovych jednotek. Vysledné

hodnoty 4, ,, jsou:

Ao =14, (5.27)
Ao =0, (5.28)
Ao ==12,26. (5.29)
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Soucet 4, :

3
Ay =—13,66 = 13,666,
=1

1

coZ je v dobré shodé s TrJ systému (3.12 — 3.14).

obrazek 5.22: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu Aok

1M MY MY AHM) SAMM)

obrazek 5.23: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu A5 10k
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Vysledné hodnoty A4

ok i=1,..,3 (vztahy (5.27 — 5.29)) nemaji kladnou
hodnotu. Ocekavame tedy konvergentni systém se sbihavosti dvou trajektorii ve
stavovém prostoru dle rovnice (4.9). Prib¢h graft (obrazek ¢. 5.22-5.23) vykazuje
chovani, kde ptiblizn¢ kolem hodnoty 600 b¢j najednou systém zméni své chovani a

pfejde z chaotického (4, ,, > 0) na konvergentni (metastabilni chaos). Kratky ¢asovy

vyvoj dvou blizkych trajektorii ve stavovém prostoru ukazuji pro rizné Casy 7 a

pocatecni odchylky Ad, obrazky ¢. 5.24 —5.30.

obrazek ¢. 5.24: 7 =0,5, Ad, =0,01
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obrazek ¢. 5.25: 7=0,5, Ad, =0,001

obrazek ¢. 5.26: 7 =50, Ad, =0,01
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obrazek ¢. 5.27: v =50, Ad, =0,001

obrazek ¢. 5.28: 7 =4000, Ad, =0,01
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obrazek ¢. 5.29: 7 =4000, Ad, =0,001

obrazek ¢. 5.30: 7 =10000, Ad, =0,001
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Obrazky 5.24-5.25 ukazuji, Ze pro ob¢& pocatecni podminky sméfuje
trajektorie do postupné se zvétSujiciho cyklu. Pro delsi casovy vyvoj ukazuji obrazky
5.25 — 5.30 rozbihavost dvou blizkych trajektorii podobnou chaotickému chovani.

Poté se stav ustali (viz kapitola klimatické modely).

5.4.2.3 Globalni Ljapunovovy exponenty

Pro model popsany rovnicemi (3.12 — 3.14) s r =22 jsme ur¢ili pro pocatecni

podminky (-2,1,0) hodnoty 4, ,,:

Ay =—1.3, (5.24)
Ao =0 (5.25)
Ay =—12,34, (5.26)
a pro po¢ate¢ni podminky (1,2,0):
Ay =—L 4, (5.27)
Ao =0 (5.28)
Ay ior =—12,26. (5.29)

Zkoumani systému s parametrem r=22 ukazalo potiebu urceni ristu chyby
v pocatku casového vyvoje, a to jak pro chaoticky, tak pro nechaoticky systém.
Tento rist, jak je patrné z 4,,, pro tento systém, mize byt velmi odliSny od ristu
dané¢ho nejvetsim globalnim Ljapunovovym exponentem. Ddle néas toto zkoumani
piimélo k potifeb¢ uréeni tranzitivity nebo netranzitivity dané¢ho systému, protoze
v poc¢atku nebylo jasné, vjaké casti stavového prostoru se systém ustali. Tyto

vyi€ené problémy, se pokusime v dal$ich kapitolach hloubgji analyzovat.
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Hodnoty ze vztahl (5.24 — 5.29) se z prabéhit 4 ,, nezdaji byt ve svych

limitnich hodnotach, a proto globalni Ljapunovovy exponenty A, pouze hrubé

odhadneme z piedpokladanych trendu:

4 =-0,5, (5.30)
A, =0, (5.31)
A =-13,2. (5.32)
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5.5 1-dimenzionalni atmosféricky model

Pro zkoumani ristu chyby wurceni pocateénich podminek v pocatcich
casového vyvoje respektive pocateéniho vyvoje odchylky dvou blizkych stavi
jednoho skute¢ného a druhého naméfeného zvolime 1-dimenzionalni atmosféricky
model ptedstaveny E. Lorenzem v [3]. Tuto volbu u¢inime s odivodnénim, Ze
abychom ziskali relevantni piedstavu o rdstu zminéné odchylky, budeme muset
primérovat pfes znacny pocet hodnot v kazdém cCase a tento model nam to svoji
symetrii resp. statistickou nezavislosti proménnych umozuje.

Ridici rovnice jsou :

ﬁtl:—X3X4+X4X2—Xl+F,

%:—X4Xl + X X, - X, +F, (5.33)
%=—X1X2+X2X4—X3+F,
dX4

=X, X XX X 4 F

X1, Xo, Xz, Xy...atmosférickd velic¢ina (napr. teplota)
t...cas (jednotka = 5 dni)
F...konstanta (F=16, F=18)

5.5.1 Metoda

M¢jme pocatecni smérodatnou odchylku pro vSechny proménné

e, =0,001,k=1,...,4, coZ ur€uyje nameéfenou hodnotu X,, a skute¢nou hodnotu
X,, =X,,+e,,- Provedeme vypocet rovnic (5.33) nejprve pro dostate¢n& dlouhou
dobu, abychom se zbavili viech prechodnych jevil, a poté od jisté hodnoty X, o zvIast
pro X,, a X,, skrokem A=0,005po¢tem krokd N =150 tedy pro 3,75dni.

; 1z / / . s _ v/
Ziskame 4. sekvence X,,,.... X, a X,o,.... X,y , znich ur¢ime ¢, = X,, — X, pro
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vSechny hodnoty ka n=1,...,150. Tento proces opakujeme M =1000 krat s tim, ze
nova hodnota X, =X, ,m=1....M.
Abychom ziskali ptehled o primérném ristu smérodatné odchylky, uréime

. 1 ,
v kazdém kroku e = Z(efn +e; +el +e; ) a vyslednou hodnotu

n,m

1
2 2 2 2 ror . ,
E, = H(e"’l te,,t...te, ) Pro srovnani s Ljapunovovym exponentem budeme

n

graficky vynaset E, a In(E, / E,) (kod viz piilohy kapitola 9.7).

5.5.2 Parametr (F=18)

Nejprve systém analyzuje pomoci Ljapunovovych exponentl. Obrazky
¢. 531 — 5.33 ukazuji graficky vyvoj lokdlnich Ljapunovovych exponentd 4, ,,
i=1,..,4. Jak jiz bylo ptestaveno diive 4,,, =0, a proto jeho graficky ¢asovy vyvoj
nebudeme zobrazovat. Vypocet pomoci programu (kéd viz piilohy kapitola 9.6 )

ukdzal hodnoty pro Casovy usek 25 dni. Vysledné hodnoty 4, ,, jsou:

D = 2,4, (5.34)

Jyii =0, (5.35)
Di =2 (5.36)
Ayjor =42, (5.37)

Jacobiho matice systému (5.33) ma tvar:

-1 X, “X, X, +X,
X, +X, -1 X, X,
Tlo—x,  —x+x, -1 X, |
X, X,  -X,+X, -l

s TrJ =—4
Soucet 4,
4
D> A =-3.8~—4,

i=1

coz je v dobré shodé s T v =—4 systému (5.33).
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1.4+

1.2+

¢ (0,005 dnif
1]

obrazek 5.31: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu Aok

1
A3
b5
Rl 1] el 1 1] M AeHY

£ [0,005 dni]
-5
1
-1.5

obrazek 5.32: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu A 1ok
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At

2 [0,005 dni]

obrazek 5.33: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu 4,

Protoze budeme hodnoty srovnévat s ristem odchylky do 4 dnti, nebudeme
hledat globalni Ljapunoviv exponent A, ale pouZijeme zjiSténé hodnoty 4.
Protoze 4, =2,4]jedna se o divergentni (chaoticky) systém.

Obréazek ¢. 5.34 ukazuji ¢asovy vyvoj proménné X, pro 180 dni (4320) ve

ttech sekvencich po 60 dnech nad sebou. Hodnoty lezi pfevazné mezi —12 az +17,
proto pfirovnani atmosférické veli¢iny X s teplotou. Existuje ptiblizn¢ 14 maxim a

14 minim, pro kazdych 60 dni, ale zadna periodicita.
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Na obrazku ¢. 5.35 vidime hodnoty E ,n=1,...,150 spole¢né¢ s Ad, =0, 001-¢*" a

na obrazku ¢. 5.36 In(E,/ E,)s In(Ad, /0,001) =4 -h-n.

001

t [hoedin]

obrazek 5.35: Srovnani E, (Cernd) a Ad, (Cervend)

| terEED

1.5

0.5

r fhodinf

obrazek 5.36: Srovnani In(E,/ E,) (Cernd) a In(Ad,/0,001) (Gervend)
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Obrazek ¢. 5.35 ukazuje vétsi narist chyby, nez ukazuje nejveétsi Ljapunoviv

exponent 4, aobrazek ¢. 5.36 toto diky zplsobu zobrazeni zvyraziuje. Podrobnéji

si problém rozebereme v podkapitole Diskuze.

5.5.3 Parametr (F = 16)

Systém opét analyzuje pomoci

Ljapunovovych exponentt.

Obrazky

¢. 5.37 — 5.39 ukazuji graficky vyvoj lokdlnich Ljapunovovych exponentd 4,

i=1,..,4. Vypocet pomoci programu (kéd viz piilohy kapitola 9.6) ukazal hodnoty

pro Casovy usek 25 dni. Vysledné hodnoty 4, ,,, jsou:

Soucet 4, :

o =2.18.,
Ao =0
Aok =2
A =4

4

D A =-3.8~-4,

i=1

coz je v dobré shodé s T v =—4 systému (5.33).
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Al

t 0,005 dni]

obrazek 5.37: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu Aok

£ [0,005 dni]

A3

obrazek 5.38: Casovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu A5 10k
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10440

A4

r [0,005 dnif

4.*/“%

obrazek 5.39: ¢asovy vyvoj lokalniho Ljapunovova exponentu 4,

ProtoZze budeme hodnoty srovndvat s rastem odchylky do 4 dnti, nebudeme

hledat globalni Ljapunoviv exponent A, ale pouZijeme zjisténé hodnoty 4.

Protoze 4, =2,18, jednd se o divergentni (chaoticky) systém.

Obrazky ¢. 5.40 ukazuji Casovy vyvoj proménné X, pro 180 dni (4320

hodin) ve tfech sekvencich po 60 dnech nad sebou. Hodnoty leZi pfevazné mezi —10

az +15. Existuje pfiblizn¢ 12 maxim a 12 minim pro kazdych 60 dni, ale zadna

periodicita.
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R A

\/\n ﬁ M/]ﬂ Aﬂ_ﬂuﬂ/\m
T T

N mﬁn/\ﬂ A/

TR U T
obrazek 5.40: Casovy priibdh proménné X, |




Na obrazku ¢. 5.41 vidime hodnoty E ,n=1,...,150 spole¢né¢ s Ad, =0, 001-¢*" a

na obrazku ¢. 5.42 In(E,/ E,)s In(Ad, /0,001) =4 -h-n.

n-n-n?—; =
0006
0.005
0.004
0.003

t [hodin]

obrazek 5.41: Srovnani E, (Cernd)a Ad, (Cervend)

n(E/ED)

1.5

t [hodin]

obrazek 5.42: Srovnani In(E, / E,) (Cernd) a In(Ad, /0,001) (Servend)
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Obrazek ¢. 5.41 ukazuje vétsi nartst chyby, nez ukazuje nejvétsi Ljapunoviv
exponent 4, a obrazek €. 5.42 toto diky zptisobu zobrazeni zvyraziuje. Podrobngji

problém rozebereme v podkapitole Diskuze.

5.5.4 Diskuze

Vysvétleni jiného chovani, nez predpokladaného rlstu ¢i poklesu pocatecni
chyby hledejme v definici Ljapunovova exponentu, jako primérné miry ristu malé
chyby. Podle [3] je pravé pocatecni a kone¢na faze ristu chyby odlisna od ristu
daného Ljapunovovym exponentem, a to jak pro malo-dimenzionalni modely, tak
pro globdlni cirkula¢ni modely. Pokud néas zajima rdst chyby v téchto oblastech,
nemuZe jiz vyuzit hodnot plynoucich z Ljapunovovych exponentli a ani nemizZeme
o¢ekavat pokles chyby pro konvergentni systémy jiz od poc¢atku vyvoje.

Pro obé hodnoty parametru F pozorujeme v prvnich 30 hodinach mensi

nardst smérodatné odchylky E, ve srovnani sndrtistem danym Ljapunovovym
exponent Ad, (viz obrazky €. 5.41 a 5.35). Po uplynuti 72 hodin je smérodatna
odchylka E pro F =18 dvojndsobnd (pro F' =16 je rozdil nizsi). Dvojnasobnou

hodnotu dokladé i prace [3]. Obrazek ¢. 5.42 posledné zmitiované potvrzuje. Pro
niz8$i hodnotu nejvétsiho Ljapunovova exponentu je patrna niz§i hodnota zjisténé

smérodatné odchylky E .

o1 —: B
“.m—f
0.‘“;
n_m—f
"-mé t [hodin]
o . oo %0

Obrazek ¢&. 5.42: Srovnani £/~ (Gern.), Ad/ ™ (Gerv.), E'™'° (modr.), Ad"™° (zel.)

79



5.6 Zavér pro meteorologické modely
Definovali jsme rist vzdalenosti dvou trajektorii ve stavovém prostoru pomoci

Ljapunovova exponentu. Tyto dvé trajektorie pro nas predstavuji Casovy vyvoj
skute¢ného a naméfeného stavu. Nasledné¢ jsme pak ukazali, ze Ljapunoviv
exponent je jen prvnim piiblizenim a existuji oblasti Casového vyvoje, kde
pozorujeme odliSny riist vzdalenosti pfedpokladany ze zavedeni Ljapunovovych
exponentl. Demonstrovali jsme tuto odli§nost pro pocatecni rust chyby (rozdilu mezi
skuteénym a naméfenym stavem). Dal$i odlisnosti (dle [3]) nastdvaji pro pozdé&jsi
vyvoj chyby, pfedtim nez dosdhne stavu ,nasyceni. Je tieba téz zminit, Ze
Ljapunoviiv exponent je definovan pro rist malé chyby. V pfipadé chyb vétsich je

(dle [3]) pozorovan opét jiny vyvoj.
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6 Klimatické modely

6.1 Strucny uvod do klimatickych modelt
Klima (dle [15]) je podle Svétové klimatické konference (WCC) z roku 1979

syntézou pocasi pies celé obdobi dostate¢né¢ dlouhé pro urceni statistickych
vlastnosti (pramér, rozptyl, pravdépodobnost extrémi atd.) a je nezavislé na n¢jakém
okamzitém stavu. Timto obdobim je podle WCC 30 let. Mezivladni panel pro
klimatické zmény ptipravuje zpravy po 5ti letech.

U meteorologickych modelti uvazujeme interakci atmosféry s okolim pouze
pomoci okrajovych podminek a vné&jsich sil. Tento jednosmérny nedynamicky vztah
bez moZnosti zpétné vazby atmosféry na ostatni subsystémy podmifiujeme
skutecnosti, Ze ve srovnani satmosférou jsou tyto zmény zpravidla mnohem
pomalejsi a v porovnani s chybou vzniklou citlivosti na po¢ate¢ni podminky je chyba
vznikla z tohoto zjednoduseni mnohem mensi. Z definice klimatu je vSak patrné, ze
pro klimatické modely toto jiz moZzné nebude a rovnice popisujici atmosféru budou
jen jednou z ¢asti popisu celého systému, sloZzeného z danych subsystém1.

V ptedeslé kapitole jsme ukazali, Ze nemiizeme bé&zné¢ provadét seridzni
meteorologickou piredpoveéd’ delsi nez ptiblizn¢ 10 dni. Divod, pro¢ se nyni snazime
ptedpovidat jisté hodnoty na desitky a stovky let doptedu lezi v definici pocasi a
klimatu. U ptedpovédi aktudlniho stavu pocasi se jedna o ptresny deterministicky
Casovy vyvoj co nejpiesnéji definovaného stavu (s omezenimi plynoucimi
z deterministického chaosu). U urovani casového vyvoje klimatu vychdzime
z prumérnych veli¢in a jejich proménlivosti, a proto se nesnazime urcit pfesny stav
atmosféry, ale spiSe ur€ujeme vyvoje moznych hodnot té€chto primérnych veli¢in a
jejich proménlivosti.

Stejné¢ jako v predchazejici kapitole mizeme opét charakterizovat stav
atmosféry jako bod v mnohodimenzonalnim stavovém prostoru a sledovat jeji vyvoj
jako kiivku, uréenou fidicimi rovnicemi a smétujici do atraktoru, jehoZ poloha a tvar
vnitini strukturu vymezuje piesné ureny objem fazového prostoru a je mozné ho
popsat statistickymi metodami jako jednu hodnotu a jeji variabilitu. MiZzeme téz
hledat prostor s vétsi hustotou bodt a tedy s vétsi pravdépodobnosti vyskytu tohoto
stavu. Diky tomu, Ze pouze piiblizn¢ sto let ziskdvame klimatické udaje a ziskané

informace o klimatu v hlubsi minulosti popisuji systém neuplné€, mame v soucasnosti
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k dispozici pouze par bodi stavového prostoru. Piinos klimatického modelu muze
tedy byt t€Z v urCeni atraktoru a jeho statistickych parametri pro zkoumany systém.
Abychom mohli plné vyuzit charakteristik atraktoru, musime pozadovat jeho co
nejvetsi neménnost v Case. Takovyto autonomni systém ziskame pouze za
ptedpokladu neménnosti vn&jSich podminek, coz znamena snahu zahrnout ,,dovniti“
co nejvice subsystémi, procesi a cykla.

Dnesni klimatické modely modeluji klima pomoci mnoha modelli, napft.
tomu, co vychazi zrovnic, popisujicich dynamiku atmosféry, oceanti, zemského
povrchu a kryosféry s pfidanim interagujicich modulti, popisujicich chovani aerosolii
a uhlikového cyklu se fikai AOGCM (Atmosphere-Ocean General Circulation
Models). Z divodt nutnosti dlouhé casové integrace musime snizit rozliSeni,
v oblasti atmosféry se jedna o desitky a stovky km horizontaln¢ a jednotky km
vertikdln€ (u povrchu se vrstvy zhust'uji) a pro ocedn od 125 do 250 km horizontalné
a od 200 do 400 m vertikaln¢, coZ vede op€k k nutnosti zavedeni parametrizaci.

Prvni véc, co od klimatickych modelti poZzadujeme, je adekvatni rekonstrukce
minulosti (validace). ReSeni problému citlivosti po&ate¢nich podminek jsme jiz
nastinili a za predpokladu konstantnosti vnéjSich vlivli hleddme atraktor. Diky
vysoké dimenzi problému musime pro statisticky popis zvolit jen zdkladni proménné.
Smyslem ansdmblovych piedpovédi s riznymi pocatenimi podminkami je nyni
moznost detailngjSiho a uplnéjsiho vykresleni atraktoru a tézZ moznost uréeni, zda
skute¢na data, popisujici minulost, spadaji do jedné ztiid (ur€ené vn&jSimi vlivy)
klimatickych hodnot simulovanych modelem. Béhem validace je téZ mozné zkoumat
citlivost na zmeény v fidicich rovnicich a parametrizacich, nebo porovnavat vysledky
mezi riznymi modely. Poté, co jsme zvalidovali konzistentni model, zkoumame
dopady zmén okrajovych podminek a vnéjsich sil a hleddme ty, které maji velky
dopad na klimatické zmény.

P#i urovani moznych budoucich scénait, délame nékteré predpoveédi pro
vngj§i podminky modelu shodné s ptitomnymi (kontrolni be&h), nékteré
s podminkami v extrémnich hodnotach. Pomoci tohoto ansamblu uréime zmény
v statistickém popisu atraktord, které nastanou. Je tieba poznamenat, Ze se
pohybujeme na poli statistiky a pokud perturbované podminky spadaji do nejistoty
kontrolniho bé&hu, tak jest€¢ nemuizeme hovofit o zméné klimatu na zakladé této

zmeény poc¢ate¢nich vnéjsich parametri modelu.
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Zatim jsme se zabyvali pouze autonomnimi systémy s atraktory jako
statickymi obrazci ve stavovém prostoru. Jak pti validaci, tak pro budouci scénate
tato podminka neni splnéna. Systém nemiize byt vZzdy zkouman v rovnovazném
stavu, ale jako stale se ménici trajektorie sméfuje do atraktoru a pfi zmén¢ vnéjsich
podminek miiZze zménit ndhle sméfovani do atraktoru jiného (pseudotranizitivnost).

Cile naseho zkoumani tedy bude popsat metody pro uréeni typl atraktorti a
vytvoftit aplny vycet, kam zvoleny model mize sméfovat pii meénicich se vn&jSich

vlivech a pfitadit t€mto druhtim atraktoru hodnoty vnéjsiho parametru.

6.2 Typy pevnych bodu

Zabyvejme se typy pevnych bodli v 1-dim., 2-dim. a 3-dimenzionalnim
stavovém prostoru pro disipativni systémy. Tato problematika jiz byla ptedstavena

v praci [10]

6.2.1 1-dimenzionalni stavovy prostor

Dynamicky systém je popsan dynamickou rovnici:

dx
E_f(X)' (6.1)

X...proménna

t...cas

Pevny bod X, je takovy bod, vnémz se proménna hodnota s casem jiz

nevyviji tj., kdyz se trajektorie dostane do tohoto bodu, zlstane tam :

dXx

= = 6.2
7 x, (6.2)
Tayloriv rozvoj v blizkosti X, m4 tvar :
df (X
f(X):f(XP)+(X—XP)%|XP+ ...... , (6.3)
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a po substituci x = (X —X,) azanedbani vyssich derivaci piejde na tvar:

dx(t) _df (X)

. 6.4
Pl L (6.4)

Prvni ¢len pravé strany rovnice 6.4 je jiz predstaveny lokalni Ljapunoviiv exponent

A= (a’f (X)/dX ) |y, apo jeho zavedeni dostaneme feSeni rovnice 6.4 v tvaru:

x(t) = x(0)e™ , (6.5)
x(0) ...pocdtecni vzddlenost x =(X - X,).

Z této rovnice je patrné i urceni typl pevnych bodu, které zavisi na 4. Pokud je
x(1) < x(0) trajektorie je do tohoto bodu pfitahovana a mluvime o stabilnim pevném
bodu (Uzel). Pokud je x(¢) > x(0) trajektorie je odpuzovéna a hovoiime o nestabilnim

pevném budu (Repelor). Pokud je trajektorie z jedné strany pritahovana a z druhé

odpuzovana jedna se o Sedlovy bod. Podrobny vycet ukazuje obrazek ¢. 6.1.

i i
N dx dx typ
vpravo od Xq
vlevo od Xq
<0 uzel
>0 repelor
>0 <0 uzel
0 <0 >0 repelor
>0 >0 sedlovy bod 1
<0 <0 sedlovy bod 2

obrazek 6.1: tabulka typii pevnych bodt v zavislosti na A
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6.2.2 2-dimenzionalni stavovy prostor

Dynamicky systém je popsan dynamickymi rovnicemi:

L hen, (6.6)
L n. 6.7)
S pevnym bodem (Xp, Yp):
dj =0, 6.8)
UZ i, =0. (6.9)

Opét nas zajima Taylortv rozvoj blizko (Xp, Yp):

ax _ (v x A _yy
o= KX = (X =X)L (0 =Y, S s (6.10)
“;—Y_A(X N=(X-X )af2 y, T =Y,) f2|y S (6.11)

a stejn¢ jako v predeslém ptipad€é provedeme substituci x =(X - X)), y=(F -1;),
zanedbame vySssi derivace a s uvédomeénim si faktu, 7e

dx/dt =dX/dt, dy/dt=dY/dt ptejdou rovnice (6.10 — 6.11) na tvar:

x N, 9, (6.12)
dr ox oy
Q=a—f2x+a—f2y. (6.13)
dr ox oy

7 matematického hlediska se jednd o soustavu linearnich diferencidlnich
rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty, kterou pfevedeme na jednu

diferencialni rovnici druhého fadu. Nejprve rovnici (6.12) derivujeme podle ¢asu :
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X=f,x+ 157, (6.14)

kde te¢ka znamend derivaci podle Casu, f, =df,/dx a f,=0f/dy . Dale dosadime

za y z rovnice (6.13):

X¥=fix+ f(fux+ ), (6.15)

a z rovnice (6.13) opét dosadime, nyni vsak za y:

¥=(f+ )X+ (o fon = afn)x. (6.16)

ReSeni rovnice (6.16) spo¢iva v substituci x=e” a pievedeni na tzv.

charakteristickou rovnici pro A :

2 =(fy+ o)A+ for = finfo) =0, (6.17)

jejiz koteny maji tvar:

A = fll +f22 i\/(fll +f22)2 _4(f11f22 _f12f21)
+— 2 .

(6.18)
Obecné teseni tedy vypada:

x(t) = Ce™' + De™" (6.19)
kde C a D ziskame z pocate¢nich podminek x(0)a y(0).
Kofeny rovnice (6.18) patii do oboru komplexnich &isel, a proto rovnici (6.19)

muzeme piepsat:

x(f) = eM[Ce™ + De ™1, (6.20)
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kde A=R+iQ, i=y-1, R=1(f;, + fi) a Q=4[ (/i + /) —4(fi1for — Fir S -

Dale predpokladame C =-D, e*’ =cosg+ising a ziskdme findlni tvar:

x(1) = Fe™ sin(Qt). (6.21)
F...integracni konstanta
Obdobn¢ bychom dostaly i tvary pro y(t), ale jejich konkrétni hodnota neni pro nas

dalsi postup dilezita.

Definujme nyni Jacobiho matici J:

VITE
J= , 6.22
(le fzzJ (622

kde f,je f,=0f,/0ox a f,,=0f/dy.i=1,2. Vlastni ¢isla této matice poté urcime:

U =0, (6.23)
f21 fzz_/1
A’ _(fn +f22)/1+(f11f22 _flzle) =0, (6.24)

coz je vyraz ureny rovnici (6.17) a vede k vysledku (6.21). Definujeme stopu
Jacobiho matice 77 J:

TrJ=f,+f,. (6.25)

Jak je patrné z rovnice (6.23), 77 J je rovno souctu charakteristickych hodnot:

A +A=TrJ=f +f,=2R. (6.26)

Opét je pro urceni typu pevného bodu dilezity exponencialni rist (Repelor)

nebo pokles (Atraktor)rovnice (6.21) vyjadieny vztahem (6.26). Ozna¢me
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determinant matice J symbolem A. Pevné body poté urc¢ime dle obr. 5.2. Novym je

zde spirdlni chovani trajektorie, kde trajektorie obtaci pti smétovani pevny bod.

Trd<o0 Trd=>0
A > (1/4)(Tr J)2 spiralni uzel|spiralni repelor
0<A<(1/4)(TrJ?|  uzel repelor
A<O sedlovy bod| sedlovy bod

obrazek 6.2: tabulka typii pevnych bodt v zavislostina A a Tr J

Jesté jsme nezminili moznost, kdy v rovnici (6.21) je R =0, poté ve dvou- a
vicedimenzionalni fazovych prostorech pozorujeme cyklické ¢i periodické chovani,
které je reprezentované limitnim cyklem. Trajektorie, ktera se dostane na drahu

tohoto cyklu, se po ném nadale pohybuje.

6.2.3 3-dimenzionalni stavovy prostor

Dynamicky systém je popsan dynamickymi rovnicemi:

dX
— = HX.Y.2), (6.27)
dY
— D), (6.28)
dz
— = AXY.2). (6.29)

Pevny bod (Xp, Yp,Zp) je definovan:

dx

— 1, =0, (6.30)

dy

—h,=0. (6.31)
az ,=0. (6.32)
dt
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Pii uréovani pevnych bodi bychom opét vysli zJacobiho matice a
z charakteristické rovnice bychom urcili kofeny A;, A, a A3. Tyto kofeny maji opét
komplexni tvar a jejich redlna a imaginarni ¢ast urcuje konkrétni typ pevného bodu

(viz obr. 6.3) .

A A2 As
Realna Imaginarni Reélna Imaginarni Realna Imaginarni
¢ast ¢ast ¢ast ¢ast ¢ast ¢ast

uzel <0 0 <0 0 <0 0

spiralni uzel <0 0 <0 <0 <0 >0
repelor >0 0 >0 0 >0 0

spiralni repelor >0 0 >0 >0 >0 <0
sedlovy bod | <0 0 <0 0 >0 0
sedlovy bod I <0 0 >0 0 >0 0
spiralni sedlovy bod | <0 <0 <0 <0 >0 0
spiralni sedlovy bod Il >0 >0 >0 <0 <0 0

obrazek 6.3: tabulka typti pevnych bodd charakterizovanych kotfeny charakteristické

rovnice

Vedle limitniho cyklu, ktery se objevil jiz ve 2-dim. stavovém prostoru,
vznikaji ve 3-dim. a vice dim. stavovém prostoru dva nové limitni tvary. Prvni je
tvofen dvéma rliznymi periodickymi pohyby a vytvaii se tak ve stavovém prostoru
limitni pohyb na povrchu toru. Druhy popisuje chaotické chovani systému. Tento
atraktor vybocuje z konceptu piedchozich piipadul, protoZze se neustali ani po velmi
dlouhé dobé¢ a ve stavovém prostoru vznika nekonvergujici kiivka. (o vlastnostech

chaotického atraktoru jsme jiz mluvili ve 4. kapitole)
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6.3 Model konvekce

Ukazme si ptedstavené poznatky pro jiz znamy model, popsany rovnicemi:

A jox+107, (3.12)
dr

D xzirx-v. (3.13)
dr

“z_xy 8, (3.14)
dr 3

X Y,Z...proménné,
T ...bezrozmérny cas,

r...parameitr.

6.3.1 Pevné body

Nejprve uré¢ime pevné body (Xp, Yp,Zp) tj. feSeni rovnic:

~10.X +10.Y =0, (6.33)

~XZ+rX-Y =0, (6.34)
8

XY-27=0, (6.35)
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s vyslednymi hodnotami 3. pevnych bodu:

(X,1.%,1.Z,,)=(0.0,0), (6.36)

8 8
(XP,za}/P,zaZP,z)—(\/5(7_1)9\/5(7”—1),7”—1], (6.37)

8 8
(XP’3,YP’3,ZP’3)—(—\/E(r—l),—\/g(r—l),r—lj. (6.38)

Jacobiho matice J,, v pevném bodu (XPJ, Y, 1. Zp, ) s Jpy V (XP)Z, Yo s ZP)Z) aJ,;

v (XP’3,YP’3,ZP’3) maji tvar:

10 10 0
Jy=| r -1 0|, (6.39)
o o -°
3
~10 10 0
U 1 - %(r—l) , (6.40)
g g 8
°(r-1 °(r-1 _2
\/3( ) \/3(r ) 3

Jo,=| 1 -1 R (6.42)
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Jak plyne z obrézku €. 6.3, je pro uréeni typu pevného bodu rozhodné, kdy hodnoty
A= R=*iQ resp. jejich redlna ¢ast a imaginadrni ¢ast méni znaménko. Obrazek €. 6.4

ukazuje typy pevného bodu (X P,19YP,1’ZP,1)' Obrazek €. 6.5 pro (X P’Z,YP’Z,ZP’Z) a

obrazek €. 6.6 pro (XPyS,YPyS,Zm) .

M A A
A1 Yp1.2.1) realna [imaginarni] redlna |imaginarni| realna | imaginarni
cast cast Cast cast cast Cast
r<l1 <0 0 <0 0 <0 0
r>1 <0 0 <0 0 >0 0
r<l1 uzel
r>1 sedlovy bod

obrazek 6.4: Typy pevného bodu (X p1o Ve Z p,l)

M A A3
Xp2Yp22,2) realna [imaginarni] redlna [imaginarni| realna [imaginarni|
Cast Cast Cast Cast Cast Cast
r<l1 <0 0 >0 0 <0 0
1 <r<1,346 <0 0 <0 0 <0 0
1,346 < r<24,74 <0 0 <0 >0 <0 <0
r> 24,74 >() 0 <0 >() <0 <0
r<l1 sedlovy bod
1 <r<1,346 uzel
1,346 < r<24,74 spiralni uzel
r> 24,74 chaoticky atraktor

obrazek 6.5: Typy pevného bodu (X pas¥panZ P’Z)
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A A A
X5 Yp.32p9) realnd [imaginarni] redlna |imaginarni| redlna |imaginarni
cast cast Cast cast cast Cast
r<l <0 0 >0 0 <0 0
1< r<1,346 <0 0 <0 0 <0 0
1,346 < r<24,74 <0 0 <0 >0 <0 <0
r> 24,74 >() 0 <0 >() <0 <0
r<l1 sedlovy bod
1< 1r<1,346 uzel
1,346 < r<24,74 spiralni uzel
r> 24,74 chaoticky atraktor

obrazek 6.6: Typy pevného bodu (X p3sYp3,Z P)3)

Pro r<1 trajektorie zcelého stavového prostoru sméfuji do wuzlu
(X p1sYp1sZ P,I) a jedna se tedy o tranzitivni systém. Pro r >24,74 jsou trajektorie
ptitahovany do chaotického atraktoru, ktery vymezuje ptesné¢ dany podprostor ve
stavovém prostoru, jehoZ centry jsou pevné body (X p2: Y525 Zp 5 ) , (X p3sYp3sZps ) a
téz se jedna o tranzitivni systém. Pii 1<r <24,74 zde mame (X Pyz,Ypyz,ZPyz),
(X TS WA Pﬁ), které rliznym zpiisobem pritahuji trajektorie. K tomu, abychom

rozhodli, za jakych hodnot r smétuje trajektorie z daného podprostoru stavového
prostoru k jednomu z pevnych bodu, vyuzijeme jiz predstavené¢ho bifurka¢niho

diagramu.
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6.3.2 Bifurkaéni diagram

Obrazek ¢. 6.7 ukazuje bifurkani diagram pro pocatecni podminky
(0,01;0,01;0,01) a obrazek &. 6.8 pro (—0,01;-0,01;-0,01) (kod viz piiloha kapitola
9.8).

5 10

obrazek ¢. 6.7: Bifurkaéni diagram pii po¢ate¢nich podminkéach (0,01;0,01;0,01)
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-15

obrazek ¢. 6.8: Bifurkaéni diagram pii po¢. podminkach (—0,01;-0,01;-0,01)

7 ptestavenych diagramt je patrné, ze pro r>1 trajektorie zriznych
podprostort  stavového prostoru smeéfuji k rdznym atraktorim a systém neni
tranzitivni. Za pov§imnuti stoji p¥iblizna hodnota #~13 (v [16] je uvadéna hodnota
13,926) , kde dochazi k zméné podprostort, ze kterych jsou trajektorie k danym
atraktorim pfitahovany. V této oblasti mize nepfesné uréeni parametru r vést
k odlisnému vysledku budouciho scénare.

Pro r>24,74 nastava chaotické chovani. V této oblasti se nepfesné uréeni
parametru » muze téz projevit Spatnym odhadem vyvoje.

Z obrazku 6.7 se zda, Ze chaotické chovani nastava jiz pro mensi hodnoty r.
Jak jsme vSak ukazali pomoci Ljapunovovych exponent a hodnot vlastnich &isel,

Mrwe

potiebnou pro zminéné ustaleni daného systému.
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Obrazek €. 6.9 ukazuje bifurka¢ni diagram pro vSechny pocatecni podminky.

obrazek 6.9: Bifurka¢ni diagram (ptevzato z [17])

U tohoto diagramu stoji za povSimnuti, Ze az pro velkd r nastava periodické

chovani.
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6.3.3 Ukazky atraktoru

6.3.3.1 Uzel (X,,.Y,,.Z,,)

Tento atraktor nastava pro » <1. Popisuje stav bez konvekce.

obrézek 6.10: Uzel (X,,.Y,,.Z,,)
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6.3.3.2 Uzly (X,,.Y,,.Z,,), (X,3.Y,:.2,,)

Tyto atraktory nastavaji pro / < r < [,346. Jedna se o konvekci

s neproménnymi konvektivnimi Utvary

Obrézek 6.11: Uzel (X,,.Y,,.Z,,). (X,3.Y,5.2,)
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6.3.3.3 Spiralni uzel (X,,.Y,,.Z,,), (X,,.Y,,.Z,5)

Tyto atraktory nastavaji pro 7,346 < r < 13,926. Jedna se opét o ustalenou

konvekei s neproménnymi konvektivnimi utvary.

obrézek 6.12: Spiralni uzel (X, ,.%,,.Z,,). (Xp5.Y55.2,5)

99



6.3.3.4 Spiralni uzel (X,,.Y,,.Z,,), (X,,.Y,,.Z,5)

Tyto atraktory nastavaji pro 13,926< r < 24,74. Jedna se opét o ustalenou
konvekei s neproménnymi konvektivnimi utvary. Rozdil ve srovnani se spirdlnim

uzlem 6.3.3.3 je v prub¢hu trajektorie, ktera nejprve obtoci blizsi pevny bod.

obrézek 6.12: Spiralni uzel (X, ,.Y,,.Z,,). (X,5.Y55.Z,5)
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6.3.3.5 Chaoticky atraktor (X,,.Y,,.Z,,), (X,:.Y,:.2,,)

Tyto atraktory nastadvaji pro r > 24,74. Jedna se o neustdlenou stale

proménnou konvekce.

Obrézek 6.14: Chaoticky atraktor (X,,,.Y,,.Z,, ). (X;5.%5.Z,5)

6.4 Zaveér pro klimatické modely

Pro Lorenzliv konvektivni model jsme pomoci piedstavené analyzy a pomoci
bifurka¢niho diagramu piedstavili Uplny vycet moznych typl atraktor v zavislosti
na parametru 7, ktery v tomto modelu charakterizuje vné&jsi parametr. Pokud by ndm
$lo o dlouhodoby primérny stav, mohli bychom pro kazdé r urcit jednu hodnotu
(napt. aritmeticky priameér) a jeji variabilitu (napf. smérodatna odchylka), které
charakterizujici dany stav. Ukazme si aritmeticky primér a a smérodatnou odchylku
s pro hodnotu paramentru r=29. Vypocet byl proveden pro nékolik pocate¢nich
podminek a pfedstavena hodnota je jich primérem:

a=(0;0;25),
5 =(8:9:8).
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Je téz patrné, Ze tato hodnota je zavisla na polohdch pevnych bodi (X pasYpasZps ) ,
(X)5.Y,5.Z,5) jejichz priméra hodnota je (0:0;28).

Pro ur¢ité hodnoty 7 je systém tranzitivni a pro ur€ité tranzitivni neni. Pokud by
se v prubéhu ¢asového vyvoje ménil parametr r, jednalo by se o téméf tranzitivni
systém. Naptiklad pro urcité pocate¢ni podminky pii malé zméné kolem ptiblizné
hodnoty r» ~13,926 by systém zménil vyrazné své chovani. Na obréazcich ¢islo 6.15
— 6.17 vidime ¢asovy vyvoj trajektorie pti hodnoté » =12 (Cernd), kdy v rizny ¢as se

nahle zméni hodnota parametru na r =14 (Cervend).

obrazek 6.15: Vyvoj dvou trajektorii ze stejnych pocatecnich podminek pro rtizné

hodnoty r (7 =0)
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obrazek 6.16: Vyvoj dvou trajektorii ze stejnych pocate¢nich podminek pro rtizné

hodnoty r (7 =0,5)

obrazek 6.17: Vyvoj dvou trajektorii ze stejnych pocatecnich podminek pro rtizné

hodnoty r (7 =10)
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7 obrazku €. 6.15 — 6.17 vyplyva, ze pokud jsme v oblasti odpuzovani pevného bodu

(X p1sYp1sZ P,I) rizné hodnoty parametru » vedou k jinému pevnému bodu, pokud

jsme vSak jiZ v oblasti pfitahovani pevného bodu (X P’Z,YP’Z,ZP’Z),Vedou obé

trajektorie do podobné oblasti, pouze posunuté o hodnotu danou z vypoctu polohy
(X,5.Y,,.Z,,) dle vztahu (6.37).

Smyslem ansamblovych piedpoveédi pro rizné hodnoty vnéjSich parametrii je
pak pravé odhalovani hodnot parametrii, vyvoldvajicich zménu atraktoru dané
trajektorie a uréovani moznych scénaii vyvoje a to i s védomim, Ze se hodnoty
vngj§ich parametrd mohou v prib&hu vyvoje meénit a systém tak vlastné¢ zadného

atraktoru  nedosdhne. = Vzdy vSak bude do  nékterého  sméfovat.
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7 Zaveér

Jako malo-dimenzionalni atmosférické modely jsme ptedstavili Lorenziv
konvektivni model z roku 1963 (viz [4]) a Lorenziv 1-dimenziondlni atmosféricky
model, ktery byl publikovan v ¢lanku [3] .

Pro numerické feSeni jsme zvolili Runge-Kuttovu metodu 4. stupné

s diskretizatni chybou O(A’)a urili jsme vhodny krok 4, ktery zajistuje stabilitu

metody. Obrazek ¢. 7.1 ukazuje pouzité a zamitnuté kroky pro oba piedstavené

modely.

model konvekce |1-dim. atm. model

krok 4 | stabilita | krok 4 | stabilita

0,01 NE 0,01 NE
0,005 | ANO | 0,005 | ANO

obrazek 7.1: Volba kroku A

Uvedli jsme diivody pro ensemblové predpoveédi meteorologickych modeld a
jako charakteristiku miry rozbihavosti dvou blizkych trajektorii ve stavovém prostoru
(skute¢ny a naméfeny stav) jsme definovali Ljapunoviv exponent. Obrazek ¢. 7.2
ukazuje ur¢ené hodnoty pro konvektivni model a obrazek ¢. 7.3 pro 1-dimenzionalni

atmosféricky model.

parametr]  globalni Ljapunovovy exponenty

r ﬂ.] ﬂ.g j«3
28 0,55 0 -14,25
22 -1,66 0 -12

Obrazek 7.2: Globalni Ljapunovovy exponenty pro model konvekce
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parametr| Globalni [japunovovy exponenty
F Aok | A2 10k A3,Iok Adlok
18 2,18 0 -2 -4
16 2,37 0 -2,04 -4,13

Obrazek 7.3: Lokalni Ljapunovovy exponenty pro 1-dim. atm. model

Podle [3] jsou hodnoty Ljapunovovych exponentti modelu Evropského centra
pro sttednédobou predpoveéd” (ECMWF) mezi 2,1 az 2,4 pro chybu urceni hodnot
v hladin¢ 500 hPa. Na obrazcich ¢. 7.4 — 7.7 je zobrazen vyvoj pertrubovanych
isohyps ve zminéné hlading 500 hPa v ¢ase 24, 72, 120 a 168 hodin.

Sun,0IZNOV20D3 00Z Val: Mon,23NOV2Z2ODI 002
500 hPa Geopolential (lsohypsen: 516 552 576 gpdam)

NS P

21 weherzanitolE
wE A FE I o

obrazek 7.4: Vyvoj pertrubovanych isohyps po 24 hodinach (pfevzato z [18])
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obrazek 7.5: Vyvoj pertrubovanych isohyps po 48 hodinach (pievzato z [18])

Init Sun D2MOVIC0S T0Z Val: Fri,07NOV2003 D02
500 hPa Geopotential (lsehypsen: 516 552 576 gpdam)

Betw: G- inmmene des 5 sen RGP
(£} Weternesiras
EETRLE oIl Y

obrazek 7.6: Vyvoj pertrubovanych isohyps po 120 hodinach (ptevzato z [18])
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" 500 hPa Vtir;oao.tc"n_imik {I;hh}-p;«s;éﬂ:‘ 516 552 576 gpdam)
[Tl WCOCE TR, [ T

obrazek 7.7: Vyvoj pertrubovanych isohyps po 168 hodinach (ptevzato z [18])

Déle jsme uvedli oblasti ¢asového vyvoje (pocateni a pozdni faze), kde
exponencialni rast pocateéni chyby dany Ljapunovovym exponentem nepopisuje
skute¢né chovani a na obrazcich ¢. 7.4 — 7.7 je patrné, Ze prib&h vyvoje odchylek je
téz dany konkrétni synoptickou situaci. Obrazky 7.4 — 7.7 vsak téz ukazuji
deterministické ptedpovédi k ensemblové, a to jak k vypoctu praimérné hodnoty, tak
k urCeni statistické pravdépodobnosti, zda dany jev nastane, ¢i nikoliv. VyuZijme
informaci z [18] a podivejme se na zavér na konkrétni hodnoty. Do piiblizn¢ 72
hodin je lepsi pouzit deterministickou piedpoved’ (pouziva lepsi rozlisSeni modelu).
Poté je vhodné vyuzit poznatki ansdmblové piedpoveédi. Predpovédni délka
pouzitelnosti se uvadi 7 dni. VSe je vSak op&t pramér a zavisi na konkrétni situaci.

Pti zkoumani klimatickych modelti jsme vychazeli ze skute¢nosti, Ze hledame
primérné hodnoty. Vyznam ansamblovych ptedpovédi jsme urcili v hledani typt a
polohy atraktorii (budouci scénafe) pro dané hodnoty vné&jsiho parametru
ovliviiyjiciho dany systém a v uréovani kritickych hodnot tohoto parametru, kdy

nastava prechod k jinému atraktoru. Obrazek ¢. 7.8 ukazuje zjisténé hodnoty pro
pevné body (X,,.Y,..Z,,). (X,5.Y0.Zp5)a (X,5.%,5.Z,, )urtené  vyrazy

(6.36 — 6.38) pro model konvekce.
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pevny bod parametr typ
r<I uzel
X1, Y 1,2,
s T 2p) r>1 sedlovy bod
r<l1 sedlovy bod
1 <r<1,346 uzel
X2, Y22, ’
X2 Xp220d) || 346 < 1 <2a7 spiralni uzel
r>24,74 chaoticka atraktor
r<l1 sedlovy bod
1 <r<1,346 uzel
X3, Y032, ’
K03 Y5329 |} 46 < <2474 spiralni uzel
r>24,74 chaoticka atraktor

Obrazek 7.8: Typy pevnych bodl v zavislosti na parametru » pro model konvekce

V dnesni dob¢ je snaha ukazat, ze dé€leni na ptedpoveédi v méfitkach dni a
rokli je umélé a je potieba vytvaiet Casové kontinuum. TéZ se uvazuje skute¢nost, ze
klima velkych métitek vytvaii prostiedi pro méfitka synoptickd a pro jevy malého
meéfitka, a ty opét ovliviiuji klima tj. prostorové kontinuum. Citujme praci [19], kde
je predstaveno ,, seamless prediction paradigma®: ,M¢titkova interakce, a to jak
Casova tak prostorova, je hlavnim rysem atmosférické a oceanské piedpoveédi.
Prace [19] téZ zpochybiiuje neuvazovani chyby uré¢ené pocate¢nimi podminkami pro
klimatické modely. Citujme:“ Pro klimatickou piedpoveéd’ neni piesné urceni
pocate¢nich podminek atmosféry rozhodujici. Pocateéni podminky ostatnich
subsystému klimatického systému, které nebyly podstatné pro meteorologickou
predpoved, ziskavaji na dulezitosti. Jedna se naptiklad o povrchovou teplotu moii a
oceanll, mnoZstvi tepla obsazeného ve sméSovaci vrstvé oceanli a rozlohu pokryti

sn¢hem a vegetaci®. Je patrné, Ze moznost zkoumani vétsi komplexity systému je

odvisla od vypocetni kapacity pocitact.
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9 PFilohy

Numerické vypocty a graficka zobrazeni byla vytvofena v prostifedi MAPLE.
,MAPLE je pocitacové prostiedi, které bylo vyvinuto na univerzit¢ Waterloo v
Kanadg¢, pro zjednoduseni a zrychleni vypoctli v matematice. Na rozdil od klasickych
programli pro numerické vypocty (napi. MATLAB - také obsahuje ndstroj pro
symbolické vypocéty) modeluje matematické operace se symbolickymi vyrazy.
MAPLE umoziiuje provadét jak symbolické a numerické vypocty, tak vytvaret grafy
funkci, programovat vlastni funkce ¢i procedury, ukladat data v n€kolika forméatech
(napt. LaTeX , HTML , RTF , MATHML, ...) a dokonce provadét export do
programovacich jazykt (napt. C, Fortran 77, ...).

Funkce implementované v MAPLE pokryvaji Sirokou oblast matematiky od
zékladl linearni algebry, diferencialnitho a integralniho poctu, pies diferencialni

rovnice, geometrii az k logice.” (ptevzato z [20])
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9.1 Runge-Kuttova metodu 4. stupné pro model konvekce

> restart;

with (LinearAlgebra) :
with (plots):

with (plottools) :
with (DEtools) :

ourrk4d := proc(fl::procedure, f2::procedure, £3::procedure,
inits:: [numeric,numeric,numeric], h::numeric, N::nonnegint)

local k, F1l1, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33, F41, F42,
F43, pointlist, x, y, z;

X := inits[1l];
y := inits[2];
z := inits[3];
pointlist := inits;

for k from 0 to N-1 do

Fll := evalf(h*fl(x, y, 2));
F21 evalf (h*fl(x + F11/2, y + Fl11/2, z + F11/2));

F31 := evalf(h*fl(x + F21/2, y + F21/2, z + F21/2));
F41 := evalf(h*fl(x + F31, v + F31, z + F31));

Fl12 := evalf (h*f2(x, y, 2));

F22 := evalf(h*f2(x + F12/2, y + Fl12/2, z + F12/2));
F32 := evalf (h*f2(x + F22/2, y + F22/2, z + F22/2));
F42 := evalf(h*f2(x + F32, y + F32, z + F32));

F13 := evalf (h*£f3(x, y, 2));

F23 := evalf(h*f3(x + F13/2, y + F13/2, z + F13/2));
F33 := evalf (h*f3(x + F23/2, y + F23/2, z + F23/2));
F43 := evalf (h*f3(x + F33, yv + F33, z + F33));

x := evalf(x + (Fl1l1l + 2*F21 + 2*F31 + F41)/6) ;

y := evalf(y + (F12 + 2*F22 + 2*F32 + F42)/6);

z := evalf(z + (F13 + 2*F23 + 2*F33 + F43)/6);
pointlist := pointlist, [x,y,z];

od;

[pointlist];

end:

fl := (X,Y,Z2) -> -10*X+10*Y:

f2 := (X,Y,Z2) -> -Z*X+(r)*X-Y:

£3 := (X,Y,Z2) -> Y¥Y*X-(8/3)*Z:

ourrk4 (f1,£f2,£f3,[-10,-10,0],0.001,50000) :

obrazek 9.1: Runge-Kuttova metodu 4. stupné pro model konvekce
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9.2 Stabilita Runge-Kuttovy metody pro model konvekce

> restart:
with (LinearAlgebra) :

pr:=proc(x::numeric,y: :numeric,z: :numeric,h: :numeric)

local J, vlecis,R, A,B,C, r, RL;

A[l1l]:=0;
A[2]:=0;
A[3]:=0;

for r from 0 to 50 do

J := <<-10,-z+0.1+10*r,y>|<10,-1,x>|<0,-x,-8/3>>;
vlicis:=evalf (Eigenvalues (J)) ;

R[1]:=h*vlcis[1]+((1/2)* (h*vlcis[1]1)*2)+((1/6)* (h*vlcis[1])~3)+(
(1/24) * (h*vlcis[1])*4) ;
R[2]:=h*vlcis[2]+((1/2) * (h*vlcis[2]1)*2)+((1/6) * (h*vlicis[2])~3)+(
(1/24) * (h*vlcis[2])*4) ;
R[3]:=h*vlcis[3]+((1/2)* (h*vlcis[3])*2)+((1/6)* (h*vlicis[3])*3)+(
(1/24) * (h*vlcis[3])*4) ;

RL[1]:=Re((R[1]*conjugate(R[1]))"(1/2));
RL[2]:=Re((R[2] *conjugate (R[2]))"(1/2)) ;
RL[3]:=Re((R[3]*conjugate(R[3]))"(1/2)) ;

if A[1] < RL[1]then
A[1]:=RL[1] fi;

if A[2] < RL[2]then
A[2]:=RL[2] fi;

if A[3] < RL[3]then
A[3]:=RL[3] fi;

od;
A;
end:

obrazek 9.2: Stabilita Runge-Kuttovy metody model konvekce (1. ¢ast)
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pX:=proc (¥X: :numeric, ZX: :numeric, hX: :numeric)
local XX, AX, KX;

AX[1]:=0;
AX[2]:=0;
AX[3]:=0;

for XX from 0 to 20 do
KX:=eval (pr (10*XX-100,Y¥X,ZX,hX)) ;
if AX[1l] < KX[l]then
AX[1]:=KX[1] fi;

if AX[2] < KX[2]then
AX[2]:=KX[2] fi;

if AX[3] < KX[3]then
AX[3]:=KX[3] fi;

od;

AX;

end:

pY:=proc(ZY: :numeric,hY¥: :numeric)
local YY, AY, KY;

AY[1]:=0;
AY[2]:=0;
AY[3]:=0;

for YY from 0 to 20 do
KY:=eval (pX(10*YY-100,2Y,hY)) ;
if AY[1] < KY[1l]then
AY[1]:=KY[1l] fi;

if AY[2] < KY[2]then
AY[2]:=KY[2] fi;

if AY[3] < KY[3]then
AY[3]:=KY[3] fi;

od;

AY;

end:

pPZ:=proc (hZ: :numeric)
local ZZ, AZ, KZ;

AZ[1]:=0;
AZ[2]:=0;
AZ[3]:=0;

for ZZ from 0 to 20 do
KZ:=eval (pY (10*ZZ-100,hZ)) ;
if AZ[1l] < KZ[l]then
AZ[1]:=KZ[1l] fi;

if AZ[2] < KZ[2]then
AZ[2]:=Kz[2] fi;

if AZ[3] < KZ[3]then
AZ[3]:=KZ[3] fi;

od;

AZ;

end:

eval (pz(0.001)) ;
eval (pZ (0.005)) ;
eval (pZ(0.01)) ;

obrazek 9.3: Stabilita Runge-Kuttovy metody model konvekce (2. ¢ast)
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9.3 Runge-Kuttova metodu 4. stupné pro 1-dim. atm. model

> restart;

with (LinearAlgebra) :
with (plots):

with (plottools):
with (DEtools) :

with (Statistics):

ourrk4d := proc(fl::procedure,
£3: :procedure,f4: :procedure,

N: :nonnegint)

local k, Fll1l, F12, Fl3, F21, F22, F23,
F43,F14 ,F24 ,F34,F44, pointlist, x, vy,
X := inits[1l];

y := inits[2];

z := inits[3];

v := inits[4];

pointlist := inits;

for k from 0 to N-1 do

inits:: [numeric,numeric,numeric,numeric],

f2: :procedure,

h: :numeric,

F31,
z, v;

F32, F33, F4l1, F42,

Fll := evalf(h*fl(x, y, z, Vv));

F21 := evalf(h*fl(x + F11/2, y + F11/2, z + Fl11/2, v + F11/2));
F31 := evalf(h*fl(x + F21/2, y + F21/2, z + F21/2, v + F21/2));
FA4l := evalf(h*fl(x + F31, v + F31, z + F31, v + F31));

Fl2 := evalf(h*f2(x, y, z, v));

F22 := evalf(h*f2(x + F12/2, y + F12/2, z + Fl12/2, v + F12/2));
F32 := evalf(h*f2(x + F22/2, y + F22/2, z + F22/2, v + F22/2));
F42 := evalf(h*f2(x + F32, yv + F32, z + F32,v + F32));

Fl3 := evalf (h*f3(x, vy, z, Vv));

F23 := evalf(h*£f3(x + F13/2, y + F13/2, z + F13/2, v + F13/2));
F33 := evalf(h*£f3(x + F23/2, y + F23/2, z + F23/2, v + F23/2));
FA3 := evalf (h*f3(x + F33, yv + F33, z + F33, v + F33));

Fl4 := evalf(h*fd(x, y, z, Vv));

F24 := evalf(h*fd4(x + F14/2, y + Fl14/2, z + Fl14/2, v + Fl14/2));
F34 := evalf(h*fd(x + F24/2, y + F24/2, z + F24/2, v + F24/2));
F44 := evalf(h*fd(x + F34, v + F34, z + F34, v + F34));

x := evalf(x + (F1l1 + 2*F21 + 2*F31 + F41)/6);

y := evalf(y + (F1l2 + 2*F22 + 2*F32 + F42)/6);

z := evalf(z + (F13 + 2*F23 + 2*F33 + F43)/6);

v := evalf(v + (F1l4 + 2*F24 + 2*F34 + F44)/6);

pointlist := pointlist,[x,y,z,Vv];

od;

[pointlist];

end:

ourrkd (£1,£2,£3,£4,

[2,-3,4,0],0.005,10000) ;

obrazek 9.4: Runge-Kuttova metodu 4. stupné pro 1-dim. atm. model
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9.4 Stabilita Runge-Kuttovy metody pro 1-dim. atm. model

> restart:
with (LinearAlgebra) :

pr:=proc(x::numeric,y: :numeric,z: :numeric,h: :numeric)

local J, vlecis,R, A,B,C, r, RL;

A[l1l]:=0;
A[2]:=0;
A[3]:=0;

for r from 0 to 20 do

J = <<L-1,-(-10+r)+z,-y,z>|<(-10+r) ,-1,-x+(-10+r) ,-z>|<- (-
10+r) ,x,-1,-y+x>|<-z+(-10+r) ,-x,-y,-1>>;
vlicis:=evalf (Eigenvalues (J)) ;

R[1]:=h*vlcis[1]+((1/2)* (h*vlcis[1]1)*2)+((1/6)* (h*vlcis[1])~3)+(
(1/24) * (h*vlcis[1])*4) ;
R[2] :=h*vlcis[2]+((1/2)* (h*vlcis[2])*2)+((1/6)* (h*vlicis[2])*3)+(
(1/24) * (h*vlcis[2])*4) ;
R[3]:=h*vlcis[3]+((1/2)* (h*vlcis[3]1)*2)+((1/6)* (h*vlicis[3])*3)+(
(1/24) * (h*vlcis[3])*4) ;

RL[1]:=Re((R[1]*conjugate(R[1]))"(1/2));
RL[2]:=Re((R[2] *conjugate (R[2]))"(1/2)) ;
RL[3]:=Re((R[3]*conjugate(R[3]))"(1/2)) ;

if A[1] < RL[1]then
A[1]:=RL[1] fi;

if A[2] < RL[2]then
A[2]:=RL[2] fi;

if A[3] < RL[3]then
A[3]:=RL[3] fi;

od;
A;
end:

obrazek 9.5: Stabilita Runge-Kuttovy metody pro 1-dim. atm. Model (1.¢4st)
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>pX:=proc (¥X: :numeric, ZX: :numeric, hX: :numeric)

local XX, AX, KX;
AX[1]:=0;
AX[2]:=0;
AX[3]:=0;

for XX from 0 to 20 do
KX:=eval (pr((-10+XX) ,¥X,ZX,hX)) ;
if AX[1] < KX[1l]then
AX[1]:=KX[1] fi;

if AX[2] < KX[2]then
AX[2]:=KX[2] fi;

if AX[3] < KX[3]then
AX[3]:=KX[3] fi;

od;

AX;

end:

pY:=proc(ZY: :numeric,h¥:

:numeric)

local YY, AY, KY;
AY[1]:=0;
AY[2]:=0;
AY[3]:=0;

for YY from 0 to 20 do
KY:=eval (pX((-10+YY) ,Z2Y,hY)) ;
if AY[1] < KY[1l]then
AY[1]:=KY[1l] fi;

if AY[2] < KY[2]then
AY[2]:=KY[2] fi;

if AY[3] < KY[3]then
AY[3]:=KY[3] fi;

od;

AY;

end:

pPZ:=proc (hZ: :numeric)

local ZZ, AZ, KZ;
AZ[1]:=0;
AZ[2]:=0;
AZ[3]:=0;

for ZZ from 0 to 20 do
KZ:=eval (pY((-10+2Z) ,hZ)) ;
if AZ[1l] < KZ[l]then
AZ[1]:=KzZ[1l] fi;

if AZ[2] < KZ[2]then
AZ[2]:=Kz[2] fi;

if AZ[3] < KZ[3]then
AZ[3]:=KZ[3] fi;

od;

AZ;

end:

eval (pZ(0.01)) ;
eval (pZ (0.005)) ;

obrazek 9.6: Stabilita Runge-Kuttovy metody pro 1-dim. atm. Model (2.¢4st)
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9.5 Ljapunovovy exponenty pro model konvekce

>polel: : [numeric,numeric]:
pole2: : [numeric,numeric]:
pole3:: [numeric,numeric]:
polel:=[0,1]:
pole2:=[0,1]:
pole3:=[0,1]:
pomocnal[l]:=1:
pomocnal[2] :=1:
pomocnal[3] :=1:

Grl:=polel:

Gr2:=pole2:

Gr3:=pole3:

r:=28:

f1 := (X,Y,Z2) -> -10*X+10*Y:
£2 := (X,Y,Z) -> -Z*X+(r)*X-Y:
£3 := (X,Y,2) -> Y*X-(8/3)*z:

PR := ourrk4(fl,f2,£f3,[-2,1,0],0.005,49999):
X:=PR[50000] :

for j from 1 to 10000 do
[[0.001,0,0],[0.001,0,01]:
[[0,0.001,0],[0,0.001,0]1]:
dx3:=[[0,0,0.001],[0,0,0.001]1]:

22
W

Pr := ourrkd (fl1,£f2,£f3,[X[1],X[2],X[3]1]1,0.001,499):
for i from 1 to 500 do

£10 := (dX,dY,dz) -> -10*dX+10*dY:
£20:= (dX,dY,dZ) -> r*dX-dY-dX*Pr[i,3]-Pr[i,1]*dz:
£30:= (dX,dY,dZ) -> dX*Pr[i,2]+Pr[i,1]*dY-(8/3)*dZ:

dX1 :=ourrk4(f10,£f20,£30,[dX1[2,1],dX1[2,2],dX1[2,3]],0.001,1);

dX2 := ourrk4(£10,£20,£f30,[dX2[2,1],dX2[2,2],dX2[2,3]1]1,0.001,1) ;
dX3 := ourrk4 (£10,£20,£f30,[dX3[2,1],dX3[2,2],dX3[2,3]1]1,0.001,1);
od;

Ol:= <dX1[2,1],dX1[2,2],dX1[2,3]>:
02:= <dX2[2,1],dX2[2,2],dX2[2,3]>:
03:= <dX3[2,1],dX3[2,2],dX3[2,3]>:

obrazek 9.7: Ljapunovovy exponenty pro model konvekce (1.¢ast)
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L[3,1]:=((01[1]72+01[2]1"2+01[3]"2)"(0.5)):

NO1[1]:= O1[1]/L[j,1]:
NO1l[2]:= O1[2]/L[j,1]:
NO1[3]:= O1[3]/L[]j,1]:

NO1:=<NO1[1],NO1[2],NO1[3]>:

NO20:=02 - (O2[1]*NO1[1]+02[2]*NO1[2]+02[3]*NO1[3]) *NO1:

L[j,2]:=((NO20[1]"2+NO20[2]*2+NO20[3]172)"(0.5)):
NO2[1]:= NO20[1]/L[3,2]:
NO2[2]:= NO20[2]/L[3j,2]:
NO2[3]:= NO20[3]/L[3j,2]:

NO2:=<NO2[1] ,NO2[2] ,NO2[3]>:

NO30:=03 - (O3[1]*NO1[1]+03[2]*NO1[2]+03[3]*NO1[3]) *NO1 -
(O3[1]1*NO2[1]+03[2]*NO2[2]+03[3]*NO2[3]) *NO2:

L[j,3]:=((NO30[1]"2+NO30[2]*2+NO30[3]"2)"(0.5)):
NO3[1]:= NO30[1]/L[j,3]:
NO3[2]:= NO30[2]/L[]j,3]:
NO3[3]:= NO30[3]/L[3j,3]:

NO3:=<NO3[1],NO3[2],NO3[3]>:

Lmax[1]:=(L[j,1]1/0.001) *pomocnaL[1l]:
Lmax[2]:=(L[3,2]/0.001) *pomocnaL[2]:
ILmax[3]:=(L[3,3]1/0.001) *pomocnaL[3]:

pomocnaL[l] :=Lmax[1]:
pomocnaL[2] :=Lmax[2]:
pomocnaL[3] :=Lmax[3]:

t:=0.5%7:

Ljl:=1ln(Lmax[1])/t:
Lj2:=1n(Lmax[2])/t:
Lj3:=1n(Lmax[3])/t:

Grl:
Gr2:
Gr3:

Grl,[t,Ljl]:
Gr2,[t,Lj2]:
Gr3,[t,Lj3]:

X:=Pr[500]:

od:

A:=[Grl]:

B:=[Gr2]:

C:=[Gr3]:

pointplot (A,axes=normal, colour=black, connect=true) ;
pointplot (B, axes=normal, colour=black, connect=true)
pointplot(C, axes=normal, colour=black, connect=true)

Grl[10001];
Gr2[10001];
Gr3[10001];

obrazek 9.8: Ljapunovovy exponenty pro model konvekce (2.¢4st)
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9.6 Ljapunovovy exponenty pro 1-dim. atm. Model

>polel: : [numeric,numeric]:

pole2
pole3
poled
polel:=[0,1]:
pole2:=[0,1]:
pole3:=[0,1]:
poled:=[0,1]:

:: [numeric,numeric] :
:: [numeric,numeric]:
:: [numeric,numeric]:

—Z*V+V*Y-X+r:
~V*X+X*Z-Y+r:
-X*Y+Y*V-Z+r:
-Y*Z+Z*X-V+r:

£f3,f4,[-2,1,0,1]1,0.005,49999):

:=[[0.001,0,0,0],[0.001,0,0,01]:
:=[[0,0.001,0,0],[0,0.001,0,017:
:=[[0,0,0.001,0],[0,0,0.001,01]:
:=[[0,0,0,0.001],[0,0,0,0.0011]:
ourrk4d (f1,£f2,£3,£f4, [X[1],X[2],X[3],X[4]1]1,0.001,499):

-> -dX+Pr[i,4]*dY-Pr[i,4]*dz+ (-
-> (-Pr[i,4]1+Pr[i,3])*dX-dY+Pr[i,1]*dzZ-
-> -Pr[i,2]*dX+ (-Pr[i,1]+Pr[i,4]) *dY-

-> Pr[i,3]*dX-Pr[i,3]*dY+ (-

ourrk4 (£10,£20,£30,f40, [dX1[2,1] ,dX1[2,2] ,dX1[2,3],dX1[2,4]]1,0.0

ourrk4 (£10,£20,£30,£40, [dX2[2,1] ,dX2[2,2] ,dX2[2,3] ,dX2[2,4]1],0.0

ourrk4 (£10,£20,£30,f40, [dX3[2,1] ,dX3[2,2] ,dX3[2,3],dX3[2,4]1,0.0

ourrkd (£10,£20,£30,f40, [dX4[2,1],dX4[2,2],dX4[2,3],d%X4[2,4]11,0.0

<dX1[2,1]1,dX1[2,2],dX1[2,3],dX1[2,4]>:
<dX2[2,1]1,dX2[2,2],dX2[2,3],dX2[2,4]>:
<dX3[2,1],dX3[2,2],dX3[2,3],dX3[2,4]1>:
<dX4[2,1]1,dX4[2,2],dX4[2,3],dX4[2,4]1>:

pomocnal[l]:=1:
pomocnaL[2] :=
pomocnaL[3] : =
pomocnal.[4] :=1:
Grl:=polel:
Gr2:=pole2:
Gr3:=pole3:
Gr4d:=poled:

r:=15:

f1 := (X,Y¥,2,V) ->
f2 = (X,Y,2,V) ->
£3 := (X,Y,Z,V) ->
f4 := (X,Y,2,V) ->
PR := ourrk4d (fl,f2,
X:=PR[50000]:

for j from 1 to 10000 do
dx1

dx2

dx3

dx4

Pr :=

for i from 1 to 500 do
f10 := (dX,dY,dz,dv)
Pr[i,3]+Pr[i,2]) *dV:
£20:= (dX,dY,dZ,dv)
Pr[i,1]*dv:

£30:= (dX,dY,dz,dv)
dZ+Pr[i,2] *dV:
£40:= (dX,dY,dZ,dv)
Pr[i,2]+Pr[i,1]) *dZ-dV:
dX1 :=

01,1);

dx2 :=

01,1);

dX3 :=

01,1);

dx4 :=

01,1);

od;

Ol:=

02:=

03:=

04:=

obrazek 9.9: Ljapunovovy exponenty pro 1-dim. atm. model (1.¢ast)
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L[3,1]:=((01[1]72+01[2]1"2+01[3]"2+01[4]72)~(0.5)):

NO1[1]:= O1[1]/L[j,1]:
NO1l[2]:= O1[2]/L[j,1]:
NO1[3]:= O1[3]/L[]j,1]:
NO1[4]:= 01[4]/L[]j,1]:

NO1:=<NO1[1],NO1[2],NO1[3],NO1[4]>:
NO20:=02 -
(02[1]*NO1[1]+02[2]*NO1[2]+02[3]*NO1[3]+02[4]*NO1[4]) *NO1:

L[j,2]:=((NO20[1]"2+NO20[2]*2+NO20[3]"2+NO20[4]"2)"(0.5)):
NO2[1]:= NO20[1]/L[3,2]:
NO2[2]:= NO20[2]/L[3j,2]:
NO2[3]:= NO20[3]1/L[j,2]:
NO2[4]:= NO20[4]1/L[]j,2]:

NO2:=<NO2[1],NO2[2] ,NO2[3] ,NO2[4]>:

NO30:=03 -
(O3[1]*NO1[1]+03[2]*NO1[2]+O03[3]*NO1[3]+03[4]*NO1[4]) *NO1
(O3[1]*NO2[1]+03[2]*NO2[2]+03[3]*NO2[3]+03[4]*NO2[4]) *NO2:
L[j,3]:=((NO30[1]*2+NO30[2]~2+NO30[3]"2+NO30[4]72)~(0.5)):

NO3[1]:= NO30[1]/L[3,3]:
NO3[2]:= NO30[2]/L[3,3]:
NO3[3]:= NO30[3]/L[3j,3]:
NO3[4]:= NO30[4]/L[]j,3]:

NO3:=<NO3[1],NO3[2],NO3[3],NO3[4]>:

NO40:=04 -
(O4[1]*NO1[1]+04[2]*NO1[2]+O04[3]*NO1[3]+04[4]*NO1[4]) *NO1
(O4[1]*NO2[1]+04[2] *NO2[2]+04[3] *NO2[3]+O04[4]*NO2[4]) *NO2
(O4[1]*NO3[1]+04[2] *NO3[2]+O04[3] *NO3[3]+04[4]*NO3[4]) *NO3:

L[j,4]:=((NO40[1]72+NO40[2]"2+NO40[3]"2+N040[4]172)~(0.5)):
NO4[1]:= NO30[1]/L[3j,4]:
NO4[2]:= NO30[2]/L[]j,4]:
NO4[3]:= NO30[3]/L[]j,4]:
NO4[4]:= NO30[4]1/L[]j,4]:

NO4:=<NO4[1],NO4[2],NO4A[3] ,NO4[4]>:
Imax[1]:=(L[j,1]1/0.001) *pomocnaL[1l]:
ILmax[2]:=(L[3,2]/0.001) *pomocnaL[2]:
ILmax[3]:=(L[3,3]1/0.001) *pomocnaL[3]:
Lmax[4]:=(L[j,4]1/0.001) *pomocnaL[4]:
pomocnaL[l] :=Lmax[1]:

pomocnaL[2] :=Lmax[2]:

pomocnaL[3] :=Lmax[3]:

pomocnaL[4] :=Lmax[4]:

t:=0.5%7:

Ljl:=1n(Lmax[1])/t:

Lj2:=1n(1) /t:

Lj3:=1n(Lmax[3]) /t:

Lj4:=1n(Lmax[4] *Lmax[2]) /t:

Grl:= Grl,[t,Ljl]:
Gr2:= Gr2,[t,Lj2]:
Gr3:= Gr3,[t,Lj3]:
Grd:= Gr4,[t,Lj4d]:
X:=Pr[500]:

od:

A:=[Grl]: B:=[Gr2]: C:=[Gr3]: E:=[Gr4d]:

pointplot (A,axes=normal, colour=black, connect=true) ;
pointplot (B, axes=normal, colour=black, connect=true)
pointplot(C, axes=normal, colour=black, connect=true)
pointplot (E, axes=normal, colour=black, connect=true) ;

Grl[10001]; Gr2[10001]; Gr3[10001]; Gr4[10001];

obrazek 9.10: Ljapunovovy exponenty pro 1-dim. atm. model (2.¢ast)
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9.7 Pocatecni rist smérodatné odchylky

>ch := proc( N::numeric, S::numeric, K::numeric,
inits:: [numeric,numeric,numeric,numeric] )
local m,e,r,fl,£f2,£3,f4,x1,x2 ,pomocna:

r:=18:

£l := (X,Y,%,V) -> -Z*V+V*Y-X+r:
£2 := (X,Y,Z,V) -> -V*X+X*Z-Y+r:
£3 := (X,Y,Z,V) -> -X*Y+Y*V-Z+r:
f4 := (X,Y,Z2,V) -> -Y*Z+Z*X-V+r:

x1[0] [K+1l] :=inits:

pomocna:=0:

for m from 1 to S do

x1[m] := ourrk4(fl,f2,£f3,f4,x1[m-1][K+1],0.005,K):

x2[m] :=
[¥x1[m][1,1]+0.001,x1[m][1,2]+0.001,x1[m][1,3]+0.001,x1[m][1,4]40
.0017]:

x2[m] := ourrk4d (f1,f2,£3,f4,x2[m],0.005,K):

e[m] [N]:=(((x1[m][N,1]-x2[m] [N,1])"2 + (x1[m][N,2]-x2[m][N,2])"2
+ (x1[m][N,3]-%x2[m] [N,3])"2 + (x1[m][N,4]-

x2[m] [N,4])"2)/4)"(0.5):

e[N] :=(e[m] [N]+pomocna* (m-1)) / (m) :

pomocna:=e[N]

od;

e[N]

end:

r:=18:
fl :=
f2 :=
£3
f4

—-> —Z*V+V*Y-X+r:
—-> -V*X+X*Z-Y+r:
—-> —X*Y+Y*V-Z+r:
=-> -Y*Z+Z*X-V+r:

4

4

X,Y
X,Y,
X,Y
X,Y

4

s:=1000:

k:=150:

X1[2]:=[1,2,3,4]:

for j from 1 to 50000 do

X1l:= ourrk4d (f1,£f2,£3,f4,X1[2],0.005,1):
od:

for n from 1 to k+1 do
e[n]:=ch(n,s,k,X1[2]):;
od:

A:=pointplot({seq([0.6* (n-1) ,e[n]],n=1..151) } ,axes=normal,
colour=black, symbol=point, symbolsize=100) :
B:=pointplot({seq([0.6* (n-1) ,0.001*exp(2.37*0.6* (n-

1) /120)],n=1..151) } ,axes=normal,

colour=red, symbol=point, symbolsize=100) :

display([A,B]) ;

C:=pointplot({seq([0.6* (n-

1) ,1n(e[n]/0.001)],n=1..151) } ,axes=normal,
colour=black, symbol=point, symbolsize=100) :
E:=pointplot({seq([0.6* (n-1) ,2.37*0.6* (n—
1) /120] ,n=1..151) } ,axes=normal,
colour=red, symbol=point, symbolsize=100) :
display ([C,E]);

obrazek 9.11: Pocate¢ni rist smérodatné odchylky
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9.8 Bifurkaéni diagram

> restart;

with (LinearAlgebra) :
with (plots):

with (plottools):
with (DEtools) :

ourrk4 := proc(fl::procedure, f2::procedure, £f3::procedure,
inits:: [numeric,numeric],¥0: :numeric,Z0:  :numeric, h::numeric,
N: :nonnegint)

local k, F1l1, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33, F41, F42,
F43, pointlist,zobraz, x, y, z,r0;

r0 := inits[1l];

X := inits[2];

y = YO0;

z := Z0;

pointlist := inits;

for k from 0 to N-1-1000 do

Fll := evalf(h*fl(x, v, z)):

F21 := evalf(h*fl(x + F11/2, y + F11/2, z + F11/2));
F31 := evalf(h*fl(x + F21/2, y + F21/2, z + F21/2));
F41 := evalf(h*fl(x + F31, y + F31, z + F31));

Fl12 := evalf(h*f2(x, vy, z)):;

F22 := evalf(h*f2(x + F12/2, y + F12/2, z + F12/2));
F32 := evalf(h*f2(x + F22/2, y + F22/2, z + F22/2));
F42 := evalf(h*f2(x + F32, y + F32, z + F32));

F13 := evalf (h*f3(x, v, z)):

F23 := evalf(h*£f3(x + F13/2, y + F13/2, z + F13/2));
F33 := evalf(h*£f3(x + F23/2, y + F23/2, z + F23/2));
FA3 := evalf (h*f3(x + F33, y + F33, z + F33));

x := evalf(x + (Fl1l + 2*F21 + 2*F31 + F41)/6);

y := evalf(y + (F1l2 + 2*F22 + 2*F32 + F42)/6);

z := evalf(z + (F13 + 2*F23 + 2*F33 + F43)/6);

od;

obrazek 9.11: Pocate¢ni rist smérodatné odchylky (1.¢4ast)
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for k from N-1000 to N-1 do

Fll := evalf(h*fl(x, vy, z)):

F21 := evalf(h*fl(x + F11/2, y + F11/2, z + F11/2));
F31 := evalf(h*fl(x + F21/2, y + F21/2, z + F21/2));
F4l := evalf(h*fl(x + F31, yv + F31, z + F31));

Fl2 := evalf(h*f2(x, vy, z)):

F22 := evalf(h*f2(x + F12/2, y + F12/2, z + F12/2));
F32 := evalf(h*f2(x + F22/2, y + F22/2, z + F22/2));
F42 := evalf(h*f2(x + F32, yv + F32, z + F32));

Fl3 := evalf (h*f3(x, vy, z)):

F23 := evalf(h*£f3(x + F13/2, y + F13/2, z + F13/2));
F33 := evalf(h*£f3(x + F23/2, y + F23/2, z + F23/2));
FA3 := evalf (h*f3(x + F33, yv + F33, z + F33));

x := evalf(x + (F1l1 + 2*F21 + 2*F31 + F41)/6);

y := evalf(y + (F1l2 + 2*F22 + 2*F32 + F42)/6);

z evalf(z + (F13 + 2*F23 + 2*F33 + F43)/6);

pointlist := pointlist, [r0,x];

od;

[pointlist];

end:

for i from 0 to 100 do

fl := (X,Y,2) -> -10*X+10*Y:

f2 := (X,Y,2) -> -Z*X+(0.1+1*%i)*X-Y:
£3 := (X,Y,Z) -> Y*X-(8/3)*Z:

P := ourrk4(fl,£f2,£f3,[0.1+1*%1,0.001],0.001,0.001,0.005,10000):
A[i] :=pointplot (P, axes=normal,

colour=black, symbol=point, symbolsize=5) :

od:

display ([seq(A[i],i=0..100)1) ;

obrazek 9.12: Pocate¢ni rist smérodatné odchylky (2.¢4st)
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