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Annotation

Students of economics at universities are at an early stage made familiar with the concept of
ordinary differential equations (ODE) and they are also presented essential methods leading to
their solutions. In the first year of their studies students have no experience of how ODE can be
used in the field of economics. A mathematics teacher is therefore confronted with such questions
as: Why should economists study and master ordinary differential equations? Where can ordinary
differential equations be used in economics? The aims of the submitted work titled "Ordinary
Differential Equations and Their Applications in Economics" are

e to show that the concept of ODE can be useful in economic phenomena modelling,
e to find such fields in the theory of economics in which the concept of ODE is typically used,

e to use the theory of ODE for selected economic models and to interpret the obtained solu-
tions.

Economics dynamics is a study of how economics variables develop in time. This work gives a
survey of mathematical methods commonly used in this field. Once the category of time is added
into a model of economics, it is sometimes necessary to reduce the complexity of the model in
another direction, and therefore only a qualitative solution to the given problem is obtained.

Models formulated in the first chapter of this work are used in the subject called Mathematics
II, taught by the author at the Faculty of Informatics and Management University of Hradec
Kralové. In this chapter there are also formulated three problems that are further evolved and
generalized in the following chapters of this work, which particularly mean: the advertising model
by Vidale and Wolfe, the multiplier accelerator model by Phillips and the growth model by Solow.
For convenience, basic definitions and theorems of the theory of ODE are introduced in the second
chapter. In this chapter it is possible to find the concept of classical solution to ODE or the concept
of generalized solution to ODE, which are necessary to be considered if one works with an optimal
control problem. Unlike the first chapter, more demanding economic problems are described in
the third chapter. For example, Poincaré - Bendixson ‘s theorem or existence theorem for Hopf
bifurcation are used there to establish a cyclical behaviour of a variable. Getting acquainted with
problems of economic dynamics, quite a large amount of economic problems are found - formulated
as optimal control problems. This is the reason why the fourth chapter presents elements of the
optimal control theory. Concretely, it presents necessary conditions to the solution of the optimal
control problems, called Maximum Principle of Pontryagin. We present there a proof of Lagrange
problem and a proof of Maximum Principle of Pontryagin for the basic control problem. In contrast
to the literature for economists, more exact proofs are given. The last chapter is devoted to elements
of the theory of the economic growth. A mathematical approach to this problem is given there,
and the theory of ODE and the optimal control theory are used together.
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Uvod

V zékladnich kurzech matematiky na vysoké Skole se studenti ekonomie nebo manage-
mentu seznamuji s pojmem obyc¢ejné diferencialni rovnice a osvojuji si nékteré elementarni
metody pro jejich feSeni. Soub&Zzné s matematikou studuji také ekonomickou teorii, ktera je
Casto vykladana pomoci grafi, srv. [31], [20] nebo [54], a kde je vyvoj ekonomickych veli¢in
popisovan slovné bez vyuziti matematického aparatu. To znamené, Ze studenti ekonomie
nemaji v prvnim roce svého studia, na rozdil od studentii pifirodovédnych nebo technic-
kych oborti, predstavu o tom, jak lze diferenciélni rovnice pouzit, a u¢itel matematiky byva
postaven pied otazky nasledujiciho charakteru: Pro¢ potfebuji ekonomové rozumét diferen-
cialnim rovnicim? K ¢emu se diferenciélni rovnice v ekonomii pouzivaji? Jeden z duvodi,
pro¢ tato préace vznikla, byla praktickd potfeba motivovat studenty Fakulty informatiky
a managementu Univerzity Hradec Kralové, kde autor vyucuje predméty Zaklady mate-
matiky 1 a Zaklady matematiky 2, ke studiu obycéejnych diferencialnich rovnic, s jejichz
pouzitim se setkaji az mnohem pozdéji v nékterych vybérovych prednaskach. Predklddana
prace si klade tyto cile:

e Ukéazat, Zze diferencialni rovnice maji v kurzech matematiky pro ekonomy své misto
a ze Ffada ekonomickych vztahii mtuze byt pomoci diferencidlnich rovnic vyjadiena.

e Nalézt takové oblasti ekonomie, které jsou pro pouziti obyCejnych diferencidlnich
rovnic typické. Uplné splnéni tohoto cile by si vyzadalo sepsani pomérné rozsahlé
monografie, v této praci se soustfedime pouze na vybrané problémy.

e Pro vybrané ekonomické problémy pouzit teorii obycejnych diferencidlnich rovnic a
prislusné reseni interpretovat.

V ekonomii jsou formulovany rizné modely spolecenskych jevi, které slouzi k zjednoduse-
nému popisu zkoumané reality. V této praci se budeme zabyvat takovymi modely, které
neobsahuji ndhodné veli¢iny, tj. jsou deterministické, a takovymi modely, které obsahuji
¢as, tj. jsou dynamické. Protoze budeme pracovat vyhradné se spojitymi funkcemi, resp.
spojité diferencovatelndmi funkcemi, pijde o spojité modely, které budou reprezentovany
oby¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi. Rizné duvody, pro¢ je uZiteéné popisovat zkoumané
jevy matematickymi modely, jsou uvedeny v [39]. Z tohoto prehledu je pro nas text du-
lezité, ze modely umoznuji interpretovat nékteré teorie a tvori jisty spojovaci ¢lanek mezi
teorif a skutecnosti a Ze modely umoznuji experimentovat tam, kde je experiment na real-
ném objektu nehospodéarny, napft. v oblasti fizeni ekonomickych celkii. Vzhledem k tomu,
ze jsou spolecenské jevy tvofeny komplikovanymi vztahy, bude v nékterych piipadech tieba
pristoupit ke znaénym zjednoduSenim. Takto zjednoduSené modely pak nelze pouzit pro
presné predpovédi budouciho chovani veli¢in, mohou vSak byt pouzity pro kvalitativni od-



had ¢asového vyvoje veli¢in. Pfijmeme tedy charakteristiku, kterou v roce 1969 v ¢asopisu
Science podal M. KAC (jedna se o preklad textu citovaného v [89]):

Ve vétsiné piipadtu jsou modely pouze karikatury reality. Jsou-li v8ak dobré,
pak, podobné jako dobré karikatury, zobrazuji, i kdyZ ponékud zkreslené, rysy
realného svéta. Hlavn{ role takovych modelt neni ani tak dopodrobna vysvétlit
nebo predpovidat —i kdyZ to je hlavnim poslanim védy — jako spiS popularizovat
mysleni a klast presné otazky.

Prace je usporddana do péti kapitol. V prvni kapitole jsou uvedeny jednoduché modely,
které vedou prevazné na linearni diferencidlni rovnice prvniho nebo druhého fadu. Jedna
se o tulohy, které lze piimo vyuzit pifi vyuce v zakladnich kurzech matematiky pro eko-
nomy nebo manazery. Pfi zpracovani této kapitoly bylo pouZito mnoho zdroju, za hlavni
lze povazovat [42], [85], [9], [35], [3] a [32]. V druhé kapitole je uveden piehled pojmi
z teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Vybér je proveden s ohledem na pouziti této
teorie v dalsich kapitolach a vychazi hlavné z [4] a [40]. Mimo jiné zde je vénovéana po-
zornost definicim FeSeni obycejné diferencialni rovnice. Vyjasnéni tohoto pojmu je dulezité
s ohledem na aplikace v teorii optimélniho Tizeni. Ve tfeti kapitole jsou popsany spojité
dynamické modely dil¢i a vS8eobecné rovnovahy. Déle jsou zde uvedeny modely, které se
zabyvaji hospodarskymi cykly. Pro evidenci téchto cyklu je vyuzita Poincaré-Bendixsonova
véta nebo je ukazéno, ze prislusné diferencialni rovnice muze byt transformovéna na Li-
énardovu soustavu. V zaveéru této kapitoly je uveden model popisujici reklamni strategii
firmy, ktery vyuziva existen¢ni vétu o Hopfové bifurkaci. Za hlavni zdroje této kapitoly
Ize oznadit [84], [23], [24], [49] a [22]. Ctvrta kapitola se vénuje tloze optimélniho Fizeni.
Ulohy tohoto typu se vyskytuji v réiznych oblastech ekonomie a souvisi s hledanim opti-
mélniho vyvoje ekonomickych veli¢in. V textu této kapitoly jsou uvedeny nutné podminky
pro feSeni tlohy optimélniho Fizeni, které jsou souhrnné oznacovany nazvem Pontrjaginiv
princip maxima. Je zde také ukazano jejich pouziti v konkrétnich modelech. Pfi zpracovani
této kapitoly byly pouzity hlavné [1] a [37]|. Pata kapitola se soustfedi na zakladni rysy a
modely ekonomického riistu. Diferencialni rovnice a teorie optimalniho fizeni nasly v této
oblasti ekonomie zna¢né uplatnéni a neustale hraji vyznamnou tlohu v rozvoji této teorie.
Prispivaji tak k nalezeni aspektii, které s ekonomickym ristem souvisi. Ziskané vysledky
se pak promitaji do praktického Zivota v organizaci ekonomickych celki. Text kapitoly se
tyka hlavné matematického popisu historickych modeli teorie ristu. Tato ¢ast textu vy-
chézi hlavné z [6] a [77].

Autorovi neni znamo, ze v Ceské literatufe existuje podobny text, proto se domniva, Ze
pro ucitele matematiky, ktefi na vysokych gkolach vyucuji v kurzech diferencialnich rovnic
pro ekonomy, je predkladany text piinosny. V cizojazycné literatufe lze za texty, které se
zabyvaji podobnou problematikou, pokladat [24] a [76]. Vzhledem k rozsahu lze sice tyto
texty povazovat za uplnéjsi, na druhé strané vSak predklddany text nabizi podrobnéjsi
a matematicky pfesnéjsi popis vybranych modeli. Podle obsahu a zpracovani lze soudit,
ze predkladany text je text mezioborovy a proto lze ocekavat, Zze muze byt pfinosny jak
pro ekonomy, ktefi se zabyvaji teorii ekonomického ristu nebo teorif hospodaiskych cykl,
tak pro matematiky, ktefi se zajimaji o moznost aplikaci teorie oby¢ejnych diferencialnich
rovnic.



Kapitola 1

Elementarni aplikace obycejnych
diferencialnich rovnic v ekonomii.

Ekonomie zkouma, jak rtizné spole¢nosti vyuzivaji vzacné zdroje k vyrobé uziteénych a
zddanych komodit a jak je rozdéluji mezi razné skupiny, srv. [73|. Podle [42] si svét eko-
nomiky muzeme predstavit jako skupinu firem, domécnosti a dalsich instituci jako vlada,
nevladni instituce a bankovni systém. Mezi témito skupinami a jednotlivci existuji vztahy
reprezentované toky zbozi, sluzeb, penéz a informaci. Vzajemna komunikace se uskuteciuje
pomoci riznych trhi. Na trhu se rozhoduje kolik zbozi je Zadano a nabizeno. Za kolik jsou
kupujici ochotni dané zbozi koupit a za kolik ho jsou prodévajici ochotni prodat. Kromé
této vymeény informaci dochazi k technickému pokroku, kdy jsou nové vyrobky vyrabény
pomoci novych objevi v technickych védéach nebo ve fyzice. To vSe se odehrava v case,
takze vétsina procest, které se v ekonomii uskute¢iuji mé svij vyvoj. Pii ¢asovém vyvoji
nas zajima pohyb, tj. Casové zmény ekonomickych veli¢in, a pfi¢iny tohoto pohybu. Sou-
hrnné Ize mluvit o dynamice procesi ekonomického systému.

Jako model evoluéniho procesu lze vyhodné vyuzit diferencialni rovnice. Ekonomické ve-
li¢iny vSak nabyvaji celoCiselnych hodnot piipadné hodnot racionalnich s nékolika mé&lo
desetinnymi ¢isly. Vyvoj takovych veli¢in zifejmé nelze popsat spojitou nebo dokonce di-
ferencovatelnou funkci, kterd predstavuje feSeni diferenciélni rovnice. V piipadé, Ze vSak
je jednotka dostateéné mala vzhledem k celku, lze tyto veli¢iny diferencovatelnou funkci
aproximovat. V nasledujicim textu to budeme délat, aniz bychom pravé uvednou tvahu
opakovali.

Dojde-li k méfeni néjaké sledované ekonomicky zajimavé veli¢iny, ziskime zpravidla po-
sloupnost hodnot. Navic sbér dat pro méreni nelze uskutecnit v kratké dobé. Rozhodnuti,
ktera na zakladé namérenych hodnot ¢inime se také odehravaji v diskrétnich ¢asovych oka-
mzicich a nikoliv spojité. To nés i v tomto pfipadé vede k tomu, Ze ekonomické veli¢iny
nebo procesy lze stézi popsat spojitou funkci, ale spiSe posloupnosti. Nicméné, podobné
jako v pfedchozim odstavci budeme predpokladat, Ze jednotka ¢asu je dostatetné malé
vzhledem k celkové délce procesu, kdy sledujeme danou veli¢inu a spojita funkce je dobrou
aproximaci namérenych hodnot v diskrétnich ¢asovych okamzicich.

Pokud bychom uvazovali procesy v diskrétnim ¢ase, jako model bychom pouzili diferen¢ni
rovnice, to v8ak neni piipad tohoto textu. Na mnoha mistech v8ak diferenéni rovnice for-
mulovat budeme, pomoci limitniho procesu vSak posléze napiSeme diferencialni rovnici.



Zmény ekonomickych veli¢in jsou zpravidla vyjadfovany pomoci pfiristkti nebo pomoci
relativnich prirastki. Nékteré sledované veli¢iny maji charakter toku, tj. jejich rozmér je
urc¢ité mnozstvi za jednotku ¢asu — napf. narodni dichod, spotieba, investice. O takovych
veli¢inach bychom meéli hovofit jako o okamzZitych intenzitdch — tedy méli bychom napf.
fikat intenzita narodniho dichodu, intenzita spotfeby, intenzita investic. Obvykle se vSak
toto slovni spojeni nepouziva a ani v tomto textu nebude takto pouzito.

V nésledujicim textu budeme uvazovat obycejné diferencialni rovnice ve tvaru

T = f(t>$)7

kde & = dz/dt vyjadfuje derivaci podle proménné ¢t a f : G — R™ je spojita funkce na
oteviené mnoziné G C R"*!. Proménna t € R obvykle predstavuje ¢as a funkce = z(t) €
R™ reprezentuje ¢asovy vyvoj sledované veli¢iny. Pojem feSen{ uvedené rovnice je upfesnén
v sekei 2.1. Prvni derivace podle ¢asu #(t) predstavuje rychlost zmény sledované velic¢iny v
¢ase t nebo tempo zmény v Case t. Casto byvéa také interpretoviana jako okamzity prirustek
dané veli¢iny (muZe byt kladny i zaporny) v Case t. Podil &(t)/xz(t) piedstavuje okamzity
relativni prirtstek. Druhé derivace 3(t) pak predstavuje zrychleni sledované velic¢iny v ¢ase
t. Budeme také pracovat s poc¢atecnim problémem ve tvaru

= f(t,x), x(ty) = xo.

Podrobnéjsi popis problému lze nalézt v kapitole 2.

1.1 Malé modely

V této sekci popiseme nékteré malé modely, které se vztahuji k ekonomickym problémtm
a které vedou k jednoduchym diferencialnim rovnicim. Daji se vyuzit jako motivacni nebo
problémové tlohy pii vyuce diferencidlnich rovnic v kurzech matematiky pro ekonomy,
manazery nebo informatiky. Autor nékteré z nich vyuzil v [25], kde jsou vyloZeny elemen-
tarni metody FeSeni oby¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho a druhého rfddu. Konkrétné
metoda separace proménnych, metody feSeni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu a
metoda TeSeni linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty. V né-
sledujicich oddilech je popséno spojité aroceni vkladu, jev inflace, funkce poptavky, ¢asovy
prubéh zapominani a uceni se, zékladni model pro reklamu jistého typu zbozi a vyjadfeni
absolutni a relativni miry averze k riziku. Zpuasob odvozeni diferencialnich rovnic, ktery
bude pouzit, navazuje na [79].

1.1.1 Spojité aroceni

Pijéi-li neékdo nékomu penize, pozaduje za tuto sluzbu zaplatit. Urok je ¢astka, kterou
ziskava véritel od dluznika jako odménu za pujéeni penéz. Hodnota troku se obvykle urcuje
pomoci drokové miry, kterd vyjadiuje relativni velikost hodnoty troku vzhledem k hodnoté
zapujcené Castky. Zptsob, jakym jsou véfiteli zapocitavany taroky k zapujcené Céstce, se
nazyva urocent.

Lze Tici, ze Groceni patii mezi zékladni a historicky nejstarsi bankovni operace. Klient svéri
bance své penize, banka se stava dluznikem a klient véritelem, ktery za svoji sluzbu inkasuje
aroky. Pfipisuji-li se na bankovni tcet droky pravidelné za uréitou dobu, lze celkovou



¢astku na uctu vyjadiit pomoci geometrické posloupnosti a studenti se s timto typem
troceni seznamuji jiz na stfednich skolach, viz [57]. V dnesni dobé existuji uéty, na které
se pripisuji troky kazdy den. Je to umoznéno rozsahlym vyuzivanim vypocetni techniky
v bankovnictvi. Pro teoretické tvahy je v nékterych pfipadech vhodné predpokléadat, ze
jsou troky pripisovany kazdy okamzik. Pak hovorime o spojitém troceni. Predpokladejme,
ze konstantni tirokova mira za jednotku ¢asu je r € [0,1). Déale uvazujme kratky casovy
interval délky 7 € (0, 1]. Zvolme né&jaky zakladni okamzik — zacatek roku, zacatek mésice
atp. Ozna¢me ¢ € [0,00) ¢as vztahujici se k zédkladnimu okamziku a necht je v ¢ase t na
uctu ¢astka B(t) > 0. V Case t+7 je pak na tucet pfipsana pomérna ¢astka rB(t)7. Celkova
hodnota uétu tak bude

B(t+7)=B(t) +rB(t)r.
Odtud po upravé ziskame

B(t+7)—B(t) 1

. Bt
Budeme-li predpokladat, ze funkce B = B(t) je diferencovatelna, lze pro 7 — 0 psat
B
=" B(0) = A, (1.1.1)

kde A > 0 je pocéatecni vklad na tcet. Regenim této linearn{ diferencialn{ rovnice ziskame
B(t) = Ae™, t € [0, 00), (1.1.2)
kde B(t) predstavuje budouci hodnotu poc¢atecniho vkladu A v ¢ase t.

Poznamka 1.1.1. Piedpokladejme, Ze na 1cet, jehoz pocatecni hodnota je nulova, jsou
nepietrzité (spojité) vkladany penize tempem P(t) K& za ¢asovou jednotku a necht se
jedné o ucet se spojitym trocenim s trokovou mirou r € [0, 1). Ur¢ime budouci hodnotu
uctu v ¢ase T' > 0 : Necht je hodnota vkladu v ¢ase ¢ rovna B(t). V ¢ase t + 7, bude na
ucet pripséna Castka (B(t)r + P(t))7. Pro zménu hodnoty vkladu tedy mame

B(t+ 1) — B(t) = (B(t)r + P(t))r.
Pokud tuto rovnici vydélime 7 > 0, ziskdme pro 7 — 0 linearn{ diferenciélni rovnici

B(t) = rB(t) + P(t), B(0) = 0.

Odtud lze pro t = T psét feSeni problému ve tvaru

T
B(T) = /0 P(s)e"T=%)ds,

coZ je hledana budouci hodnota uc¢tu v Ké. Odlisny zpisob feSeni, ve kterém jsou pouzity
riemannovské integralni soucty, je uveden v [25].

Poznamka 1.1.2. Zabyvejme se také opa¢nou otézkou. Jaké mnoZstvi penéz A(t) by pii
spojitém uroceni s urokovou mirou r € [0,1) za dobu délky ¢ > 0 vzrostlo na hodnotu

B? Vyuzijeme-li (1.1.2), vzroste za dobu délky ¢ > 0 neznamé hodnota A(t) na hodnotu
A(t)e™. Tedy B = A(t)e", odkud

A(t) = Be ™. (1.1.3)

Hodnotu A(t) 1ze interpretovat jako soucasnou hodnotu ¢astky B, ktera bude k dispozici v
budoucim ¢ase ¢ > 0.



Poznamka 1.1.3. Pii droceni dochazi k tomu, ze ¢astka, kterd je na pocatku tohoto
procesu vloZena, je po ur¢itou dobu zhodnocovana pripisovinim troku a na konci daného
obdobi je vyplacena. Pfi nékterych obchodech vSak dochézi k tomu, Ze ¢astka je klientovi
vyplacena na pocéatku, banka si za to naictuje poplatek ve formé uslych troka a klient
po urcité dobé zaplati celou dluznou ¢astku. Tohoto zptlisobu se pouZziva pfi obchodovani
se sménkami a urok, ktery se nevztahuje k pocatecni vlozené ¢astce nebo poskytnutému
uvéru, ale ke splatné ¢astce, to znamené k ¢astce, kterou vyplati dluznik vériteli na konci
trokové doby, se nazyva diskont. Urokova mira vazana na splatnou ¢astku se pak nazyva
diskontni mira. Vztah (1.1.3) lze nyni interpretovat také takto: A(t) je aktualni (soucasna)
hodnota budouci splatky ve vysi B, ktera bude pii diskontni mife r splacena v ¢ase t > 0.
Jinymi slovy: A(t) je hodnota tvéru, kterou banka vyplati v ¢ase t = 0 a v ¢ase t > 0
dluznik splati Gastku ve vysi B. Riké se také, Ze hodnota A(t) je diskontovand cdstka splatné
castky B.

Poznamka 1.1.4. V této poznamce se budeme zabyvat vztahem, ktery bude déle v tomto
textu nékolikrat pouzit. Dichod neboli anuita je posloupnost stejnych plateb, které jsou
v prubéhu ur¢itého obdobi periodicky vyplaceny piijemci. Délka Casové periody vyplat
je pritom konstantni. Abychom pro vyplaty dichodu mohli pouzit spojity model, nahra-
dime termin konstantnich plateb za konstantni periodu terminem konstantni tempo plateb.
Timto terminem budeme rozumét tok penéz vyjadieny jako intenzitu, jejiz jednotkou je
mnozstvi penéznich jednotek za jednotku c¢asu, tedy napt. Ké za mésic. Uvedeme vztah,
ktery vyjadiuje soucasnou hodnotu dichodu. Timto terminem se rozumi hodnota vSech
plateb, které se v prubéhu vyplaceni dichodu uskuteéni a pifitom hodota kazdé z téchto
plateb je vztazena k soucasnému okamziku.

Ozna¢me PV (t) soucasnou hodnotu dichodu,! ktery je vyplacen po dobu délky ¢ > 0.
Necht dale A(t) je okamzité tempo vyplat dichodu v ¢ase t ar € [0, 1) konstantni diskontni
mira. Pak pfiristek PV (¢t + 7) — PV (t) soucasné hodnoty diichodu za velmi kratkou dobu
7 > 0 lze vyjadrit jako diskontovanou hodnotu okamzitého tempa dichodu, tj.

PV (t+7)— PV(t) = A(t)e .
Vydélime-li pfedchozi vztah 7, 1ze pro 7 — 0 psat
PV (t) = A(t)e ", PV(0) =0.

Odtud ziskdme .
PV(t) = / A(s)e"ds. (1.1.4)
0

Poznamka 1.1.5. V [62] uved! autor diskrétni model pro splaceni pujcky. Pri formulaci
modelu bylo pouzito diferen¢ni rovnice a hodnoty, které model poskytl se shodovaly s
udaji, které uvadéji banky. V této poznadmce se soustfedime na spojity model dané tlohy.
Hodnota tohoto spojitého modelu spoc¢iva v jeho jednoduché konstrukci a jednoduchém
reSeni.

Banky nebo ritzné financni spolecnosti prodavaji puajcky, aby svym Kklientim umoznily
nakup finan¢né nakladného zbozi. Uvazujme, Ze hodnota pijcky je Dg a sjednané doba, za
kterou je tieba pujcku splatit, je T > 0. Oznac¢ime-li D(¢) hodnotu ptijeky v ¢ase t € [0, T,
je D(0) = Dy a D(T) = 0. Necht urok, za ktery banka pujcku poskytne, je p € (0, 1) a

PV jsou pocateéni pismena anglického nazvu present value.



uvazujme, Ze banka si pripisuje spojité troky z dluzné ¢astky D(t). Dale uvazujme, Ze
klient splaci svij dluh tempem s. Toto tempo je tfeba urcit. Jako jednotku tempa splatek
lze uvazovat napit. K¢ za mésic.

V case t € [0,T] se za kratky ¢asovy interval 7 > 0 dluzné ¢astka zmensi o splatky s -7 a
zvetsi se o uroky pD(t) - 7 z dluzné ¢astky D(t). To lze psat jako

D(t+71)=D(t)—s-7+pD(t)- .
Po obvyklé upravé ziskdme linedrni diferencialni rovnici s okrajovymi podminkami
D(t) = —s + pD(t), D(0) = Dgy, D(T) = 0.

Reseni této rovnice s pocatecni podminkou lze psat ve tvaru

D)= Dy 2] e+ 2
p p

a prihlédneme-li ke koncové podmince D(T') = 0, ziskdme pozadovany vztah pro tempo
splatek

DoepT
S =

.
Pt — 1

1.1.2 Inflace

Inflace je pozorovany jev, pii kterém dochazi ke zvySovani vSeobecné tirovné cen. VSeobecné
droven cen je dana cenovou hladinou, ktera je méfena pomoci cenovych indext. Dojde-li v
prubéhu ¢asu k ristu cenové hladiny, pak ekonomické subjekty vydéavaji vétsi mnozstvi pe-
néz pro uskutecénéni svych nakupi, nez tomu bylo pred zvySenim. Abychom mohli cenovou
hladinu popsat, uvedeme nékolik definic, které souvisi s méfenim ekonomickych veli¢in, viz
[42] a [20].

Deflator hrubého doméciho produktu. Vektorem y € Rfj, ozna¢me finalni produkci
jisté ekonomiky. Pfitom n € N znac¢i pocet v8ech druhii zbozi nebo sluzeb, které jsou
v dané ekonomice spotfebovany pripadné investovany. Déle oznacme p € Ry, , vektor cen
prislusnych danému zbozi a danym sluzbam. Vektory y a p chapeme jako sloupcové vektory.
Nomindlni hrubyj domdci produkt NGDP lze nyni vyjadfit jako skaldrni souc¢in vektora y
a p ve tvaru

NGDP =p'y,

kde p' je transponovany vektor k vektoru cen p. Zvolme né&jaky zakladni rok. Oznacme ¢
bézné obdobi vztahujici se k zakladnimu roku. NomindIni hruby domdci produkt v béZném
obdobi NGDP(t) je dan jako skalarni sou¢in vztahem

NGDP(t) = p() y(t).

Hruby domdct produkt v bézZném obdobi RGDP(t) ziskame, jestlize pro vyjadieni hrubého
doméciho produktu pouzijeme ceny zakladniho obdobi, t;j.

RGDP(t) = p(0) "y(1).



Jak bylo Teceno k vyjadfeni inflace se pouZivi cenova hladina, kterou pro bé&zné obdobi
ozna¢ime P(t). Pro méfeni cenové hladiny se pouziva bud defldtor hrubého domdciho pro-
duktu GDPD(t), ktery je dan vztahem

GDPD(t) = W _

nebo Castéji spotrebitelsky cenovy index.

Spotiebitelsky cenovy index CPI(t) se pouziva pro zachyceni dopadii zmén cen zbozi
a sluzeb na pramérné domécnosti a jejich zivotni néklady. Vektorem xg € R’g | oznacme
spotfebni ko§, ktery spotfebovava prumérné doméacnost v zakladnim obdobi. Pfitom k& € N
je pocet druhi zbozi nebo sluzeb, které jsou v zékladnim obdobi primérnou rodinou nejvice
spotfebovavany. Dale oznatme c(t) € RE, vektor piislugnych cen v bézném obdobi t. Tedy
¢(0) je vektor cen v zékladnim obdobi. Nyni lze definovat

c(t) Tz

CPI(t) = O

Mira inflace. Mgjme tedy cenovou hladinu P(¢). Mira inflace je definovana jako relativni
mira zmény cenové hladiny:
P(t)y—P(t—1)
Pt—-1)

te{l,2,...}.

Uvazujme dale, Ze umime méfit cenovou hladinu v libovolném okamziku. Necht je dan
pevny ¢asovy okamzik t a uvazujme cenovou hladinu v ¢ase ¢ — h. Cenové hladina se za
dobu délky h zménila o P(t) — P(t — h). Pramérné za dobu h se tedy cenova hladina zméni
o (P(t) — P(t — h))/h a mira inflace za dobu h je dana vztahem

P(t)— P(t—h) 1

) = h P(t—h)

Budeme - li nyni pfedpokladat, ze P(t) je spojita diferencovatelna funkce, mizeme pro
h — 0 psat okamZzitou miru inflace

P(1)
t) = ——. 1.1.5
()= 5 (115)
Poznamka 1.1.6. Pfedpokladejme, ze v daném roce je v ¢asovém intervalu I = [a, b
okamzitd mira inflace konstantni:
n(t)=mtel.

Zname-li pocateéni hodnotu P(a), lze na intervalu I urcit ¢asovou zavislost P(t). ReSenim
linearni diferencialni rovnice (1.1.5) ziskame

P(t) = P(a)e™ 9 ¢t eI (1.1.6)



Poznamka 1.1.7. Necht plati predpoklady z predchozi poznamky. Zname-li pocatetni
hodnotu P(a) a a konetnou hodnotu P(b), lze urcit konstantni miru inflace 7 v ¢asovém
intervalu I. Z (1.1.6) ziskame

1 | P(b)
W_b—a. nP(a)'

Chceme-li napriklad zjistit konstantni okamzitou miru inflace, ktera zptsobi dvojnasobné
zvétseni cenové hladiny v prabéhu jednoho roku, polozime a =0, b =1 a P(b) = 2P(a).
Pak 7 = In2 = 0,693. Vyjadiime-li tuto hodnotu v procentech, jedna se o okamzitou
inflaci s hodnotou asi 70%. Méa-li uvazovany rok 365 dni a vezmeme-li v avahu (1.1.6), lze
prumérnou relativni zménu cenové hladiny za jeden den pii této okamzité inflaci vyjadrit
jako

P(t) — P(t —1/365)

P(t—1/365)

— 235 — 1 =0,0019,

coZ predstavuje primérny denni nardst cenové hladiny asi o 0, 2%.

Poznamka 1.1.8. UvaZzujme klienta banky, ktery spofi na dichod. Necht banka klientav
vklad tro¢i spojité a dlouhodobé tirokova mira je r € (0, 1). Pfedpokladejme, Ze klientovy
soucasné minimalni Zivotni néklady jsou Z K¢ za rok, Z > 0, a ze dlouhodoba mira inflace
je m € (0,1). Aby mélo spofeni smysl, budeme pfedpokladat, ze r > 7. Puajde-1i klient do
dichodu za T let, jak velkou ¢astku by mél nasporit, aby mohl z téchto tspor financovat
své zivotni naklady dalsich T let?

Uvazujme libovolny ¢asovy okamzik ¢ € [T, 277, tj. okamzik, kdy je klient v dichodu. Za
kratky ¢asovy interval délky 7 > 0 se jeho tspory B(t) v Case t zvétsi o ¢astku rB(t) - 7.
Jeho naklady vzhledem k inflaci ¢ini Ze™+7T) . 1 a o tuto ¢astku se jeho uspory snizi. Pro
t € [T, 2T) mizeme tedy psat

B(t+7)— B(t) = rB(t)r — Ze™ D7,
Vydélime-li predchozi rovnici 7 > 0, ziskdme pro 7 — 0 linearni diferencialni rovnici
B(t) = rB(t) — 2e™ 1)t e [T, 2T (1.1.7)

s koncovou podminkou B(27") = 0. Ur¢ime-li hodnotu B(T"), budeme znét zadanou velikost
uspor. Reseni nalezneme za podminky r — 7w > 0, kterd odpovida situaci ve stabilizované
spole¢nosti. Ziskame

Zemt t _ onT r(t—2T
B(t) = (e — 2 Ter(t=21)) ¢ e [T, 2T).
rT—T
Odtud pak méame
Ze*™
B(T) = (1 — e r=mT),
r—1T

1.1.3 Poptavka.

Predpokladejme, Ze v néjakém obchodé se precenovani zbozi odehrava jednou tydné. Oznacme
Q4(p) tydenni poptavku po ur¢itém produktu pii cené p K¢ za jeden kus tohoto produktu.
Prodejce mize tuto cenu ménit. Uvazujme, ze p € I = (p1, p2) C [0, 00). Dojde-li viak ke



zméné ceny, dojde také ke zméné poctu prodanych kusit daného zbozi. Zkusenost ukazuje,
Ze pii vyssi cené bude pocet prodanych kusi mensi. Pfi odvozeni rovnice mizZzeme uvazovat
nésledujicim zptisobem: Zména poptavky Qq(p+h)—Qq(p) pii malé zméné ceny h je pfimo
umérné hodnoté poptavky Qq(p) pii puvodni cené p a piimo tmérna hodnoté zmény ceny
h. Pokud je cena daného produktu vysoka, bude mit mala zména ceny na zménu poptavky
maly vliv. Naopak, pokud je cena produktu nizka, ma i mala zména ptavodni ceny velky vliv
na poptavku daného zbozi. To znamené, ze zména poptavky je nepfimo tmérna hodnoté
pavodni ceny p. Nyni lze psat diferenéni rovnici

Qa(p)

Qa(p+h) — Qalp) = =\ h,

kde A > 0 je konstanta timérnosti. Zaporné znaménko predstavuje ubytek poptavky pii
zvyseni ceny. Pokud je funkce D(p) diferencovatelna, 1ze pro h — 0 psat

Qu(p) = —AQﬁp), (1.1.8)

kde p € I. Je-li znama poptéavka Qq(po) > 0 pii cené py € I, lze nalézt feSeni (1.1.8) ve
tvaru

A
Qa(p) = Qa(po) <];0> ,pEL (1.1.9)

Odtud méame

I = .
Jim Qa(p) = oo

To v8ak neni zcela uspokojivy vysledek, i pii téméf nulové cené je poptavka po daném

produktu pouze omezena. Misto (1.1.12) lze vhodnéji, srv. [32], uvazovat vztah

Qa(p)
P+

Qa(p) = —A , A >0, (1.1.10)

kde v > 0 je néjaka vhodna konstanta. Regenf (1.1.10) je funkce

A
Qa(p) = Qa(po) (p" il 7) pel
P+

a plati

A
lim Qd(p) = Qd(po) (po + /Y> < 00.
p—0+ Y

Poznamka 1.1.9. Podivejme se na piedchozi tlohu obecnéji, viz [58|. Z pohledu firmy,
kterd prodava svij vyrobek, je zddouci pfedvidat, jaky vliv bude mit zména ceny p na
pifjem R = R(p) firmy. K tomuto tcelu se v ekonomii pouziva veli¢ina cenovd elasticita
poptdvky. Tato veli¢ina méfi citlivost velikosti poptavky na zménu ceny a je zavisla na
druhu zbozi. Poptavka po zboZi je obvykle klesajici funkci ceny tohoto zbozi. V zévislosti
na rychlosti poklesu poptavky muze dojit k tomu, Ze celkovy pfijem firmy a) klesne b)
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zistane stejny nebo se c) zvysi. V piipadé a) fikame, Ze poptavka je citliva nebo elastickd
na zménu ceny. V piipadé b) a c) fikdme, Ze elastickd neni. Je znamo, zZe

R(p) = pq = pQa(p),

kde ¢ = Q4(p) je mnozstvi poptavané komodity p¥i cené p. Derivaci predchozi funkce
ziskdme
R'(p) = Qa(p) + pQqu(p).
Nyni lze uvazovat nasledujici moznosti
e Poptéavka je elasticka, jestlize R'(p) < 0. To nastane pravé tehdy, kdyz pQ/,(p) <
—Qa(p). Protoze Q4(p) > 0, lze predchozi nerovnici psat ve tvaru
~ pQu(p)
Qa(p)

e Poptavka je neelastické, jestlize R'(p) > 0. To nastane pravé tehdy, kdyz pQ’,(p) >
—Qa(p). Protoze Qg4(p) > 0, lze predchozi nerovnici psat ve tvaru

_PQulp) _
Qilp) ~

Poptavka je klesajici, tedy Q) (p) < 0. To znamena, Ze poptéavka je elastické, jestlize je
absolutni hodnota bezrozmérné veli¢iny

> 1.

_ Q)
Qa(p)

vEtsi nez jedna. Velicina eq(p) se v ekonomické literatufe nazyva cenovd elasticita poptdavky
v bodé. Piedpokladejme dale, Ze cenova elasticita je v intervalu cen I = (p1,p2) C [0, 00)
konstantni, tj.

ed(p) <0 (1.1.11)

eq(p) = =\, (1.1.12)

pro A > 0 a p € I. Ziskali jsme tak rovnici (1.1.8), jejiz feSeni je dano (1.1.9). To znamena,
Ze TeSeni (1.1.9) je platné pro zbozi, které ma na intervalu I konstantni cenovou elasticitu
poptavky.

Poznamka 1.1.10. Vratme se jesté ke vztahu (1.1.11). Je

_ P Qalp+h) — Qalp)
= 1m
Qa(p) h—0 h

Pro mala h, ktera predstavuji maly prirtstek ceny, lze uvazovat bezrozmérnou veli¢inu

Qa(p +h) — Qalp)

Eulp) P Qalp+h) —Qalp) _ Qa(p)
Qa(p) h h ’
p

ea(p)

ktera se nazyva cenovd elasticita poptdvky. Tato veli¢ina vyjadiuje pomér relativni zmény
poptavky a relativni zmény ceny a v ekonomii se nejéastéji interpretuje tak, ze udéava, o
kolik procent se priblizné zméni poptavka po zbozi, jestlize se cena tohoto zbozi zméni o
1%, podrobnéji napf. [83] a [65].
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1.1.4 Ebbinghaustiv model zapominani.

Némecky psycholog Hermann EBBINGHAUS (1850-1909) provedl v roce 1885 empiricky
vyzkum zapominani naucené latky. Popis Ebbinghausova experimentu lze nalézt v [5]. My
budeme verbalni zavéry tohoto vyzkumu formulovat pomoci matematickych vztahi a sesta-
vime matematicky model zapominani, ktery vychézi z [32]. Pfedpokladejme, Ze se student
naucil jistou davku ucebni latky a v Case t = 0 tuto latku ovlada. Postupem casu vSak
nékteré naucené informace zapomina. Ozna¢me p(t) relativni mnozstvi latky, kterou v ¢ase
t méfeném od okamZziku plného zvladnuti latky jesté ovlada. Ziejmé p(0) = 1 a p(¢t) € [0, 1].
Optimisticky predpokladejme, ze urcitou ¢ast latky student nikdy nezapomene. Oznacme
relativni mnozstvi této latky b € (0,1). Pfedpokladejme déle, Ze mnoZstvi zapomenuté
latky je pfimo imérné délce ¢asového intervalu 7 > 0 a mnozstvi latky, které je mozné
jesté zapomenout. To lze zapsat ve tvaru

p(t+7) = p(t) = =k(p(t) - b)7,

kde k > 0 je konstanta Gamérnosti. Zaporné znaménko pied konstantou k znamené, ze
funkce p je klesajici a odpovida tomu, Ze naucenou latku zapomindme. Odtud pak

p(t+7) —p(t)

= —k(p(t) — b).
Pro 7 — 0 ziskdme diferencialni rovnici

p=—k(p—10),p0) =1

kde p = p(t) je neznama realné funkce realné proménné ¢. ProtoZe podle podminek modelu
je p>bal>b, ziskdme TeSeni ve tvaru

p(t) =b+ (1 —b)e ¥, te0,00).

Tento vysledek by méli vzit na védomi také zaméstnavatelé v pripadé, Ze se jejich za-
méstnanci vraci z dovolené nebo se vraci po delsi nemoci do pracovniho procesu. Kazdy
zaméstnanec totiz nékteré ¢innosti své profese zapominad a musi si je pfipomenout. Sa-
zapomenout. S tim souvisi hodnota konstanty b. Proces zapominéni je velmi individualni,
kazdy si vybavuje naucenou ¢innost nebo latku jinak rychle a jinak kvalitné, s tim souvisi
hodnota konstanty k.

1.1.5 Model ucéeni

V predchozim odstavci jsme formulovali jednoduchy model zapominani. Nyni budeme for-
mulovat podobny model pro uéeni. Kazdy zaméstnanec, at je jakkoliv kvalifikovany, ktery
nastoupi na nové pracovni misto, se nejdiive musi seznamit s novou ¢innosti, novym prostie-
dim nebo novym vybavenim. U¢i se nové praci. Aby zaméstnavatelé tento proces urychlili,
¢asto pro nové zaméstnance organizuji koleni. Pfedpokladejme, ze p(t) € [0, 1] pFedsta-
vuje relativn{ mnozstvi ¢innosti a informaci, které jiz zaméstnanec na novém misté v case
t ovlada. Uvazujme nyni, Ze relativni mnoZstvi nové naucenych ¢innosti nebo osvojeni in-
formaci je pfimo amérné délce ¢asového intervalu 7 > 0, po kterou se zaméstnanec udi a
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relativnimu mnoZstvi ¢innosti nebo latky (1 — p(t)), ktera mu jesté zbyva k osvojeni. To
lze zapsat ve tvaru
p(t+7) —p(t) = k(1 —p(t))7,

kde k > 0 je konstanta timérnosti. Vydélime-li pfedchozi rovnici 7 > 0, ziskdme pro 7 — 0,
diferencialni rovnici

p= k(1 —p), p(0) = po,

kde pg € [0,1) predstavuje pocatecni aroven znalosti zaméstnance. ReSenfm této rovnice
je
p(t) =1—(1—pole ™, te0,00).

1.1.6 Vidale—Wolfiv reklamni model

Chce-li ngjaka firma uvést sviij novy vyrobek na trh nebo chce udrzet svoji pozici na trhu,
provadi reklamu. Model popisujici podil vybrané firmy na celkovych prodejich na trhu
vychézi z prace [87] autori M. L. VIDALE a H. B. WOLFE. V nasledujicim textu bude
model formulovan na zakladé [32] a [67].

Budeme predpokladat trh s jednim typem zboZi a nékolika vyrobci — firmami. Vyberme
jednu z téchto firem. Ozna¢me S(t) hodnotu prodeji vybrané firmy v ¢ase t méfenou v
penéZnich jednotkich za jednotku ¢asu. Dale necht M (t) je hodnota vSech prodejii na
daném trhu v ¢ase t méfend v penéznich jednotkach za jednotku ¢asu. Nakonec ozna¢me
u = u(t) > 0 néklady vynaloZené na reklamu v ¢ase ¢ méfené v penéznich jednotkach za
jednotku ¢asu. Protoze mé firma omezené finan¢ni prostiedky, lze predpokladat, ze

u € [0, (1.1.13)

kde @ > 0 je maximalni firemni rozpocet, ktery lze pouzit pro reklamu. Nyni formulujme
predpoklady modelu:

e Prodej vyrobku zavisi na nasycenosti trhu a lze ho ovlivnit vhodné zvolenou reklamou.
Cim vétsi je potencialni hodnota prodeji M(t) — S(t) v ¢ase t, tim vice novych prodeju se
miiZze uskutecnit. Budeme predpokladat, ze pfirtistek nové uskuteénénych prodeji je primo
umérny relativnimu mnozstvi zatim neuskuteénénych prodeju (M (t) — S(t))/M(t) v case
t. Cim vice pen&znich prostredki na propagaci vyrobku firma utrati, tim vétsi prirtstek
nové uskuteénénych prodeju 1ze ocekévat. To znamena, Ze v prvnim priblizeni 1ze povazovat
prirastek novych prodeji pfimo imérny intenzité reklamy w. Samoziejmy piedpoklad je,
ze ¢im del3{ ¢asovy interval 7 > 0 se vyrobek prodéava, tim vice vyrobki se proda a tedy
tim vyssi je hodnota nové uskute¢nénych prodejt.

e Zakaznik, ktery si jiz vyrobek koupil, ho vyzkousi a na zékladé své zkuSenosti se rozhodne,
zda ho pristé koupi znovu nebo koupi podobny vyrobek od jiné firmy. Tento proces firma
pfimo neovlivni. Mize ho pouze ovlivnit nepfimo — kvalitou svych vyrobki. To znamena,
ze ubytek prodeju je pfimo umérny uskuteénénym prodejim S(t) v Case t a také délce
¢asového intervalu 7, po ktery proces ibytku prodeji pozorujeme.

Oba popsané jevy se navzajem dopliuji, takZe miizeme psat diferen¢ni rovnici

M(t) — S(t)

S(t+71)—S(t) = (au(t) 0

— BS(1)),
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kde konstanta « > 0 charakterizuje u¢innost reklamy a konstanta 8 > 0 souvisi s kvalitou
resp. nekvalitou vyrobku a zapomnétlivosti spotfebitelti a charakterizuje miru ztracenych
prodeju ve prospéch jinych firem. Jestlize posledni rovnici vydélime 7, ziskdme pro 7 — 0
pocateéni problém

— S, S(0) = Sp. (1.1.14)

Predpokladejme, ze hodnota vSech prodejt uskute¢nénych na trhu za ¢asovou jednotku je
konstantni, M (t) = M, t € [0,00). Zavedme
S(t) «

t)=——a=—>0,0=0>0 1.1.15
y(t) == a= 8 (1.1.15)

To znamena, ze y = y(t) € [0, 1] je podil vybrané firmy na celkovych prodejich na trhu.
Problém (1.1.14) lze nyni psat jako

y = au(l —y) — by, y(0) = yo, (1.1.16)

kde yo = So/M € [0, 1] je pocate¢ni podil firmy na celkovych prodejich na trhu. V p¥ipadé,
7ze intenzita reklamy je konstantni v ¢ase, tj. u(t) = C € [0,u], mizeme FeSeni linearni
diferencialni rovnice (1.1.16) psat jako

y(t) = (yo — yo)e O 4 yo, t € [0,00), (1.1.17)
kde
-« (1.1.18)
e = aC+b o

je stacionarni feseni rovnice (1.1.16). Uvedeny model pozdéji, v sekci 4.7, rozsifime a uve-
deme mozné zptsoby optimélni strategie vydaji na reklamni propagaci vyrobku.

1.1.7 Ocekavany uzitek a averze k riziku

Uvahy v tomto oddilu vychazeji z konceptu oekavaného uzitku, ktery je riznym zpiisobem
charakterizovan napt. v [85], [84] a [27]. V naSem vykladu budeme vychézet predevsim z
[84]. V tlohéach, které dosud byly nebo budou dale v tomto textu uvedeny, lze nezavisle
proménnou v feSeni prislugné diferencialni rovnice interpretovat jako ¢as. V tomto oddile
tomu tak neni, takze diferenciélni rovnice, které zde uvedeme, predstavuji jistou vyjimku
a podtrhuji vyznam vyuky diferencidlnich rovnic pro studenty ekonomickych oborti.

Necht kone¢na mnozina Q = {x1,x2,...,2,}, kde x; € Roy proi € {1,2,...,n}, predsta-
vuje prostor elementarnich jevi, ktery reprezentuje pldn individualni spotieby nebo plan
rozdéleni spotfebitelova majetku. Necht X je ndhodné veli¢ina, kterd nabyva nékteré z
hodnot mnoziny 2. Pro nase tcely hodnoty této ndhodné veli¢iny, vyjadiené v penéznich
jednotkach, zastupuji individuélni spotfebu nebo majetek. Uvazujme pravdépodobnost P
definovanou na mnoziné ndhodnych jevii prostoru {2 a oznaéme jako p; jeji hodnotu ur-
Cenou vztahem P[X = z;], tj. p; = P[X = z;]. Stfedni hodnota nahodné veli¢iny X je
definovana jako

n
EX =) p;
=1
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a v mikroekonomii se oznacuje jako ocekdvand hodnota. V nasem kontextu se jedné o oce-
kavanou hodnotu individualni spotieby nebo ocekdvanou hodnotu individualniho majetku.

Poznamka 1.1.11. Pripomenme, Ze stfedni hodnota sou¢inu konstanty & € R a ndhodné
veli¢iny X je rovna soucinu této konstanty a stiedni hodnoty veli¢iny X, tj.

E(kX)=kEX.

Mégjme dale funkci v : Roy — R. Pak v(X) je také nadhodna veli¢ina a pro jeji st¥edni
hodnotu plati

Ev(X) = szv(:cl)
=1

Vyjadiuje-li funkce v uZzitek ze spotieby nebo majetku, vyjadiuje Ev(X) o¢ekavany uZitek.
Uvazujme funkei uzitku u : Rfj, — R. Lze-li pro u nalézt takovou funkci v : Roy — R, Ze

u(z1, e, .., xy) = pr(flfi) = Ev(X), (1.1.19)
i=1

nazyvéa se funkce u océekdvand funkce uZitku a funkce v se nazyva von Neumann — Morgen-
sternova funkce uZitku.

Poznamka 1.1.12. Ve specidlnim piipadé je existence von Neumann — Morgensternovy
funkce uzitku ukazana v [84] na str. 174.

Poznamka 1.1.13. Von Neumann — Morgensternova funkce uzitku v je uréena jedno-
znacné az na rostouci afinni transformaci. To znamena, Ze je-li funkce v nahrazena funkci
a + bu, kde a a b > 0 jsou libovolné reilné konstanty, pak se preference, které urcuje
oéekavané funkce uzitku u, nezméni.

Poznamka 1.1.14. Uvedme ilustraci predchozich pojmu. Predpokladejme, Ze pocateéni
majetek hrace mé hodnotu wy K& a Ze se hra¢ zucastni loterie spojené s rizikem ztraty
nebo ziskani vyhry ve vysi ¢ K¢ Bude-li vysledek loterie pro hrace priznivy, bude mit s
pravdépodobnosti p ¢astku x1 = wp+¢q. Bude-li vysledek loterie pro hrace nepfiznivy, bude
mit s pravdépodobnosti 1 — p ¢astku x9 = wy — ¢. Za ndhodnou veli¢inu X lze povazovat
hodnotu majetku hrace po ukonceni loterie, kterd nabyva hodnot x1 a xo.

Ocekavana hodnota majetku hrace je stiedni hodnota pz; + (1 — p)xa. Je-li p = 1/2, pak
se jedna o hodnotu wq. Uzitek z této ofekavané hodnoty oznacme

v(EX) =v(px1 + (1 — p)xs).
Ocekavany uzitek z rizika spojeného s tcasti v loterii je podle (1.1.19) dan
Ev(X) = pv(z1) + (1 = p)o(z2).

Je-li
pv(z1) + (1 = p)v(zz) <v(pzi+ (1 —p)z2), (1.1.20)
tj.
Ev(X) <v(EX),
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hrac preferuje uzitek z ocekavané hodnoty svého majetku pred o¢ekdvanym uzitkem z rizika,
a proto mluvime o jeho averzi vici riziku nebo o odporu k riziku. Uvédomme si déle, ze
(1.1.20) je vztah, ktery spliuje konkavni funkce.

Uvahy uvedené v pfedchozi poznamce lze zobecnit. Pedpokladejme, Ze spotiebitel s von Neumann-
Morgensternovou funkei uzitku v : Roy — R preferuje uzitek z ocekavané hodnoty libovol-

ného spotfebniho planu pred ocekédvanym uzitkem tohoto spotfebniho planu, tj. pro jeho
libovolny spotiebni plan popsany mnozinou €2 plati

Ev(X) <v(EX), (1.1.21)
pak fikdme, Ze spotiebitel projevuje averzi vici riziku.

Véta 1.1.1. Spotrebitel projevuje averzi vidi riziku prdvé tehdy, kdyz je jeho von Neumann-
Morgensternova funkce uzitku v konkduvnd.

Diikaz. Je-li funkce v konkavni, plati Jensenova nerovnost, viz |36, str. 209]. Tato nerovnost
viak predstavuje (1.1.21). Obracené implikace je dokédzana napf. v [47, str. 89]. O

Pristupme k tvaze, kterd umozni nalézt miru averze k riziku. Necht ¢ € Rgy je urdita
hodnota individualni spotieby a uvazujme ndhodnou veli¢inu Z, ktera predstavuje doda-
te¢nou velikost spotfeby spojenou s podstoupenim investi¢niho rizika a pro kterou plati
EZ = 0. Hodnoty nahodné veli¢iny Z jsou prvky mnoziny {z1, 22, ..., 2, }, kde z; € R pro
i€{1,2,...,n}. Oznacme r € Ry nejvyssi hodnotu spotieby, které je spotiebitel ochoten
se vzdat, aby pii podstoupeni rizika ziskal dodate¢nou prémii danou nédhodnou veli¢inou
Z. Veli¢ina r je nagyvana rizikovou prémii nebo rizikovovou kompenzaci. Symbolicky lze
psat

v(c—r)=Ev(c+ 2), (1.1.22)

kde vyraz vlevo pfedstavuje uzitek ze spotieby na trovni ¢ — 7, tj. uzitek z redukované
puvodni spotieby, a vyraz vpravo predstavuje o¢ekavany uzitek ze spotieby na trovni c+ 2
pfi podstoupeni rizika. Predpoklddejme nyni, Ze ndhodna veli¢ina Z je dana a uvazujme
nahodnou veli¢inu ¢Z, kde ¢ je parametr, pro ktery ¢ € [0,1]. Pak je rizikova prémie r
funkei t a mazeme psat r = r(t). Pro malé hodnoty parametru ¢ lze pro r(t) psat Taylorav
polynom druhého fadu v bodé ¢t = 0 ve tvaru

1
r(t) =r(0) +r'(0)t + 57‘”(0)t2 + o(t?). (1.1.23)
Piepisme vztah (1.1.22) ve tvaru
v(ic—r(t)) = Bv(c+tZ), (1.1.24)

odtud ziskame 7(0) = 0. Derivujeme-li obé strany v (1.1.24) dvakrat podle proménné ¢,

ziskdme
—V'(c—=r@®)r'(t) = EP(c+t2)Z],
V(e —r)r' ()2 =V (c—r@)r"(t) = EP"(c+t2)Z2.
Polozime-li v prvnim z téchto vztahi ¢t = 0 a vyuzijeme-li vlastnost stfedni hodnoty uve-
dené v poznamce 1.1.11, ziskdme —v'(c)r’(0) = v'(¢)EZ. Protoze predpokladame FZ =
0, je ’(0) = 0. Pokud polozime ¢ = 0 ve druhém z téchto vztaht a opét pouZijeme
vlastnost stfedni hodnoty uvedené v poznamce 1.1.11, ziskame —o'(c)r”(0) = v"(c)EZ>.
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Uvédomime-li si, ze varZ = EZ? je rozptyl nahodné veli¢iny Z se stfedni hodnotou EZ = 0,
ziskame .
vi(e) ,

Je)”

" (0) = —

kde 0 = vvarZ je smérodatna odchylka nahodné veli¢iny. PouZijeme-li ziskané vysledky,

lze (1.1.23) psat jako
B UH(C) 02 ) )
rit)=1|- —t° + o(t%).

v'(c) | 2
Odtud je zfejmé, ze pro malé hodnoty t zavisi rizikova prémie r na hodnoté vyrazu
"
v (c
Alec) = — (© (1.1.25)

V()
ktery lze interpretovat jako pfijatelnou miru odporu vaéi riziku. V mikroekonomii se koefi-
cient A(c) nazyva Arrow-Prattiv absolutni koeficient averze vici riziku, srv. 84, str. 178|.
Vezmeme-li v tvahu, ze pfi vyssi spotiebé lze ocekavat také vyssi uzitek, tj. pro ¢ > 0 je
v'(¢) > 0, a vzhledem k tomu, Ze podle véty 1.1.1 je funkce uzitku v je konkavni, tj. pro
¢ >0 je v"(c) <0, pak pro ¢ > 0 plati A(c) > 0. Je-li absolutni koeficient odporu k riziku
konstantni, tj. A(c) = a, kde a € R4, lze FeSenim homogenni linearni diferencialni rovnice
druhého Fadu nalézt von Neumann—Morgensternovu funkci uzitku ve tvaru

v(c) = C1 + Care™ %, ¢ >0,
kde Cy a Cj jsou realné konstanty. Protoze v'(c) > 0, je Co < 0.
Poznamka 1.1.15. Zvolime-li C; =0 a Cy = —1/a, ziskdme

v(c) =———, ¢>0, (1.1.26)

kterd se nazyva exponencidlni funkce uZitku s koeficientem CARA (constant absolute risk
aversion).

Predpisem
R(c)=A(c)c (1.1.27)

se zavadi Arrow-Prattiv relativni koeficient odporu k riziku, [84, str. 189]. Je-li tento ko-
eficient konstantni, tj. R(c) = b, kde b € R, lze nalézt von Neumann—Morgensternovu
funkci uzitku. Polozime-li u(c) = v'(¢), pak
/
u'(c) ¢
— (<) =0b,c>0.

u(c)
To je diferencialni rovnice 1. fadu se separovanymi proménnymi, odkud ziskdme u(c) =
C1c7b kde C1 > 0 je realna konstanta. Nyni je v'(c) = Crc™?. Je-li b # 1, je

Cy
1-b

v(c) =Ca + et

, c> 0.

Je-li b= 1, pak
v(c) =Cy+ Cilne, ¢ > 0.

Protoze pro ¢ > 0 je v'(c) > 0, je také Cp > 0.
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Poznamka 1.1.16. Zvolime-li Co = —1/(1 —b) a C = 1, ziskdme

1-b _ 1

= ¢>0. 1.1.28
oo = = (1.1.28)

V nékterych piipadech je vyhodné volba Cs = 0 a C; = 1. Polozime-li ¢ = 1 — b, lze pro
o # 0 psat funkci uzitku ve tvaru

CO’

v(c) = e > 0. (1.1.29)

Tuto funkci budeme nazyvat mocninnou funkci uZitku s koeficientem CRRA (constant
relative risk aversion). Pro ¢ = 0 muzeme psat funkci uzitku ve tvaru

v(c) =Ine, ¢ >0 (1.1.30)

a budeme ji nazyvat logaritmickou funkci uZitku.

1.2 Sifeni inovaci

Zabyvejme se otazkou, jak se 8ifi technologické inovace v néjakém odvétvi pramyslu nebo
zemédélstvi. Nize uvedené uvahy vychézeji hlavné z knih [9] a [32]. Popsané modely pted-
stavuji rozsifené verze motivacnich uloh ze skript [25], kde jsou pouzity pro vysvétleni
pojmu oby¢ejné diferencialni rovnice. Castens se zde vyuZiva také referatu, ktery autor
prednesl v ramci konference Week of Doctoral Students 2000.

1.2.1 Zakladni model

Predpokladejme, Ze novou technologii v ¢ase t = 0 pouziva Ny firem z celkového poctu
N > 0 firem a necht jsou tyto hodnoty znamé. Necht dale N(t) znaci pocet firem, které
novou technologii pouzivaji v ¢ase t. Pro dalsi tvahy je vhodné zavést podil

ktery urcuje koncentraci firem v daném odvétvi, které v ¢ase t pouzivaji novou technologii,
zfejmé n(t) € [0,1]. Dale ozna¢me ng = n(0) = No/N.

Pro jednoduchost uvazujme, Ze firmy piijmou danou inovaci pouze po doporuceni té firmy,
kterd jiz novou technologii vyuziva. Velikost piirtistku koncentrace firem, které za dobu
7 > 0 za¢nou pouzivat novou technologii, mtizeme zdivodnit nasledujici Gvahou: Cim vice
firem pouZiva novou technologii, tim vice firem se o nf muze dovédét. Cim vice firem novou
technologii nepouzivé, tim vice firem ji muze zacit pouzivat a ¢im déle je nova technologie
pouZzivana, tim vice firem se o ni muze dovédét a vyuzit ji ke zdokonaleni svého vyrobniho
procesu.

Uvedené tvahy lze formalizovat: Prirastek koncentrace firem n(t 4+ 7) — n(t) v Case t za
casovy interval 7 > 0, které zac¢nou pouzivat uvazovanou technologii, je pfimo tmérny
koncentraci firem n(t) vyuzivajicich novou technologii v ¢ase ¢, koncentraci firem 1 — n(t)
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nevyuzivajicich novou technologii a délce ¢asového intervalu 7. Lze tedy psat diferen¢ni
rovnici
n(t+7)—n(t) = kn(t)(1 —n(t))r,

kde k£ > 0 je konstanta tmeérnosti. Tedy

n(t+ 1) —n(t)

=kn(t)(1 —n(t))
a pro 7 — 0 ziskame logistickou rovnici
n = kn(l —n), n(0) = no, (1.2.1)

kde n = n(t) je realna funkce realné proménné t a ng € [0, 1].

e Je-li ng = 0, je feSenim rovnice (1.2.1) konstantni funkce n(t) = 0, ¢t € [0,00). To
samoziejmé znamena, ze technologie, kterou Zadna firma nezné, se nesifi.

e Je-li ng = 1, je feSenim rovnice (1.2.1) konstantni funkce n(t) = 1, t € [0,00). To
znamend, ze technologie, kterou na pocatku pouzivaji vsechny firmy, je stile vyuzivana
vSemi firmami.

e Je-li ng € (0,1), je ze zadani (1.2.1) pro n(t) € (0, 1) zfejmé, ze n(t) > 0, t € [0,00).
Reseni n(t) rovnice (1.2.1) je tedy rostouci funkce na [0, 00). To znamené, ze koncentrace

firem, které pouZivaji novou technologii, se stale zvySuje. Derivaci rovnice (1.2.1) ziskame
it = (n) = k*n(1 — n)(1 — 2n). Protoze n(t) € (0,1), mizeme rozligit dva p¥ipady:

1
o Jestlize n(t) € <0, 2) , pak 7i(t) > 0. V tomto pfipadé je FeSeni n(t) ryze konvexni

funkce. To znamend, Ze rychlost s niZ se zvySuje koncentrace firem, které piijimaji
novou technologii, se zvétsuje.

1
o Jestlize n(t) € <2, 1) , pak 7(t) < 0. V tomto piipadé je feSeni n(t) ryze konkavni
funkce. Vétsina firem jiz novou technologii pouziva a rychlost pfirtstku koncentrace
firem se s postupem Casu zmensuje.
Rovnice (1.2.1) je rovnice se separovanymi proménnymi a jejim feSenim je funkce

no

£ =
n(t) no + (1 — ng)ekt’

t € [0, 00). (1.2.2)

Odtud je pak zfejmé, Ze lim; .o n(t) = 1, takZe v prubghu ¢asu zafnou vyuZzivat novou
technologii v8echny uvazované firmy. Z feSeni (1.2.2) lze také urcit dobu t; > 0, kdy
n(t;) = 1/2. V okamziku ¢; se méni tempo ristu pfijimani nové technologie. Je-ling < 1/2,
pak

1 1—n
In 0.

t = —
! k no

(1.2.3)

V piipadé ng > 1/2 takovy ¢as neexistuje. Uvedené vysledky ilustruje obr. 1.1.
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Obrazek 1.1: Grafy feSeni logistické rovnice (1.2.1) pro k = 0,75 a pocatetni hodnoty
nyg=0,02, ng=0,1, ng =0,6 anyg=1.

1.2.2 Model s vlivem meédii.

V pfedchozim modelu jsme neuvazovali vliv médii na Sifeni informaci o existenci nové
technologie. Pti zavadéni nové technologie do praxe hraji reklamy ve specializovanych ¢a-
sopisech, novinach, televizi nebo rozhlase jisté vyznamnou tlohu. MuZeme tedy ucinit do-
datecny predpoklad o tom, Ze novou technologii pfijmou i takové firmy, které se o ni dovédi
z médii. Prirtstek koncentrace téchto firem, které za dobu 7 > 0 za¢nou pouZivat novou
technologii, je zFejmé pifmo amérny koncentraci firem 1 — n(t), které zatim novou tech-
nologii nepouzivaji a délce ¢asového intervalu 7. Pri¢teme-li tyto firmy k tém, které se o
inovaci dovédély od firem, které ji jiz pouzivaji, mizeme psat diferencni rovnici

n(t+7)—n(t) =knt)(1 —n(t)r+1(1 —n(t))r,

kde k£ > 0 a I > 0 jsou konstanty tmérnosti. Pokud piedchozi rovnici vydélime 7, ziskaime
pro 7 — 0 pocateéni problém
n=(kn+1)(1—n), n(0) = no, (1.2.4)
kde ng € [0, 1].
e Je-li ng = 1, je feSenim rovnice (1.2.4) konstantni funkce n(t) = 1, t € [0,00). To
znamend, ze technologie, kterou na pocatku pouzivaji vSechny firmy, je stéle vyuzivana
vSemi firmami.
e Je-li ng € [0,1), je ze zadani (1.2.4) pro n(t) € [0, 1) zfejmé, ze n(t) > 0, t € [0,00).
Reseni n(t) rovnice (1.2.4) je tedy rostouci funkce na [0, 00). To znamené, Ze koncentrace
firem, které pouZzivaji novou technologii, se stale zvySuje. Derivaci rovnice (1.2.4) ziskame
i = (n) = (kn +1)(1 — n)(k — 2kn — 1). Protoze n(t) € [0,1), lze uvazovat nasledujici
moznosti:
~ k—1 .. e aw e
e Jestlize n(t) € |0, TR pak 7(t) > 0. V tomto piipadé je feSeni n(t) ryze kon-
vexni funkce a tempo rustu koncentrace firem, které prijimaji novou technologii se
zrychluje.
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k—1
o Jestlize n € (%’ 1) , pak 7i(t) < 0. V tomto piipadé je FeSeni n(t) ryze konkavni

funkce. Vétsina firem jiz novou technologii pouziva a tempo rastu koncentrace firem,
které pouzivaji novou technologii, se zpomaluje.

2 < 2 dochéazi v pripadé vlivu médii k rychlejsimu sifeni nové technologie nez

v piipadé, kdy se technologie §ifi pouze v dusledku doporuceni, jak tomu bylo v zakladnim
modelu z odstavce 1.2.1.

Protoze

~

Rovnice (1.2.4) je rovnice se separovanymi proménnymi, kterd mé pro ng € [0, 1) feSeni

k l (k+0)t 11—
t) = (kno + De U-mo) o [0, 00). (1.2.5)
(kno 4+ D)e 0 £ k(1 — ng)

Odtud méame lim;_,o, n(t) = 1, takZe novou technologii za¢nou postupné vyuzivat viechny
uvazované firmy. Podobné jako v zdkladnim modelu, mizeme nyni urcit ¢as t; > 0 takovy,

Zen(ty) = T V tomto okamziku za¢ne rychlost pfijiméni nové technologie zpomalovat.
Dosadime-li pfedchozi podminku do (1.2.5), ziskdme za predpokladu ng < 5% vztah
1 kE(1—n
t (1= o) (1.2.6)

e n .
k1l kng+1

k—1 L. C
Pro ng > B takovy Cas neexistuje.
Uvazujme nyni, ze to = to(l), I > 0. Pak t§(1) < 0, I > 0 a lim;_,o t2(l) = 0. To znamena,
7e funkce to(l) nabyva pro [ = 0 svého globalniho maxima na [0,00). Pro I = 0 je v8ak
to = t1, kde t1 je dano vztahem (1.2.3). Déle je zfejmé, Ze ¢im vyssi vliv maji média,
tim dochézi k rychlejsimu nartstu koncentrace firem, které pouzivaji novou technologii, v
pocatecnim stadiu procesu Sifeni.

1.2.3 Model s vice parametry

Chysta-li se firma pouzivat novou technologii, méla by zjistit, zda je to pro ni vyhodné.
Jak je z pfedchozich poznamek ziejmé, je prirtstek koncentrace firem jistého primyslového
odvétvi, které pouzivaji novou technologii v Case t, za kratky casovy interval 7 > 0 piimo
umérny koncentraci téch firem, které zatim novou technologii nepiijaly. Podobné jako v
predchozich odstavcich muzeme ziskat diferencidlni rovnici

n=A1-mn), n(0) = ne. (1.2.7)

Vime jiz, ze koeficient pfimé imérnosti A zavisi na koncentraci n firem, které novou tech-
nologii pouzivaji. Zavisi vsak také na zisku m, ktery zavedeni nové technologie ve srovnéni
se starsimi alternativnimi technologiemi piinasi a také na relativni cené investice s nutné
k zavedeni nové technologie vzhledem k celkovym aktivim firmy. MuZeme tedy psét

A= A(n,m,s).
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Provedeme-li rozvoj funkce A v Taylorovu fadu se stfedem v bodé (0,0, 0) a zanedbame-li
Cleny s radem vyS$im nez dva, ziskame

A=ay + aon + agm + aqs + a5n2 + a671'2 + a7s2 + agnm + agns + a1g7s.
V praci [55] je ukazano, Ze as = 0 a ay + a3m + a4s + agn? + ars® + ajpws = 0. Polozime-li
k = as + agm + agys,

lze rovnici (1.2.7) psat ve tvaru n = kn(1—n), n(0) = ng, coz je poc¢atecni problém (1.2.1).
Nyni je vSak navic zndma struktura koeficientu pfimé timérnosti k.

1.2.4 Model pro vybavenost predméty dlouhodobé spotieby

Jako spotfebni jednotku budeme nyni misto firmy uvazovat doméacnost. Kromé zbozi béz-
ného charakteru, kupuji doméacnosti predméty dlouhodobé spotieby — PDS, které maji
relativné dlouhou Zivotnost a poskytuji doméacnostem uzitek z nékolikanadsobného pou-
ziti. Takovym zbozZim se rozumi domy, byty, automobily, pracky, lednicky, televizory nebo
osobni pocitace a jejich nadkupy jsou domacnostmi hrazeny hlavné z tspor. NiZze uvedené
uvahy vychéazeji z knih [35] a [78], ale tzce souvisi s tim, co jiz bylo napséno vyse o Sifeni
novych technologii.

V prvni fadé budeme uvazovat, ze vSechny ekonomické i mimoekonomické vnéjsi faktory
jsou v ¢ase konstantni, to ndm umozni sledovat vybavovani doméacnosti PDS pouze v ¢ase.
Dale budeme predpokladat, Ze existuje jisty pocet domécnosti — potencialnich spotiebitel,
které si mohou novy PDS pravé uvedeny na trh okamzité koupit. Pocet vSech téchto po-
tencialnich spotiebitelt oznacme S. Bude predstavovat hladinu nasycenosti pii vybavovani
novym PDS.

Budeme pfedpokladat, Ze prijem domécnosti se v Case zvySuje, takZze se také rozsifuje
okruh domacnosti, které si mohou novy PDS zakoupit. To znamené, Ze hladina nasyce-
nosti je rostouci funkei pfijmu domécnosti Y a muzeme psat S = S(Y). Jak stale vétsi
okruh domécnosti muze realizovat nakup PDS, zuzuje se okruh potencialnich spotiebitela.
Jestlize se dany PDS stane finanéné piistupny vSem potencidlnim spotiebiteliim, prestava
byt dalsi rist pri{jmu diavodem pro zvySeni poptavky po PDS. To vSe znamena, ze vliv
rostouciho pfijmu Y na proménlivou hladinu nasyceni S(Y') by se mél postupné zeslabovat
az dokud hladina nasyceni nedosahne jisté konstantni meze Sy > 0, ktera byva nazyvéina
absolutni hladina nasyceni. V [35] a |78] je pouzit vztah

Sry= 2 (1.2.8)

L+ o5

kde konstanta o > 0 je koeficient dlouhodobé prijmové pruznosti poptdvky a konstanta
¢ > 0 odpovida tempu rastu pifjmu. Koeficient pt{jmové pruznosti o vyjadiuje vliv zmény
prjmu na vyvoj vybavenosti danym PDS. Pro vysoké « rostouci piijem rychle zvy3Suje
okruh potencialnich spotfebiteld. Pro nizké a bude prirastek potencidlnich spotiebiteli
nepatrny a pro nulové « nemd pifjem na vyvoj vybavenosti zadny vliv. Funkce (1.2.8)
je pro Y > 0 konkavni, takze je splnén pfedpoklad postupného snizovani ristu hladiny
nasycenosti na vysce pfijmu a pritom limy_,, S(Y) = Sy, takze je splnén predpoklad
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existence absolutni hladiny nasyceni.

Pifjem domacnosti je funkci Casu t, takze Y = Y (t). Predpokladejme, Ze pfijem roste
konstantni mirou. Ozna¢me tuto miru g > 0, takze lze psat

Y (t) = Yoe', t € [0,00), (1.2.9)

kde Yy > 0 je konstanta predstavujici prijem domécnosti v ¢ase t = 0.

Ne v8echny domécnosti, které si mohou dovolit koupit novy PDS; si ho koupi okamzité. K
tomu, aby doslo k vybaveni vSech potencialnich spotifebiteld PDS je zapotiebi jisté doby.
Domacnosti se nejdiive musi o novém PDS dovédét a sezndmit se s jeho vyhodami. Tato
informovanost se Siff tim rychleji, ¢im vice potencidlnich spotiebitela jiz PDS vyuziva.
Pocet domacnosti v ¢ase t, které jsou jiz vybaveny novym PDS oznaéime N (t). Prirastek
domacnosti v ¢ase t nové vybavenych PDS za kratky Casovy interval 7 > 0 je tedy p¥imo
amérny N (t).

.....

mené, Ze s riustem vybavenosti se zuzuje mnozstvi potencidlnich spottebitelt, které si novy
PDS mohou koupit. V pribéhu ¢asu vSak roste hladina nasyceni S. MiuZeme tedy uva-
zovat, ze prirtstek novych domacnosti, které si koupi PDS je pfimo amérny koncentraci
1 — N(t)/S(t) koupéschopnych spotiebiteli, ktefi si zatim PDS nekoupili.

Posledni pozorovéani, které ucinime, se tyké ¢asového intervalu 7 > 0, ve kterém sledujeme
zménu vybavenosti domécnosti. Cim je tento Casovy interval delsi, tim vétsi je prirtstek
novych domécnosti vybavenych PDS.

Vyse popsané predpoklady muzeme formalizovat a psat diferencni rovnici

N(t+7)— N(t) = kN(t) (1—) T,

kde k > 0 je konstanta amérnosti. Vydélime-li posledni rovnici 7, pak pro 7 — 0 ziskime
diferencialni rovnici

S(Y)-N
S(y) -

kde N = N(t). Dosadime-li (1.2.8) a (1.2.9) do rovnice (1.2.10) a budeme-li znat poc¢ate¢ni
podminku N(0) = Ny, ziskdme po tpravé poc¢ateéni problém

N = kN (1.2.10)

: k
N =kN - — (1 + Ycaeagf> N2, N(0) = Ny, (1.2.11)
0 0

ktery predstavuje model pro vybavenost domécnosti PDS. Jedn4 se o Bernoulliovu rovnici,

kterou miizeme pievést na linearni diferencialni rovnici substituci z = N~!. Pak 2 =
—N72N. Vynésobfme-li rovnici (1.2.11) ¢lenem —N~2 a pouZijeme-li substituci, ziskame

‘ kz + b 14 — a9t
Z = —KRZ - —€ .
So Yy

Resenim této linearni diferencialni rovnice a opétnym pouzitim substituce postupné obdr-
Zime:
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o Je-li k # ag, pak

S
N(t) = : ,t € [0,00),
_ c k  _
1+Ce My — —— ¢t
Yo'k —ag
keC =20 4 € e konstanta zavisla cateeni podmi
(§] = — — — € Konstanta zZavisia na pocatecnl podmince.
Ny Yok —ag ) p P

e Je-li k = ag, pak

So

N(t) = , t €10,00),
c
1+ Ce 4 —kte
}/OO[
So . s i e . )
kde C' = No 1 je konstanta zavisla na pocatec¢ni podmince.

Z vyse uvedeného je zfejmé, 7ze chceme-li predvidat vyvoj vybavenosti danym PDS; je
nutné mit k dispozici idaje o predpokladaném vyvoji prijmi domécnosti. Pak je mozné
odhadnout parametry «, k, ¢, g nebo Sy.

1.3 Zakladni spojité modely riistu

Ekonomicky rist se tykéa zvyseni vystupu zbozi a sluzeb a souvisi s ristem realného hrubého
narodniho dichodu. V néasledujicich odstavcich formulujeme dva modely, které v minulosti
sehréaly dulezitou roli pfi snaze ekonomicky rust vysvétlit. Jde o podstatné rozsiteny zé-
pis motiva¢nich uloh, které autor pouzil v [25]|. Pfi popisu Domarova ristového modelu a
Solowova rustového modelu vychazime z knih [58] a [77]. Komentafe jsou pak zaloZeny na
historickych poznamkach knihy [34] a Solowové laureatské prednésce pronesené pii udélo-
vani Nobelovy ceny za ekonomii z roku 1987, ktera je uvedena v [38|. Podrobné&jsi popis
predpokladi a obecnéjsi Solowtiv model uvedeme pozdéji, v oddilu 5.1.

Jako méftitko ristu se ¢asto pouziva tempo ristu, které vyjadiuje relativni zménu hrubého
narodniho produktu mezi dvéma po sobé nasledujicimi obdobimi. Protoze v tomto textu
pracujeme prevazné se spojitymi veli¢inami, budeme tempem ristu hrubého domdciho pro-
duktu rozumét podil .
Y(t)
y(t) = —, 1.3.1
wt) =y 0 (1.3.1)

kde Y (t) piedstavuje okamzZitou velikost hrubého narodniho produktu. 2

1.3.1 Domartv ristovy model

Ameri¢an Evsey DOMAR (1914 — 1997) formuloval sviij model v élanku Capital Expansion,
Rate of Expansion and Employment v roce 1946. Jeho model vede k podobnym zavérim,

2Tato veli¢éina ma charakter toku. Lze ji tedy vyjadfit jako mnozstvi pen&znich jednotek za jednotku
casu.
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jako model, ktery dfive formuloval Angli¢an Roy Forbes HARROD (1900 — 1978) v ¢lanku
An Essay on Dynamic Economics z roku 1939. Harrod vychazel z ponékud odlignych pred-
pokladi a jeho model je formulovan pomoci diferen¢ni rovnice.

Budeme uvazovat uzavienou ekonomiku a trh s agregovanym zbozim. Kapital K = K(t)
predstavuje vyrobni faktor, ktery je sdm vysledkem predchozi vyroby a vznika na zékladé
investic I = I(t). Kapitalové statky pak slouzi pro dalsi produkeci. MnoZstvi produkce vy-
tvorené pomoci kapitalu oznacime F'(K). Model je zaloZen na nasledujicich predpokladech:

e Priristek hodnoty kapitalu K (t) v ¢ase t za kratkou dobu 7 > 0 je rovny hodnoté investic
za dobu 7. Pro kratky interval 7 > 0 lze psat K(t + 7)— K (t) = I(t)7, kde I(t) je hodnota
investic v Case t. Odtud

K(t+7)— K(t)

T

= I(t).
Pokud pro 7 — 0 existuje limita vlevo, miZeme psat

K(t) =I(t). (1.3.2)

e Produkce je primo imérna hodnoté kapitalu, tedy
F(K) = AK, (1.3.3)

kde A > 0 je konstanta tumérnosti vyjadiujici iroven technologie. Tento predpoklad fika,
7e rustovym faktorem je pouze akumulace kapitéalu.

e V uzaviené ekonomice plati, Ze diichod Y (¢) je rozdélen mezi spotiebu C(t) a soukromé
investice I(t), tedy v kazdém okamziku t plati

Y(t) = C(t) + I(2). (1.3.4)

Pro spotfebni funkci predpokladame, ze C(t) = ¢Y(t), kde ¢ € (0, 1) je podil spotreby.
Zavedeme-li jesté podil uspor s =1 —c € (0,1), mizeme také psat

Ct)=(1-s)Y(t). (1.3.5)
Pouzitim tohoto vztahu lze (1.3.4) pfepsat ve tvaru
I(t) = sY(t). (1.3.6)

Tento vztah lze interpretovat tak, Ze vSechny tspory v uzaviené ekonomice jsou ihned
investovany. Nebo kratce, Ze investice jsou rovny dsporam.

e Model déle predpoklada, Ze objem nabizeného produktu F(K) je vzdy plné vyuzit.
To znamena, ze jakékoliv zvySeni produktu je absorbovino zvySenim poptavky, kterou
predstavuji investice I(t) a spotfeba C(t). V kazdém okamziku t tedy plati

Y (t) = F(K(t)). (1.3.7)

Protoze je podil aspor s < 1, absorbuje spotieba C(t) pouze ¢ast zvétSeni produkee Y ().
To v8ak znamen4, Ze zvysené produkce vede i ke zvySen{ investic. Nicméné zvySeni investic
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vede opét ke zvyseni produkéni kapacity a tak dale. Dochézi tak k ristu produkéni kapacity
v Case. Je zfejmé nutné beze zbytku vyuzit prirtstek produkce, pfipadné nevyuziti by totiz
mohlo vést k zastaveni investic a k zastaveni riastu produkce.

Zustava oteviena otazka tykajici se Casového pribéhu dichodu. PouzZijeme-li vztahi (1.3.7)
a(1.3.3),je Y(t) = AK(t). Odtud pak Y (t) = AK(t). Pouzijeme-li (1.3.2),je Y (t) = AI(t).
Je-li dale znama poc¢ate¢ni hodnota Yp, lze pomoci (1.3.6) psat poc¢atecni problém

Y =TY, Y(0) = Yy,
kde Y =Y (t) je hledana realné funkce realné proménné ¢ a

T = As > 0. (1.3.8)

Konstanta I'" byva nazyvana zarucené tempo ristu. ReSenim uvedené linearni diferenciélni
rovnice je funkce

Y (t) = Yoet, t € [0, 00). (1.3.9)

Poznamka 1.3.1. Koeficient zaru¢eného rustu (1.3.8) byl od pocéatku zdrojem mnoha
otazek. To nas privadi k diskusi o nedostatcich Domarova modelu.

Poznamka 1.3.2. Predpokladejme, ze pracovni sila L = L(t) roste podle Malthusova
zékona. Tedy

— =n, L(0) = Ly (1.3.10)
kde n > 0 je mira ristu pracovni sily a v souvislosti s Domarovym modelem byva také

nazyvana prirozend mira ristu. Lze pozadovat, aby byla pracovni sila plné vyuzita. To
zapiSeme jako

Y (t) = BL(t), (1.3.11)
kde B > 0 je konstanta tmérnosti. Odtud
Y (BL) L
l=—=—F=—=n. (1.3.12)
Y BL L

To znamené, ze méa-li byt udrzeno zaru¢ené tempo rustu produktu pfi plné zaméstnanosti
je t¥eba, aby pracovni sila rostla stejnym tempem. Vztah (1.3.12) pFepiSeme pomoci (1.3.8),
ziskdime As = n. Takové spojeni na sobé nezéavislych parametra je vSak malo pravdépo-
dobné, proto se v ekonomické literatufe piSe o ristu produktu "na ostii noZe," srv. [31,
str. 102]. Solow o tom v [38, str. 607| Fika:

Pochybnosti vznikaly proto, Ze tyto zavéry byly odvozeny za predpokladu, Ze
vSechny tfi klicové veli¢iny - mira tspor, tempo ristu pracovnich sil a kapité-
lova naro¢nost 3 - byly dané konstanty, p¥irozené charakteristiky reality. ...

O v8ech se predpokladalo, Ze se mohou ¢as od ¢asu ménit, ale sporadicky a vice
méné nezévisle. V tomto piipadé by vSak moZznost stalého ristu byla zézracnym
$téstim. Vétsina ekonomik by se po vétsinu ¢asu nenachézela na rovnovazné tra-
jektorii rustu. Historie kapitalistickych ekonomik by méla predstavovat stridani
dlouhych obdobi zhor§ujici se nezaméstnanosti a dlouhych obdobi prohlubuji-
ciho se nedostatku pracovnich sil.

3Kapitalovou naroénosti se rozumi k = 1/A.
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Posledni poznamku tykajici se zaméstnanosti nyni vysvétlime. Pfi splnéni vztahu (1.3.12)
plati (1.3.11) a (1.3.7), tedy AK = BL. Protoze, jak bylo fefeno, je tento vztah malo
pravdépodobny, plati spise AK < BL nebo AK > BL. Nicméné pro vyrobu nemuze
byt nedostatek prace ani kapitalu, tedy ¥ = ming>o 1>0(AK, BL). V prvnim piipadé,
AK < BL, tak dochézi k nezaméstnanosti pracovni sily a v druhém piipadé, AK > BL,
bude existovat nevyuzity kapital.

Poznamka 1.3.3. K tomu, aby mohl byt zachovan rist produkce podle (1.3.9) by podle
(1.3.6) mély investice rust jako
I(t) = Ipe'™, (1.3.13)

kde Iy = sYy. Co se stane, pokud investice rostou jinym tempem ~ # ['? Pak lze misto
(1.3.13) psat

I(t) = Ipe".
Pro velikost kapitélu nyni integraci vztahu (1.3.2) ziskdme K (t) = K(0) + Ip/y - (e7* —1).
Podle (1.3.3) tedy pro velikost produkce plati

Aly,
P(K () = AK(0) + = 2(" = 1) (1.3.14)

Podobné ze vztahu (1.3.6) ziskdme pro poptavku

1
Y (t) = —Ipe™.
S

Odtud nyn{ mame

FK@) | AK(©)+Alo/y (@' =1) _As T

t—oo Y (t) t—00 1/s - Ipe y

Pomoci tohoto vztahu muzeme ucinit tato pozorovani:

e Rostou-li investice rychleji nez je zarucené tempo ristu, tj. I'/y < 1, existuje ¢as t; > 0,
takovy, Ze pro v8echna t > t; plati FI(K(t)) < Y (t). To znamen4, Ze i kdyZz rostou investice
rychleji nez je zaru¢ené tempo ristu, nestac¢i produkce pokryt poptavku.

e Rostou-li investice pomaleji nez je zarucené tempo ristu, tj. I'/y > 1, existuje ¢as to > 0,
takovy, ze pro vSechna t > t9 plati F(K(t)) > Y(t). To znamena, ze i kdyZz investice
nedosahuji zaruc¢eného tempo ristu, vznika nadbyte¢na produkce.

Oba paradoxni vysledky ukazuji nedostatky Domarova ristového modelu, které odstranuje
Solowtv model ristu, srv. vysledek (1.3.23).

Poznamka 1.3.4. Uvedeme jesté namitku proti moznosti zvySovani tempa ristu tak, jak
ji vyslovil Solow ve své prednéasce, |38, str. 606]:

Byl zde jesté dalsi disledek Harrod-Domarova modelu, ktery se zdal byt oSidny.
Jestlize podminkou stalého ristu je, Zze mira tispor je rovna soucinu tempa ristu
zaméstnanosti a technologicky dané kapitdlové narocnosti, potom receptem,
jak zdvojnasobit tempo ristu v ekonomice s pfebytkem pracovnich sil, bylo
jednoduse zdvojnasobit miru tspor, snad pomoci statniho rozpoctu. ... Toto
doporuceni mi neznélo prijatelné.
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1.3.2 Solowitv ristovy model s Cobb—Douglasovou produkéni funkci

Zde popiseme zjednodusenou variantu ristového modelu, ktery formuloval Robert M. So-
LOW (nar. 1924). Zaklady tohoto modelu vylozil v ¢lanku A Contribution to the Theory of
Economic Growth v roce 1956. Za své piispévky k teorii ekonomického ristu a empirickém
vyzkumu procesu rustu ziskal Solow v roce 1987 Nobelovu cenu za ekonomii. Jak jiz bylo
uvedeno, budeme vychazet z knih [58] a |77]. Na rozdil od oddilu 1.3.1 pfipustime, Ze pii
produkei dochéazi k vzéjemné substituci prace L(t) a kapitalu K (t), takze produkéni funkce
F bude obsahovat oba tyto vyrobni faktory. Solow o tom ve své prednésce, |38, str. 606],
TikA:

... Nemohu vam fici, pro¢ mé napadlo nejprve nahradit konstantni kapitalovou

naro¢nost (a pracovni naro¢nost) bohat$im a realisti¢téjsim znazornénim tech-

nologie. ... Vim, Ze mé jako rozeného makroekonoma napadlo velice brzy, Ze

i kdyz sama technologie neni pro kazdy jednotlivy vyrobek v daném case tak

pruzné, agregatni faktorova naro¢nost musi byt mnohem proménlivéjsi, protoze

ekonomika si muze zvolit, zda se zaméfi na vyrobky kapitédlové narocné, nebo

na pracovné naro¢né ¢i na vyrobky naro¢né na pidu. V kazdém piipadé jsem

zde okamzité objevil néco zajimavého.

Zde budeme uvazovat Cobb—Douglasovu produkéni funkei
F(K,L)= AK*L'™*, (1.3.15)

kde A > 0 je konstantni hladina technologické tirovné a a € (0, 1) je konstantni koeficient
elasticity produkce vzhledem ke kapitalu,* ktery udava o kolik procent se zméni produkt,
jestlize se zméni kapital o 1% a ostatni faktory ztistanou nezménény. Produkéni funkece vy-
jadiuje funkéni zavislost ristu produktu na ristu pracovni sily a na rastu kapitalu. Budeme
také predpokladat, ze pracovni sila roste podle Malthusova zakona (1.3.10). PouZijeme-li
opét vztahy (1.3.6), (1.3.2) a nové (1.3.10) ziskame

L

—_ — —— =8

K\ KL-KL I KL Y
== - n. (1.3.16)
L L LL L

Zavedme kapitalovou intenzitu

a pouZijme vztah (1.3.7) ve tvaru Y = F(K, L), pficemZ produkéni funkce F' je dana
(1.3.15). Rovnici (1.3.16) lze nyni psat ve tvaru

k =Tk — kn, k(0) = ko, (1.3.17)

kde jsme stejné jako v pfipadé Domarova modelu oznac¢ili I' = As > 0 a zvolili jsme
pocate¢ni podminku.

Stacionarni bod k° rovnice (1.3.17) je dan podminkou I'(k°)* = nk°. To znamena, ze pro
k(0) = k°, ziskame stacionarni FeSeni ve tvaru

k(t) = <P> et (1.3.18)

“Pro a = 1 bychom ziskali pfedchozi model.
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Rovnice (1.3.17) je Bernoulliova rovnice, jejiz analytické feSeni lze nalézt. Polozme
z =k
pak z = (1 — @)k~ - k. Vynasobime-li (1.3.17) ¢lenem (1 — o)k~ # 0, ziskame vhodnym
preskupenim ¢lent linearni diferencialni rovnici
i+ (1—a)nz=(1-a)l, 2(0) = k).
Jejim feSenim je

T T
0= (1o D)t

takze feSeni rovnice (1.3.17) méa tvar

1

k() = <(;€éa _ F) e~ (-t F) T iso (1.3.19)

n n

Odtud ihned mame

1

lim k(t) = <F> o , (1.3.20)

n

a tedy stacionarni feSeni (1.3.18) je asymptoticky stabilni, viz definice v oddilu 2.4. Vztah
(1.3.20) ukazuje, ze ekonomika dosahne svého stacionarniho stavu a neni k tomu zapotiebi
néjakého citlivého prizptsobovani investic, jako tomu bylo v Domarové modelu. Uréime
jesté, jak se chova rustovy koeficient kapitalu a investic. Plati

K I sy  Kepie K\ »
VK = S =S =—F= SA* = SA — = SAka . (1321)
K K K K L

Odtud pak s ptihlédnutim k (1.3.20)
tlim vk (t) = sA= =n. (1.3.22)

Kapital tedy po dostateé¢né dlouhé dobé bude riist stejnym tempem jako pracovni sila, srv.
(1.3.10). Dale plati

I Y AaK*T'KL'"*+ A(l - a)K°L™°L
=TTy AKOLI® -
p .

L
@ +(1- a)E = asAk*™ 1 + (1 — a)n.

Odtud je nejdfive patrné, ze vr = vy . Protoze plati (1.3.21), je dale v; = ayx + (1 — a)n.
Pouzijeme-li (1.3.22), mame

lim vy (¢) = lim v7(t) = an+ (1 — a)n = n. (1.3.23)
t—o0 t—o0

Tedy také rist investic a rtst dichodu se po dostatecné dlouhé dobé prizpiisobi tempu
rustu pracovni sily. Pro zvySovini tempa ristu pomoci zvySovani podilu investic nyni ze
vztahu pro 7y, ktery jsme odvodili, spiSe plati, [38, str. 607]:
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... Rozvijejici se ekonomika, kterd s tuspéchem soustavné zvysuje svou miru
uspor (investic), bude mit vyssi troven tempa ristu nez kdyby tak neucinila a
musi proto rust rychleji. Trvale vSak vysstho tempa ristu vyroby nedosahne.
Presnéji: trvalé tempo ristu vyroby na jednotku pracovniho vstupu je nezavislé

vvvvv

smyslu.

O tom, jak do modelu zapracovat troven technologie se vSak zminime az v sekci 5.3. Tam
také uvidime, ze vysledky, které jsme odvodili pro Cobb-Douglasovu produkéni funkei plati
pro libovolnou neoklasickou produkéni funkei.

1.4 Phillipstiv model s multiplikAtorem a akceleratorem.

Jednou z dulezitych udalosti pi vytvafeni makroekonomické teorie byla formulace modelu
hospodarského cyklu s multiplikitorem a akceleratorem. Autorem tohoto modelu z roku
1939 byl Paul A. SAMUELSON, drzitel Nobelovy ceny za ekonomii z roku 1970. Pozdéji, v
roce 1950, model rozsifil John R. Hicks, drzitel Nobelovy ceny za ekonomii z roku 1972,
srv. [71], [23] a [34]. Model byl formulovan pomoci diferen¢nich rovnic pro proces v diskrét-
nim ¢ase. V roce 1954 formuloval A. W. PHILLIPS podobny model pro proces se spojitym
Casem, srv. [3] a [2]. Timto modelem se zde budeme zabyvat. Autor o tomto modelu pfed-

nesl referat na konferenci Week of Doctoral Students 2003, viz [64].

Makroekonomické dynamické modely se snazi o popis chovani relativné velkého pocétu eko-
nomickych jednotek. Poméhaji vyjasnit jaké sily urcuji primérné chovani takové skupiny
jednotek. Ekonomické jevy jsou velmi komplikované a pro dobry popis evoluce velké ekono-
mické jednotky bychom potfebovali mnoho proménnych. Kazda takovi proménnéa miiZze na
ostatnich proménnych zaviset mnoha zptlisoby a neni zaruceno, Ze se podaii vSechny tyto
vztahy nalézt. Diky této nejistoté jsou zavadény agregované proménné a jsou formulovany
agregované modely. Nicméné takové modely nejsou piili§ pfesné a poméhaji spiSe nalézt
zékladn{ mechanizmy redlnych ekonomickych procesii. Protoze se jednd o zjednoduSené
modely, byvéa také obtizné urcit hodnoty konstant, které v modelu vystupuji. K tomu se
pouzivaji statistické metody a metody ekonometrie. To vSe znamend, Ze nemizeme oce-
kavat deterministicky model, ktery by nam umoznil predpovidat pfesné budouci chovani
néjaké ekonomické jednotky.

1.4.1 Myslenka exponenciidlniho zpozdéni v ekonomickych modelech

Nejdiive popiSeme zptisob, ktery umoznuje modelovat nékteré dynamické jevy v ekonomii.
Predstavme si, Ze existuje aktualni informace o hodnoté jisté ekonomické veli¢iny. Na za-
kladé této informace lze provést takova rozhodnuti, které povedou ke zméné hodnoty jiné
ekonomické veli¢iny. Hodnoty ekonomickych veli¢in nelze ménit okamzité, podléhaji jisté
setrvacnosti. Plan se vztahuje k soucasnosti, ale bude realizovan pozdéji. To znamena, Ze
existuje néjaké zpozdéni mezi aktualni hodnotou a budouci potencialni hodnotou uvazo-
vané veli¢iny.

Uvazujme, ze vstup ekonomické jednotky S je dan funkci z = z(t), t € [to, 00), kde pro-
ménnd ¢t oznacuje Cas a vystup jednotky S je dan funkei y = y(t), t € [tg, 00). Chceme
prizptisobit vystup y(t) tak, aby platilo

y(t+T) = z(t), t € [ty, 00), (1.4.1)
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kde T' > 0 je doba zpozdéni vystupu za vstupem.

V reélném systému vSak nemame piimé informace o budoucich hodnotéach funkce z(t) a
vystupni funkci y(¢) nelze zménit okamzité. Lze vSak pfipustit, Ze v kazdém okamziku
t € [to,00) zname rozdil z(t) — y(t). Uvazujme take, ze z(to) — y(to) # 0. Vztah (1.4.1)
predstavuje idealni podminku, ktera je v8ak statickd a nefika nic o procesu, pomoci kterého
hodnota vystupu y(¢) dosdhne béhem intervalu délky 7" hodnoty vstupu z(t). PotFebujeme
plan, jak prizpusobit vystup y(t) tak, aby vztah (1.4.1) platil alespon piiblizné. Jeden z
moznych zptisobii je tento: Rozdélime interval [¢, t+7T] na n intervala stejné délky 7 = T'/n.
Plan pocita s tim, Ze se rozdil z(t) — y(¢) eliminuje v n kratkych krocich délky 7. V kazdém
¢asovém intervalu délky 7 je tfeba provadét néjakou opravu, protoZe z(t) se méni. Budeme
predpokladat, ze 1/n rozdilu z(t) — y(t) je vyrovnana zménou vystupu y(¢) v prabéhu
prvniho ¢asového intervalu délky 7. To znamené, Ze

2(t) —y(®) (1.4.2)

y(t+ 1) —y(t) = N

kde t € {tg,to+7,to+27,...}. Vystup y(t) se vzdy zpozduje za ménicim se vstupem z(t).
V zéavislosti na délce 7 ziskame tyto odlisné modely:

(i) Jestlize r=1aT €{2,3,...}, pak mame linearni diferen¢ni rovnici

y(t+1) —yt) = ————=, (1.4.3)

kde t € {to,to+ 1,t0+2,... }.

(ii) Predpokladame-li, ze vystup y(t) je diferencovatelna funkce, pak pro 7 — 0 ziskdme
linearni diferencialni rovnici
z(t) —y(t)

(1) = =, t € [t0,00), (1.4.4)

kde T € (0, 00).

Plati-li rovnice (1.4.3) nebo (1.4.4) fikame, ze vystup y(t) ma jednoduché exponencialni
zpozdéni za vstupem z(t). Jinou interpretaci konceptu jednoduchého exponencialniho zpoz-
déni 1ze nalézt v 3] nebo v [2].

Poznamka 1.4.1. Uvedeme zde jesté mechanickou ilustraci predchozich poznamek. Pred-
stavme si dva automobily. Necht v ¢ase ty jede automobil A vpredu pied automobilem B.
Ridi¢ automobilu B nevi, jak bude Fidi¢ automobilu A ¥Fidit sviij viz, zda bude zrychlovat,
zpomalovat, pojede konstantni rychlosti nebo zastavi. V kazdém ¢ase t € [tg, 00) v8ak ma
informace o vzdalenosti obou automobili. Pieje si ridit svij viz B tak, aby byl v Case
t+ T, kde T > 0, pfiblizné ve stejném misté, ve kterém byl automobil A v Case t. Jedna
z moznych strategii je tato: Zvoli takovou rychlost ¢ jizdy svého automobilu B v ¢ase t,
ze vzdalenost T'y ujetd za dobu T je rovna rozdilu drah z(t) — y(t), kde z(t) je dréha
automobilu A a y(t) je draha automobilu B v ¢ase t. To miZe byt zapsano pomoci linearni
diferencialni rovnice Ty = z — y, coZ je rovnice (1.4.4).
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1.4.2 Podminky modelu
Nyni popiseme zakladni pfedpoklady modelu.

e Agregovana poptavka Z = Z(t) je rovna soutu agregované spotieby C' = C(t) a
investic I = I(t), to znamena, Ze pro t € [ty,00) je

Zt)=C@{t)+1(t).° (1.4.5)
e Spotieba C je pfimo tmérna agregovanému vystupu — dichodu Y = Y'(¢), to zna-

mené, ze pro t € [tg, 00) je
C(t) = cY (1), (1.4.6)

kde koeficient pfimé ameérnosti-multiplikator ¢ € (0,1) je nazyvan mezni sklon ke
spotrebé.

e Rozhodnuti investovat ¢astku B = B(t) v ¢ase ¢ je pfimo amérné rychlosti vystupu
Y v ¢ase t, to znamena, Ze pro vSechna t € [tg, 00) plati

B(t) = vY (t), (1.4.7)

kde v > 0 je koeficient pfimé timérnosti, ktery se nazyva akceleracni koeficient. Jeho
rozmér je ¢asova jednotka.

e Stav investi¢nich vydaju I = I(t) je zpozdény za investi¢nim rozhodnutim B. Budeme
predpokladat, Zze zpozdéni je rovno jedné ¢asové jednotce. To znamena, Ze soucasna
rychlost vystupu muZze byt ovlivnéna investicemi az v nasledujici periodé a miZeme
psat 1-1 = B — I. Pouzijeme-li (1.4.7), mame

I(t) = oY (t) — I(t) (1.4.8)
pro t € [tg, 00).

e Vyrobci se snazi prizptsobit vystup Y agregované poptavce Z. Predpoklada se, Ze
vystup bude mit stejnou hodnotu jako poptévka za dobu T € (0,1). PouZijeme-li
ideu zpozdéni, podobné jako v (1.4.4) miizeme pro t € [tg, 00) psat

TY (t) = Z(t) — Y (t) (1.4.9)

Abychom zkratili dalsi zapis, zavedeme tzv. mezni sklon k ispordm, ktery je definovan jako
s=1—ce€(0,1). Nyni pouzijeme (1.4.5) a (1.4.6) pro (1.4.9). Ziskame
TY =cY +1-Y =1—sY.

7 této rovnice mame bud

I=TY +sY (1.4.10)

nebo ) . .
TY =1 - sY, (1.4.11)

5Tyto veli¢iny maji charakter toku, tj. jejich rozmér je uréité mnozstvi za jednostku Gasu.
57da4 se, Ze rovnice (1.4.8) neni rozmérové shodna. Viimnéme si viak, Ze byla vydélena ¢asovou jednotkou
a méli bychom psat v/1, resp. I/1 misto v, resp. I. Je dobré mit tuto skutecnost na paméti.
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jestlize navic predpokladame, ze funkce Y, Yal jsou diferencovatelné.
Dosadime-li (1.4.8) do (1.4.11), méme TY = vY —I—sY. Nahradime-li I z (1.4.10) ziskame
TY =vY —TY — sY — sY, coz je linearni diferencialni rovnice druhého fadu, kterou je
mozné psat jako 7 ) .

TY + (T +s—v)Y +sY =0. (1.4.12)
Jsou-li znamy pocatecni podminky Y (0) a Y (0), reprezentuje feSeni rovnice (1.4.12) Gasovy
vyvoj dichodu Y.

1.4.3 Reseni modelu

Charakteristicka rovnice pro rovnici (1.4.12) je
TN+ (T +s—v)A+s=0. (1.4.13)

MiuZeme ji psat ve tvaru A2 + %)\ + 7 = 0. Podle Viétova pravidla pro soucet a soucin
kotfenu kvadratické rovnice lze psat

T+s—v

S
/\1)\2:T>0&/\1+)\2:— T

(1.4.14)
Z podminky AjAe > 0 je zfejmé, Ze v piipadé, Ze jsou kofeny realné, maji oba stejné
znaménko. Diskriminant charakteristické rovnice (1.4.13) je

D= (T +s—v)?—4Ts. (1.4.15)

V zavislosti na znaménku diskriminantu D lze nyni uvazovat rtzné feSeni pro diichod Y.

c e v

Y(t) =0, t € [0,00). (1.4.16)

1. pripad

Je-li D > 0, ma charakteristicka rovnice (1.4.13) dva riazné realné kofeny A;, A2 a FeSenim
rovnice (1.4.12) je funkce
Y(t) = Cle)qt + Cze)‘zt,

kde C1 a Cy jsou realné konstanty, jejichz hodnoty zavisi na pocate¢nich podminkach. Je
zadouci védét, zda jsou kofeny Aj, A kladné nebo zaporné. Protoze D > 0, je [T+ s—v| >
2VTs tedy bud T+ s —v > 2v/T's nebo —(T'+ s —v) > 2v/T's.

(i) Prvni podminka, T'+s—v > 2v/T's, miiZe byt upravena na tvar v < (vT —+/s)2. Je-li
splnéna, mame podle (1.4.14) A;+ A2 < 0. To znamen4, Ze oba kofeny charakteristické
rovnice (1.4.13) jsou negativni a diichod Y ma tlumeny pribéh a stacionérni feSeni
(1.4.16) je stabilni.

(ii) Druhéa podminka , —(T+s—wv) > 2v/T's, miize byt upravena na tvar v > (VT ++/5)2.
Opét podle (1.4.14) lze nahlédnout, ze A\; + A2 > 0. To znamen4, Ze jsou oba kofeny
charakteristické rovnice (1.4.13) jsou kladné a diichod Y ma explozivni prubéh a
stacionarni feSeni (1.4.16) neni stabilni.

"Pro rozmérovou shodu plati podobné poznamka jako v predchozi poznamce pod ¢arou 6.
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2. pripad

Je-li D < 0, mé charakteristicka rovnice (1.4.13) dva komplexné sdruzené kofeny. Budeme
je psat ve tvaru A\; = a +iw a A9 = o — iw, kde

v—T—3s V|D|
_ _ VP 1.4.1
o 5T aw 5T ( 7)

ReSenim rovnice (1.4.12) je funkce
Y (t) = Cre® sinwt + Cze™ cos wt,

kde C', C5 jsou redlné konstanty dané pocateénimi podminkami. Resenf miizeme upravit
a psat
Y (t) = Be™ cos(wt — ),

kde realna konstanta B se nazyva amplituda a redlna konstanta ¢ se nazyva faze. Jestlize
C? + C2 # 0, polozime B = \/C? + C3 a cosp = %, sinp = %.
Protoze D < 0, plati podle (1.4.15) vztah |T + s — v| < 2/T's. To znamen4, Ze

(VT = /5)2 <v < (VT + /5)% (1.4.18)
V zéavislosti na znaménku o mtuzeme provést nasledujici diskusi:

(i) Je-li @ > 0, pak v — T — s > 0, coz lze psat jako v > T + s. Spole¢né s podminkou
(1.4.18) mame T + s < v < (VT + /5)%. V tomto piipadé ma dichod Y explozivni
oscilujici pribéh.

(ii) Je-li @ < 0, pak v — T — s < 0, coz znamené, 7e v < T + s. Spole¢né s podminkou
(1.4.18) mame (VT — /)2 < v < T 4 s. V tomto pfipadé méa dichod Y tlumeny
oscilujici pribéh.

(iii) Je-li @« =0, pak v — T — s = 0, coZ je mozné psat jako v = T + s. V tomto ptipadé
je pribéh dichodu Y periodicky.
3. pripad

Je-li D = 0, mé charakteristickd rovnice (1.4.13) jeden dvojnasobny realny kofen Ag.
Resenim rovnice (1.4.12) je funkce

Y () = M Cyt 4 Cy),

kde C, Cs jsou redlné konstanty, jejichz hodnoty zavisi na poc¢atecénich podminkach. Pro-
toze D = 0 plati podminka |7+ s — v| = 2V/T's.

(i) Jeli T+ s —v > 0, je v = (VT — v/5)%. Podle (1.4.14) je kofen charakteristické
rovnice (1.4.13) zaporny a diichod Y je tlumeny.

(i) Je-li T+ s —v < 0, je v = (VT + /s)%. Podle (1.4.14) je kofen charakteristické
rovnice (1.4.13) kladny a dichod Y m4 expanzivni charakter.

Nasledujici tabulka poskytuje strucény prehled doposud ziskanych vysledkii:
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’ podminka pro v ‘ duchod Y (t) ‘ Y(t) ‘ poznamka

v < (VT — /5)? tlumeny pribéh Y (t) = CreMt + Coe?2t | Mg, Mg <0
v= (VT —/5)? kriticky Gtlum Y(t) = (01t + Cy)etot Ao <0
(VT —/s)> <v<T+s| tlumené oscilace | Y (t) = Be® cos(wt + ¢) a<0
v=T+s harmonicky prubéh | Y (t) = Bcos(wt + ¢)
T+s<v<(VT++/s)? | expanzivni oscilace | Y (t) = Be™ cos(wt + ¢) a>0
v =T+ /5)? kritickd expanze Y (t) = (Cit + Co)eo?t Ao >0
v > (VT +/5)? expanzivni pribéh | Y (t) = CreMt + Ot | A\, Mg >0

1.4.4 Rozbor

Statistickd Setfeni vykonu ekonomickych jednotek ukazuji, Ze dichod Y mé velmi casto
oscilujici prubéh, ktery nebyva expanzivni. Pro dalsi rozbor tedy budeme predpokladat,
Ze TeSeni rovnice (1.4.12), které zavisi na tfech parametrech s, T, v, je periodicka funkce.
Mize byt zajimavé zjistit, zda existuje minimaln{ hodnota periody oscilaci dichodu Y.

Je zndmo, ze w = 2w /P kde P > 0 je perioda oscilaci. Ze vztahi (1.4.17) a (1.4.15) ziskdme

47T

P=P(s,T,v) = .
( ) VATs — (T + 5 — v)?

Podobné jako v [3], budeme piedpokladat, Ze mezni sklon ke spofeni s je pro danou ekono-
mickou jednotku dany. Je-li navic zndma také relativni délka zpozdéni T', je P = P(v). Nyni
muZeme nalézt stacionarni bod této funkce jedné redlné proménné. Po tpravéich ziskame

v— (T +5s)

Plo)= 47TT\/(4T3 —(T+s—v)?)3

Stacionarni bod je v = T 4 s. Pro v € (VT — +/5)%,T + s) je P'(v) < 0 a pro v €
(T 4 s,(VT + /5)?) je P'(v) > 0. Funkce P = P(v) ma tedy v bodé v = T + s lokélni

minimum a plati
T
Pmin = 2w/ —.
s

Odtud je zFejmé, Ze pro mensi mezni hodnoty sklonu ke spofeni s € (0,1) je minimalni
perioda Py, delsi. To znamené, Ze pribéh dichodu bude mit v priab&hu ¢asu méné vykyvi
kolem své rovnovazné hodnoty. Naopak, je-li hodnota s vétsi, je krat$i hodnota miniméalni
periody P, a diichod bude v pribéhu ¢asu kmitat kolem své rovnovézné hodnoty Castéji.

Pro numerickou ilustraci predpokladejme, ze s = 1/4, srv. [73], a necht P,;, = 5 ¢asovych
jednotek. Takto ziskdme, Ze relativni délka zpozdéni je T = 0,16 a hodnota akceleratoru
je v =0,41. Je-li jednotkou ¢asu jeden rok, je délka zpozdéni dichodu 2 mésice.
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Kapitola 2
Obycejné diferencialni rovnice

V této kapitole bude uveden popis soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic a néktera
tvrzeni, kterd charakterizuji vlastnosti feseni takové soustavy. Budeme pfitom vychéazet z
[40], [4], [44] a [18]. Vé&tsina uvedenych tvrzeni bude uvedena bez dikazi, nicméné vzdy je
uveden odkaz, kde lze dikaz nalézt. P¥i vybéru vlastnosti se soustfedime pouze na takové
aspekty, které vyuzijeme v nésledujicich kapitolach, ve kterych uvedeme dalsi aplikace
diferencialnich rovnic v ekonomii.

Necht J C R je otevieny interval a D C R" je oteviend mnozina. Polozme G = J x
D C R™!. Abychom mohli zapis soustavy obycejnych diferencialnich rovnic co nejvice
zjednodusit, pfipomeneme nékteré pojmy a zavedeme vhodné znaceni. Vektorovou funkct
se rozumi zobrazeni definované na podmnoziné R s hodnotami v R", n € N. Je-li z(¢)
vektorové funkce s hodnotami v R”, mé n sloZek a lze psat

z1(t)
2(t)
Tn (1)
kde z;(t), i € {1,...n} jsou realné funkce realné proménné. Derivovani a integrovani

vektorovych funkci Ize provadét po slozkach, pokud derivace, resp. integraly, jednotlivych
slozek existuji. Budeme také pracovat s wvektorovymi zobrazenimi, které jsou definovany
na podmnozing R™, m € N, s hodnotami v R". Pokud je dano vektorové zobrazeni f
definované na podmnoziné R s hodnotami v R™, miZeme psat

filz, ..., zm)
o m) = fa(xq, = y Tm) |
fr(x1, Tm)
kde f;, i € {1,...,n} jsou funkce definované na podmnoziné R™.

Pomoci uvedenych konvenci Ize soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic zapsat ve vek-
torovém tvaru

i(t) = f(t, (1)), (2.0.1)
kde z : J — R" je vektorova funkce a f : G — R” je vektorové zobrazeni. Uvedené soustava
se ¢asto uvadi spolecné s pocateénimi podminkami. Jsou-li ddny tg € J a x¢g € D, miuzeme
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je zapsat ve vektorovém tvaru

z(to) = xo. (2.0.2)

2.1 Pojem feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic

Zakladni pojem teorie obycejnych diferencialnich rovnic je pojem feseni soustavy obycej-
nych diferencialnich rovnic (2.0.1). Tento pojem se v pritbéhu ¢asu vyvijel a pFizptsoboval
se potFebam aplikaci diferencidlnich rovnic, blize v [44].

2.1.1 Klasické reSeni
Necht G = J x D C R™"! je oteviena mnozina a uvazujme, Ze f : G — R" je zobrazeni
spojité na G.
Definice 2.1.1. Funkce ¢ : J, — D se nazyva reseni soustavy obycejnijch diferencidlnich
rovnic (2.0.1) na intervalu Jy,, jestlize

(i) J, € J je interval, pro ktery int J, # ,

(i) € C'(Jp, D),

(iii) @(t) = f(t,¢(t)) pro véechna t € J,.
Plati-li navic pro dané tg € J a dané zg € D podminka

(iv) ¢(to) = o,
fikdme, Ze ¢ je Tesent pocdtecniho problému (2.0.1), (2.0.2).
Je-li ¢ 1 J3 — D fTeSeni pocatecniho problému (2.0.1), (2.0.2), pro které plati J; C J, a
P(x) = ¢(x), © € Jg, fikdme, Ze feSeni ¢ je prodlouZenim Feseni ¢ nebo feleni ¢ je ziZenim
redent ¢. Zifejmé miZe nastat situace, kdy feSeni ¢ pocatecniho problému (2.0.1), (2.0.2),
neni ztzenim zadného jiného feSeni tohoto problému. Takovému Feseni pak fikdme wupiné
Teseni nebo mazximadlni Tesend.
V pripadé, ze existuje tplné feSeni pocatecniho problému takové, ze kazdé jiné feseni tohoto
problému je jeho zuZenim, rikdme, Ze pocatecni problém ma pravé jedno FeSeni, nebo Ze
pocateéni problém mé jednoznacné fesent.
Poznamka 2.1.1. Lze ukézat, napt. [40], Ze poc¢atecni problém (2.0.1), (2.0.2) mé FeSeni
© na intervalu J pravé tehdy, kdyz (¢, p(t)) € G pro t € J, ¢ je spojita na J a

t

o(t) =z + t f(s,0(8))ds, t € J. (2.1.1)

2.1.2 Po castech hladké feSeni

V teorii optimalniho Fizeni, jejiz zakladni popis bude uveden v kapitole 4, se pracuje s
diferencidlnimi rovnicemi tvaru

@(t) = F(t,z(t), u(t)), (2.1.2)

kde F': R x R x R — R je spojita funkce, ktera je spojité diferencovatelnd vzhledem k
proménnym t a x. Funkce u : R — R se nazyva fizeni a obvykle se pfipousti, Ze je po
Castech spojita. To podle [44]| znamena:
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Definice 2.1.2. Necht I C R je interval a S C I je konetna mnozina (muZe byt S = ).
Funkce u : I — R se nazyva po cistech spojitd na intervalu I, jestlize

(i) je spojita v kazdém bodé ¢t € I'\ S, ktery je vnitinim bodem intervalu I, v pfipadé, ze
t €I\ S jelevy koncovy bod intervalu I je v tomto bodé spojita zprava a podobné,
je-lit € I'\ S pravy koncovy bod intervalu I je v tomto bodé spojita zleva.

(ii) v kazdém bodé s € S, ktery je vnitinim bodem I, existuji kone¢né limity

lim u(t) a lim wu(t).

t—s+ t—s—

V piipadg, Ze s € S je levy koncovy bod intervalu I, existuje koneéna lim; 54 u(t) a
je-li s € S pravy koncovy bod intervalu, existuje kone¢na lim; s u(t).

Dale fekneme, ze v : I — R"™ je po édstech spojitd vektorovd funkce na intervalu I, je-li
kazdé jeji slozka po ¢astech spojita funkce. Uvazujme nyni, ze G = I x D C R**! je
oteviend mnozina a Ze f : G — R™ je zobrazeni, které ma nasledujici vlastnosti

(i) pro libovolné x € D je t — f(t, ) po Castech spojita vektorovéa funkce na I,
(ii) pro libovolné t € I je zobrazeni x — f(t,x) spojité na D.
Toto zobrazeni budeme nazyvat po cdstech spojité zobrazeni vzhledem k proménné ¢ € I.

Poznamka 2.1.2. Vratme se k rovnici (2.1.2). Je-li u : I — R po ¢astech spojita funkce
na intervalu I C R, je zobrazeni f(t,z) = F(t,x,u(t)), které pfedstavuje pravou stranu
rovnice (2.1.2), po ¢astech spojité vzhledem k proménné t € I.

Chceme-li, aby v definici TeSeni soustavy diferencidlnich rovnic (2.0.1) platil vztah (iii)
uvedeny v definici 2.1.1, je tfeba pFipustit, Ze derivace feSeni je po ¢astech spojité funkce a
neplati vztah (ii) z definice 2.1.1. To nas vede k tomu, abychom modifikovali pojem FeSeni
soustavy diferencialnich rovnic. Jesté diive vSak uvedme nésledujici pojem.

Definice 2.1.3. Necht I C R je interval. Funkce ¢ : I — R se nazyva po céistech hladkd
na intervalu I, je-li spojita na I a jeji derivace ¢ je po ¢astech spojita na intervalu I.

Podobné jako v tivodu tohoto oddilu bychom mohli definovat po ¢astech hladkou vektoro-
vou funkei. Nyni jiz miZzeme uvést modifikovanou definici feseni soustavy (2.0.1) v p¥ipads,
7e zobrazeni f je po ¢astech spojité v proménné t.

Definice 2.1.4. Funkce ¢ : J, — D se nazyva reseni soustavy obycejnijch diferencidlnich
rovnic (2.0.1) na intervalu Jy,, jestlize

(i) J, C J je interval, pro ktery int J, # ,
(ii) ¢ :J, — D je po ¢astech hladka funkce,

(iii) @(t) = f(t,¢(t)) pro viechna t € J,, ve kterych je funkce f spojita.
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2.1.3 Absolutné spojité reseni

V nékterych piipadech je uZzite¢né predpokladat, Ze Fizeni w vystupujici v rovnici (2.1.2)
je méfitelnd funkce. Definici méfitelnosti funkce neuvadime, viz napt. [43]. Také v tomto
piipadé miZze byt prava strana rovnice (2.1.2) nespojita a je tfeba upfesnit, co budeme
chapat jejim feSenim.

Ma-li platit vztah (2.1.1), je tfeba, aby funkce ¢ byla neuréitym integralem své derivace

¢, tj. aby platilo
¢

o(t) = olta) = [ @ls)ds. (2.1.3)

to

V teorii Lebesgueova integralu, napt. [43], se ukazuje, ze vztah (2.1.3) plati pro takové
funkce ¢, které jsou absolutné spojité. Definici uvedeme podle [43].

Definice 2.1.5. Rikame, ze funkce @ I — R" je absolutné spojitd na intervalu I =
[to,t1] C R, jestlize ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro libovolnou kone¢nou

mnozinu navzajem disjunktnich intervala (o, Bx) C I, k € {1,..., N} takovych, ze
N
> (Br—ax) <6
k=1

plati

N
D lleBr) = plag)l| <.t
k=1
Nasledujici véta ukazuje souvislost mezi pojmem absolutni spojitosti funkce a neurcitym

Lebesgueovym integralem funkee, viz [43, str. 378].

Véta 2.1.1. Necht funkce ¢ : I — R", je absolutné spojitd na I = [tg,t1]. Pak je dife-
rencovatelnd skoro vsude, jeji derivace ¢ je integrovatelnd na I a pro vSechna t € I plati

(2.1.3).
Je-li funkce f: I — R"™ integrovatelnd na I at € I, pak funkce

p(t) = t f(s)ds

je absolutné spojitd na I a p(t) = f(t) skoro vsude na I.

Nyni mtzeme pfistoupit k formulaci zobecnéného feseni ulohy (2.0.1) v pfipadé, Ze zobra-
zeni f neni spojité vzhledem k proménné ¢, viz [18|.

Definice 2.1.6. Necht [ je interval a ¢ : I — R™. Funkci ¢ nazveme fesenim soustavy
oby¢ejnych diferencialnich rovnic (2.0.1), jestlize plati

(i) ¢ je absolutné spojita na I,
(ii) (t,¢(t)) e Gprotel,

(iii) ¢(t) = f(t,(t)) pro skoro vSechna ¢ € I.

Y| - || zna¢i normu na linearnim normovaném prostoru R™.
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2.2 Vlastnosti reSeni

V souvislosti s obyCejnymi diferencialnimi rovnicemi a jejich aplikacemi nas bude zajimat
nékolik otazek.

o Fmistence Teseni. V mnoha pfipadech nelze nalézt explicitni feSeni poc¢ateéniho pro-
blému (2.0.1), (2.0.2). Otazka existence FeSeni vSak muze postacovat k odpovédi na
nékteré teoretické otézky. Existuji také numerické metody, viz napft. [56], pomoci kte-
rych lze FeSeni pocateéniho problému aproximovat. Mé—li byt pouziti numerickych
metod smysluplné, je existence alespon jednoho tplného feSeni daného problému
zékladni.

o Jednoznacnost feseni. Pokud lze nalézt néjaké uplné reSeni dané tlohy, naskyta se
otazka jednoznacnosti feSeni. V aplikacich, ve kterych se jako nezéavisle proménna
t vyskytuje ¢as, ma jednoznacnost reSeni zajimavy dusledek: Systém popsany dife-
rencialni rovnici se chovd deterministicky. To znamena, Ze znalost zakonitosti jeho
chovani a znalost jeho stavu v libovolném ¢asovém okamziku stac¢i pro urceni jeho
stavu v budoucnosti i minulosti.

o (litlivost Tesent. V konkrétnich aplikacich jsou diferencialni rovnice sestaveny pomoci
parametri, jejichz hodnoty nelze mérenim presné urcéit a také pocateéni podminky
mohou byt zatiZzeny nepresnosti. V takovych piipadech je dilezité védét, jaky vliv
maji malé zmény v pocCitecnich podminkich nebo parametrech na chovani reseni a
jak citlivé je toto feSeni na dané zmény. Bylo by Zadouci, aby malé zmény v datech
vyvolavaly pouze malé zmény FeSeni.

Existuji v8ak pocatecni tlohy, jejichz feSeni je na zménu hodnot parametrid velmi
citlivé. Hodnota parametru, pii které dochézi k velké zméné feSeni, se nazyva bodem
bifurkace.

o Stabilita TeSeni a limitn{ chovdni. V mnoha aplikacich je dulezité odpovédét na
otazku, jak se chova reSeni po uplynuti velmi dlouhého ¢asového tseku. S tim souvisi
také otézka, jak mald zména v pocate¢nich podminkach nebo v hodnotach parametra
ovlivni dlouhodoby vyvoj feseni.

2.2.1 Vlastnosti klasického reseni

V tomto oddilu budou uvedeny zakladni vlastnosti klasického feSeni. Pti vybéru bude
prihlédnuto k pozdéjsim aplikacim.

Véta 2.2.1 (O lokalni existenci a jednoznaénosti). Necht J C R je otevieny interval
a D C R"™ je oteviend mnoZina. Predpokldidejme, Ze zobrazeni f : J x D — R™ je spojité
a spliiuje lokdlné Lipschitzovu podminku vzhledem k x : pro kazdé (to,xo) € J x D existuje
okoli U = U (to, zo) bodu (to,z0) a L € R tak, Ze plati

(t,.’L‘), (tv y) el = Hf(t7x) - f(tv y)” < LH$ - yH (2'2'1)

Pak pro kazdé (to, xo) € J X D existuje 6 > 0 tak, Ze pocdtecni problém (2.0.1), (2.0.2) md
pravé jedno teseni definované na [to — d,to + ).

Diikaz. Lze nalézt v [40] na str. 64. O
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Poznamka 2.2.1. Jak jiz bylo uvedeno, v nékterych aplikacich je tFeba uvazovat, Ze zob-
razeni f z predchozi véty neni spojité vzhledem k proménné ¢. Pro jednoduchost predpo-
kladejme, Ze 79 € J je jedind hodnota, pro kterou neni zobrazeni f(-,z) spojité. Pokud
pro tg < 19 nebo ty > 19 splituje zobrazeni f predpoklady véty 2.2.1, lze nalézt dostatecné
malé § > 0 tak, Ze pocate¢ni problém (2.0.1), (2.0.2) mé pravé jedno FeSeni definované na
[to — d,to + ¢]. PiSme nyni

limy - f(t,2), t=1p.

fl(t,x)—{ f(t,x), te Jn(—oo,79),

Funkce fi (¢, x) spliwje na intervalu J N (—o0, 9] podminky véty 2.2.1. Existuje tedy d; > 0
takové, Ze pocCatetni problém & = f1(t,z), x(79) = x¢ ma pravé jedno feseni definované na
[To — 01, 70). Podobné funkce

— hm—ﬂ'o f(th)a t:Tv
fi(t,z) = { f(tfx),—i_ te Joﬂ (10, 00)

splituje na intervalu J N |79, 00) podminky véty 2.2.1. Existuje tedy d2 > 0 takové, Ze po-
¢ateéni problém & = fo(t, ), x(19) = 2p ma pravé jedno reSeni definované na [rg, 79 + d2).
Ukézali jsme tak, Ze pro ty = 79 existuje na intervalu [rg — d1,79 + d2] pravé jedno po
Castech hladké feseni pocateéniho problému (2.0.1), (2.0.2).

Podobné bychom mohli postupovat v piipadé, kdy je zobrazeni f po ¢astech spojité vzhle-
dem k proménné ¢. To znamené, Ze pokud nahradime pfedpoklad spojitosti zobrazeni f
predpokladem, Ze f je po ¢astech spojité vzhledem k proménné ¢ a misto klasického FeSenim
budeme rozumét po Gastech hladké reSeni, zlistava véta 2.2.1 v platnosti.

Ptedchozi véta se tyké pouze lokaln{ existence a jednoznac¢nosti feSeni. Takové tvrzeni vSak
v mnoha pripadech nestaci a proto uvedeme také nésledujici tvrzeni.

Véta 2.2.2 (O globalni existenci a jednoznaé¢nosti). Necht J C R je otevieny interval
a D CR" je otevirend mnozina. Predpoklddejme, Ze zobrazeni f : J x D — R™ je spojité a
spliiuge lokdlné Lipschitzovu podminku vzhledem k x € D. Pak pro kazdé (to,x0) € J X D
existuje praveé jedno uplné FesSeni

90('7t07x0) I — D
pocdtecnd ulohy (2.0.1), (2.0.2) Mazimdlni interval I, na kterém FeSent existuje je otevieny:
I = I(to, x0) = (™ (to, o), t*(to, 0))

a plati bud
t~ =t (to,wo) = infJ, resp. tT =t (tp,z0) = supJ,

nebo
1
lim min { dist(¢(t, to, ¥9), D), ————— p = 0.2 (2.2.2)
Bt (L, to, zo)]
Diikaz. Je uveden na str. 100 — 102 v [4]. O

2Limita pro t — t* se uvazuje, jestlize t* < sup J. Analogicky limita pro t — ¢t~ se uvazuje, jestlize
t~ > inf J.

41



Poznamka 2.2.2. Podobné jako v poznamce 2.2.1 se zabyvejme situaci, kdy zobrazeni f je
po Castech spojité vzhledem k proménné ¢t € J. Konetnou mnozinu hodnot, pro které neni
f vzhledem k proménné t spojita, ozna¢me S. Necht (-, to, zg) je FeSeni pocatecni ulohy
(2.0.1), (2.0.2) definované a omezené v levém okoli bodu 7 € S a necht se toto feSeni neblizi
k hranici mnoziny D. Toto feSeni lze prodlouzit pro ¢ > 7. Pomoci Bolzano—Cauchyovy
podminky, viz [36, str. 169|, lze ukazat, Ze existuje kone¢na limita lim;,_ @(t) = x,
a za prodlouZzeni FeSeni lze uvazovat feSeni problému & = f(¢,z), (1) = x,. Takto lze
postupovat dokud neplati ¢+ = sup J nebo (2.2.2). Podobné lze prodluzovat feseni doleva.
Muzeme tedy uzaviit, Ze véta 2.2.2 plati také pro zobrazeni f, které je po ¢astech spojité
vzhledem k proménné ¢ € J a feSeni ulohy (2.0.1), (2.0.2) chapeme jako po ¢astech hladké
FeSeni.

V souvislosti s tématem této prace uvedme, Ze v diferencialnich rovnicich, které popisuji
ekonomické chovani jistych soustav, neni ¢asto mozné nalézt dostateéné piesné hodnoty
parametra ani poc¢atecni hodnoty. To zvySuje diraz na citlivost chovani feSeni k danym
datim. Castecnou odpovéd na tuto otézku davé nésledujici véta.

Véta 2.2.3 (O spojité zavislosti FeSeni na podateénich podminkach). Necht J C R
je otevreny interval, D C R"™ je otevirend mnoZina a f : J x D — R"™ je spojité zobrazeni
takové, Ze pro kazdy bod (tg,xo) € J x D md pocdatecni problém

&= f(t,x), z(ty) = xo (2.2.3)

pravé jedno uplné tesent p(t,ty, zg). Toto Tesent je spojitou funkci proménnijch t,ty, zo na
mnoziné

My = {(t,t(),ajo) S Rn+2’ (to,l‘o) e J x D,t € I},
kde I = I(to,x0) je interval, na némz (-, to, zo) 7esi (2.2.3).

Diikaz. Obecnéjsi tvrzeni, které vyjadiuje spojitou zavislost feSeni na pocate¢nich pod-
minkich a parametrech, a jeho dukaz jsou uvedeny na str. 82 a 83 v [40]. O

Poznamka 2.2.3. Spojitost funkce ¢ na mnoziné My znamena, ze pro kazdy bod (t, tg, z¢) €
My a kazdé e > 0 existuje okoli U = U(t, tg, z9) bodu (t,tg,zo) tak, ze pro (7,70,&) € U
plati pro feSeni ¢(7, 79, &0), které je definovano na I’ = I'(79, &), vztah

|S0(T’ 70, 50) - So(ta to, 330)| <e.

Kazdé okoli U bodu (t,ty, xg) lze psat jako U = Uy x Uy, kde Uy = Uy (t) je okoli bodu ¢t a
Us = Us(to, xo) je okoli bodu (to,xo). Situaci lze nyni znézornit pomoci obr. 2.1.

Poznamka 2.2.4. Necht (-, %o, z0) je uplné FeSeni pocateéniho problému (2.2.3), které
je definovano na intervalu (¢t7,¢7). Podle predchozi véty lze pro kazdé t € (t7,tT) a
pro kazdé e > 0 nalézt okoli Us = Us(ty, zp) bodu (to,xo) takové, ze pro (19,&) € Us
plati (¢, 70,&0) — (¢, to, x0)| < €. Véta netvrdi, Ze ¢(-, 70, &p) existuje na celém intervalu
(t—, tT). Tuto situaci Ize ilustrovat pomoci pocatecnich tloh & = 22, z(0) = 0 a © =
22, £(0) = 29 > 0. Prvni z nich m4 fefeni x(t) = 0, které¢ je definované na R. Druh4 tloha
mé feSeni x(t) = xo/(1 — zot), které je definovano na intervalu (—oo, 1/zg).

Je-li specidlné t+ = oo, pak blizkost dvou FeSeni na neomezeném intervalu souvisi s otazkou
stability, viz sekce 2.4.
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Obréazek 2.1: Ilustrace véty o spojité zavislosti feSeni na pocate¢nich podminkach

Poznamka 2.2.5. Je-li ¢(-,tg,zp) Gplné feSeni pocateéniho problému (2.2.3), které je
definované na intervalu (¢~,¢"), pak je na tomto intervalu spojité a je stejnomérné spojiteé
na kazdém kompaktnim podintervalu Iy C (t~,t"). Za piedpokladii uvedenych ve vété 2.2.3
lze dokonce ukazat, viz [40, str. 83|, Ze plati: Ke kazdému e > 0 existuje 0 = d(e, tog, xg) > 0
takové, ze |p(T,70,&0) — (¢, to, x0)| < €, pokud |7 —t| + |10 — to| + |0 — zo| < 0 at,T € Ip.

Poznamka 2.2.6. V oddilu 4.3.1 pouzijeme pozorovani, které je disledkem diskutované
véty a pfedchozi poznamky 2.2.5. Necht f : J x D — R" spliuje predpoklady véty 2.2.3
a (to,zg) € J x D. Necht ¢g je uplné feSeni pocatecniho problému & = f(t, z), z(ty) = o
definované na otevieném intervalu I a [to,t1] C I. Pak ke kazdému € > 0 existuje § > 0
tak, Ze pro (to,&p) € Q takové, Ze |{y — xo| < 0, existuje FeSeni ¢ pocatetniho problému
z = f(t,x), z(tg) = &o, které je definované na intervalu [to,¢1], a plati |p(t) — po(t)] < &
pro v8echna t € [to, t1].

Abychom mohli formulovat dalsi vétu, pfipomenme, ze pro f : R x R" — R" pfedstavuje
Dy f(t,x) v tomto textu derivaci zobrazeni x — f(t,z), kde t € R je pevné a x € R™. Tato
derivace je reprezentovana c¢tvercovou matici fadu n, kterd ma na i-tém tadku a v j-tém
sloupci, kde i € {1,...,n} aj € {1,...,n}, prvek

of

t, z).
52, (:7)

Podobné pro ¢ : R x R x R® — R™ predstavuje D3p(t,to, o) derivaci zobrazeni xg —
o(t, to, xo), kde t € R, tg € R jsou pevné a xy € R". Také tato derivace je reprezentovana
¢tvercovou matici fadu n.

Véta 2.2.4 (O diferencovatelné zavislosti FeSeni na pocate¢nich podminkach).
Necht J C R je otevieny interval, D C R™ je oteviend mnoZina a necht zobrazeni f :
J x D — R™ a jeho derivace Daf(t,x) jsou spojité na J x D. Necht (ty,z9) € J x D a
necht ¢(t,to, xg) je Tesent pocdtecniho problému

z = f(t,x), x(tg) = xo.
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Toto TeSent je spojité diferencovatelné podle proménnijch t,ty, xg na mnoziné
{(t,t0, x0) € R"?| (tg, ) € J x D,t € I},
kde I = I(to,xo) je interval, na némz resent (-, ty, o) existuje. Oznacme
z 1t — Dsp(t, to, xo). (2.2.4)
Tato maticovd funkce je FeSenim pocdtecni ulohy
z2 = Dof(t,p(t, to,x0)) -z, z(to) =E,
kde E je jednotkovd matice Tddu n.

Diikaz. Lze nalézt v [4] na str. 116 a 117. O

Poznamka 2.2.7. Matici z(t) z predchozi véty 2.2.4 lze vyuzit pro vyjadieni linearniho
¢lenu Taylorova rozvoje FeSeni p(+, to, &), kde £ je blizké k pocateéni podmince xg, viz obr.
2.2.

Py, 6 (E)
2(5¢"(0)

@tEn. xy)

Obrazek 2.2: Posunuti trajektorie (-, %o, z¢) pro pocateéni podminku £(g) # xo.

Necht € : [0,17] — R™ je diferencovatelna a £(0) = zg. Pak
p(t,t0,€(€)) = @(t, to, x0) + D3ep(t, to, 20)€' (0)e + o(e).
Pouzijeme-li (2.2.4), mizeme psat

o(t, 0, £(€)) = p(t, to, z0) + 2(1)€'(0)e + o(e).

Tuto tvahu vyuzijeme pozdéji v oddilu 4.3.

2.2.2 Vlastnosti absolutné spojitého reSeni

Pro absolutné spojité feSeni soustavy (2.0.1) lze formulovat podobné vlastnosti jako v
predchézejicim oddilu pro klasické feSeni. Tato teorie je zpracovana v [18] nebo [44] a vy-
uziva tzv. Carathéodoryho podminky. V tomto oddilu vyuzijeme ponékud odlisny postup,
ktery vychézi z [1] a ktery vyuZiva silngjsi podminky. Tyto podminky zarucuji existenci
a jednoznacnost TeSeni a spojitou zavislost feSeni na pocateénich podminkach. Formulaci
ptislusnych tvrzeni pfizpiisobime oznaceni, které v tomto textu pouzivame.
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Véta 2.2.5 (O lokalni existenci). Necht D CR", I CR aG =1xD. Necht f : G — R"”
je takové zobrazent, Ze

(i) mnoZina G je oteviend v R x R™,

(ii) pro kazZdé x € D je funkce t — f(t,x) méFitelnd a integrovatelnd na kazZdém kom-
paktnim podintervalu I,

(iii) pro libovolné t € I je zobrazeni x — f(t,x) diferencovatelné,

(iv) pro libovolnou kompaktni mnoZinu K C G existuje takovd lokdlné integrovatelnd
funkce 3 k(-), Ze pro viechna (t,r) € K plati

[D2f (¢, @) < |k(t)].
Pak existuje takové § > 0 a Feseni ¢(t, ty, zo) pocdtecnt ulohy
= f(t,x), z(tg) = xo, (2.2.5)
které je definovdno na intervalu [T — §, T + ¢].

Diikaz. Je uveden v [1] na str. 159 az 161. O

Poznamka 2.2.8. Uvazujme U C R™ a po ¢éstech spojitou funkci w : I — U. Piikladem
funkee, ktera splije predpoklady predchozi véty 2.2.5 je funkce f(t,x) = F(t,x,u(t)), kde
F(t,z,u) 1 DoF(t,z,u) jsou spojité na G x U. Podminky (7) — (4i%) jsou splnény a za funkci
k(t) lze vzit maximum ||D2f(¢,x)|| na K.

Véta 2.2.6 (O jednoznaénosti). Nechl plati podminky véty 2.2.5. Necht Ji a Jo jsou
intervaly v R a necht o1 : J1 — R™ a ¢y : Jo — R™ jsou dvé FeSent pocatecni ulohy (2.2.5),
jejichz grafy lezi v G. Pak p1(t) = @a(t) pro vSechna t € Jy N Js.

Diikaz. Lze nalézt v [1] na str. 162. O

Nésledujici véta specifikuje, jak feSeni problému (2.2.5) zavisi spojité na pocatecnich pod-
minkAch.

Véta 2.2.7 (O spojité zavislosti feSeni na pocéate¢nich podminkach). Necht plati
podminky véty 2.2.5 a necht (-, to, o) je FeSeni pocdtecni ulohy (2.2.5) definované na
kompaktnim intervalu J, jehoZ graf I' = {(t,p(t))|t € J} lezi v I x D.

Pak existuji § > 0 a okoli T D T tak, Ze pro libovolné (19,&0) € IV md pocdtecni problém
T = f(tvx)a J)(Tg) = o

prdavé jedno Teseni o(-,70,&0) definované na J' = [rg — §,79 + 0]. Funkce (t,70,&0) —
o(t, 10,&0) je spojitd na J' x T'. Pro (10,&) — (to,x0) TeSenti ¢(t,10,&0) konverguje stej-
nomeérné k p(t,to, zo) vzhledem kt € J'.

Diikaz. Je uveden v [1] na str. 166 az 168. O

3Funkce se nazyva lokalné integrovatelna, jestlize je integrovatelna na kompaktnim intervalu J C I.
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Abychom mohli formulovat vétu o diferencovatelné zavislosti feSeni podle pocateéni pod-
minky xg, je tfeba zesilit predpoklad (ii7) uvedeny ve vété 2.2.5.

Véta 2.2.8 (O diferencovatelné zavislosti FeSeni na pocate¢nich podminkach).
Necht plati podminky (i), (i) a (iv) véty 2.2.5 a misto podminky (iii) plati

(111)" pro libovolné t € I je zobrazeni x — f(t,x) spojité diferencovatelné.

Necht (-, to, zo) je FeSent pocdtecnd ilohy (2.2.5) definované na kompaktnim intervalu J,

gehoz graf T = {(t,p(t))| t € J} lezivIx D anechtd >0 aJ = [rp— 0,10+ ] jsou
stegné jako ve vete 2.2.7

Pak ezistuje € > 0 tak, Ze pro libovolné T9 € J' je zobrazeni & — (-, 70,&0) z B(xo,€) do
C(J',R™) spojite diferencovatelné. Oznacme
z:t— D3(p<t,t0,l’0).

Tato maticovd funkce je TFeSenim pocdtecni ulohy

zZ= D2f(ta (p(tat(be)) 2 Z(to) = E>
kde E je jednotkovd matice Tddu n.
Diikaz. Lze nalézt v [1] na str. 171 az 173. O

V dalsich oddilech této kapitoly se budeme opét zabyvat klasickym feSenim soustavy oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic.

2.3 Autonomni rovnice

Dulezitym piipadem soustavy oby¢ejnych diferencialnich rovnic (2.0.1) je soustava, ve které
funkce f explicitné nezavisi na nezévisle proménné ¢, ale pouze na proménné x. Takové
soustava, kterou lze psat ve tvaru

i = f(z), (2.3.1)

kde f : D — R” je spojitd funkce a D C R”" je oteviend mnozina, se nazyva auto-
nomni soustava obycejnijch diferencidlnich rovnic nebo kratce autonomni rovnice. Budeme
predpokladat, ze kazdy pocéateéni problém (2.3.1), x(ty) = ¢ je jednozna¢ny pro kazdé
(to, o) € Rx D. Chceme-li charakterizovat feSeni autonomnich rovnic, kterym v této sekci
budeme rozumét pouze tplné feseni, je tfeba zavést dalsi pojmy.

Mnozina D se nazyva fdzovy prostor a nezavisle proménna t je nazyvana cas. Regenf o(t)
rovnice (2.3.1) lze interpretovat jako kFivku ve fazovém prostoru D danou parametricky
rovnici x = ¢(t), kterd ma v kazdém bodé x € D te¢ny vektor f(z) € R™.

Poznamka 2.3.1. Funkci f lze interpretovat jako vektorové pole na D, kdy kazdému bodu
x € D piifadime vektor f(z) € R™.

Lze ukazat, napt. [40] nebo [86], ze plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 2.3.1. Necht ¢(t) je tesent pocdtecniho problému (2.3.1), x(tg) = xo definované
na intervalu (t=,tT). Pak pro kazdé T € R je 1(t) = p(t + T) Fedeni pocdtecniho problému
(2.3.1), x(to — T) = x0, které je definované na intervalu (t~ — 7,tT — 7).
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Poznamka 2.3.2. ReSeni o(t) a ¥(t) z predchoziho lemmatu jsou pro 7 # 0 razné.
Nicméné ve fazovém prostoru jsou tato reSeni reprezentovana stejnymi kiivkami. To nés
piivadi k tomu, ze pro kazdé FeSeni lze polozit po¢atetni ¢as tg = 0. ReSeni (2.3.1) s po-
¢ate¢ni podminkou z(0) = xg budeme zapisovat ve tvaru ¢(t, zp) a maximalni interval, na
kterém toto feseni existuje ozna¢ime I(xg) = (t7,t7).

P1i popisu feseni autonomnich rovnic hraje dulezitou tdlohu pojem trajektorie prochézejici
bodem zg € D, kterym se rozumi mnozina

v(wo) = |J et a0).

tel(xo)

Podobné lze charakterizovat kladnou, resp. zdpornou polotrajektoric prochazejici bodem
xg € D. Uvédomime-li si, ze 0 € (¢t7,tT), jedna se o mnoziny

@)= (J eltz0), resp. v (wo) = |J et x0)-
te(0,t) te(t—,0)

Poznamka 2.3.3. Z predpokladi uvedenych pfi popisu soustavy (2.3.1) vyplyva, Ze pokud
maji grafy dvou dplnych feSeni této soustavy spole¢ny bod, tak splyvaji. UkdZeme, Ze totéz
plati o trajektoriich. Konkrétné ukiZzeme, Ze trajektorie ve fdzovém prostoru se neprotinaji,
tj. kaZdy bod x € D lezi prdvé na jedné trajektorii. I kdyz se uvedené tvrzeni zda byt
intuitivné zfejmé, je tfeba si uvédomit, Ze pojem trajektorie je odliSny od pojmu graf
feSeni. Podivejme se tedy na dikaz.

Nejdrive si vSimnéme, Ze vzhledem k predpokladu jednoznacnosti feseni v soustavé (2.3.1)
plati: pro kazdé xg € D, t € I(xg) a s € I(p(t,x0)) je s+t € I(xg) a

o(s,0(t,20)) = (s +t,20).2 (2.3.2)

Situaci znazoriiuje obr. 2.3.

miss ';p(fs xl:l ))

Obrazek 2.3: Ilustrace vztahu (2.3.2).

Pomoci (2.3.2) 1ze nahlédnout, ze

je-li = p(t,xg), t € I(xg), pak zg = @(—t,z), —t € I(x) = I(x0). (2.3.3)

4Tento vztah tvoif jednu z podminek, ktera se pouziva pii definici pojmu tok vektorového pole f a pojmu
dynamicky systém, viz [4, str. 124].
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Mgjme nyni &,n € D takové, 7e & # n a v(§) Ny(n) # . Podle definice trajektorie to
znamena, ze existuji 7 € I(€) a v € I(n) takové, ze

e(1,86) = (v,n).

Podle predpokladu jednoznac¢nosti odtud mame I(o(7,§)) = I(p(v,n)). Pomoci (2.3.3) a
(2.3.2) ziskame
§=o(=70,n) = (v —1,1), (2.3.4)
kde
-7 € l(p(v,n)=1(&),v—1€I(n). (2.3.5)

Uvazujme libovolné x € (&), pak existuje t € I(§) takové, ze x = p(t,&). Pouzijeme-li
(2.3.4) a (2.3.2), mizeme psat z = o(t, (v —7,1n)) = @(t+v —7,1). Pomoci (2.3.5) mame
tel(&) =I(e(v—rm,m)), takze t + v — 1 € I(n). Tedy = € v(n) a v(&§) C v(n). Obracenou
inkluzi bychom ukézali obdobnym zpiisobem, takze v(§) = v(n).

Strukturu rozdéleni fazového prostoru na trajektorie, tj. geometricky obraz vzajemného
rozloZeni trajektorii ve fazovém prostoru, nazyvame fazovy portrét nebo fazovy obraz. Vé-
nujme se nyni klasifikaci nékterych vyznacnych trajektorii soustavy (2.3.1).

Definice 2.3.1. Bod z° € D se nazyva staciondrni bod rovnice & = f(x), jestlize p(t,2°) =
x° pro v8echna t € I(x°). ReSeni (-, 2°) se nazyva konstantni, resp. staciondrni Tesent.

Poznamka 2.3.4. Trajektorie konstantniho feSeni z° rovnice & = f(z) ve fazovém pro-
storu je jednobodovd mnoZina {xz°} a plati I(z°) = R.

Véta 2.3.2. z° € D je staciondrni bod rovnice & = f(x) prdvé tehdy, kdyz f(z°) = 0.

Diikaz. Necht x° € D je stacionarni bod, pak

oy _ o Pta%) —a
fla") = iy P -0

Naopak, plati-li pro n&jaky bod x° € D vztah f(x°) = 0, pak je konstantni funkce ¢ —
x°, t € R FeSenim pocatecniho problému ¢ = f(z), 2(0) = z°. Diky jednoznac¢nosti reseni
pak p(t,z°) =z°,t € I(z°) = R. O

Definice 2.3.2. Bod = € D se nazyva periodicky bod rovnice & = f(x), jestlize existuje
T > 0 takoveé, ze p(t+T,x) = p(t,z) prot € I(x). ReSeni ¢(-, x) pak nazyvame periodické
reSeni s periodou T. Minimdlni perioda je takové perioda, pro kterou plati ¢(t, x) # x pro
te(0,7).

Poznamka 2.3.5. Lze ukazat, napf. [86, str. 14|, Ze feSeni autonomni rovnice (2.3.1) je
periodické pravé tehdy, kdyz jeho trajektorie ve fazovém prostoru je uzaviena kiivka a
Ze toto periodické TeSeni je definovino pro vSechna t € R. Uzaviené kiivka ve fazovém
prostoru se nazyva cyklus.

Poznamka 2.3.6. V [40, str. 97| se ukazuje, ze autonomni rovnice (2.3.1) mize mit tra-
jektorie trojiho typu: (i) Stacionarni body, které odpovidaji konstantnim fesenim. (ii) Uza-
viené trajektorie, cykly, které odpovidaji nekonstantnim periodickym feSenim. (iii) Tra-
jektorie, které samy sebe neprotinaji.
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UvaZujme, Ze interval, na kterém existuje feSeni prochéazejici bodem xo € D, je I(xg) =
(—00,00). Pii zkouméni asymptotického chovani tohoto feSeni je uzite¢ny nasledujici po-
jem: Bod p € D se nazyva w-limitnim bodem trajektorie v(xzg) soustavy (2.3.1), jestlize
existuje posloupnost ()22, t, — 0o takova, ze

nh_)rgo o(tn, o) = p.
Mnozina vSech w-limitnich bodu trajektorie y(zp), kterou zna¢ime w(zp), se nazyva w-
limitni mnoZina trajektorie vy(xg). Podobné lze definovat nasledujici pojem: Bod ¢ € D se
nazyva a-limitnim bodem trajektorie y(zg) soustavy (2.3.1), jestliZe existuje posloupnost
(tn)o2 4, tn, — —o0 takova, ze

lim o(tn,zo) = q.

n—oo

Mnozina v8ech a-limitnich bodu trajektorie y(zp), kterou znac¢ime «(zg), se nazyva a-
limitni mnoZina trajektorie y(zg). Abychom mohli popsat dalsi vlastnosti w-limitni mno-
Ziny, vénujeme pozornost pojmu invariantni mnoziny: Mnozina M C D, kde D C R", se
nazyva invariantni vzhledem k soustavé (2.3.1), jestlize pro kazdé xg € M je vy(xo) C M.
Plati-li misto této vlastnosti pouze v (zg) C M, resp. v~ (z9) C M, nazyvéa se M pozitivné,
resp. negativné nvariantni.

Véta 2.3.3. Je-li kladnd polotrajektorie v+ (xo) omezend, pak w-limitni mnoZina w(zo) je
neprdzdnd, kompakini, souvisld a invariantni.

Diikaz. Lze nalézt napi. v [30] na str. 288. O

Poznamka 2.3.7. Jestlize pro feseni ¢(t,zo), t € ({7, 00) autonomni rovnice (2.3.1) exis-
tuje limy_oo p(t,x0) = z° € D, pak z° je stacionarni bod. Uvazujme libovolnou ros-
touci vybranou posloupnost ()0, t, — 00, pak lim, . ¢(tn, zo) = 2°. To znamena, ze
x° € w(xp) a také, Ze jiné body do w-limitni mnoziny nepatii. Tedy w(xo) = {z°}.

Poznamka 2.3.8. Predpokladejme, ze p(t, x), t € (—00, 00) je periodické FeSeni soustavy
(2.3.1) a ze minimalni perioda je T > 0. Pak je v(xg) cyklus. Uvazujme libovolné & € ~(xo),
pak existuje t¢ € [0,T") takové, Ze & = ¢(t¢, o). Sestrojme nyni posloupnost ¢, = nT" + t,
kde n € N. Pak pro v8echna n € N plati £ = ¢(t,, o). Tedy & € w(x). Protoze jiné body
do w-limitni mnoziny nepatii, je w(xzg) = v(xo).

2.4 Stabilita reSeni

Vsimnéme si nejdiive, jak je pojem stability chapan v kazdodennim zivoté. Pomineme-li
biologické a fyzikalni aspekty, je kazdodenni Zivot podstatné utvafen vztahy mezi ekono-
mickymi subjekty. Pokud by neexistovaly stabilni rovnovidZzné ceny potravin a pokud by
neexistovala moznost dlouhodobého zaméstnéni, zili bychom v nejistoté z budoucnosti. Po-
kud by neexistovaly dlouhodobé platné pravni pfedpisy, nemélo by vyznam uskuteciiovat
investi¢ni zaméry a prosazovat modernizaci podporovanou védeckymi vyzkumy. Zivot by
se ubiral v neustélych sporech a jeho budoucnost by byla nejista. V uvedenych piipadech
lze rozeznat dvé dilezita hlediska: dlouhy ¢asovy interval a mald zména v porovnéni se
zvolenym stavem. Podobny vyznam pojmu stability lze nalézt také v matematice.

Konstantn{ nebo periodickd feseni autonomnich rovnic, o kterych jsme se zminili v sekci

49



2.3, existuji v libovolném c¢ase t. V aplikacich nastava otazka, zda feSeni, ktera jsou v poca-
teénim Case tg blizko zminénych specidlnich feSeni ztistanou v blizkosti téchto FeSeni i pro
t > tg. V pripadé, Ze takova situace nastane, nazyvame piislusné specidlni feseni stabilni.
V |26] je uvedeno, Ze existuje vice nez 57 variant definice stability FeSeni. V tomto textu se
soustfedime pouze na takové, které pozdéji vyuzijeme v konkrétnich ekonomickych aplika-
cich.

Necht D C R"™ je oteviena mnozina, J = (o, 0) C R je otevieny interval a f : J x D — R”
je spojita funkce, ktera spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné x € D. Necht
dale (to,xo) € J x D a p(t,tg, xg) oznacuje feSeni pocatecniho problému

T = f(t,x), (2.4.1)
l‘(to) = Xy. 2.4.2

Predpokladejme také, ze f(-,0) = 0, takze diferencialni rovnice (2.4.1) méa nulové FeSeni
x = 0, které je tplné.

Definice 2.4.1. Nulové FeSeni rovnice (2.4.1) se nazyva

(i) Lapunovsky stabilni, jestlize pro kazdé e > 0 a tg € J existuje d = (e, tp) > 0 tak, ze
kazdé feSeni p(t,to, zg) pocatecniho problému (2.4.1), (2.4.2) vyhovujici podmince
[|zo]| < & existuje pro ¢t > to a pro tato t plati ||p(t, to, z0)|| < €,

(ii) lapunovsky nestabilni, jestlize neni ljapunovsky stabilni,

(iii) atraktorem, jestlize pro kazdé ty € J existuje n = n(tg) > 0 takové, Ze pro vSechna fe-
Seni ¢(t, tg, r¢) pocateéniho problému (2.4.1), (2.4.2) vyhovujici podmince ||xg]| < 7
plati limy—,o (¢, to, xo) = 0.

(iv) asymptoticky stabilni, jestliZe je stabilni a je atraktorem.

Poznamka 2.4.1. Je-li $(t, 7,€) néjaké nenulové uplné feseni rovnice & = f(t,z) ma
diferenciélni rovnice
y=fty+2(t) - ft,2(t) =gt y), (2.4.3)

pro kterou plati g(t,0) = 0, nulové uplné feSeni. Ma—1i nulové feseni rovnice (2.4.3) nékterou
z vlastnosti (i)—(iv) pfedchozi definice, 1ze z tohoto duvodu fikat, Ze také FeSeni g méa danou
vlastnost.

Konkrétné také fikame, ze stacionarni bod z° autonomni soustavy @ = f(z), kde f(z°) =0,
je stabilni, asymptoticky stabilni, atd., jestlize konstantni feSeni p(t) = z°, t € R ma tyto
vlastnosti.

Poznamka 2.4.2. Pojem stability rozsifuje vlastnost popsanou ve vété 2.2.3 o spojité
zévislosti na pocatecnich podminkach. To znamené, Ze pro kazdé tg € J plati

lim SO(t,t(],.T(]) =0

xro—0

stejnomérné pro t € [tg, 00). Z v&ty 2.2.3 lze odvodit, ze dany vztah plati pouze na kom-
paktnim podintervalu J, viz také pozndmky 2.2.5 a 2.2.4.
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Poznamka 2.4.3. Pojem stability a pojem atraktoru jsou nezévislé pojmy. Nulové feSeni
soustavy & = —y,y = x je stabilni, ale neni to atraktor. Napf. v [26] je na str. 30 uveden
ptiklad autonomni soustavy, jejiz stacionarni bod je atraktor, ktery neni stabilni. Jedné se
o stacionarni bod (0, 1) soustavy

Y

it=r—y—z@®+y)) ¥ —m—— (2.4.4)
Vaz+y?
22
j=r+y—y@®+y?) - (2.4.5)

‘/$2+y2

Poznamka 2.4.4. Protoze lim; .~ ¢(t, to, z9) = 0 znamené: pro libovolné € > 0 existuje
7 = 7(e) > 0 takové, Ze pro t > to + 7 plati |p(t,t0,z0)| < €, miZeme podminku v
definici atraktoru napsat podrobnéji. Nulové feSeni rovnice (2.4.1) je atraktorem, jestlize
pro vSechna to € J a pro kazdé € > 0 existuji n = n(tg) > 0 a 7 = 7(¢) > 0 takové, Ze pro
[lzo|| < mat>ty+ 7 plati [¢(t,to, x0)| < €.

Pojem ljapunovské stability uvedeny v definici 2.4.1 vyzaduje existenci § > 0, které je
zavislé jednak na vybéru € > 0 a jednak na vybéru ¢y € J. Uvedme jesté variantu dané
definice, ve které je § > 0 zavislé pouze na vybéru € > 0.

Definice 2.4.2. Nulové FeSeni rovnice (2.4.1) se nazyva

(i) stejnomeérné stabilni, jestlize pro kazdé € > 0 existuje § = §(e) > 0 tak, Ze pro kazdé
to € J vSechna FeSeni o(t,to,xo) pocateéniho problému (2.4.1), (2.4.2) vyhovujici
podmince ||zg|| < § existuji pro ¢ > to a pro tato ¢ plati ||¢(¢, to, zo)|| < €,

(ii) stejnomeérné asymptoticky stabilni, jestlize je stejnomérné stabilni a jestlize pro kazdé
e > 0 existujin > 0 a7 = 7(e) > 0 takové, Ze pro vSechna tg € J plati: je-li ||zg|| < n
at>ty+7je|p(t,to,z0)| <e.

Poznamka 2.4.5. V pripadé, Ze soustava rovnic (2.4.1) je autonomni, jsou pojmy stabi-
lita, resp. asymptoticka stabilita shodné s pojmy stejnomérné stabilita, resp. stejnomérna
asymptoticka stabilita.

2.4.1 Stabilita homogenni soustavy linearnich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty

Necht A je konstantni ¢tvercova matice fadu n s realnymi koeficienty.®> Uvazujme auto-
nomni homogenni soustavu linearnich rovnic

T = Az, (2.4.6)
kde x € R™. Pfipomenme, ze k dané matici A lze sestrojit charakteristickou rovnici
det(A\E — A) =0,

kde E je jednotkova matice fadu n a kotfen charakteristické rovnice A € C se nazyva vlastni
hodnota matice A.

5Pro aplikace v ekonomii, kterymi se budeme zabyvat, tento pFedpoklad postaéi.
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Poznamka 2.4.6. V piipadé, Ze

A= (@11 @12
a21 a2
je ¢tvercova matice fadu 2, lze jeji charakteristickou rovnici psat ve tvaru
AN — tr A+ det A =0,
kde tr A = a11 + a9 je stopa matice A a det A = aji1a99 — a12a01 je jeji determinant.
Vztah lze ovéfit pifimym vypoctem, plati totiz

A—ai1  —a2

=\ — (a11 + ax)\ + (a11a22 — a12a21) = 0.
Cas A —ag (a11 + a2)A + (ar1a22 — a12a21)

det(\E — A) =

Pfipomenme také, Ze existuje regularni matice T Tadu n takova, Ze matice J = T~'AT
ma tzv. Jordaniv tvar. Podrobnéjsi popis lze nalézt napt. v [44] nebo [40]. ReSeni soustavy
(2.4.6) je vhodné hledat ve tvaru z = Ty. Funkce y pak spliiuje rovnici Ty = ATy, neboli

g =Jy. (2.4.7)
Regenf soustavy (2.4.7) 1ze nalézt pfimou integraci. Pomoci transformace « = Ty pak ihned
ziskdme TeSeni soustavy (2.4.6).

Poznamka 2.4.7. Jsou-li v8echny vlastni hodnoty matice A navzajem ruzné, existuje
reguldrni matice T Ffadu n takové, ze matice J je diagonalni.

Véta 2.4.1. Nulové FeSeni rovnice (2.4.6)

(i) je stabilni prdve tehdy, kdyzZ kazZdy koten charakteristické rovnice matice A md ne-
kladnou redlnou éast a kazdy koten s nulovou redlnou ¢dsti je jednoduchého typu (tj.
kaZdy blok odpovidajict takovému kovenu v Jordanové kanonickém tvaru md nenulové
pruky pouze na hlavni diagondle).

(ii) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz kazZdy koten charakteristické rovnice matice
A md zdpornou redlnou cdst.

Diikaz. Lze nalézt na str. 126, resp. na str. 129 v [40]. O

2.4.2 Linearizovana stabilita

V tomto odstavci budeme uvazovat nelinearni soustavu rovnic & = f(¢, x), o které budeme
predpokladat, ze je v jistém smyslu blizkd vhodné zvolené linearni soustavé © = Ax s
konstantni redlnou matici A fadu n. Konkrétni predpoklady budou uvedeny v tvrzenich,
jejichz vybér je podiizen vyuziti v dale uvedenych aplikacich.

Véta 2.4.2 (Asymptoticka stabilita). Necht A je redlnd ctvercovd matice fadu n ta-
kovd, Ze vsechny koteny jeji charakteristické rovnice maji zapornou redlnou cdst. Ddle necht
zobrazeni g : J x D — R™ je spojité, spliiuje Lipschitzovu podminku v proménné r € D a
plati

lg(t, z)|[ = o(||z]]),  — 0,

stejnomeérné pro t € J. Pak nulové resent porusené linedrni soustavy
t=Az+g(t )

Je stegnomerné asymptoticky stabilng.
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Diikaz. Lze nalézt na str. 202 a 203 v [4]. O
Neékdy je uzite¢na obdoba predchoziho kritéria, kterd umoznuje posoudit nestabilitu feseni.

Véta 2.4.3 (Nestabilita). Necht A je redlnd ctvercovd matice Fddu n takovd, Ze alespori
jeden koten jeji charakteristické rovnice md kladnou redlnou cdst. Ddle necht zobrazeni
g:J x D — R" je spojité, spliiuje Lipschitzovu podminku v proménné x € D a plati

lg(t, )| = o([|=]]),  — 0,
stejnomerné pro t € J. Pak nulové TeSeni porusené linedrni soustavy
&= Ax+ g(t,x)
je nestabilni.
Diikaz. Lze nalézt na str. 204 az 206 v [4]. O

V piipadé, Ze pracujeme s autonomni nelinedrni soustavou, muze byt uzite¢né nasledujici
tvrzeni, jehoz dikaz je zaloZen na pouziti dvou predchozich tvrzeni.

Véta 2.4.4 (Princip linearizované stability). Necht D C R" je oteviend mnoZina,
f: D — R" je spojité diferencovatelné zobrazeni a f(xo) = 0. Jestlize md kazdy kofen cha-
rakteristické rovnice Jacobiho matice D f(xy) zdpornou redlnou édst, pak je xo asymptoticky
stabilng staciondrni bod autonomni rovnice & = f(x). Jestlize md alespori jeden charakteris-
ticky koren Jacobiho matice D f(xq) kladnou redlnou cdst, je staciondrni bod xo nestabilni.

Diikaz. Lze nalézt na str. 206 v [4]. O

Poznamka 2.4.8. Uvedené véta predstavuje pouze lokalni vysledek. Nelze podle ni napf.
zjistit, jak vypada mnozina bodt, pro které je dany stacionérni bod atraktorem.

Poznamka 2.4.9. Hlavni vyhodou pfi pouziti této véty je, Ze staci znat pouze znaménka
korenti charakteristické rovnice. Pro zjisténi této informace lze pouizit napr. Hurwitzovo
kritérium, viz str. 209 v [4].

2.4.3 Priméa Ljapunovova metoda

V tomto oddilu budeme pfedpokladat, ze f(0) = 0 a budeme se zajimat o podminky
zarucujici stabilitu nulového feSeni autonomni soustavy

i = f(z), (2.4.8)

kde f: D — R" je spojita funkce na D = {x € R"| ||z|| < a} pro 0 < a < co. Uvedeme
zde metodu zaloZenou na pouziti vhodné pomocné funkce, ktera umoziiuje posoudit, zda
je nulové FeSeni soustavy (2.4.8) stabilni nebo nestabilni, aniz bychom znali jeji feSeni pro
xo # 0. Pii popisu vychéazime z [40] a [30].

Definice 2.4.3. Funkce V : R™ — R se nazyva
(i) pozitivné definitni v okoli G pocatku 0 € R", jestlize V(0) = 0 a V(x) > 0 pro
vSechna z € G\ {0}.
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(ii) negativné definitni v okoli G pocatku 0 € R™, jestlize V(0) = 0 a V(z) < 0 pro
v8echna z € G \ {0}.

Definice 2.4.4. Spojita funkce V' : R™ — R se nazyva ljapunovskd funkce soustavy (2.4.8),
jestlize existuje okoli G pocatku 0 € R™ tak, Ze

(i) V je pozitivné definitni v G,

(i) jeli o(t) = @(t, 7,€) TeSeni (2.4.8), pro které £ € G, pak V(p(t)) je nerostouci pro
v8echna t > 7 pro které ¢(t) € G.

Véta 2.4.5. Jestlize existuje ljapunovskd funkce soustavy (2.4.8), pak je nulové tesent této
soustavy stejnomérné stabilni.

Diikaz. Je uveden na str. 143 v [40]. O

Pro dalsi avahy budeme pfedpokléadat, ze funkce V' mé spojité parcidlni derivace prvniho
fadu a @(t) je feSeni rovnice (2.4.8). Uplatnime-li tento pfedpoklad, pak sloZena funkce
V(¢(t)) je nerostouci, jestlize

(V(e@®)) = DV(e(t)¢(t) = DV (z)f(x) <0,

kde jsme oznadili z = p(t), € G. Derivace V(z) = DV (2) f(z), € G se nazyva derivace
funkce V' vzhledem k rovnici (2.4.8). V aplikacich se ukaze uzite¢nost nasledujiciho tvrzeni.

Véta 2.4.6. Jestlize v okoli G pocdtku 0 € R™ existuje pozitivné definitni funkce V : G — R
se spojitymi parcidlnimi derivacemi pruniho 7ddu takovd, Ze jeji derivace vzhledem k rovnici
(2.4.8) je negativné definitni, pak je nulové FeSend této rovnice asymptoticky stabilni.

Diikaz. Lze nalézt v [40] na str. 143. O

2.5 Stacionarni body a periodicka feSeni autonomnich rovnic
Vv roviné

V této sekci se vratime k autonomnim soustavam rovnic a provedeme nékolik pripravnych
tvah pro nasledujici kapitolu. Budeme uvazovat otevienou mnozinu X C R?, funkci f €
C1(X,R?) a autonomni soustavu

i = f(x). (2.5.1)

Protoze X C R2, nazyva se (2.5.1) rovnice v roviné. V aplikacich budeme potiebovat cha-
rakterizovat rizné typy stacionarnich bodu rovnice (2.5.1) a zjistit existenci periodickych
feSeni. V souvislosti s ekonomickymi problémy piedstavuji staciondrni body autonomnich
rovnic klidovy nebo rovnovazny stav a periodickd feSeni autonomnich rovnic se objevuji
v modelech, které popisuji hospodaiské cykly. To je hlavni divod, pro¢ se v této sekci
budeme vénovat kritériim, které existenci periodického feseni autonomni soustavy (2.5.1)
zajistuji.
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2.5.1 Typy stacionarnich bodi soustavy v roviné

Pomoci [86] a [40] uvedeme stru¢nou charakteristiku stacionarnich bodu linearni autonomni

rovnice
= Ax, (2.5.2)

kde z € R? a A je konstantni &tvercova matice fadu 2. Je-li A realna matice, jsou vlastni
hodnoty této matice rovnéz reélna nebo komplexné sdruzené ¢isla.

e Jsou-li vlastni hodnoty matice A realné, riizné a maji-li stejné znaménko, nazyva se
stacionarni bod 0 € R? wuzel. Jsou-li vlastni hodnoty zaporné, jedna se o stabilni uzel.
V piipadég, Ze jsou tyto hodnoty kladné, jedna se o nestabilni uzel.

e Jsou-li vlastni hodnoty matice A realné a maji-li opa¢né znaménko, nazyvé se staci-
onarni bod 0 € R? sedlo.

e Jsou-li vlastni hodnoty matice A komplexné sdruzena ¢isla o + i3, kde af # 0,
nazyva se stacionarni bod 0 € R? ohnisko. V piipadé, ze o < 0, jedna se o stabilni
ohnisko, pokud je a > 0, jedné se o nestabilni ohnisko.

e Jsou-li vlastni hodnoty matice A ryze imaginarni ¢isla, nazyva se stacionarni bod
0 € R? stred.

Poznamka 2.5.1. V piipadé, Ze se jedna o stacionarni body autonomni rovnice, ktera neni
linearni, lze provést podobné rozdéleni. Geometricka charakteristika takovych stacionarnich
bodi je uvedena v [59] na str. 138.

Poznamka 2.5.2. Bodem rotace se rozumi takovy stacionarni bod z° rovnice (2.5.3)
v jehoZ libovolném okoli existuje alespon jeden cyklus, ktery odpovida nekonstantnimu
periodickému feSeni. Jeho grafem ve fazovém prostoru je uzaviena kiivka, ktera ve svém
vnitfku obsahuje bod z°.

Nyni lze pro popis stacionarnich bodt soustavy nelinearnich autonomnich rovnic v roviné
vyuzit nasledujici tvrzeni, jehoz ditkaz lze nalézt v [40]| na str. 117.

Véta 2.5.1. Predpoklidejme, Ze zobrazeni f : R? — R2 md spojité parcidlni derivace
druhého Fddu v okoli bodu x° € R? a Ze f(x°) = 0. Necht det Df(z°) # 0. Pak bod z° je
1zolovangm staciondrnim bodem systému

i = f(z). (2.5.3)

Pritom je bod z° wuzel, ohnisko nebo sedlo pro systém (2.5.3), je-li pocitek singuldrnim
bodem stejného typu pro linedrni systém

2= Df(x°)z, (2.5.4)

kde z = x — x°. Je-li vSak pocdtek stied pro systém (2.5.4), je bod x° bud bod rotace nebo
ohnisko pro systém (2.5.3).
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2.5.2 Véta o stabilni varieté

Je-li stacionarni bod x° soustavy 2.5.1 sedlo, je nestabilni. Vznika otézka, jak geometricky
odligit sedlo od ostatnich typt nestabilnich stacionarnich bodi. Pokud budeme blize stu-
dovat fazovy portrét v blizkosti sedla, vSimneme si ¢tyt specialnich trajektorii, jejichz w -
limitnim nebo « - limitnim bodem je stacionarni bod z°. Spole¢né se stacionarnim bodem
hraji tyto specialni trajektorie dileZitou roli pfi popisu fazového portrétu rovnice (2.5.1).

Definice 2.5.1. Necht U je okoli stacionarniho bodu z° soustavy (2.5.1). Lokdlni stabilni
varteta bodu x° je mnoZzina

We(x°,U) ={zo € Ul p(t,xz0) €U prot >0 a tlim o(t,xg) = x°}.
—00
Lokalni nestabilni varieta bodu x° je mnozina

W(x°,U) = {zo € U] p(t,z0) € U prot <0 a , lim (¢, z9) = 2°}.

UvaZzujme, Ze byla zvolena takovéa soustava soufadnic, Ze soustava (2.5.1), jejimZ stacionar-
nim bodem je sedlo, m4 tvar
&1 = Mw1 + g1(z1, 22)

. 2.5.5
&y = Xowo + ga(x1, 22), ( )

kde Ay < 0, A2 > 0 a zobrazeni g = (g1, g2) spliiuje podminky ¢(0,0) = 0, Dg(0,0) = 0.
Linearizaci této soustavy ve stacionarnim bodé (0, 0) ziskdme

T1 = 121

2 o (2.5.6)

Lokalni stabilni, resp. nestabilni, varieta soustavy (2.5.6) je osa x1, resp. osa 3.

Véta 2.5.2 (O stabilni variet&). Pro soustavu (2.5.5) existuje 6 > 0 takové, Ze v okoli
U = {(z1,72) € R?| |z1| < §,|z2| < 8} lze stabilni a nestabilni varietu v pocditku vyjddrit

ve tvaru
W#(0,0) = {(21,22) € U|| 22 = ha(a1), 21| < 6,
Wn(O,U) = {(1‘1,1’2) S UH T = hn(l‘l), ’.’Eg‘ < (5},

kde funkce hs a hy, jsou tak hladké jako zobrazeni g v rovnici (2.5.5). Tyto funkce navic
splriugi podminky
hs(o) =0, hn(o) =0, hls(o) =0, h;l(O) =0.

Vétu jsme formulovali podle [30]. Obecnéjsi verzi této véty a jeji ditkaz lze nalézt v [59] na
str. 107 az 111.

Poznamka 2.5.3. Podle uvedené véty je lokédlni stabilni varieta v poc¢atku hladky graf
v soustavé soufadnic tvofené stabilni a nestabilni varietou linearizované soustavy (2.5.6).
Takeé 1ze Fici, Ze lokalni stabilni varieta linearizované soustavy (2.5.6) je te¢nou k lokalni
stabilni varieté soustavy (2.5.5) v pocatku.

Vratme se znovu ke konceptu lokalni stabilni a nestabilni variety stacionarniho bodu v
roviné. Nebudeme-li pozadovat, aby p¥islusné definice platily v ur¢itém okoli stacionérniho
bodu, muzeme pristoupit k nasledujici definici.

o6



Definice 2.5.2. Necht z° je stacionarni bod soustavy (2.5.1). Globdlni stabilni varieta
stacionarniho bodu z° je mnozina

W (z°) = {xg € R?| tlim o(t,zp) = x°}.
— 00
Globdlni nestabilni varieta bodu z° je mnozina
W"(z°) = {20 € R?| tlim o(t,zg) = x°}.
——00

Poznamka 2.5.4. Obecné jsou globalni stabilni a nestabilni variety velmi kompliko-
vané, takze neplati globalni analogie véty 2.5.2. V nékterych piipadech plati W#(z°,U) =
We(x°)NU a W(2z°,U) = W™(z°) N U.

Poznamka 2.5.5. Urcit globalni stabilni varietu pfimo podle definice 2.5.2 je slozité,
protoze jako pocate¢ni body by bylo tfeba vyzkouSet vSechny body fazové roviny. Jinou
moznosti, jak ziskat globalni stabilni varietu, je nejdiive nalézt lokalni stabilni varietu.
Budeme-li body lokdlni stabilni variety povazovat za pocateéni body a otoéime-li cas,
ziskame globalni stabilni varietu, tj.

We(2%) = | e(t, W8 (z°, 1))
t<0

2.5.3 Poincaré — Bendixsonova véta

Definici periodického feSeni jsme uvedli v sekci 2.3. Tam jsme také uvedli, Ze ve fazovém
prostoru odpovida periodickému feSeni uzaviena trajektorie, ktera je Jordanovou kfivkou
a kterd se nazyva cyklus. Protoze uvazujeme autonomni rovnici v roving, plyne z Jorda-
novy véty, viz [14], Ze cyklus rozdéli rovinu na dvé ¢asti - omezenou vnitini ¢ast cyklu a
neomezenou vnéjsi ¢ast cyklu. V bodech, které se nachazeji "blizko" cyklu mohou zacinat
trajektorie, které se v pribéhu ¢asu k danému cyklu "spiralovité" priblizuji nebo vzdaluji,
zavedeme proto nésledujici pojem.

Definice 2.5.3. Cyklus v odpovidajici periodickému feSeni soustavy (2.5.1) se nazyva
limitni cyklus, jestlize existuje x € X \ v takovy, ze v C w(x).

Poznamka 2.5.6. V [44, str. 298| je uvedeno lemma, ve kterém se tvrdi, Ze pro cyklus ~
a bod z € X pro které v C w(x), plati v = w(x).

Nyni miZeme formulovat tvrzeni, podle kterého lze rozhodnout o existenci cyklu pro sou-
stavu (2.5.1).

Véta 2.5.3 (Poincaré—Bendixsonova). Necht K C X je kompaktni mnozina a y* (zg) C
K. Jestlize w(xg) neobsahuje staciondrni bod, je w(xg) cyklus.

Diikaz. Lze nalézt v [4] na str. 333. O

Poznamka 2.5.7. Jinymi slovy: Jestlize se bod pohybuje po trajektorii a ziistava pritom v
néjaké kompaktni oblasti roviny, ktera neobsahuje stacionarni body, pak je dana trajektorie
cyklus nebo limitni cyklus.
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V nékterych aplikacich je ptfimé ovéreni pfedpokladi véty 2.5.3 obtizné. Nésledujici tvrzent,
které lze pomoci véty 2.5.3 dokéazat, viz str. 335 v [4], garantuje existenci limitniho cyklu
a jeho predpoklady 1ze v nékterych aplikacich ovéfit snadnéji.

Véta 2.5.4. Necht K C X je kompaktni a pozitivné invariantni mnoZina. Necht existuje
pravé jeden staciondrni bod x° € K. Jestlize K # {x°} a je-li x° nestabilni uzel nebo
ohnisko, pak v K existuje alespon jeden limitni cyklus .

Poznamka 2.5.8. Nyni muZeme naznacit postup, ktery lze pii hledani periodického fe-
Seni uplatnit: (i) Nalezneme stacionarni body. (ii) Lokalizujeme stacionarni bod, ktery je
nestabilni uzel. (iii) Hledame pozitivné invariantni mnozinu, které obsahuje nestabilni uzel.
Tento krok mutze v konkrétnich tlohach ¢init problémy.

Podle predchozich kritérii bylo mozno posoudit existenci periodickych feSeni autonomni
soustavy v roviné. Nasledujici tvrzeni zajiStuje existenci staciondrniho bodu pro autonomni
soustavu v roviné.

Véta 2.5.5. Necht K C X je kompaktni, neprizdnd a jednodusSe souvisld mnoZina, kterd
Je pozitivné, resp. negativné invariantni. Pak v K existuje alespoti jeden staciondrni bod.

Diikaz. Lze nalézt v |4] na str. 347. Je pomérné rozsahly, protoZze mu pfedchazi mu nékolik
pripravnych tvah uvedenych na str. 339 — 346. O

Poznamka 2.5.9. Pomoci véty lze nahlédnout, Ze kazda uzaviené trajektorie soustavy
(2.5.1) ve fazové roviné ohranic¢uje alesponi jeden stacionarni bod.

Jak bylo uvedeno v poznamce 2.5.8, je pii pouziti véty 2.5.4 obtizné nalézt pozitivné
invariantni mnozinu a ukézat tak existenci periodického FeSeni. Na druhé strané néasledujici
podminka umoznuje existenci periodickych feseni autonomni soustavy v roviné€ vyloucit.

Véta 2.5.6 (Bendixsonovo kritérium). Necht X C R? je oteviend mnoZina, f €
CY(X,R?) a necht na oteviené souvislé mnoZine D C X plati bud div f > 0 nebo div f <0
a v Zddné oteviené podmnoziné mnozZiny D neni div f = 0. Pak v D neexistuje periodickd
trajektorie & = f(x).

Diikaz. V [39] na str. 9 a 10. O

Na zaveér uvedme vétu, kterd charakterizuje strukturu w-limitni mnoZiny a a- limitni mno-
Ziny autonomni rovnice v roviné.

Véta 2.5.7. Necht K C X je kompaktni mnoZina, v (xg) C K a necht rovnice v roviné
(2.5.1) md konecny pocet staciondrnich bodi v K. Pak nastane prdavé jedna z mozZnosti:
w-limitn? mnoZina w(xo)
(i) je jednobodovd mnozina {x°}, kde x° je staciondrnim bodem a lim;_, ©(t,z9) = z°.
(ii) je cyklus, ktery mizZe byt limitnim cyklem.

(iii) je tvoFena staciondrnimi body a trajektoriemi jejichZ a-limitni mnoZiny a w-limitni
mnoziny jsou dané staciondrni body.

Diikaz. Je uveden v [59, str. 230]. O
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2.5.4 Periodicka reSeni Liénardovy soustavy

V predchézejicim oddilu 2.5.3 byla formulovana Poincaré—Bendixsonova véta, kterd umoz-
nuje ukazat existenci periodického feSeni jisté autonomni soustavy v roviné€. Uvedena véta
viak nedéva odpovéd na otazku o pfesném pocétu periodickych feSeni dané soustavy. V
tomto oddilu bude uvedena soustava, kterd ma za urcitych podminek pravé jeden limitni
cyklus. Jedna se o Liénardovu soustavu, kterou lze psat ve tvaru

t=y— F(z)

i = o), (2.5.7)

kde funkce F € C}(R,R) a g € C'(R,R) maji jisté vlastnosti, které budou uvedeny ve
vété 2.5.8. Soustava 2.5.7 miiZze byt ekvivalentné zapsina ve tvaru

Z+ h(z)t +g(z) =0, (2.5.8)
kde h(z) = F'(x). Nyni jiz zminén4 véta.
Véta 2.5.8. Necht
(i) F € CY(R,R) i g € CY(R,R) jsou liché funkce,
(i1) xg(z) >0 pro x # 0,

(ii) F(0) =0, F'(0) < 0 a ezistuje prdvé jeden bod a > 0 takovy, Ze F(a) =0 a prox > a
je F rostouct, pritom lim,_.~ F(x) = 0.

Pak md Liénardova soustava (2.5.7) pravé jeden cyklus, ktery je stabiln.
Diikaz. Lze nalézt v [59] na str. 235 — 237. O

Poznamka 2.5.10. Existuji rizné varianty této véty, srv. [4, str. 347], [10, str. 117] nebo
[44, str. 300], pro nase ucely je vSak vyhodné uvedena formulace.

2.5.5 Fazova rovina a metoda izoklin

Véta 2.5.1 umoziuje charakterizovat trajektorie soustavy (2.5.1) v okoli stacionarnich bodu
této soustavy. V aplikacich je vSak Casto tfeba védét o trajektoriich vice. NapiSme soustavu
(2.5.1) podrobnéji

T = fl (33’, y)

. 2.5.9

g = fa(z,y). (25.5)

MnoZina bodu (z,y) fazové roviny, ve kterych maji te¢ny sestrojené k trajektoriim sou-

stavy (2.5.9) stejné smérnice, se nazyva izoklina, tj. je-li ddno ¢ € R, pak mnozina {(z,y) €
R2|f1($?y) 7& 0a f2($’y)/f1(x>y) = C} nebo mnozina {(l’,y) € R2|f2($7y) 7& 0a f1($,y)/f2(93,y) =
¢} jsou izokliny. Pomoci izoklin 1ze lépe porozumét globalnimu fazovému portrétu soustavy

(2.5.9). Polozime-li konkrétné fi(z,y) = 0, resp. fa(z,y) = 0, ziskdme tzv. z— nulklinu,

resp. y— nulklinu. Tyto izokliny rozdéli fazovou rovinu na oblasti, ve kterych maji funkce

f1 a fo rizna znaménka. Podle téchto znamének lze zjistit, zda se souradnice FeSeni

nebo z9 pii pohybu po trajektorii zvétsuji nebo zmensuji. Priseéiky nulklin reprezentuji
stacionarni body soustavy. Tuto metodu pouZzijeme v nésledujicim oddilu nebo v oddilu

5.4.5.
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2.5.6 Periodicka reSeni v Lotka — Volterrové modelu

V tomto oddilu uvedeme model, ktery se vyuziva hlavné v matematické biologii pro popis
souziti dravci a jejich kofisti. Jedné se o klasicky Lotkiav — Volterriv model. O biologické
interpretaci tohoto modelu se lze podrobné&ji docist v [39]. Zde se soustfedime na nékteré
rysy tohoto modelu a ziskané vysledky pouzijeme v sekci 3.4, kde také uvedeme ekono-
mickou interpretaci modelu. Ma-li model popisovat realny jev, mél by byt prvni kvadrant
pozitivné invariantn{ mnozinou. Ukazeme, Zze tomu tak skute¢né je. Nasledujici popis vy-
chazi z [8] str. 325 a dale. Uvedeme zde také vypracovany problém 6 ze sekce 6.4 této knihy.

Uvazujme autonomni soustavu

= (—a+by)z

y = (C - d$)y7
kde a,b, c, a d jsou kladné realné konstanty. Kazdy pocéatecni problém pro tuto soustavu
ma pravé jedno uplné feseni. Nas budou zajimat feSeni, pro jejichz trajektorie plati x > 0
iy > 0. Nulkliny, tj. pfimky x = 0, y = 0, * = ¢/d a y = a/b, rozdéli fazovou rovinu
na oblasti se stejnym znaménkem derivaci & a g. Priseciky nulklin predstavuji stacionarni
body soustavy (2.5.10), jsou to body (0,0) a (¢/d,a/b). Rozborem znamének derivaci &
a y lze zjistit, Ze trajektorie (2.5.10) maji orientaci ve sméru hodinovych ruci¢ek kolem
stacionarniho bodu (¢/d, a/b) a také, ze prvni kvadrant je pozitivné invariantni mnoZina.
Oznacime-li jednotné (z°,y°) stacionarni bod soustavy (2.5.10), mé matice linearizované

soustavy tvar
A:<—a—|—byo bx® )

(2.5.10)

—dy° c—dz°

Koteny chrakteristické rovnice matice A pro stacionarni bod (0,0) jsou Ay =a > 0a Ay =
—c < 0. Podle véty 2.5.1 se tedy jedna o sedlo pro soustavu (2.5.10). Kofeny charakteristické
rovnice matice A pro stacionarni bod (¢/d, a/b) jsou A\; = iy/ac a Ao = —iy/ac. Podle véty
2.5.1 nelze jednozna¢né zjistit typ tohoto stacionarniho bodu a je t¥eba rozhodnout, zda
uvazovany stacionarni bod je stfed, ohnisko nebo bod rotace. UkéZeme, Ze se jedna o stied,
ale take, Ze v8echny trajektorie soustavy (2.5.10), které lezi v prvnim kvadrantu a jsou rizné
od tohoto stacionarniho bodu, jsou uzaviené. Uvahy rozdélime do nékolika krokii:

e Je-li na uréitém ¢asovém intervalu x # 0 a y # a/b, je x = x(t) prosta funkce proménné
t. Tato funkce ma na pfisluném intervalu inverzni funkci ¢ = t(x) proménné z a podle
véty o derivaci inverzni funkce plati

1

N e

Protoze y = y(t) a t = t(x), lze psat y = y(t(z)) = y(x). Pouzijeme-li vétu o derivaci
slozené funkce, jsou ¢asti trajektorii soustavy (2.5.10) popsany rovnici

_ (e—dr)y
(—a+by)z

To je rovnice se separovanymi proménnymi. Funkce g(z) = ¢/x—d je spojita na I = (0, 00).
Na [ tedy existuje primitivni funkce G k funkci g a plati

G(z) =clnzx — dz. (2.5.11)
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Funkce h(y) = y/(—a + by) je nenulovd a spojita na intervalu D; = (0,a/b) nebo na
intervalu Dy = (a/b, 00), kde existuje primitivni funkce H k funkci 1/h a plati

H(y) = —alny + by. (2.5.12)

Poznamka 2.5.11. Funkce H je spojita a klesajici na interalu D; = (0,a/b), a je spojita
a rostouci na intervalu Dy = (a/b, 00).

Pouzijeme-li metodu separace proménnych na mnozinidch M; = I x D1 nebo My = I x Ds,
ziskdme

H(y) = G(x) + C, (2.5.13)

kde C' = H(yo) — G(x0), pfitom zo = z(0), yo = y(0) jsou pocateéni podminky problému
(2.5.10).

e Podobné, je-li y # 0 a x # ¢/d, jsou Casti trajektorii soustavy (2.5.10) grafy feSeni rovnice

(—a+by)x

a'(y) = c—do)y

Stejnym zptsobem jako v predchéazejicim odstavci bychom zjistili, Ze na mnozinach Ny =
Eq1xJ nebo Ny = EoxJ plati vztah (2.5.13), kde x € Ey = (0,¢/d) nebo x € Ey = (¢/d, o)
ayeJ=(0,00).

e 7 piedchozich pozorovani vyplyva, Ze libovolna trajektorie autonomni soustavy (2.5.10)
je pro (z,y) € Ri popsana vztahem (2.5.13). PiSme tento vztah ve tvaru, ktery nam
umozni nakreslit fazovy portrét soustavy (2.5.10), tj.

Y(x,y) = H(y) + F(x) = C, (2.5.14)
kde z € J = (0,00), y € I = (0,00) a kde
F(z)=—-G(z) = —clnz + dx. (2.5.15)
Pro dalsi avahy polozme (2°,y°) = (¢/d,a/b).
e Podle (2.5.15) plati F'(z) = —c/x + d, takze

F'(z) <0, z€(0,¢/d)=(0,z°),
F'(z) >0, z€(c¢/d,o0)=(2°00),

a dale lim,_ .o+ F(z) = lim,_,o F(x) = co. Tedy F nabyva svého absolutniho minima na
(0,00) vz = x°.
e Podobné, vzhledem k (2.5.12) plati H'(y) = —a/y + b, takze

H'(y) <0, ye€(0,a/b)=(0,9°),
H'(y) >0, y € (a/b,o00) = (y° 00),

a dale lim,_,o+ H(y) = lim, .o H(y) = oo. Tedy H nabyvé svého absolutniho minima na
(0,00) v y = y°. Grafy funkci F' a H pro konkrétni hodnoty parametrii jsou uvedeny na
obr. 2.4.
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Obréazek 2.4: V levé casti je graf funkce z +— F(z), x € (0,00) proc=1ad = 1.V pravé
Casti je graf funkce y — H(y), y € (0,00) proa=1ab=1.

Poznamka 2.5.12. Na intervalu I; = (0,y°] je funkce H klesajici a podle véty o spojitosti
inverzni funkee je inverzni funkce H; ' spojita na H(I;) = [H(y°), 00). Podobné, na inter-
valu Is = [y°, 00) je funkce H rostouci a podle véty o spojitosti inverzni funkce je inverzni
funkce H, ' spojita na intervalu H(Iy) = [H(y°),00). Funkce H; ' i Hy ' jsou spojité v
bodé H(y°) zprava.

Poznamka 2.5.13. Pro a > F(z°) ma rovnice F'(z) = « pravé dvé feseni xi,x2, pro
ktera plati 0 < 21 < 2° < z2. Pro @ = F(2°) mé uvedené rovnice pravé jedno FeSeni
x = x°. Podobné pro § > H(y°) mé rovnice H(y) = [ pravé dvé feSeni y1,y2, pro ktera
plati 0 < y1 < y° < y2. Pro 8 = H(y°) mé uvedena rovnice pravé jedno feseni y = y°.

e Polozme Cy = H(y°) + F(x°). Protoze funkce H a F nabyvaji svych absolutnich minim
na (0,00) vz = 2° a y = y°, ma rovnice H(y) + F(x) = C feSeni pouze pro C > Cj,
pricemz pro C = Cy existuje pouze jedno FeSeni (z,y) = (z°,y°).

e Ke kazdému C' > C) existuje a > F(2°) takové, ze C' = a+ H (yp). Zvolme nyni libovolné
a > F(z°). Podle pfedchozi poznamky 2.5.13 existuji 1, z2 tak, ze F(z1) = F(z2) = a a
pro viechna z € (x1,x2) plati @« — F/(z) > 0. ProtoZze je F spojita plati také

lim+(a —F(r))=0a lim (a— F(z)) =0. (2.5.16)

Uvazujme nyni rovnici ¢(z,y) = H(y) + F(x) = C. Protoze C = H(y°) + a > Cp, mizeme
odtud pro v8echna z € (x1,x2) psat

H(y) = H(y") + (o« = F(z)) > H(y°).
Podle ptredchozi poznamky 2.5.13 existuji pro kazdé = € (z1,z2) dvé FeSeni y1(x) a ya(x),
pro ktera plati 0 < y1(z) < y° < y2(z), = € (21, x2).

e Zabyvejme se nejdiive funkei y; (z). ProtoZe plati (2.5.16) a funkce H je spojité na (0, c0),
méame
lim H(y(x)) = lim [H(y") + (o = F(x))] = H(y°).
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Podle poznamky 2.5.12 je funkce H; ' spojita zprava v bode H(y°) a lze psat
lim yi(z) = lim Hy '(H(y°) + (o — F(x))) = H ' (H(y°)) = y°.

$—>£U1 ZU—>Z'1
Podobné lze urcit, ze limxﬁm; y1(z) = y°. Obdobné bychom mohli postupovat v piipadé
funkce ya(z), pro kterou bychom ziskali limzaz; ya2(z) = y° nebo limwﬂx; ya(z) = 9°.
e Zjistili jsme, ze grafy spojitych funkei yi(x) a ya(z) definovanych na intervalu [zy, z2]
se v bodech 1, resp. xg spoji a vytvoii uzavienou kfivku. [lustraci provedenych tvah lze
nalézt na obr. 2.4 a obr. 2.5.

afb_‘ @

Obréazek 2.5: V levé ¢asti je zobrazen graf funkce ¢(z,y) = F(z) + H(y),z € (0,00),y €
(0,00) proa =b=c=d = 1.V pravé ¢asti jsou zobrazeny vrstevnice 1(z,y) = C pro C >
P(z°,y°), kde (2°,4°) = (¢/d,a/b) je stacionarni bod soustavy (2.5.10). Tyto vrstevnice
reprezentuji trajektorie soustavy (2.5.10), takze obréazek vpravo predstavuje fazovy portrét
této soustavy.

e V predchozich uvahéach jsme ukéazali, Ze pro libovolné C' = a4+ H(y°) > Cp je trajektorie
Y(x,y) = C uzaviena kiivka a stacionarni bod (z°,y°) je stfed. Na obr. 2.5 lze nalézt
fazovy portrét soustavy (2.5.10) pro z > 0, y > 0. Nasledujici tvrzeni shrnuje dosavadni
diskusi o klasickém Lotka-Volterrové modelu.

Véta 2.5.9. KaZda trajektorie soustavy (2.5.10) v (0,00) x (0,00), kromé staciondrniho
bodu (¢/d,a/b), je uzaviend kFivka.

Podle uvedené véty je prvni slozka = = x(t) FeSeni soustavy (2.5.10) periodickd funkce,
ktera osciluje kolem hodnoty z° = ¢/d. Podobné druhé slozka y = y(t) je periodicka
funkce, ktera osciluje kolem hodnoty y° = a/b. Nasledujici véta se tyka stfednich hodnot
funkei z(t) a y(t) za dobu jedné periody.

Véta 2.5.10. V soustavé (2.5.10) s nenulovym staciondrnim bodem (c/d,a/b) je stredni
hodnota feseni x za jednu periodu rovna c/d a stFedni hodnota Teseni y za jednu periodu
je a/b.

Diikaz. Predpokladejme, ze x = z(t) > 0, y = y(t) > 0 je nekonstantni FeSeni soustavy
(2.5.10), které je periodické s periodou T'. Vyuzijeme-li druhou rovnici z (2.5.10), odkud



je stfedni hodnota T feSeni z(¢) dana

1 [T 1 T ®, 1 Iny(T) — Iny(0
:/ $(t)dt:/ _/ yt) . e 1 Iny(T) ny():g,
T Jo T t d T d d

protoZe y(T') = y(0). Podobné lze postupovat pii vypoctu 7. O

Poznamka 2.5.14. Vsimnéme si znovu linearizace soustavy (2.5.10). Polozime-li z =
X +c¢/day =Y + a/b, stacionarni bod (c/d,a/b) se posune do bodu (0,0) a ziskdme
soustavu

Xf%vaLbXY Y——%dX dXY.

Linearizaci této soustavy v pocatku ziskame

cb ad
X = Y, Y = X,
d b

Zderivujeme-li prvni z té€chto rovnic a pak za Y dosadime z druhé rovnice, obdrzime linearni
rovnici druhého fadu
X +acX =0,

kterd ma reSeni

X(t) = Asin(vac t + ),

kde amplituda A a faze ¢ jsou konstanty zéavislé na pocatecnich podminkach. Nyni lze urcit

d . d
Y(it)=—X = 2% cos(vact+ ).
cb cb

Pokud ziskana feSeni X (¢) a Y (t) linearizované soustavy umocnime, ziskdme rovnici tra-
jektorie této soustavy ve tvaru
ad® X* N y? .
b A2 A7
To je rovnice elipsy, po které ve sméru hodinovych ruci¢ek obiha bod fédzové roviny s
tthlovou rychlosti w = y/ac. Protoze w = 27 /T, kde T je perioda pohybu, muzeme psat

T=""=—. (2.5.17)

Tento vztah lze pouzit také pro odhad periody feseni nelinearni soustavy (2.5.10), které se
nachazi v dostate¢né blizkém okoli stacionarniho bodu (c¢/d, a/b).

2.5.7 Poincaré — Andronov — Hopfova bifurkace

V aplikacich se obvykle vyskytuji soustavy diferencidlnich rovnic, které obsahuji parametry.
Tyto parametry mohou nabyvaji hodnot z jistych mnozin. Chceme-li porozumét celkovému
chovani soustavy diferencidlnich rovnic s parametry, je tieba zjistit, jak se méni kvalitativni
vlastnosti feSeni v zavislosti na ménicich se hodnotéch parametri.
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Pocet stacionarnich bodi, pocet cykli a orientace trajektorii, které je spojuji nebo ob-
klopuji tvoii kvalitationi strukturu fazového prostoru soustavy autonomnich diferencialnich
rovnic. Je-li dané soustava zavisla na parametrech, miize pfi zméné hodnot téchto parame-
tri dojit ke zméné kvalitativni struktury piislusného fazového prostoru. Studiem takovych
zmén se zabyva teorie bifurkaci. Soustava diferencidlnich rovnic ma stabilni kvalitationd
strukturu fdzového prostoru, jestlize se pfi dostatecné malé zméné dané hodnoty parametru
uvazované struktura nezméni. Hodnota parametru, pii které dojde ke zméné kvalitativni
struktury struktury dané soustavy (tj. napft. se zméni pocet stacionarnich bodu nebo jejich
stabilita), se nazyva bifurkacni bod. V tomto oddilu uvedeme pouze zékladni popis, ktery
budeme potiebovat pro aplikace v néasledujici kapitole, podrobnéji jsou poznatky teorie
bifurkaci uvedeny v [28], [17] nebo [30].

Na rozdil od modeli fyzikalnich véd, v ekonomickych modelech neni mozné pro vétsinu
parametri stanovit presné hodnoty, jejichz hodnoty by byly platné pro dlouhé obdobi.
Parametry, které jsou v ekonomickych modelech pouzity, ¢asto odrazeji vliv vnéjsich pod-
minek modelu a tyto podminky se mohou nezavisle na popisovaném modelu ménit. To je
divod, pro¢ jsou poznatky z teorie bifurkaci pro ekonomické modely cenné. V nasem po-
pisu se soustiedime na podminky pro vznik tzv. Hopfovy bifurkace, které zarucuji existenci
limitniho cyklu a tedy také periodického FeSeni autonomni rovnice.

Pojem bifurkace souvisi s feSenim rovnic, které obsahuji parametry, srv. [4] a [17]. V dalsim
textu budeme mnoZinu parametrid znacit symbolem A.

Definice 2.5.4. Necht A C R¥ a X C R" jsou oteviené mnoziny a 0 € X. Necht ® : X x
A — R"™ je takové zobrazeni, Ze pro libovolné A € A plati ®(0,\) = 0. Bod (0, \g) € X x A
se nazyva bifurkacni bod rovnice

O(x,\) =0,

jestlize kazdé okoli bodu (0, A\g) v X x A obsahuje takové feseni (x, \) rovnice ®(z,\) = 0,
pro které x # 0.

Poznamka 2.5.15. Uvazujme, ze ® € C1(X x A,R") a derivaci tohoto zobrazeni podle
prvni proménné v bodé (z,\) € X x A ozna¢me D ®P(x, \). Predpokladejme dale, Ze pro
(0,X0) € X x A je ®(0,\0) = 0 a ze existuje inverzni matice k matici D1®(0, \g). Podle
vty o implicitni funkei, viz napt. [17, str. 26], existuje okoli & bodu 0, okoli V bodu Ag,
kde U x V C X x A a pravé jedna spojité funkce ¢ : V — U takova, Ze pro v8echna \ € V
jex =1Y(A) a ®(p(N),\) = 0. Spojitost funkce 1) v bodé \g € V znamena, Ze pro libovolné
n > 0 lze nalézt 6 > 0 takové, Ze pro ||\ — Aol|| < d je |[¥(N)|] < n. To znamena, Ze (0, \g)
neni bifurka¢ni bod.

V dtsledku uvedené tvahy se lze v dalsi diskusi o bifurka¢nich bodech soustfedit hlavné
na takové body (0, ) € X x A, (0, \g) = 0, pro které je D1®(0, \g) singularni matice.

Poznamka 2.5.16. Necht pro zobrazeni ® plati stejné predpoklady jako v poznédmce
2.5.15. Polozme A = D;®(0, \g) a predpokladejme Ze ¢tvercova matice A fadu n je sin-
gularni. Pak ma homogenni soustava linedrnich rovnic Ax = 0, kde z € R™ a 0 € R",
netriviadlni feSeni. To znamen4, Ze 0 je vlastni ¢islo matice A. Mnozina v8ech vlastnich
C¢isel matice A se nazyva bodové spektrum a budeme ji znacit o(A).

Pojem bifurka¢niho bodu nyni pieneseme do oblasti diferencialnich rovnic. Necht A C R a
X C R" jsou oteviené mnoziny a f € C*(X x A,R") je takové, ze f(0,)\) = 0 pro viechna

65



A € A. To znamené, ze pro libovolné A € A je x = 0 staciondrnim bodem autonomni
rovnice s parametrem

i = f(z,\). (2.5.18)

Necht pro néjaké A\g € A plati 0 & o(D;f(0, Ag)), pak podle poznamek 2.5.15 a 2.5.16 exis-
tuje okoli V bodu Ag tak, Ze pro A € V je feSeni x = 0 izolovany stacionarni bod. V tomto
pripadé pfi malé zméné hodnoty parametru A nedojde ke zméné stability stacionarniho
bodu. Naopak, je-li (0, \g) bifura¢ni bod rovnice f(z,\) = 0, nazyva se (0, \g) bifurkacni
bod stacionarniho feSeni rovnice & = f(x, \).

V nasledujicim textu se soustifedime na bifurkace, které se vyskytnou v piipad€, Ze matice
D1£(0, o) ma pravé jednu dvojici ryze imaginarnich vlastnich ¢isel a Zadna jina vlastni
¢isla nemaji nulovou realnou ¢ast.

Poznamka 2.5.17. V souvislosti s uvedenym pfedpokladem a poznamkou 2.5.16 uvedme,
ze stacionarni bod z° € X C R" se nazyva hyperbolicky pro rovnici & = f(x), = € X,
jestlize

f@?)=0ac(Df(z°))NiR =,
kde mnozina o(D f(z°)) predstavuje mnoZinu vSech vlastnich ¢isel matice Df(z°) a iR
predstavuje mnozinu ryze imaginarnich ¢isel. To znamend, ze matice D f(z°) nemé zadna
ryze imaginarni{ vlastni ¢isla.

Stejné jako v poznamce 2.5.15 lze pomoci véty o implicitni funkei zdtvodnit, Ze pfi malé
zméné hodnoty \g parametru rovnice ziistava stacionarni bod zachovan a zadné nové stacio-
narni body nevzniknou. Nicméné, pokud vlastni ¢isla matice D; f(0, \) protnou imaginarni
osu v bodé A = )\g, dojde ke zméné poctu vlastnich éisel, které maji kladnou resp. zapor-
nou realnou ¢ast. Pfi tomto jevu miuZe vzniknout periodické feSeni rovnice tak, jak o tom
vypovida nasledujici véta.

Véta 2.5.11 (Existence Poincaré — Andronov — Hopfovy bifurkace). Necht A C

R, X C R? je oteviend mnoZina, k > 3 a F € CF(X x A,R?) je takové zobrazeni, Ze
F(0,-)=0 a DiF(0,-) =0. Necht

t=AN)z+ F(z,\) (2.5.19)
je rovnice v roviné takovd, Ze jeji linedrni cast A(\) ve staciondrnim bodé 0 € X md vlastni
éisla a(N) £ iwo(X). Necht pro Ao € A plati a(Ao) = 0 a wo(Aog) > 0 a necht a(N) je spojité
diferencovatelnd funkce proménné A na néjakém okoli bodu Ay takovd, Ze

d

504()\) # 0.

A=Xo

Pak pro libovolné okoli U bodu 0 € X a libovolné okoliV bodu Ag € A existuje A € V takové,
Ze diferencidlni rovnice (2.5.19) md nekonstantni periodické FeSent, jehoZ trajektorie je
uzaviend krivka v U, a jehoZ amplituda pro A — Ao konverguje k nule.

Diikaz. Specialni piipad této véty, kde matice A(A) ma tvar

(&)

a Ao = 0, je dokdzan v [30] na str. 352 a 353. Obecnéjsi tvar této véty, kde X = R", je
dokéazan v [4] na str. 407 a 408. O
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Poznamka 2.5.18. Bod (0, \9) € X X A z pfedchozi véty je bifurkaénim bodem rovnice
(2.5.19). Tvrzeni véty plati lokalné v tom smyslu, Ze (i) plati pouze pro parametry blizké
hodnoté Ao, (ii) cyklus existuje pouze v okoli stacionarniho bodu 0 € X.

Poznamka 2.5.19. Poincaré — Andronov — Hopfovu bifurkaci Ize ilustrovat pomoci ani-
mace vytvorené pocitatovym algebraickym systémem, napi. Maple. Autor o tomto zpisobu
referoval v [68].
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Kapitola 3

Spojité modely v ekonomii

3.1 Trzni rovnovaha

Trh je skupina kupujicich a prodavajicich, ktef{ se snazi koupit nebo prodat néjaké zbozi,
produkt nebo sluzbu. Objekt, s nimz se na trhu obchoduje, budeme jednotné nazyvat statek.
Cena, pii které se poptéavané mnoZstvi statku v daném ¢asovém obdobi rovna nabizenému
mnozstvi statku, se nazyva rovnovdznd cena. V zévislosti na tom, zda kazdy trh zkoumame
izolované a rovnovazné ceny na téchto trzich jsou navzajem nezévislé nebo zda se uvazuje,
Ze trhy jsou vzajemné propojeny a zmeéna ceny na jednom trhu muze ovlivnit cenu na jiném
trhu, uvazujeme o dil¢i nebo o vseobecné rovnovdze na trhu.

3.1.1 Diléi rovnovaha na trhu

V této sekci budeme piedpokladat, Ze prodavajici je zaroven vyrobce. Budeme uvazovat
dokonale konkurené¢ni trh s jednim statkem. Takovy trh, kde abstrahujeme od vlivii vSech
ostatnich trhd, se nazyva dil¢i trh. Na diléim trhu je mnoho prodévajicich a mnoho ku-
pujicich, takZe kazdy z nich ma pouze zanedbatelny vliv na konkurenéni cenu. Vyrobci
nabizeji statek za cenu, kterou sami nemohou individualné ovlivnit, je dana podminkami
trhu. Pritom se snazi prodat takové mnozstvi statku, které maximalizuje jejich zisk. Nao-
pak kupujici se snazi opatfit si takové mnozstvi statku, které maximalizuje jejich uzitek.

Vyklad vychézi z [20], [27] a [24].

Nabidkovou funkeci trhu oznacme g = S(p), kde p je cena produktu, ¢ je mnozstvi nabi-
zeného produktu a S : [pg,00) — [0,00). VSimnéme si, Ze vyrobci jsou ochotni nabizet a
prodavat zbozi az pii minimalni cené pg, které alespon pokryje jejich naklady. Tato funkce
popisuje, jaké mnozstvi S(p) produktu jsou prodejci ochotni a schopni pfi cené p prodat.
ZkuSenost ukazuje a mikroekonomicka teorie potvrzuje, ze plati zdkon nabidky, ktery ¥ika,
7e za jinak stejnych podminek (tj. viechny vnéjsi podminky jsou pro trh neménné), ! se
pii zvySeni ceny statku zvysi nabizené mnozstvi statku. Budeme-li dale predpokladat, ze
funkce nabidky S je titdy C!, pak ziejmé S’(p) > 0. K takové nabidkové funkci existuje
inverzni funkce, kterou ozna¢ime p = pg(q). Podle véty o derivaci inverzni funkce je také

ps(q) > 0.

Poptavkovou funkei trhu ozna¢me ¢ = D(p), kde D : (0,00) — (0,00). Tato funkce po-
pisuje, jaké mnozstvi D(p) produktu jsou kupujici ochotni a schopni pfi cené p koupit.

1V u&ebnicich ekonomie se pro tuto podminku pouZiva termin ceteris paribus.
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ZkuSenost ukazuje a mikroekonomicka teorie potvruje, Ze plati zdkon poptdvky, ktery rika,
Ze za jinak stejnych podminek se pri rostouci cené snizuje poptéavané mnozstvi. Budeme-li
analogicky piedpoklddat, Ze funkce poptéavky D je tiidy C!, pak ziejmé D'(p) < 0. K
takové poptavkové funkei existuje inverzni funkce, kterou ozna¢ime p = pp(q). Podle véty
o derivaci inverzni funkce je také p’,(¢q) < 0.

Trh je v rovnovéaze, jestlize neexistuje previs poptavky ani previs nabidky, takze plati

S(p°) = D(p°). (3.1.1)

Oznacme z(p) = D(p) — S(p), p € [po,o0) funkci piebytku na strané poptavky. Protoze
jsou funkce D i S tiidy C!, je také funkce z t¥idy C'. Necht z(pg) > 0 a necht také
existuje cena p; € (pg, 00), pro kterou z(p1) < 0. Pak podle Bolzanovy véty, viz napt. [65],
existuje cena p° € (po,p1) takova, Ze z(p°) = 0. Cena p° je rovnovazné cena a odpovida ji
rovnovazna produkce ¢°.

Co se stane, jestlize trh v rovnovéize neni? Takova situace muze napiiklad nastat, jestlize
na trhu, ktery se nachézel v rovnovéize, nastala ndhld zména vnéjsich podminek. Zména
se muze vyskytnout jak na strané nabidky tak na strané poptavky. Jak se trh vyrovna s
novymi podminkami? Dospé&je v ¢ase k nové rovnovaze nebo ne?

Je-li p < p°, na trhu existuje pfevis na strané poptavky, tj. z(p) = D(p) — S(p) > 0.
To znamena, ze domacnosti by byly ochotny kupovat vice, ale prodavajici nejsou ochotni
vice nabidnout. Nastala neuspokojend poptavka, kdy prodéavajici omezuji obchodovéini a
snazi se zvysit cenu. Je-li p > p°, na trhu existuje previs na strané nabidky, tj. z(p) =
D(p) — S(p) < 0. Doméacnosti pii vysoké cené omezuji své nakupy. Svym chovanim se
nazi snizit cenu. Podle Walrasovy hypotézy se aktualni cena statku zvétSuje (zmensuje),
jestlize je previs na strané poptavky kladny (zaporny). Budeme déle uvazovat, Ze rychlost
zmény ceny p je piimo tmérna rozdilu mezi aktualné poptavanym mnozstvim statku D(p)
a aktuélné nabizenym mnozstvim statku g. To lze psit pomoci rovnice

p=a(D(p) —q), (3.1.2)
kde o > 0 je konstanta Gimérnosti.

Pfevis na strané zadané ceny, ktery oznacime e(q), je rozdil mezi cenou, kterou si doméc-
nosti preji platit za néjaké dané mnozstvi produktu a cenou, kterd je pii dané nabidce
poZzadovéana prodejci, tj. e(q) = pp(q) — ps(q). Je-li ¢ > ¢° je previs na strané zadané ceny
zaporny, vyrobci nabizeji velké mnozstvi statku, které domacnosti nejsou ochotny koupit.
Je-li ¢ < @¢° je previs na strané zadané ceny kladny, doméacnosti jsou ochotny kupovat
vice, ale vyrobci vice nenabizeji. Podle Marshallovy hypotézy se aktualni mnozstvi statku
na trhu zvétsuje (zmenSuje), jestlize pfevis na strané zadané ceny je kladny (zaporny).
Budeme dale uvazovat, Ze rychlost zmény mnozstvi statku ¢ je pfimo tmérné rozdilu mezi
aktualni cenou statku p a aktualni nabizenou cenou pg(q). To lze psat pomoci rovnice

q= B —ps(q), (3.1.3)

kde 8 > 0 je konstanta amérnosti.

Rovnice (3.1.2) a (3.1.3), které muzeme psat jako soustavu

p=a(D(p) —q) (3.1.4)
q=pBp—ps(q),
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popisuji dynamiku dokonale konkurenénfho trhu s jednim statkem.

Zabyvejme se linearizaci soustavy (3.1.4) v okoli stacionarniho bodu z° = (p°, ¢°). Necht
x = (p, q) a f(x) prava strané rovnice (3.1.4), pak

A =Df(°) = ( a%(pO) —ﬁ;’sozq") > '

Protoze o > 0,6 > 0,D'(p°) > 0 a pls(¢°) > 0, plati pro kofeny A1, Ay charakteristické
rovnice matice A Viétovy vztahy

A+ =aD'(p°) = Bps(¢®)) <0ada=af(1-D'(p°)ps(q®)) > 0.

To znamena, Ze realné Casti korfentu charakterické rovnice matice A jsou zaporné a podle
véty 2.4.4 je stacionarni feSeni x° = (p°, ¢°) asymptoticky stabilni.

Uvedeny vysledek lze interpretovat lokalné tak, Ze na diléim trhu s pevné danymi funkcemi
poptavky a nabidky, se po dostatecné dlouhé dobé ustanovi rovnovazné cena p° a rovno-
vazné mnozstvi proddvaného statku ¢°, pokud se pocateéni hodnoty nachézeji v blizkém
okoli bodu (p°, ¢°). Pouze tato rovnovazna cena a mnoZstvi jsou slucitelné s existujicimi
zémeéry kupujicich i prodévajicich.

3.1.2 VsSeobecna rovnoviha na trhu pti ¢isté vyméné

Uvazujme ekonomiku s nékolika dil¢imi trhy. VSeobecnou rovnovahou se rozumi takovy
stav této ekonomiky, ve kterém jsou vSechny trhy soucasné v rovnovazném stavu. Pijde o
to objasnit, jak se vzajemné nabidka a poptavka na uvaZzovanych dil¢ich trzich ovliviiuji.
Vysledkem jejich vzajemné interackce jsou pak takové ceny, pfi nichz je soucasné dosazeno
rovnovahy na vSech analyzovanych trzich. Vyklad vychéazi hlavné z [84] a dale z [77], [27],
resp. [45].

Predpokladejme, Ze uvazované trhy jsou dokonale konkurenéni trhy. Z toho pak vyplyvé,
ze jak spotfebitelé tak firmy povazuji ceny komodit nabizenych na téchto trzich za dané. V
zédjmu zjednodusSeni budeme uvazovat specialni pfipad, kdy jedinymi aktéry v ekonomice
jsou spotrebitelé. To je pripad, kdy si jednotlivi spotfebitelé vyménuji statky mezi sebou
a hovofi se o ¢isté vgmeéneé. V ekonomii s ¢istou vyménou budeme uvazovat n spotiebiteli
s jejich preferencemi. Ti vlastni jisty pocet statkt, které mohou prodavat a kupovat si jiné
statky tak, Ze pro sebe docili vyssi uzitek.

Oznatme X = {y € R¥| y; > 0,Vj = 1,...,k}. Kazdy spotiebitel i € {1,...,n} je
charakterizovan svoji funkeci uzitku u; a na zac¢atku je vybaven jistym mnozstvim k& druhi
statki, coz budeme psat

w; = (wh-, ... ,wki)T € X,

kde wj; je mnozstvi statku j, které vlastni spotfebitel 7. Spotfebni ko$ i-tého spotfebitele
oznacime
;= (.’L‘h’, R ,xki)—r € X,

kde zj; je mnozstvi statku j, které poptava spotiebitel i. Alokaci z = (z1, ... xy) rozumime
mnozinu n spotfebnich kosi, které popisuji, jak velké mnozstvi danych statkt spotfebitel
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vlastni. Dosazitelnou alokaci se rozumi takova alokace, ktera je fyzicky mozné, tj. takova,
které rozdéli vSechno zbozi:

n n
Zazi = Zwi. (315)

i=1 i=1
Cenu, za kterou si spotfebitel muZe opatfit jednu jednotku statku j € {1,...,k} ozna¢ime
pj > 0. Symbolem p = (p1,..., pr) | oznalime vektor jednotkovych cen viech statki na

analyzovaném trhu. P¥i{jem, ktery muZe i—ty spotiebitel ziskat prodejem statki, kterymi
je vybaven oznac¢me I;. Plati

k
Ii = pTwi == ijwji. (316)
j=1

Kazdy spotiebitel ¢ bere cenovy vektor p jako dany a vybira takovy kos, ktery mu dovoluje
jeho prijem I; a pti kterém je jeho uzitek maximélni. Kazdy spotiebitel tedy fesi diléi illohu

max(u;(z;)| x; € X)
vzhledem k p'z; = I

Regenim této tlohy, srv. [90], je funkce poptéavky x;(p, I;). Je dobré si uvédomit, Ze spotie-
biteliiv pfijem neni dany. Je uréen vztahem (3.1.6), takze zavisi na vnitinich podminkéch
trhu, které urcuji cenovy vektor p.

Vztahem

Z(p) = (Zl(p)’ e 7Zk(p))T = Z(xi(pvawi) - wi) (317)
=1

definujme agregovany pirevis na strané poptavky.

Walrasova rovnovaha

Pti vSeobecné rovnovaze by mély byt vSichni tcastnici na trhu spokojeni, takze nemaji
divod tento stav ménit. Je tedy pfirozené predpokladat, Ze rovnovazny cenovy vektor p°
je tvoren takovymi cenami, které vedou k vy¢isténi vSech trhi, tj. takovymi cenami, pri
kterych je na vSech trzich poptévka rovna nabidce. Takovy predpoklad je vSak ponékud
prisny. Uvazujme, Ze plan kazdého spotfebitele je uskutecnitelny a Ze néktery nabizeny sta-
tek je nezadouci, tj. pii nasycenosti spotiebitelti po ném nenf poptavka. V takovém piipadé
muze v rovnovaze dojit k pfevisu na strané nabidky. Prijmeme tedy mirnéjsi pozadavek
na cenovy rovnovazny vektor a budeme pouze pozadovat, aby neexistoval previs na strané
poptavky, tj. aby celkova poptavka neprekrocila celkovou nabidku danou pocateénim vy-
bavenim. Pomoci oznac¢eni zavedeného v (3.1.7) miZeme pro tzv. Walrasovu rovnovihu p°
pséat vztah:

z(p°) <0, (3.1.8)

ktery znamené, Ze pro viechna j € {1,...,k} je z;(p°) <O0.

Vlastnosti pfevisu na strané poptavky

Vsimnéme si nyni vlastnosti funkce z definované vztahem (3.1.7):
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e Budou-li vSechny ceny vynésobeny kladnou konstantou, spotiebitelova poptavka se ne-
zméni. To odpovida vztahu z;(p, p'w;) = 2;(Ap, (Ap) Tw;) pro viechna A > 0, takZze poptav-
kova funkce je homogenni stupné nula v cenéch. Definice a vlastnosti homogenni funkce
viz [84, str. 481|. Protoze soucet homogennich funkei je také homogenni, plati z(p) = z(Ap)
pro v8echna A > 0 a funkce z je homogenni stupné nula.

e Jsou-li vSechny individualni poptavkové funkce spojité, tj. uzitkové funkce spotiebiteli
jsou ryze konkavni, viz [90], je také spojita funkce z.

e Pro agregovanou funkci previsu na strané poptavky plati Walrasiv zdkon:
Pro libovolny cenovy vektor p plati p' z(p) = 0. (3.1.9)

To znamené, Ze hodnota celkového previsu na strané poptavky je identicky rovna nule, t;.
celkova poptéavka je pro vSechny mozné vybéry ceny rovna nule.

Diikaz. V ekonomii s ¢istou vyménou plati pro piijem I; kazdého spottebitele i € {1,...,n}
s poptavkou z; = x;(p, I;) vztah I; = p' 2; = p' w;. Podle (3.1.7) lze pak psat

n

pap)=p" > (zi—w)=> (p'wi—p'w)=0.
=1

=1

Walrastv zédkon poskytuje dva uzite¢né dusledky.

Dusledek 3.1.1. Shoduje-li se poptdvka a nabidka na k—1 trzich a pr > 0, pak se nabidka
shodugje s poptdivkou také na k—tém trhu.

Jinymi slovy: je-li na trhu s k dilé¢imi trhy k& — 1 dil¢ich trhi v rovnovéze, je v rovnovéze
vSech k dil¢ich trhi.

Dausledek 3.1.2. Je-li p° Walrasova rovnovdha a z;(p°) < 0 pro néjaké l € {1,...,k}, pak
p; = 0.

To znamené, Ze je-li trh v rovnovaze a pro néjaky statek existuje pfebytek na strané
nabidky, pak je tento statek zadarmo a poptavka po tomto statku je omezené.

Diikaz. Necht z(p°) < 0 a p; > 0. Podle definice Walrasovy rovnovihy dané vztahem
(3.1.8) plati pro nezaporné ceny p°' z(p°) = Z§:1 pjzj(p°) < pjai(p°) < 0. To je viak ve
sporu s Walrasovym zakonem. ]

Chceme-li, aby mohl obchod probéhnout i kdyZ je néktery statek zadarmo, budeme pied-
pokladat, ze statky jsou Zddouci ve smyslu:

Je-li pj =0, je zj(p) >0, proj € {1,...,k} (3.1.10)
Tento predpoklad ndm umoznuje dokazat nasledujici tvrzeni.

Veéta 3.1.3. Jsou-li vsechny statky Zddouci a p° je Walrasova rovnovdha, pak

z(p®) = 0.
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Diikaz. Necht z;(p°) < 0, pak podle disledku 3.1.2, je statek j zadarmo, tj. p; = 0.
Nicméné podle definice zadouciho statku (3.1.10) je z;(p°) > 0, coz je spor. O

Disledek 3.1.4. Jsou-li vsechny statky Zddouci a p° je Walrasova rovnovdha, pak
p° >0,
tj. pro libovolné j € {1,...,k} je p; > 0.

Diikaz. Pro j € {1,...,k} je pj > 0. Pokud p7 = 0, je z;(p°) > 0, coZ je spor s tvrzenim
predchozi véty. O

Existence rovnovahy

Protoze funkce previsu na strané poptavky je homogenni stupné nula, mizeme normali-
zovat ceny. Pro naSe ucely nahradime kazdou absolutni cenu p;, I € {1,...,k} relativni
cenou

Y2

=
2P
=1

V tomto pfipadé tvori cenové vektory p s relativnimi cenami £ — 1 dimenzionalni simplex

k
= e RS p = 1)
=1

na kterém budeme rovnovahu p° hledat. 2 Diikaz existence rovnovahy je zaloZzen na Brou-
werové vété o pevném bodé, viz napt. [4, str. 300]:

Véta 3.1.5. Necht K C R" je neprdzdnd, kompaktni a konvexrni mnoZina. Pak kaZdd
spojitd funkce f: K — K md pevny bod, tj. existuje takovy bod x € K, Ze x = f(x).

Nyni mazeme formulovat vétu, jejimz dusledkem je existence Walrasovy rovnovahy.

Véta 3.1.6. Je-li z : SF=1 — SE=1 spojitd funkce splivujici Walrasiv zdkon (3.1.9). Pak
ezistuje bod p° € S*~1 takovy, Ze z(p°) < 0.

Oznaéme u € R¥ takové, ze u = (1,1,...,1)T. Pak viechny cenové vektory p simplexu S*~1
spliwji vztah p'u = 1. Déle oznaéme z;(p);+ = max{0,2;(p)}, 7 € {1,...,k} kladnou &ast
funkce z;(p).

Dikaz. Hledame takovou funkci f, ktera zmensi odchylku daného cenového vektoru p od
rovnovahy p°. Necht je d; > 0, polozme M;(p) = d;zj(p)+, j € {1,...,k} a M(p) =
(My(p),..., Mg(p))". Definujme novou cenu f(p) piedpisem 3

p+M@p)  p+Mp)
(p+Mp)'u 1+ Mp) u

(p) =

2Jellip e Ri vektor absolutnich cen, je zobrazeni p — D/ Z?Zl p; projekce vektoru p na simplex Gkt
ve sméru pifmky prochézejici po¢atkem.

3Ekonomicky vyznam definovaného zobrazeni je tento: Je-li na n&jakém trhu j prebytek poptavky, tj.
z;j(p) > 0, pak se relativni cena na tomto trhu zvysi. Geometricky vyznam definovaného zobrazeni bychom
mohli charakterizovat takto: Zobrazeni z — M (z), kde M;(z) = d;jz;+ je projekei pFevisu poptavky z na
mnozinu X = {y € R¥| y; > 0,¥j = 1,...,k}. Zobrazeni p — (p + M(p)/((p + M(p)) " u) je projekce
upravené ceny p + M (p) na simplex S*~! ve sméru pfimky prochazejici po¢atkem.
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Funkce M (p) je spojita, protoze je to slozen4 funkce spojitych funkei max a z. To znamena,
7e také funkce f je spojitda. Novy cenovy vektor f(p) spliuje vztah f(p)Tu = 1, takze

(o}

f:8k=1 — §k=1 Podle Brouwerovy véty 3.1.5 tedy existuje bod p° takovy, ze f(p°) = p°.

Hledejme vlastnosti tohoto bodu. Je

()

p_ﬁ+MW)
14+ M©(p°)Tu’

takze
pOM(pO)Tu = M(p°).

T a uplatnime-li Walrastiv zékon ve

Vynéasobime-li predchozi vztah zleva vektorem z(p°)
tvaru z(p°) "p° = 0, mame

0= z(p°) " M(p°).

Rozepiseme-li predchozi vztah po slozkach, ziskame
k
Y dizi(p°)2(p°) 4 = 0. (3.1.11)
j=1

Necht je pro né&jaké z;(p°) > 0, j € {1,...k} pak z;(p°)+ = z;(p°) a djz;(p°)z;(p°)+ =
djzj(p°)2 > 0. SeCteme-li takovato ¢isla, ziskame kladné ¢islo, coz je spor se vztahem
(3.1.11). Je tedy z;(p°) < 0 pro v8echna j € {1,...k}, coz znamena

z(p°) <0.

Jednoznacénost rovnovahy

V predchozim odstavci jsme ukazali, Ze Walrasova rovnovaha existuje. Nyni ukazeme, Ze
tato rovnovaha je za jistych podminek uréena jednozna¢né. K dosavadnim predpokladim
tykajicich se funkce previsu na strané poptévky z pfidejme, Ze tato funkce je spojité di-
ferencovatelnd. Budeme také predpokladat, Ze statky, kterymi se na trhu obchoduje, jsou
hrubé substituty. Dva statky jsou hrubé substituty, jestlize zvySeni ceny jednoho méa za
nésledek zvyseni poptéavky po druhém statku. Presnéji: dva statky ¢ a j jsou pii cenovém
vektoru p hrubé substituty, jestlize pro i # j plati

9z (p)

> 0.
Op;

Jsou-li hrubymi substituty vSechny statky obchodované na trhu, pak jsou ¢leny Jacobiho
matice Dz(p), které nelezi na hlavni diagonéle, kladné.

Véta 3.1.7. JestliZe pro libovolny cenovyj vektor p jsou vsechny statky obchodované na trhu
hrubé substituty, pak je rovnovdzny cenovy vektor p° urcen jednoznacné.
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Diikaz. Necht p° = (pi,... ,pi)T je rovnovazny cenovy vektor a necht p = (p1,...,pr) ",
kde p; > 0,7 € {1,...,k} je jiny cenovy vektor. UkdZeme, Ze p neni rovnovazny cenovy
vektor. Vzhledem k dusledku 3.1.4 miizeme definovat A = max(p;/pf| ¢ = 1, ... k). Pomoci
tohoto oznaceni muzeme pro i € {1,...,k} psat p; < Ap?, pficemz existuje j € {1,...,k}
takové, Ze pj = Apj. Vzhledem k tomu, Ze funkce z je homogenni a p® je rovnovazny cenovy
vektor, plati z(p°) = z(Ap°) = 0. Snizime-li v8echny ceny Ap?, které jsou rizné od pj, na
hodnotu p;, pak, diky pFedpokladu hrubé substituce mezi statky, dojde ke zvyseni poptavky
po statku j, tj. z;(p) > 0. To v8ak znamena, Ze p neni rovnovazny cenovy vektor. ]

Slaby axiom projevené preference

Popiseme a interpretujeme technicky termin, ktery pozdéji vyuzijeme pii dikazu stability
vSeobecné rovnovahy. Predpokladejme, Ze jsou k dispozici pozorovani chovani spotiebiteli
a 7Ze jsou tato pozorovani zanesena do seznamu. V tomto seznamu budou uvedeny cenové
vektory p a spotiebni koSe z(p) € X, které jsou pii cené p poptéavany.

Rekneme, Ze pro kos z(p), ktery byl spotfebitelem vybran pfi cenovém vektoru p, existuje
projevend preference pred koSem z, jestlize plati podminka:
p'z(p) > p'x a pritom u(x(p)) > u(z),

kde u(x(p)), resp. u(z) znamena uzitek spotiebniho kose x(p), resp. kose z. To znamen4,
Ze byl-li kos x(p) pii cené p vybréan i kdyz mohl byt vybran ko x, musi byt uZitek kose
x(p) alespon tak velky jako uzitek kose z.
Slaby axziom projevené preference ¥ika, srv. [84, str. 133| a [45, str. 149], Ze pokud pro ko
x(p) existuje projevena preference pied kosem x a x(p) # x, pak pro ko§ z neexistuje
projevené preference pred kosem x(p). Uvedeme jesté jiné vyjadieni. Je-li pfi cenovém
vektoru p vybran ko§ z(p), pfi cenovém vektoru p* # p vybran ko x(p*) a soucasné plati
p'x(p) > px(p*), pak nesmi platit p* " x(p*) > p* T x(p), tedy pro libovolné cenové vektory
p a p* # p plati:
T T * * T * T *

p a(p) = p x(p*) =p" x(p) >p* =(p"). (3.1.12)
Poznamka 3.1.1. Pravé uvedeny vztah lze také interpretovat takto: je-li v okamziku, kdy
je dostupny spotiebni ko§ z(p*), koupen kos z(p), pak v okamziku, kdy je koupen kos
x(p*), neni ko§ z(p) dostupny.
Protoze vztah (3.1.12) plati pro v8echny cenové vektory p a p*, plati i pro rovnovaznou
cenu p°. Polozme p* = p° a uvazujme pocate¢ni vybaveni w, pak lze vztah (3.1.12) pfepsat
jako

[pTw(p) —plw>p @) — pTw} = [p"TI(p) —p°Tw>pT2(p°) — p°Twl|.

Vezmeme-li v tivahu vztah (3.1.7) pro agregovany pfevis na strané poptavky, lze slaby
axiom projevené preference psét pro livovolné p # p° ve tvaru

P z(p) = p 2(p°) = p°T2(p) > p°T2(p°). (3.1.13)
Pouzijeme-li Walrasiv zakon a podminku vSeobecné rovnovéahy (3.1.8), lze pro p # p° psat
0=p"z(p) >p"2(p°)
To je predpoklad implikace (3.1.13), takZe pro libovolné p # p° plati
p° 2(p) > p° 2(p°) = 0. (3.1.14)
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Dynamika vSeobecné rovnovahy

Chceme-li popsat sily, které umoznuji uvést veobecny trh do jeho rovnovahy, budeme uva-
zovat o tomto procesu: Na otevieném trhu tcastnici predstavi svoji nabidku a poptavku.
V ¢ase t oznami licitdtor vektor cen p(t). Na trhu se okamzité ustanovi vektor pfevisu na
strané poptavky z(p(t)). Zaporné hodnoty znamenaji previs na strané nabidky. Je-1i v ¢ase
t na diléim trhu j € {1,...,k} pfevis na strané poptavky, licitator oznami zvyseni ceny
daného statku, které bude pfimo ameérné pfevisu poptévky. Pomoci nové ceny se cely pro-
ces znovu opakuje, aniz by se uskutec¢nily obchody pfi nerovnovéaze nabidky a poptavky.
V ekonomické literatuie se popsany Zivelny proces dosahovani rovnovihy nazyva proces
tapdni - tdtonnement. K realizaci obchodi dojde az tehdy, kdyZ je nabidka a poptavka v
rovnovéze, tj. tehdy kdyz je nalezena rovnovazné cena. Pokud by se totiz obchody usku-
tecnili pri procesu tapani, kdy nejsou ustanoveny rovnovazné ceny, zménilo by se rozdéleni
dichodi mezi tc¢astniky trhu. Tim by se zménily vychozi podminky modelu, zménily by se
i cile Gcastnikt trhu a tedy i samotna rovnovazné cena. Proto budeme v dalsich tvahach
predpokladat, Zze se obchodovani uskute¢ni az po dosazeni rovnovazné ceny.

Predchozi ivahy lze popsat pomoci pocateéni dlohy

pj =djzj(p), p;j(0) =pjo, JeE{l,....k}, (3.1.15)

kde d; > 0 je reakeni koeficient statku j urceny vnéjsimi podminkami modelu. Oznacime-li
D diagonalni matici s prvky d; na hlavni diagonéle, miZeme souhrnné psat

p=Dz(p), p(0)=po. (3.1.16)

Jestlize cena statku na j—tém trhu klesla na nulu a prebytek na strané poptavky je stale
zaporny, vede proces piedstaveny rovnici (3.1.16) k zaporné cené na j—tém trhu. To neni
piipustné, protoze p; > 0 pro j € {1,...,k}. Je tedy nutné uvést jisty pfedpoklad, abychom
vyloudili uvedenou moznost a moznost rovnovahy pfi nulovém cenovém vektoru. Obecné se
predpoklada, ze statky jsou zadouci. To podle véty 3.1.3 znamena, Ze Walrasova rovnoviha
je stacionarni bod problému (3.1.16).

Véta 3.1.8. Necht funkce pievisu na strané poptdivky definovand vztahem (3.1.7) spliiuje
slaby aziom projevené preference. Pak je rovnovaznyg bod p° problému (3.1.16) asymptoticky
stabilnd.

Diikaz. Pro p(t) # p° uvazujme pozitivné definitni funkci

0\2

k
(pj(t) —p3)
Vip) =S 1 7
() ; 2

Ozna¢me kratce p = p(t). PouZijeme-li Walrastiv zédkon a vztah (3.1.14) pro slaby axiom
projevené preference, mizeme pro derivaci funkce V' vzhledem k rovnici (3.1.16) psat
o

pbj —Dp; .
i

k
Vip(t) =) _ =
j=1

(pj —15)2(p) = p" 2(p) —p° " 2(p) = —p°" 2(p) < 0.

M-

J=1

Pro p # p° to je negativné definitni funkce a podle véty 2.4.6 to znamen4, Ze p° je asympto-
ticky stabiln{ stacionarni bod. ]
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Ukézali jsme, ze pokud obchodnici neporusuji slaby axiom projevenych preferenci, na trhu
s C¢istou vymeénou existuje konkurenéni rovnovaha, ktera je charakterizovana rovnovaznym
cenovym vektorem. Jakmile se ustanovi rovnovazny vektor cen, miize dojit k obchodovani.
Pokud se po néjakém case zméni preference icastnika trhu, mize dojit k novému zptsobu
hledani rovnovazného cenového vektoru a tento proces je tispésny. Pfedpoklad obchodovani
pfi rovnovaznych cenach je vSak v praxi tézko dosazitelny a proto maji uvedené vysledky
hlavné teoreticky vyznam pro tvahy, které jsou rozvijeny hlavné v mikroekonomii. O his-
torii myslenky vSeobecné rovnovahy a jejim tvirci Léonu WALRASOVI (1834-1910) se lze
blize doc¢ist v 9. kapitole knihy [34].

3.2 Kaldortiv model hospodarskych cykla

ZkuSenosti a méreni ekonomickych veli¢in ukazuji, Zze se ekonomické systémy nevyvijeji
rovnomérné. Existuji obdobi, kdy ekonomika vyrabi vice zbozi a poskytuje vice sluzeb. To
se dé&je v dusledku zvySovani produktivity, ristu zasob kapitalu a zlepSovani technologii.
V nékterych obdobich se vSak riust vyroby zastavi nebo se dostavi dokonce pokles. Fir-
méam se nedaii prodat vyrobené zbozi, takze omezuji své vyrobni{ kapacity a snizuji pocet
pracovniki. Méfeni déle ukazuji, Ze se obdobi ristu a poklesu cyklicky opakuji. Obdobi,
kdy ekonomika vykazuje riist, je nazyvano konjunktura, obdobi, kdy dochézi k poklesu, je
nazyvano recese. V piipadé, ze nastal vyrazny pokles, jedna se o depresi.

7 dlouhodobého hlediska se za vyrazny jev povazuje rist ekonomickych veli¢in. Pouze tak
lze zajistit zvySovani Zivotni trovné obyvatelstva. Z pohledu kratkodobého a stfednédo-
bého jsou v8ak vykyvy ekonomickych veli¢in velmi napadné jevy a proto se ekonomové
snazi objevit skryté mechanismy, které stoji v pozadi cyklického chovini ekonomickych
aktivit. Velké vykyvy jsou nezddoucim jevem a budou-li znamy pfi¢iny cyklického chovant,
je mozné, ze budeme schopni kmity tlumit. Zivot pak bude probihat bez rusivych ele-
menti, které do spole¢nosti prinaseji nejistotu a zmatek. V uc¢ebnicich makroekonomie [54]
nebo [31] je k vysvétleni zminénych vykyvi pouzit model, ktery predpoklada, ze vykyvy
jsou zpusobeny takovymi udalostmi, které ptisobi na ochotu domacnosti nakupovat zbozi
a sluzby a na ochotu firem zboZi vyrabét a nabizet. Argumentace je vedena pouze slovné s
pripadnym vyuzitim grafi. Jedna se o tzv. model agregdtni poptivky a agregdtni nabidky.
V této sekci bude popsan odlisny model hospodatskych cykli. Jedna se o Kaldoriv model,
ktery je zalozen na analyze investi¢ni funkce a na rozdil od modelu agregatni poptavky a
nabidky pfedpoklada, ze hospodaiské cykly jsou zptsobeny vnitinimi vlastnostmi trhu.

Pfi formulaci predpokladii a modelu samotného budeme vychéazet prevazné z [49], [22] a
[23]. Abychom mohli pouzit matematicky aparat pfipraveny v 2. kapitole, doplnime né-
které vlastnosti, které nejsou v uvedenych zdrojich explicitné formulovény. Na druhé strané
nékteré predpoklady zjednodusime. Model, ktery Nicholas KALDOR (1908-1986) popsal v
praci A Model of the Trade Cycle, (Economic Journal 50, 1940), vySetiuje interakci mezi
funkci tspor a investiéni funkci a charakterizuje jejich vlastnosti tak, aby bylo mozné uka-
zat vznik obchodnich cykla.

Klicovy predpoklad Kaldorova modelu je zaloZen na pozorovani, ze ochota a schopnost
firem investovat se zmensuje, jestlize se dichod odchyluje od své rovnovazné hodnoty.
Predpokladejme, Ze investi¢ni funkce I = I(Y,K),Y > 0,K > 0, je funkci diichodu
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Y = Y (t) a kapitalu K = K(t), kde proménna ¢ oznacuje ¢as.* Nyni Ize piedchozi pred-
poklad vyjadrit tak, Ze investiéni funkce je nelinearni funkce dichodu Y. Model budeme
formulovat pro jednosektorovy trh, kde lze predpokléddat, ze pro dichod Y a produkt Z
plati Y = Z. Jak jiz bylo zminéno, budeme kromé investi¢ni funkce uvazovat také funkci
uspor S = S(Y,K),Y > 0,K > 0. O funkcich I a S budeme pfedpokladat, Ze jsou tiidy
C' na svém defini¢nim oboru a dalsi pozadavky na tyto funkce popiseme dale.

Konstrukei modelu provedeme ve tiech kvalitativné odlisnych krocich: 1) slovni popis eko-
nomického mechanismu vzniku obchodnich cykli, 2) matematicka formulace predpokladii
Kaldorova modelu, 3) formulace matematického modelu, modifikace predpokladia ptvod-
ntho Kaldorova modelu a pouziti Poincaré-Bendixsonovy véty. Radi bychom pomoci to-
hoto postupu demonstrovali, jak lze zakladni ekonomickou predstavu, ktera je formulovana
vagné, zpfesnit a formulovat predpoklady, za kterych lze pouzit matematické tvrzeni.

3.2.1 Zakladni ekonomicka piedstava

Zanéme uvahou, ktera je uvadéna v ucebnicich ekonomie, viz napf. [20]: Pokud pii néjaké
trovni dichodu a kapitalu plati S(Y, K) > I(Y, K), pak domécnosti tvoii vice tispor na
ikor vydaji na spotfebu. Omezeni vydaji na spotiebu vede k tomu, Ze firmy Cast své
produkce nerealizuji a vzrostou investice do zésob. Investice tohoto typu se firmy snazi
omezit, takze snizi vystup. Vystup tedy zacne klesat. Tento pokles mé jistou setrvacnost,
takze pokracuje i poté, co byla dosaZena rovnost investic a tspor. Pfi sniZovani trovné
investic dojde k tomu, ze ¢isté investice I,(Y, K) = I(Y, K) — 0K, kde 6 > 0 je koeficient
znehodnoceni kapitélu, jsou zaporné. To vede ke snizovani drovné kapitélu. Je-li naopak
S(Y,K) < I(Y, K), pak vysoké vydaje na spotfebu na tkor tvorby aspor vytvareji silny
tlak na strané poptavky, ktery presahuje soucasné moznosti vystupu. Firmy tedy budou
usilovat o rist produktu, ktery bude podporovat rtist arovné dspor, az dojde k vyrovnani s
trovni investic. V disledku ristu investic dochazi k tomu, Ze ¢isté investice I, (Y, K) jsou
kladné, takze dochazi k rastu kapitadlu. Rist produktu podléh& opét setrvacnosti, takze
pokracuje i po dosazeni rovnosti Gspor a investic, dojde k poruSeni rovnovazného stavu a
situace se miize opakovat.

3.2.2 Predpoklady Kaldorova modelu

Dosud uvedené tivahy budou nyni specifikovany. Uvedeme takové predpoklady, které umozni
podrobnéjsi argumentaci a vytvoii zékladni rdmec pro matematickou formulaci tivah z od-
dilu 3.2.1.

Investiéni funkce

e Zabyvejme se vlastnostmi investi¢ni funkce I = I(Y, K) v zavislosti na velikosti dichodu
Y. Pii libovolné trovni dichodu Y > 0 a pfi kazdé drovni kapitalu K > 0 existuje ochota
investovat, tj.

I(Y,K) > 0. (3.2.1)

4 Abychom zjednodusili zapis vztahti, budeme proménnou ¢ vynechévat.
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P1i vyssim dichodu Y existuje, pii kazdé drovni kapitalu K, vyssi ochota investovat, tedy
I je pro pevné K rostouci funkci Y a pro K > 0 a Y > 0 plati

Iy(Y,K) = g(Y, K) > 0. (3.2.2)
aY

e Pokud se dichod dostateéné snizi pod svoji rovnovaznou droven pii konstantni tirovni
kapitalu, snizi se mezni hodnota investic, tj. ochota a schopnost investovat je pii jistém
zvySeni diichodu Y niz8i nez v oblasti kolem rovnovazné trovné dichodu. To je dusledkem
malé moznosti zisku v tomto obdobi nizké aktivity. Navic existuje prebytek vyrobnich
kapacit a libovolné zvySeni poptavky mize byt uspokojeno existujici vyrobni kapacitou
a sta¢i k tomu méné investic. Podobné, je-li dichod Y pfi konstantni trovni kapitalu K
dostatecné nad svoji rovnovaznou trovni, mezni hodnota investic se také snizuje, tj. ochota
a schopnost investovat je pii navySeni dichodu Y nizsi nez pfi rovnovazné trovni dichodu.
Investice se sice zvysuji, ale mnohem méné. Tentokrat pokles nastane v disledku vyssich
néklada na vyrobu dalsich kust zbozi pfi vyssich arovnich dichodu. Lze také pripustit, Ze
nejlepsi investiéni projekty jiz byly uskuteénény a v tomto obdobi jsou k dispozici pouze
projekty, které nejsou tak ziskové, takZze o né neni takovy zdjem. Uvedené tvahy nam
dovoluji pfedpokladat, ze pro kazdou troven kapitdlu K > 0 existuje troven dichodu
Y1 > 0 takova, ze mezni hodnota investic Iy je rostouci pro Y < Yj a Iy je klesajici pro
Y > Y. Budeme také predpokladat, ze pro v8echna K > 0, plati

Jim Iy(Y,K) =0, lim Iy (Y, K) =0, (3.2.3)

e Dalsi avaha v Kaldorové modelu se tyka predpokladu kapitdlové akumulace. PTi uskutec-
néné investici I dochazi také k nartstu kapitadlu K. Roste-li pfi konstantni arovni diichodu
kapital K, pak mezn{ produkt kapitalu, podle zakona klesajicich vynosi, klesa. To vSak pro
kazdou trovenn diichodu Y znamena pokles mezni hodnoty investic a pro K >0aY >0
lze psat

Ix(Y,K) = ;}I((x K) < 0. (3.2.4)

Funkce tspor

Kaldor ve svém ¢lanku argumentuje, Ze funkce uspor S = S(Y, K) je pro pevné K > 0
nelinearni funkci dichodu Y a Ze pro pevné Y > 0 je tato funkce rostouci funkci kapitalu
K. Tato pozorovani vSak nepouzijeme a pro K > 0 a Y > 0 prijmeme pouze obvykly
predpoklad

S(Y,K) = sY, (3.2.5)

kde
s€(0,1) (3.2.6)

je mira uspor.

Poznamka 3.2.1. Z uvahy uvedené v [24] vyplyva, Ze zavislost funkce aspor na kapitalu
neni pro zavéry modelu podstatna a proto ji v naSem popisu nebudeme specifikovat. Podle
ptvodni Kaldorovy predstavy lze pro K > 0 a 'Y > 0 predpokladat

Sw(Y,K) = ;S((x K) > 0. (3.2.7)
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Naproti tomu v [22] je uveden pfedpoklad, podle kterého je Sk (Y, K) < 0. Tento pfedpo-
klad je pak doplnén podminkou, ze pro Y >0 a K > 0 je |Sk(Y, K)| < |Ix(Y, K)|.

Vztah investiéni funkce a funkce tspor

Predpoklady uvedené v predchozim odstavci umoznuji vyjadfit tvahy z oddilu 3.2.1 gra-
ficky. Tato grafickd analyza je uvedena v [24, str. 444]. My ji v naSem textu uvadét ne-
budeme. Misto toho popiSeme vztahy mezi investi¢ni funkci a funkci aspor, které jsou v
grafické analyze modelu vyjadieny implicitné.

e Dojde-li k akumulaci kapitalu a troven kapitalu K je velmi vysoka, lze predpokladat, ze
investice jiz poklesly na takovou troven, ktera je nizsi nez droven tspor. Pfedpoklddejme
tedy, Zze pro vSechna Y > 0 plati

Klim I(Y,K) < sY aze Klim I1(0,K) = 0. (3.2.8)

e Zabyvejme se také opacnou situaci. Polozme K = 0 a hledejme vztah mezi investi¢ni
funkei a funkci Gspor. Za timto tcelem uvazujme spojitou funkci

g(Y)=1(Y,0) —sY, Y > 0.

Podle (3.2.1) je g(0) > 0. Pro derivaci funkce g plati ¢'(Y) = Iy(Y,0) —s, Y > 0. Je
s € (0,1) a podle (3.2.3) je limy .o Iy (Y,0) = 0, takze limy o ¢'(Y') = —s. To znamena,
Ze pro libovolné ¢ > 0 takové, ze —¢ € (—s,0) existuje Yy > 0 takové, Ze pro Y > Yy
je ¢'(Y) < —9. Integraci tohoto vztahu ziskame g(Y) — g(Yy) < —9(Y — Yy), neboli
g(Y) < g(Yy) —9(Y — Yy). Odtud ziskame, ze

i oY) = -

Protoze g je na [0, 00) spojita a nabyva zde kladnych i zapornych hodnot, existuje alespoil
jedno Y > 0 takové, ze g(Y) = 0. Oznacime-li Yy nejmensi z téchto hodnot, 1ze z uvedeného
rozboru uzaviit, ze g(Y) > 0 pro Y € [0, Ys), neboli

I(Y,0) > sY, Y € [0,Y5). (3.2.9)
e Kaldor pfedpoklada, ze existuje pravé jedna rovnovazné troven dichodu Y° > 0 a
kapitalu K° > 0, pti které jsou uspory rovné investicim a pii které jsou Cisté investice

nulové. To znamené, Ze neni divod ke zméné trovné produkce, resp. Ze nedochazi ke
zméné dosazené trovné kapitalu. Tyto vztahy lze struéné formulovat ve tvaru

I(Y°,K°) = sY° a I,(Y°, K°) = I(Y°, K°) — §K° = 0. (3.2.10)

e Aby Kaldor vyjadril, ze v ekonomice existuji sily, které zpusobuji, Ze se ekonomika nevyviji
smérem k rovnovazné drovni dichodu Y° a kapitalu K°, navrhl predpoklad, podle kterého
v rovnovazném bodé (Y°, K°) plati vztah

OI(Y, K)

. 3.2.11
oY > 5 ( )

(Ye,K°)

Je-li Y < Y®°, je podle (3.2.11) I(Y, K°) < sY, takZe domacnosti preferuji uspory pied
spotfebou, coz vede k dalsimu poklesu produkce Y. Je-li naopak Y > Y°, plati podle
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(3.2.11) vztah I(Y, K°) > sY a velké investice trovenn produkce Y dale zvysuji.
e Protoze predpokladame, ze pro Y > 0 a K > 0 je funkce Iy (Y, K) spojité a plati (3.2.11),
existuje okoli (Y;,, Yx) bodu Y° a okoli U bodu K° takové, ze pro K € U plati

Iy()/, K) >s,Y € (Yn,YN) (3212)
Vzhledem k pfedpokladu (3.2.3) muZzeme dale uvazovat, ze pro K > 0 plati

<s, Yel0,Y),
=5, Y=Y,

=S, Y:YN,
<s, Y e (Yn,00).

(3.2.13)

V okoli rovnovazné trovné dtichodu tedy ocekavame oblast s vysokou investi¢ni aktivi-
tou, kdy jsou investice upfednostnény pred tsporami, tj. investice rostou vice nez aspory.
Na druhé strané v oblastech s nizkou nebo vysokou trovni dichodu ocekavame nizkou
investi¢ni aktivitu, kdy tuspory rostou vice neZ investice.

3.2.3 Modifikace Kaldorova modelu a limitni cyklus

V predchozich odstavcich jsme uvedli matematické vyjadieni predpokladi, které pouzil
Kaldor ve své argumentaci existence hospodérskych cykla. Pokud tyto predpoklady vhodné
modifikujeme, budeme moci pouzit Poincaré-Bendixsonovu vétu a ukazat existenci limit-
nich cykla.

Sestrojme prvni rovnici modelu. Uvazujme, Ze prevaha investiéni poptavky nad dsporami
vede k rastu findlni produkce a naopak pfevaha tuspor vede k poklesu produkce Y. MiiZeme
tedy psat ¥ = a(I(Y,K) — S(Y,K)), kde a > 0 je konstanta amérnosti. Pomoci druhé
rovnice vyjadiime akumulaci kapitalu. Budeme uvazovat, Ze rychlost zmény kapitalu K
je rovna Cistym investicim, tj. celkovym investicim snizenymi o znehodnoceny kapitél, t;.
K = I(Y,K) — 0K, kde & € [0,1] je konstantni mira znehodnoceni kapitélu. Vzhledem k
predpokladu (3.2.5) lze pséat tuto soustavu rovnic:

Y = a(I(Y,K) —sY), Y(0)=Yy>0
K=I(Y,K)-0K, K(0)= 120 >0, (3.2.14)

ktera popisuje Casovy vyvoj dichodu Y a kapitalu K. Podle predpokladu (3.2.10) existuje
pravé jeden stacionarni bod (Y°, K°) soustavy (3.2.14). Abychom mohli pouzit Poincaré-
Bendixsonovu vétu je tfeba vylou¢it moznost, Ze tento stacionérni bod patii do w-limitni
mnoziny n&jakého bodu (Y, K) fazového prostoru, pro ktery (Y, K) # (Y°, K°). Uvazujme
linearizaci soustavy (3.2.14) v bodé (Y°, K°). Oznacime-li

a(l(Y,K)—sY)
JY, K) = < I(Y,K) — 6K )

plati

Iy—s) OéIK )

«
A - Df(Y, K)|(Y°,K°) - < ( IY IK o 6 (3215)
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kde parcialni derivace Jacobiho matice jsou vyjadieny v bodé (Y°, K°). Pro ucely vypo¢tu
korent charakteristického polynomu matice A je uziteéné vyjadfit stopu tr A této matice
a determinant det A této matice. Je

tr A=a(ly —s)+1Ixg —9
det A = Oz[(]y - S)(IK - 5) - IyIK] = Oé[—SIK - 5(Iy - S)]

Podle poznamky 2.4.6 lze nyni charakteristickou rovnici matice A psat ve tvaru
A — trA A+ detA =0.
NapiSeme-li pro jeji kofeny Viétovy vztahy, ziskdme
AMAy =det A, A+ A= tr A.

Abychom vylou¢ili moznost, Ze stacionarni bod (Y°, K°) je sedlo, budeme pozadovat, aby
det A > 0, tj. aby platila podminka

—slg —6(Iy — s) > 0. (3.2.16)

Poznamka 3.2.2. UvaZzujme, Ze pro miru znehodnoceni kapitalu plati § = 0. P¥ihlédneme-
li k podmince (3.2.4), je podminka (3.2.16) splnéna. Ze spojitosti vSech funkci, které v
(3.2.16) vystupuji, miZzeme usoudit, Ze pro malé hodnoty § tato podminka plati. V p¥ipadg,
Ze mira kapitalového znehodnoceni § je dostatecné velka, mize dojit k poruSeni podminky
(3.2.16) a model bude poskytovat jiné feseni.

Abychom dale vylouéili moZnost, ze stacionarni bod (Y °, K°) je stabilni, budeme pozado-
vat, aby tr A > 0, tj. aby platila podminka

a(ly —s)+Ix — 6 > 0. (3.2.17)

Poznamka 3.2.3. Podminka (3.2.17) je silnéjsi nez Kaldorova podminka (3.2.11), ktera
poZzaduje, aby ve ve stacionarnim bodé (Y°, K°) platilo Iy — s > 0.

Fazovy portrét

ProtoZe je soustava (3.2.14) dvojrozmérna, lze v roviné nakreslit jeji fazovy portrét. Kon-
krétné budeme pracovat s mnozinou M = {(Y,;K)| Y > 0, K > 0}. Uvahy zaéneme tim,
Ze sestrojime mnoziny bodi, které vyhovuji rovnicim

(Y, K) = a(I(Y,K) — sY) =0, po(V, K) = I(Y, K) — 6K = 0. (3.2.18)

Tyto mnoziny charakterizuji body s nulovymi derivacemi ¥ = 0 a K = 0 soustavy (3.2.14),
tj. body, pro které se neméni troven dichodu, resp. kapitalu. Pribéh kiivek ¢; a @9 zjistime
pomoci véty o implicitni funkci, viz napf. [17].

Krivka @9 :  Zvolme libovolné pevné Y > 0 a uvazujme funkci fo(K) = p2(Y, K), K > 0.

Diky (3.2.1) plati
£2(0) = I(¥,0) > 0.
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Protoze plati (3.2.4), je

O¢2

fo(K) = S VLK) = I (Y, K) =5 < =0, (3.2.19)

To znamena, Ze fa je klesajici funkce na [0, 00). Integraci predeslého vztahu ziskame fo( K)—
f2(0) < =K, takze pro K > f2(0)/6 je fo(K) < 0. Protoze fa je spojita klesajici funkee,
ktera nabyva kladnych i zadpornych hodnot, existuje pravé jedno K > 0 takové, ze fo(K) =
0.

Ukézali jsme tak, Ze ke kazdému Y > 0 existuje pravé jedno K = Ky(Y) > 0 takoveé, ze
v2(Y, K) = 0. To znamena, ze vztahem @2(Y, K) = 0 je pro Y > 0 implicitné definovana
pravé jedna funkce K = K5(Y). Priubéh této funkce uréime podle véty o implicitni funkci.

Protoze pro kazdé (Y, K), pro které o(Y, K) = 0, plati (3.2.19) a diky (3.2.2) je

2
— (Y, K)=L(Y,K) >0,
oy (VoK) = Iy (V. K)

plati podle véty o implicitni funkci

B
SRV K) ]

Ky(Y) =~ = Y >0, Y >0. (3.2.20)
Py "
0K

Odtud je zfejmé, ze funkce K5(Y) je rostouci funkei pro Y > 0.

Poznamka 3.2.4. V piedchozi uvaze jsme také ukézali, Ze existuje K,, = K2(0) > 0
takoveé, ze w2(0, K,,) = 0, tj. kiivka 9 ma prusecik s osou souradnic K. Vzhledem k tomu,
ze funkce K> je rostouci, neexistuje kladny prisecik kiivky (o s osou soufadnic Y.

Poznamka 3.2.5. Uréime znaménko K pro body (Y, K), které nelezi na kiivce o (Y, K) =
0. Uvazujme libovolny (Y, K) € {(Y, K)| p2(Y, K) = 0}. ProtoZe plati (3.2.19), je

p2(Y, K)/OK| (5 i) < 0 a tedy 02(Y,K)>0pro K < K aps(Y,K) <0 pro K > K.
Odtud je zfejmé, ze pro viechny body (Y, K) lezici nad kfivkou (Y, K) =0 plati K < 0
a pro viechny body (Y, K) lezici pod touto kiivkou plati K > 0. Viz také obr. 3.1.

Krivka ¢ : Zvolme libovolné pevné Y € (0,Ys), kde Yy je stejné troven dichodu jako
v (3.2.9) a uvazujme funkci f1(K) = ¢1(Y,K), K > 0. Protoze predpokladame (3.2.9),
je f1(0) = a(I1(Y,0) — sY) > 0. Dale predpokladame (3.2.8), takze limg_.o fi1(K) =
limg 00 a(I(Y, K) — sY) < 0. Vzhledem k (3.2.4) plati pro K > 0

f(K) = Zf{l(y, K)=alg(Y,K) <0, (3.2.21)

takze fi je klesajici funkce na [0,00). Ukazali jsme, Ze pro Y € [0,Ys) spojita klesajici
funkce f1 nabyva na intervalu [0, 00) kladnych i zapornych hodnot. Existuje tedy pravé
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jedna hodnota K > 0 takova, ze fi(K) =0. Je-li Y = Y5, je pro K =0 fi1(K) =0 a pro
K >0je fi(K) <0.

Z predchozi avahy vyplyva, Ze ke kazdému Y € (0, Y;) existuje pravé jedno K = K1(Y) > 0
takové, ze 1 (Y, K) = 0. Také bylo Feceno, ze pro Y =Y je K = K1(Ys) =0 a ¢1(Ys,0) =
0. To znamen4, Ze vztahem (Y, K) = 0 je pro Y € (0, Y] implicitné definovana pravé
jedna funkce K = K;(Y) apro Y =Y, je K1(Y;s) = 0. Prabéh funkce K;(Y') uré¢ime podle
véty o implicitni funkci.

V libovolném bodé (Y, K) takovém, ze ¢1(Y, K) = 0 plati (3.2.21) a také

OO ) = aliv (v K) — 5)

Podle véty o implicitni funkei pro Y € (0,Y;) plati

P
S (V. K) ;
K|(Y)=— _ (3.2.22)
! 0p1 I
oK

Poznamka 3.2.6. Je-li Y; <Y, < Y°, kde Y, je charakterizovano v (3.2.12), je podle
(3.2.13) s — Iy (Y, K) > 0 a funkce K je klesajici na (0, Ys]. Z monotonie funkce K; plyne
existence limy o+ K7(Y), jejiz hodnota je co. Pokud by hodnota této limity byla kone¢na,
pak by ¢1(0, K) = al(0, K) = 0, coZ je spor s predpokladem (3.2.1). Protoze K je spojita
na (0,Ys] a K1(Ys) = 0, ukazali jsme, Ze obor hodnot funkce K je interval [0, c0.) Nyni
je zfejmé, Ze existuje Y € (0,Y5) takove, ze Ki(Y") = Ko(Y") = K", kde K> je funkce
definovana v predchozim odstavci implicitné vztahem ¢o(Y, K') = 0. Vzhledem k tomu, Ze
grafy funkei K a Ky reprezentuji nulkliny soustavy (3.2.14), je bod (Y, K") stacionarni
bod této soustavy. To je vSak spor s pfedpokladem jednoznacnosti stacionarniho bodu
(Y°,K°). Tedy Y; > Y, K; je klesajici na (0,Y,) a K1(Y,) > Ka(Y,) > 0.

Poznamka 3.2.7. Je-li Y; € (Y, Yy), pak podle (3.2.12) plati s — Iy (Y, K) < 0 a funkce
K je rostouci na (Y, Ys]. To znamené, ze K1(Ys) > 0, coz je spor s definici Y5 v (3.2.9). Je
tedy Ys > Yn a funkce K je rostouci na (Y, Yn). Vzhledem k pfedpokladu jednoznaénosti
stacionarniho bodu (Y°, K°) je 0 < K1(Yn) < Ka(Yn).

Poznamka 3.2.8. Diky (3.2.13) plati na intervalu (Yy, Y] vatah s — Iy (Y, K) > 0, takze
K je na tomto intervalu klesajici.

Poznamka 3.2.9. Podobné jako v poznamce 3.2.5 lze uréit, Ze pro viechny body (Y, K)
lezic nad krivkou ¢1(Y, K) = 0 plat{ Y < 0 a pro vSechny body (Y, K) lezici pod touto
kiivkou plati Y > 0. Viz obr. 3.1.

Nyni miuzeme zkonstruovat fazovy portrét problému (3.2.14), viz obr. 3.1. Nase dosavadni
tvahy shrneme a formulujeme vétu, ktera je obménou véty uvedené v [22].

Véta 3.2.1. Necht md soustava (3.2.14), definovand na mnoZiné
M={(Y,K)|Y >0,K >0},

ndsledugici vlastnosti:
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Obrazek 3.1: Fazovy portrét modifikovaného Kaldorova modelu. Vodorovné Sipky repre-
zentuji smér vyvoje diichodu Y, tj. Sipka sméfujici doprava, resp. doleva, znamené Y >0,
resp. Y < 0. Podobné svislé ipky reprezentuji smér vyvoje kapitalu K, tj. Sipka sméfujici
nahoru, resp. doli, znamena K > 0, resp. K <. Zvyraznéné oblast znézoriuje pozitivné
invariantni mnozinu.

(i) pro funkci I plati (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) a (3.2.4),
(i) pro koeficient s plati (3.2.6),
(iii) plati (3.2.8)
(iv) existuje pravé jeden staciondrni bod (Y°, K°) ve kterém plati (3.2.16) a (3.2.17),

(v) existugi Y, > 0 a Yy > Y, takové, Ze Y° € (Y,,Yn) a pro vsechna K > 0 plati
(3.2.12) a (3.2.13).

Pak existuje kompaktni pozitivné invariantni mnozina N C M, (Y°,K°) € N, ve které
existuge alespori jeden limitni cyklus soustavy (3.2.14).

Drikaz. Doplnime pouze poznédmky uvedené pred vétou. Necht K, > 0 je troven kapitalu,
pro kterou K =0 = I(Ys, K5) — 0K5. Uvazujme kompaktni mnozinu

N={Y,K)J0<Y <Y,,0< K < K,}.

Podle poznamek 3.2.5 a 3.2.9 pro smér pohybu veli¢in Y a K plati na hranicich mnoziny
N vztahy vyznaCené na obr. 3.1. To znamend, ze N je pozitivné invariantni mnozina.
Podle predpokladu obsahuje N stacionarni bod (Y°, K°), ktery neni sedlo a je nestabilni.
Podle véty 2.5.4, ktera je pfimym diisledkem Poincaré-Bendixsonovy véty 2.5.3, tedy plati
tvrzeni. O

3.3 Upravy zakladniho Phillipsova modelu s multiplikdtorem
a akceleratorem

V této sekci navazeme na tivod sekce pfedchozi a budeme pokracovat v popisu modeld, které
vysvétluji hospodérské cykly. V sekci 1.4 jsme popsali Phillipsiv model, ktery vyuzival
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multiplikdtor a akcelerator. V tomto modelu byla pro uzavienou ekonomiku odvozena
rovnice (1.4.12), kterda popisovala vyvoj dichodu Y = Y (t), kde t je ¢as. Pro pohodli
tuto rovnici pfipomeneme:

TY + (T4 s—v)Y +sY =0, (3.3.1)

kde T" > 0 predstavuje délku zpozdéni dichodu Y za poptavkou Z, s € (0,1) mezni
koeficient tspor a v > 0 akcelerdtor, podle kterého dochazi k upravé skuteénych investic.
Za velmi piisné podminky

v=T+s (3.3.2)

je feSenim rovnice (3.3.1) periodickd funkce a dochézi k periodickému vyvoji dichodu Y.
Splnéni (3.3.2) je v8ak malo pravdépodobné, takze pomoci modelu nelze uspokojivé vy-
svétlit cyklické kolisani diichodu kolem rovnovazné hodnoty. Za nedostatek modelu lze také
povazovat, ze amplituda periodického prubéhu dichodu zavisi na poc¢ate¢nich podminkach
a nikoli na parametrech modelu.

Dalgim moZnym feSenim rovnice (3.3.1) jsou tlumené kmity nebo expanzivni kmity. V
prvnim pripadé model pohyb dichodu nevysvétluje. Nabizi pouze popis vyvoje diuchodu,
jehoz pocatecni vychylku zptlisobily vnéjsi vlivy. Je-li vSak systém ponechan bez dalsich
vnéjsich impulsd, vrati se po dostateéné dlouhé dobé do klidového stavu a pohyb dichodu
ustane. Na druhé strané v piipadé explozivnich cyklt mize dojit k velmi velkym zapornym
vychylkdm dichodu od rovnovazné hodnoty a tento vyvoj by zfejmé zpusobil katastrofu
ve vyvoji dané ekonomiky. Chtéli bychom sestavit takovou rovnici, ktera by produkovala
periodické FeSeni pro vyvoj dichodu s kone¢nou amplitudou a tato amplituda by zavisela
na parametrech modelu. Periodické feSeni by mélo byt stabilni, tj. po dostate¢né dlouhé
dobé by mél systém z libovolného pocatecéniho stavu pfejit k periodickému vyvoji. V nésle-
dujicich odstavcich ukazeme, jak 1ze nékteré nedostatky zakladni rovnice (3.3.1) odstranit
a priblizit se k pozadovanému modelu.

3.3.1 Jednoznacné cykly v upraveném Phillipsové modelu

V tomto oddilu bude popsan model uvedeny v [49], ktery pfizpisobime oznaceni uvede-
nému v sekci 1.4. Tam jsme ve vztahu (1.4.8) predpokladali, Ze skutecné investice I = I(t)
se za planovanymi investicemi B(t) = vY (t) zpozduji o dobu danou jednou ¢asovou jednot-
kou. Nyni délku doby zpozdéni skuteénych investic za planovanymi nebudeme specifikovat,
oznac¢ime ji T; > 0 a misto vztahu (1.4.8) budeme nejdiive uvazovat, ze plati

T,] =vY —1I. (3.3.3)

Uvédomme si také, Ze rovnice (3.3.1) popisujici ¢asovy vyvoj dichodu ma jedno stacio-
narni feSeni Y (¢) = 0, které predstavuje rovnovaznou hodnotu dichodu vzhledem k niz se
uskutecnuji fluktuace dichodu. Pokud bychom uvaZovali autonomni spotiebu vlady, byla
by tato rovnovazna hodnota nenulova. Déle 1ze uvazovat, Ze ¢im vice je skutetné hodnota
dtachodu Y (t) vzdalena od rovnovazné hodnoty, bude doba zpoZzdéni planovanych a sku-
teénych investic delsi. To nas vede k tomu, abychom uvazovali, ze T; = T;(Y). Zakladni
predstavu o pribéhu doby zpozdéni T; v zavislosti na odchylce dichodu od rovnovazné
hodnoty znézoruje obr. 3.2. Vztah (3.3.3) lze nyni psat ve tvaru

T;(Y) =vY — 1. (3.3.4)
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Obréazek 3.2: Hustrace doby zpozdéni T;(Y') planovanych a skuteénych investic. Investi¢ni
koeficient A(Y) = 1/T;(Y).

Nahradime-li vztah (1.4.8) vztahem (3.3.4) a zopakujeme-li uvahy uvedené v sekci 1.4,
ziskdme misto rovnice (3.3.1) rovnici

. s v .8
Y —+hY)|[1-= Y+ =h(Y)Y =0, 3.3.5
(g o(i-2))re s s
kde h(Y) = 1/Ti(Y'), stv. obr. 3.2. Polozme f(Y) = %—i—h(Y) (1 - ;) L g(Y) = %h(Y)Y
aF(Y)= fOY f(y)dy. Rovnice (3.3.5) je ekvivalentni s autonomni soustavou v R?
Y =X-F(Y)
. 3.3.6

v tomto smyslu: Je-li Y FeSenim rovnice (3.3.5) a X = Y + F(Y), pak je dvojice Y, X
feSenim soustavy (3.3.6). Je-li naopak dvojice funkei Y, X FeSenim soustavy (3.3.6), je Y
feSenim rovnice (3.3.5).

Pro dalsi uvahy je zaddouci specifikovat vlastnosti funkce funkce h, kterou nazveme investi¢ni
koeficient. Budeme ptedpokladat, ze h € C*(R) a 7e pro viechna Y € R plati

h(Y) >0, h(Y) = h(~Y) (3.3.7)

a dale
h'(0) =0, K"(0) <0ah(Y)<0proY > 0. (3.3.8)

Abychom mohli soustavu (3.3.6) povazovat za Liénardovu soustavu, budeme také predpo-
kladat, ze
h(0)(v —T) > s. (3.3.9)

Zabyvejme se nyni vlastnostmi soustavy (3.3.6).
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(i) (a) Vzhledem k piedpokladiim na funkci h je F, g € C*(R,R).
(b) Vzhledem k (3.3.7) je funkce g je licha.
(c¢) Vzhledem k (3.3.7) a (3.3.9) je f suda. Pro libovolné Y € R plati

Y 0 %
27(V) = [ fway= [ sdu+ [ fo)ay = P+ FY).
Tedy F(—=Y) = —F(Y) a funkce F je také licha.
(ii) Vzhledem k (3.3.7) pro Y # 0 plati Yg(V) = %h(Y)Y2 > 0.

(iii) (a) F(0) =0.
(b) Vzhledem k (3.3.9) je F'(0) < 0.

(¢) Vzhledem k (3.3.8) a (3.3.9) je f(0) <0, f/(0) =0, f/(0) > 0 a f je rostouci pro
Y > 0. Existuje tedy Y1 > 0 tak, ze f(Y1) =0aproY > Y; je f(Y) > 0. To
znamena, ze existuje Ya > Y7, takové, ze F((Y2) = 0 a plati limy o FI(Y) = oc.

Podminky (i)—(iii) pFedstavuji predpoklady véty 2.5.8. Soustava (3.3.6) je Liénardova sou-
stava, kterd ma pravé jedno stabilni periodické feSeni. To znamena, ze ¢asovy vyvoj di-
chodu Y maé periodicky pribéh, jehoz amplituda neni zavisl4 na pocatecénich podminkach.

3.3.2 Nelinearni investi¢ni funkce a limitni cykly

V tomto oddilu uvedeme dal$i modifikaci rovnice (3.3.1), ktera vychézi z [71]. Na rozdil
od predchoziho oddilu 3.3.1 budeme piedpokladat, stejné jako v zdkladnim modelu v sekci
1.4, Ze zpozdéni skutecénych investic je konstantni a je rovno jedné ¢asové jednotce. Misto
predpokladu (3.3.4), ktery byl v pfedchozim oddilu p¥i¢inou periodického vyvoje diichodu,
specifikujeme podrobnéji vlastnosti investi¢ni funkce a akceleratoru ve vztahu (1.4.7), ktery
kvili prehlednosti pfipomeneme

B =Y, (3.3.10)

v > 0 je konstanta, B = B(t) jsou zamyslené investice,” Y = Y (t) je troven dichodu a Y’
je tempo diichodu.

P1i pouziti linearniho vztahu v (3.3.10) se nabizi nékolik otéazek, viz |71]. Pfipomehme
nejdfive, Ze pojem investice oznacuje nové vyrobni zavody, stroje a zafizeni, které obo-
hacuji soucasny kapital. Aby bylo moZzné vyprodukovat néjaky investic¢ni statek, je tfeba
pouzit zdroje, které které by jinak mohly byt pouZity na vyrobu spotiebnich statki. In-
vesticn{ vydaje tedy neslouzi k pfimé spotiebé, ale piispivaji k budouci vyrobé a tedy k
budouci trovni diuchodu. Pfedpokladejme, Ze tempo rustu duchodu je zaporné, pak jsou
podle (3.3.10) také zaporné investice. Pokud je tempo snizovani investic rychlejsi nez p¥iro-
zené mira znehodnoceni kapitalu, dochazi k aktivni destrukci kapitalu. To je zfejmy nedo-
statek vztahu (3.3.10). UvazZujme opacné, Ze tempo rustu dichodu je kladné. Pfi vysokych
hodnotéch tohoto tempa narazi rostouci objem investic na prirozené omezeni dana ristem
vyrobnich faktora jako jsou prace, puda, materidlové vybaveni, které jsou ve svém ristu

5V ekonomické literatufe se pro planované investice pouZiva termin ez ante. Pro uskuteénéné investice
se pak uziva termin ez post. Tyto terminy zacala pouZivat tzv. Stokholmska skola , srv. [34].
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limitovany. Uvedené poznamky znamenaji, Ze linearni vztah (3.3.10) je efektivni pouze pii
malych zménéach produkce.

Aby dané nedostatky odstranil, navrhl John Richard Hicks (1904-1989) ve své praci A
Contribution to the Theory of the Trade Cycle, (Oxford University Press, 1950) nahradit
linearni funkci funkei po ¢astech linearni, ktera je omezené shora i zdola. Kdykoliv klesa
dichod rychleji nez je prirozend mira kapitalového znehodnoceni, ztistanou investice na
zéporné hodnoté tohoto pfirozeného znehodnoceni. Podobné, roste-li piijem piilis rychle,
rychleji nez ostatni faktory produkce, neexistuje zadny divod k dalsim investicim, které
tak neprekro¢i jistou horni hranici.

Pozdéji, v ¢lanku The Nonlinear Accelerator and the Persistence of Business Cycles (Eco-
nometrica 19, No. 1, 1951), navrhl Richard M. GOoDwIN hladkou nelinearni investi¢ni
funkci, kterd horni i dolni mez dosdhne asymptoticky. V nasem modelu pouzijeme funkci
arctg a misto (3.3.10) budeme psét®

B=uv-arctg Y. (3.3.11)

Pouzijeme-li stejny postup jako v sekci 1.4, ziskdime misto rovnice (3.3.1) rovnici
V(142 )V -2 arctg V + —¥ =0 (3.3.12)
— — — arc Y =0. 3.
T TN

Predpokladejme dale, Ze levou stranu rovnice (3.3.12) lze derivovat. Jestlize tuto derivaci
provedeme a polozime-li x =Y, ziskime

T+ 1—|—S v ! '—}—S 0 (3.3.13)

T —— = T+ —x=0. 3.
T T 1+x T

PoloZzme

1
fla) =14 2 = 2 g glo) = 2w a Fla) = [ f(6)de

Rovnice (3.3.13) je ekvivalentni autonomni soustavé rovnic
(3.3.14)

ve smyslu, ktery jsme uvedli diive na str. 87. Pfipomenme, Ze s > 0,v > 0 a T > 0 jsou
realné konstanty. Abychom mohli pokracovat v tivahach, budeme déle predpokladat, Ze

T+s<ow. (3.3.15)

Zabyvejme se nyni vlastnostmi soustavy (3.3.14).

(i) F,g € C*(R,R). Funkce g je licha funkce a lze ukézat, Ze také funkce F' je licha.

(ii) zg(z) = %xQ > 0 pro x # 0.

5V [71] jsou pouzity pouze prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje arctg = = x — 1/3z% + o(z*), = — 0.
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(iii) (a) F(0)=0.
(b) Pfimym vypoctem lze ukazat, ze diky (3.3.15) je F'(0) < 0.

(c) Prihlédneme-li k podminkce (3.3.15), lze ukézat, Ze existuje a > 0, pro které
F(a) = 0. Dale plati lim, .o F(x) = 0.

Podminky (i)—(iii) pfedstavuji pfedpoklady véty 2.5.8. Soustava (3.3.6) je Liénardova sou-
stava, kterd ma pravé jedno stabilni periodické feseni. To znamena, Ze ¢asovy vyvoj veli¢iny
x = x(t) ma periodicky prubéh, jehoz amplituda neni zavisla na poc¢ateénich podminkéch.

Funkce z = z(t) je periodicka, existuje tedy né&jaka minimalni perioda P > 0 takova, Ze
pro v8echna ¢ > 0 (bereme v uvahu pouze kladné ¢asy), plati z(t + P) = z(t). Protoze v
Liénardové soustavé (3.3.14) jsou funkce F' a g liché, je zfejmé, ze je-li (x(t),y(t)) FeSenim
této soustavy, je (—z(t), —y(t)) také FeSenim této soustavy. To znamené, Ze uzaviena tra-
jektorie v Liénardovy soustavy (3.3.14), ktera reprezentuje periodické feSeni, je soumérna
podle poc¢atku soustavy soufadnic a pro libovolné ¢ > 0 plati —z(t) = z(t + P/2). Diky

této vlastnosti plati
t+P
/ z(s)ds = 0.
¢

Protoze jsme diive pouzili substituci Y (t) = z(t), je Y (t) = fg x(s)ds. Pro libovolné ¢ > 0
plati

Y(t+P):/OHP:U(s)ds:/Ot:c(s)ds—i—/tHPx(s)ds:/Otx(s)ds:Y(t),

takze také dichod Y = Y (t) ma periodicky pribéh s periodou P > 0. Amplituda pfitom
nezavisi na pocate¢nich podminkach, ale je urena vnitfnimi parametry modelu.

3.3.3 Cykly v pripadé obecné investi¢ni funkce

Pomoci existenéni véty pro Poincaré — Andronov — Hopfovu bifurkaci nyni ukazeme exis-
tenci obchodnich cykli za ponékud obecnéjsi podminky nez v predchozim oddilu. PopiSeme
model, ktery lze nalézt v [16]. V tvodnim oddilu 3.3.1 této sekce jsme piedpokladali, Ze
doba zpozdéni skutecénych investic za planovanymi investicemi je zavisld na odchylce sku-
tetné hodnoty diichodu od rovnovazné hodnoty dichodu. Misto vztahu (3.3.4), ktery tuto
zévislost vyjadroval, budeme nyni predpokladat, Ze doba zpozdéni T; je konstantni. V
predchozim oddilu 3.3.2 jsme uvazovali, Ze investi¢ni funkce je dana nelinearnim vztahem
(3.3.11). V tomto oddilu budeme obecnéji uvazovat, ze planované investice B jsou déany
néjakou, obecné nelinearni, funkef produkee Y a tempem produkee Y, kratce budeme psat
B = B(Y,Y). Budeme piedpokladat, 7e B € C'(R x R). Nyni lze rovnici (1.4.8) pro

zpozdéni skuteénych investic psat jako
T,0 =B(Y,Y)—1. (3.3.16)
Zopakujeme-li postup uvedeny v sekci 1.4, ziskdme misto rovnice (3.3.1) rovnici

TTY + (T +sT;)Y +sY — B(Y,Y) = 0. (3.3.17)
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Predpokladejme, Ze existuje pravé jedno konstantni feSeni této rovnice, které oznacime
Y (t) = Y°. Pro tuto hodnotu plati

sY° — B(Y°,0) = 0. (3.3.18)

Abychom mohli provést dalsi ivahy, definujme odchylku dichodu od daného konstantniho
feSeni jako y =Y — Y°. Nyni lze rovnici (3.3.17) piepsat pro odchylku y, ziskame tak

g+ a(T + sT;)y + asy — ab(y,y) =0, (3.3.19)

kde
a=1/TT; >0ab(y,y) =B(y+Y°,y) —sY®°.
Vzhledem k (3.3.18) plati b(0,0) = 0 a lze uvazovat Taylortiv rozvoj funkce b(y, y) v bodé
(0,0) ve tvaru
b(y, 9) = bry + bay + e(y, ), (3.3.20)

kde ¢len e(y, §) obsahuje mocniny y, y vyssiho fadu a plati ¢(0,0) =0 a
: e(x1, x2)

lim — =
(z1,22)—(0,0) |x1| + ’$2|

Pro koeficienty by, resp. by lze psat by = D1 B(Y°,0), resp. ba = DaB(Y°,0). PouZijeme-li
(3.3.20), kde jsme oddélili linearni a nelinearni ¢ast b(y,y), ma (3.3.19) tvar

0.

g+ a(T + sT; — ba)y + s — b1)y — ae(y,y) = 0. (3.3.21)

Polozime-li x1 = y a w3 = 4, lze (3.3.21) piepsat jako autonomni soustavu v R?

< 2 > N ( —a(so— by) alu ) < 2 > +a< e(xl(j ) > : (3.3.22)

kde jsme oznacili p = bs — T — sT;.

Lokalni rozbor: Stacionarni bod z° soustavy (3.3.22) mé soufadnice z; = 0 a 25 = 0.
Uvazujme linearni ¢ast rovnice (3.3.22) v tomto stacionarnim bodé a jeji matici oznaéme

A= ( Cals—8) ap )

Charakteristickd rovnice matice A mé tvar
A — apd 4 als — b)) = 0. (3.3.23)
Pro jeji kofeny lze psat Viétovy vztahy
AA2 =a(s—b1), M + A2 = au.

Podle [16] 1ze standardné predpokladat s > by, coZ znamend, Ze v okoli stacionarniho
bodu x° je kiivka dspor S strméjsi nez investi¢ni kiivka I, srv. téz Kaldoriv model v
sekci 3.2. Odtud pak A1As > 0 a mizeme vyloudit, Ze stacionarni bod x° je sedlo. Je-
li w > 0, jsou redlné ¢asti obou korent charakteristické rovnice A1 i Ay kladné, takze
podle véty 2.4.3 je stacionarni bod z° nestabilni. V piipadé, Zze pu < 0, jsou realné ¢asti
obou kofenti charakteristické rovnice zaporné. Podle véty 2.4.2 to znamena, Ze stacionarni
bod je asymptoticky stabilni. Z uvedeného miizeme usoudit, Ze pro p = 0 nastava zména
charakteru stacionarniho bodu a (z°,0) je bifurka¢ni bod rovnice (3.3.22).
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Existence cyklu: Vyjadiime-li diskriminant charakteristické rovnice (3.3.23) matice A,
lze pro jeji koreny psat

M) = 5 (o4 /a2~ das ).

Pripomenme, Zze a > 0 a Ze predpokladame s — by > 0. Pro p = 0 ziskdme ryze imaginarni
kofeny
A(0) = —iv/a(s —b1) a X\a(0) =i/ a(s — by).

Primym vypocétem lze ovérit, Zze plati
d

” [RA()] =0 = % > 0.

Ukézali jsme tak platnost pfedpokladi véty 2.5.11 o existenci Poincaré — Andronov —
Hopfovy bifurkace. To znamena, ze v okoli bifurka¢niho bodu (2°,0) dochézi ke vzniku
periodického FeSeni soustavy (3.3.22). Podrobnéji lze ¥ici, Ze pro libovolné okoli ¢ bodu
xz° = 0 a libovolné okoli ¥V bodu p = 0 existuje p € V takové, ze soustava (3.3.22) ma
nekonstantni periodické feSeni, jehoz trajektorie je uzaviena ktivka v U, a jehoz amplituda
pro 4 — 0 konverguje k nule. Pro vysetfeni stability tohoto periodického FeSeni by bylo
tfeba provést podrobnéjsi rozbor.

Nyni je zfejmé, Ze prvni soufadnice x; = x1(t) FeSeni soustavy (3.3.22) ma periodicky
prubéh, a protoZe jsme polozili y(t) = z1(t) a y(t) = Y (t) — Y°, existuje periodické FeSeni
dichodu Y (t) = Y° +y(t), které osciluje kolem konstantniho Fegeni Y°. Amplituda tohoto
feSeni zavisi na hodnotach parametri v rovnici (3.3.17).

3.3.4 Zavér

V roce 1929 doslo na americké burze ke zhrouceni trhu s cennymi papiry. Tato udélost
prispéla k nésledné svétové hospodéarské krizi. Méla nepfiznivé dopady na Zivotni troven
obyvatelstva a mimo jiné odstartovala diskusi o pfi¢inach kolisani drovné dichodu kolem
rovnovazné hodnoty. Nastala snaha o vysvétleni pfi¢in obchodnich cykla. V této sekci jsme
uvedli t¥fi modifikace zakladniho Phillipsova modelu s multiplikitorem a akceleratorem,
ktery vyjadiuje Casovy vyvoj dichodu Y v uzavieném ekonomickém systému. Ukazalo se,
ze za prislusnych podminek 1ze nalézt periodicka feseni diichodu Y. Dané feSeni byla zavisla
pouze na vnitfnich parametrech daného modelu. To nas privadi k tomu, Ze nékteré typy
obchodnich cykli jsou zptisobeny vnitinimi silami daného ekonomického systému. Z uvede-
nych modelt je zifejmé, Ze se jedné pouze o velmi hrubé priblizeni skute¢nosti, které nemtize
vysvétlit vSechny pozorované jevy a ani nemuze pfispét ke konkrétni predpovédi pfipadné
fluktuace. Vyznam téchto modeld spoCiva v tom, Ze jsou formulovany piislusné pohybové
rovnice a studovany vnitini ekonomické sily, které mohou byt pfi¢inou obchodnich cykli.
Objev téchto sil vede ke snaze o jejich eliminaci a prispiva tak k ochrané spole¢nosti proti
nepriznivym jevium, které doprovézeji propad dichodu pod dlouhodobou troven.

3.4 Goodviniv model ristového cyklu

Vétsina rozvinutych zemi dlouhodobé vykazuje staly rist narodniho dichodu, ktery v pri-
bé&hu ¢asu kolisa. Toto cyklické kolisani relativni miry ristu je doprovazeno kolisanim miry
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zaméstnanosti piipadné kolisanim drovné mezd. Na prvnim Svétovém kongresu Ekonomet-
rické spole¢nosti v konaném v Rimé v roce 1965 prednesl R. M. GOODWIN referat s nazvem
A Growth Cycle. V referatu predstavil model, ktery popisuje, jak spolu mira zaméstnanosti
a podil mezd na celkovém dtichodu souvisi. Tento model nyni uvedeme a jak se ukaze, jedné
se o obdobu Lotka-Volterrova modelu pro dravce a kofist, ktery jsme popsali v oddilu 2.5.6.
Pti vykladu budeme vychéazet hlavné z [24], [49] a [22].

Zéakladni ekonomicka argumentace muze byt formulovana takto: Vysoka zaméstnanost vede
ke zvySeni mezd zaméstnanci. To je pii¢inou zvyseni podilu mezd délnikt na vysledné pro-
dukci a vede ke snizeni zisku zaméstnavateld. Nizsi zisk vede k omezeni budoucich investic
a vysledné produkce. Snizeni produkce ma za nésledek snizeni poptévky po praci a zamést-
nanosti. To vede k nizs$im mzdam, takZe se snizi podil mezd délnikt na vysledné produkci.
Tak se miize zvétsit zisk zaméstnavateli, coz vede ke zvyseni investic. Pritom se zvySuje
zaméstnanost a zlepSuje se vyjednavaci pozice pracujicich. V disledku toho se zvysuji i
mzdy tak, jak je tomu v pfipadé Phillipsovy kiivky, viz [7] nebo [31]. To vede opé&t ke
zvétSeni podilu mezd délniki na vystupu a cyklus se opakuje. Goodvin predpoklada, ze
nabidka prace a produktivita rostou exogenné, takze nezavisi na proménnych v modelu a
rust dané ekonomické soustavy stoji stranou jeho modelu.

3.4.1 Predpoklady a oznaceni

Predpokladejme, Ze v ekonomice, ktera vyrabi agregovany produkt, jehoz mnozstvi v ¢ase t
oznaéime Y = Y (t), existuji dvé t¥idy, zaméstnanci — délnici a zaméstnavatelé — kapitalisté.
Ozna¢me dale N = N(t) nabidku prace, L = L(t) jeji zamé&stnanou ¢ast a K = K(t)
zésoby kapitalu v ¢ase t. Nebudeme uplatiiovat pfedpoklad plné zaméstnanosti, tj. pracovni
nabidka N a zaméstnana pracovni sila L se neshoduji. Uvedme dalsi pfedpoklady modelu.

e Pracovni nabidka se zvétSuje podle Malthusova zékona, takze
N
—=n>0. (3.4.1)
N

e Produktivita Y/L se zvySuje konstantni mirou ¢ = konst., tedy

(Y/L)
(Y/L)

.:¢>0 (3.4.2)

e Je-li w primérnd mzda, je wlL celkovy piijem zaméstnanct a vztahem
U=— (3.4.3)
lze definovat podil mezd na celkovém piijmu.

e Protoze je dichod rozdélen pouze mezi zaméstnance a zaméstnavatele, je zisk zaméstna-
vateli Y —wL. To znamen4, Ze podil zisku na celkovém diichodu je 1 — u. Zisk je uspofen,

93



takZe pro hodnotu uspor zaméstnavatelu plati S = (1 — u)Y. Veskeré tspory jsou automa-
tiky investovany. Pro investice plati I = K, kde K = K(t) je troven kapitalu. Lze tedy
psat

K=(1-u)Y. (3.4.4)

e Piedpoklada se, ze koeficient kapitalové néroc¢nosti produkce neboli kapitélovy koeficient
je konstantni

K
k = — = konst. (3.4.5)
Y

e Miru zaméstnanosti oznac¢ime

v =

L 3.4.6
x (3.4.6)

e Piedpokldda se, Ze primérnéd hodnota mezd w se méni podle standardni Phillipsovy
kiivky, viz [49], tj.
w
— = f(v), lim f(v) =00, lim f(v)=Q<0, f'(v)>0. (3.4.7)
w v—1— v—0t
Pro konkrétnost bude (3.4.7) nahrazena linearni aproximaci
w
— = =7+ pv, (3.4.8)
w
kde v > 0 a p > 0 jsou redlné konstanty.

3.4.2 Konstrukce modelu
Ustfedni proménné v Goodwinové modelu jsou mzdovy podil na diichodu v a mira zamést-

nanosti v. Na zakladé uvedenych predpokladi pro né nyni sestavime diferencialni rovnice.

Rovnice pro podil mezd na p#ijmu. Derivaci vztahu (3.4.3) ziskame

L L\ o
u—w?—l—w v (3.4.9)

Vyuzijeme-li (3.4.2), mame

IN (Y () (YY)
Y L B L L) Y’
Dosadime-li tento vztah a (3.4.8) do (3.4.9) ziskdme
(= (-4 s — wo
o= (=7 + prjwy —wh—.
Pouzijeme-li znovu (3.4.3), muZeme piedchozi rovnici psat ve tvaru

= (—(v+ @)+ pv)u. (3.4.10)
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Rovnice pro miru zaméstnanosti. Derivaci vztahu (3.4.6) a pouzitim (3.4.1) ziskame

' (L)' L LN (L >
vV=—| =—-——=|—=—=n]0. (3.4.11)
N N NN L

Pouzijeme-li (3.4.2), 1ze psat

odkud o
L_r ¢ (3.4.12)
L= 0 A.

Dosadime-li (3.4.13) do (3.4.12) a pak (3.4.12) do (3.4.11), mame
0= (1/k—(n+¢)—u/k)v. (3.4.14)

Polozme a =v+¢ > 0,b=p > 0,c=1/k— (n+ ¢) ad = 1/k > 0. Rovnice (3.4.9) a
(3.4.14) lze nyni psat ve tvaru

(3.4.15)

Je-li ¢ > 0,7 tj. 1/k > n + ¢, piedstavuje (3.4.15) Lotkiv—Volterrav model. V tomto
modelu predstavuji proménné velikost populace dravci a velikost populace koristi. Mohou
tedy nabyvat nezapornych hodnot. V Goodvinové modelu lze mzdovy podil u interpretovat
jako dravce a miru zameéstnanosti v jako kofist. Vzhledem k definici téchto proménnych
plati u,v € [0,1]. V pfipadé, Ze spotfeba piekroci celkovy dichod, tj. existuje nedostatek
investic, lze si vyjimeéné predstavit, ze u > 1. Abychom mohli o soustavé (3.4.15) fici vice,
prijmeme vysledky, které jsme uvedli difve v oddilu 2.5.6 pro Lotka — Volterriv model.

3.4.3 Popis feseni Goodwinova modelu

Stacionarni bod soustavy (3.4.15), ktery odpovida podminkdm v > 0 a v > 0, ma soufad-
nice
. to

P
Podle vysledkti odvozenych v oddilu 2.5.6 je tento bod stabilni. Trajektorie soustavy
(3.4.15) odpovidajici podminkam u > 0 a v > 0, které jsou ruzné od stacionarniho bodu,
jsou uzaviené kiivky a reprezentuji periodicka feseni. To znamend, Ze ¢asovy pribéh miry
zaméstnanosti v = u(t) a podilu mezd na dichodu v = v(t) je periodicky. Amplitudy
a periody téchto TeSeni jsou zavislé na pocCateénich podminkach. V piipadé, Ze se néjaka

uW=1-k(n+¢), v

"Podle [23, str. 461] 1ze jako dolni zavoru pro 1/k vzit 0,2 a jako horni zavoru pro n + ¢ uvazovat 0, 12.
Tedy pak ¢ > 0.
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trajektorie soustavy (3.4.15) nachazi v blizkém okoli stacionarniho bodu (u°,v°), ma tvar
elipsy a pro periodu ¢asového vyvoje u a v podle (2.5.17) plati

2
VO+e)(1/k—(n+¢)

Popis feSeni modelu uzavieme slovy, kterymi v roce 1967 Goodwin interpretoval sviij

T~

v

Obrazek 3.3: Goodwiniv riustovy cyklus.

cyklus znézornény na obr. 3.3. Jde o volny autoriv pieklad podle [24, str. 462|):

Je-1i zisk nejvétsi, tj. u = uq, je zaméstnanost prameérna, tj. v = v°, a vysoki
mira rastu tdhne zaméstnanost k moznému maximu vg, coz snizi miru zisku
na priamérnou hodnotu u°. Zpomaleni rustu opét snizi zaméstnanost na jeji
prumérnou hodnotu, kde se rtst a zisk nachazeji na svém dné. Tento pomaly
rust vede k padu produkce a zaméstnanosti, coz zvysi ziskovost na jeji priamér-
nou hodnotu protoze produktivita nyni roste rychleji nez mzdy ... ZlepSena
ziskovost prispivé ke své vlastni destrukci, protoze je pii¢inou prudké expanze
produkce a zaméstnanosti . ..

3.5 Limitni cyklus v modelu reklamy

V této sekci bude popsén spojity model pro intenzitu opakovaného prodeje jistého typu
zboZi, ktery je ovlivnén propagaci znacky vyrobce. Jde o autortuv ¢lanek [69], ve kterém jsme
misto formulaci pouZitych tvrzeni pouzili odkazy na piislusna tvrzeni uvedena v kapitole
2.

Uvazujeme firmu, kterd vyrabi a na trhu prodéva vyrobek oznaceny jeji znackou. Podobny
vyrobek vyrabéji i jiné firmy a prodéavaji je pod svymi znackami. To, zda si vybrana
firma udrzi svij podil na trhu zéavisi na kvalité nabizeného vyrobku, kterd ovliviiuje jeho
oblibenost a také na firemni propagaci daného vyrobku a znacky.

Zde se predpoklada, ze vyrobce provadi takovou reklamu, jejiz intenzita je pfimo tmérné
objemu prodaného zbozi.
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3.5.1 Popis modelu

Pfi formulaci modelu budeme vychazet z [24] a ¢lanku [19]. Ozna¢me N; = Nj(t) pocet
potencialnich kupcii vybrané znacky. To jsou vsichni, ktefi v ¢ase t € [0, 00) uvazovanou
znacku nepouzivaji, ale jsou ucastniky trhu. Dale oznacme No = Na(t) pocet uZivatelu
znacky v Case t. Implicitné budeme predpoklddat, ze hodnoty N; a Ns jsou dostatecné
velké tak, Ze lze uvazovat Ni, No € CH(R).

Pocet potencidlnich zakazniki, ktefi si v Case ¢ koupi vybranou znacku a stanou se tak
jejimi novymi uzivateli, je pfimo tmérny poc¢tu uzivateli znacky No v Case t a poctu
potencialnich zakaznika Ny v Case t. Koeficient pfimé umérnosti, ktery ozna¢ime a = a(t),
se nazyva kontakini mira. Obecné je zavisly na Case a lze ho ovlivnit propagaci znacky.
Ubytek uzivateli znacky v ¢ase t je pifmo tmérny poc¢tu téchto uzivatelit Ny v ¢ase t. Diky
migraci a pfirozené tmrtnosti z nich ¢ast trh opusti (prestane zbozi daného typu pouzivat),
oznaéme tuto miru e > 0. Cast z nich prejde ke konkurené¢nim znackam a stanou se z nich
potencialni zakaznici, ozna¢me tuto miru § > 0. Uzivatelé znacky v Case t tedy ubyvaji
mirou é = € 4+ (. Predchozi pfedpoklady lze struéné zapsat pomoci rovnice

Ny = a(t)N{ Ny — 6Ny.

Predpokladejme dale, ze diky pfirozenému rtstu piijmu obyvatelstva roste pocet novych
potencialnich zakaznika znacky konstantni rychlosti k£ > 0. Ti, ktefi se podle predchoziho
odstavce stali novymi uzivateli uvazované znacky, predstavuji abytek potencialnich zékaz-
nikidl a ti, ktefi prestali byt uzivateli znacky a koupili si znacku konkurenéni, predstavuji
prirtstek potencialnich zékaznikt. Struéné tedy muzeme psat

Nl =k - a(t)N1N2 + GNs.
Uvazujme, ze kontaktni mira je rostouci funkci reklamnich nakladda. Ty maji za nasledek
rostouci pocet uzivatelti znacky, takze naklady na reklamu lze povazovat pfimo tmérné

poc¢tu uzivateli znacky. Budeme tedy predpokladat, ze a(t) = aNy(t), kde @ > 0 je
konstanta imérnosti. Celkem ziskdme soustavu

Ny =k — aNiN3 + BNa, Ni(0) >0,

- 0.1
N2 = OéNlNQQ — (SNQ, NQ(O) Z 0. (3 g )

Stacionarni bod soustavy (3.5.1) je

oe k
(NfaNS) = <7> .
ak €

Oznac¢ime-li dale N (t) = Ni(t)+ Na(t) celkovy pocet ucastniki trhu, pak podle (3.5.1) plati
N = k — £N,. V zavislosti na okamzitém poc¢tu uzivatelt znacky No muZe nastat N > 0,
resp. N < 0. To znamen4, Ze pocet tcastniki trhu se v pritbéhu ¢asu mize zvétSovat nebo
zmensovat.

3.5.2 Transformace modelu

Abychom uréili kvalitativni chovani feSeni soustavy (3.5.1), polozme

T =0t, 21(7) = (;le (%) =1, axy(r) = %N2 (%) - L (3.5.2)
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Vzhledem k vyznamu N; a Ny je N1 > 0, No > 0 a tedy x1 > —1 a 9 > —1. PouZijeme-li
(3.5.2), lze soustavu (3.5.1) psat ve tvaru

x/l = ’Y(_xl + (¢ - 2)352 —2z179 — x% — xlxg)

, 3.5.3
2’y = 21 + T2 + 22172 + T3 + 1173 ( )

kde ' znamena derivaci podle proménné 7 a v = ak?/de?, ¢ = (/5. Stacionarni bod
soustavy (3.5.3) je

(z7,23) = (0, 0).
3.5.3 Podminky stability staciondrniho bodu

Pii vySetfovani stability stacionarniho bodu soustavy (3.5.3) budeme vychéazet z véty 2.5.1,
kterou jsme uvedli v kapitole 2.

Ozna¢me
flx1,29) = (v(—x1 + (¢ — 2)xo — 2m1 229 — mg — xlxg), T1 4+ 22 + 22129 + x% + xlm%),
pak

(=1 =2x0—23) y((¢ —2) — 231 — 229 — 27172)
Df(xl’ x2) o < 1+ 2x9 + l’% 1+ 2x1 + 229 + 22129 ’

Matice linearizované soustavy (3.5.3) ve stacionarnim bodé (z9,z3) = (0, 0) je

A = Df(0,0) = < _¥ W’_?i )

Pro vlastni ¢isla matice A plati

det(A — D)= | 7~ i Wl__i) ‘ A+ (= DA4~(1 =) =0, (3.5.4)

kde I je jednotkova matice.

Hledejme feseni kvadratické rovnice (3.5.4). V zavislosti na znaménku diskriminantu
D(y) =7 +2(26 — 3)y + 1, (3.5.5)

rozlisfme hodnoty vlastnich ¢isel matice A. Pripomenme také, ze v >0 a 0 < ¢ < 1, pak

Ml =7v1—¢)>0ar +l=—(y—1). (3.5.6)

Je-li D(y) > 0, ma rovnice (3.5.4) dva rizné realné kofeny a matice A ma dvé rizna

realné vlastni ¢isla:
- (y-1)+vD()
5 )

)\172(’}/) = (357)

Hledejme nyni podminky, za kterych dané koreny existuji. Diskriminant kvadratické ne-
rovnice

D) =72 +226-3)y+1>0 (3.5.8)
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7, #=3-20+2JT-HC-P C\

79 =3-2¢-2/1-9)2-9)

0 1 2 ¢

Obrazek 3.4: V levé ¢asti jsou zobrazeny kofeny 71 (¢) a v2(¢) jako funkce proménné ¢. V
pravé ¢asti je fazovy obraz soustavy (3.5.3) proy = 0,92 a ¢ =0, 1.

je A =16(¢—2)(¢—1) a vzhledem k podminkce 0 < ¢ < 1 plati vzdy A > 0. To znamena,
ze vzdy existuji dva nulové body kvadratického trojclenu D() a plati pro né

Y1(¢) =3 =20 =2/ (¢ —2)(¢ — 1), 12(¢) =3 =20+ 2/ (¢ — 2)(¢ — 1). (3.5.9)

Lze ukazat, Ze pro ¢ € [0, 1) je 0 < 71(¢) < 1 a 1 < 72(¢). Ilustraci téchto vztaha
znézoriiuje obr. 3.4. Odtud nyni méme, Ze nerovnice (3.5.8) plati pro v € [0,71(¢)) U

(72(6), 00).

VyuZijme nyni (3.5.6) a hledejme znaménka vlastnich ¢isel (3.5.7). Proy < 1 je A\;1+Xy > 0.
Podle druhého ze vztaht v (3.5.6) je tedy Ay > 01 Ay > 0 a stacionarni bod (z°,y°) = (0, 0)
soustavy (3.5.3) je nestabilni uzel. Naopak, pro v > 1 je A; + Ay < 0. Potom vSak A\; <0
A2 < 0 a stacionarni bod (z°,y°) = (0, 0) soustavy (3.5.3) je stabilni uzel.

Je-li D(v) <0, ma rovnice (3.5.4) dva komplexné sdruzené kofeny a matice A ma dvé
koplexné sdruzend vlastni ¢isla. Podobné jako v pfedchézejicim odstavci bychom zjistili, ze
vlastni ¢isla matice A linearizované soustavy (3.5.3) jsou pro v € (71(¢),v2(¢)) dany

—(v—1) ii\/—D(v)‘

A12(7) = 5

(3.5.10)

Je-liy <1, je R(A12) = —(y—1)/2 > 0 a stacionarni bod (z°,y°) = (0,0) soustavy (3.5.3)
je nestabiln{ ohnisko. Naopak pro v > 1 je R(A12) = —(v — 1)/2 < 0 a stacionarni bod
(z°,y°) = (0,0) soustavy (3.5.3) je stabilni ohnisko. Pro v =1 je #(\1,2) = 0 a stacionarni
bod je ohnisko nebo bod rotace.

Dosud provedené uvahy tykajici se lokdlniho chovani soustavy (3.5.3) nyni shrneme.

Véta 3.5.1. Soustava (3.5.3) mad jeding staciondrni bod (0,0) a existuji hodnoty 1,72
parametru y dané (3.5.9), pro které 0 < v1 < 1 < 7y takové, Ze staciondrni bod je

(i) nestabilni uzel pro v € [0,71),

(ii) nestabilni ohnisko pro v € (71, 1),
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(#ii) ohnisko nebo bod rotace pro vy =1,
(iv) stabilni ohnisko pro v € (1,72),

(v) stabilni uzel pro v € (y2,00).

3.5.4 Periodické reseni

V soustavé (3.5.1) je mozné vhodnou reklamou ovlivnit hodnotu parametru «. Tento pa-
rametr ovliviiuje hodnotu parametru v v soustavé (3.5.3). V dalsim budeme piedpokladat,
7e parametr ¢ v soustavé (3.5.3) je konstantni. Takto muZeme pfipustit, Ze soustava (3.5.3)
je citlivd predevsim na zménu hodnoty parametru -, ktera je vSak ovlivnéna dal$imi pa-
rametry «,k,d a € soustavy (3.5.1). Z véty 3.5.1 je zfejmé, Ze pii prechodu parametru
~ pfes hodnotu 79 = 1 dochéazi ke zméné stability stacionarniho bodu soustavy (3.5.3).
To nas privadi k myslence, ze hodnota y muze byt bifurka¢nim bodem soustavy (3.5.3).
Zabyvejme se tedy déle feSenim soustavy (3.5.3) pro hodnoty v z blizkého okoli bodu ~g.

Pro soustavu (3.5.3) polozme 9 = 1. Pro tuto hodnotu spliiuje soustava (3.5.3) pfedpo-
klady véty 2.5.11 pro existenci Poincaré—Andronov—Hopfovy bifurkace, piicem?z

Aol = .

Existuje tedy né&jaké okoli bodu vy = 1, ve kterém v zavislosti na volbé parametru ~ exis-
tuji periodicka FeSeni soustavy (3.5.3).

Chceme-li uvazovat o stabilnim periodickém TeSeni, je tfeba predpokladat, Ze stacionarni
bod (z°,4°) = (0, 0) je nestabilni. To nastava pro v € (y1,70). Dikaz toho, Ze periodické
feSeni vznika pravé v okoli (y3,70) bodu 7y, kde 3 > v1, lze provést prevedenim soustavy
(3.5.3) na normélni formu, srv. [28]|. Tento vypocet zde pro jeho rozséhlost provadét ne-
budeme. Uvazujme pouze ilustraci fazového obrazu a trajektorie pro hodnoty parametri
v=0,92 a ¢ =0,1, srv. obr. 3.4. Pro dané hodnoty je stacionérni bod nestabilni ohnisko
a existuje stabiln{ periodické feSeni, jehoz amplituda zavisi na hodnoté parametru ~.

Ukézali jsme, Zze reklamn{ strategie, zaloZena na tom, Ze investice do reklamy jsou p¥imo
imérné objemu prodeje, miize vést k periodickym oscilacim objemu prodeje vyrobkt dané
znacky. Tento vysledek je mozné interpretovat takto: Je-li pocet uzivateli vyrobku v daném
¢ase maly, firma méa maly pfijem a nemiuzZe si dovolit rozsahlou reklamni kampai. Nicméné
na trhu je mnoho potencidlnich zékaznikti, takze i malé investice do reklamy vedou ke
zvétSeni objemu firemniho prodeje. Tak jak roste objem prodanych vyrobki, zvysuji se i
vydaje na reklamu. Tento rist vSak po Case prevysi rist objemu prodejti, protoze potenci-
alni zdkaznici tim, jak se stavaji uzivateli, ubyvaji. Reklama pfestavéa byt i¢inna. Nicméné
stéle dochazi k prirozenému odlivu uzivateli a protoze novych uzivateli v této fazi cyklu
pribyva maélo, dochazi k poklesu objemu prodeji. Proces se tak miize opakovat.
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Kapitola 4
Optimalni rizeni

V této kapitole budou popsany zéakladni rysy teorie optiméalntho Fizeni, které lze uplat-
nit p¥i feseni nékterych ekonomickych modelt. Ulohy optimalniho fizeni jsou v ekonomii
bézné. Firmy se napiiklad snazi zvolit takovy plan svych investic, aby v néjakém Casovém
intervalu maximalizovaly svij zisk. Jednotlivec nebo cela spolecnost se snazi planovat svoji
spotfebu a tspory tak, aby byl v néjakém ¢asovém obdobi maximalizovin uzitek ze zvolené
spotieby.

Nejdiive uvedeme ilustraéni tlohu z knihy [33], jejiz FeSeni lze nalézt elementéarnimi pro-
stfedky. Uvazujme zahradnika, ktery péstuje jisty druh rostlin. Pfedstavme si, Ze zahradnik
ziskal zakazku, podle které ma k danému datu vypéstovat a na trh dodat predem dany
pocet rostlin predepsané vysky. Je znamo, Ze pfirozeny rust rostlin je mozné podpofit umeé-
lym osvétlenim v dobé, kdy je nedostatek pfirozeného slune¢niho svétla a rist neprobihé.
Jsou-li vhodné zvoleny jednotky, mizeme proces rustu popsat pomoci diferencidlni rovnice
pro vysku z = x(t) rostliny v ¢ase ¢ ve tvaru

i=1+u, (4.0.1)

kde u = u(t) je dodate¢na mira ristu zpisobena umélym osvétlenim, kterému budeme Fikat
Tizeni. Pro uréitost predpokladejme, Ze v pocateénim okamziku je vyska rostliny nulové a
v koncovém Case rovném jedné Casové jednotce je vyska rostliny rovna dvéma vyskovym
jednotkam, tedy

z(0) =0, z(1) =2 (4.0.2)

Dodatecny prirtstek je zpusoben svicenim, které oviem vyzaduje dalsi finan¢ni naklady.
Tyto naklady zavisi na dobé, kdy je umélé osvétleni pouzivano a tuto dobu muze zahradnik
ovlivnit. Uvazujme, Ze cena je prfimo imérné hodnoté integralu ve tvaru

T(u) = /0 ()2t (4.0.3)

Ukolem je nalézt takové fizeni u, které lze pouzit v rovnici (4.0.1) s podminkami (4.0.2)
a pii kterém maé integral (4.0.3), v teorii fizeni nazyvany cenovy nebo ucelovy funkcional,
minimaln{ hodnotu.

ReSeni rovnice (4.0.1) s pocatecni podminkou z(0) = 0 miZzeme psat ve tvaru
t t
x(t) = / 1+ u(s)ds = t+/ u(s)ds.
0 0
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Pouzijeme-li podminku z(1) = 2 v koncovém bodé, ziskame

/1 u(s)ds = 1. (4.0.4)
0

Abychom uréili optimalni fizeni, pouZzijeme ucelovy funkcional (4.0.3). Protoze plati (4.0.4),
lze (4.0.3) psat jako

1
Tt = [ Jlu) = 17+ 2u(0) - a1 -

! /1( (t) —1)%dt + /1 (t)dt L1 /1( (t) — 1)2dt + !
— u(t) — u —— == u(t) — —.
2 Jo 0 2 2y 2

Posledni integral v predchozim vztahu je nezédporny, takze minimélni hodnota funkcionélu

jeJ = % a této hodnoty nabyva pii optimélnim Fizeni
u(t) =1,t €0, 1].

ReSenim (4.0.1), (4.0.2) s Fizenim @ ziskdme optimalni trajektorii
Z(t)=2t,t €0, 1].

Uvedené tloha je piikladem problému, kterym se zabyva teorie optiméalniho Fizeni. Z toho,
co bylo dosud uvedeno, mizeme tlohu optimalniho ¥izeni popsat takto: Je dédna néjaké
soustava, jejiz chovani lze popsat pomoci zakont této soustavy. Okamzity stav soustavy
v Case t € [to, t1] popisuje hodnota funkce z(t) € X C R™, n € N. V mnoha piipadech
je zadouci, ale pouze v nékterych pripadech je mozné, aby do procesu vyvoje soustavy
vstoupil ¢lovék a pomoci Fizeni ovlivnil jeji chovani tak, aby byl dany proces v néjakém
smyslu optimalni. Vzhledem k tomu, Ze ¢lovék miiZe na soustavu pisobit pouze omezenymi
prostiedky, je fizeni omezena funkce u(t) € U C R™, m € N, ktera nemusi byt spojita. To
souvisi s tim, Ze napiiklad v uvedené tloze o zahradnikovi miize fizeni probihat zptsobem:
rozsviceno — zhasnuto.

Standardni model uvazovaného procesu, ktery popisuje zakony chovani soustavy, je sou-
stava obyc¢ejnych diferencialnich rovnic. Problém teorie optimélniho fizeni pak spociva ve
vybéru Fizeni u(-), kterému odpovida trajektorie Z(-) a pfipadné ve vybéru pocatec¢niho
asu ty a koncového Casu # takovych, ze ucelovy funkcional J(x,u,to,t1) sestaveny pro
dany systém dosdhne své optiméalni (tj. minimalni nebo maximélni) hodnoty vzhledem k
pfipustnym vybéram funkei u(-), z(-) a vybéru ¢asovych okamziku to a t;. V nésledujicich
odstavcich se budeme popisu problému optiméalniho fizeni vénovat podrobnéji.

4.1 Vazané extrémy a Lagrangeova uloha

V tomto oddilu budou pifipomenuty nékteré pojmy a tvrzeni tykajici se optimaliza¢nich
tloh. Nejdfive uvedeme pojem lokalniho minima vzhledem k mnozing, viz napf. [21]. Po-
uzijeme pritom takové znaceni, které bude pouzito pozdéji v tlohach optimélniho fizeni.

Definice 4.1.1. Necht X je metricky prostor a M C X. Rikame, Ze funkcional 7 : M — R
ma v bodé zZ € M lokdlni minimum vzhledem k mnoZiné M, jestlize existuje okoli U bodu
Z takové, Ze

J(z) < J(2)
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pro viechna z € M NU. Ulohu hledat lokalni minimum funkcionalu f vzhledem k mnoziné
M budeme zapisovat
min(J ()| z € M). (4.1.1)

Budeme uvaZovat takovy minimalizaéni problém (4.1.1), ve kterém je mnozina M zadana
ve tvaru rovnosti

M = {z € X| G(x) = 0}, (4.1.2)

kde G : X — Y a X,Y jsou Banachovy prostory. P¥i formulaci nutné podminky pro
existenci minima bude na takto zadané mnoziné M uzite¢ny nasledujici pojem, srv. napr.

[50].

Definice 4.1.2. Necht X, Y jsou Banachovy prostory a necht pro n&jakou otevienou mno-
7zZinu U C X je zobrazeni G : U — Y spojité Fréchetovsky diferencovatelné. Je-li 2 € U
takové, Ze zobrazeni DG(Z) zobrazuje X na Y, tj. Im DG(Z) =Y, nazyvame Z reguldrnim
bodem G.

Poznamka 4.1.1. Je-li X =R" a Y = R™, n > m, je bod Z regularnim bodem G, méa-li
Jacobiho matice DG(Z) hodnost m. To vyplyva z véty o inverznim zobrazeni, ktera ika,
ze G je lokalné invertibilni v okoli bodu Z, jestlize DG(Z) ma hodnost m.

Dtikaz nésledujiciho tvrzeni, které je obdobou véty o Lagrangeovych multiplikadtorech, lze
nalézt v |37, str. 87].

Véta 4.1.1. a) Necht X, Y jsou redlné Banachovy prostory a U je oteviend mnoZina v X.
Necht J : U — R md v bodé z € U lokdlni minimum vzhledem k mnoZiné

M ={z e U| G(z) =0},

kde G : U =Y. Jestlize existuji Fréchetovy derivace J'(Z), G'(Z) a je-li ImG'(Z) uzavieny
podprostor v'Y, pak lze nalézt ¢islo Ag € R a spojitou linedrni formu @ na prostoru Y, které
nejsou soucasné nulové, tak, Ze pro funkciondl

L:z— XNT(z)—p(G(2),zeU
nazyvany Lagrangeovou funkci plati
L£'(z) =0,
tj. L spliiuje v bodé Z nutnou podminku pro existenci lokdlniho extrému.
b) Je-li Z reguldrnim bodem G, je multiplikdtor o # 0 a lze poloZit \g = 1.

Bude-li mit zobrazeni G z predchozi véty specidlni tvar, tj. bude-li tvofeno zobrazenim do
né&jakého Banachova prostoru, které je regularni v bodé z a zobrazenim do R", lze vyslovit
nasledujici dusledek, viz [37, str. 75].

Disledek 4.1.2. Necht X,Y jsou redlné Banachovy prostory a U je oteviend mnozZina v
X. Necht J : U — R md v bodé z € U lokdlni minimum vzhledem k mnoZiné

M ={z€U|G(z) =0, Gi(2) =0,..., G.(z) =0},
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kde G:U —Y aG; : U — R, i € {l,...r}. Necht existuji Fréchetovy derivace J'(Z),

G'(2),G(z), i € {1,...,r}. Je-li ddle Z reguldrnim bodem zobrazeni G, pak existuji ¢isla
A0, AL, - - -5 Ap @ Spojitd linedrni forma ¢ na prostoru Y, které nejsou soucasné nulové, tak,

Ze pro funkciondl
L:z—= XTI (z)+MG1(2) + -+ MGr(2) —p(G(2)), z€ U

plati
L'(Z)=0.

4.1.1 Reprezentace spojitého linearniho funkcionalu na prostoru spoji-
tych funkci a pomocna tvrzeni

P1i aplikaci véty 4.1.1 nebo disledku 4.1.2 bude tfeba vyjadrit obecny tvar linedrniho
funkcionalu v prostoru spojitych funkci. Pfipomenme nejdiive pojmy, které budeme pro
takové vyjadieni potfebovat, viz [43, str. 366]. Funkei o definovanou na uzavieném intervalu
[to, t1] nazyvame funkci s konecnou variact, jestlize existuje takova konstanta M > 0, Ze
pro libovolné déleni

to=T0 <M << - <Tp=1

intervalu [tg, 1] plati

n
Z lo(mr) — a(Tip—1)| < M.
k=1
Podle [48] 1ze nyni formulovat Rieszovu vétu o reprezentaci, kterda popisuje obecny tvar
linedrniho funkcionalu v prostoru spojitych funkei.

Véta 4.1.3. Ke kazdému spojitému linedrnimu funkciondlu ¢ € C*([to,t1],R) lze pritadit
Junkci s konecnou variact o : [tg, t1] — R takovou, Ze pro vSechna h € C([to,t1],R) plati

t1

o(h) = /t h(t)da(t), (4.1.3)

0

kde vpravo je Riemann-Stiltjesiv integrdl.

Funkce s kone¢nou variaci a neni podle predchozi véty urcena jednozna¢né, staci totiz k «
pricist libovolnou konstantu a (4.1.3) se nezméni. Lze také nahlédnout, Ze hodnoty funkce
a v bodech nespojitosti této funkce uvnit¥ intervalu [to, ¢1] lze zménit, aniz to bude mit vliv
na hodnotu integralu (4.1.3). Uvazujme funkci 3 s kone¢nou variaci na [to, t1], takovou, ze
a(t) = B(t) v bodech ty, t1 a ve v8ech bodech (%o, t1), ve kterych je funkce a spojité. Nyni
mohou byt soucty, které se vyskytuji v definici integrala

/t " ht)da(t) / " s,

0 to

sestaveny pomoci hodnot v pravé uvedenych bodech, takze oba tyto integraly maji stejnou
hodnotu. Abychom moZnou komplikaci tykajici se nejednoznac¢nosti odstranili, zavedeme

'Kazda funkce s kone¢nou variaci o) : [to,t1] — R definuje miru, viz 6. kapitola v [43]. Stiltjestiv
integral (4.1.3) je integral podle této miry. Miru, odpovidajici funkci s kone¢nou variaci a(-), budeme
oznacovat daf(+).
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pojem kanonické funkce s kone¢nou variaci: Funkei s kone¢nou variaci « : [to,t1] — R
budeme nazyvat kanonickou, jestlize je spojita zprava ve vSech bodech intervalu (tp,t1) a
Oé(to) = 0.

Lemma 4.1.4. Jestlize pro vsechna h € C([to,t1],R) a pro kanonickou funkci o plati

/ " h(t)da(t) =0, (4.1.4)

to

pak a(t) = 0 na [to, t1].

Diive, nez pfistoupime k dikazu, v§imnéme si, ze pro funkci a s kone¢nou variaci na [tg, ¢1]
a pro c € [to, t1) plati
1 c+T

lim / a(t)dt = lim o(t). (4.1.5)

T—=0+ 7T J. t—c+
Poznamka 4.1.2. Uvedme kratké zduvodnéni predchoziho pozorovéani. Podle definice ka-
nonické funkce existuje limy_,.+ «a(t) = k € R. To znamen4, Ze pro libovolné £ > 0 existuje
d > 0 tak, ze pro vSechna t € (c¢,c + ) plati |a(t) — k| < e. Pouzijeme-li tento odhad a
vlastnosti integralu, mizeme psat

1 c+T1
= / at)dt — k

T

1 c+T
< / alt) — kdt < e.

T

To vsak bylo tfeba ukézat.

Podobné pro ¢ € (tg, t1] plati

lim / " a(t)dt = Tim a(b). (4.1.6)

t—c—

Nyni miZzeme pfistoupit k dikazu lemmatu 4.1.4, vychazime piitom z [81].

Diikaz. Polozme nejdiive h(t) = 1 na [tg, t1]. Z predpokladu (4.1.4) v tomto pFipadé vy-
plyvé

0= /tl da(t) = a(ty) — alty). (4.1.7)

to

Uvazujme dale, Ze ¢ € [to, t1), 7 € (0,t1 — ¢) a definujme funkci h predpisem

1, je-li t € [to, cl,
t—c . .
h(t)=¢ 1———, jelite€le, c+1],
T
0, je-lit € e+, 1]

Z predpokladu (4.1.4) nyni vyplyva
c+T

t1
0= / h(t)da(t) = a(c) — a(ty) —|—/ h(t)do(t).

to c
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Pouzijeme-li v poslednim integralu metodu per partes, viz [72, str. 150|, ziskame

c+T c+T
/ h(t)da(t) = h(c+ T)a(c+7) — h(c)a(c) — / a(t)dh(t) =

Pomoci (4.1.5) pro 7 — 0+ ziskame

Jlim a(t) = alto), ¢ € [to, ). (4.1.8)

Postupujme podobné a uvazujme, 7e ¢ € (fo, t1], 7 € (0,c — tg) a definujme funkci h
predpisem

0, je-li t € [tg, c — 7],
t_
ht)=4 1+ =5 jelitele—r d,
T
1, je-lit e [C,tl].

Podobné jako v predchozi ¢asti dikazu bychom s pomoci takto definované funkce h a
(4.1.6) zjistili, ze
lim Oé(t) = Oé(tl), (S (to, tl]. (419)

t—c—

Diky (4.1.7), (4.1.8) a (4.1.9) 1ze nyni nahlédnout, Ze « je spojita konstantni funkce a plati
a(t) = a(tp). Podle predpokladu je o kanonické funkce, tedy a(tp) = 0. Odtud pak plyne
tvrzeni. 0

Pomoci uvedeného lemmatu lze ukazat, Ze plati nésledujici uzite¢né tvrzeni.

Lemma 4.1.5. Nechta : [to,t1] — R je funkce lebegueovsky integrovatelnd na [ty, t1]. Necht
A : [to, t1] — R je spojita funkce, necht a : [to,t1] — R je kanonickd funkce s konecnou
variaci a necht cg,c1 € R. Je-li pro viechna h € C1([to,t1], R) splnéna rovnost

/ ! a(t)h(t)dt + / ! [ih(t) — A(t)R(t)]deu(t) + cohlto) + erh(ty) = 0, (4.1.10)

je funkce o(-) absolutné spojitd na [to, t1]. Jeji derivace, kterou oznacime (-), je spojitd ve
vSech bodech intervalu [to,t1] a je Tesenim diferencidlni rovnice

Y(t) = a(t) — At)p(t), s.v. na [to, 1]

s okrajovymi podminkamsi

Y(to) = co a P(t1) = —c1.

Diikaz. Libovolnou h € C*([tg, 1], R) lze psét ve tvaru

h(t) = h(to) + / th(s)ds.

to
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Pomoci tohoto vyjadieni a vhodného preskupeni ¢lenti lze vyjadrit (4.1.10) ve tvaru

[ /t :1 syt — [ A da(t) + o + cl] h(to)

0 +/t:1 a(t) </t:h(s)ds> dt—ir/: h(t)dod(t)
_/t:l Alt) </t:h(s)ds> do(t) + ¢ /: ji(s)ds = 0

Protoze funkeci h lze volit libovolng, ziskame p¥i volbé A(-) = 0 a h(ty) € R vatah

/tl a(t)dt — /tl A(t)dalt) + co + 1 = 0. (4.1.11)

to to

Pro libovolné h € C([to, 1], R) a h(ty) = 0 ziskame

/ a(t) ( / h(s)ds) it + / () da()

_ /: A(t) (/t: iz(s)ds> da(t) + ¢ /t:l h(s)ds =0 (4.1.12)

Zaménime-li v prvnim a t¥etim clenu vztahu (4.1.12) poradi integrace,? ve druhém élenu
oznacime pismenem s integracéni proménnou a vhodné seskupime ¢leny, ziskame

/: Ustl a(t)dt — :l A(t)da(t) + Cl:| h(s)ds + /tl h(s)da(s) = 0. (4.1.13)

to

B(s) = /t [ / " a(t)dt - / " Atda(t) + 61] dr. (4.1.14)

Lze si rozmyslet, Ze tato funkce je absolutné spojita, takze podle [43, str. 392| lze psat

PoloZzme

t1 | t1

h(s)B(s)ds = | h(s)dB(s).

to to
Vztah (4.1.13) lze pomoci tohoto vysledku psat ve tvaru
t1 | t1 |
/ h(s)dB(s) + / h(s)da(s) = 0. (4.1.15)
to to

Pro funkci § plati 5(tp) = 0. Je to tedy, stejné jako funkce «, kanonick4 funkce. Podle
lemmatu 4.1.4 plati 3(t) + a(t) = 0 na [tg,t1]. To znamené, Ze funkce « je absolutné
spojita a pro jeji derivaci podle (4.1.14) plati

W(s) = és) = —f(s) = —/la(t)dt—i—/lA(t)da(t) .

*Necht a1 (-) a az(-) jsou dvé funkce s kone¢nou variaci definované na intervalu [a, b]. Pak je na &tverci
[a, b] X [a, b] definovan soudin mér dai(-) X daz(-), plati Fubiniova véta, viz [43, str.348] a vztah pro zaménu

poradi integrace
//ftsdal Ydoa (t //ftsdozz Ydai (s).
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Polozime-li s = ¢, ziskdme odtud ¥ (t;) = —c;1. PoloZzime-li s = ¢y a uplatnime-li (4.1.11),
ziskdme 1 (ty) = co. Protoze « je absolutné spojita funkce, je

t1 t1 t1
/ A(t)da(t) = / A(t)a(t)dt = / A()b(t)dt.
Pomoci tohoto vztahu a derivaci funkce v obdrzime

Y(t) = a(t) — A()Y(t), s.v. na [to, t1].
]

Tvrzeni, kterda byla v tomto oddilu uvedena lze zobecnit na vektorovy piipad. Uvedeme
pouze Rieszovu vétu, viz |1, str. 116, a zobecnéni posledniho lemmatu.

Vé&ta 4.1.6. Ke kaZdému spojitému linedrnimu funkciondlu p € C*([to, t1],R) lze prifadit
funkci s konecnou variaci a: [tg,t1] — R™ takovou, Ze pro vSechna h € C([to, t1], R™) plati

o(h) = /t ! (1da(t)] (1)), (4.1.16)

0
kde vpravo je Riemann-Stiltjesiv integrdl.
Zobecnéni lemmatu 4.1.5 nazveme zobecnéné Du Bois-Reymondovo lemma, viz [1, str. 259].

Toto tvrzeni nam v nasledujicim oddilu 4.1.2 umozni piehledné nalézt nutnou podminku
pro fesen{ Lagrangeovy tdlohy.

Lemma 4.1.7. Necht a : [to,t1] — R™ je funkce lebegueovsky integrovatelnd na [tg, t1].
Necht A : [to,t1] — L(R™/R™) je spojita maticovd funkce, necht o : [tg,t1] — R™ je
kanonickd funkce s konecnou variaci a Cy,Cy € R™. Je-li pro vsechna h € C'([to,t1],R™)
splnéna rovnost

/ " ) h(b)dt + / ! (Ida(®)] T (h(t) — A)h()) + CF hlto) + CT h(tr) = 0, (4.1.17)

je funkce a(-) absolutné spojitd na [to,t1]. Jeji derivace, kterou oznacime 1, je spojitd ve
vSech bodech intervalu [tg, t1] a je TeSenim diferencidlni rovnice

O(t) = a(t) — A(t) T (t), s.v. na [to, t1] (4.1.18)
s okrajovymi podminkamsi

Y(to) = Co ap(t1) = —Ch (4.1.19)

4.1.2 Lagrangeova uloha

Necht je d4dna néjaké soustava, jejiz chovani lze pozorovat ve spojitém Case v pevné daném
Casovém intervalu [to, t1]. Okamzity vstup v Case ¢ lze charakterizovat vektorem Fizeni
u(t) € R™ a okamzity stav soustavy lze charakterizovat stavovym vektorem z(t) € R™.
Chovani soustavy je v ¢ase t popsano obyc¢ejnou diferenciélni rovnici

B(t) = f(t, 2(t), u(t)),t € [to, t], (4.1.20)
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kde f: R xR™ x R™ — R je spojité a spojité diferencovatelné zobrazeni ve svych promén-
nych. Predpokladame, Ze trajektorie x(t) spliiuje hranié¢ni podminky

go(z(t0)) = 0, g1(z(t1)) = 0, (4.1.21)
kde g; : R — R% i =0, 1 jsou spojité diferencovatelné zobrazeni. Necht jsou naklady na
prechod soustavy z pocatecniho stavu do koncového stavu dany cenovym funkciondlem

Ty = [ folt.a(t), ult))dr, (4.1.22)

to
kde fp: R x R" x R™ — R je spojité diferencovatelné funkce ve vSech svych proménnych.

Jako t¥idu pfipustnych fizeni vezmeme prostor C([to, t1], R™) spojitych funkei s normou

||lu|lo = max( max |ui(t)|, max |ua(t)],..., max |uny(t)]).
tE[toﬂfl] tE[to,tﬂ te[to,tﬂ

Za uvedenych podminek mé (4.1.20) pro tato pfipustna fizeni jednoznacné feSeni z v
prostoru C*([tg, t1], R™) s normou

[|z[[1 = max([[z{lo, [[2]o)-

Budeme resit tlohu

min(J (z,u)| (z,u) € M), (4.1.23)
kde M = M1 X M2 a

M, ={z ¢ Cl([to,tl],R”)\ &= f(t,z,u), go(z(to)) =0, g1(x(t1)) =0, u € Ma}
My = C([to, t1],R™). (4.1.24)

Lokalni minimum (7, %) tlohy (4.1.23)—(4.1.24) se nazyva optimdinim procesem ve slabém
smyslu, neboli slabgm minimem. Podle definice 4.1.1 to znamené, Ze existuje € > 0 takové,
7e pokud plati

llz — |1 <eallu—1ull <e,

pak plati
J(z,u) < J(x,u).
4.1.3 Nutné podminky pro reSeni Lagrangeovy tlohy

Cilem tohoto oddilu je Lagrangeovu tlohu (4.1.22)—(4.1.24) pieformulovat tak, aby bylo
mozné formulovat tlohu pro hledédni minima na typu mnoZziny popsané rovnostmi. Pak
bude mozné pouzit vétu 4.1.1 a ziskat nutné podminky. Nejdiive bude zavedeno vhodné
znaceni a budou uvedeny nékteré vysledky tykajici se derivaci zobrazeni.

Ozna¢me z = (z,u) Fizeny proces, kde = a w spliwuji (4.1.24). Necht dale
X = Cl([t(], tl], Rn) X C([to, tl],Rm)
s normou ||z]| = max(|z||1, [|ullo) a

Y = C([to, t1],R™).
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Nyni je z € X a t¢elovy funkciondl J : X — R ma tvar

t1

T = [ folt,z(t), ult))dt. (4.1.25)

to

Podle [37, str. 51| je funkcional J fréchetovsky diferencovatelny, jeho diferenciél je spojity

a plati
t1

T @ )[h, k] = | Dafo(t)h(t) + Dsfo(t)k(t)dt, (4.1.26)

to

kde
Dafo(t) = Dafo(t. Z(1),a(t)), Dsfo(t) = Dsfo(t, Z(t), (t)). (4.1.27)

Jak je v tomto textu obvyklé, zna¢i D;, ¢ € {2,3} derivaci podle i—té proménné. Uvazujme
dale zobrazeni G : X — Y
G(z) =x(t) — f(t,z(t),u(t)) (4.1.28)

Podle [1, str. 152] je zobrazeni G fréchetovsky diferencovatelné a pro jeho diferencial v
bodé (z,u) plati

~

G'(z,u)[h, k] = h(t) — Dgf(t)h(t) — Dsf(t)k(t), (4.1.29)
kde

Dy f(t) = Daf(,(t),0(t)), Dsf(t) = Dsf(t, 5 (1), a(t)) (4.1.30)

Nakonec jesté uvazujme zobrazeni G; : C([to,t1],R?) — R%,s; € N, i € {0,1} dané
predpisy

Gz(a:) = gi(m(ti)), 1€ {0, 1}. (4.1.31)

Podle [37, str. 49] jsou tato zobrazeni fréchetovsky diferencovatelna a pro jejich diferencialy
v bodé T plati

Go(@)[h] = Dgoh(to), (4.1.32)
G1(@)[h] = Dgih(t1), (4.1.33)

kde
Dgo(to) = Dgo(z(t0)), Dgi(t1) = Dg1(Z(t1)). (4.1.34)

Ulohu (4.1.22)—(4.1.24) 1ze nyni stru¢né zapsat ve tvaru
min(J(z)] G(z) =0, Go(z) =0, Gi(z) =0). (4.1.35)

Pro nalezeni nutné podminky, kterou spliiuje jeji feSeni, pouzijeme dusledek 4.1.2. Abychom
tuto nutnou podminku mohli formulovat co nejstrucnéji, zavedeme Hamiltonovu funkci:

H(t 2(t), ult), o, w(t)) = —vofolt a(t),u(t) + () ft,2(t),ult),  (4.1.36)

kde 19 € R a ¢ € C'([to,t1],R™). Vzhledem k podminkim kladenym na funkce fo a f je
Hamiltonova funkce H pro pevné dané vy a pevnou funkci () spojité diferencovatelna
funkce vzhledem k proménnym z a wu.
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Véta 4.1.8. Necht (z,u) je optimdlni proces ve slabém smyslu pro ulohu (4.1.22)—(4.1.24),
pak existuji Lagrangeovy multiplikdtory vy € R,y > 0, xo € R, x1 € R a ¢(-) €
Cl([to, t1], R™), které nejsou soucasné rovné nule a takové, Ze plati

(i) adjungovand rovnice (AR)

Qj) = _[DQH(ta £7 a> w()aw)]—r? (4137)

(ii) podminky transverzality (PT)

¥(to) = [Dgo(Z(to))] " xo, (4.1.38)
() = —[Dg1(E(t1))] xa, (4.1.39)

(#i) podminka staciondrnosti (PS)

D3 H(t,7, T, 0, %) = 0. (4.1.40)

Dikaz. 7 poznamek, které byly uvedeny pred vétou, je ziejmé, Ze zobrazeni J, G, Gg a
G jsou v bodé z = (7, u) diferencovatelné. Ditkaz rozdélime do nékolika ¢asti.

Regularni bod zobrazeni. UkéaZeme, Ze bod Z je regularnim bodem zobrazeni G. To
znamend, Ze pro libovolné y € Y existuje (h,k) € X, takové, ze G'(2)[h, k] = y. Tuto
podminku lze pomoci (4.1.29) psat jako diferencialni rovnici

h(t) — Daf(Oh(t) — DaF(t)k(t) = y(@). (4.1.41)

~ ~ ~ -~

kde Dy f(t) a D3f(t) jsou definovany v (4.1.30). Protoze (z,u) € X, jsou Daf(t) a D3f(t)
spojité. Vezméme néjaké k € C([to, 1], R™), pro ur¢itost lze polozit k(-) = 0. Podle véty o
existenci fegeni pro obycejné diferencialni rovnice existuje takové h € C1([to, t1], R?), které
fesf linearni rovnici (4.1.41) se spojitymi koeficienty.

Nyni miZzeme pouzit Lagrangeovu vétu o multiplikatorech formulovanou v dusledku 4.1.2.
Sestrojme nejdiive Lagrangeovu funkei pro tlohu (4.1.22)—(4.1.24) zapsanou pomoci (4.1.25)
a (4.1.35). Pro zapis spojitého linearniho funkcionalu pouzijeme Rieszovu vétu o reprezen-
taci 4.1.6. Podle této véty existuje kanonicka funkce s kone¢nou variaci « : [tg,t1] — R"
takova, ze Lagrangeova funkce ma tvar

Llav) = [ infotta(t) u®)ie+ [ ({da®) @0) - it 0).u) +
Xo g0(z(t0)) + x1 g1(z(t1)) (4.1.42)

Nutné podminka prvniho fadu pro existenci lokdlniho extrému pro Lagrangeovu funkci je
L'(Z) = 0. Vzhledem k tomu, ze z = (x,u), je tato podminka ekvivalentni podminkam
Ll(z)=0aL](z)=0.
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Stacionarnost vzhledem k z(-). Pouzijeme-li (4.1.26), (4.1.29), (4.1.32) a (4.1.33) je

tl . ~

g@in = [ vopafutnar+ [ Taa] (o) - DaF0) ho)+

to to
Xo Dgo(to)h(to) + x{ Dgi(t1)h(t1) = 0, (4.1.43)

pro viechna h € CL([to, 1], R"). Oznacme [a(t)]T = voDafo(t), A(t) = Dof(t), Cf =
Xo Dgo(to) a C] = x{ Dgi(t1). Uvedené funkce a podminka (4.1.43) spliwji predpoklady
lemmatu 4.1.7. To znamené, Ze kanonicka funkce « je absolutné spojita, jeji derivace, kterou
oznac¢ime 1), je spojita funkce na [tg,¢;] a plati

() = alt) — A() "6 (1) = voDafo(t) — [Daf (1)) T (t) = =[D2H (¢, 2,8, w0, )],

s.v. na [tg,t1] s hrani¢nimi podminkami

P(to) = Co = [Dgo(to)] " x0, ¥(t1) = —C1 = —[Dgi(t1)] " x1.

Tim je ukdzana platnost (AR) a (TP).

Stacionarnost vzhledem k u(:). Podle (4.1.26) a (4.1.29) je

t1 - 1 ~

L@ = [ oDafaOk(dt ~ [ lda®] Do) be) =0, (4141)
to to

pro viechna k € C([to,t1],R™). Vezmeme-li v uvahu, Ze «(-) je absolutné spojita a jeji

derivace je () = &(-), pak plati

~

t1 R
/t [oDsf(t) — ¢ (t)Dsf(t)]k(t)dt = 0.
Podle lemmatu 4.1.4 tedy plati

YoDs f(t) — T ()D3f(t) = —D3H(t, 7,7, o, ¥) = 0.

Tim je ukdzana platnost (PS). O

4.2 Popis problému teorie optimalniho rizeni

V tomto oddilu bude uveden obecnéjsi popis tlohy optimélniho fizeni. Za prvni knizni
publikace tykajici se tohoto problému lze povazovat [61] a [46]. My budeme vychazet z
[37], [1] a [75]. Budeme pfitom potFebovat pojem po ¢astech spojité funkce a pojem po
¢astech spojité vektorové funkce, které byly uvedeny na strané 38 v definici 2.1.2. Lze
ukazat, Zze mnozina vSech po ¢astech spojitych vektorovych funkei na intervalu I = [to, 1]
s obvykle definovanymi operacemi s¢itani funkci a nasobeni funkce realnym ¢islem tvori
linearni prostor. Jestlize na tomto prostoru zavedeme normu

[1Elo = max(max |F1(t)], max [F2(t)], . .., max |[Fn(8)]),

kde F': R — R" je po ¢astech spojita vektorova funkce na I, ziskAime normovany linearni
prostor, ktery ozna¢ime PC(I,R™). Na strané 38 jsme uvedli definici po ¢astech hladké
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funkce. Je-li F : R — R™ vektorova funkce, jejiz slozky F; : R — R, i € {1,...,n}
jsou po ¢astech hladké funkce na intervalu I = [tg, t1], pak budeme vektorovou funkci F
nazyvat po ¢astech hladkou vektorovou funkei na intervalu I. Také mnozina vSech hladkych
vektorovych funkci s normou

1Pl = max(|[Fllo, ||E1]o).

tvoif linedrni normovany prostor, ktery ozna¢ime PC* (I, R").

Problém optimélniho fizeni budeme nyni formulovat pomoci cenového funkcionélu, dyna-
miky systému, hrani¢nich podminek a podminek pro vstupni funkci.

4.2.1 Proménné

V tloze optimalniho Fizeni se uvazuje nezéavisle proménna ¢ € [to, ¢1], kterd je nazyvana
cas, pricemz —oo < tg < t1 < 0o. Hodnota tg se nazyva pocdtecni ¢as a hodnota t1 koncovy
cas. Je-li t1 < 00, jedné se o ulohu na konecném casovém horizontu, v opacném pripadé se
jedna o tlohu na nekonecném casovém horizontu. V pripadé, ze koncovy Cas t; neni pevné
urcen, budeme mluvit o tloze s volngm casovym horizontem, v opacném piipadé budeme
mluvit o tloze s pevngm casovym horizontem.

Stav soustavy je vyjadifen mnozinou stavovych proménnych. Uspofadana mnozina téchto
proménnych predstavuje stavovy vektor x € R, n € N, ktery v kazdém ¢asovém okamziku
popisuje stav uvazované soustavy.

Proménné, kterymi lze ovlivnit chovani soustavy, tvoif mnozinu fidicich proménnych. Uspo-
radand mnozina téchto proménnych pfedstavuje 7izeniu € R™, m € N, dané soustavy.
4.2.2 Omezeni rizeni

Hodnoty fizeni u : [tg, 1] — R™ mohou patfit do néjaké predem urcéené mnoziny U , ktera
se nazyva oblast Tizeni. Stru¢né piSeme

u(t) e U C R™. (4.2.1)

K oznaeni fizeni u(t), t € [to, t1] budeme v nékterych piipadech pouzivat symbol u(-).

V aplikacich se lze soustiedit na situace, kdy oblast Fizen{ neni omezena, tj.

U=R"
nebo kdy jsou nékteré souradnice hodnot fizeni omezeny podminkou uy € [ak, bg], &k €
{1,...,m}. Vezmeme-li v avahu linearni transformaci
2 ag + by
v = — ug + , ke d{l,...,m},
ap — by, ar — b

lze uvazovat pouze omezeni typu vy € [—1, 1]. Budeme tedy také predpokladat oblast
fizeni ve tvaru
U={ueR" u,€[-1,1] pro ke M},

kde M C {1,...m}.
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4.2.3 Vazby stavového vektoru

MnozZina vSech moZnych stavovych vektori x € R™ tvoii stavovy nebo fdzoviy prostor.
Dalsi ohraniceni, se kterymi se lze v tlohéch optimélniho Fizeni setkat, se tykaji stavového
vektoru a lze je psat ve tvaru rovnosti

Gr(t,z(t), & (t), u(t)) = 0, (4.2.2)

nebo ve tvaru nerovnosti

Go(t,z(t), z(t),u(t)) <0, (4.2.3)
kde G; :RxR*" x R* x R™ — Rk j ¢ {1,2} a k; € N. V aplikacich se lze ¢asto setkat s
rozieSenym ohrani¢enim ve tvaru oby¢ejné diferencialni rovnice

@(t) = f(t, z(t), u(t)), (4.2.4)

kde x : [to, t1] — R™. Zobrazeni f : RxR"™ xR™ — R", je spojité a spojité diferencovatelné
v proménnych t a x.

Ohraniceni (4.2.4) lze interpretovat jako matematicky model néjakého realného procesu —
dynamické soustavy — jejiz stav v Case t € [tg, t1] ur¢uje hodnota fazové proménné x(t),
ktera je FeSenim (4.2.4). Pro oznaleni TeSeni z(t), t € [to, t1] budeme pouzivat symbolu
z(+). Mnozina v8ech stavii kterymi soustava v prubé&hu ¢asu postupné prochazi se nazyva
fazovd trajektorie.

4.2.4 Okrajové podminky
Pocateéni a koncovy stav systému spliiuji okrajové podminky

go(to, x(to)) =0, (4.2.5)

resp.
1 (tl, w(tl)) = O, (4.2.6)

kde g; : R x R™ — R, ¢ = 0,1 jsou spojité funkce spojité diferencovatelné vzhledem k
proménnym z a t.

Casto se predpoklad4, Ze je dan pevny podatecn stav x(ty) = xo, v tom piipadé polozime
go(t,x) = x — . Dale se také uvazuje, ze je dan pevny koncovy stav x(t1) = x1, staci
polozit ¢1(t,z) = x — x1, nebo volny koncovy stav z(t;) € R", kdy lze polozit ¢;(¢t,z) =0
V prvnim pfipadé se jednd o tlohu s pevngm koncem, v druhém piipadé jde o tlohu s
volngm koncem.

Pomoci okrajovych podminek zapsanych ve tvaru (4.2.5) a (4.2.6) lze také zapsat ulohu s
pevngm pocdtecnim casem, staéi polozit go(t,z) = t — to nebo tlohu s pevngm koncovym
casem. To polozime ¢ (t,x) =t — t1.

4.2.5 Funkcional

Kritérium, které rozhoduje o hodnoté ceny zmény stavu z x(tg) spliujici (4.2.5) do x(¢1)
spliiujici (4.2.6), se nazyva tucelovy funkciondl nebo cenovy funkciondl. Uvedeme t¥i typy
funkcionalt. Integrdlni funkciondly maji tvar

t1

jl(l',u,to,tl) = fo(t,x(t),u(t))dt, (4.2.7)

to
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kde fop: R xR™ x R™ — R je spojita a spojité diferencovatelna v proménnych t a z. Funk-
cionaly tohoto typu vyjadiuji cenu, ktera je zavisla na vybéru fizeni u(-) a na trajektorii
Funkcionaly, jejichz hodnota je zévisla na pocateénim, resp. koncovém stavu fazové pro-
ménné, se nazyvaji termindlni funkciondly. Maji tvar

Jo(z,to, t1) = g(to, z(to), t1, 2(t1)), (4.2.8)
kde g : RxR™" xR xR"™ — R je spojité diferencovatelné. Funkcionaly tohoto typu vyjadiuji
cenu, ktera je zavisla na hodnoté pocatecniho a koncového stavu v cilové mnoziné.

Obecné pak lze uvazovat o funkcionalech smiSeného typu ve tvaru
j($, u, to, tl) = jl(:E, u, to, tl) + jg(l‘, to, tl). (429)

Bude-li v tloze pouzit pouze integralni funkcional 71, bude se tloha nazyvat Lagrangeova
uloha. V pripadé, Ze bude pouZit pouze terminalni funkcional 75, ptijde o Mayerovu tlohu
a bude-li pouzit smiSeny funkcional 7, ptjde o Bolzovu ilohu.

4.2.6 Priipustna Fizeni a optimalni rizeni

Abychom mohli dokonéit popis problému optimalniho fizeni, je tfeba specifikovat t¥idy
pripustnych prvk, tj. pfipustné fizeni a piipustné stavové vektory.

Jak jiz bylo feeno, je v mnoha aplikacich tieba uvazovat, Ze fizeni neni spojita funkce.> V
naSem popisu se omezime na funkce po ¢astech spojité, tedy u € PC([to, t1],R™). Tento
vybér v8ak vyzaduje upfesnit pojem feSeni rovnice (4.2.4) : Spojitou funkei = : [to, t1] —
R™, ktera pro kazdé t € [to, t1] s vyjimkou bodii nespojitosti fizeni u spliiuje rovnici (4.2.4),
budeme nazyvat odezva na ¥izeni u. Je tedy x € PC([to, t1],R™). Srv. téZ definici 2.1.4
na strané 38.4

Rizeni u, které splituje (4.2.1) a jehoZ odezva x splituje (4.2.5) a (4.2.6), se nazyvéa pripustné
Tizeni. Jestlize u je pripustné Fizeni,  jeho odezva a t; > ty, budeme Ctverici

(.Z', u,to,tl) (4.2.10)
nazyvat pripustny Tizeny proces ilohy optimalniho Fizeni,
Podle [37] se pFipustny Fizeny proces (Z,T, to, t1) nazyva optimdlni, jestlize lze nalézt e > 0
takové, ze pro kazdy piipustny Fizeny proces (x(t), u(t), to,t1), pro ktery
lto — to| < &, |t1 —t1] < € a |z(t) — Z(t)| < € pro vechna t € [to, t1] N [to, 1],

je splnéna nerovnost

j(f,ﬁ,to,tl) < j(l‘,u,to,tl). (4.2.11)
V popsané situaci se také fika, ze J nabyva v (Z,, to, t1) silného minima.® Ulohou opti-
mélniho Tizeni se pak rozumi nalézt optimalni fizeny proces.

3P¥i Fizeni miZeme napiiklad vyuzit pouze stavu zapnuto — vypnuto.

vy [37] se predpoklada, Ze z je funkce absolutné spojita, coZ je v nasem piipadé splnéno.

5Jiz jsme v tomto textu zavedli optimalni proces ve slabém smyslu, srv. str. 109. Pokud jako diive do
okoli bodu Z € PC*([to, t1]) zahrneme takové prvky , pro které jsou rozdily z(t) — Z(t) i rozdily i(t) — z(t)
malé, pak prvky x z tohoto okoli mohou byt vzajemné dosti vzdalené. Opravdu, jestlize derivace Z ma
skok o velikosti § v n&jakém bodg, pak zadna z funkci @ € C*([to,1]) nemtze pro viechna ¢, pro ktera
Z(t) existuje, splitovat nerovnost |i(t) — Z(t)| < 6/2. To je pro ucely definice optimalnho procesu obecné
nevhodné. Proto se pozaduje pouze porovnani samotnych funkci a nikoliv jejich derivaci a dochézi k
nahrazeni pojmu slabého minima pojmem silného minima a ke zméné definice optimélniho procesu.
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Chceme tedy nalézt takovy Tizeny proces, pii kterém tucelovy funkcional [J nabyva své
minimalni hodnoty vzhledem k (4.2.1), (4.2.4), (4.2.5) a (4.2.6). Stru¢né budeme psat

min(j(:z;,u,tg,tl)\ x € My, ue My, t; > to), (4.2.12)

kde

M, = {JZ S PCl([to,tl],Rn)| T = f(t,x,u),
go(to, x(to)) =0, g1t z(t1)) =0, u € My}, (4.2.13)

My = {u S PC([tQ,tl],Rm)| u(t) S U} (4.2.14)

Poznamka 4.2.1. V ekonomickych aplikacich je ¢asto tfeba hledat maximum tcelového
funkcionalu misto jeho minima. V tomto ptipadé lze v8ak postupovat stejné jako pii hledani
minima, plati totiz

max J(x,u,tg,t1) = —min (—J (x,u, tg,t1)).

4.3 Uloha s volnym koncem — zakladni tloha optimalniho
rizeni

P1i hledani nutné podminky pro minimum v Lagrangeové tloze byla pouZita véta o mul-
tiplikdtorech na Banachovych prostorech. Budeme-li vSak pracovat s fizenim, které je po
¢astech spojitou funkci, neni takovy piistup bezprostifedné mozny, protoze prostor po ¢as-
tech spojitych funkci netvori Banachuv prostor. V tomto oddilu proto vyuZijeme jiny po-
stup.

Zménime-li v néjakém case optiméalni fizeni, dojde ke zvétSeni hodnoty tcéelového funk-
cionélu. Protoze pripoustime, Ze fizeni neni spojita funkce a nabyva napf. pouze hodnot
u(t) € {0,1}, muze dojit k vyznamné zméné trajektorie soustavy, kterda muze vést k velké
zméné hodnoty ucelového funkcionalu. Abychom i za této situace mohli pracovat s malymi
zménami hodnoty tc¢elového funkcionalu, budeme predpokladat, ze zména fizeni bude pro-
vedena na kratkém casovém intervalu. Lze ocekévat, ze vliv takové zmény na trajektorii
soustavy bude maly. V nasledujicim odstavci bude tato myslenka specifikovana. Budeme
pritom vychézet z [37], [1] a [52].

4.3.1 Uloha s terminalnim funkcionalem

Uvazujme tulohu, ve které je ucelovy funkcional tvofen pouze terminalnim funkcionalem.
Necht ty je pevné dany pocate¢ni okamzik a x(g) pevné dany pocatecni stav. Dale oznacme
t1 pevné dany koncovy ¢as a x(t1) koncovy stav, pro ktery neni predepséna zadna pod-
minka. Ptjde tedy o tlohu s pevnym ¢asovym horizontem, volnym koncem a terminalnim
funkcionalem. Podrobnéji, budeme se zabyvat tilohou:

min(J (z,u)| x € Mi,u € M), (4.3.1)

kde
J (@, u) = g(z(t1)), (4.3.2)
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My = {x € PC'([to,t1],R™)| &(t) = f(t, z(t),u(t)), z(tg) = xo, u € Mo} (4.3.3)

My = {u € PC([to, t1]), R™| u(t) € UY. (4.3.4)

Budeme predpokladat, ze g : R™ — R je spojité diferencovatelnd funkce a f : R x R™ x
R™ — R™ je spojité zobrazeni, které je na svém definiénim oboru spojité diferencovatelné
vzhledem k proménnym ¢ a x.

Pfipomenime, Ze odezvou Z(-) k danému pfipustnému fizeni 4(-) bylo nazvano jednoznaéné
uréené feSeni pocateéniho problému:

(t) = f(t,z(t),u(t)),t € [to, 1] (4.3.5)
x(tg) = xo.

Poznamka 4.3.1. ReSenim (4.3.5) rozumime spojitou funkci, pro kterou v bodech spoji-
tosti Fizeni @ plati vztah (4.3.5). Podrobnéji viz definice 2.1.2.

Aby bylo mozné posoudit, zda je néjaky proces optimalni, je tfeba zjistit, jak se zméni
odezva, jestlize se na kratkém intervalu zméni fizeni. Zaved me nejdiive nové pojmy.

Definice 4.3.1. Necht 7 € (¢o, 1) je libovolny pevné zvoleny bod, ve kterém je piipustné
Fizeni u(-) spojité. Necht v € U je pevné zvolena hodnota fizeni. Vyberme £ > 0 takové,
ze tg < T — e < 7. Rizeni

ult,e) = { Z( ), ;Eag —&7), (4.3.7)

nazveme elementdrni jehlovitou variaci Tizend (-). Necht x(t, ) je feSeni poc¢ate¢niho pro-
blému

i(t) = f(ta(t),ult ), ¢ > to (4.3.8)
x(ty) = xo.
Toto FeSeni nazveme elementdrni jehlovitou variaci odezvy Z(-).

Je-li proces (Z(-), u(+)) optimélni, pak pro libovolnou jehlovitou variaci z(-, e) plati
J(x(-€),ul+€)) = T (@(-), ul-)),

neboli
g(z(t1,¢)) — g(x(t1)) > 0. (4.3.10)

P1i zméné optimalniho fizeni dojde ke zméné odezvy a plijde nam o to, abychom porozu-
méli, jak vybér 7 € (to,t1) a v € U pro dostatetné mala € > 0 zméni z(-, &) v porovnani s
Z(+). Tuto informaci pak vyuZijeme k tomu, abychom podrobné&ji zapsali podminku (4.3.10).
Uvahu rozdélime do nékolika ¢asti.

Lemma 4.3.1. Necht u(t), t € [to, t1] je libovolné zvolené pripustné Fizeni, T € (to,t1) je
libovolny bod, ve kterém je U spojité a T(t) je Tesenim rovnice

B(t) = f(t,a(t),alt), t > 7 (4.3.11)
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s pocdtecni podminkou
(1) =z,

Necht e > 0 a z(t,e) je FeSeni stejné rovnice (4.3.11) s pocatecni podminkou
z(1,€) = T+ + ey, + o(e) proe — 0T,

kde y € R". Pak
x(t,e) = Z(t) +ey(t) + o(e) proe — 0T, (4.3.12)

na libovolném kompaktnim podintervalu intervalu [r,t1], kde

g(t) = Dgf(t,a?(t)_,ﬂ(t)) y@t), t=7 (4.3.13)
y(T) =Yr-

Vztah (4.3.12) znamen4, Ze feSeni z(t,¢) je diferencovatelné podle € a plati

Ox(t,e)
Oe

= y(t),
e=0t

kde y(t) je feSeni rovnice (4.3.13) pro libovolné y, € R™. Pfistupme nyni k diikazu lemmatu.

Diikaz. Necht o(t,7,() je feSeni (4.3.11) s pocatecni podminkou z(7) = {. Podle véty o
diferencovatelné zavislosti feSeni na pocatec¢nich podminkach je FeSeni (-, 7, () diferen-
covatelné podle proménné (. Tato derivace, kterou ozna¢ime z(t) = Dsp(t, 7, (), spliuje
line4rni rovnici

2(t) = Daf (t,o(t,7,C),u(t)) - 2(t), t € [, 1] (4.3.14)
z(1) =E, (4.3.15)

kde E je jednotkova matice fadu n. Polozme ( = z(7,¢), takze z(t,e) = o(t, 7, 2(7,¢€)).
Podle véty o derivaci sloZzené funkce muzeme psat

_ 0x(t,e) Op(t, T, z(T,¢€) 0x(t,€)

= =D t = z(t)y-,
e Oe 3@( ,T,.T(T, 5)) De z( )y

e=0"t e=0t e=0"1

y(t)

kde z(t) = Dsp(t, 7,%(7)) je FeSeni rovnice (4.3.14). Nyni je zfejmé, Ze plati

O

Lemma 4.3.2. Necht z(t) je TesSeni pocdtecniho problému (4.5.5), (4.3.6) a x(t,€) je FeSent
pocdtecniho problému (4.3.8), (4.3.9). Pak

x(t,e) = Z(t) +ey(t) + o(e), ¢ — 0T (4.3.16)

na kompaktnich podintervalech intervalu [tg, 00). V (4.53.16) je y je spojitd funkce, pro kterou

plati
y(t) =0, t € [to, 7] (4.3.17)
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a v bodech spojitosti Tizent u pro y plati

y(t) = Daof(t,2(t),u(t))y(t), t > 1 (4.3.18)
y(1) = yr, (4.3.19)

kde
yr = f(1,2(7),v) — f(1,Z(1),a(r)). (4.3.20)

Diikaz. Uvahu rozdélime do nékolika krokti. Postupné budeme zjistovat vztah z(t,€) a Z(t)
na intervalech [to, T — €|, [T — e, 7] a [, t1].

e Oba pocate¢ni problémy (4.3.5), (4.3.6) a (4.3.8), (4.3.9) maji na intervalu [tg, T — €] stej-
nou pravou stranu i stejnou pocatecni podminku. Podle véty o existenci a jednoznacnosti
feSeni obyc¢ejné diferencidlni rovnice tedy

z(t,e) = z(t), t € [to, T — €]

a plati (4.3.16), (4.3.17).
e Uvazujme pocatecni problém

a jeho feSeni oznacme ®(t,s,&). Podle véty o lokalni existenci a jednoznacnosti existuje
d > 0 tak, ze feSeni ®(t, s, &) existuje na [s, s + d]. Zvolme £ < § a polozme s =7 —¢, £ =
Z(T —¢e). Nyni pro t € [T — ¢, 7] plati z(t,e) = ®(t, 7 — &, Z(T — €)).

e Protoze Fizeni 4(t) je spojité v bodé t = 7 a je to po ¢astech spojita funkce, je spojité
také na n&jakém okoli bodu 7. Zvolme € > 0 tak malé, Zze u(t) je spojité na [T — e, 7], pak

[f(t,2(t€),0) = f(E,2(8),u(t)| < K

na [7 — e, 7] pro néjaké K > 0. Pro t € [T — &, 7| lze nyni psat

lx(t,e) — Z(t)| = /_ f(s,z(s,e),v) — f(s,Z(s),u(s))ds| < Ke.

To znamena, Ze pro t € [T — ¢, 7] plati (4.3.16), (4.3.17).
e Na intervalu [T — €, 7] je spojita také Z(t) a lze psat
(1) =2(1 —e) +ex(r —e) +o(e) = F(1 — &) +ef(T — &,8(1 — &), (T — €)) + o(e).
Podobné také
x(r,e) =2(r —¢e) +ef(r—e,2(r —¢e),v) + o(e).

To znamené, Ze limita
x(t,e) — &(7)

r= lim ———— 4.3.21
Y si%l‘*‘ € ( )
existuje a plati

yr = f(,2(7),v) — f(1,2(7), 4(T)). (4.3.22)

Ziskali jsme tak (4.3.20). Vsimnéme si, ze (4.3.21) lze psat ve tvaru

z(1,e) = (1) + ey, +0(€), e = 0T, (4.3.23)
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ktery nam umozni dalsi Gvahy.
e Prot > 7 fedi () a z(-,€) stejnou diferencialni rovnici. Oba problémy se vsak lisi v
pocate¢nich podminkach, pro které plati (4.3.23). Podle lemmatu 4.3.1 plati

x(t,e) = z(t) +ey(t) + o(e), t > T,
kde y(-) je dana (4.3.13), coz je (4.3.18). O

Lemma 4.3.3. Necht 1) € PC([to, 1], R") je Feseni adjungované rovnice (AR):

$(t) = —[Daf(t, (1), a(t)] (1), ¢ € [to, 1] (4.3.24)

s podminkou transverzality (PT):

(1) = —[Dg(E(t1))] ", (4.3.25)
pak
d T
d*j(flf(ﬁ),U(',E)) = —(7) y(7),
5

e=0+
kde y(T) je uréeno (4.3.20).

Diikaz. Pouzijeme-li lemma 4.3.2 a Taylortv rozvoj funkce se stfedem v € = 0, je

JI(@(-e),ul-se)) = g(a(tr,€)) = g(Z(tr) +ey(tr)+o(e)) = g(Z(t1)) +eDg(Z(t1))y(t1)+o(e),

kde y(-) spliuje (4.3.17) a (4.3.18), (4.3.19). Pouzijeme-li uvedeny vztah a predpoklad
(4.3.25), miizeme postupné psat

S| = Do) ui) = v Tu(n)
e=0+

Chceme ukazat, 7e tato rovnost plati s hodnotou 7. K tomu staci ukézat, ze funkee 1 (t) Ty(t)
je konstantni na [7,t1]. Pouzijeme-li (4.3.18) a (4.3.24), lze psat

i[@b(t)Ty(t)] = () Ty(t) + (1) "(t)

dt
= —(t)  Daf (t,2(t), a(t))y(t) + ¥ (t) " Daf(t, &(t),a(t))y(t) = 0.

Funkce v(t) Ty(t) je tedy na (7,t;) konstantni. ProtoZe je tato funkce na [r,t1] spojit4,
plati
—(t1) Ty(tr) = = (7) Ty(7).
0

Nyni pristoupime k zavéreénym pozndmkam. Abychom mohli snadné&ji formulovat nutnou
podminku pro tlohu (4.3.1)—(4.3.4), zavedeme pro tuto tlohu Hamiltonovu funkci

H(t,z,u, ) = ()" f(t,2(t),u(t)). (4.3.26)
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Véta 4.3.4. Necht (z(-),u(-)) je optimdlni proces ulohy (4.3.1)-(4.3.4) a H je Hamiltonova
funkee (4.5.26), pak pro Feseni 1 € PC([to, 1], R™) adjungované rovnice (AR)

T/J(t) = _[DQH(t7 a:\(t)v a(t)v w)]T7 le [t()a tl]
s podminkou transverzality (PT)

b(tr) = —[Dg((t1)],
plati v bodech spojitosti Fizeni u(-) princip mazima (PM)
H(t,z(t),u(t),¥(t)) = max(H(t,Z(t), u(t), ¥ (t)))| u € M) (4.3.27)
Diikaz. Nejdiive si uvédomme, %e uvedeny tvar adjungované rovnice je (4.3.24) zapsany
pomoci Hamiltonovy funkce pro optimalni fizeni u a jeho odezvu Z.

Ukazme, Ze plati princip maxima. Uvazujme libovolné a pro tucely této tivahy pevné 7 €
(to,t1), ve kterém je optimalni Fizeni u(t) spojité. Mé&me dale libovolny prvek v € U.
Protoze predpokladame, ze (Z(-),u(-)) je optimalni proces dané tlohy a plati (4.3.16),
nabyvé funkcionél

£ j(:c(~,€),U(',5))

svého minima na [0, 7 — tg] pro € = 0. To znamena, Ze

d
7j(£('a5)7a('35)) > 0.
de

e=0+

Vyjadiime-li levou stranu v pfedchozim vztahu podle lemmatu 4.3.3, plati

—(r) " (f(r,2(r),0) = f(7,%(7),u(r)) 2 0.

Tento vztah lze pomoci (4.3.26) psat jako

H(t,Z(t),0,9(t) = (1) f(7,%(7),v)
< ¢(T)Tf(77 '%\(7—)7a(7_)) = H(t,f(t),a(t),’lﬂ(t)),

ktery plati pro libovolné 7, ve kterém je ¥izeni u(-) spojité a pro libovolné v € U. Tedy
plati (4.3.27). O

4.3.2 Uloha s integralnim funkcionalem

Ucelovy funkcionél v pfedchozim oddilu obsahoval pouze terminalni ¢len. Aby bylo mozné
fesit i dlohy s integralnim funcionédlem, rozsifime zékladni ulohu (4.3.1)—(4.3.4) a misto
funkcionalu (4.3.2) budeme uvazovat smiSeny funkcional
t1
J(z,u) = fo(t,x(t),u(t))dt + g(x(t1)). (4.3.28)
to

To znamené, Ze se budeme zabyvat tlohou

min(J (z,u)|x € My,u € Ma), (4.3.29)
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kde

My = {z € PC[to, t1], R™)| (1) = f(t,2(t), u(t)), z(to) = wo,u € Ma}  (4.3.30)

My = {u € PC([to, t1]), R™| u(t) € U}. (4.3.31)

Zobrazeni f a funkce g maji stejné vlastnosti, jako v predchozi tloze a funkce fy : R x
R™ x R™ — R je spojitd a na svém definiénim oboru spojité diferencovatelnd vzhledem k
proménnym ¢ a x.

Nahradime-li Hamiltonovu funkei (4.3.26) pro tlohu (4.3.1)—(4.3.4) funkci

H(t, 2(8), u(t), (1)) = — folt, (1), u(t)) +6(6) £t 2(2), u(t)), (43.32)
1ze nutnou podminku pro tulohu (4.3.28)—(4.3.31) formulovat stejné jako ve vété 4.3.4.

Véta 4.3.5. Necht (Z(-),u(-)) je optimdlni proces ilohy (4.3.28)-(4.3.31) a H je Hamil-
tonova funkce (4.3.32), pak pro veseni 1 € PC([ty,t1],R™) adjungované rovnice (AR)

d(t) = =[D2H(t,2(t),a(t), )] ", t € [to, 1]
s podminkou transverzality (PT)
b(t1) = —[Dg(@(t:))],
plati v bodech spojitosti ¥izent G(-) princip mazima (PM)
Ht, 3(8), @(t), (1)) = max(H(t, 5(2), u(t), ()] u € My) (4.3.33)

P1i dikazu véty pouzijeme trik, ktery danou tlohu pfevede na tlohu s terminélnim funk-
cionédlem, pro kterou plati véta 4.3.4.

Diikaz. Pro téely tohoto dikazu uvazujme feseni 2 : [tg, t1] — R pocatecniho problému

#0(t) = folt, a(t), u(t)), t € [to, ]
xo(to) = 0.

Zavedme néasledujici znaceni

fezw.n = (BT )
g(@(1)) = g(x(t)) +2°(t)
Nyni lze tlohu (4.3.29)(4.3.31) psat ve tvaru
min(J (Z,u)| T € M1,u € My), (4.3.34)
kde
J(T,u) =g(x(t1)), (4.3.35)
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My = {z € PC'([to, ], R"™)| Z(t) = f(t,T(t), u(t), T(to) = To,u € Ma}  (4.3.36)
My = {u € PC([to, t1]), R™| u(t) € U}, (4.3.37)

coz je tloha (4.3.1)—(4.3.4), pro kterou plati véta 4.3.4. Pro takto upravenou tlohu napisme
Hamiltonovu funkci. Je

H(t,2(t), ult), () = $(6) " F(&,2(1), u(t) = Y s(t)fi(t, 2 (1), u(t)),
=0

kde 1 : [to, t1] — R™*! je funkce, pro kterou plati adjungovana rovnice

_ A~

B(t) = —[DH (1, 3(t),a(t), (1))
s podminkou transverzality B R
P(t1) = —[Dg(E(t1))] "

Protoze v definici zobrazeni f se x°(-) explicitné nevyskytuje, lze psat

Tolt) = LT (1,3 (1), u(t). B(1)) = 0.

920
To znamend, Ze 1,(t) je na [to, t1] konstantni. Dale

Yo(t1) = (F(t1)) = —1.

" 9207

Odtud je zfejmé, ze

Yo(t) = —1 na [to, t1]

a Hamiltonova funkce mé tvar

H(t,z(t), u(t), (1) = — folt, z(t), u(t)) + (1) " f(t,2(t), u(?)),

coz je (4.3.32). Nyni lze nahlédnout, Ze () spliuje adjungovanou rovnici i podminku
transverzality. Podle véty 4.3.4 spliiuje (4.3.32) princip maxima. O

Poznamka 4.3.2. Uvazujme ulohu (4.3.29)-(4.3.31), ve které je g(x(t1)) = 0. Pomoci
znaceni zavedeného v predchozim dikazu lze tuto tlohu interpretovat geometricky. Je

T@u)= [ folt,x(t), u())dt = 2(t1).

to

Ulohu nalézt minimum téelového funkcionalu, lze nyni formulovat jako tlohu, pii které je
tfeba nalézt takové fizeni @(-), které pievede soustavu Z(t) = f(t,Z(t), u(t))

2 bodu ( ;?0 ) do bodu ( 3;0 ((;1)) )

s minimalni soufadnici 2%(¢1), srv. [60] a [11].
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4.4 Pontrjaginiv princip maxima

V predchozi Casti jsme se zabyvali tlohou teorie optiméalniho fizeni s pevnym Casem a
volnym koncem. Tuto ulohu nyni rozsifime a podle [37] formulujeme nutné podminky pro
minimum v uloze, kterd neobsahuje ohraniceni fazové proménné typu (4.2.3). Budeme se
tedy zabyvat nésledujici lohou: pro funkcional

t1
J(x,u,to, t1) = fo(t,z(t),u(t))dt (4.4.1)
to
hleddme
min(j(x,u,to,tl)] x € Myi,u € My, ty <t1), (4.4.2)
kde

My = {z € PC'([to,t1], R")| & = f(t,2(t), u(t)),
go(to,.%‘(to)) = O, gl(tl,x(tl)) = 0, u € MQ} (4.4.3)

My = {u € PC([to, t1], R™)| u(t) € U}. (4.4.4)

O funkcich f, fo, go a g1 budeme predpokladat, Ze spliiuji podminky uvedené v 4.2.3 az 4.2.5.
Abychom mohli napsat nutnou podminku pro feSeni této tlohy, zavedeme Hamiltonovu
funkci

H(t,x(t), u(t), Yo, (t)) = —ofolt, a(t), u(t)) + (1) " £(t, 2(t), u(t)), (4.4.5)
kde ¥ : R — R™ a 99 € R a hamiltonidn
H(t>$a¢07¢) = SlelgH(t,%uawoﬂ/))- (446)

Véta 4.4.1. Necht (Z,0) je optimdlni proces tlohy (4.4.1)-(4.4.4) definovany na [to, t1].
Pak existuje c¢islo 1y > 0, vektory xo € R0, x1 € R*' a funkce ¢ : R — R"™, které nejsou
soucasné nulové, takové, Ze plati

(i) adjungovand rovnice (AR)

Q;Z) = _[DQH(ta ‘//E\’ a: ¢o,¢)]T’ (447)

(i) podminky transverzality (PT)

(iii) princip mazima (PM)
H(t, 57\7 ﬁ, o, 77[}) = mea[}( H(ta ia u, o, ¢) = H(t’ /I‘\, o, %Z))» (4410)

pro vsechna t € [to, t1], ve kterjch je Fizeni T spojité,
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(i) hamiltonidn H(t, T, v, 1), je spojity na [fo,tAl] a v koncovyjch bodech tohoto intervalu

plati
H(t()? ZE(tO)v w()v w(t(])) - —/Q\S—Xo, (4411)
H(b, Z(0), 1,9 (0) = 31 X1, (4.4.12)
kde
N 0 N N 3} .
9o = ago(t,x(t)) e n= &gl(t,ﬂﬂ(t)) E
t=to t=t1
Diikaz. Lze nalézt v [37] na stranach 158 az 171. O

Poznamka 4.4.1. Adjungovanou rovnici lze podrobnéji psat ve tvaru
¢ = wO(D2f0(t7£a a))—r - (D2f(t7 /1'\, a))T¢ (4413)

Poznamka 4.4.2. Lze nahlédnout, ze (AR) i (PM) jsou linearni pro ¢y a . To znamena,
ze pokud (Z,u) je optimélni fizeny proces s n&jakymi ¢ a ¥(-), pak (Z,u) je optimalni
Fizeny proces také pro cig a ci)(-), kde ¢ > 0. Staci tedy uvazovat pouze dvé moznosti pro
volbu g : bud 1y = 0 nebo g = 1.

Poznamka 4.4.3. Jedna-li se o tlohu s pevnym pocatkem, polozime go(x) = x — xg, = €
R™. Pak Dgo(z(to)) = E, kde E je jednotkova matice fadu n. Odtud mame (PT) ve tvaru
Y(to) = xo € R™. Protoze vSak xo nezname, neziskame takto zadnou informaci pro (o).

Poznamka 4.4.4. Jedné-li se o ilohu s volnym koncem, polozime g1 (z) = 0, = € R™. Pak
Dgi(z(t1)) =0 a (PT) ma tvar
b(t) = 0. (4.4.14)

Jedné-li se o tlohu s pevnym koncem, plati podobné tvrzeni jako v poznamce 4.4.3.

Poznamka 4.4.5. Uvazujme, Ze se jedna o dlohu s pevnym pocateénim ¢asem, pak polo-
zime go(t) =t — to. Z podminky (4.4.11) ziskdme

H(to,/f(to), %ﬂﬁ(to)) = xo0 € R.

To je v8ak nezndma konstanta.

Poznamka 4.4.6. Jde-li o ulohu s volnym koncovym c¢asem, polozime g;(¢t) = 0. Z pod-
minky (4.4.12) ziskame

H (b, Z(t), o, ¥(f1)) = 0.

Pomoci tohoto vztahu lze nalézt optimalni hodnotu koncového ¢asu t1. Jedna-li se o lohu
s pevnym koncovym Casem, plati podobné tvrzeni jako v poznédmce 4.4.5.

4.5 Pouziti Pontrjaginova principu maxima

Existuje cela fada ekonomickych nebo manazerskych tloh, ve kterych je vhodné Pontrja-
giniv princip maxima pouzit. Nékteré z nich lze nalézt v knihach [75], [15], [74], [12], [41]
nebo [29] . V této sekci se soustfedime na dvé elementarni aplikace, na kterych pouziti
principu maxima ilustrujeme.
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4.5.1 Nepoctivy zivnostnik

Tato tloha vychazi z cvi¢eni 7.8 uvedeném v [33]. UvazZujme Zivnostnika, ktery v ¢ase t = 0
vlastni majetek ve vysi g Ké. Jeho majetek vyjadieny v K¢ v ¢ase ¢t > 0 oznacme x(t).
Zivnostnik predpokladé, ze majetek, ktery investuje, prindsi zisk s dlouhodobou mirou
zisku k € (0,1). Protoze Zivnostnik neni poctivy, pfiznava na finanénim tafadé pouze rela-
tivn{ ¢ast u(t) € [0, 1] ze svého zisku. To znamena, Ze relativni ¢ast 1 — u(t) € [0, 1] svého
zisku si schovava. Znovu investuje pouze tu ¢ast, kterou si neschoval a kterad mu ztistane po
zaplaceni dané. Ozna¢me miru zdanéni pfijmu A € (0,1). Pro okamzity pfiristek investic
v Case t lze psat

z(t) = k(1 — Nu(t)z(t), (0) = xg. (4.5.1)

Oznacime-li e(t) hodnotu jeho schovaného majetku v ¢ase ¢ vyjadienou v K&, lze pro
okamzity priristek majetku tohoto typu psét

é(t) = k[1 — u(t)]z(t), e(0) = 0. (4.5.2)
Podobné, ozna¢ime-li f(t) hodnotu zaplacenych dani v ¢ase ¢ vyjadienou v K&, lze pro

okamzity pfirtistek zaplacenych danich psat

f(t) =k u(t)z(t), f(0)=0. (4.5.3)
Vsimnéme si, Ze pro okamzité tempo hrubého pfirastku majetku zivnostnika plati
((t) +e(t) + (1) = @(t) + &(t) + f(t) = ka(t),t 2 0.

Situaci znézorfiuje obr. 4.1. Zivnostnik odhaduje, Ze za t1 > 0 let zdédi jeho majetek

kil— Auex
zizlt =

investic
El-u)x

nepfiznany
majetels

Obréazek 4.1: Ilustrace finan¢nich toki nepoctivého Zivnostnika.

potomci. Casovy horizont ¢; povazuje za znamy.

Formulujme prvni tlohu. Uhrnny majetek Zivnostnika v ¢ase t1, ktery oznacime &(x,u), je
celkova velikost nepfiznané ¢asti zisku e(t) a jeho majetku x(¢), ktery pouziva pro investice,
v ¢ase t1. Pomoci (4.5.2) miZzeme psat

E(z,u) = /0 R — u()]z(®)dt + 2(t). (4.5.4)
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Jak by mél zivnostnik postupovat, aby byl jeho majetek v ¢ase t1 co nejvétsi?

Uvazujme druhou tlohu. Predpoklddejme, Ze jeho veskery majetek je v Case t; zatizen
dédickou dani, jejiz hodnotu ozna¢me p € (0,1). Vezmeme-li v avahu tento predpoklad,
lze pomoci (4.5.3) vyjadiit celkovou dan ve tvaru

F(z,u) = /0 1 kAu(t)x(t)dt + pE(x,u). (4.5.5)

tvv e

Maximalizace majetku

Prvni dlohu lze formulovat jako tlohu optimélniho fizeni s pevnym ¢asovym horizontem a
volnym koncem. ProtoZe jde o tlohu, ve které je tfeba nalézt maximéalni hodnotu funkcio-
nalu (4.5.4), lze ji kratce vyjadrit ve tvaru

min(—&(x,u)|x € My, u € My),
kde

M, = {z € PCY[0,t1])| & = k(1 — Nuz, 2(0) = zo, u € My} (4.5.6)
My = {u € PC([0,t1])| u(t) € [0,1]} (4.5.7)

a pii hledani optimalniho procesu pouzit vétu 4.3.5. Sestavme nejdiive Hamiltonovu funkci.
Je
H(z,u,v) =k(1 —u)z + k(1 — Nuz,

kde ¢ : [0,¢1] — R je adjungovana funkce. Protoze Hamiltonova funkee je lineédrni vzhledem
k proménné u, lze psat princip maxima ve tvaru

k(1 —uw)Z 4+ Yu(l — Nkz < k(1 —u)Z + Yu(l — \)kZ, u € [0, 1].
Po upravé a s prihlédnutim k podminkam tlohy ziskame
(@) —u(@)[1 =)A= N)] <0.

Nyni lze uvazovat nasledujici moznosti:

3, na I} € [0,t1], je @(t) = 0 v kazdém bod& t € I;. ReSeni (4.5.1)

na intervalu I; mé tvar

o Je-li (1) < - i

/.’Ii\(t) - Av t e, (458)
kde A € R je vhodna konstanta.

1 .
o Je-li ¢(t) > T e I, C [0,t1], je u(t) = 1 v kazdém bodé t € I5. ReSeni (4.5.1)

na intervalu I je
Z(t) = BePN t e (4.5.9)

kde B € R je vhodné konstanta.
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Optimalni fizeni u(-) méa konecny pocet bodi nespojitosti a vzhledem k uvedenym moz-
nostem se jedné o po ¢astech konstantni funkci, kterd mtze nabyvat pouze hodnot 0 nebo
1. Adjungovan4 rovnice tlohy ma tvar

b(t) = —‘W — k(1 — ) — k(1 = Nugb.

Abychom mohli napsat podminku transverzality, je tfeba uvaZovat terminalni ¢ast ceno-
vého funkciondlu —&(z,u), kterd mé tvar g(x) = —z. Podle véty 4.3.5 je pak podminka

transverzality
P(ty) = 1. (4.5.10)

Vsimnéme si, ze

Tato podminka a podminka transverality (4.5.10) znamena, Ze u(t;) = 0. Jak jsme uvedli
diive, je optimalni fizeni po Castech konstantni funkce a adjungovana rovnice méa pro
t € [tp,t1], kde t,, € [0,t1) je posledni bod nespojitosti optimalniho fizeni, feSeni

Y(t) = —kt+ kt1 + 1. (4.5.11)

V zéavislosti na hodnotach parametri k a A lze nyni uvazovat nasledujici dvé moznosti.

1
Kratky casovy horizont. Je-li t, = 0, plati ¢(t) < % t € [0,t1]. To znamena, Ze

pro v8echna t € [0, t1] plati

1
Rtk bl< ——
! 1— X\

Odtud ziskdme podminku

t ! 7)\ (4.5.12)
< — - . 0.

P 1o

Tuto podminku lze interpretovat tak, Ze iloha je formulovana pro kratky ¢asovy horizont.
Pokud optimalni proces tlohy existuje, ma tvar u(t) = 0, T(t) = xg, t € [0,¢1]. Zivnostnik
tedy veskery zisk ze svych investic schovava, na finan¢éni urfad nechodi a investuje stale
stejné mnozstvi penéz. Celkova hodnota jeho majetku v ¢ase t; je

£@,0) = (1+ kt1)zo.

Dlouhy ¢asovy horizont. Neni-li podminka (4.5.12) splnéna, tj. uloha je formulovana
pro dlouhy ¢asovy horizont, pak v case t, € (0,t1), pro ktery podle feseni adjungované
rovnice plati

1
Ckty bkt 1= ——
pT A 11—\

tj. v case

ty=t — — —— (4.5.13)



dojde ke zméné hodnoty fizeni u. Pro t < t,,, je u(t) = 1. Adjungovana funkce je spojita,
takze

1
tp) = ——.
Ulty) = —
Pro t <t, ma adjungované rovnice reSeni
L =N -1)
@/J(t)zl 3 Pt <t

To, co bylo uvedeno, znamena, ze pokud existuje optimélni fizeni, mé tvar

o[ 1, te]0,ty)],
u(t) _{ 0, t€(tyt1],

a tomuto Fizen{ odpovida odezva

(1=t

~ o€ . te0,tp],
t) =

2(t) { zoeP=Nte e (t,, ]

Tyto vysledkky lze interpretovat tak, Ze zivnostnik nejdiive neschovava zadnou ¢ast ze zisku
svych investic, tj. chovi se poctivé. Pozdé&ji vSak naopak schovava v8e. Celkova hodnota
jeho majetku v Case t; je

t1
g(fu a) = / kxoek(lf/\)tpdt + xoek(lf)\)tp'
t

P
Po upravé ziskime

£(7,0) = 0 k=Nt
1—A
Uvedeny rozbor mizeme uzaviit konstatovanim, Ze strategie chovani Zivnostnika je zavisla
na délce ¢asového horizontu tlohy, ktera je uréena hodnotou t; > 0. Podminka, ktera urcuje
jeho optimalni chovani je dana vztahem (4.5.12). Pokud (4.5.12) plati, pak Zivnostnik své
veskeré zisky nepfiznava a schovava si je. Pokud podminka (4.5.12) neplati, Zivnostnik
nejdiive v8echny své zisky priznava, ale v urcitém case, ktery je dan vztahem (4.5.13),
zméni své chovani a veskeré své zisky zacne schovavat.

Minimalizace dani

Také tlohu minimalizace dani s u¢elovym funkcionalem (4.5.5) lze formulovat jako tlohu
optimalniho fizeni s pevnym ¢asovym horizontem a volnym koncem. Mtzeme ji zapsat ve
tvaru

min(F(x,u)|x € My, u € M),
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kde M a My jsou stejné jako v (4.5.6) a (4.5.7). Pro jeji feSeni pouZzijeme opét vétu 4.3.5.
Hamiltonova funkce této tlohy ma tvar

H(z,u,v) = —(A\ukz + p(l — u)kz) + (1 — Nukzx.

To je linearni funkce proménné u, takze podle principu maxima miiZzeme psat

— ((ORE(L) + 1 — w(OIRE(D)) + ()1~ Nu()kE(t)
< —(NA(OKE() + plL — G(E)JKED) + (61 — NaA(OkE ().

Po upravach ziskdme pfehlednéjsi vztah

(u(t) = u(®))p = A +¥(E)(1 =N <0,

podle kterého 1ze uvazovat o nasledujicich moznostech.

A— Iy
o Je-li Y(t) < 1 'L)\L na Iy C [0,t1], pak pro t € I; plati u(t) = 0 a feSeni (4.5.1) je

53‘\(75) =Atel,

kde A € R je vhodna konstanta.

A— ~
o Je-li ¢(t) > 1 P ha I, C [0,t1], pak pro t € I5 plati u(t) = 1 a feSeni (4.5.1) je

-
Z(t) = BePM e I,
kde B € R je vhodné konstanta.

ProtoZze fizeni & méa koneény pocet bodil nespojitosti, je odtud ziejmé, Ze optimalni Fizeni
je po ¢astech konstantni funkce, ktera nabyva hodnot 0 nebo 1. Adjungované rovnice méa
podle véty 4.3.5 tvar

b= _E)H(g’“’w = Neu+ pk(1 — u) — ¥k(1 — Au. (4.5.14)
X

Chceme-li stanovit podminku transverzality, je tfeba uvazovat terminalni ¢ést ucelového
funkcionalu, ktery lze vyjadrit ve tvaru g(z) = x. Podle véty 4.3.5 1ze nyni napsat podminku
transverzality

P(ty) = —p. (4.5.15)
Vsimnéme si, ze plati
A—p  A=Apu+Apu—p 1—p
= =X — > —p.
1—A 1-X 1-A

Vzhledem k této podmince a podmince transverzality (4.5.15), je u(t1) = 0. ProtoZe opti-
malni fizeni je po ¢astech konstantni funkce, 1ze pro t € [t,, t1], kde ¢, € [0,%1) je posledni
bod nespojitosti optimalniho fizeni, lze adjungovanou rovnici (4.5.14) psat ve tvaru

U(t) = pk > 0.
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To znamena, ze ) (t) je na [t,, t1] rostouci funkce. Protoze ¥ (t,) < (A—p)/(1—X\), mizeme
odtud usoudit, Ze ¢, = 0 a pokud ma tloha optimalni fizeni feSeni, ma optimalni proces
tvar u(t) = 0, Z(t) = xo, t € [0, t1]. V tomto piipadé bude Zivnostnik vSechny troky ze
svych investic schovavat a platit dané na finanénim ufadé nebude. Celkova ¢astka v case
t1, ktera bude na danich odvedena, bude

t1
f(/.%'\, u) = / pkxodt + pxrg = ,u,.’B()(l + ktq).
0

4.5.2 Maly monopolista

Nasledujici uloha je modifikaci ulohy uvedené v [88|. Uvazujme, Ze obchodnik vlastni
v8echny zasoby vzécného znackového vina. Predpokladé, ze bude-li tyto zasoby uvoliho-
vat tempem u objemovych jednotek za ¢asovou jednotku, miize stanovit cenu p(u) Ké za
objemovou jednotku, kde

1- 2 wel0,2)

-5, U )

p(u) = 2 ’

0, u € [2,00).

V case t = 0 mé zésoby o velikosti zp > 0 objemovych jednotek a tyto zésoby si preje
vyprodat tak, aby maximalizoval sviij diskontovany piijem

Plu,tr) = /0 L emotu(t)p(u(t))dt,

kde a € (0,1) je diskontni mira a koncovy ¢as ¢; neni urcen.

Ulohu lze formulovat jako tlohu optimalniho Fizeni s pevnym koncem, tj. stav zésob na
konci je nulovy, a volnym ¢asovym horizontem. Okamzité tempo, jakym se snizuji zasoby,
je rovno tempu prodeje, tj. plati

x(t) = —u(t), (0) = xo, z(t1) = 0. (4.5.16)

Podle zadéni mize obchodnik zvySovat svij piijem, jestlize pro tempo prodeje plati u(t) €
[0, 2]. Protoze v uloze jde o hledani maxima t¢elového funkcionalu P(u,t;), miZeme psat

min(—P(u,t1)|x € Mi,u € M,0 < t),
kde

My = {z € PCY([0,t1])| & = —u, z(0) = 20, 2(t1) = 0, u € My}
My = {u € PC([O,t1])| u(t) S [0,2]}.

Pro feseni ulohy pouzijeme vétu 4.4.1. Hamiltonova funkce pro danou tlohu ma tvar

H(t’ €T, U, 1/}7 %) = 1/}067&1&“ (1 - Z) + 1/1(—“)7

kde ¢ : [0,t1] — R je adjungované funkce, pro kterou plati adjungovana rovnice
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Protoze v je spojita funkce na [O,a], kde 77 je optimalni koncovy ¢as, je P(t) = A, t €
[0,?1], kde A € R je vhodn4 konstanta. Pocatecni i koncovy stav jsou pevné, takze nelze
formulovat Zadnou podminku transverzality. Dalsi postup hledani optimélniho procesu
rozdélime pro 9 = 0 a g = 1.

o Jeli ¢y = 0, pak podle véty 4.4.1 ¥(t) = A # 0, t € [0,%;]. Hamiltonova funkce ma
tvar
H(t,z,u,v) = —pu = —Au.
To je linearni funkce proménné u a princip maxima z véty 4.4.1 lze pro u(t) € [0, 2] psat
jako
—Au(t) < —Au(t), t € [0,t1],
tj.
A(u(t) —u(t)) > 0.
Odtud méme
at) = 0, A>0,
12, A<o.
Protoze koncovy ¢as tlohy je volny, 1ze podle poznamky 4.4.6 psat
H(E, (), 2(0) = —AT(H) = 0.
Odtud mame a(t;) = 0, protoze A # 0. To znamené, Ze optimalni Fizeni ma tvar

u(t) = 0,t € [0,%1].

Odezva pro takové fizeni vyhovuje podle (4.5.16) rovnici #(t) = 0 s hrani¢nimi podminkami
xz(0) = o > 0,z(t1) = 0. Tento problém vsak nema FeSeni, takZe nalezené fizeni neni
pripustné. To vSak znamené, ze piipad ¥y = 0, miZeme vyloudit.

e Polozme vy = 1, pak ma Hamiltonova funkce pro ¢(t) = A, t € [O,fl] tvar

H(t,z,u,7) = e (1 — Z) — Au. (4.5.17)

Vzhledem k proménné u € [0, 2] se jedné o kvadratickou funkei se zapornym koeficientem u
kvadratického ¢lenu u?. Maximum Hamiltonovy funkce vzhledem k proménné u lze hledat
na mnoziné {0, us, 2}, kde u; je stacionarni bod Hamiltonovy funkce vzhledem k proménné
u. Je

OH (t,z,u,1))

5 =e (1 —-u)—A=0,

odkud méame
us(t) =1 — Ae™.

Pripad u = 0 lze ihned vyloucit, takze pro optimalni fizeni lze uvazovat tyto piipady:

(i) Jestlize pro vechna t € [0,%;] plati 0 < 1 — Ae™ < 2, je

a(t) =1— Ae®, t € [0,1,].
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(ii) Jestlize pro néjaké t, € (0, 1) plati 1 — Ae®» =2, je A < 0 a lze uvazovat

. 1— Ae*, tel0,ty),
att) = { ), te (), 1]

(iii) Jestlize pro vechna t € [0,7;] plati 1 — Ae® > 2, je A < 0 a lze uvazovat

a(t) = 2,t € [0, 1].

Pripady (ii) a (iii) vedou ke sporu s poznamkou 4.4.6 a moznosti volby konstanty A. Budeme
se tedy dale zabyvat pouze pripadem (i). Podle (4.5.17) lze podminku z poznamky 4.4.6
pro Fizeni uvedené v (i) psat ve tvaru

. 1 .
1 — Ae* =0 nebo e " (1 - 5(1 — Aeat1)> - A=

Odtud méame R
A=e o,

Optimalni fizeni uvedené v (i) lze nyni psat jako

a(t) =1—e =8t e0,1], (4.5.18)

kde #; uréime z (4.5.16) jako FeSeni rovnice

t 1 .
Ty = / u(t)dt =t; — —(1 — e ). (4.5.19)
0 «

Podle uvedenych vysledku lze formulovat toto doporuceni: Chce-li monopolista maxima-
lizovat sviij pfijem z prodeje zasob znackového vina, mél by po dobu uréenou vztahem
(4.5.19) exponencialné snizovat tempo uvoliovani svych zasob vina tak, aby platil vztah
(4.5.18). Miize pritom ofekavat, ze jeho pifjem dosédhne hodnoty

(1 _ eat1)2

P(a,h) = /0 (@) — T2(8) /2)etdt — o

4.6 Uloha optimalniho rizeni s nekone¢nym casovym hori-
zontem

Jedna z oblasti ekonomie, ve které jsou tlohy optimalniho fizeni vyuzivany, je teorie ristu.
P1i konstrukei optimalnich ristovych modelt v8ak nastdva problém s vybérem koncového
¢asu planovaného obdobi. Je-li vybran kone¢ny horizont, je t¥eba stanovit koncovou hod-
notu kapitalu. Tato hodnota je dilezita pro generace zZijici po uplynuti uvazovaného obdobi,
protoze bude pocate¢ni hodnotou pro dalsi planovaci obdobi. Vzhledem k tomu, Ze neexis-
tuje kritérium, jak tuto koncovou hodnotu kapitalu stanovit a protoze proces akumulace
kapitalu neméa zadny prirozeny koncovy okamzik, je bézné, Ze se v teorii ristu pouziva fik-
tivni idea nekone¢ného ¢asového horizontu. Vybér nekone¢ného ¢asového horizontu vede ke
zjednoduseni vztaht a zédvéra. Na druhé strané vSak prinasi nové matematické problémy,
které je t¥eba fesit. Tyto problémy lze podle |74] formulovat takto:
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(i) Nalézt rozumné kritérium optimality pro ucelovy funkcional, ktery v piipadé inte-
gralniho funkcionélu obsahuje nekoneénou horni mez.

(ii) Nalézt platné terminalni podminky.

Zakladni ulohu optimalniho Fizeni s nekoneénym casovym horizontem a volnym koncem
lze stru¢né charakterizovat takto: je tfeba nalézt

min(J (z,u)| x € Mi,u € M), (4.6.1)
kde -
J(x,u) = t fo(t,z(t),u(t))dt, (4.6.2)
My = {xz € PC'([tg,00),R™)| & = f(t,x(t),u(t)), z(0) = zg, u(t) € Mo}, (4.6.3)
My = {u € PC([ty,00),R™)| u(t) € U}. (4.6.4)

Pro funkce f, fo plati stejné predpoklady, které jsme uvedli v oddilech 4.2.3 az 4.2.5.

V oddilu 4.2.6 jsme uvedli definici optimalniho procesu pro koneény ¢asovy horizont. Pokud
vSak uvazujeme horizont nekonecny, nemusi byt pro vSechny piipustné procesy ucelovy
funkcionél kone¢ny. To nas nuti pfistoupit k modifikaci optimélniho procesu.

Definice 4.6.1. Necht J(z,u) je u¢elovy funkcionél s nekoneénym casovym horizontem.
Pripustny fizeny proces (7, u) se nazyva silné optimdlni, jestlize

(i) hodnota J(Z,u) je konecna,

(i) 1ze nalézt € > 0 takové, Ze pro kazdy pripustny Fizeny proces (z(t), u(t)), pro ktery
|z(t) — Z(t)] < e, t € [ty, 00) je splnéna nerovnost J(z,u) < J(x,u).

Poznamka 4.6.1. Podminku optimality 1ze formulovat i pro funkcionaly, které nejsou ko-
ne¢né. Pro takovou formulaci se nabizi vice zpisobii, podrobnéji viz [13] nebo [74]. Vzhle-
dem k tomu, Ze v tomto textu s jinym konceptem optimality pracovat nebudeme, budeme
misto dlouhé formulace silné optimdini proces psat kratce optimdlni proces.

V [13] je na str. 26 a dale uveden dikaz obdoby Pontrjaginova principu maxima pro tulohu
optimalniho fizeni s nekoneénym ¢asovym horizontem.

Véta 4.6.1. Necht (Z,u) je optimdlni proces tlohy (4.6.1)-(4.6.4) definovany na [to, o).
Pak existuje takové cislo vg > 0, a takovd funkce ¢ : R — R™ které nejsou soucasné
nulové, Ze plati

(i) adjungovand rovnice (AR):
"IIZ.) = _[DZH(ta E? av wOad))]T? (465)
pro t € [tg, 00), ve kterych je Tizeni u spojité a kde

H(t? .%'(t), u<t)7 ¢0, w(t)) - _¢0f0(t7 {L‘(t), ’U,(t)) + ¢(t)—rf(t7 .CL‘(t), ’U,(t)), (4'6'6)

je Hamiltonova funkce,
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(i) princip maxima (PM): pro viechna t € %,tAﬂ, ve kteryjch je Fizend u spojité, plati
H(tv /.f, ’/LL\, Yo, ¢) = maX(H(tv i'\v u, Yo, ¢)\ u € U) (467)

Poznamka 4.6.2. Véta 4.6.1 v obecnosti neposkytuje dostatek podminek pro urceni op-
timalniho feSeni, protoze neobsahuje podminky transverzality. V pfipadé, Zze jde o tlohu
optimalniho Fizeni s koneénym c¢asovym horizontem a volnym koncem, plati podminka
transverzality ve tvaru v (¢1) = 0, srv. poznamku 4.4.4. Pro tlohu s nekone¢nym ¢asovym
horizontem se tedy nabizi podminka transverzality ve tvaru lim;_,o 1(t) = 0. Jak je v8ak
ukazano v [13] nebo v [12], kde je uveden tzv. Halkiniv piiklad, tato podminka obecné
neplati.

V ekonomickych aplikacich se ¢asto vyskytuji tlohy, ve kterych ucelovy funkcionél obsahuje
diskontni faktor r € [0,1) a ma tvar

o0

J(z,u) :/ e " fo(t, w(t), u(t))dt. (4.6.8)
to

Poznamka 4.6.3. Predpokladejme, Ze fo(t, z(t),u(t)) z (4.6.8) reprezentuje hodnotu dii-

chodu vyplaceného v okamziku t € [tg,00). Podle poznamky 1.1.4 predstavuje hodnota

funkcionalu (4.6.8) soucasnou hodnotu thrnného dichodu vyplaceného v ¢asovém inter-

valu [tg, 00).

Jak ukazuje nasledujici véta, 1ze podminku (i) z definice 4.6.1 pro tcelovy funkcionél s
diskontnim faktorem snadno splnit.

Véta 4.6.2. Necht J(z,u) je icelovy funkciondl (4.6.8) s nekonecnym casovym horizontem
a diskontnim faktorem r € [0,1) a necht fy je omezend funkce, tj. existuje B > 0 tak, Ze
pro libovolné t € [tg, 00) plati |fo(t,z(t),u(t))| < B. Pak je hodnota J(z,w) konecnd a plati

B
| T (z,u)] < —e o,
r

Diikaz. Jde o pfimy disledek vlastnosti integralu.

o0

T (2, u)| < /OO e~ fo (b, 2(1), u(t))]dt < B/ et = Borto,

to to r
]
Budeme-li v (4.6.8) uvazovat funkci fy, kterd explicitné nezavisi na proménné t, tj. funkci

fo(x(t),u(t)), lze ukazat, Ze pro tlohu s timto typem funkcionalu je moZné nalézt obecnou
podminku transverzality. Uvazujme tedy tlohu

min(J (z,u)| z € My, u € Ms), (4.6.9)
kde o
J(x,u) —/t e " fo(x(t), u(t))dt, (4.6.10)
My = {x € PC'([ty,0),R™)| & = f(x(t),u(t)), z(0) = zo, u(t) € Ma}, (4.6.11)
My = {u € PC([ty,00),R™)| u(t) € U}. (4.6.12)

Pro tuto tlohu plati.
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Véta 4.6.3. Necht (Z,u) je optimdlni proces tlohy (4.6.9)-(4.6.12) definovany na [to, 00).
Pak existuje takové cislo g > 0, a takovd funkce v : R — R"™, které nejsou soucasné
nulové, Ze plati

(i) adjungovand rovnice (AR):
b = —[DoH (t, 3,1, 0, ¥)] T, (4.6.13)
v bodech t € [tg, 00), ve kterych je u spojitd a kde
H(x(t), u(t), o, (1) = —toe™ " folz(t), u(t)) + (&) flz(t),u(®)),  (4.6.14)
je Hamiltonova funkce,
(i) princip mazima (PM): pro vdechna t € [tg, 00), ve kterych je Tizeni u spojité, plati
H(z,u,¢0,%) = max(H (T, u, Yo, ¥)| v e U) = q(t), (4.6.15)

kde .
q(t) = —1¢o /t e~ fo(Z(s),u(s))ds.

Diikaz. Lze nalézt v [80]. O

Disledek 4.6.4. Necht plati predpoklady a oznacent véty 4.6.3, pak

lim H(Z(t),a(t), vo, ¥(t)) = 0. (4.6.16)

t—o0
4.7 Spojity model pro optimalni reklamu

Tato sekce se zabyva modifikaci Vidale-Wolfeho modelu pro reklamu, ktery jsme uvedli v
oddilu 1.1.6. Model je doplnén predpokladem, podle kterého soucasna intenzita prodeju
zévisi hlavné na minulé intenzité reklamy. Matematicka formulace tohoto problému vede na
soustavu dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Nejdfive se zabyvame specidlnim piipa-
dem, kdy je intenzita reklamy konstantni, pak se soustfedime na hledani optimélni strategie
reklamy s ohledem na dany tucelovy funkcionél. K tomuto tc¢elu pouzijeme Pontrjaginiv
princip maxima. Text tohoto oddilu vychazi z autorovych ¢lanka [66] a [70].

Chtgji-li firmy uvést svij novy vyrobek na trh nebo chtéji udrzet svoji pozici na trhu,
provadéji reklamu. Firmy voli zpravidla takovou reklamni strategii, kterd co nejvice zvétsi
jejich zisk.

Jeden z prvnich matematickych modelt reklamy uvedli M.L. VIDALE a H.B. WOLFE v
roce 1957. V roce 1973 jejich model modifikoval S. SETHI. Pivodni model byl doplnén
ucelovym funkcionalem, ktery vyjadfoval zisk firmy, tak, aby bylo moZzno pouZzit metody
teorie optimélniho fizeni, viz [41]. Autor o tomto modelu referoval v [67]. Myslenku, ze
soucasna intenzita prodeji zévisi na minulé intenzité reklamy, lze nalézt v [53] a [82].
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4.7.1 Popis modelu

UvaZzujme trh s jednim druhem zboZi a nékolika vyrobci — firmami. Vyberme jednu z
téchto firem. Pfedpokladejme, Ze celkovy zisk ze v8ech prodeji na trhu je znam a tuto
hodnotu ozna¢me P. V €ase t mize vybrana firma ziskat pouze zlomek y(t) € [0, 1] ze
v8ech uskute¢nénych prodeju a jeji zisk je tedy P y(t).

Ozna¢me dale v = wu(t) firemni vydaje na reklamu v ¢ase t. Tyto vydaje lze méfit v
penéznich jednotkéach za jednotku ¢asu. ProtozZe firma ma limitované zdroje p¥ijmu, budeme
predpokladat, ze

u € [0, ul, (4.7.1)

kde uw > 0 pfedstavuje maximalni mozné vydaje na reklamu. Tato hodnota je odvozena
z firemniho rozpoc¢tu uréeného pro reklamni ¢innost. Pfedpokladejme, Ze ucinek z = z(t)
reklamnich vydaji w(t) neni okamzity, ale je zpozdény za aktualni hodnotou reklamnich
vydaji u(t). Nejjednodussi zptsob, jak lze tento jev popsat, je formulovat diferen¢ni rovnici

x(t+71)—2(t) = (u(t) — x(t))7T, x(0) = o, (4.7.2)

kde xg predstavuje pocatecni tfinek reklamy. Tuto hodnotu lze interpretovat jako pocatecéni
informovanost spotiebitelt o existenci daného vyrobku. Pokud uvedenou rovnici vydélime
7 > 0 a polozime 7 — 0, ziskdme pocate¢ni problém

&t =u—uz, (0) = xo. (4.7.3)

Abychom zkratili zapis, vynechavame proménnou ¢t v & = x(t),u = u(t). Rovnici (4.7.3)
lze interpretovat tak, Zze funkce x mé exponencidlni zpozdéni vzhledem k funkci u. Vice
podrobnosti o exponencidlnim zpoZzdéni lze nalézt v [64] nebo v sekci 1.4.

Zakoupi-li spotiebitel vyrobek firmy, vyzkousi ho a rozhodne se pro jeho dalsi nakup nebo
pro néakup podobného vyrobku od jiné firmy. Tento proces je nezavisly na reklamé a firma
nemiiZe opakované prodeje ovlivnit. To znamené, Ze pokud firma neprovadi propagaci svého
vyrobku, jeho prodej klesa konstantni mirou b > 0, jejiz hodnotu firma nemuze ovlivnit:

y(t+7) —y(t) = =by(t)r. (4.7.4)

Svij podil na trhu muize firma ovlivnit tak, Ze pomoci reklamy ziskd zakazniky, ktefi v
soucasné dobé nekupuji jeji vyrobek. Lze predpokladat, ze prirtistek novych prodeju je
piimo amérny ucinku reklamy x(¢) a koncentraci 1 — y(t) zakazniki, ktefi v soucasnosti
vyrobek dané firmy nekupuji. Konstanta imérnosti, kterou oznac¢ime a > 0, odrazi i¢innost
reklamy pfi ziskavani novych prodeju:

y(t+7) —y(t) = az(t)(1 - y(t))r. (4.7.5)
Oba zminéné jevy ptisobi soucasné, takze lze psat diferencni rovnici
y(t +7) —y(t) = (ax()(1 - y(t)) — by(t))7, ¥(0) = Yo, (4.7.6)

kde yo € [0, 1] reprezentuje po¢atecni podil dané firmy na trhu. Pokud posledni rovnici
vydélime 7 > 0 a polozime 7 — 0, ziskame

y=az(l—y)—by, y(0) =yo. (4.7.7)

Rovnice (4.7.3), (4.7.7) predstavuji soustavu, které reprezentuje reklamni model se zpoz-
dénym tc¢inkem nakladt na reklamu.
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4.7.2 Konstantni vydaje na reklamu

Predpokladejme, Ze reklamni néklady firmy jsou konstantni, tj.
u(t) =C, t €[0,00], C € [0,7]. (4.7.8)

Nyni je soustava (4.7.3), (4.7.7) autonomni a ma pravé jeden stacionarni bod

(2°,9°) = <C, agib> : (4.7.9)

(1 2). (5

a soustavu (4.7.3), (4.7.7) piSme ve tvaru

(§)-4(5) e

Vlastni ¢isla matice A jsou \; = —1 < 0 a A2 = —b < 0. ProtoZe jsou slozky zobrazeni g
polynomy, je g spojité diferencovatelné a plati

Ozna¢me

el

==0 [[2]]

=0,

kde z = (z — z°,y — y°). Podle uvedenych poznamek a véty 2.4.2 je stacionarni bod (4.7.9)
soustavy (4.7.3), (4.7.7) stejnomérné asymptoticky stabilni.

4.7.3 Optimalni vydaje na reklamu

Firma se snazi maximalizovat souCasnou hodnotu svého thrnného zisku. Hodnotu zisku v
Case t > 0 lze vyjadrit jako rozdil firemnich pf{jmua Py(t) a naklada na reklamu u(t). Dis-
kontni faktor ozna¢ime r € [0, 1). Uvedeny problém lze formulovat jako tlohu optimalniho
Fizeni s ucelovym funkcionalem

) = [ e Pue) - uvyat, (4.7.10)

jehoz maximélni hodnota vzhledem k soustavé (4.7.3), (4.7.7) a podmince (4.7.1) ma byt
urcena.

Budeme predpokladat, Ze pfipustna fidici funkce u = wu(t) je po Castech spojita a pro
formulaci nutnych podminek pro feseni tlohy optimalniho Fizeni pouzijeme Pontrjaginiv
princip maxima. Nejdfive uvedme Hamiltonovu funkci tlohy ve tvaru

H(t,y,u, po, g1, pi2) = pioe” " (Py — u) + pa (u — z) + po(az(l — y) — by), (4.7.11)

kde jsme kvili stru¢nosti vynechali proménnou ¢ ve funkcich y = y(t),u = u(t), p1 = p1(t)
and po = po(t). Pouzijeme-li vétu 4.6.3, mizeme psat:

Je-li (Z,y,w) optimdlni proces ilohy (4.7.10), (4.7.3),(4.7.7) a (4.7.1), existuje takovd kon-
stanta po € R a takové po cdstech hladké funkce py(t), pe(t) : R — R, Ze plati
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(1) (po, pa(t), pa(t)) # 0 @ po 2 0,

(ii) adjungovand rovnice:

. OH
Nl(t) = _%(tﬂ T,Y, U, Lo, K1, M?) = ,U’l(t) - Mz(t)a’(l - y(t))7 (4712)
. aH —rt
pa(t) = —afy(t’fv,y,u,uo,m,m) = —poe” P+ pa(t)(ax(t) + b), (4.7.13)

(iii) princip mazima: pro kazdé t € [0,00), ve kterém je funkce u(t) spojitd
H(t7 i'\a @\7 av Ko, f1, MQ) = ma’X{H(ta /:Z"\v ?L U, oy 15 :u2)’ u € [07 U]}

(iv) hraniéni podminka: H(t,z(t), y(t),u(t), po, u1(t), u2(t)) = q(t), kde
at) =i [ (Pu(s) = ()i

V dalsi diskusi se soustiedime na moznost pg # 0 a polozime pg = 1. Protoze je Hamil-
tonova funkce (4.7.11) linearni v proménné u nabyva svého maxima v hrani¢nich bodech
defini¢niho oboru u. Podle principu maxima ziskdme pro v8echna u € [0,u] vztah

(@ —u)(e™ " — 1) <0, (4.7.14)
ze kterého vyplyvaji nasledujici t¥i moznosti:

Jestlize p1(t) > e, t € I, pak U(t) = na I.
Jestlize py1(t) = e™ ", t € I3, pak podle principu maxima nenf mozné uré¢it @ na I.
Jestlize p1(t) < e, t € I3, pak u(t) = 0 na I3.

(4.7.15)

4.7.4 Singularni feSeni

V tomto oddilu budeme predpokladat, Ze existuje interval Ia C [0,00), na kterém plati
podminka p1(t) = e~ Derivaci této podminky ziskame

[ = —re " (4.7.16)
Dosadime-li pravou stranu adjungované rovnice (4.7.12) do (4.7.16), ziskame
e — poa(l —y) = —re ", (4.7.17)
Derivaci totoho vztahu a pomoci tprav ziskame
—r(r+1e "™ = jisa(l — y) + poa(—7) (4.7.18)

Dosadime-li pravou stranu rovnice (4.7.7) a pravou stranu rovnice adjungované rovnice
(4.7.13) do (4.7.18), ziskdme po tpravach kvadratickou rovnici s neznamou (1 — y)

Pa(1—y)?> —r(r+1)(1 —y) —b(r+1) =0. (4.7.19)
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Protoze y € [0,1] a tedy 1 —y € [0, 1], vybereme kladné znaménko pfed odmocninou v
zépisu kofent rovnice (4.7.19). Takto obdrzime singularni hodnotu prodeju

Cr(r+ 1)+ Vr2(r +1)2 + 4Pab(r + 1)
2Pa

ys = ys(t) =1 t€ . (4.7.20)

Protoze ys(t) je konstantni na I, je ys(t) = 0 na Is. Z (4.7.7) ziskdme pro ué¢inek reklamy

_ bys
a(l — ys)

Protoze x5(t) je konstantni na Iy je &5(t) = 0 na Iy. Z (4.7.5) ziskame singularni fizeni

xs = x5(t) ,te I (4.7.21)

us = us(t) = x4, t € I. (4.7.22)

Aby platilo ys > 0, pouzijeme (4.7.20) a ziskdme Pa > (r + b)(r + 1). Aby platilo us <@
pouzijeme (4.7.22), (4.7.21) a (4.7.20) a ziskime Pa < (r + 1)(1 + §u)(r + b + a7).

Jestlize y(0) # ys, nastava otazka zda a jak v ramci moznosti, které dovoluje soustava
(4.7.3), (4.7.7) s Tizenim u, dosdhnout stacionarniho feseni (z, ys) soustavy

T =—x+ us, z(0) = zo € [0, U]

g =ax(l—y) —by, y(0)=gyoecl0,1]. (4.7.23)

7Z pohledu nasledujici argumentace je uziteéné vdimnout si, ze us < @ implikuje ¢ ys < 7,

kde y = &% je konstantni feSeni (4.7.7) pro u(t) =u, t € I.

Je-li y(0) < ys, zvySuje se intenzita prodeji y nejrychleji pro Fizeni u(t) = u. Na druhé
strané, je-li y(0) > ys, intenzita prodeji y se nejrychleji snizuje pro Fizeni u(t) = 0. To
nas piivadi k tomu, Ze méa-li se FeSeni soustavy (4.7.3), (4.7.7) s fizenim wu, pfiblizit k
singularnimu feSeni (x5, ys) této soustavy pro u(t) = us, lze pouzit tento proces:

u, jestlize y(t) <ys
u(t) =< us, jestlize y(t) =ys (4.7.24)
0, jestlize y(t) > ys,

jehoz grafickou ilustraci znazoriiuje obr. 4.2.

Abychom ukézali, Ze dany proces skutecné dosdhne singularni stacionarni bod problému
(4.7.23) budeme se zabyvat dvojici pocatecnich uloh

&= —r+1, z(0) =z € [0, 1]
y=az(l—y)—by, y(0)= o € [0, 1] (4.7.25)
a i #0) = o € [0, (4.7.26)

g =ax(l—y)—by, y(0)=uyo€l0,1]
Pomoci z—nulkliny n; : @ — us = 0 and y—nulkliny ny : ax(1 — y) — by = 0, rozdélime
oblast [0,w] x [0,1] fazové roviny pocate¢ni ulohy (4.7.23) na 4 ¢asti, viz obr. 4.2. Nyni

5Necht u(t) = C je konstantni na [0,00) a necht C je libovolny bod z [0,7]. Pak konstantni feseni
rovnice (4.7.7) je y° = #ﬁv_b, coZ je rostouci funkce proménné C na [0, u]. ProtoZe us < u ziskdme dané
pozorovani.
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AGy)=0 fixy) =0

fGy)=0 fa1)=0

Obréazek 4.2: Na levé strané: Ukazka fazové roviny pocateéniho problému (4.7.23) se staci-
onarnim bodem (zs,ys), kde 5 = us a nulklinami —z + x5 = 0, az(1 — y) — by = 0. Na
pravé starné: Ukazka trajektorie procesu pfiblizeni ke stacionarnimu bodu (xs, ys).

si v8imnéme, Ze v oblastech II a III plati pro oba poc¢atecni problémy (4.7.25) a (4.7.26)
vztah ax(1l — y) — by > 0. To znamen4, Ze v oblastech II a III plati pro oba problémy
(4.7.25) a (4.7.26) vztah g(t) > 0. Podobné, v oblastech I a IV plati pro oba tyto problémy
vztah §(t) < 0. VSimnéme si dale, ze ve vSech oblastech I-IV pro problém (4.7.25) plati
—x +u > 0. To znamena, ze pro problém (4.7.25) plati vztah @(t) > 0 ve vSech oblastech
[-IV. Nakonec si v8imnéme, Ze ve v8ech oblastech I-IV plati —z < 0. To znamené, Ze pro
problém (4.7.26) plati ©(¢) < 0 ve vSech oblastech I-IV.

Pozorovani 1: Necht zt(t),yt(t) je veSeni (4.7.25) s pocitecnimi podminkami xz§ <
Ts, Yo = ys. Pak existuje prdvé jeden casovy okamzik t; > 0 takovy, Ze x1(t1) > x5 a
yl(tl) = Ys-

Pocateéni bod (a3, ) je v oblasti I, kde pro (4.7.25) plati i*(t) > 0 a g'(¢) < 0. Pro-
toze y—nulklina azx(1 — y) — by = 0 je rostouci funkce proménné z, protne v néjakém bodé
trajektorii (z! (¢ ) y'(t)). V tomto priseciku plati #1(¢) > 0 a ¢*(t) = 0. To znamen4, 7e tra-
jektorie (x!(t),y!(t)) smétuje do oblasti II. V oblasti IT a III plati pro (4.7.25) podminky
#1(t) > 0 a gl(t) > 0. Viimnéme si také, ze trajektorie (z!(t),y'(t)) nemtize protnout
piimku n3 : —z +u = 0, protoZe to je jina trajektorie problému (4.7.25), srv. poznamku
2.3.3. Jiz jsme ukézali, Ze ys <y = existuje tedy Casovy okamzik t; > 0 takovy, ze
yt(t1) = ys a 1 (t1) > zs.

au
au+b?’

Pozorovani 2: Necht z%(t),y%(t) je veSeni (4.7.26) s pocitecnimi podminkami z% >
Ts, Y2 = ys. Pak existuje prdave jeden casovy okamzik ty takovy, Ze x%(t2) < xs and
2

y=(t2) = ys-

Lze uvést podobnou argumentaci jako v pozorovani 1.

Pozorovéni 3:  Necht x ( ), yl(t) je Feseni (4.7.25) s pocitecnimi podminkami xl <
)

T, yo = ys. Necht :c 3(t),y3(t) je také Fesent (4.7.25) s pocdtecnimi podmmkamz 3 <
Ts, yo =ys a a:o < :L'O Pak x'(t1) > (t3) > xg, kde pro cas t; > 0 plati y'(t1) = ys a

podobné pro cas tz > 0 plati y>(t3) =
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Toto pozorovani vyplyva z pozorovani 1 a dusledku véty o lokaln{ existenci a jednoznac-
nosti, ktery jsme formulovali v poznédmce 2.3.3. Podle této poznamky neni mozné, aby se
dvé ruazné trajektorie stejné pocateéni ulohy protinaly. Stejné bychom nahlédli platnost
nésledujiciho pozorovani.

Pozorovani 4: Necht 2%(t),y%(t) je veSeni (4.7.26) s pocitecnimi podminkami z% >
Ts, Y2 = ys. Necht x*(t),y*(t) je také Feseni (4.7.26) s pocitecnimi podminkami xg >
Tg, yé =ys a $% > xé. Pak 2%(t1) < x*(t3) < x4, kde pro cas ty > 0 plati y*(t2) = ys a
podobné pro cas ty > 0 plati y*(ts) = ys.

Jako disledek dvou pfedchozich pozorovani bezprostfedné ziskdme.

Pozorovani 5:  Necht 2'(t),y'(t) a 23(t),y3(t) jsou Feseni (4.7.25) s pocdtecnimi pod-
minkami dangmi v pozorovdni 3, tedy xy < x3. Necht 2%(t),y2(t) a x*(t),y*(t) jsou Fe-
Sent (4.7.26) s pocdtecnimi podminkami danymi v pozorovdni 4 a konkrétné poloZme a;g =
i (t1), Y3 = ys a x = 23(t3), g = ys, kde t1 > 0 a t3 > 0 jsou ddny v pozorovdni 3. Pak
22(ty) < 2*(t4), kde to > 0 a tg > 0 jsou ddny v pozorovdini 4.

Pozorovani 6: Necht z'(t),y'(t) je Feseni (4.7.25) s pocitecnimi podminkami xy <
Ts, Yo = ys. Necht z%(t),y%(t) je resent (4.7.26) s pocdtecnimi podminkami 2% = z*(t1), y2 =
ys. Pak x§ < 22(t2).

Uvazujme nejdiive feSeni x*(t), y*(t) pocate¢ni tulohy (4.7.26) s pocatetni podminkou
x§ = u,y; = ys. Na trajektorii (z*(¢),y*(t)) lze nalézt bod (z*,y*) takovy, ze z* < x4
a y* = ys, jedné se o prusecik této trajektorie a primky y = ys. Nyni uvazujme o dvou
moznostech.

(i) Necht x(l) = 0 < z*. Pouzijeme pozorovini 1 a pozorovani 2. Protoze trajekto-
rie (z2(t), y?(t)) pocateéni tlohy (4.7.26) nemiize protnout trajektorii (x*(t),y*(t))
stejné tlohy, plati x* < z%(t). To viak znamena, Ze z§ < x2(t2).

(i) Necht 0 < x} < x5, pak miizeme pouzit vysledek, ktery jsme obdrzeli v (i) a opako-
vané pozorovani o.

Podobné pozorovani jako pozorovani 6 je mozné uéinit pro libovolny po¢atecni bod (xg, yo) €
[0, @] x [0, 1]. To znamen4, Ze proces (4.7.24) je u¢inny a lze ho pouzit pro pfiblizeni k
singularnimu stacionarnimu bodu (zs,ys). Geometrickou ilustraci lze nalézt na obr. 4.3.
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Obrazek 4.3: Ukéazka grafii © — ové soufadnice a y — ové soufadnice procesu piizpisobeni
(4.7.24). Graf x — ové soufadnice ilustruje zpozdény efekt vydaju na reklamu u a graf y —
ové soufadnice ilustruje proces pribliZzeni k singularni hladiné prodeju ys.

Zavér

Z uvedenych vysledki je zfejmé, Ze pokud je ti¢innost reklamni ¢innosti dostateéné vysoké,
tj. plati Pa > (r + b)(r + 1) a je-li dostatetné vysoka horni mez pro vydaje na reklamu
a, tj. plati Pa < (r + 1)(1 + §u)(r + b + a®), je mozné nalézt konstantni hodnotu wus
vydaji na reklamu, kterd poskytuje optimalni zisk firmy. Jak bylo ukdzano hladina ys
podilu firmy na trhu muze byt dosaZena procesem (4.7.24), jehoZ obdoba je v [41] nazyvéana
procesem nejrychlejsiho pfizptisobeni. V [82] jsou uvedeny nékteré empirické studie tykajici
se reklamni ¢innosti. Jedna z téchto reklamnich strategii nazyvané pulsni reklama odpovida
procesu (4.7.24). Pouzivéa-li firma tento proces, muZe se vyhnout plytvani finan¢énimi zdroji
v dobé, kdy je téinek minulé reklamy jesté dostateéné vysoky.
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Kapitola 5

Zaklady ekonomického ristu

7 dlouhodobého hlediska patii ekonomicky rust k neptrehlédnutelnym jevim soucasného
svéta. VSechny svétové ekonomiky se snazi o ekonomicky riist a jejich politické reprezentace
tvrdi, Ze v dlouhodobém horizontu lze pouze timto zplsobem zajistit existenci daného
naroda a rostouci Zivotni troven obyvatelstva. Exituje obecné povédomi, Ze ekonomicky
rust je klicem ke splnéni potfeb a piani jednotlivci i celého naroda. To je také hlavn{ divod,
pro¢ se teorie ekonomického ristu tési velké pozornosti ze strany ekonomt, proc je stale
rozvijena a obohacovina. Z naseho pohledu je dilezité, Ze tato teorie vyuziva matematicky
aparat, ktery jsme v naSem textu popsali. V této kapitole bude ukéizéno, jak lze obycejné
diferenciélni rovnice vyuzit v teorii ristu. Budeme pfitom vychazet z moderni knihy o
ekonomickém ristu [6], u¢ebnice makroekonomie [7|, starsi knihy o matematické ekonomiii
[3] a knihy o ekonomické dynamice |77].

5.1 Neoklasickd konstrukce ekonomie

Predstavu neoklasického ekonomického svéta popiSseme v souladu s predpoklady v [6, str.
14] nebo [54, str. 48]:

(i) Doméacnosti vlastni viechny vstupy a aktiva dané ekonomiky. Jedna se hlavné o préaci,
pozemky a kapital. Kapitalem se rozumi hlavné budovy a stroje. Uvedené vstupy
jsou souhrnné nazyvany vyrobni faktory. Kazda domacnost se samostatné rozhoduje,
jakou ¢ast svého pifjmu spotiebuje nebo uspoii. Déle se samostatné rozhoduji, zda
se pripoji k pracovni sile a jak mnoho budou pracovat, pripadné, kolik budou mit
potomkii.

(ii) Firmy si najimaji vyrobni faktory, hlavné kapital a praci, a pouzivaji je k produkci
zbozi, které je prodéavano domécnostem nebo jinym firmam. Aby mohly néjaké zbozi
vyrobit, je tfeba, aby mély pristup k technologiim, které umozni pfeménit vstupy na
vystupy. Vyrobni technologie se mohou v Case vyvijet.

(iii) Domécnosti a firmy jsou v interakci na trzich, kde domécnosti prodavaji vyrobni
faktory a firmy prodévaji zbozi domacnostem nebo dalsim firmam.

Zakladni rysy modelu, ktery bude pfedmétem zajmu v této sekci, byly formulovany v roce
1956 v préaci Roberta M. SOLOWA nazvané A Contribution to the Theory of Economic

144



Growth, (Quaterly Journal of Economics, 70) a v praci Trewora W. SWANA s nézvem FEco-
nomic Growth and Capital Accumulation, (Economic Record, 32), srv. [6]. Model, ktery je
dnes oznacovan jako neoklasicky model, se stal zakladnim ramcem pro analyzu ekonomic-
kého rustu. Pozdé&ji, v roce 1966 v ¢lanku Golden Rules of Economic Growth, (Norton),
formuloval Edmund S.PHELPS zlaté pravidlo kapitdlové akumulace pro neoklasicky model.
V modelu je vyuzivana neoklasickd produkéni funkce. Pokud je tato funkce rozsifena o
technicky pokrok, ktery se v ¢ase zlepSuje a pfispiva k obohaceni pracovni sily, lze ziskat
model, jehoz zakladni rysy podal Solow v roce 1969 v ¢lanku Investment and Technical
Change (Mathematical Methods in the Social Sciences).

5.1.1 Zakladni predpoklady

Obecné predpoklady nyni specifikujeme a formulujeme jejich matematizovanou podobu.

Domacnosti. Jak bylo feceno, doméacnosti vlastni majetek, finan¢ni aktiva a pracovni
silu. Majetek prinasi domécnostem piijem dany urokovou mirou r = r(t) a prace je placena
mzdovou sazbou w = w(t) za jednotku prace. Domacnosti nakupuji zbozi za t¢elem spo-
tfeby a spori, aby zvétsily sviij majetek. Zakladni model predpoklada identické domécnosti,
které maji stejné preferencni parametry, jsou placeny stejnou mzdovou sazbou, zacinaji se
stejnym jménim na jednu osobu a maji stejnou miru ristu populace. Uvazujeme také, ze
domécnosti jsou konkurenéni, tj. pfijimaji sazby r a w jako dané. Uvedené predpoklady
nédm umozni pracovat pouze s jednou reprezentativni domécnosti.

Pracovni sila L = L(t) se méni s ¢asem podle toho, kolik lidi schopnych prace se rodi,
jak rozsahla je migrace prace schopnych lidi, pfipadné podle toho, kolik lidi se rozhodne
pracovat a jak dlouho budou pracovat. Budeme predpokladat, ze populace N = N (t) roste
konstantni mirou )
N
N =n >0, (5.1.1)
a Ze prace je pfimo ameérné velikosti populace a produkéni aktivité ¢i intenzité jednotlivce
I =1(t), tedy
L=I1N. (5.1.2)

Kombinaci (5.1.1) a (5.1.2) ziskdme vztah

L I
E:n—i-? (5.1.3)
Budeme-li dale predpokladat, ze kazdy pracuje s danou konstantni intenzitou, lze (5.1.3)
psat jako .
L

To znamené, Ze tempo ristu obyvatelstva je shodné s tempem ristu pracovnich sil.

Domécnosti vlastni majetek ve formé vlastnickych prav na kapital nebo jako pujcky. Za-
porné pijcky predstavuji dluhy. Domécnosti mohou pujcovat ostatnim domécnostem nebo
si od ostatnich doméacnosti vyptjcovat. Nicméné reprezentativni doméacnost v uzaviené
ekonomice skon¢i v rovnovazném stavu s nulovymi ptjckami. Oba zminéné typy majetku
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— kapital a pujcky — lze povazovat za dokonalé substituty, tj. jsou navzajem zaménitelné.
Jinymi slovy, roste-li cena za pronajem jednotky kapitalu, zvysi se poptéavka po pijckich
a naopak rostou-li droky pujcek, roste zajem o prondjem kapitalu. To znamené, Ze pifjem
domaécnosti za oba typy majetku je stejny a je dan trokovou mirou r.

Celkovy prijem, ktery doméacnosti obdrzi, je soucet prijmu z majetku a diichodu. Oznac¢ime—
i A = A(t) velikost majetku a aktiv domécnosti, 1ze predchozi skute¢nost psat jako
r(t)A(t) + w(t)L(t). Piijem, ktery neni spotiebovan, pouzivaji domacnosti ke zvétsSeni
svého majetku, tedy

A=[rA+wL]-C, (5.1.5)
kde C' = C(t) je velikost spotfeby méFena v penéznich jednotkach.

Firmy. Chtgji-li firmy, které vlastni technologii 7' = T'(t), produkovat statky, najimaji
praci L a fyzicky kapitdl K = K(t). Budeme pfedpokladat, ze firmy jsou identické. V
zajmu zjednoduseni lze pak uvazovat pouze jednu reprezentativni firmu. Jeji potencialni
produkee Y = Y(t) je dana produkéni funkei se dvéma vstupy K a L a trovni technologie
T

Y (t) = F[K(t), L(t), T(t)]. (5.1.6)

O funkci F' budeme predpokladat, Ze je neoklasicka. Tyto podminky budou specifikovany
déle v oddilu 5.1.2.

Firma je konkurenc¢ni, takZe pfijima cenu ndjmu R = R(t) za jednotku sluzby kapi-
talu, mzdovou sazbu w = w(t) za najem jednotky prace a cenu produktu P za danou.
Normalizujeme-li ceny tak, Ze prodejni cena vystupu je jednotkovi, P = 1, jsou R a w
redlné ceny. Uvazujme na chvili, Ze troven technologie T' je dand a neméni se. Cilem re-
prezentativni firmy je maximalizace zisku, tj. maximalizace rozdilu mezi prijmy a naklady.
Vybira tedy takovou kombinaci vstupi K a L, aby byl jeji zisk

m(K,L) = F(K,L,T) — RK — wL

maximéalni. Podminky prvniho fadu davaji

—8F (K,L,T)=R

oK

o (5.1.7)
aT(K, L, T) = Ww.

Uvazujme, ze kapitalové zasoby se znehodnocuji konstantni mirou § > 0. Cist4 mira prjmu
domacnosti, které vlastni jednotku kapitalu, je tedy R— 4. Na druhé strané jsme zminili, ze
domécnosti jsou také piijemci aroka r z fondd zaptjéenych jinym domécnostem. Neni-li v
ekonomice zadna arbitradz, je nutné, aby byl piijem z kapitalu rovny pi{jmu z pohledavek,
takze

R—-6=r. (5.1.8)

Rovnovaha na trhu s aktivy. Budeme uvaZzovat uzavienou ekonomiku. To znamen4,
ze domécnosti nemohou nakupovat ciz{ zbozi nebo aktiva a nemohou prodavat své zbozi
a aktiva jinym. Domécnosti mohou svobodné ptijcovat sva aktiva a zaptjcovat si jina. V
rovnovazném stavu se v8ak vS8echna piijéend a zapijcenéd aktiva doméacnosti v uzaviené
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ekonomice navzajem vyrusi, v opacném piipadé by byl trh s aktivy v nerovnovaze. Plati
tedy
A(t) = K(t), t > 0. (5.1.9)

Rovnici (5.1.5) nyni mizeme psat jako

K = (rK +wL) — C. (5.1.10)

5.1.2 Neoklasickd produkéni funkce a intenzivni produkéni funkce

V tomto oddilu budeme pozorovat vlastnosti produkéni funkce, budeme piitom vychézet
z 6], [51] a [3]. Produkéni funkce neni znama. Z empirickych pozorovani vsak vyplyvaji
jisté vlastnosti této funkce, které nyni popiSeme. V zajmu zjednoduSeni zanedbime tech-
nologicky pokrok. Budeme tedy predpokladat, ze funkce (5.1.6) ma tvar

Y = F(K, L). (5.1.11)

Je definovana pro K > 0,L > 0 a v celém svém defini¢nim oboru je dvakrat spojité
diferencovatelné.

Ze zkuSenosti vyplyva, Ze pii zapojeni vétsiho mnozstvi kapitdlu K pii daném mnozstvi
prace L nebo pii zapojeni vétstho mnozstvi prace L pfi daném mnozZstvi kapitalu K se
zvetsi mnozstvi potencidlniho produktu Y, tj. pro K > 0, L > 0. plati

OF OF
o ECL) >0, = (K. L) > 0. (5.1.12)

Uvedené parcidlni derivace se obvykle nazyvaji mezni produktivita kapitdlu, resp. mezni
produktivita prdce.

v

Pti dané drovni technologie je stéle tézsi organizovat zapojeni dalsitho kapitalu pfi daném
mnoZstvi pracovniku (jednotek prace). Podobné pfi daném mnozstvi kapitalu je obtiznéjsi
organizovat vyrobu pro dalsi pracovniky. To vSak znamena, Ze kazda dalsi jednotka kapi-
talu (resp. prace) za dané urovné prace (resp. kapitalu) pfispéje ke zvySeni potencialniho
produktu méné a mizeme psét

O*F O*F

W(K’ L) <0, @(K, L) <0. (5.1.13)

Tato skutecnost se nazyva zdkon klesajicich vijnosi.

Jsou-li najimani pracovnici, aby pii dané trovni technologie vyrobili vétsi mnozstvi pro-
dukce, neni Zadouci, aby klesla prumérna produktivita prace. To znamené, Ze by tito
pracovnici méli byt vybaveni stejnym mnozstvim kapitalu, jako pracovnici stavajici. Pied-
poklada se, ze soucasné zména kapitalu a prace zapojenych do vyroby vede ke stejné zméné
potencialniho produktu. Tento pfedpoklad se nazyva koncept konstantnich vynosi z roz-
sahu a pro jeho popis lze pouzit pozadavek, ze produkéni funkce je homogenni funkci stupné
jedna. To znamenad, Ze pro libovolné A € R plati

F(AK,\L) = A\F(K, L). (5.1.14)
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Nakonec budeme jesté uvazovat, ze pro mezni produktivitu kapitalu, resp. mezni produk-
tivitu préce plati tyto Inadovy podminky:

OF oOF
lim —(K,L)= lim —(K,L)= (5.1.15)
K—0+ 0K L—0+ OL

K—oo 0 L—00

OF OF
lim —(K,L) = lim 8—L(K L)=0.

Produkéni funkce (5.1.11), pro kterou plati podminky (5.1.12), (5.1.13), (5.1.14) a (5.1.15),
se nazyva neoklasickd produkcni funkce.

Nyni vyuZijeme toho, Ze neoklasicka produkéni funkce F' je homogenni funkei stupné jedna.
Mizeme pak psat
Y=FK,L)=L-F(K/L,1)=L- f(k), (5.1.16)

kde k = K/L > 0 se nazyva kapitdlovd intenzita nebo kapitdlovd vybavenost pracovniki a
funkce f definované vztahem

f(k) = F(k7 1)’ (5.1.17)

se nazyva intenzivni produkéni funkce. Polozime-li jesté y = Y /L, coZ je veli¢ina, ktera
predstavuje velikost vystupu odpovidajici jedné pracovni jednotce, lze pséat

y = f(k).

Pfeneseme nyni vlastnosti (5.1.12),(5.1.13) a (5.1.15) neoklasické produkéni funkce na
intenzivni produkéni funkci.

Véta 5.1.1. Pro intenzivni produkcni funkci (5.1.17) prislusnou neoklasické produkcni
funkci (5.1.11) plat?

(i) f'(k) je mezni produktivita kapitdlu a pro k > 0 je f'(k) >0, f"(k) < 0;
(1) f(k)—kf'(k) je mezni produktivita prdce a pro k > 0 je f(k) —kf'(k) >0
(iii) limg_o4 f'(k) = oo, limy_.cc f'(k) = 0.
Diikaz. e Vzhledem k podmince (5.1.12) pro mezni produktivitu kapitalu plati

o drny-n L (r () co 2 (r(5)) < (5) s

Déle podle podminky (5.1.13) méame

o g g r(5)) 1o (5) -4

Tim je dokazano (7).

e Vzhledem k podmince (5.1.12) pro mezni produktivitu prace plati

) 0 K ) K
0< 5 F(K,L) = =L <F <L,1>> _aLL'f<L>

_ (fo) Ly <f) - (—fg) = F(K) = ' (R).
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Tim je dokazano (7).
e Vyuzijeme-li Inadovy podminky (5.1.15) plati

0 o,
0o = Jim HRFUGL) = lim f(k).

Protoze f'(-) je omezena zdola a je nerostouci, existuje koneéna limy_, o, f/(k). VyuZijeme-li
Inadovy podminky, je pro omezena L

0= lim iF(K,L) = lim f'(k).

K—o0 k—oo
Tim je dokazano (iii). O
Ukéazeme, Ze z vlastnosti (5.1.15) vyplyva, ze kazdy vstup — kapital K i prace L — je nutny

pro nenulovou produkci Y a také, Ze pokud néjaky vstup roste nade vSechny meze, roste
také produkce Y nade vSechny meze.

Véta 5.1.2. Pro neoklasickou produkcnd funkci (5.1.11) plati
(i) pro libovolné koneéné hodnoty K > 0, resp. L > 0, je F(0,L) = F(K,0) = 0;
(ii) Ty oo F(K, L) = limg—_ o0 F(K, L) = 0.

Diikaz. e Necht je produkce Y konecéné, pak

Pouzijeme-li nejdiive 1’'Hospitalovo pravidlo a pak Inadovy podminky pro neoklasickou
produkéni funkci, muZzeme pro nekonecné velkou produkci Y psat

lim — = lim — =0.
Lo L 155 0L 0
Dale vsak pro pevné koneéné K plati také
.Y :
lim 7= lim F(K/L,1) = F(0,1),

L—oo L—oo

tedy F'(0,1) = 0. Nyni vyuZijeme toho, Ze F' je homogenni prvniho Fadu. Pro kone¢nou
hodnotu L mame postupné

F(,L)=L-F(0,1)=0.
Vztah F(K,0) = 0 se ukdze podobné. Tim je ukazano (7).

e Pro dikaz tvrzeni (ii) si uvédomime, ze F(K,L) = K(f(k)/k). Postupné pouzijeme
I"'Hospitalovo pravidlo a tvrzeni (iii) pFedchozi véty 5.1.1. Pro libovolné kone¢né K miizeme

psat
lim F(K,L)=K - lim k) = K- lim f'(k) = oco.
L—o00 ’ k—0+ k k—0+
Pro kone¢né L bychom obdobné ziskali limy .. f'(k) = oo. O
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Protoze f(0) = F'(0,1) = 0 a pro kone¢né L také

lim f(k)= Klim 1/L-F(K,L) = oo,

k—oo
je bezprostfednim dtsledkem pravé uvedeného tvrzeni tato vlastnost.

Véta 5.1.3. Pro intenzivni produkcni funkci (5.1.17) prislusnou neoklasické produkcéni
funkei (5.1.11) plat?
f(0)=0, lim f(k)=oc.

k—o0

y=JFiE

Obrazek 5.1: Neoklasickd intenzivni produkéni funkce je rostouci, ryze konkévni funkce.
Vystup na jednotku prace y roste s kapitadlovym vybavenim jednotky prace k. Protoze se
jednéa o ryze kokavni funkci a limg_.o, f'(k) = 0, je tento efekt tim mensi, ¢im vyssi je
hodnota kapitalové vybavenosti.

5.2 Solow—Swaniiv neoklasicky model ristu

Za pfedpokladt uvedenych v odstavci 5.1.1 miizeme odvodit rovnici, kterd bude popisovat
dynamiku kapitalové intenzity a ze které lze usoudit na rust kapitélové zéasoby v jednoduché
ekonomické jednotce, kterou uvazujeme.

5.2.1 Zakladni rovnice pro tvorbu kapitalu

Predpokladejme, Ze produkéni funkce F' je neoklasickd a Ze jeji vstupy jsou pouze kapital
a prace. Misto (5.1.6) budeme tedy pouze psat

Y (t) = F[K(t), L(t)] (5.2.1)

a uvédomime si, Ze se jedna o homogenni funkci stupné jedna. Podle Eulerovy véty pro
homogenni funkci stupné jedna, viz napt. [84, str. 481|, plati

F(KL)—KaF(KL)JrLaF(KL)—RKJr L (5.2.2)
) T aL T o -
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pfi¢emz v posledni rovnosti jsme vyuzili vztahy (5.1.7). Pfihlédneme-li k (5.1.8) a (5.2.2),
lze (5.1.10) psat ve tvaru .
K=F(K,L)—C - K. (5.2.3)

V uzaviené ekonomice je vystup bud spotiebovan, nebo usporen, tedy plati
Y=C+S5, (5.2.4)

kde C' = C(t) je spotieba a S = S(t) jsou uspory. Ozna¢me relativni ¢ast vystupu, ktera je
usporena s € (0, 1) a nazvéme ji podilem uspor. Pro spotfebu nyni plati C' = (1—s)F (K, L).
S timto oznacenim lze rovnici (5.2.3) psat jako

K = sF(K,L) — §K. (5.2.5)

Tato rovnice byva nazyvana zdkladni rovnice pro tvorbu kapitdlu. Uvédomime-li si, Ze pro
uspory S = sF (K, L) v uzaviené ekonomice plati

I=S8, (5.2.6)
kde I = I(t) jsou investice v ¢ase ¢, mizeme rovnici (5.2.5) psat ve tvaru

K =1-0K. (5.2.7)

Obecné je podil uspor funkci nékolika proménnych, v tomto oddilu je vSsak nebudeme
specifikovat a v pfipadé potieby budeme pséat s = s(-). V zakladnim modelu, ktery studovali
Solow a Swan, se predpokladé, ze podil Gspor s je konstantni. V takovém piipadé rikame,
ze podil tspor je dan exogenné, tj. nezavisle na vnitinich procesech v ekonomice.

Vydélime-li rovnici (5.2.5) mnoZstvim prace L a zavedeme-li intenzivni produkéni funkei,
ziskdme rovnici

— =sf(k) — dk. (5.2.8)
Podle véty o derivaci podilu mtuZeme psat
. (K\' KL-KL K LK K
k=—) =———=——-—=—=——nk 5.2.9
<L> L2 L 1z _ r» ™ (5:2.9)

kde n je mira ristu prace zavedena predpokladem (5.1.4). Dosadime-li (5.2.8) do (5.2.9),
ziskdme autonomni diferencialni rovnici nazyvanou neoklasicky ristovy model ve tvaru

k=sf(k)— (n+d)k. (5.2.10)

Véta 5.2.1 (Solow, 1956, [77]). Neoklasicky ristovy model (5.2.10) md jednoznacné
urceny staciondrni bod k° > 0, pro ktery plati

(k%) = (n+ 0)k°. (5.2.11)

Tento staciondrni bod je asymptoticky stabilng.
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Protoze v |7] lze nalézt pouze intuitivni dikaz zaloZeny na grafickém znézornéni situace
a 6] i [77] obsahuji pouze naznak dikazu, uvedeme nésledujici podrobnéjsi argumentaci.
Zavérecné uvahy zaloZené na pouziti ljapunovské funkce pouzivaji ideje uvedené v [10, str.
99].

Diikaz. Pro k > 0 uvazujme spojitou funkei
g(k) = sf(k) — (n + b)k.

Z vlastnost{ intenzivni produkéni funkce k£ uvedenych ve vété 5.1.3 a jedné z Inadovych
podminek uvedené ve vété 5.1.1 vyplyva

g(0)=0ao00= klir&rsf’(k) > (n+9).

Odtud mame ¢’'(0) = sf’'(0) — (n+ d) > 0, takZe pro dostatecné mala k > 0 plati
g(k) > 0.
7 dalsi Inadovy podminky pro intenzivni produkéni funkei uvedené ve vété 5.1.1 mame

0= lim sf'(k) < (n+9).

k—o0
To znamené, Ze pro né&jaké n > 0 existuje x > 0 takové, Ze pro k > k je
sfl(k) < (n+4d)—n.
Odtud pak
gk)=sf'(k)— (n+d) <—n<O.

Integraci tohoto vztahu ziskdme

g(k) — g(k) < —n(k — k),

pro k > x, odkud
lim g(k) = —o0.

k—oo

ProtoZze na (0,00) nabyva ¢ kladnych i zapornych hodnot, existuje k° > 0, pro které
g(k°) = 0. Odtud pak ziskdme vztah (5.2.11). Z véty 5.1.1 také vyplyva

g"(k)=sf"(k) <0, k>0,

takZe g je spojita ryze konkavni funkce na (0,00) a bod k° je uréen jednoznacné.!

Pro0 < k < k° je g(k) > 0, pro k > k° je g(k) < 0. Z uvedenych poznamek je déle zfejmé,
ze g je v bodé k° klesajici, takze plati

g (k°) =sf'(k°)— (n+d) <O0. (5.2.12)

!Predpokladejme, e existuji alespoit dva riizné nulové body funkce g. Necht x° > 0 je takovy bod, pro
ktery plati g(k°) = 0 a k° # k°. Uvazujme napiiklad, ze k° > k°. Piimo z definice ryze konkévni funkce
ziskdme ¢(k°) > 0, coz odporuje skute¢nosti, podle které g(k°) = 0. Pokud je 0 < k° < k° lze postupovat
obdobné.
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Zabyvejme se nyni otazkou stability stacionarniho bodu k°. Podle uvedenych vlastnosti
funkce g lze usoudit, e pro k € (0,k°) je k > 0 a pro k € (k°,00) je k < 0. V obou
ptipadech lze ¥ici, ze k konverguje k hodnoté k°, z ¢ehoz lze usuzovat na lokilni stabilitu
bodu k°. 2 Polozme dale = = k — k°. Protoze je f konkavni v k°, plati

f(k° +2) < f(K°) + 2 f'(k°). (5.2.13)
Uvazujme nyni pozitivné definitni funkei V' (z) = %mQ. Pro jeji derivaci vzhledem k rovnici
(5.2.10) postupné mame
V(z) =zt = ok = x(sf(k° + ) — (n + 0)(k° + z))
< z(sf(E°) + zsf'(k°) — (n+ 8)(k° + z)) = 22(sf'(k°) — (n+)) <0,

nebot (5.2.13) a (5.2.12). To podle véty 2.4.6 znamena, Ze stacionarni bod k° je asympto-
ticky stabilni. O

Obrazek 5.2: Je-1i kapital a vystup nizky, investice presahuji znehodnoceni kapitalu, kapital
roste. Je-li kapital a vystup vysoky, investice jsou nizsi nez znehodnoceni kapitalu a kapital
klesa.

Poznamka 5.2.1. V [7, str. 211] je popsana historicka udalost, ktera se da pomoci neo-
klasického modelu dobfe vysvétlit. V priabéhu druhé svétové valky utrpéla Francie velké
ztraty. Zahynulo asi 550 000 obyvatel ze 42 miliént. Ztraty na kapitalovém vybaveni byly
v8ak mnohonasobné vétsi. Dojde-li k vétsi destrukei kapitalu nez pracovni sily, prudce se
sniz{ kapitalova vybavenost k. To se stalo ve Francii. V letech 1946-1950 vykazovala Francie
rychly rist, jehoZ prumérna hodnota ¢inila 9, 6% za rok. Tento rychly pohyb se d& vysvétlit
tak, Ze pii poc¢atecni hodnoté k(0) < k°, doslo k vyrazné konvergenci k rovnovaznému, t;j.
dlouhodobému, kapitalovému vybaveni k° tak, jak to predpovida neoklasicky model ristu.

Hodnota stacionarniho feseni k° rovnice (5.2.10), ktera predstavuje rovnovaznou kapitalo-
vou vybavenost, je dana trovni technologie dané neoklasické produkéni funkce f(-), hod-
notou podilu tspor s, mirou ristu populace n a mirou znehodnoceni kapitalu. Dojde-li ke

2Uvédomme si také, ze g(0) = 0, takze bod 0 je stacionarni bod rovnice (5.2.10), nicméné z toho, co
jsme uvedli, 1ze usoudit, Ze tento bod je lokalné nestabilni.
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zméné nékterého z téchto parametrt, zméni se rovnovazna kapitalova vybavenost a tedy
také rovnovazna troven produktu na jednu pracovni jednotku. Tuto rovnovéznou hodnotu
budeme povazovat za dlouhodobou troven kapitédlové vybavenosti a hodnotu y° = f(k°)
budeme povazovat za dlouhodobou trovenn produktu na jednotku pracovni sily. Nyni mu-
zZeme ucinit nékterda pozorovani:

o Podil uspor nemd Zddny vliv na dlouhodobou relativni miru ristu produktu na jednotku
prace v, = 9/y, kterd je rovna nule. Tento vysledek je viceméné samoziejmy. Vidéli jsme,
ze ekonomika konverguje ke konstantni hodnoté produktu na jednu pracovni jednotku,
takze v dlouhém obdobi je ristova mira rovna nule, at je podil daspor jakkoliv vysoky.

e Nicméng, jak vyplyva z pfedchozich poznamek, podil dspor urcuje rovnovdZnou hodnotu
produkce na jednu pracovni jednotku. V pripadé, Ze existuji dvé ekonomiky se stejnymi pa-
rametry a jedna z ekonomik mé vétsi podil tspor, pak dosdhne vyssi rovnovazné hodnoty
produktu na jednu pracovni jednotku, neboli 3/(s) > 0, s € (0,1).

e 7 uvedenych dvou pozorovani muzeme uzaviit, ze zvyseni podilu ispor povede v krdatkém
obdobi k vyssimu ristu produkce na jednu pracovni jednotku, ale ne navZdy. Tento jev bu-
deme nazyvat dynamika prechodu a budeme se mu vénovat v odstavci 5.2.2.

Zminime jesté jeden disledek, ktery lze z neoklasického rtistového modelu odvodit. Domaéc-
nosti prilis nezajima, jak velky je vystup na jednotku prace, ale spiSe velikost spotieby.
Pfipometime, Ze pro spotfebu plati C(t) = (1 — s)Y(¢). V ekonomice, ve které je podil
aspor rovny nule, je také kapital rovny nule a tedy také vystup je nulovy. To v8ak zna-
mena, ze i spotfeba je nulovi. Na druhé strané v ekonomice, ve které je podil tspor rovny
jedné, je v8echno zboz{ investovano a na spotiebu nic nezbyvé, takze je také nulova. Tyto
dva extrémni pripady naznacuji, ze pravdépodobné existuje n&jaké hodnota podilu tspor,
pro kterou je spotifeba maximéalni. Postupujme podrobnéji. Vime, ze pro danou intenzivni
produkéni funkci f a pro dané hodnoty parametri n a § existuje pro kazdou hodnotu
spotfebniho podilu s jednozna¢né uréeny stacionarni stav kapitalové vybavenosti £° > 0.
Takovy stav oznacime k°(s), pri¢emz lze pozorovat, ze [k°(s)] > 0, s € (0,1). Spotieba na
jednu pracovni jednotku, budeme také fikat spotieba na hlavu, je pfi stacionarnim stavu
kapitalové vybavenosti ¢°(s) = (1 — s)f(k°(s)). Ptejme se, zda a za jakych podminek lze
c®(s) maximalizovat. Odpovéd na tuto otazku dava néasledujici tvrzeni.

Véta 5.2.2 (Phelps, 1966 - zlaté pravidlo kapitalové akumulace, [77]). Necht je
neoklasicky ristovy model (5.2.10) ve staciondrnim stavu. Mazimdlni podil spotieby cgo1q na
jednu pracovni jednotku lze dosdhnout, jestliZe pro dany staciondrni stav, ktery oznacime
kgola, plati

f/(kgold) =n+4. (5.2.14)

Dikaz. Je
®(s) = (1= 5)f(k°(s)) = f(k°(s)) — (n+ 6)k°(s),

protoze sf(k°) = (n+ d)k°. Ve stacionarnim bodé s = 5444 plati
[ (s)]" = (f'(k°(5)) = (n+0)) - [k°(s)] = 0.

Protoze [k°(s)]" > 0, mame f'(k°(sgo1a)) — (n + &) = 0. Protoze je f'(k) klesajici funkce,
existuje pouze jedno FeSeni piedchozi rovnice, které oznacime kgoiq = k°(Sgo1d). Nyni jiz
ziskame (5.2.14).
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Pro druhou derivaci c°(s) v bodé sgqq plati

()" (sgota) = 1" (kgota) - [(k°) (sgora))* + [ (kgota) — (n+ 8)] - [(k°)" (sgota)]
= f”(kgold) : [(ko)/(sgold)]2 <0,

protoze f”(k) < 0 a [k°(s)]’ > 0. To znamen4, Ze c°(Sg01q) je lokalni maximum podilu
spotieby. ]

Tento vysledek vede k otazce, zda soucasné ekonomiky operuji se spotfebni mirou sg,q
nebo ne. Oznacme sy poCatecni miru tspor v dané ekonomice a piedpokladejme, Ze:

® 50 > Sg0ld, Pak libovolné zvySeni spotfebni miry na hodnotu sy > sy vede k okamZitému
poklesu spotfebni miry, co < cg, tedy také spotieby na hlavu. Nicméné, jak vyplyva z véty
5.2.2, také z dlouhodobého hlediska dochazi k poklesu spotfeby na hlavu, tj ¢®(s2) < ¢°(so).
To je z pohledu sou¢asnych i budoucich spotfebitelii nezddouci jev. A¢koliv pfitom doslo
ke zvySeni kapitalového vybaveni a k ristu produktu na jednu pracovni jednotku, zustava
po cely ¢as spotfeba na hlavu pod moZznou dosazitelnou trovni. Proto se tento rust, rust
pii podmince k > kgoq, nazyva dynamicky neefektivnd. Jak je uvedeno v |7, str. 216 v
zemich OECD? tento jev nenastava a nastava spiSe opacna moznost.

® 50 < Sgold, Pak libovolné zvySeni spotfebni miry na hodnotu s; > sg vede k okamZitému
poklesu soucasné miry spotieby, c¢; < cg, tedy také okamzité spotfeby na hlavu. Nicméné,
jak vyplyva z véty 5.2.2, z dlouhodobého hlediska dochazi ke zvyseni spotfeby na hlavu,
tj. ¢°(s1) > ¢°(sp). Co by v takovém piipadé méla udélat vlada? Pokud provede takova
opatteni, Ze dojde ke zvySen{ miry tspor, pak ji souc¢asné domécnosti ziejmé nebudou dale
volit, protoze dojde k doCasnému sniZeni jejich moznosti ke spotiebé. Pokud neprovede
7zadné opatfeni ke zvySeni miry uspor, budou budouci generace spotifebovavat méné, nez
je v moznostech dané ekonomiky. To je zifejmé také nezadouci. Kterou moznost si vlada
vybere? Jak jiz bylo feceno, operuji zemé¢ OECD pod trovni s444, takZe si spiSe vybiraji
spokojenost soucasnych voli¢i. Pripustme vSak, Ze situace neni tak jednoduché a zavisi
také na jinych okolnostech.

5.2.2 Mira rastu kapitalové intenzity a dynamika piechodu

Ptedchozi rozbor nés pfivedl k tomu, ze kapitalové vybaveni ekonomiky se nachazi ve
staciondrnim stavu nebo se k tomuto stacionarnimu stavu snazi priblizit. Je-li kapitalové
vybaveni ve stacionarnim stavu, plati (5.2.11) a také produkt p¥ipadajici na jednu pracovni
jednotku je ve stacionarnim stavu, totiz y° = f(k°). Nyni lze popsat, jaky je za podminky
stacionarniho stavu kapitalového vybaveni ¢asovy vyvoj celkového produktu. Je Y = Ly° =
Lof(k°)e™, to znamena, Ze mira riistu produktu vy, je vy = Y /Y = n. Je tedy stejnd, jako
mira ristu pracovni sily. Podobné bychom zjistili, Ze mira rustu kapitalu je yx = K /K =n,
mira ristu spotfeby je 7¢ = C'/C = n a mira ristu aspor je vg = S/S = n. To nés vede
k zavéru, Ze stacionarni stav kapitdlového vybaveni dané ekonomiky je charakterizovan
stejnou konstantni mirou riastu veli¢in Y, K, S nebo C. Vzhledem k tomu, Ze mira rastu
pracovni sily je exogenni veli¢inou, nardzime na vazné omezeni neoklasické dynamické
rovnice. Napiiklad to znamena, Ze mira rstu produktu Y je nezévisla na mife tspor s

30ECD-Organization for Economic Cooperation and Development, zaloZena v roce 1961 v Pafizi, sdru-
Zuje vétsinu bohatych zemi, které produkuji az 70% celosv&tového produktu, srv. |7, str. 15].
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nebo na trovni technologie v produkéni funkei f. Model v8ak poskytuje nékolik zajimavych
informaci, které souvisi s pfechodem ekonomiky do jejiho stacionarniho stavu.

Abychom mohli studovat prechod ekonomiky do stacionarniho stavu, budeme uvazovat
miru ristu kapitalové intenzity. Zavedeme ji vztahem

_k_ f(R)
= =50~ (n+9). (5.2.15)

Budeme-li uvazovat, ze ekonomika neni ve svém stacionarnim stavu, lze psat
Y =Yk(k), k>0
a zajimat se o vlastnosti této veliCiny.

Véta 5.2.3. Necht k° > 0 je staciondrni bod neoklasického ristového modelu (5.2.11) a
Y (k) je mira ristu kapitdlové intenzity definovand vztahem (5.2.15). Pak

(i) (k) >0 pro0 <k <k°, v(k) <0 prok>k° ay(k°) =0;
(iii) v, (k) <0 pro k > 0.

Diikaz. e Podobng, jako v dikazu véty 5.2.1 polozme g(k) = sf(k) — k(n+46), k > 0. Pak
(k) = g(k)/k, k > 0. V dikazu véty 5.2.1 bylo ukazano, ze g(k) > 0 pro 0 < k < k°,
g(k) <0 pro k > k° a g(k°) = 0. Odtud pak plyne (7).

e Pouzijeme-li 'Hospitalovo pravidlo a jedné z Inadovych podminek uvedenych v ¢asti (ii7)
véty 5.1.1, 1ze psét

Q.

Jim (k) = lim (sf'(K) = (n +9)

Vyuzijeme-li dale dalsi Inadovu podminku, ziskdme (i)

Jim (k) = lim (sf'(k) = (n+0)) = —(n+9).

o Je
f'(k)k — f(k 5
) = TR IO 8 ) kg a).
Protoze podle bodu (ii) véty 5.1.1 je mezni produktivita prace f(k) — kf'(k) > 0, je
v, (k) < 0. Tedy plati (4ii). O

Absolutni konvergence. Mé&jme dvé ekonomiky, které maji stejné parametry, a tedy
maji také stejny stacionarni stav kapitalové vybavenosti k°. Necht plati kpoor (0) < Epicn(0) <
k°, kde kpoor (0) je pocateéni kapitalové vybaveni chudsi z obou ekonomik a kyic,(0) je ka-
pitalové vybaveni bohatsi z obou ekonomik. Pak podle (iiz) pfedchozi véty 5.2.3 plati
Y (Epoor (0)) > i (kricn(0)). Tento pocateéni stav ziejmé znamena, ze také i (kpoor(t)) >
Yk (kricn(t)), t > 0. Mizeme se tedy domnivat, Ze chudsi ekonomika roste v daném ob-
dobi vys$im tempem neZz ekonomika bohatsi. Hypotéza, Ze relativni pFiristek vistupu na
jednu pracovnt jednotku chudsich zemi md tendenci byt vyssi neZ u bohatsich zemi, aniz
se prihlizi k ostatnim charakteristikim ekonomik, se v teorii ekonomického rastu nazyva
absolutni konvergence. Sledované hodnoty z jednotlivych stati USA, kde jsou ekonomické
parametry srovnatelné, pfipadné hodnoty ze stati sdruzenych v OECD, o kterych lze také
uvazovat jako o podobnych ekonomikach, tuto hypotézu potvrzuji, srv. [6].
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Podminéna konvergence. Pokud se srovnani provede v celosvétovém méritku, hypo-
téza absolutni konvergence neplati. Lze nalézt mnoho chudych stat, jejichz tempo ristu
produktu na jednu pracovni jednotku je mensi nez u statid bohatych a tato pozorovani do-
konce prevazuji. I tento jev lze vysvétlit, pokud nebudeme predpokladat stejné parametry
ekonomik, tedy ani stejné stacionarni hodnoty kapitalové vybavenosti nebo produktu na
jednotku préace. Pripustime-li, Ze stacionarni stavy ekonomik se lisi, prichdzime k hypo-
téze, kterd se v teorii ekonomického rustu nazyva podmineénd konvergence. Ta je zaloZena
na pozorovani (i) a (ii) véty 5.2.3 a tvrdi, ze ekonomika roste tim rychleji, ¢im niZe je
pod svym vlastnim staciondrnim stavem, podrobnéji viz [6] nebo [23].

5.3 Neoklasicky model riistu a technologicky pokrok

V predchéazejici sekci jsme ukazali, Ze se ekonomika po dostateéné dlouhé dobé priblizi rov-
novaznému stavu, kdy pomér prace-kapital, realny dichod na osobu a spotieba na osobu
zistavaji na konstantni Grovni. To by znamenalo, Ze se Zivotni droven stabilizuje na urcité
drovni a pokud by nedoslo ke zméné miry tspor obyvatelstva, doslo by k jeji stagnaci.
Takova stabilita rastovych koeficientu vSak neni pozorovéana.

Doposud jsme uvazovali, ze Groven pouzivané technologie je dani a neméni se. Vstup byl
ovlivnén pouze mnozstvim prace a velikosti fyzického kapitalu. Nicméné v dlouhodobém
vyvoji vSech vyspélych svétovych ekonomik lze pozorovat, Ze produkce v téchto zemich
roste rychleji nez vstup prace. Kratkodoby ruast lze vysvétlit pomoci akumulace fyzického
kapitalu, nicméné akumulace vice zdroju a investic do kapitélu je limitovana klesajicimi
vynosy. Chceme-li vysvétlit zminény vyssi rist produkce, bude nutné vzit v ivahu rozvoj
lidského poznani. Porovname-li zptsob vyroby pfed 100 lety a nyni, je zfejmé, Ze doslo k
velkym zménam v postupech i organizaci vyroby. Zda se tedy, Ze zdrojem vySsi produkti-
vity je vyzkum a vyvoj — R & D (research and development). To je pojem, ktery zahrnuje
védecky vyzkum, vyvoj vyrobku, vyvoj a inovace vyrobnich postupti a zlepSeni v Fizeni.
Kratce budeme tikat, ze dochazi ke zlepSovani technologie vyroby. Tak jak dochézi k obo-
haceni prace piipadné kapitalu technologii, zvysuje se produktivita prace, a tedy dochazi k
vysSimu ristu produktu. V oddilu 5.3.1 charakterizujeme produkéni funkei s technologic-
kym pokrokem. V oddilu 5.3.2 ukdZeme, jak se zméni zakladni rovnice pro tvorbu kapitalu
a jak se modifikuje jeji feSeni.

5.3.1 Neoklasickd produkéni funkce s technologii.

Pomoci technologie lze rozsitit oba vstupy produkce - kapitéal a praci. Misto (5.1.11) tedy
uvazujme produkéni funkci ve tvaru

Y = F(BK, AL), (5.3.1)

vvvvv

V [6, str. 53] je ukazano, Ze pokud existuje konstantni mira technologického pokroku, je v
neoklasickém modelu nutné, aby technologicky pokrok obohacoval praci. Takovy piipad se
nazyva Harodovsky neutrdlni technologicky pokrok. Z tohoto pozorovani budeme vychézet
a k predpokladim uvedenym v 5.1.1 pfiddme pozadavek, podle kterého ma technologicky
pokrok pfimy vliv na pracovni silu. Budeme tedy uvazovat produkéni funkei ve tvaru

Y = F(K, AL), (5.3.2)
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kde A = A(t) predstavuje uroven technologie. Budeme predpokladat, ze

L= (5.3.3)

kde z > 0 je konstantni mira ristu technologie. Celkové mnozZstvi préce, které je nyni
déno sou¢inem skuteéné velikosti prace L a velikosti trovné rozsifujici technologie A, byva
v ekonomické literatufe, srv. [51], nazyvano efektioni pracovni vstup nebo efektivni prdce,
resp. prdce meérend v jednotkdch efektivni prdace. Ozna¢me tuto veli¢inu

L(t) = A(t)L(t). (5.3.4)

Pomoci vztahu k = K / L > 0 zavedeme kapitalové vybaveni efektivni prdce nebo efektivni
kapitalovou intenzitu. Polozme jesté § = Y/L, a nazvéme tuto veli¢inu efektivni pracovni
produktivita.

Protoze je F' homogenni fadu jedna, miizeme psét

K
Y:AL-F(,l).
AL

Pouzijeme-li pfedchozi oznaceni, mame
FR) = F (R, 1), (5.3.5)

kde f je intenzivni produkéni funkce a mizeme psat

g = f(k). (5.3.6)
Podobné jako ve vétach 5.1.1 a 5.1.3 bychom mohli ukéizat, Zze plati

Véta 5.3.1. Pro intenzivni produkéni funkci (5.3.5) pFislusnou neoklasické produkcnd funkci
(5.3.2) plati

(i) f'(k) je meani produktivita kapitdlu a pro k > 0 je f'(k) >0, f"(k) < 0;
(i) [f(k) — kf'(k)]e® je meznt produktivita prdce a pro k >0 je f(k) — kf'(k) > 0;
(iii) limg_ o f'(k) = oo, lim;___ f'(k) = 0.

(iv) f(0) =0, limg____ f(k) = .

5.3.2 Zakladni rovnice pro tvorbu kapitalu a technologicky pokrok obo-
hacujici pracovni silu.

Opakujme nyni nékteré kroky z odstavce 5.2.1, kde jsme odvodili zédkladni rovnici pro
tvorbu kapitalu. Reprezentativni firma se chova tak, aby maximalizovala svij zisk

n(K,L) = F(K,L) — RK — wlL,
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kde R = R(t) je cena najmu jednotky kapitalu a w = w(t) je mzdova sazba za jednotku
prace. Podminky prvniho fadu davaji

oF ~
—(K,L) =R,
0K
OF OF . (5.3.7)
—(K,AL)= —(K,L)A = w.
SLUCAL) = 5o (K. DA =w
Podle Eulerovy véty pro homogenni funkci fadu jedna (5.3.2) plati
F(Ki)—KaF(Kﬂ)+EaF(Ki)—RK+ L (5.3.8)
I - 8K ) af/ ) - w I o

pfi¢emz v posledni rovnosti jsme vyuzili vztahy (5.3.7) a (5.3.4). Pfihlédneme-li k (5.1.8)
a (5.3.8), lze (5.1.10) psat ve tvaru

K =F(K,L) - C - /K. (5.3.9)

Protoze v uzaviené¢ ekonomice pro spotiebu C = C(t) plati C = (1 — s)F(K, L), kde s
je podil uspor, lze rovnici (5.3.9) psat jako K = sF(K,L) — §K. Ziskali jsme tak vari-
antu zakladni rovnice pro tvorbu kapitalu v pfipadé produkéni funkce s technologickym
pokrokem. Pouzijeme-li jesté (5.3.9), mame

K =sF(K,AL) — 0K. (5.3.10)
Vydélime-li (5.3.10) efektivnim mnoZstvim prace AL a pouZijeme-li intenzivni produkéni
funkei (5.3.5), ziskame

K - -

— =sf(k) — k. 3.11
az = s/ (k) (5.3.11)

Podle vét o derivaci sou¢inu a podilu miZeme psét

i (KN _KAL-K(AL+AL) K §'+£ K
- \AL) (AL)2 AL A L)AL
K -

kde n je mira ristu prace zavedena predpokladem (5.1.4) a z je mira riistu technologie za-
vedend predpokladem (5.3.3). Dosadime-li (5.3.11) do (5.3.12), ziskame neoklasicky ristovy
model s technologii ve tvaru

k=sf(k) — (x +n+ o)k (5.3.13)

ktera je formalné shodné s rovnici (5.2.10). To v8ak znamena, Ze po doplnéni miry rastu
technologie, konkrétné pak vlastnosti uvedenych ve vété 5.3.1, 1ze pouzit vysledky uvedené
v oddilu 5.2.1. Tato podobné tvrzeni zde uvedeme bez dikazl, nebot jsou analogické
dilkazim uvedenym v oddilu 5.2.1.

Véta 5.3.2. Neoklasicky ristovy model s technologickym pokrokem (5.3.13) md jedno-
znacné urceny staciondrni bod k° > 0, pro ktery plati

sf(k°) = (z +n+ 0)k°. (5.3.14)

Tento staciondrni bod je asymptoticky stabilni.
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mira ristu
1. | efektivni kapitalova intenzita, k 7% =0
2. | efektivni pracovni produktivita, g v5 =0
3. | kapitalova intenzita, k Ve =
4. | pracovni produktivita, y Yy =T
5. | prace, L YL ="n
6. | kapital, K YK =T +n
7. | produkce, Y Vv =x+n
8. | spotfeba, C Yo=x+n

Tabulka 5.1: Charakteristiky vyvaZeného riustu uzaviené ekonomiky.

Ozna¢me ¢ = C/ L spotiebu na jednu efektivni pracovni jednotku. Nyni lze formulovat
analogii pravidla zlaté kapitalové akumulace.

Véta 5.3.3. Necht je neoklasicky ristovy model s technologickym pokrokem (5.3.13) wve
staciondrnim stavu. Maximdlni podil spotFeby Cyo1q na jednu efgktivm’ pracovnt jednotku lze
dosdhnout, jestliZe pro dany staciondrni stav, ktery oznacime kgoq, plati

' (kgold) = x +n+90. (5.3.15)

Stacionarni stav kapitalového vybaveni k° charakterizuje také stacionarni stav efektivni
pracovni produktivity, z (5.3.6) mame §° = f(k°). Potom viak Y (t) = A(t)L(t)§° =
AgLof(lzzo)e(”"“‘")t, kde Ap je pocatecni urovenn technologie a Ly je poCateéni mmnoZstvi
prace. Odtud vy =Y /Y = z+n. Podobné bychom ovéfili i dalsi vysledky charakterizujici
vyvazeny rust, tj. rust za podminky stacionarniho stavu efektivni kapitélové intenzity,
uvedené v tabulce 5.1. Mé&jme ekonomiku, ktera roste velmi rychle (v porovnani s ostatnimi
zemémi nebo v porovnani se svym rustem v minulosti). Zatim uvedené vysledky rtstového
modelu nabizeji dva zplisoby vysvétleni.

e Rychly rist je zpusoben vyssi mirou technologického pokroku .

e Rychly rust je dusledkem podminéné konvergence, kdy se ekonomika prizpisobuje
vyssi hladiné kapitalu, ktery odpovida efektivni pracovni jednotce, k = K/AL.

Jakou odpovéd v konkrétnim piipadé upfednostnit? Jestlize rist odrazi vysokou miru
vyvéazeného riistu, pak by vystup na jednotku prace (nebo produktivita prace) mél rist
mirou ristu technologického pokroku. V tabulce 5.1 se jedna o fadek 4. V druhém p¥ipadé,
kdy rist odrazi prizptisobeni vyssi hladiné kapitalu na efektivni jednotku prace, by méla
mira rustu produktivity prevysit miru rastu technologického pokroku. Takova pozorovani
byla u nékterych rozvinutych svétovych ekonomik uéinéna, srv. napf. [7].

V této sekci bylo ukizano, ze pokud se v modelu predpokldda technicky pokrok, 1ze zajistit
dlouhodoby stabilni rtst, ktery mé za nésledek trvaly rist Zivotni trovné obyvatelstva
a ktery charakterizuje tabulka 5.1. Diky technickému rtstu lze tedy také u vyspélych
ekonomik, které se jiz nachéazeji v blizkosti svého rovnovazného stavu, zajistit, aby se rist
nezastavil a byl kladny.
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5.4 Ramsey—Cass—Koopmanstiv model

V modelech, které jsme uvedli v sekcich 5.2 a 5.3, jsme povaZzovali miru tspor s za exo-
genni veli¢inu. To spotiebiteltim nedovoluje, aby optimalizovali svoji spotfebu a mize vést
k neefektivnim tsporam. Abychom ziskali vice realisticky model, bylo by vhodné, aby mira
uspor nebyla konstantni a aby byla urcena optimalizaci domécnosti a firem, které na sebe
navzéijem pusobi na konkurené¢nich trzich.

Kofeny moderni teorie ristu polozil Frank RAMSEY ve své praci A Mathematical Theory
of Saving, (Economic Journal, 38), z roku 1928, kterad do ekonomie zavedla optimalizaci
v chovani domécnosti. Jeho myslenky v8ak byly pfijaty mnohem pozdéji, az v 60. letech
minulého stoleti. V tomto obdobi také doslo k za¢lenéni teorie optiméalniho fizeni do eko-
nomickych modelta. Jak bylo uvedeno v predchozi sekci, zadkladnim modelem pro analyzu
ekonomického ristu se stal Solow-Swantv neoklasicky model. V roce 1965 provedli David
Cass v ¢lanku Optimum Growth in an Aggregative Model of Capital acumulation, (Rewiew
of Economic Studies, 32), a nositel Nobelovy ceny za ekonomii z roku 1975 Tjalling C. Ko-
OPMANS v ¢lanku On the Concept of Optimal Economic Growth, (The Econometric Appro-
ach to Development Planning), prvni pokus o endogenizaci neoklasického modelu. Pomoci
Ramseyovy analyzy spotiebitelské optimalizace ziskali endogenni determinaci miry tspor.
Tim vSak nezmizela zavislost dlouhodobého rustu na exogennim technickém pokroku. V
této sekci se budeme jejich myslenkami zabyvat podrobnéji. Zakladni rovnice v tomto mo-
delu bude, stejné jako v neoklasickém modelu s technologickym pokrokem uvedeném v
predchozi sekei, rovnice (5.3.13). Abychom se vSak vyhnuli technickym potizim a snadnéji
odvodili hrani¢ni podminku, budeme postupovat jinak a k rovnici (5.3.13) se dostaneme
pozdéji.

5.4.1 Domacnosti

Pro formulaci modelu pouzijeme stejné predpoklady jako na str. 145 v oddilu 5.1.1. Po-
pulace je tvorena jistym mmnozstvim identickych domécnosti, které maji stejné preference,
jsou placeny stejnou mzdovou sazbou, na poc¢atku maji stejny majetek piipadajici na jednu
osobu a rostou stejnou mirou. Podle uvedenych predpokladii 1ze pracovat s reprezentativni
domécnosti. Kazd4d domacnost mé jednoho nebo vice dospélych, kteri predstavuji pracovni
silu soucasné generace. Dospéli soucasné generace, tj. rodiCe, se snazi zajistit zdroje prospe-
rity pro své potomky, chovaji se altruisticky. Kazda generace optimalizuje svoji spotiebu
tak, aby méla budouci generace dostatek prostredki k preziti. Tuto mezigenera¢ni interakci
si 1ze pfedstavit tak, ze soucasna generace maximalizuje uzitek ze své spotieby na nekonec-
ném ¢asovém horizontu a bere v itvahu rozpoc¢tovi omezeni domacnosti. Takto lze pripustit,
ze reprezentativn{ domacnost existuje v nekone¢né dlouhém obdobi, i kdyz jednotlivci ziji
pouze v konetném obdobi. Nejdiive popiSeme kritérium, podle kterého domécnosti posu-
zuji uzitek ze své spotieby, pak provedeme modifikaci rovnice (5.1.5) a stanovime hrani¢ni
podminku.

Uzitek ze spotreby

Soucasni dospéli predpokladaji, Ze jejich nekone¢né dlouho Zijici rodina roste podle Mal-
thusova zédkona mirou n > 0, ktera je zavisla na mife porodnosti a mife imrtnosti. Jestlize
normalizujeme pocet dospélych v ¢ase nula, tj. polozime L(0) = 1, lze velikost rodiny v
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¢ase t podle (5.1.1) psat ve tvaru
L(t) = ™. (5.4.1)

Tento vztah odpovida velikosti dospélé populace a soucasné vyjadiuje velikost pracovni
sily rodiny v ¢ase t. Definujme dale spotfebu na jednotku prace c(t) = C(t)/L(t), ktera
odpovida spotfebé jedné dospélé osoby. Necht u(c) je uzitek odpovidajici spotiebé ¢ jedné
dospélé osoby. Pak u[c(t)]e™ je uzitek odpovidajici spot¥ebé generace zijici v ¢ase t. Kazda
domacnost si preje maximalizovat celkovy uzZitek ze spotieby, ktery lze vyjadrit vztahem

Ule) = /Ooou[c(t)]e"te_ptdt. (5.4.2)

Uvedené formulace predpokladé, Ze celkovy uzitek v Case t = 0 je vazeny soucet uzitku
ulc(t)]e™ generaci Zijicich v budoucich dasech t. Vahovy koeficient e 7t p > 0 predstavuje
miru ¢asové preference. Kladna hodnota p znamena, ze je-li spotieba uskuteénéna déle,
je jeji uzitek z pohledu soucasné generace méné hodnotny. Velikost koeficientu p odrazi
miru netrpélivosti souCasné generace. Je-li koeficient maly, sou¢asné generaci na spotiebé
v budoucim obdobi zélezi, je-li koeficient velky, je sou¢asna generace netrpéliva a soucasné
spotfebé dava vétsi prednost pred budouci spotiebou.

Budeme predpokladat, ze funkce uzitku u(c) je rostouci funkce spotieby ¢ € [0, 00), ktera
je konkavni, tj. u/(¢) > 0 a u”(¢) < 0. Predpoklad konkavnosti odpovida tomu, Ze uzitek
ze spotieby jedné jednotky je pfi vysoké spotiebé mensi nez uzitek ze spotieby jedné
jednotky pfi nizké spotiebé. Budeme také predpokladat, ze u(c) spliiuje Inadovy podminky:
lim.—o4+ %/ (¢) = 00 a lime— ¢/(¢) = 0. Uvazujme dale, Ze p > n, tato podminka bude v
(5.4.31) upfesnéna. Podle véty 4.6.2 to znamena, ze ucelovy funkcional U(c) ve vztahu
(5.4.2) je kone¢ny.

Rovnice pro majetek

V oddilu 5.1.1 jsme uvedli diferencialni rovnici (5.1.5), ktera vyjadiovala riist majetku re-
prezentativni doméacnosti. Definujme majetek na jednotku préce ve tvaru a(t) = A(t)/L(t).
Podle véty o derivaci podilu ziskime

% ToIT (5.4.3)

, (A)' AL-AL A LA
a = = =
Vydélime-li (5.1.5) mnoZzstvim prace L a pouZijeme-li (5.1.4), miZeme po tGpravé napsat
predchozi vztah (5.4.3) jako
a=(r—m)a+w—c. (5.4.4)

Pfipomenme, ze r = r(t) je trokova mira, kterd pfinasi doméacnostem piijem za prondjem
majetku a w = w(t) je mzdova sazba, ktera pfinasi domacnostem pifjem za prondjem
pracovni sily. Danou rovnici lze interpretovat tak, Ze tempo ristu majetku na jednotku
prace v Case t je piimo tmérné hodnoté majetku v ¢ase ¢t a je upravené o rozdil mzdové
sazby a spotfeby v ¢ase t. Oznatme a(0) = ap poCateini majetek pfipadajici na jednu
pracovni jednotku. Budeme-li predpokladat, Ze je tato hodnota znama, ziskime FeSeni
rovnice (5.4.4) ve tvaru

t

alt) = a0e™ 4 [ OO ) - cls))ds, (5.45)
0
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kde
P(t) = /0 r(s) —nds = /0 r(s)ds — nt. (5.4.6)

)=y [ s (5.4.7)

stfedni urokovou miru na intervalu [0,¢]. Podle oddilu 1.1.1 pfedstavuje "Wt yysledek
spojitého tro¢eni, které probiha na intervalu [0,¢] a pro které je dana spojita arokova mira
r(s), s € [0,t]. To znamen4, Ze je-li v ¢ase t = 0 investovana jedna jednotka zbozi, ziskame
v dase t > 0 jiz € ®? jednotek zbozi. Uvedenou skutecnost lze vyjadiit ekvivalentnd.
Pokud 7(t) reprezentuje stfedni diskontni miru na intervalu [0, ], predstavuje faktor e~
soucasnou hodnotu jednotky vystupu v ¢ase t > 0, tj. tato jednotka méa v case t = 0
hodnotu e "®*, V poznamce 1.1.2 jsme uvazovali konstantni diskontni miru r(s) =r, s €
[0, 1], takZe souc¢asna hodnota jednotky vystupu v ¢ase ¢ > 0 ma hodnotu e~"*. Uvédomme
si také, ze misto (5.4.6) lze psat

P(t) = [7(t) — nlt. (5.4.8)

Hrani¢ni podminka

Abychom vylouéili feSeni rovnice (5.4.4), ktera vedou v nekone¢ném ¢asovém horizontu k
dluhtim, stanovime hrani¢ni podminku. Uvazujme nejdiive situaci na konecném ¢asovém
horizontu T" > 0. Kazdy spotiebitel, ktery se snazi o maximalizaci uzitku ze spotfeby,
nezanechéa po dosazeni hrani¢niho ¢asu 71" zadny svilj majetek, tj.

a(T)e"Te ™M < .

Na druhé strané uzitek lze zvetsit pii spotfebé zbyvajictho majetku. Stejnou podminku lze
tedy formulovat i pro nekone¢ny ¢asovy horizont a pro 7' — oo muZzeme psat

lim a(T)e" e ™T <.

T—o0
Tato podminka plati pro vSechny spotfebitele v dané uzaviené ekonomice, takZze v neko-
necném ¢asovém horizontu nemé zaddné doméacnost majetek a neexistuje domacnost, kteréd
by mohla financovat dluhy jinym domaéacnostem. To znamena, Ze Zadna domécnost pro
T — oo nevlastni zadny majetek a pro reprezentativni rodinu plati

lim a(t)e™e "M = 0. (5.4.9)

t—o0

Pokud tento vztah rozepiSseme pomoci (5.4.5) podrobnéji, ziskame
t
tlim [a(0) + / e~ (1 (s) — ¢(s)ds] = 0 (5.4.10)

Podminka (5.4.10) je v ekonomické literatufe znama jako negativni podminka pro Ponziho
hru. Ponziho hra je strategie, podle které nékdo vytvofi dluh pro svoji sou¢asnou spo-
tfebu a pak pouziva dalsi pijcky, aby splatil prvotni dluh a droky, které z ného plynou.
Takova strategie umoziuje, aby byla sou¢asna hodnota jeho celozivotni spotieby vétsi nez
sou¢asna hodnota jeho celozivotnich zdroji. Pfijmeme-li podminku (5.4.10), pak strategii
typu financovani na dluh nedovolime.
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Poznamka 5.4.2. Podle (5.4.1) je L(t) = €™, takZe a(t)e™ = A(t). Vztah (5.4.9) lze nynf
pfepsat ve tvaru ~

lim A(t)e™® =0,

t—00

ktery vyjadiuje, Ze souc¢asnd hodnota majetku A reprezentativni rodiny, ktera maximali-
zuje uzitek, je na nekoneéném horizontu nulova. Vztah (5.4.10) lze také vyjadrit ve tvaru

/ e MO=mle(t)dt = a(0) + / e Ot byt (5.4.11)
0 0

ktery vyjadfuje, Ze soucasnéd hodnota thrnné spotfeby reprezentativni rodiny je rovna
souc¢tu pocatecniho majetku a soucasné hodnoty thrnného platu této rodiny.

5.4.2 Optimalizace spotieby

Domécnosti se snazi maximalizovat hodnotu celkového uzitku, ktery jim poskytuje spotieba
vyrobeného zbozi. Tento celkovy uzitek je dan vztahem (5.4.2), ktery pro ucely formulace
tlohy zapiSeme jako U(a,c) = U(c), kde a, resp. ¢, je hodnota majetku, resp. spotieby,
na jednu pracovni jednotku. ProtoZe jde o hledani maxima tcelového funkcionalu, lze
formulovat tlohu optiméalniho fizeni ve tvaru

min(—U(a,c)| a € My, c € Ms), (5.4.12)

kde

My = {a € CU([0,00),R)| a(t) = (r(t) — n)a(t) + (w(t) — c(t)),
a(0) = ap € R, tlirglo a®)e TO=t =0 ce My} (5.4.13)

My = {c € C([0,00),R)| ¢(t) € [0,00)} (5.4.14)

Funkce spotieby ¢ predstavuje fidici proménnou v tloze (5.4.12)—(5.4.14). Je tedy tfeba
nalézt takovou funkci spotieby, aby byl proces (a, ¢) optimélni. Pouzijeme-li vétu 4.6.3, lze
pro tlohu (5.4.12)-(5.4.14) formulovat nutné podminky. Abychom zkratili zapis, budeme
proménnou ¢ pii zapisu funkei a = a(t),c = ¢(t),r = r(t),w = w(t) a adjungované funkce
1 = 1(t) Casto vynechéavat. S touto konvenci ma Hamiltonova funkce tlohy tvar

H(t,a,c, o, ) = You(c)e” P 4+ h((r — n)a +w — ¢). (5.4.15)
Budeme-li uvazovat pouze vnitini body mnoziny Ms, ziskdme podle principu maxima

oOH

C

= gou/ @ P — g =0
(t,a,¢,%0,%)

(ta a, c, ’(;Z}07 d})

Odtud je zfejmé, Ze neni mozné, aby 1y = 0. Polozime tedy ¢y = 1 a predchozi vztah
zapiSeme ve tvaru

Y =/ (@)e (P, (5.4.16)
Pro adjungovanou funkci plati vztah
oH .
_87@7015 07770) = 1/]
a I
(t,a,c,0)




Odtud .

v =—(r—n). (5.4.17)
Derivujeme-li (5.4.16) podle ¢asu ¢, dosadime-li z (5.4.17) a z (5.4.16), ziskdme po upravé
vztah pro optimalni spotfebu ¢
u'(2)
UkazZeme, Ze tento vztah je vyhodné zapsat ve tvaru
(@) )

aﬂag, (5.4.18)

r=p-— C.

pro ktery lze pouzit vztahy, které pripomeneme v nésledujici poznamce.

Poznamka 5.4.3. V oddilu 1.1.7 jsme uvedli vztahy pro vyjadieni funkce uzitku, které
odrézeji konstantni relativni koeficient averze k riziku, tj. plati

c=0, (5.4.19)

kde 6 > 0 je realné konstanta. Tento vztah lze také interpretovat jako konstantni elasticitu
mezniho uzitku u/(¢). V dalsim textu budeme uvazovat funkei uzitku ve tvaru

c
u(c) = ——, ¢> 0.

Konkrétni uloha pro funkei uzitku u(c) = ¢ na koneéném horizontu je popséna v autorové
¢lanku [63].

Poznamka 5.4.4. Pomoci (5.4.18) lze nahlédnout, Ze pokud je na néjakém ¢asovém in-
tervalu spotfeba konstantni, tj. ¢(t) = 0, pak na tomto intervalu platf r(£) = p. Chee-li
se spotiebitel, ktery maximalizuje uzitek ze spotieby, od néjaké konstantni hladiny spo-
tieby odrazit, tj. ¢(t) > 0, je trokovéa mira r(t) uréena souctem ¢asové preference p tohoto
spotiebitele a relativni mirou poklesu mezniho uzitku u’(¢(t)).

Pomoci (5.4.19) lze (5.4.18) vyjadiit ve tvaru

c 1
—=—[r—pl (5.4.20)
c 0
Reéenim této rovnice ziskdme
a(t) = ¢(0)es TPl ¢ > . (5.4.21)

Budeme-li znat pocate¢ni optimélni hodnotu spotieby ¢(0), budeme znat i optimalni spo-
tfebu ¢(t) reprezentativni doméacnosti pro ¢ > 0. Zustava problém, jak tuto hodnotu ¢(0)
urcit, aby byla splnéna hrani¢ni podminka (5.4.10) a proces (a, ¢) byl pfipustny. Vyuzijeme-
li tvar (5.4.11) této podminky a (5.4.21), muZeme psat

(0) / ooeékl—e)ﬂt)wfb—pltdt:a(o)+ / b e~ FO=mlty (¢ dt.
0 0
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Oznacime-li .
= [/ eg[(1a)r(t)+0np}tdt] 7
0
je
2(0) = p [a(0)+ / e_[r(t)_"}tw(t)dt} (5.4.22)
0

Tato podminka vyjadruje, Zze pocatecni spotieba reprezentativni domacnosti je primo
imeérna souctu pocatecniho majetku domécnosti a soucasné hodnoty thrnné mzdy do-
mécnosti. Konstanta ameérnosti y vyjadiuje sklon domécnosti ke spotiebé svého majetku.
Regeni (5.4.21) lze nynf napsat ve tvaru

et) = p [a(()) + / e_[r(t)_”]tw(t)dt} el 4 >0, (5.4.23)
0

5.4.3 Firmy

Protoze vSechny predpoklady a tuvahy tykajici se reprezentativni firmy byly uvedeny v
oddilu 5.1.1 a v sekci 5.3, budeme postupovat rychleji. Pfipomenme, Ze firmy produkuji
zbozi, plati mzdy za pronajem pracovni sily a plati nadjem za pronajem kapitédlu. Kazda
firma méa piistup k produkéni technologii, kterd spliiuje neoklasické predpoklady. Tato
technologie je pristupna technickému pokroku obohacujicim praci, tj. produkéni funkce
ma tvar

Y = F(K, AL),

kde Y = Y (t) je produkt, K = K(t) je vstup, ktery reprezentuje kapital, L = L(t) je
vstup, ktery reprezentuje praci a A = A(t) je troven technologie, o které se predpoklada,
7e roste konstantni mirou = > 0. Pokud na pocatku normalizujeme troven technologie, tj.
polozime A(0) = 1, mizZeme psat A(t) = e Efektivni praci jsme definovali vztahem L(t) =
L(t)A(t), dale jsme definovali efektivni kapitélovou intenzitu k = K/L a efektivni pracovni
produktivitu § = Y/L. Pomoci tohoto oznaceni lze misto produkéni funkce F(K, AL)
uvazovat intenzivni produkéni funkei f(k) a psét

y = f(k).

Vlastnosti této funkce jsou souhrnné uvedeny ve vété 5.3.1. Reprezentativni firma se chova
tak, aby maximalizovala svij zisk. Bod, ve kterém lze nalézt maximélni zisk, mutze byt
charakterizovan pomoci podminek prvniho fadu (5.3.7). Podle véty 5.3.1 a vztahu (5.1.8)
1ze podminky (5.3.7) psat ve tvaru

f'(k)y=r+34, (5.4.24)

() — B (B))e™ = w, (5.4.25)

kde r = r(t) je trokova mira, § > 0 je mira znehodnoceni kapitalu a w = w(t) je mzdova
sazba. Vztah (5.4.24) vyjadfuje, Zze mezni produktivita kapitalu je rovna sou¢tu trokové

miry a miry znehodnoceni kapitélu, tj. cené pronajmu jednotky kapitalu. Vztah (5.4.25)
vyjadiuje, ze mezni produktivita prace je rovna mzdové sazbé.
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5.4.4 'TrzZni rovnovaha a soustava rovnic

Nyni zkombinujeme chovani domécnosti a firem a popiSeme trzni rovnovahu v dané uza-
viené ekonomice. V takové ekonomice neexistuji dluhy — kapital je majetkem né&jakého
vlastnika uvniti této ekonomiky. To znamend, Ze majetek a jedné dospélé osoby je ro-
ven kapitalovému vybaveni k jedné pracovni jednotky. Vyvoj majetku, ktery odpovida
jedné dospélé osobé, je popsan rovnici (5.4.4). Pokud v této rovnici polozime a = k,
k=k/A = ke ™ a pouzijeme podminky (5.4.24), (5.4.25), ziskime rovnici

k=f(k)—é— (z+n+ok, (5.4.26)

kde ¢ = C/f) = Ge ™ je spotieba na jednu efektivni jednotku préace a k(0) = a(0) je déano.
Rovnice (5.4.26) predstavuje zakladni rovnici pro efektivni kapitdlovou intenzitu (5.3.13)
a vyjadiuje omezeni pro vyvoj zdroji v uvazované ekonomice.

Pouzijeme-li (5.4.20) a (5.4.24), ziskime postupné

¢ 1, -

;—x:§(f (k) —0 — p—06x) (5.4.27)
c

Uvazujme nyni (5.4.7), (5.4.24) a vztah k = ke *'. Tyto vztahy nam umozni vyjadrit
hrani¢ni podminku (5.4.9) ve tvaru

lim J(t)e™ Jolf' (k) —0-z—nlds _ (5.4.28)

t—o0

5.4.5 Stacionarni stav soustavy a fazovy portrét

V tomto oddilu pfistoupime ke konstrukei fazového portrétu rovinné soustavy (5.4.26) a
(5.4.27). Pozdgji vyuzijeme hrani¢ni podminku (5.4.28) ke konstrukei trajektorie optimal-
niho procesu. Uvazujme mnozinu {(k,é)" € R%| k > 0, & > 0} a oznacme

o1k, &) = f(k)—¢—(x+n+0k a ook, &) = f'(k)—0—p— 0. (5.4.29)

Mnozina bodi, pro které plati gpl(k ¢) = 0, reprezentuje body, v nichz k = 0 a mnozina
bodt, pro které plati cpg(k ¢) = 0, reprezentuje body, v nichz ¢ = 0. Bod, ve kterém plati
oba vztahy zéaroven, je stacionarni bod soustavy.

k — nulklina. Zabyvejme se mnozinou bodi, pro které <p1(kz ¢) = 0. Pro body z této mno-
ziny plati vztah & = f(k)— (x+n+6)k odkud je zFejmé, 7e existuje funkce & = &(k), k >0
takova, ze 1 (k, é(k)) = 0, k > 0. Vzhledem k vlastnostem funkce f uvedenym ve vété 5.3.1

~1

(i) existuji &'(k) a &" (k) pro k > 0 a plati
&'(k)=f'(k)— (x+n+90), &"(k) = f"(k) <0.

Funkee f(k) je ryze konkavni pro k > 0 a tedy f'(k) je klesajici funkce pro k > 0. Protoze
také plati Inadovy podminky lim;_ . fl(k)=00a lim; f'(k) = 0, existuje pravé jeden
bod /%gold > 0, ve kterém f’(l%gold) = +n+4 > 0, neboli 6:(17.790151) = 0. Vzhledem k tomu,
ze funkce ¢(k) je ryze konkavni pro k > 0, nabyva v bodé kgeq svého globalniho maxima

a (0,00). Hodnotu tohoto maxima oznacime ég40q. Uvedené poznatky ilustruje obr. 5.3.
V bodé %gold plati r = f’(l::gold) — 0 = n + x, tj. Grokova mira r je rovna mife ristu n + x
vystupu.
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¢ — nulklina. Nyni budeme uvazovat mnozinu bodi, pro které g@(l%,é) = 0. Protoze
f'(k) > 0, k >0 je spojita funkce, viz véta 5.3.1 (i), plati Inadovy podminky a f”(k) <
0, k > 0, existuje pravé jeden bod k° > 0 takovy, Ze f'(k°) =6+ p+ 6z > 0. To znamena,

ze pro libovolné ¢ > 0 je pa(k°,¢) = 0. Tuto skute¢nost ilustruje obr. 5.3. Pro trokovou
miru, jejiz hodnotu oznac¢ime r°, plati

r° = f'(k°) =6 = p+ 0z (5.4.30)

2 (k.81 =0

Obrazek 5.3: Fazovy portrét Ramsey-Cass-Koopmansova modelu.

Stacionarni bod. Pokud existuje stacionarni bod soustavy (5.4.26) a (5.4.27), je v tomto
bodé k(t) = k°,t > 0, tj. efektivni kapitalova intenzita je konstantni. Ma-li v daném
stacionarnim bodé platit hrani¢ni podminka (5.4.28) je nutné, aby f/(k°) — 6 —x —n > 0,
neboli f/(k°)—6 > x+n. Tento vztah lze interpretovat tak, Ze irokova mira ve stacionarnim
bodé prevysi miru ristu ve stacionarnim bodé&. Pouzijeme-li (5.4.30), muZeme piedchozi
nerovnost psat ve tvaru f/'(k°) — 8 = p+ 0x > x + n, neboli

p>n+(1-0)z. (5.4.31)

Platnost tohoto vztahu budeme v dalsim textu predpokladat. V opacném piipadé by nepla-
tila hraniéni podminka (5.4.28) a tloha by neméla vyznam. Protoze f'(k°) = 6 + p+ 0z >
S+x4n=f(kgoua) a funkce f'(k) je na (0,00) klesajici (viz véta 5.3.1 (i)), plati dilezity
vztah

k° < kgoa- (5.4.32)

Poloha stacionarniho bodu (k°,é°) je uvedena na obr. 5.3.

V soustavé (5.4.26), (5.4.27) oznacme

fk) = (z+n+d)k—¢

FRO=\ 2ty 5 p - omje
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a uvazujme Jacobiho matici
fl(k°) = (x4+n+6) —1

— E° &0 — 1 .
A' DF(k 7C ) éf//(ko)éo 0

Pro vlastni ¢isla A\j, Ao € C této matice plati podle poznamky 2.4.6 vztah
1 -
Ao =det A = gf"(kzo)éo < 0.

Jsou to tedy realna ¢isla, kterd maji opacné znaménka. Podle véty 2.5.1 to znamena, ze
stacionarni bod (k°,¢°) je sedlo.

Poznamka 5.4.5. Urc¢ime smér trajektorii ve fazovém portrétu na obr. 5.3. Uvazujme
libovolné a pro tcely této tivahy pevné k* > 0. Necht ¢* > 0 je takove, ze p1(k*,&") = 0.
Podle (5.4.29) je ¢i1(k*,¢) klesajici linearni funkce proménné ¢ > 0. To znamen4, Ze pro
¢ < & je p1(k*,¢) > 0, neboli k > 0. Podobné pro & > & je ¢1(k*, &) < 0, neboli k < 0.
Pokracujme podobnymi tvahami. Mé&me libovolné pevné ¢* > 0, pak QOQ(I;:O,é*) = 0.
Vzhledem k tomu, ze f'(k) je klesajici funkce pro k& > 0, je vzhledem k (5.4.29) takeé
pa(k, c*) klesajici funkce proménné k > 0. To znamena, Ze pro k < k° je p2(k,¢) > 0,
neboli ¢ > 0. Podobné pro k > k° je ¢a(k, ¢) < 0, neboli ¢ < 0.

Poznamka 5.4.6. Oznacme a = f'(k°) — (z +n 4 0) > 0,% resp. b =1/ - f"(k°)& < 0.
Charakteristicka rovnice matice
A— a —1
“\b 0

ma tvar A2 — aX + b = 0. Jeji zaporny kofen je

a—+va2—4b
PR A ——
2
Vlastni vektor piislusny A < 0 oznaéme v a konkrétné uvazujme v = (1,v9)'. Podle

véty 2.5.2 a poznamky 2.5.3 je vektor v smérovy vektor tecny k lokalni stabilni varieté
stacionarniho bodu (k°,¢°). Plati Av = Av, odkud a — vy = A < 0. Pomoci tohoto vztahu
a vyjadreni kofene A < 0, ziskdme odhad

a+ Va2 —4b
v =T VT TR, (5.4.33)

odkud vy > f/(k°) — (z4n+06) > 0. Hodnota v vyjadiuje smérnici te¢ny k lokalni stabilni
varieté, ktera prochazi stacionarnim bodem (k°, ¢°).

1Je k° < kgota a f'(k°) > f'(kgotd) = x +n + 9, tedy f'(k°) — (x4 n+3) > 0.
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5.4.6 Dynamika prechodu a pocate¢ni hodnota ¢

Predstavime si, Ze pro pocatecni efektivni kapitalovou intenzitu &(0) > 0 plati k(0) # k° a
ptejme se, zda lze nalézt FeSeni soustavy (5.4.26), (5.4.27), které spliuje hrani¢ni podminku
(5.4.28). Abychom takové feseni mohli popsat, je uZite¢né upozornit na rozdil mezi promén-
nymi, které zastupuji spotiebu a kapital. Kapital je stavova veli¢ina. Lze ho akumulovat
nebo odinstalovat. Jeho vyvoj je ur¢en diivéjsimi investicemi. V ekonomické jednotce, kte-
rou se zabyvame, je popsan zékladni rovnici pro tvorbu kapitélu a jeho pocatecni velikosti.
Tato rovnice ma v modelu pro efektivni kapitalovou intenzitu tvar (5.4.26) a pocate¢ni
hodnota k(0) je déna. Spotieba je fidici proménna a domacnosti mohou svobodné volit,
jak velkou ¢ést svého piijmu spotfebé vénuji. V naSem modelu optimalni volby se spotfeba
na jednu efektivni jednotku prace fidi rovnici (5.4.27). Pocatecni hodnotu ¢(0) mohou do-
mécnosti zvolit libovolné. Doposud jsme nevyuzili hrani¢ni podminku (5.4.28), nicméné je
nutné, aby tato podminka pro optimalni proces platila. To znamena, Ze hrani¢ni podminka
je pro vybér pocatecni hodnoty spotieby urcujici. Uvazujme, Ze l;:(O) < k° a sledujme tra-
jektorie na obr. 5.3.

e Vyberme takovou pocateéni hodnotu spotieby na efektivni jednotku ¢(0), ze (k(0), ¢(0)) €
W*, kde W* = W*((k°,&°)) je globalni stabilni varieta bodu (k°, &), viz definice 2.5.2. To
znamena, Ze limy o k() = k°. ProtoZe pro trokovou miru plati r(t) = f[k(t)] — 6 a funkce
f je spojita, plati limy_o 7(t) = f'(k°) — & = r°. Pro tuto hodnotu plati (5.4.30) a déle
predpokladame (5.4.31). Plati tedy také hrani¢ni podminka (5.4.28).

e Je-li pocate¢ni hodnota spotieby na efektivni jednotku piilis vysoka, napt. é;(0) na obr.
5.3, je mira uspor malé na to, aby mohla kapitdlové intenzita stale rust. Spotieba se stale
zvétsuje a trajektorie procesu protne k — nulklinu. Jakmile k tomu dojde, zacne efektivni
kapitalovéa intenzita k klesat. Protoze spotfeba na efektivni jednotku stéle roste, je podle

£5.4.26) hodnota k stale vice zaporni. To znamena, e v ndjakém ¢ase dojde k tomu, Ze
k = 0. V tomto okamziku plati § = f(0) = 0. Pfi nulové efektivni produktivité § = 0 je
také spotfeba na efektivni pracovni jednotku nulové, tj. ¢ = 0. Pfi této prudké zméné se

spotfeba prestala Fidit rovnici (5.4.27), takZe proces neni p¥ipustny.

e Je-li pocatedni hodnota spotieby na efektivni jednotku piili§ nizka, napf. éz(0) na obr.
5.3, je mira uspor dostateéné vysoké, takze dochézi k ristu kapitalu. Trajektorie procesu
protne ¢ — nulklinu a dojde k tomu, Ze spotieba na efektivni jednotku zac¢ne klesat. Efek-
tivni kapitalova intenzita stéle roste a jakmile pfekroc¢i hodnotu l%gold, plati pro trokovou
miru r = f’ (l;:) — & < n+ x. Pro takové hodnoty trokové miry vsak dojde k poruseni hra-
ni¢ni podminky (5.4.28) a proces neni piipustny. Viimnéme si také, Ze pfi tomto procesu
se snizuje spotieba, takze se zvétsuji ispory. Timto zptsobem vznikaji nevyuzité tspory a
uzitek ze spotieby klesa.

Poznamka 5.4.7. Podobny rozbor lze provést také pro k(0) > k°. Podle (5.4.22) lze
pro kazdé ko = I;:(O) > 0 nalézt ¢y = ¢(0) jednoznaéné — ve vztahu (5.4.22) staci polozit
a(0) = k(0) a &(0) = ¢(0). To znamena, 7e & je funkei ko a globalni stacionarni varieta WW*
je grafem této funkce. Abychom vyjadfili tento vzajemny vztah mezi optimalni spotiebou
na efektivni pracovni jednotku ¢ a efektivni kapitédlovou intenzitou k, budeme stru¢nd psat
¢=¢&(k), k > 0. Protoze é = &'(k) -k a k > 0,é> 0mnebo k < 0, é <0, je &k) rostouci
funkce, kterd prochézi stacionarnim bodem. Konkrétni tvar grafu této funkce zavisi na
parametrech modelu, viz [6] str. 105.
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Doposud uvedené vysledky nas pfivadéji k pozorovani, ze pokud reprezentativni domécnost
provadi optimalizaci uzitku ze spotieby svych aktiv, vyviji se uzaviena ekonomika podle
optimalni trajektorie, ktera konverguje k stacionarnimu bodu (l~c°, ¢°). Zabyvejme se nyni
mirou rustu efektivni kapitalové intenzity pfi vyvoji na optimalni trajektorii. Podle (5.4.26)
miizeme pro tuto veli¢inu pséat

~_§_ f(k)—¢—(x+n+0)k
== : . (5.4.34)

Pii vyvoji podle optimalni trajektorie je ¢ = é(k), takze také v; = vz (k). Pomoci vztahu
(5.4.34) mizeme nyni u¢init dalsi pozorovani:

e Nachazi-li se ekonomika ve staciondrnim bodé (k°,¢°), je k = 0, takze 7; = 0. To
znamené, ze ekonomika je v rovnovazném stavu.

e UvaZzujme, 2e~/%0 = l%(()) < k° a ekonomika se vyviji optimélnim zpusobem, pak pro
trajektorii {(k(t),é(t)) € R?|t > 0} plati i (k(t),é(t)) > 0, kde @1 je definovano v
(5.4.29). To znamena, Ze 73 > 0 pro k < k°.

e Podobné lze ukazat, 7e pro k > k° plati 7% <0
e Pro smérnici te¢ny lokalni stabilni variety plati vztah (5.4.33), takze
&(k°) > f'(k°) — (n+ x4 0).
Pomoci (5.4.34) muZeme psat
d(k°) = f'(k°) = (n+ 0+ ) = (i (k) - R)'| -

Dohromady to znamena, ze

(R - Ry|_ <o,

Protoze 7,;(120) =0a k° > 0, ziskime odtud

7 (k) < 0.

Uvedené vysledky koresponduji s vétou 5.2.3, ktera byla odvozena pro Solow-Swaniv model
a podle které bylo mozno vysvétlit absolutni a potencidlni konvergenci ekonomiky k rovno-
vaznému stavu. To nas privadi k tomu, Ze tyto vysledky plati také pro model s optimalizaci
spotfeby domécnosti, pro ktery je mira tspor uréovana endogenné a nikoliv exogenné, jak
tomu bylo v Solow-Swanowé modelu. Vice ekonomickych interpretaci a pozorovéani, které
se vztahuji k Ramseyové modelu lze nalézt v [6].

Podstatnym rysem neoklasickych rustovych modelt uvedenych v této kapitole je, Ze rist
kapitalové intenzity k nebo pracovni produktivity y je ur¢ovan mirou ristu technologického
pokroku zx, ktera je ddna exogenné, srv. tabulku 5.1 na strané 160. Technologicky pokrok
byl povazovan za dany a v ramci piisluSsného modelu nebyl vysvétlen. Tato komplikace
motivovala vznik dalsich modeld, které predpoklad exogennosti technologického pokroku
opustily a vytvofily zaklad dalsi teorie, ktera je nazyvana novd teorie ristu. Jeji rysy jiz v
této praci uvadét nebudeme.
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Zaver

V predlozené préci bylo ukizano, ze pouziti obycejnych diferencidlnich rovnic je pii studiu
¢asového vyvoje ekonomickych veli¢in uziteéné a ze pomoci vhodné interpretace feseni lze
overit znamé, pripadné ziskat nové, poznatky ekonomické teorie. Pfi hledédni ekonomickych
aplikaci diferencialnich rovnic byly objeveny dvé pomérné velké oblasti pouziti. Jedna se o
popis hospodéafskych cykli a o popis ekonomického rtstu.

V prvni kapitole se podarilo nalézt nebo samostatné formulovat tlohy které mohou byt
pouzity p¥imo pii vyuce obycejnych diferencialnich rovnic. Uvedené tlohy lze pouzit bud
jako tlohy motivaéni nebo problémové. Vétsinu z nich autor vyuziva pfi vyuce predmétu
Zaklady matematiky 2 na Fakulté informatiky a managementu Univerzity Hradec Krélové
a zkuSenosti s jejich pouzitim lze hodnotit pozitivné. S jejich pomoci ziskavaji studenti
vétsi duvéru v matematické metody, které s feSenim diferencialnich rovnic souvisi. Nékteré
z téchto tloh pouzil autor v textu [25], kde jsou uvedeny elementarni metody feseni diferen-
ciadlnich rovnic. Dalsi modely, které byly uvedeny v této kapitole, lze nalézt v autorovych
¢lancich [64] a [67].

V druhé kapitole byly vybrany a popsény takové pojmy a tvrzeni teorie obycejnych di-
ferencialnich rovnic, které lze pouzit v ekonomickych modelech uvedenych déle v préaci.
Podrobné je zde vysvétlen pojem FeSeni obycejné diferenciélni rovnice a na zakladé zndmé
definice absolutné spojitého feseni je zde analogicky zaveden pojem po Castech hladké fe-
Seni.

Ve treti kapitole se podarilo ucelené formulovat spojité dynamické modely pro diléi a
vSeobecnou rovnovahu. V dalsich oddilech této kapitoly byly uvedeny modely hospodéi-
Vzhledem k tématu této préace je podstatné, Ze byly pouzity poznatky teorie oby¢ejnych
diferenciélnich rovnic tykajici se stability feSeni nebo existence cykli. Je zde také uveden
Kaldoriav model hospodéafskych cykli, ve kterém jsou podrobné specifikovany predpoklady
tohoto modelu. Aby bylo moZzné zkonstruovat fazovy portrét a popsat pozitivné invariantni
mnozinu tohoto problému, jsou nad ramec citované literatury doplnény nékteré predpo-
klady. V zavéru této kapitoly je uveden model jisté reklamni strategie, ktery byl popsan v
¢lanku [69].

P1i popisu ekonomického ristu je uzitecné pouzit poznatky z teorie optiméalniho fizeni.
Ukézalo se také, ze tloha optimalniho Fizen{ je pro tvorbu matematickych modelt s ekono-
mickym obsahem pomérné rozsifena. Proto byla ve ¢tvrté kapitole tohoto textu vénovana
pozornost nutnym podminkam pro optiméalni proces ulohy optimalniho rizeni, které jsou
souhrnné nazyvany jako Pontrjagintiv princip maxima. Byl zde uveden ditkaz nutnych pod-
minek pro optimalni feSeni Lagrangeovy tlohy a dilkkaz nutnych podminek pro optimélni
feSeni zakladni tlohy optimalniho fizeni. V této kapitole byly uvedeny také nékteré mensi
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ekonomické modely, které 1ze pomoci Pontrjaginova principu fesit, jeden z téchto modeli
je popsan v ¢lanku [63|. Déle zde byl uveden ptivodni autortiv model tykajici se optimél-
nich vydaji na reklamu jisté znacky, kterd ma zpozdény tcinek. Tento model je popsan v
autorovych ¢lancich [66] a [70].

V péaté kapitole se podafilo nalézt pomérné podrobny matematicky popis neoklasickych
rustovych modeli. Byly zde uvedeny matematické formulace predpokladi neoklasické eko-
nomie, které umoznily formulovat a dokazat tvrzeni o vlastnostech neoklasické intenzivni
produkéni funkce. Pomoci téchto vlastnosti byla dokdzana existence stacionédrniho bodu v
neoklasickém modelu riustu a také dalsi vlastnosti tykajici se konvergence feSeni k stacio-
narnimu bodu. Vzhledem k tomu, Ze existujici literatura pifi popisu feseni ¢asto pouziva
grafické metody, lze predlozeny text povazovat za doplnéni literatury vénované tomuto té-
matu. Zakladni neoklasicky model rtstu byl rozsifen o technologii obohacujici praci. Dale
byl model rozsifen o funkcional, ktery vyjadiuje thrnnou spotiebu typické domacnosti a
vznikla tloha optiméalniho fizeni na nekone¢ném ¢asovém horizontu. Byly zde také uvedeny
ekonomické divody, které umoziuji formulovat hrani¢ni podminky. To pro tento model
neni typické, v citované literatufe je spiSe uvedena terminalni podminka, jejiz platnost pro
tlohu optiméalniho fizeni na nekoneéném ¢asovém horizontu nebyvé ovérena. Pomoci této
podminky lze pak nalézt optimalni proces, ktery poskytuje vysvétleni nékterych jevi, které
jsou v ekonomickém riistu pozorovany.

V praci byly uvedeny modely, ve kterych byla ukizana existence cyklu. V budoucnu by
se autor rad vénoval problémiim spojenych se stabilitou téchto cykla. Pfi ptipravé tohoto
textu se autor také setkédval s modely, které byly formulovany pomoci diferen¢nich rov-
nic. Tento typ diskrétnich modeli je pro ekonomii a management v nékterych piipadech
vice typicky. Proto by se v budoucnu autor radd vénoval i tomuto matematickému pojmu a
metodam, které vedou k popisu feSeni diferenénich rovnic.
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