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edges. Tato implementace je prakticky testována na několika sńımćıch, výsledky tes-
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Úvod

Tato práce má dva hlavńı ćıle. V prvńı řadě je to d̊ukladné teoretické studium Mumford–
Shahova segmentačńıho modelu, který lze považovat za fundamentálńı mezi variačńımi
segmentačńımi modely, přičemž toto postaveńı je zároveň v práci obhájeno. Druhým
ćılem je vlastńı implementace konkrétńı varianty tohoto modelu a praktické testováńı
této implementace. Po úvodńı kapitole, ve které jsou ujasněny základńı pojmy, následuj́ı
dvě hlavńı kapitoly a každá z nich je věnována splněńı jednoho z vytyčených ćıl̊u.

Kapitola 2 má rešeršńı charakter, snažil jsem se v ńı d̊ukladně avšak přehledně
popsat většinu teorie týkaj́ıćı se Mumford–Shahova segmentačńıho modelu. Jsou v
ńı uvedeny a následně aplikovány teoretické poznatky jednak z článk̊u, které se bez-
prostředně týkaj́ı Mumford–Shahova modelu a jiných problémů podobného typu (tzv.
free discontinuity problems), tak z obecněǰśıch discipĺın, jako je funkcionálńı analýza a
teorie parciálńıch diferenciálńıch rovnic. U tvrzeńı, která nejsou v práci dokázána, je
vždy odkázáno na literaturu, kde je možné př́ıslušný d̊ukaz nalézt, a často jsem se v
tom př́ıpadě snažil alespoň popsat princip d̊ukazu, aby se v něm čtenář lépe zorien-
toval. Tato kapitola tak poskytuje kvalitńı souhrn teorie Mumford–Shahovy variačńı
segmentace, aniž by byla potřebná daľśı literatura.

Kapitola 3 je naopak orientována prakticky. Zač́ıná opět výkladem potřebné teorie,
přičemž jsem se snažil vše zasadit do kontextu předchoźı kapitoly. Následuje vlastńı
numerická implementace konkrétńıho segmentačńıho modelu (active contours without
edges, jedna z variant Mumford–Shahovy obecné segmentace). Zp̊usob numerického
řešeńı jsem podrobně vysvětlil. Tam, kde existuje v́ıce možnost́ı jak daný d́ılč́ı problém
řešit, jsem svou volbu vždy od̊uvodnil a teoreticky vysvětlil. Domńıvám se tak, že
nejen konkrétńı implementace, ale hlavně jej́ı d̊ukladný popis tak může ušetřit čas ko-
mukoliv, kdo by ji chtěl modifikovat na sv̊uj problém. Poté jsem implementaci testoval
na několika zkušebńıch sńımćıch, zde jsem se snažil poukázat na správné i nesprávné
chováńı metody a oboj́ı opět teoreticky zd̊uvodnit. Chováńı metody je také několikrát
porovnáno s jinými variačńımi segmentačńımi metodami založenými na odlǐsném prin-
cipu. Zcela na závěr práce jsem shrnul obecné zkušenosti, které jsem při praktických
testech s metodou źıskal, z této části je možné si rychle udělat přehled, na jaký typ
problémů metoda je či neńı vhodná.
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Použité značeńı

R Množina reálných č́ısel.
N Množina přirozených č́ısel.
Lp(Ω) Lebesgue̊uv prostor funkćı integrovatelných v p-té

mocnině.
L∞(Ω) Lebesgue̊uv prostor funkćı esenciálně omezených.
W k,p(Ω) Sobolev̊uv prostor funkćı, jejichž k-tá derivace je v

Lp(Ω).
C0,s(Ω) Prostor funkćı hölderovsky spojitých, tzn. |f(x) −

f(y)| ≤ C|x− y|s pro nějaké C.
Ck,s(Ω) Prostor funkćı, jejichž k-tá derivace je hölderovsky

spojitá s exponentem s.
Ck(Ω) Prostor funkćı k krát spojitě diferencovatelných.
Ck0 (Ω) Prostor funkćı k krát spojitě diferencovatelných s kom-

paktńım nosičem uvnitř Ω.
BV (Ω) Prostor funkćı s konečnou variaćı.
SBV (Ω) Prostor speciálńıch funkćı s konečnou variaćı.
dx Lebesgueova mı́ra.
Hk Hausdorffova mı́ra dimenze k.
|µ| Totálńı variace mı́ry µ.
ν � µ Mı́ra ν je absolutně spojitá vzhledem k µ.
ν ⊥ µ Mı́ra ν je singulárńı k µ.
xn → x Silná konvergence (v normě).

xn
w−→ x Slabá konvergence.

1A Charakteristická funkce množiny A.

A Uzávěr množiny A.

AΩ Uzávěr množiny A vzhledem k Ω.
∇f Gradient funkce f , ∇f = (∂xf, ∂yf).
∆f Laplace̊uv operátor funkce f , ∆f = ∂xxf + ∂yyf .
div v Divergence, div v = ∂xvx + ∂yvy.

2



Kapitola 1

Segmentace digitálńıho obrazu

Práce se zabývá studiem variačńıch metod pro segmentaci digitálńıho obrazu, v této
úvodńı kapitole si nejprve uvedeme tyto dva pojmy.

Digitálńı obraz

V praxi je digitálńı obraz obvykle diskrétńı mř́ıžka konečného počtu pixel̊u (matice),
jejichž hodnoty světelné intenzity jsou taktéž diskrétně rozděleny, např́ıklad v intervalu
[0, 1] nebo jako celoč́ıselné hodnoty 0 až 255. Pro teoretické úvahy s užit́ım matematické
analýzy je však výhodné uvažovat definičńı obor i obor hodnot obrázku jako kontinuum.
Pod pojmem (šedotónový) digitálńı obrázek tak budeme rozumět jednoduše souvislou
omezenou oblast Ω ⊂ R2 a funkci u : Ω → R představuj́ıćı intenzitu obrazu (stupeň
šedi) v daném bodě. V př́ıpadě barevných obraz̊u se namı́sto skalárńı funkce uvažuje
vektorová funkce u : Ω→ R3, př́ıpadně s jiným odpov́ıdaj́ıćım počtem komponent.

Daľśı požadavky na regularitu oblasti Ω a funkce u se stanovuj́ı podle konkrétńı apli-
kace a modelu, stejně jako v jiných oblastech analýzy tvoř́ı d̊uležitý prvek pro korektnost
úlohy. Obecně lze ř́ıci, že funkci u většinou nelze uvažovat spojitou, nebot’ právě nespo-
jitosti funkce mohou představovat hranice objekt̊u na obrázku, a tedy d̊uležité prvky
pro jeho analýzu. Naopak lze předpokládat, že hodnoty světelné intenzity jsou omezeny
minimálńı a maximálńı naměřitelnou (či zobrazitelnou) hodnotou, a budeme tak pro
vstupńı obraz u0 vždy předpokládat, že u0 ∈ L∞(Ω), aniž by to představovalo omezeńı
pro praktické aplikace.

Stoj́ı za to zmı́nit, že výše popsaná reprezentace obrazu neńı jediná možná, např́ıklad
ve stochastických modelech se obrázek uvažuje jako pole náhodných veličin. Možnost́ı
je mnoho a je třeba zvolit vhodnout reprezentaci podle matematického aparátu, jakým
danou metodu studujeme.

Definice problému

Jednoduše řečeno, ćılem segmentace je rozdělit vstupńı obraz na jednotlivé logické
celky, typicky objekty zájmu a pozad́ı. Každý pixel vstupńıho obrazu tak potřebujeme
klasifikovat, zda nálež́ı pozad́ı, nebo některému z objekt̊u zájmu, př́ıpadně r̊uznými
hodnotami odlǐsit r̊uzné druhy objekt̊u.

V kontextu reprezentace obrazu popsané výše tak můžeme segmentaci definovat
jako proces

Ω
segmentace−−−−−−−→ Ω =

n⋃
i

Ωi

⋃
Γ

s vlastnostmi
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1. Ωi je neprázdná otevřená a souvislá ∀ i, Γ je uzavřená v Ω s H1(Γ) <∞,

2. Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀ i 6= j,

3. P (Ωi) = true ∀ i,

4. P (Ωi ∪ Ωj) = false ∀ i 6= j,

kde množiny Ωi tvoř́ı jednotlivé objekty resp. pozad́ı, množina Γ představuje hranice
objekt̊u a funkce P je logický predikát, který stanovuje, zda daná část obrázku tvoř́ı
jeden vizuálńı celek (tedy bud’ jen objekt, nebo jen pozad́ı).

Obrázek 1.1: Př́ıklad vstupńıho obrazu a očekávaného výstupu segmentace

Predikát P zde použ́ıváme jen ve vágńım smyslu — jde o to nějak rozhodnout, zda
je segmentace z lidského pohledu správná a přenést tuto informaci co nejvěrněji do ma-
tematického popisu nebo poč́ıtačového algoritmu. Např́ıklad ve variačńıch metodách se
namı́sto logického predikátu použ́ıvá funkce určuj́ıćı mı́ru nekvality segmentace (ener-
gii), jej́ıž minimum se snaž́ıme nalézt. Konkrétńı kritéria určuj́ıćı rozděleńı obrazu nelze
dostatečně dobře určit obecně, každá segmentačńı metoda tak typicky dobře funguje
jen na určité tř́ıdě vstupńıch obraz̊u a je třeba tak přizp̊usobit výběr metody pro danou
aplikaci.

Klasické segmentačńı metody lze přibližně rozdělit na tzv. edge–based a region–based
metody. Do prvńı skupiny spadaj́ı metody, které se snaž́ı detekovat objekty podle jejich
okraj̊u, tzn. z výše popsaného procesu se zaměřuj́ı na detekci množiny Γ. Druhou sku-
pinu tvoř́ı k nim komplementárńı metody, které na základě přibližné homogenity inten-
zity (či jiného deskriptoru) seskupuj́ı pixely vstupńıho obrazu do jednotlivých objekt̊u,
snaž́ı se tedy naopak určit jednotlivé Ωi. Pro seznámeńı s klasickými segmentačńımi
metodami lze doporučit např́ıklad [19].
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Kapitola 2

Mumford–Shah̊uv segmentačńı
model

V této kapitole se budeme podrobně zabývat jedńım ze nejd̊uležitěǰśıch variačńıch
segmentačńıch model̊u, tzv. Mamuford–Shah̊uv model1. Podle hrubého rozděleńı z
předchoźı kapitoly bychom mohli MS model charakterizovat sṕı̌se jako region–based
model, objekty jsou tak rozpoznány podle přibližné homogenity jejich vnitřku, nikoliv
podle okraj̊u, uvid́ıme však v posledńı části této kapitoly, že hrany objekt̊u také hraj́ı
svou roli. Tento model je historicky významný a přesto stále aktuálńı, klade zaj́ımavé
matematické otázky a jeho modifikacemi lze odvodit modely vhodné pro širokou tř́ıdu
aplikaćı. Někdy bývá dokonce označován za základńı segmentačńı model v tom smyslu,
že jiné segmentačńı metody lze formulovat jako speciálńı př́ıpady MS segmentace.

V prvńı části se pod́ıváme na výchoźı představu, ze které model vycháźı, a uvedeme
si přesnou formulaci segmentace jako minimalizačńı problém. Dále se budeme zabývat
existenćı řešeńı tohoto problému, zde bude potřeba nejprve uvést některé matematické
pojmy. Ve třet́ı části se pod́ıváme na diferenciálńı rovnice, které taková ideálńı segmen-
tace (řešeńı minimalizace) muśı splňovat, z nich lze vyč́ıst některé vlastnosti o segmen-
taci. Poté se pod́ıváme na regularitu vzniklé segmentace a geometrii hran vysegmen-
tovaných objekt̊u, uvid́ıme např́ıklad, že model je postaven tak, že z principu nemůže
vysegmentovat hrany objekt̊u zcela přesně. S dokázanou existenćı řešeńı je přirozené
se ptát, zda je řešeńı jednoznačné, na to se pod́ıváme v daľśı části (a uvid́ıme, že neńı).
Nakonec se budeme věnovat jakýmsi limitńım př́ıpad̊um představeného segmentačńıho
modelu, které jsou zaj́ımavé jednak z toho d̊uvodu, že dávaj́ı v́ıce nahlédnout

”
pod

pokličku“ a ukazuj́ı, proč je tento model pro variačńı teorii segmentaci natolik d̊uležitý,
dále pak inspiruj́ı k modifikaci MS segmentačńıho modelu na jiné segmentačńı metody.

Text této kapitoly se klade za ćıl čitelně a komplexně představit Mumford–Shah̊uv
segmentačńı model a ukázat, jakým teoretickým aparátem lze tento model zkoumat.
V žadném př́ıpadě si naopak neklade za ćıl zde všechna tvrzeńı a uvedené poznatky
precizně dokázat, nebot’ to by znamenalo shrnout stovky stránek jiných publikaćı či
článk̊u. U těžš́ıch tvrzeńı tak pouze odkážeme na literaturu, kde je odpov́ıdaj́ıćı d̊ukaz
možné nalézt, př́ıpadně naznač́ıme, jaký je jeho princip.

Formulace problému

Po částech hladká reprezentace obrazu

Model pocháźı z článku [25] z roku 1989 a vycháźı z představy obrázku jako zachyceńı
3D scény kamerou na 2D plochu. Jsou-li povrch a textura na povrchu jednotlivých

1Dále bude převážně označován zkráceně jako MS model.
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objekt̊u hladké, jsou pak tyto objekty kamerou zobrazeny jako podmnožiny 2D obrazu,
na kterých je funkce intenzity také hladká. V mı́stě hranice objekt̊u nebo překryvu
jednoho objektu druhým jsou naopak v intenzitě prudké skoky, nespojitosti. Intenzitu
obrazu tak můžeme očekávat jako po částech regulárńı funkci, jej́ıž definičńı obor je
možné (v souladu s prvńı kapitolou) rozdělit na otevřené množiny objekt̊u a uzavřenou
množinu hran. Jak je ve zpracováńı signálu obvyklé, u vstupńıho obrazu u0 je potřeba
poč́ıtat s nejr̊uzněǰśımi vadami, jako je např́ıklad šum či poškozeńı vzniklé při expozici,
nemůžeme tak dopředu cht́ıt, aby u0 byl po částech regulárńı. Myšlenku MS segmentace
lze tedy shrnout následovně: Nalézt optimálńı aproximaci vstupńı funkce u0 po částech
hladkou funkćı u. Źıskáme tak segmentaci u0 na jednotlivé souvislé části a rekonstrukci
hladkého (nepoškozeného) signálu na těchto částech.

Vstupńı představa fotografováńı po částech hladkých objekt̊u neńı zdaleka dokonalá
(a je na to poukázáno i v citovaném článku). Na obraze vznikaj́ı daľśı nepojitosti vli-
vem neregualarity povrchu objekt̊u (roh nebo hrana krychle), neregularity textury na
objektech (šachovnice), nerovnoměrného osvětleńı (hrany st́ın̊u) a daľśı. Mnoho segmen-
tovaných obraz̊u naopak v̊ubec nepředstavuj́ı fotografie 3D makro scény, třeba sńımky
z mikroskop̊u, lékařké sńımy, družicové sńımky terénu, nebo dokonce audio signály,
které sice nejsou

”
obrazy“ v běžném chápáńı, ale potřeba a princip segmentace je u nich

podobný. Je tak třeba si ujasnit, jaké typy obraz̊u jsou vhodné pro MS segmentaci.
Lze očekávat, že model může dobře fungovat na obrazech, které se skládaj́ı z rozumně
mnoha objekt̊u s přibližně homogenńı intenzitou, mezi které patř́ı i množstv́ı sńımů z
pr̊umyslových či vědeckých aplikaćı, ačkoliv se vymykaj́ı p̊uvodńı představě fotografie
makro objekt̊u. Pro segmentaci na základě textury lze model snadno modifikovat a
namı́sto intenzity pracovat s jiným vhodným deskriptorem (např. vybrané koeficienty
waveletového rozkladu), sńımky které jsou pak po částech homogenńı v rámci tohoto
deskriptoru lze segmentovat dobře. Naopak skutečné fotografie složité 3D scény (běžný
sńımek z dovolené) jsou typicky natolik komplikované, že

”
signál“ ploch objekt̊u je

přebitý
”
šumem“ v podobě obrovského množstv́ı hran mezi objekty a v rámci vnitřńı

struktury (textury) jednotlivých objekt̊u.
Uved’me si nyńı přesněji výchoźı pojmy a formulaci Mamford–Shahovy segmentace.

Definice 2.1 Necht’ Ω ⊂ R2 je oblast s lipschitzovskou hranićı. Řekneme, že

Ω =
n⋃
i=1

Ωi

⋃
Γ, n ∈ N (2.1)

je děleńı obrazu (též segmentace obrazu) Ω, jestlǐze splňuje

• Ωi ∀ i a Γ jsou po dvou disjunktńı,

• Ωi ∀ i je otevřená souvislá množina a,

• Γ je uzavřená v Ω s H1(Γ) <∞.

Lze si velice snadno rozmyslet (viz [12]), že takové děleńı splňuje (v topologii vzhledem
k Ω)

• ∂Γ = Γ,

• ∂Ωi ⊂ Γ ∀ i,

• Γ =
⋃n
i=1 ∂Ωi,
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tedy Γ tvoř́ı úzkou hranici mezi objekty, nemá žádný vlastńı vnitřek. Děleńı obrazu tak
splňuje představu o výsledku segmentace — obraz je beze zbytku rozdělen na konečně
mnoho souvislých objekt̊u, mezi kterými je ostrá hranice. Protože děleńı je (až na
oč́ıslováńı) určené množinou Γ, budeme už́ıvat pojmu

”
děleńı určené (indukované) Γ“

bez upřeňováńı Ωi.

Definice 2.2 Řekneme, že funkce (obraz) u : Ω→ R je po částech hladká (konstantńı)
na Ω, jestlǐze existuje děleńı Ω dané (2.1) tak, že ∀ i je u|Ωi hladká (konstantńı).

Segmentace obrazu podle MS modelu tak znamená ze vstupńıho obrazu u0 na Ω nalézt
jeho aproximaci u (anglicky trefně nazvanou cartoon representation) a děleńı (2.1) tak,
že u je vzhledem k tomuto děleńı po částech hladký. Takových aproximaćı a děleńı je
libovolně mnoho, potřebujeme tak definovat enegetický funcionál aproximace a hledat
tu nejlepš́ı (č́ım nižš́ı energie, t́ım lepš́ı kvalita aproximace a děleńı). Je žádoućı zahrnout
alespoň tyto požadavky:

• podobnost se vstupńım obrázkem (přesnost aproximace),

• přibližná konstantnost na jednotlivých Ωi (korektnost segmentace),

• mı́ra děleńı (omezeńı shora na počet vysegmentovaných část́ı obrazu).

Každý z těchto požadavk̊u odpov́ıdá jednomu členu v energeticém funcionálu, který
vzápět́ı uvedeme. Přesnost aproximace měř́ıme jako L2 normu rozd́ılu, regularitu apro-
ximace jako W 1,2 seminormu na jednotlivých Ωi a mı́ru děleńı jako délku hranice Γ,
což zahrnuje požadavek na malý počet děleńı i na malou klikatost hranic.

Silná formulace problému

Formulujme nyńı (podle [25]) Mumford–Shah̊uv segmentačńı problém.

Definice 2.3 (Silná formulace MS segmentace) Pro danou Ω ⊂ R2 omezenou ote-
vřenou s lipschitzovskou hranićı a u0 ∈ L∞(Ω) najděme (u,Γ) ∈ D minimalizujićı
E(u,Γ) na této množině, kde

E(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+ β

∫
Ω\Γ
|∇u|2dx+ αH1(Γ), (MS)

D =
{

(u,Γ); u ∈W 1,2(Ω \ Γ) ∩ L∞(Ω), Γ ⊂ Ω uzavřená vzhledem k Ω, H1(Γ) <∞
}
.

Řekneme pak, že (u,Γ) je řešeńım MS segmentace.

Poznámka: Řekneme-li, že u resp. Γ je řešeńım minimalizace E, máme t́ım pak na mysli
odpov́ıdaj́ıćı prvek z (u,Γ) ve smyslu definice výše.

Ptáme se nyńı, zda tento problém má řešeńı a jaké jsou jeho vlastnosti. Autoři
p̊uvodńıho článku vznesli následuj́ıćı domněnku:

Problém 2.3 má řešeńı pro každou u0 spojitou. Nav́ıc je-li (u,Γ) řešeńı, pak
Γ je tvořeno konečně mnoha body spojenými konečně mnoha C1 křivkami,
které se potkávaj́ı nejvýše ve svých koncových bodech. Koncové body křivek
(tedy jediné singularity Γ) mohou mı́t jen jednu z následuj́ıćıch podob: bod,
ve kterém konč́ı jediná křivka a žádná daľśı z něho nepokračuje, nebo bod,
ve kterém se potkávaj́ı právě tři křivky pod úhlem 2π/3. Křivka může také
vést až na ∂Ω2 a to jen kolmo k jej́ımu hladkému bodu.

2Ve smyslu dist(Γ, ∂Ω) = 0.
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Mnoho daľśı práce na MS modelu bylo věnováno právě této domněnce, jednak existenci
řešeńı a jednak regularitě řešeńı a geometrii Γ.

Pod́ıvejme se na skladbu funkcionálu E. Prvńı člen je
”
rekonstrukčńı“, který ř́ıká,

že funkce u má dobře aproximovat u0 až na př́ıpadný šum či jiné poškozeńı u0. Druhý
člen je

”
regularizačńı“, který ř́ıká, že u (a t́ım i u0) má být na jednotlivých oblastech Ωi,

které tvoř́ı Ω \Γ, přibližně konstantńı. Posledńı člen je
”
škálový“, určuje mı́ru segmen-

tace ve smyslu počtu komponent či délky jejich hranice. Vynecháńım kteréhokoliv členu
dostaneme triviálńı řešeńı nebo posloupnost nezaj́ımavých řešeńı, pro kterou inf E = 0.
Bez prvńıho členu je řešeńım konstanta, Γ = ∅, bez druhého členu je řešeńım u = u0,
Γ = ∅, bez posledńıho členu dosáhneme zhušt’ováńım rovnoměrné śıtě Γε a vhodným po
částech konstantńım uε hodnoty E(uε,Γε) < ε pro libovolné ε > 0. Pouze se všemi třemi
členy je tak funkcionál zaj́ımavý a má smysl zkoumat jeho vlastnosti. Navzdory tomu se
jednotlivé zmı́něné verze (bez některého ze člen̊u) kupodivu uživaj́ı a při vhodném ome-
zeńı uvažovaných funkćı (abychom vyloučili triviálńı řešeńı) maj́ı dobrý smysl. Budeme
se jimi zabývat v posledńı části této kapitoly.

Existence řešeńı

V této části se pod́ıváme na problém existence řešeńı (u,Γ) splňuj́ıćı

E(u,Γ) ≤ E(u′,Γ′) ∀ (u′,Γ′) ∈ D.

Tato otázka nebyla adresována v p̊uvodńım článku [25], kde byl MS model navržen, ale
źıskala mnoho pozornosti v daľśım vývoji. Pokuśıme se dobře osvětlit kostru a princip
celého d̊ukazu, v jednotlivých kroćıch odkážeme na literaturu pro konkrétńı d̊ukazy.

Existence je dokázána následuj́ıćım standardńım postupem, který je znám jako
př́ımá metoda variačńıho počtu. Shrňme ho pro názornost na obecném funkcionálu F .
Mějme F : V → R dáno, chceme nalézt u ∈ V takové, že

F (u) = inf
V
F (v).

Existence takového u je dokázána v těchto kroćıch (viz např. [14]):

1. Uvažujme libovolnou minimalizuj́ıćı posloupnost {un} ⊂ V , tedy takovou, že
F (un) → inf F . Potřebujeme pro daľśı krok ukázat, že {un} je omezená. Pokud
by tomu tak nebylo, těžko bychom z prvk̊u posloupnosti hledali kadidáta na řešeńı
(lze si představit např́ıklad minimalizaci x → exp(x) v R). Jednou z možnost́ı,
jak zaručit omezenost {un} je koercivita F , tedy vlastnost, že F (u) → ∞ pro
‖u‖ → ∞, pak je nutně ‖un‖ < C ∀n.

2. Chceme ř́ıct, že v {un} existuje vybraná {unk} konverguj́ıćı k nějakému u ∈ V .
Takovou posloupnost většinou v silné topologii nenajdeme, je třeba si vystačit
s t́ım, že {unk} bude konvergovat např́ıklad pouze slabě. Proto pro daľśı krok
potřebujeme (jako jednu z možnost́ı), aby byl prostor V reflexivńı, pak je známé,
že z omezené {un} lze vybrat {unk} (dále ṕı̌seme jen {un}) slabě konverguj́ıćı k

u ve V , ṕı̌seme un
w−→ u. Jinou možnost́ı je kompaktńı vnořeńı prostoru V do

jiného prostoru W , pak opět z posloupnosti omezené ve V lze vybrat posloupnost
konvergujićı v nějaké topologii ve W .

3. Chceme ukázat, že u je minimum F . Protože však F neńı ve většině př́ıpad̊u slabě
spojitý, nelze usoudit, že plat́ı

un
w−→ u =⇒ F (un)→ F (u).
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Postač́ı však splněńı slabš́ı podmı́nky, funkcionál F muśı být tzv. slabě zdola
polospojitý. To znamená, že pro všechny un

w−→ u je

lim inf
n

F (un) ≥ F (u)

(analogicky v jiné topologii). Je-li F slabě zdola polospojitý, můžeme psát

inf
V
F = lim

n
F (un) ≥ lim inf

n
F (un) ≥ F (u) ≥ inf

V
F,

neboli F (u) = infV F a existence řešeńı minimalizace je tak dokázána.

Navržené kroky nejsou jedinou možnost́ı a jednotlivé podmı́nky lze r̊uzně nahrazovat,
sledujeme však zhruba cestu, která vede k existenci minimalizace E. Shrňme tedy,
že základńımi stavebńımi kameny jsou omezenost minimalizuj́ıćı posloupnosti, nějaká
forma kompaktnosti použitého prostoru, ze které plyne konvergence minimalizujićı po-
sloupnosti v nějaké topologii, a odpov́ıdaj́ıćı zdola polospojitost funkcionálu. Pozname-
nejme ještě, že nelze bez daľśıch kritéríı ř́ıct nic o jednoznačnosti řešeńı minimalizace,
zejména proto, že počátečńı volba {un} byla zcela libovolná, jednoznačnost́ı řešeńı se
nyńı však v̊ubec zabývat nebudeme.

Pokusme se tento postup aplikovat na E. Funkcionál má dva argumenty, u a Γ. Zo-
becnit výše uvedený postup z jednoho argumentu u na systém u = (u,Γ) je př́ımočaré,
problém je však v rozd́ılném druhu jednotlivých argument̊u, konkrétně tedy v charak-
teru Γ. Ukazuje se totiž, že je obt́ıžné zvolit pro Γ vhodný prostor množin konečné
H1 délky a topologii s rozumnými kompaktńımi vlastnostmi, aby přitom bylo možné
dokázat odpov́ıdaj́ıćı polospojitost E. Namı́sto toho lze situaci vyřešit tak, jak je ve
variačńım počtu a oblasti parciálńıch rovnic běžné — šikovným zp̊usobem oslab́ıme
požadavky na u a Γ tak, aby bylo možné je uzavř́ıt do prostoru s vhodnou struktu-
rou, a namı́sto př́ımé (silné) formulace (MS) zavedeme slabou formulaci problému, pro
kterou již budeme schopni ukázat existenci řešeńı. Následně je třeba ukázat, že toto
slabé řešeńı je ve skutečnosti možné převést na silné řešeńı, č́ımž źıskáme silnou exis-
tenci. Jaký je tedy vhodný nový prostor pro u a Γ? Protože je to právě Γ, které dělá
problémy, je vhodné ho jako volný argument E zcela vyloučit a množinu nespojitost́ı u
uvažovat př́ımo jakou součást funkce samotné, kompaktnost a polospojitost E, kterou
je problematické ukázat pro Γ, bychom pak źıskali na vhodném prostoru funkćı. Máme
u ∈ W 1,2(Ω \ Γ), očekáváme však, že funkce u bude přes Γ dělat skoky a nebude tedy
u ∈ W 1,2(Ω). Je tedy potřeba mı́sto W 1,2(Ω) uvažovat prostor, na kterém u může být
nespojitá na nadrovině — množina těchto nespojitost́ı pak nahrad́ı Γ. Vhodným kan-
didátem je prostor funkćı s konečnou variaćı (BV ), konkrétně jeho podprostor prostor
speciálńıch funkćı s konečnou variaćı (SBV ). Proved’me krátké shrnut́ı těchto pro-
stor̊u, které maj́ı pro MS segmentaci (a obecně ve zpracováńı obrazu) d̊uležitý význam.
Pro podrobný výklad teorie BV prostoru a d̊ukazy uvedených tvrzeńı lze doporučit
např́ıklad [13].

Prostory BV a SBV

Uvažujme funkce, které jsou rozumné v tom smyslu, že
”
neosciluj́ı moc“, neboli jejich

totálńı variace ∫
Ω
|∇u|

je konečná. Pro jaké funkce dává tento integrál smysl? Zjevně stač́ı u ∈W 1,1(Ω), to je
však př́ılǐs restriktivńı — chceme zahrnout i funkce u nespojité na nadrovině nenulové
délky, gradient Du takové funkce je třeba uvažovat jako mı́ru, nikoliv jako funkci.
Učiňme podobné zobecněńı, jako v př́ıpadě zavedeńı právě slabých derivaćı. Mějme
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prozat́ım u ∈ C1 a vektorovou testovaćı funkci ϕ : Ω→ R2, ϕ ∈ C1
0 (Ω) (tzn. s nosičem

uvnitř Ω) takovou, že pro jej́ı složky plat́ı |ϕ1,2| ≤ 1. Pak je∣∣∣∣∫
Ω
udivϕ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω
ϕ · ∇u

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|ϕ||∇u| ≤

∫
Ω
|∇u|.

Na druhou stranu, vhodnou volbou ϕ pro dané u se lze levou stranou k hodnotě totálńı
variace na pravé straně libovolně přibĺıžit. Výraz na levé straně má však nyńı smysl
pro u ∈ L1, představuje tak možnost pro rozš́ı̌reńı pojmu totálńı variace.

Definice 2.4 Necht’ u ∈ L1(Ω). Pak totálńı variaci funkce u definujeme∫
Ω
|Du| def

= sup

{∫
Ω
udivϕ; ϕ : Ω→ R2 ∈ C1

0 (Ω), |ϕ1,2| ≤ 1

}
. (2.2)

Jako prostorBV (Ω) budeme uvažovat funkce, jejichž totálńı variace podle 2.4 je konečná.

Definice 2.5 Necht’ je Ω ⊂ R2 omezená, otevřená. Prostor BV (Ω) funkćı s konečnou
variaćı a normu na tomto prostoru definujeme

BV (Ω) =

{
u ∈ L1(Ω);

∫
Ω
|Du| ≤ ∞

}
‖u‖BV = ‖u‖L1 +

∫
Ω
|Du|.

Jak si lze totálńı variaci funkce u představit? Pro 1D funkce je to poměrně jasné,
graf funkce narovnáme tak, aby vedl vždy

”
do kopce“ a změř́ıme celkový př́ır̊ustek

funkce. V př́ıpadě 2D funkćı uvažujme graf funkce u jako krajinu, pak pro každé λ ∈ R
nalezněme vrstevnice γλ s výškou λ, tedy u(x) = λ ⇐⇒ x ∈ γλ (pomiňme, že pro L1

funkce nemá tato úvaha smysl, jde nám o intuitivńı znázorněńı). Pak totálńı variace
funkce u je

”
součet“ (integrace) délek všech vrstevnic vážený výškovým př́ır̊ustkem dλ∫

Ω
|Du| =

∫
R

délkaγλdλ,

tedy sč́ıtáme plochy, po kterých lze j́ıt
”
do kopce“, vážené t́ım, jak moc jdou do kopce.

Vrat’me se k našemu problému. Označme tedy Du derivaci funkce u ∈ BV (Ω),
ukažme si stručně, že Du je skutečně mı́ra. Necht’ u ∈ BV (Ω), definujme funkcionál
L : C1

0 (Ω)2 → R jako

L(ϕ) =

∫
Ω
udivϕ.

Pak lze snadno vidět, že L je lineárńı a spojitý. Aproximaćı hladkými funkcemi lze L
rozš́ı̌rit na spojitý lineárńı funkcionál L : C0(Ω)2 → R. Z Riezsovy charakterizace duálu
k prostoru spojitých funkćı je známo, že existuje vektorová Radonova mı́ra ν taková,
že

L(ϕ) =

∫
Ω
ϕdν

Můžeme rozepsat ν = −σµ, kde µ je nezáporná mı́ra a σ je vektorová funkce |σ| ≤ 1
µ–skoro všude, pak máme

L(ϕ) =

∫
Ω
udivϕ = −

∫
Ω
∇u · ϕ

= −
∫

Ω
ϕ · σdµ
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a tedy Du = −ν = σµ je hledaná vektorová Radonova mı́ra. Lze nav́ıc dále ukázat,
že |Du| jako totálńı variace mı́ry je rovna

∫
Ω|Du|, totálńı variaci u, takže i názvoslov́ı

dává dobrý smysl.
Z rozkladu mı́ry Du (později) uvid́ıme, že pro u ∈ W 1,1 je Du = ∇u dx, tedy Du

je zobecněńım sobolevovské seminormy a tak W 1,1(Ω) ⊂ BV (Ω). Prostor BV je tedy
hledaným rozš́ı̌reńım W 1,1 na nespojité, leč stále diferencovatelné funkce. Pod́ıvejme
se stručně na základńı vlastnosti BV (Ω), částečně pro źıskáńı lepš́ı představy o BV
funkćıch, částečně pro daľśı použit́ı. Veškeré podstatné informace a zde uvedená tvrzeńı
lze nalézt v např. v [13].

Věta 2.6 Necht’ Ω ⊂ R2 omezená, otevřená s lipschitzovskou hranićı. Pak plat́ı násle-
duj́ıćı tvrzeńı.

1. (Úplnost) BV (Ω) s normou ‖·‖BV je Banach̊uv.

2. (L1 polospojitost) Necht’ un ⊂ BV (Ω) a un −→
L1

u, pak

∫
Ω
|Du| ≤ lim inf

n

∫
Ω
|Dun|. (2.3)

D̊usledek: Je-li nav́ıc {un} omezená v BV (Ω), pak u ∈ BV (Ω).

3. (Stopa) Existuje lineárńı spojitý operátor stopy Tr : BV (Ω)→ L1(∂Ω,H1).

4. (Aproximace) Pro každou u ∈ BV (Ω) existuje posloupnost {un} ⊂ C∞(Ω), že

• un −→
L1

u,

•
∫

Ω|Dun| →
∫

Ω|Du| a

• un|∂Ω = Tr(u) ∀n.

5. (Kompaktnost) Necht’ {un} ⊂ BV (Ω) je omezená v BV (Ω), pak existuje u ∈
BV (Ω) a vybraná posloupnost unk −→

L1
u (konverguj́ıćı v L1) a Dunk

w∗−−→
M

Du

(konverguj́ıćı slabě∗ v prostoru měr, tzn.
∫

Ω ϕDunk →
∫

Ω ϕDu ∀ϕ ∈ C0(Ω)2).

Důkaz (Částečný) Ukažme polospojitost. Je∫
Ω
udivϕ = lim

n

∫
Ω
un divϕ︸ ︷︷ ︸
≤
∫
Ω|Dun|

≤ lim inf
n

∫
Ω
|Dun|,

pro všechna ϕ z definice totálńı variace, stač́ı vźıt na levé straně supremum. Pozname-
nejme, že lze snadno sestavit posloupnost s

∫
|Dun| ≡ konst. > 0 přičemž

∫
|Du| = 0 (po

částech konstantńı funkce, u kterých roste počet skok̊u stejně, jako klesá jejich výška),
takže nerovnost je nutná.

Dále ukažme úplnost, ta plyne z právě ukázané polospojitosti. Je-li {un} cauchy-
ovská v BV (Ω), je cauchyovská i v L1(Ω), kde konverguje k u ∈ L1(Ω). Z (2.3) plyne,
že u ∈ BV (Ω). Zvolme pevné m a použijme opět polospojitost (2.3) na posloupnost
{um − un} (konverguj́ıćı v L1 k um − u)∫

Ω
|Dum −Du| ≤ lim inf

∫
Ω
|Dum −Dun|.

Protože {un} je cauchyovská, jde pravá strana do nuly a tedy un → u v BV (Ω).
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Tvrzeńı o stopě ukazuje, že funkce u ∈ BV (Ω) nemůže oscilovat až k ∂Ω, zvoĺıme-
li systém kompaktńıch pomnožin Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · takových, že Ω =

⋃
i Ωi, pak je∫

Ω\Ωi |Du| → 0 a tedy totálńı variace u na menš́ım a menš́ım okoĺı hranice jde do
nuly. Aproximace hladkými funkcemi umožňuje snadno přenášet známá tvrzeńı ze So-
bolevových prostor̊u nebo prostor̊u spojitých funkćı na BV . Ukažme t́ımto zp̊usobem
posledńı tvrzeńı (jen část o konvergenci v L1).

Pro danou {un} zvolme d́ıky předchoźımu tvrzeńı o aproximaci posloupnost {vn} ⊂
W 1,1(Ω) tak, že ∫

Ω
|un − vn| → 0,

∫
Ω
|Dvn| ≤

∫
Ω
|Dun|+ 1.

Pak {vn} je omezená ve W 1,1(Ω) a protože W 1,1(Ω) je kompaktně vnořeno do L1(Ω),
máme (vybráńım) vn −→

L1
u ∈ L1(Ω). Pak

‖un − u‖L1 ≤ ‖un − vn‖L1 + ‖vn − u‖L1 → 0

a tedy p̊uvodńı posloupnost (vybraná se stejnými indexy) konverguje také. �

Zbývá uvést posledńı, ale velice d̊uležitou věc týkaj́ıćı se BV funkćı — potřebujeme
v gradientu funkce u rozpoznat nepojitosti této funkce, abychom je mohli ve slabé
formulaci MS funkcionálu použ́ıt jako náhradu za množinu hran Γ. Věta o Lebesgueově
rozkladu mı́ry ř́ıká, že každou vektorovou mı́ru ν na borelovských podmožinách R2 lze
napsat jako3

ν = νac + νs, kde
dν

dµ
=
dνac
dµ

, νac � µ, νs ⊥ µ,

kde µ je zvolená nezáporná mı́ra. Použijme tuto větu na ν = Du a µ = dx, dostaneme

Du = ∇u dx+Dsu.

Je ∇u = dDu
dx ∈ L1 a Dsu ⊥ dx, derivace ∇u tak bývá označována jako přibližná

derivace u, nebot’ se dx–skoro všude shoduje s derivaćı u ve smyslu W 1,1. O rozkladu
Du lze ukázat ještě v́ıce ([2]), mı́ru Dsu lze dále rozložit na tzv.

”
skokovou“ část

Ju a
”
cantorovskou“ část Cu, vysvětleme. Chceme popsat body, kde funkce u dělá

podstatný skok, tedy kde je dx–nezanedbatelné množstv́ı bod̊u skokově větš́ıch než dx–
nezanedbatelné množstv́ı jiných bod̊u. Zaved’me z toho d̊uvodu horńı a dolńı esenciálńı
limitu funkce u.

Definice 2.7 Necht’ u ∈ L1
loc(Ω). Řekneme, že u je v bodě x ∈ Ω esenciálně nejvýše λ

(resp. alespoň λ), λ ∈ R (znač́ıme u(x)
ess
≤ λ resp. u(x)

ess
≥ λ), jestlǐze

lim
r→0+

|{x ∈ Ω ∩B(x, r); u(x) > λ}|
|B(x, r)|

= 0

resp.

lim
r→0+

|{x ∈ Ω ∩B(x, r); u(x) < λ}|
|B(x, r)|

= 0,

kde |·| znač́ı Lebesgueovu mı́ru. Dále definujme esenciálńı horńı resp. dolńı limitu
(obálku) funkce u v bodě x značenou u+(x) resp. u−(x) vztahy

u+(x) = inf
λ

{
u(x)

ess
≤ λ

}
,

u−(x) = sup
λ

{
u(x)

ess
≥ λ

}
.

3νac � µ znač́ı, že νac je absolutně spojitá vzhledem k µ, a νs ⊥ µ, že νs je singulárńı k µ, dν/dµ
je Radon–Nikodymova derivace mı́ry.

12



Prvńı definice ř́ıká, že množtv́ı bod̊u, které danou podmı́nku porušuj́ı, muśı být bĺızkém
okoĺı dx–zanedbatelné. Druhá definice představuje nejmenš́ı (resp. největš́ı) funkci,
která je větš́ı (resp. menš́ı) než u, představa je poměrně jasná. Poznamejme ještě, že
zjevně u+(x) ≥ u−(x). Nyńı, je-li u ∈ L1(Ω), je skoro každý bod x Lebesgue̊uv, ve
kterém mj.

u(x) = lim
r→0+

∫
B(x,r)

u(y)dy,

pak je u+(x) = u−(x) = u(x). Může však existovat dx–nulová množina bod̊u

Su = {x ∈ Ω, u−(x) < u+(x)}.

Je pozoruhodné, že pro u ∈ BV (Ω) je Su (až na H1–nulovou množinu) složena z část́ı
spočetně mnoha hladkých křivek γ, jejichž Hasdorffova dimenze je 1, je tak možné H1–
skoro všude definovat normálu n k Su. Na takové křivce γ je pak derivaci (skok) funkce
u možné napsat jako

Du|γ = (u+ − u−)nH1.

Celkově lze ukázat ([2]), že pro u ∈ BV (Ω) je možné derivaci Du je rozložit na

Du = ∇u dx+ (u+ − u−)nH1|Su︸ ︷︷ ︸
Ju

+Cu, (2.4)

pro totálńı variaci |Du| pak plat́ı

|Du|(Ω) =

∫
Ω
|Du| =

∫
Ω
|∇u|dx+

∫
Su

(u+ − u−)ndH1 + |Cu|(Ω). (2.5)

Máme tak identifikované skoky funkce u (což jsou kandidáti na hrany Γ v MS seg-
mentaci) jako množinu Su. Zbývá nám pod́ıvat se na mı́ru Cu. To je tzv. cantorovksá
část derivace Du, je Cu ⊥ dx a lze ukázat, že Cu(U) = 0 pro všechny U takové, že
H1(U) <∞. Nosič mı́ry Cu má tak Hausdorffovu dimenzi striktně mezi 1 a 2. Známým
př́ıkladem je v 1D tzv. Cantorova funkce, která je spojitá s dx–skoro všude nulovou
derivaćı, přesto má totálńı variaci 1 na intervalu (0, 1). Derivace takové funkce je právě
Cu s nosičem na dx–nulové cantorovské množině.

Vrat’me se nyńı k p̊uvodńımu otázce — zkonstruovat slabou formulaci MS problému.
Je zřejmé, že prostor BV je (téměř) přesně to, co potřebujeme, množinu hran Γ na-
hrad́ıme množinou skok̊u Su, źıskáme tak funkcionál F (u), u kterého již existence řešeńı
vypadá slibně. Jediný problém, který však muśıme odstranit, je právě Cu. Prostor BV
obsahuje patologické funkce (v́ıce informaćı v [3]), jejichž derivace Du = Cu, je tedy
∇u ≡ 0 a Su = ∅. Pro takovou funkci je MS funkcionál

E(u,Γ = SuΩ) =

∫
Ω

(u− u0)2 ≥ inf E(u,Γ).

Protože však takové funkce jsou v L2(Ω) husté, můžeme j́ıt s integrálem do nuly a
dostaneme inf E(u,Γ) = 0, přičemž žádné z těchto př́ıpadných triviálńıch řešeńı nás
nezaj́ımá, nebot’ je dx–skoro všude konstantńı a neobsahuje žádné hrany. Jinými slovy
lze ř́ıci, že E neńı na BV koercivńı, nekontroluje plně normu u, a tak hodnota E(u, Su)
může být libovolně ńızká, zat́ımco ‖u‖BV → ∞. Nezbývá, než po vzoru [16] takové
funkce z definičńıho oboru MS funkcionálu vyloučit.

Definice 2.8 Prostor speciálńıch funkćı s konečnou variaćı, SBV , definujeme

SBV (Ω) = {u ∈ BV (Ω); Cu ≡ 0}.

Tento prostor (podprostor BV ) je konečně ten správný, můžeme se tak vrátit k otázce
existence řešeńı MS segmentace.
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Slabá formulace

Idea je nyńı zřejmá, mı́sto u ∈ W 1,2(Ω) zvoĺıme u ∈ SBV (Ω) a množinu hran Γ na-
hrad́ıme množinou skok̊u Su, kompaktnost a polospojitost, kterou se nepovedlo ukázat
u množin, se pokuśıme ukázat pro funkce. Napǐsme tedy slabou formulaci.

Definice 2.9 (Slabá formulace MS segmentace) Pro dané u0 ∈ L∞(Ω) najděme
u ∈ SBV (Ω) minimalizuj́ıćı F (u) na této množině, kde

F (u) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+ β

∫
Ω
|∇u|2dx+ αH1(Su). (WMS)

Existenćı slabého řešeńı problémů MS–typu se zabýval L.Ambrosio v roce 1989, syntézou
jeho praćı [2, 4] a aplikaćı výsledk̊u relevantńıch pro MS funkcionál (WMS) můžeme
zformulovat následuj́ıćı větu.

Věta 2.10 Necht’ {un} ⊂ SBV (Ω) s ‖un‖∞ ≤ C, která splňuje∫
Ω
|∇un|2 +H1(Sun) ≤ C. (2.6)

Pak existuje {unk} která ve smyslu mı́ry (tzn. mj. pro s.v. x) konverguje k u ∈ SBV (Ω)

s ‖u‖∞ ≤ C, dále ∇unk
w−→
L1
∇u. Nav́ıc lim infkH1(Sunk ) ≥ H1(Su).

Důkaz (Odkazem) Konvergence unk → u (tzv. kompaktnost SBV ) ve smyslu mı́ry,
ze které můžeme vybrat posloupnost konverguj́ıćı dx–skoro všude, a slabá konvergence
přibližné derivace je ukázána v [2], věta 2.1. Předpoklady jsou splněny d́ıky (2.6),
připomeňme, že pracujeme s Ω omezenou. Jiný d̊ukaz je možné nalézt např. v [1], kde
je mj. formulováno, že také skoková část derivace Junk slabě∗ konverguje k Ju v prostoru
měr.

Polospojitost pro odpov́ıdaj́ıćı konvergenci je v obecněǰśı podobě ukázána v [4], věta
3.3. Předpoklady jsou pro Ω omezenou splněny d́ıky jednoduchému tvaru integrálu přes
Su. �

Pro doplněńı polospojitosti dále uved’me výsledek z [20], podle kterého je∫
Ω

(u− u0)2 + |∇u|2dx ≤ lim inf
k

∫
Ω

(unk − u0)2 + |∇unk |
2dx, (2.7)

nebot’ integrand je spojitý, nav́ıc konvexńı v ∇u. Přistupme tak ke slabé existenčńı
větě.

Věta 2.11 Necht’ Ω ⊂ R2 otevřená a omezená, u0 ∈ L∞(Ω) dáno. Pak existuje aspoň
jedno u ∈ SBV (Ω) s ‖u‖∞ ≤ ‖u0‖∞ takové, že

F (u) = inf
SBV (Ω)

F (v),

tedy u je řešeńı problému 2.9.

Důkaz Pro u ≡ 0 je F (u) < ∞ a tedy problém má smysl. Necht’ {un} ⊂ SBV (Ω)
ji minimalizuj́ıćı posloupnost F . Můžeme předpokládat, že ‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞, protože
polož́ıme-li

ūn(x) =


‖u0‖∞ un(x) > ‖u0‖∞,
−‖u0‖∞ un(x) < −‖u0‖∞,
ux(x) jinak,

je ūn ∈ SBV (Ω)∩L∞(Ω) a F (ūn) ≤ F (un). Dále, protože F (un) ≤ C, muśı být nutně
splněněna podmı́nka (2.6). Věta 2.10 nám dává existenci limity u ∈ SBV (Ω)∩L∞(Ω),
nav́ıc spolu s (2.7) dostáváme polospojitost F (u) ≤ lim inf F (un). Př́ımá metoda va-
riačńıho počtu nast́ıněná na začátku této části nám dává existenci řešeńı. �
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Jinou možnost́ı jak dosáhnout kompaktnosti minimalizujićı posloupnosti je využ́ıt kom-
paktnost BV (Ω) (věta 2.6, část 5) pro {un} omezenou v BV (Ω) a ukázat, že ve
skutečnosti u ∈ SBV (Ω). Tento postup použil De Giorgi v [17].

Silná existence

Podobným zp̊usobem jako v předchoźı části zmapujeme d̊ukaz silné existence MS
problému 2.3. Označme hodnoty infim silné resp. slabé verze MS funkcionálu Mstrong

resp. Mweak. V [4] a [17] jsou jiným zp̊usobem ukázána tvrzeńı, která lze shrnout
následuj́ıćı větou.

Věta 2.12 Necht’ Γ ⊂ Ω uzavřená v Ω s H1(Γ) < ∞, necht’ dále u ∈ W 1,2(Ω \ Γ) ∩
L∞(Ω). Pak u ∈ SBV (Ω) a Su ⊂ Γ ∪K kde H1(K) = 0.

Každé př́ıpadné silné řešeńı je tak kadidátem na slabé řešeńı, takže zjevně plat́ı

Mweak ≤Mstrong.

Mějme nyńı ū minimalizuj́ıćı F . Pro minimalizaci E(u,Γ) se nab́ıźı vźıt u = ū|Ω\Γ (pak

zřejmě u ∈W 1,2(Ω\Γ)∩L∞(Ω)) a Γ = SūΩ (uzávěr v Ω), č́ımž bychom dokázali opačnou
nerovnost. Problém je v tom, že ačkoliv H1(Sū) <∞, neńı zaručeno, že H1(SūΩ) <∞
a je tak možné použ́ıt tuto množinu jako Γ. Pod́ıvejme se na protipř́ıklad.

Mějme Ω = (0, 1)2, označme {xn} ⊂ Ω posloupnost všech bod̊u s racionálńımi
souřadnicemi v libovolném pořad́ı. Dále mějme klesaj́ıćı posloupnost č́ısel {rn} ⊂
(0,∞), n ∈ N takovou, že

∑
n rn <∞. Označme Cn kružnici v bodě xn o poloměru rn

a Bn kumulované sjednoceńı těchto kružnic

Cn = {x ∈ Ω; |x− xn| = rn}

Bn =

n⋃
i=1

Ci, B = lim
n→∞

Bn.

Pak ze σ–aditivity mı́ry máme

H1(B) = lim
n
H1(Bn) =

∑
n

2πri <∞

(každé dvě kružnice se mohou protnout nejvýše ve dvou bodech, což je H1–nulová
množina). Protože B je zjevně v Ω hustá, máme BΩ = Ω a tedy H1(BΩ) =∞.

Pro přechod od slabého řešeńı k silnému je tak třeba ještě ukázat regularitu Sū
v tom smyslu, že hustota H1 mı́ry muśı být dostatečně lokalizovaná a rovnoměrně
rozložená podél Sū a nemůže tak být př́ılǐs roztroušená v 2D oblasti. Můžeme uvést
výsledek z [17], odkud tak pocháźı prvńı d̊ukaz silné existence.

Věta 2.13 ([17]) Necht’ ū ∈ SBV (Ω) je slabé řešeńı 2.9. Pak

H1(SūΩ \ Sū) = 0.

Je tedy i každé slabé řešeńı kandidát na silné, dostáváme Mstrong = Mweak a existence
silného řešeńı je dokázána.
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Diferenciálńı charakterizace minima

Pod́ıvejme se na rovnice, jaké splňuje řešeńı (u,Γ) minimalizace E (Euler–Lagrangeovu
rovnici funkcionálu). Standardně budeme postupovat fixováńım jednoho argumentu (u
resp. Γ) a výpočtem derivace podle druhého, abychom dostali podmı́nky pro jednotlivé
proměnné. Vyslovme najednou výsledek této části v podobně následuj́ıćı věty. Důkaz
podmı́nky na Γ provedeme pro názornost s předpokladem jednoduché geometrie seg-
mentace, se stejnými argumenty lze však provést d̊ukaz obecného př́ıpadu.

Věta 2.14 Necht’ (u,Γ) je řešeńı minimalizace E, necht’ Γ indukuje děleńı Ω podle
(2.1). Předpokládejme nav́ıc, že u ∈ C1(Ωi) a Γ je složena z C1,1 jednoduchých křivek,
které se prot́ınaj́ı nejvýše v koncových bodech. Pak je splněno (alespoň ve smyslu dis-
tribućı)

u− β∆u = u0 na každé Ωi,
∂u

∂n
= 0 na ∂Ωi, (2.8)

e(uL)− e(uR) + α curv γi = 0 na každé γi, (2.9)

kde e(u) = (u − u0)2 + β|∇u|2 je hustota energie segmentace, uL resp. uR jsou stopy
u na levé resp. pravé straně γi vzhledem k libovolné parametrizaci a curv γi označuje
křivost γi poč́ıtanou vzhledem ke stejné parametrizaci vztahem

curv γ(p) =
x′(p)y′′(p)− y′(p)x′′(p)(

x′(p)2 + y′(p)2
) 3

2

, pro γ(p) =
(
x(p), y(p)

)
. (2.10)

Jak uvid́ıme v daľśı části, předpoklady na regularitu u a Γ nejsou přehnané a ačkoliv
nelze př́ımo ř́ıci, že jsou splněny pro každé řešeńı, lze s nimi do značné mı́ry poč́ıtat.

Důkaz Ukažme rovnici (2.8) pro libovolnou Ωi část děleńı Ω. Vezměme libovolné
v ∈W 1,2(Ωi) a h ∈ R, pak dosazeńım dostáváme

E(u+ hv)− E(u) =

∫
Ωi

2hv(u− u0) + 2hβ∇u · ∇v + h2v2 + h2β|∇v|2dx.

Vyděleńım h a přechodem k limitě h→ 0 dostáváme integrálńı rovnici∫
Ωi

(u− u0)vdx+ β

∫
Ωi

∇u · ∇vdx = 0 ∀v ∈W 1,2(Ωi) (2.11)

Tato rovnice je již slabou verźı (2.8). Uvažujeme-li nyńı řešeńı dostatečně hladké, do-
staneme integraćı per–partes ve druhém členu∫

Ωi

(u− u0 − β∆u)vdx+ β

∫
∂Ωi

∂u

∂n
v = 0 ∀v.

Vhodnou volbou v s nosičem uvnitř Ωi v malém okoĺı libovolného bodu a standardńı
argumentaćı dostáváme rovnici (2.8), naopak volbou v nenulovou okolo libovolného
bodu na ∂Ωi dostaneme Neumannovu okrajovou podmı́nku v (2.8).

Důkaz (2.9) je deľśı, proved’me ho pro názornost s jednoduchou geometríı Γ, ačkoliv
stejným zp̊usobem je možné postupovat v př́ıpadě obecné geometrie. Plný d̊ukaz je
možné nalézt v [25].

Předpokládejme, že Γ je složeno z jediné jedoduché uzavřené C2 křivky4 γ, což
odpov́ıdá situaci, že na obrázku je jediný objekt s hladkou hranićı. Oblast Ω je tak

4Pro C1,1 křivku je argumetnace stejná s t́ım, že křivost curv γ je nespojitá, existuje však skoro
všude.
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ve smyslu definice děleńı 2.1 rozdělena na právě dvě podmnožiny — vnitřek křivky
a vněǰsek křivky γ, označme je ΩI a ΩE . Uvažujme nyńı pohyb této křivky s (eulo-
rovským) rychlostńım polem v(x, t) (resp. pohyb bod̊u v Ω, ale zaj́ımavý je pro nás
jen na křivce γ), označme γ(t),ΩI(t),ΩE(t) jednotlivé množiny v čase t. Protože řešeńı
u je na jednotlivých ΩI resp. ΩE dáno jednoznačně (viz dále), můžeme označit jeho
hodnotu uI(x, t) resp. uE(x, t). Nelze totiž uvažovat změnu Γ při u pevném, jak se to
obvykle dělá, nebot’ u je závislé na děleńı Ω daném Γ, při změně Γ neńı typicky ani
u ∈W 1,2(Ω \ Γ). Nakonec označme E(t) hodnotu funkcionálu v čase t, tedy

E(t) =

∫
Ω\γ(t)

((
u(x, t)− u0

)2
+ β|∇u(x, t)|2

)
dx+ α

∫
γ(t)

ds.

Rozděleńım integrace na ΩI a ΩE můžeme psát

E(t) =

∫
ΩI(t)

((
uI(x, t)− u0

)2
+ β|∇uI(x, t)|2

)
dx

+

∫
ΩE(t)

((
uE(x, t)− u0

)2
+ β|∇uE(x, t)|2

)
dx+ α

∫
γ(t)

ds.

Nyńı nás zaj́ımá E′(t), což představuje derivaci E(u,Γ) podle Γ. Protože integračńı
oblasti jsou závislé na čase t, udělejme malou vsuvku a uved’me dva výsledky z in-
tegrálńıho počtu.

Na derivaci prvńıch dvou člen̊u se vztahuje tzv. věta o transportu (d̊ukaz je poměrně
technický, viz např. [15]), podle které

d

dt

∫
U(t)

F (x, t)dx =

∫
U(t)

(
∂F

∂t
(x, t) + div(Fv)

)
dx =

∫
U(t)

∂F

∂t
(x, t)dx+

∫
∂U(t)

F (x, t)v · n.

Pro derivaci druhého členu (což je změna délky křivky při změně jej́ıho obrazu)
plat́ı

d

dt

∫
γ(t)

ds = −
∫
γ(t)

curv γ(t)v · nds. (2.12)

Odvozeńı této identity odlož́ıme na konec d̊ukazu.
Pokračujme tak v d̊ukazu úpravami E′(t). Abychom započetli všechny povrchové

členy se správným znaménkem, udělejme konvenci, že křivka je parametrizována proti
směru hodinových ručiček (vzhledem k tomuto směru je poč́ıtána jej́ı křivost), jej́ı jed-
notkový normálový vektor n směřuje dovnitř ΩI . Aplikaćı výše uvedených vět dostáváme

E′(t) = 2

∫
ΩI(t)

(uI − u0)
∂uI
∂t

dx−
∫
γ(t)

(uI − u0)2v · n

+ 2β

∫
ΩI(t)

∇uI · ∇
(
∂uI
∂t

)
dx− β

∫
γ(t)
|∇uI |2v · n

+ 2

∫
ΩE(t)

(uE − u0)
∂uE
∂t

dx+

∫
γ(t)

(uE − u0)2v · n

+ 2β

∫
ΩE(t)

∇uE · ∇
(
∂uE
∂t

)
dx+ β

∫
γ(t)
|∇uE |2v · n

− α
∫
γ(t)

curv γ(t)v · nds,

kde jsme využili, že můžeme položit v = 0 v okoĺı ∂Ω, nebot’ nás zaj́ımá jen pohyb
křivky γ. Greenova věta dále dává∫

ΩI(t)
∇uI · ∇

(
∂uI
∂t

)
dx = −

∫
ΩI(t)

∆uI
∂uI
∂t

dx+

∫
∂ΩI(t)

∂uI
∂t

∂uI
∂n

,
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kde je možné využ́ıt rovnice a okrajové podmı́nky (2.8), č́ımž dostáváme

2β

∫
ΩI(t)

∇uI · ∇
(
∂uI
∂t

)
dx = −2

∫
ΩI(t)

(uI − u0)
∂uI
∂t

dx.

Totéž lze napsat pro uE . Tyto členy již ve vztahu pro E′(t) máme s opačným znaménkem,
po vyrušeńı nám zbyde

E′(t) = −
∫
γ(t)

(
(uI − u0)2 + β|∇uI |2

)
v · n

+

∫
γ(t)

(
(uE − u0)2 + β|∇uE |2

)
v · n− α

∫
γ(t)

curv γ(t)v · n,

s připomenut́ım definice e(u) ze zněńı věty můžeme napsat

E′(t) =

∫
γ(t)

(
−e(uI) + e(uE)− α curv γ(t)

)
v · n.

Protože (u,Γ = γ) je řešeńı minimalizace, je nutně E′(0) = 0, a protože rychlostńı pole
v(x, t) je libovolné, dostáváme konečně

e(uI)− e(uE) + α curv γ = 0 na γ.

Zbývá ukázat vztah (2.12). Nejprve uved’me pár základńıch pojmů. Mějme para-
metrizaci hladké křivky c(p) =

(
x1(p), x2(p)

)
, p ∈ [a, b]. Pro délku křivky plat́ı

L =

∫ b

a
|c′(p)|dp,

namı́sto parametrizace p tak můžeme použ́ıt parametrizaci délkou od začátku parame-
trem s ∈ [0, L], kde

s(p) =

∫ p

0
|c′(p)|dp,

je pak
∂

∂s
=

1

|c′(p)|
∂

∂p
, formálně ds = |c′(p)|dp.

Dále označme t jednotkový tečný vektor a n jednotkový normálový vektor dané
vztahy

t = c′(s) =
c′(p)

|c′(p)|
,

N =
(
−x′2(p), x′1(p)

)
, n =

N

|N |
.

Takto definovaný normálový vektor směřuje vlevo vzhledem k ob́ıháńı křivky (např́ıklad
při parametrizaci kruhu proti směru hodinových ručiček mı́̌ŕı n do středu kruhu). Na-
konec označme c vektor křivosti, který představuje změnu tečného vektoru, tedy

c =
∂t

∂s
=
∂2c

∂s2
=

1

|c′(p)|
∂

∂p

(
c′(p)

|c′(p)|

)
.

Lze ukázat (a intuitivně je docela dobře představitelné), že vektor křivosti je kolineárńı
s normálovým vektorem. Konstantu úměrnosti označme k(s) resp. k(p) a vztah zapǐsme

c = kn ∼ 1

|c′(p)|
∂

∂p

(
c′(p)

|c′(p)|

)
= k(p)n(p). (2.13)

18



Konstanta úměrnosti k se nazývá křivost, v d̊ukazu výše pro názornost označována
curv c. Takto definovaná křivost je tedy kladná, pokud křivka

”
zatáč́ı doleva“ a záporná,

pokud křivka
”
zatáč́ı doprava“ (při parametrizaci kruhu pro směru hodinových ručiček

je k(p) > 0, proti směru hodinových ručiček je k(p) < 0).
Nyńı můžeme přistoupit k odvozeńı (2.12). Uvažujme v souladu s geometríı použitou

v d̊ukazu uzavřenou křivku, tedy c(a) = c(b). Aby se normálový vektor této křivky
svou orientaćı shodoval s konvenćı použitou v d̊ukazu, je třeba křivku parametrizo-
vat proti směru hodinových ručiček. Uvažujme časovou změnu délky křivky (pro větš́ı
přehlednost budeme skalárńı součin zapisovat jako a · b = 〈a, b〉)

L′(t) =
d

dt

∫
c
ds =

d

dt

∫ b

a
|c′(p)|dp =

∫ b

a

d

dt
|c′(p)|dp

=

∫ b

a

d

dt

√〈
c′(p), c′(p)

〉
dp =

∫ b

a

〈
∂c
∂p ,

∂2c
∂t∂p

〉
|c′(p)|

dp.

Derivaci a integrál je možno bez problému přehodit pro c ∈ C2[a, b]. Nyńı provedeme
per–partes pro přehozeńı derivace podle p, dostaneme (připomeňme, že c(a) = c(b),
takže vypadne povrchový člen)

L′(t) = −
∫ b

a

〈
∂

∂p

(
c′(p)

|c′(p)|

)
,
∂c

∂t

〉
dp = −

∫ b

a
|c′(p)|

〈
1

|c′(p)|
∂

∂p

(
c′(p)

|c′(p)|

)
,
∂c

∂t

〉
dp.

Dosad́ıme za prvńı člen součinu ze vztahu (2.13), dále si uvědomı́me, že ∂c
∂t je rychlostńı

pole v, dostáváme tak hledaný vztah

d

dt

∫
c
ds = −

∫ b

a
〈k(p)n, v〉|c′(p)|dp = −

∫
c
curv c(s)v · nds.

�

Jako d̊usledek věty 2.14 můžeme uvést následuj́ıćı větu.

Věta 2.15 Necht’ Γ a j́ım určené děleńı oblasti Ω podle (2.1) je pevně dáno. Pak pro
každé u0 ∈ L∞(Ω)5 existuje právě jedno u ∈W 1,2(Ωi) ∀i řešeńı minimalizace E(u,Γ).

Důkaz Z prvńı části d̊ukazu předchoźı věty plyne (rovnice (2.11)), že na každé Ωi je
u řešeńım eliptického problému

a(u, v) = f(v) ∀v ∈W 1,2(Ωi),

kde a : W 1,2(Ωi) ×W 1,2(Ωi) → R a f : W 1,2(Ωi) → R jsou bilineárńı resp. lineárńı
formy dané vztahy

a(v, w) =

∫
Ωi

(
vw + β∇v · ∇w

)
dx,

f(v) =

∫
Ωi

u0v dx.

Je zřejmé, že pro β > 0 je forma a spojitá a eliptická (nav́ıc dokonce symetrická) a
f je spojitá na W 1,2(Ω) (je u0 ∈ L∞(Ω) a tedy jeho restrikce je z L∞(Ωi)), z Lax–
Milgramovy věty (např. [14]) dostáváme ihned existenci právě jediného řešeńı u ∈
W 1,2(Ωi). �

5Stač́ı zjevně u0 ∈ L2(Ω).
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Regularita řešeńı

V této části se pod́ıváme, jakou hladkost a jiné vlastnosti je možné očekávat od minima
MS funkcionálu E, tedy funkce u a množiny hran Γ. Situace je zde pikantńı v tom, že
pro odhad globálńı regularity funkce u je potřeba mı́t zaručenou dostatečnou hladkost
hranice, tedy v tomto př́ıpadě části Γ, naopak pro charakterizace regularity a geometrie
Γ je potřeba uvažovat funkci u na okoĺı Γ a mı́t zaručenou určitou jej́ı regularitu, mj.
omezenost funkce a jej́ıch derivaćı.

Otázka regularity u byla dobře adresována v p̊uvodńım článku [25], kde jsou apli-
kovány obecné výsledky z [18]. Naopak regularita Γ v p̊uvodńım článku analyzována
nebyla, ale s předpokladem dostatečné regularity (přibližně — Γ se muśı skládat z
konečně mnoha hladkých křivek) byly ukázány zaj́ımavé d̊usledky pro geometrii hran.
V daľśıch letech se touto otázkou zabývalo několik matematik̊u (za významnou můžeme
považovat např́ıklad práci A. Bonneta [6], kde je dosaženo podobných výsledk̊u se
slabš́ımi předpoklady). Lze ř́ıci, že plná otázka regularity a geometrie Γ bez apriorńıch
předpoklad̊u (tzn. čistě z faktu, že u ∈W 1,2 a H1(Γ) <∞ je minimum E) nebyla dosud
plně uspokojivě vyřešena.

Regularita funkce u

Pod́ıvejme se nejprve, co lze ř́ıci o funkci u restringované na jednotlivé souvislé oblasti
Ωi (v této části budeme psát jen Ω a jsou t́ım myšleny všechny Ωi ze vzniklé segmentace,
nebot’ celá oblast Ω v p̊uvodńım chápáńı zde nehraje roli). Vı́me (viz prvńı část d̊ukazu
věty 2.14 a větu 2.15), že u ∈W 1,2(Ω) je řešeńım rovnice

u− β∆u = u0 na Ω,
∂u

∂n
= 0 na ∂Ω, (2.14)

resp. slabé verze ∫
Ω

(
uv + β∇u · ∇v

)
dx =

∫
Ω
u0v dx ∀v ∈W 1,2(Ω). (2.15)

Pro řešeńı eliptických problémů na hladkých oblastech je znám odhad regularity řešeńı,
uved’me jej ve formě věty (viz např. [18]).

Věta 2.16 Necht’ Ω ⊂ R2 omezená otevřená, ∂Ω ∈ C1,1 a u je řešeńı problému (2.15)
s u0 ∈ L∞(Ω). Pak u ∈ W 2,p(Ω), ∀p < ∞. D̊usledek — u ∈ C1,s(Ω), s < 1 ze
Sobolevových nerovnost́ı.

Z tohoto faktu můžeme vyj́ıt pro analýzu regularity funkce u na nehladkých oblas-
tech Ωi které mohou být řešeńım minimalizace E(u,Γ). Výsledky shrňme přehledně do
následuj́ıćı věty.

Věta 2.17 Necht’ je Ω ⊂ R2 otevřená omezená, u je řešeńım (2.15). Pak plat́ı násle-
duj́ıćı tvrzeńı.

1. u ∈ W 2,p
loc (Ω), ∀p <∞ (tzn. u ∈ W 2,p(U) pro U ⊂ Ω), speciálně u ∈ C1,s(U), s <

1. Rovnici (2.14) je splněna skoro všude v Ω.

2. Pro skoro všechna x ∈ Ω je minΩ u0 ≤ u(x) ≤ maxΩ u0, speciálně u ∈ L∞(Ω),
‖u‖L∞ ≤ ‖u0‖L∞ (minimum a maximum lze uvažovat esenciálńı).

3. Je-li P bod na hladké části ∂Ω, neboli pro nějaké jeho okoĺı U plat́ı ∂Ω∩U ∈ C1,1,
pak u ∈ C1(Ω ∩ U) a ∂u

∂n(P ) = 0.
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4. Necht’ je P bod konvexńıho rohu na hranici, neboli ∂Ω se lokálně skládá ze dvou
C1,1 křivek které se spojuj́ı v bodě P , přičemž pro vnitřńı úhel α mezi jejich
tečnami v bodě P plat́ı 0 < α < π. Pak u ∈ C1(Ω∩U) pro nějaké okoĺı U bodu P
a ∇u(P ) = 0.

5. Necht’ P je bod nekonvexńıho rohu na hranici, neboli pro úhel α z předchoźı položky
plat́ı π < α ≤ 2π. Toto se týká i situace, kdy bod P je na konci jediné C1,1 křivky,
která v něm konč́ı. Pak u má v polárńıch souřadnićıch (r, θ) se středem v bodě P
tvar

u(r, θ) = cr
π
α sin

(π
α

(θ − θ0)
)

+ û(r, θ),

kde û ∈ C1 a c, θ0 jsou vhodné konstanty. Speciálně, ∂u
∂r →∞ pro r → 0+.

Tvrzeńı věty neńı zcela vyčerpávaj́ıćı, nezahrnuje např́ıklad situaci, kdy křivka horš́ı než
C1,1 konč́ı v bodu P (což je možné řešeńı MS segmentace, [25] Appendix A.I částečně
adresuje tento př́ıpad).

Důkaz (Částečný, pro obecné věty týkaj́ıćı se regularity viz [18], konkrétńı aplikace
na MS problém je v [25], Appendix A). Ukažme tvrzeńı 1. Oblast Ω můžeme vložit do
větš́ı oblasti ΩR s hladkou hranićı, na této oblasti řeš́ıme (2.15), označme uR řešeńı.
Pak podle 2.16 je uR ∈W 2,p(ΩR), p <∞. Na Ω je však∫

Ω
ϕ(u− uR) + β∇ϕ∇(u− uR) = 0 ∀ϕ ∈W 1,2

0 (Ω),

(neboli (u−uR)−β∆(u−uR) = 0). Je známo, že řešeńı u−uR takového problému (mj.
vlastńı funkce operátoru ∆) je tř́ıdy C∞ na okoĺı každého bodu z Ω (např. [14], 6.3.1
Theorem 3). Mějme nyńı množinu U takovou, že U ⊂ Ω, pak je u−uR ∈ C∞(U), uR ∈
W 2,p(U) a tedy nutně i u ∈ W 2,p(U), z čehož dále plyne u ∈ C1,s(U) ze Sobolevových
nerovnost́ı. Z (2.15) a faktu, že ∆u ∈ Lp máme Greenovou větou, že (2.14) je splněno
skoro všude.

Tvrzeńı 2 jsme již v jiné podobě využili v části o existenci řešeńı, jedná se o jed-
noduché pozorováńı, pojd’me si ho však ukázat. Funkce u, která řeš́ı (2.15), zároveň
minimalizuje funkcionál

G(u) =

∫
Ω

(
(u− u0)2 + β|∇u|2

)
dx,

to je vidět z věty 2.14 kde je rovnice (2.15) odvozena. Mějme řešeńı u, položme

ũ(x) =


u(x) minΩ u0 ≤ u(x) ≤ maxΩ u0,

minΩ u0 u(x) < minΩ u0,

maxΩ u0 u(x) > maxΩ u0

(minimum a maximum lze brát esenciálńı). Funkce ũ pak splňuje tvrzeńı věty. Je však
skoro všude bud’ ũ(x) = u(x) nebo ∇ũ(x) = 0, takže∫

Ω
|∇ũ|2 ≤

∫
Ω
|∇u|2.

Taktéž je skoro všude |ũ − u0| ≤ |u − u0|, muśı tedy nutně být G(ũ) ≤ G(u), což
znamená že ũ = u z jednoznačnosti minima.

Pod́ıvejme se, jak lze ukázat tvrzeńı 3. Mějme P jak bylo určeno, označme UP ⊂ Ω
otevřenou množinu s C1,1 hranićı, jej́ıž hranice je shodná s hranićı Ω na okoĺı bodu
P . Chceme ukázat, že u ∈ C1 na této množině, k tomu využijeme výsledek z [18],
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Proposition 2.5.2.3 (stručně: jde o analogii 2.16, je-li u řešeńım eliptické rovnice s pravou
stranou v Lp a splňuje v nějakém slabš́ım smyslu Neumannovu okrajovou podmı́nku,
pak u ∈W 2,p). Protože však u okrajovou podmı́nku (na ∂UP která neńı společná s ∂Ω)
nesplňuje, přenásob́ıme ji vhodnou funkćı, aby tak byla okrajová podmı́nka splněna.
Mějme pro tento účel hladkou funkci ϕ takovou, že ϕ = 1 na okoĺı bodu P , ϕ = 0 na
∂UP \ (∂Ω ∩ ∂UP ) a ∂ϕ/∂n = 0 na ∂UP . Položme ū = ϕu, pak plat́ı (rozderivováńım)

β∆ū− ū = βu∆ϕ+ 2β∇u · ∇ϕ− u0ϕ ∈ L2(UP ),

nebot’ u ∈ W 1,2(UP ), tedy ∇u ∈ L2(UP ). Nav́ıc ū splňuje Neumannovu podmı́nku na
∂UP ve smyslu∫

UP

ψ∆ū =

∫
UP

ū∆ψ ∀ψ ∈W 2,2(UP ),
∂ψ

∂n
= 0 na ∂UP .

Ukažme. ∫
UP

ū∆ψ = −
∫
UP

∇ū · ∇ψ = −
∫
∂UP

ψ
∂ū

∂n
+

∫
UP

ψ∆ū.

Chceme ukázat, že povrchový integrál na pravé straně je nulový. Rozdělme integraci na
společnou a samostatnou část hranice ∂UP vzhledem k ∂Ω. Pak máme (rozderivováńım)∫

∂UP

ψ
∂ū

∂n
=

∫
∂UP∩∂Ω

ψ

(
∂u

∂n
ϕ+ u

∂ϕ

∂n

)
+

∫
∂UP \∂Ω

ψ

(
∂u

∂n
ϕ+ u

∂ϕ

∂n

)
,

kde posledńı 3 členy vypadnou, protože vždy ϕ nebo jeho derivace jsou nulové, a prvńı
člen vypadne proto, že u je řešeńım (2.15). Z [18] pak dostáváme ū ∈W 2,2(UP ). Protože
v tom př́ıpadě ∇ū = ∇uϕ + u∇ϕ ∈ W 1,2(UP ) ⊂ Lp(UP ), p < ∞, muśı být ∇u ∈
Lp(UP ). Celý proces tak můžeme zopakovat s t́ım, že nyńı ∆ū − ū ∈ Lp(Up), takže
[18] dává ū ∈ W 2,p(UP ). Protože na okoĺı P je ū = u, je tedy nutně u ∈ W 2,p, ze
Sobolevových nerovnost́ı dále u ∈ C1(Ω) (restringováno na okoĺı P ) a Neumannova
podmı́nka je t́ım splněna silně.

Pro d̊ukazy zbývaj́ıćıch tvrzeńı odkážeme na [25], Appendix A.F–H. Princip je v
obou př́ıpadech takový, že se zkonstruuje C1,1 difeomorfyzmus, který situaci na hra-
nici Ω přenese do jiné vhodné geometrie, ve které se pak řeš́ı jiný eliptický problém s
proměnnými koeficienty. Výsledky z [18] pro tento problém se pak přenesou zpět na
p̊uvodńı oblast. �

Regularita a geometrie množiny hran Γ

Se znalost́ı chováńı funkce u uvnitř a na hranici oblasti Ω je možné něco ř́ıci o geometrii
hran Γ. V článku [25] je ukázána následuj́ıćı věta.

Věta 2.18 Necht’ (u, γ) je řešeńım minimalizace E takové, že Γ se skládá z konečného
počtu jednoduchých C1,1 křivek γi, které se prot́ınaj́ı nejvýše ve svých koncových bodech.
Pak koncové body těchto křivek (tzn.

”
vrcholy“ Γ) maj́ı právě jednu z následuj́ıćıch

podob:

• bod, ve kterém γi vede na ∂Ω pod úhlem π/2,

• bod, ve kterém se scháźı právě tři křivky γi pod úhlem 2π/3 a

• bod, ve kterém jediná γi konč́ı a žádnou daľśı křivku neprot́ıná.
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Neńı tak možné, aby např́ıklad dvě křivky sv́ıraly pravý úhel nebo aby se prot́ınaly
čtyři a v́ıce křivek. Je-li tak na obraze u0 předmět s ostrým rohem tak bude, v malém
okoĺı tohoto rohu, nutně vysegmentován špatně (což však vzhledem k celkové přenosti
segmentace nebývá v praktických aplikaćıch problém). Zd̊urazněme, že věta vycháźı z
předpokladu, že Γ se skládá z konečného počtu hladkých křivek, což však nelze apriori
předpokládat.

Myšlenka d̊ukazu je taková, že uvažujeme řešeńı (u,Γ) na malém okoĺı bodu P , kde
nějaká z křivek γi konč́ı. Nyńı v bodě P postupně uvažujeme jednotlivé situace, které
odporuj́ı tvrzeńı, tedy

• z bodu P vycháźı dvě křivky pod jiným úhelm než π,

• P je na ∂Ω a úhel mezi γi a ∂Ω ji jiný než π,

• tři křivky konč́ı v P a tři takto vzniklé úhly mezi sousedńımi křivkami nejsou
shodné,

• v bodě P zač́ınaj́ı čtyři nebo v́ıce křivek, v něm dvě křivky tvoř́ı
”
hrot“, tedy

sv́ıraj́ı vzájemný úhel 0.

Pro každou z těchto situaćı lze ukázat, že je možné zkonstruovat (u′,Γ′), které se shoduje
s (u,Γ) mimo okoĺı bodu P a takové, že na okoĺı bodu P je segmentačńı energie (u′,Γ′)
menš́ı než (u,Γ), nutně je tak E(u′,Γ′) < E(u,Γ), což je spor. Plný d̊ukaz je možné
nalézt v [25], podrobněji shrnutý nástin d̊ukazu je uveden v [5].

Dále je tedy třeba ukázat, že množina hran Γ, která minimalizuje E, splňuje před-
poklady této věty, aby bylo možné ji už́ıt. Dobrým východiskem je fakt, že Su jako
množina hran slabého řešeńı, se skládá (až na H1–nulovou množinu) z část́ı C1 křivek,
pro regularitu Γ v požadavćıch věty to však nestač́ı. Tato otázka je pravděpodobně
nejobt́ıžněǰśı část́ı teorie MS segmentace a neńı dosud plně zodpovězena. Dobré zma-
pováńı postup̊u a dosažených výsledk̊u je v [24], uved’me zde jeden z hlavńıch výsledk̊u
A.Bonneta [6], který lze vágně formulovat takto: Je-li omezen počet komponent Γ, pak
každá izolovaná komponenta splňuje tvrzeńı věty 2.18, nav́ıc Γ je C1,1 H1–skoro všude.

Jednoznačnost řešeńı

Pod́ıvejme se nyńı, na otázku jednoznačnosti řešeńı minimalizace MS funkcionálu. To
lze vyřešit poměrně snadno, protože minimalizace bohužel obecně jednoznačná neńı.
Konkrétněji — pro danou množinu hran Γ je regulárńı aproximace u na jednotlivých
Ωi jednoznačná (viz 2.15) a dána rovnićı (2.8), mohou však existovat dvě r̊uzné množiny
Γ1,Γ2 a jim odpov́ıdaj́ıćı funkce u1, u2 tak, že

E(u1,Γ1) = E(u2,Γ2) = min
u,Γ

E(u,Γ).

To je špatná zpráva z hlediska segmentace obrazu, protože ta je dána právě množinou
hran Γ a znamená to tedy, že pro jeden obraz může existovat v́ıce optimálńıch segmen-
taćı.

Pod́ıvejme se na konkrétńı př́ıklad nejednoznačného řešeńı v jednodimenzionálńım
př́ıpadě (protipř́ıklad založený na naprosto stejném principu lze ukázat i ve 2D, diskuze
možných řešeńı je však náročněǰśı, dáme tak přednost názornosti). Označme H0(·)
poč́ıtaćı mı́ru a budeme pracovat s jednodimenzionálńım MS modelem

E(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2 + β

∫
Ω\Γ
|u′|2 + αH0(Γ), u ∈W 1,2(Ω \ Γ), H0(Γ) <∞,

23



(množina nespojitost́ı u je nyńı reprezentována konečně mnoha body, jinak je situace
naprosto stejná jako ve 2D př́ıpadě). Necht’ Ω = (0, 2) a mějme vstupńı obraz

u0(x, y) =

{
0 x < 1,

1 x > 1.

Pod́ıvejme se, jaké mohou být minimalizace E na tomto vstupńım obrazu. Nejprve
necht’ H0(Γ1) > 0, pak H0(Γ1) ≥ 1 a tedy

E(u,Γ) ≥ αH0(Γ) ≥ α.

Pro
u1 = u0 na Ω \ Γ1, Γ1 = {1}

je E(u1,Γ1) = α, č́ımž je spodńı meze dosaženo.
Necht’ je nyńı H0(Γ2) = 0, tedy Γ2 = ∅. Nutně pak existuje (opět viz 2.15) řešeńı

u2 problému minuE(u, ∅) = E(u2, ∅). Zvoĺıme-li nyńı α = E(u2, ∅) tak pro u0 máme

E(u1,Γ1) = α = E(u2,Γ2) = min
u,Γ

E(u,Γ),

neboli dvě r̊uzné minimalizace funkcionálu E a tedy dvě r̊uzné optimálńı segmentace
obrazu u0.

Funkcionál E obsahuje regularizačńı člen
∫
|∇u|2 a z př́ıkladu je vidět, že

”
špatné“

rozděleńı obrazu, funkcionál z energetického hlediska vykompenzuje dobrou hladkou
aproximaćı. V daľśı části zavedeme zjednodušený funkcionál EC, který aproximuje po
částech konstantńımi funkcemi, což stač́ı, pokud nás zaj́ımá pouze segmentace. Mohlo
by se zdát, že v tom př́ıpadě již probém s nejednoznačnost́ı nenastane. Na stejném
př́ıkladu je však vidět, že zde je situace naprosto stejná. Pro Γ2 = ∅ je minimalizaćı
u2 ≡ 1/2, pak je E(u2,Γ2) = 1/2 a tedy pro α = 1/2 máme stejnou nejednoznačnost
řešeńı.

V obou př́ıpadech nejednoznačnost sice existuje, ale jen pro konkrétńı volbu para-
metr̊u, je tak ze statistického hlediska velice nepravděpodobná. Koeficient α představuje
škálový parametr, který určuje, zda chceme segmentaci malých (ńızké α) nebo velkých
(vysoké α) objekt̊u, vzhledem k velikosti obrázku, je tak poměrně přirozené, že pro
daný obrázek existuje mezńı hodnota, pro kterou jsou si dvě segmentace energeticky
ekvivalentńı.

Obrázek 2.1: Vstupńı obrázek a dvě možné energeticky ekvivalentńı segmentace okoĺı
prostředńıho bodu.

Lze však ukázat i situace, kdy nejednoznačnost spojená s koeficientem α neńı,
konkrétně Γ1 6= Γ2, ale H1(Γ1) = H1(Γ2). Z části o regularitě řešeńı v́ıme (ve smyslu

”
je téměř dokázané“), že jednotlivé křivky, ze kterých se skládá Γ, se mohou prot́ınat
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jen ve trojićıch a pod úhlem 2π/3. Je-li ve vstupńım obrazu prvek jako na obrázku
2.1, je pak v nejlepš́ım př́ıpadě možna jen některá ze segmentaćı naznačených na tomto
obrázku, Γ nemůže hrany obrazu koṕırovat přesně. Obrázek tak ilustruje daľśı zdroj
nejednoznačnosti MS segmentace a zároveň již zmı́něnou nevýhodu MS modelu — rohy
objekt̊u nemohou být nikdy vysegmentovány zcela přesně. Nejednoznačnost je tak MS
modelu vlastńı a je třeba ji mı́t na paměti.

Asymptotické verze MS funkcionálu

V posledńı části této kapitoly se budeme věnovat třem r̊uzným limitńım př́ıpad̊um MS
funkcionálu E. Prakticky p̊ujde o tři nové funkcionály, které vzniknou vždy vynecháńım
jednoho že člen̊u v E a vhodnou restrikćı uvažovaného oboru funkćı. Tři takto vzniklé
funkcionály, které jsou vlastně speciálńı př́ıpady E, maj́ı ve zpracováńı obrazu sv̊uj
smysl, což ukazuje na d̊uležitost MS modelu.

Rekonstrukce obrazu

Nejprve se pod́ıvejme na MS funkcionál bez posledńıho (délkového) členu, tedy

E(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+ β

∫
Ω\Γ
|∇u|2dx.

Protože délka hran Γ neńı nijak penalizována, je potřeba ji pevně stanovit (omezit
t́ım definičńı obor funkcionálu), jinak by neměl smysl. Přirozenou volbou je Γ = ∅,
neboli aproximovat u0 funkćı u, která je regulárńı v celé oblasti Ω. Zabývejme se tedy
minimalizaćı funkcionálu

ER(u) =

∫
Ω

(
(u− u0)2 + β|∇u|2

)
dx, u0 ∈ L∞(Ω), u ∈W 1,2(Ω) (2.16)

Jedná se tedy o MS funkcionál zcela bez volné množiny nespojitost́ı Γ. Z věty 2.14
resp. jej́ıho d̊usledku 2.15 v́ıme, že pro každé u0 ∈ L∞(Ω) existuje právě jedno řešeńı
u ∈ W 1,2(Ω), které splňuje (alespoň jako distribuce a striktně uvnitř Ω skoro všude)
rovnici a okrajovou podmı́nku (2.8), připomeneme ji

u− β∆u = u0 na Ω,
∂u

∂n
= 0 na ∂Ω. (2.8)

Funkcionál ER nemá př́ımé uplatněńı v segmentaci obrazu, ale ve zpracováńı obrazu
je znám jako jeden z nejjednodušš́ıch model̊u rekonstrukce obrazu u z pozorováńı u0

(odstraněńı šumu, inverze rozmazáńı apod.) v podobě

F (u) =

∫
Ω

(R[u]− u0)2 + βϕ(|∇u|)dx,

kde operátor R představuje poškozeńı obrazu (v našem př́ıpadě identita) a ϕ je vhodná
regularizačńı funkce (v našem př́ıpadě t→ t2). Řešeńı minimalizace tohoto funcionálu
(pro identický operátor) je rozmazaná (vyhlazená) verze u0 (samozřejmě v závislosti na
koeficientu β a funkci ϕ), lze tedy ř́ıci, že funkcionál zjednodušuje p̊uvodńı obraz, což
je v souladu s MS modelem. Diskuze o tomto funkcionálu v kontextu MS segmentace
má smysl ze dvou d̊uvod̊u. Za prvé si uvědomme, že na každé souvislé Ωi části děleńı
Ω podle (2.1) se MS funkcionál E chová jako ER, segmentovaný obraz tak bude na
jednotlivých Ωi p̊uvodńı obraz vyhlazený rovnićı (2.8). Dále si můžeme uvědomit, že
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lze spojit rekonstrukčńı i segmentačńı model do jednoho a napsat tak zobecněný MS
funkcionál jako

E(u,Γ) =

∫
Ω

(R[u]− u0)2dx+ β

∫
Ω\Γ

ϕ(|∇u|)dx+ αH1(Γ).

Řekli jsme, že zjednodušené verze MS funkcionálu jsou v určitém smyslu limitami
jeho plné verze, pod́ıvejme s na toto tvrzeńı v př́ıpadě ER. Pokuśıme se intuitivně
ukázat, že funkcionál E (resp. jeho řešeńı) se bĺıž́ı ke zjednodušené verzi ER (resp. jeho
řešeńı) pro parametr α→∞. Uvažujme plný MS funkcionál a jeho zjednodušenou verzi
ve tvarech

Eα(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+

∫
Ω\Γ
|∇u|2dx+ αH1(Γ),

ER(u) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+

∫
Ω
|∇u|2dx.

Necht’ (uα,Γα) je řešeńı Eα(u,Γ) s daným koeficientem α a u je řešeńı zjednodušené
verze ER(u). Označme dále hodnoty minim

Eα = Eα(uα,Γα), ER = ER(u)

a energii délkového členu
h(α) = H1(Γα).

Věta 2.19 Tyto veličiny pak maj́ı následuj́ıćı vlastnosti

1. Eα ≤ E, ∀α > 0,

2. Eα je neklesaj́ıćı a h(α) je nerostoućı v α,

3. h(α) ≤ ER

α , mj. tak h(α)→ 0 pro α→∞.

Důkaz Plat́ı, že

Eα = Eα(uα,Γα) ≤ Eα(u, ∅) = ER(u) = ER,

z čehož plyne 1. Dále je αh(α) ≤ Eα ≤ ER, takže

h(α) ≤ Eα
α
≤ ER

α
,

což dokazuje 3. Zbývá ukázat monotonii Eα a h(α). Mějme α2 > α1, pak dosazeńım
dostaneme

Eα1 = Eα1(uα1 ,Γα1) ≤ Eα1(uα2 ,Γα2) = Eα2(uα2 ,Γα2) + (α1 − α2)h(α2),

kde posledńı člen je záporný. T́ım je dokázána monotonie Eα. Stejným zp̊usobem
můžeme napsat

Eα2 ≤ Eα1 + (α2 − α1)h(α1).

Porovnáńım h(α1) a h(α2) dostaneme z posledńıch dvou nerovnic monotonii h. �

Co nám tato věta ř́ıká: Energie segmentace se zhoršuje s rostoućım požadavkem na
krátkost hran a jakákoliv segmentace s hranami je považována za lepš́ı než

”
segmentace“

zcela bez hran. Délky hran naopak klesaj́ı č́ım v́ıce jsou penalizovány, limitně dosahuj́ı
nulové hodnoty, neboli Γα se zmenšuje až na H1–nulovou množinu. Z toho lze usoudit,
že jelikož

argminuEα(u, ∅) = argminuE
R(u),

bude se řešeńı uα č́ım dál v́ıce bĺıžit asymptotickému řešeńı u.
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Po částech konstantńı aproximace

Nyńı si představ́ıme funkcionál, který je ze segmentačńıho hlediska velice d̊uležitý a
často použ́ıvaný (př́ıpadně v mı́rně upravených verźıch), také v této práci se mu budeme
věnovat ještě v př́ı̌st́ı kapitole. Pod́ıvejme se však na něj ze stejného hlediska jako v
předchoźım př́ıpadě na

”
rekonstrukci“ obrazu. Budeme se zabývat MS funkcionálem

bez gradientńıho členu, tedy

EC(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+ αH1(Γ).

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě je potřeba omezit definičńı obor tohoto funkcionálu,
aby jeho minimalizace nebyla triviálńı. Tentokrát neńı nijak penalizována derivace
řešeńı u, které se tak může libovolně přibĺıžit k u0 — opět je tedy potřeba tuto hodnotu
předepsat a přirozeně požadovat, aby

∇u = 0.

Protože po funkci u požadujeme regularitu jen mimo hrany na Ω \ Γ a také MS funk-
cionál penalizuje gradient funkce jen na této množině, budeme uvažovat funkce u po
částech konstantńı v Ω s př́ıpustnými skoky přes Γ. Formálně stanovme definičńı obor
DC funkcionálu EC následuj́ıćım zp̊usobem: Necht’ Ωi,Γ je děleńı oblasti Ω podle 2.1,
pak

DC =
{

(u,Γ), u|Ωi ≡ ui = konst. ∀i, Γ je uzavřená v Ω, H1(Γ) <∞
}
.

Všechny takové funkce jsou př́ıpustné i pro plný MS funkcionál, jedná se tak o omezeńı
jeho definičńıho oboru. Z hlediska segmentace dává omezeńı na po částech konstantńı
funkce prefektńı smysl — jestliže nás nezaj́ımá zjednodušeńı (nebo chceme-li rekon-
strukce) obrazu v rámci jednotlivých objekt̊u, jako je tomu u plného MS modelu, ale
zaj́ımáme se pouze o rozděleńı oblasti Ω na jednotlivé objekty Ωi a hrany Γ, tak funk-
cionál EC nám dává přesně tuto informaci, Ωi pak odpov́ıdaj́ı množinám, na kterých je
hodnota u konstantńı, a Γ bod̊um, na kterých je u nespojité. Z tohoto d̊uvodu je této
variantě MS funkcionálu věnováno mnoho pozornosti.

Pod́ıvejme se na funkcionál EC bĺıže. Nejprve učiňme pozorováńı, že funkce u je
pro pevné Γ jednozačně určena (ve smyslu Lp) svými hodnotami ui na jednotlivých Ωi.
Protože druhý člen EC na u nezáviśı, jsou hodnoty ui dány jen prvńım členem, který
je možné přepsat ∫

Ω
(u− u0)2dx =

∑
i

∫
Ωi

(ui − u0)2dx.

Pro pevné Γ je minimalizace tohoto členu triviálńı (nejmenš́ı čtverce) — na každé Ωi

muśı mı́t ui hodnotu, která se rovná pr̊uměru u0 přes Ωi, tedy

ui = 〈u0〉Ωi =
1

|Ωi|

∫
Ωi

u0 dx.

Funkce u se pak pro dané Γ rovná

u = 〈u0〉Γ =
∑
i

〈u0〉Ωi1Ωi . (2.17)

Proměnné u a Γ tak nejsou nezávislé, funkce u je jednoznačně určena, jamile je známé
Γ. Funkcionál EC tak můžeme uvažovat jen jako funkci Γ, které určuje děleńı (Ωi,Γ) a
t́ım i hodnoty ui

EC(Γ) =

∫
Ω

(
〈u0〉Γ − u0

)2
dx+ αH1(Γ). (2.18)
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Pod́ıvejme se nyńı na některé vlastnosti tohoto funkcionálu v podobném duchu,
jako jsme to udělali s předchoźım zjednodušeným modelem. Pokuśıme se opět ukázat,
že funkcionál EC je limitńım př́ıpadem plného MS funkcionálu, tentokrát pro β →∞.
Označme plný MS funkcionál (se zd̊urazněnou závislost́ı na parametru β)

Eβ(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+ β

∫
Ω\Γ
|∇u|2dx+H1(Γ),

dále necht’ (uβ,Γβ) resp. Γ a j́ım určené u = 〈u0〉Γ jsou řešeńı minimalizace Eβ resp.
EC, s hodnoty minim

Eβ = Eβ(uβ,Γβ), EC = EC(Γ)

a nakonec označme hodnotu gradientńıho členu

s(β) =

∫
Ω\Γβ

|∇uβ|2dx.

Věta 2.20 Pak je splněno následuj́ıćı:

1. Eβ ≤ EC, ∀β > 0,

2. Eβ je neklesaj́ıćı a s(β) je nerostoućı v β,

3. s(β) ≤ EC

β , mj. tak s(β)→ 0 pro β →∞.

Důkaz Je zcela analogický k d̊ukazu věty 2.19. Plat́ı

Eβ = Eβ(uβ,Γβ) ≤ Eβ(u,Γ) =

∫
Ω

(u− u0)2dx+ β

∫
Ω\Γ

|∇u|2︸ ︷︷ ︸
≡0

dx+H1(Γ) = EC(Γ) = EC

z čehož plyne 1. Dále je βs(β) ≤ Eβ ≤ EC, tedy

s(β) ≤ EC

β
→ 0 pro β →∞,

což dokazuje 3. Zbývá monotonie Eβ a s(β). Mějme β1 < β2, pak plat́ı

Eβ1 = Eβ1(uβ1 ,Γβ1) ≤ Eβ1(uβ2 ,Γβ2)

=

∫
Ω

(uβ2 − u0)2dx+ β1

∫
Ω\Γβ2

|∇uβ2 |2dx+H1(Γβ2) = Eβ2 − (β2 − β1)s(β2)︸ ︷︷ ︸
≥0

,

č́ımž je dokázána monotonie Eβ. Analogickým postupem lze naopak napsat

Eβ2 ≤ Eβ1 + (β2 − β1)s(β1).

Z posledńıch dvou nerovnic dostáváme monotonii s(β). �

Nad tvrzeńım lze provést stejnou diskuzi jako v př́ıpadě věty 2.19. S rostoućım parame-
trem β se celková variace funkce u na jednotlivých oblastech Ωi monotónně zmenšuje až
do nuly, řešeńı se tak č́ım dál v́ıce podobá po částech konstantńımu řešeńı. Energie seg-
mentace naopak monotónně roste, ale je shora omezena energíı po částech konstantńı
segmentace.

Předpokládáme-li i pro rostoućı β jednotlivé oblasti Ωi dostatečně regulárńı, lze
asymptotický vztah řešeńı uβ a u ukázat ještě jiným zp̊usobem. Necht’ pro Ωi plat́ı
Poincarého nerovnost (např. [14]) pro odchylku funkce od jej́ıho pr̊uměru∫

Ωi

(
v − 〈v〉Ωi

)2
dx ≤ Ci

∫
Ωi

|∇v|2dx. (2.19)
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Označme Cβ = maxiCi pro dané β. Jsou-li oblasti Ωi natolik regulárńı, že pro β v
okoĺı nekonečna roste Cβ pomaleji než lineárně, neboli

lim
β→∞

Cβ

β
= 0, (2.20)

plat́ı pro řešeńı uβ a jeho po částech konstantńı aproximaci 〈uβ〉Γβ∫
Ω

(
uβ − 〈uβ〉Γβ

)2
=
∑
i

∫
Ωi

(uβ − 〈uβ〉Ωi)2 ≤
∑
i

Ci

∫
Ωi

|∇uβ|2 ≤ Cβs(β)→ 0. (2.21)

Řešeńı uβ tedy přecháźı na sv̊uj po částech konstantńı pr̊uměr 〈uβ〉Γβ . Z hlediska seg-
mentce je však zaj́ımavé a podstatné, zda se asymptoticky shoduje segmentace (tedy
děleńı oblasti Ω =

⋃
i Ωi

⋃
Γ(β)) daná funkćı 〈uβ〉Γβ a funkćı u = 〈u0〉ΩΓ

. Můžeme se

tak ptát, jak bĺızko je 〈uβ〉Γβ k minimalizaci EC. Odpověd’ dává následuj́ıćı věta.

Věta 2.21 Necht’ Cβ = maxiCi, kde Ci jsou Poincarého konstanty z (2.19), roste s
β pomaleji než lineárně, (2.20). Označme (uβ,Γβ) resp. (u,Γ) řešeńı minimalizace Eβ
resp. EC jako v předchoźım př́ıpadě, 〈uβ〉Γβ po částech konstantńı zpr̊uměrováńı uβ
vzhledem k děleńı indukovaném Γβ.

Pak je
lim
β→∞

EC
(
〈uβ〉Γβ ,Γβ

)
= EC(u,Γ) (2.22)

Neboli — funkce 〈uβ〉Γβ (která je po částech konstantńı aproximaćı a nav́ıc limitou

uβ, jak je vidět z (2.21)) asymptoticky minimalizuje EC, segmentace po částech kon-
stantńıho modelu EC je tak limitou plné segmentace pomoćı Eβ.

Důkaz Je zřejmě
EC(u,Γ) ≤ EC

(
〈uβ〉Γβ ,Γβ

)
,

ukažme opačnou nerovnost (v limitě). Tvrd́ıme nejprve, že

∣∣∣∥∥〈uβ〉Γβ − u0

∥∥2

L2 −
∥∥uβ − u0

∥∥2

L2

∣∣∣ ≤ K
√
Cβ

β
, (2.23)

kde K je nezávislé na β. Potom je

EC
(
〈uβ〉Γβ ,Γβ

)
= Eβ

(
〈uβ〉Γβ ,Γβ

) (
= ‖〈uβ〉Γβ − u0‖2L2 +H1(Γβ)

)
≤ Eβ(uβ,Γβ) +K

√
Cβ

β

(
= ‖uβ − u0‖2L2 + βs(β) +H1(Γβ) +K · · ·

)
≤ Eβ(u,Γ) +K

√
Cβ

β

= EC(u,Γ) +K

√
Cβ

β
.

Je tedy

EC(u,Γ) ≤ EC
(
〈uβ〉Γβ ,Γβ

)
≤ EC(u,Γ) +K

√
Cβ

β
,

z čehož za předpokladu Cβ/β → 0 plyne tvrzeńı věty. Zbývá ukázat (2.23). Je u0 ∈
L∞(Ω) a tedy i uβ ∈ L∞(Ω), přičemž ‖uβ‖L∞ ≤ ‖u0‖L∞ (viz 2.17 tvrzeńı 2). Z
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trojúhelńıkové nerovnosti a standardńıho odhadu integrálu dostáváme

‖〈uβ〉Γβ − u0‖2L2 − ‖uβ − u0‖2L2 ≤
(
‖〈uβ〉Γβ − u0‖L2 + ‖uβ − u0‖L2

)
‖uβ − 〈uβ〉Γβ‖L2

≤ 4
√
|Ωi| ‖u0‖L∞‖uβ − 〈uβ〉Γβ‖L2

≤ 4
√
|Ωi| ‖u0‖L∞

√
Cβ
√
s(β)

≤ 4
√
|Ωi| ‖u0‖L∞

√
Ec

√
Cβ

β
,

kde předposledńı resp. posledńı nerovnost plyne z Poincarého nerovnosti v (2.21) resp.
z věty 2.20 vlastnosti 3. �

Existenci minimalizace EC lze ukázat snáze než existenci minimalizace E, pro
u0 spojitou byla ukázána již v p̊uvodńım článku [25], posléze jiným zp̊usobem pro
u0 ∈ L∞(Ω) v [23]. Lze také samozřejmě uplatnit argumenty, kterými byla dokázána
existence minima funkcionálu E a existenci EC źıskat stejným zp̊usobem. Shrňme
výsledek přehledně do věty.

Věta 2.22 ([23]) Necht’ u0 ∈ L∞(Ω), pak existuje (u,Γ) ∈ DC minimalizuj́ıćı EC na
této množině. Nav́ıc, Γ se skládá z konečně mnoha C1,1 křivek γ, které se prot́ınaj́ı
jen ve svých koncových bodech. Jediný možný koncový bod křivky γ je bud’ bod, kde se
potkávaj́ı právě 3 křivky pod úhly 2π/3, nebo bod, kde křivka γ vede až na ∂Ω pod úhlem
π/2.

Řešeńı minimalizace EC tak splňuje MS domněnku vyslovenou v [25] s následuj́ıćım
rozd́ılem. Je známé, že řešeńı (u,Γ) plné MS segmentace může obsahovat tzv. slepé
hrany (v originálńım článku nazvané crack–tips), což jsou křivky γ ⊂ Γ, které jsou
z obou stran obklopeny stejnou souvislou Ωi — hrana tak netvoř́ı hranici mezi ob-
jekty, jak je očekáváno, ale

”
d́ıru“ v jednom objektu. Jsou př́ıpady, kdy je to jediné

rozumné řešeńı, např́ıklad obraz u0(r, θ) = θ v polárńıch souřadnićıch se skládá z jed-
noho hladkého celku s nepojitost́ı na úsečce θ = 0. V praktických aplikaćıch se však
takové př́ıpady objekt̊u většinou nevyskytuj́ı a, co je podstatné, takovéto hrany mohou
zp̊usobovat implementačńı obt́ıže (např́ıklad při implementaci MS modelu pomoćı tzv.
level set̊u, o kterých pojednává př́ı̌st́ı kapitola). V po částech konstantńım MS modelu,
kde jsou aproximace jednotlivých objekt̊u Ωi beze zbytku konstantńı, již slepé hrany
nedávaj́ı žádný smysl v̊ubec. Ukažme si tedy, že řešeńı EC takové hrany ani nemůže
obsahovat, což je dobrá zpráva z hlediska implementace. Nejprve formálńı definice.

Definice 2.23 Necht’ Γ je uzavřená v Ω a H1(Γ) < ∞. Řekneme, že γ ⊂ Γ je slepá
hrana, jestlǐze H1(γ) > 0 a existuje otevřená množina Q ⊂ Ω \ (Γ \ γ), H1(γ \Q) = 0
taková, že Q \ γ je souvislá.

Definice tedy ř́ıká, že slepá hrana γ jako součást množiny hran Γ je zbytečná v tom
smyslu, že nerozděluje žádné dvě podmonožny děleńı Ωi a Ωj , které by jinak tvořily
jednu souvislou množinu. Přistupme k tvrzeńı.

Věta 2.24 Necht’ Γ je řešeńı minimalizace EC. Pak Γ neobsahuje žádnou slepou hranu.

Důkaz Předpokládejme pro spor, že γ ⊂ Γ je slepá. Označme Γ′ = Γ \ γ Ω, ukážeme,
že Γ′ tvoř́ı lepš́ı řešeńı minimalizace EC. Nejprve zřejmě

H1(Γ′) < H1(Γ).

Tvrd́ıme dále, že pro po částech konstantńı řešeńı (dané (2.17)) indukovaná děleńım Γ
resp. Γ′ plat́ı

〈u0〉Γ′ = 〈u0〉Γ. (2.24)
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Pak je tedy EC(Γ′) < EC(Γ), což je spor. Zbývá ukázat (2.24).
Necht’ Q je množina z definice 2.23, pak Q \ γ je nutně obsažena právě v jedné

Ωi, označme ji Ω1. Kdyby ne — necht’ má pro spor Q neprázdný pr̊unik s Ω1 a Ω2 (s
ostatńımi Ωi ne), protože neobsahuje žádnou část Γ\γ tak muśı být Q\γ ⊂ (Ω1∪Ω2),
tzn. ale že Ω1∪Ω2 je souvislá (existuje cesta přes Q\γ) přičemž Ω1 a Ω2 jsou disjuktńı
otevřené, což je spor se souvislost́ı. Pokračujme, označme Ω′1 = Ω1 ∪ Q. Ta je nutně
otevřená a souvislá (Ω1 i Q jsou otevřené, souvislé a maj́ı neprázdný pr̊unik). Protože Γ
a Γ′ se lǐśı jen o γ, lze si snadno rozmyslet, že otevřené oblasti děleńı Ω indukovaných Γ
resp. Γ′ se lǐśı právě jen množinou Ω1 resp. Ω′1, ostatńı Ωi = Ω′i muśı být shodné až na
přeč́ıslováńı. Funkce 〈u0〉Γ resp. 〈u0〉Γ′ se tak lǐśı jen ve členu (viz definice (2.17)) 〈u0〉Ω1

resp. 〈u0〉Ω′1 a protože γ má nulovou 2D Lebesgueovu mı́ru, muśı být tyto př́ıspěvky
shodné. �

Active Contours

V posledńı části diskuze o limitńıch verźıch MS funkcionálu se pod́ıváme na situaci,
kdy ve funkcionálu

E(u,Γ) = λ

∫
Ω

(u− u0)2dx+

∫
Ω\Γ
|∇u|2dx+ αH1(Γ) (2.25)

chceme provést limitu λ → ∞ (neboli uvažovat funkcionál E bez prvńıho členu). Aby
výsledek lépe zapadl do kontextu, je vhodné nejprve představit jinou tř́ıdu variačńıch
segmentačńıch model̊u, tzv. active contours metody. To je žádoućı i ze dvou daľśıch
d̊uvod̊u, jednak jako doplněńı ke studiu MS modelu, aby čtenář źıskal komplexněǰśı
obraz o variačńıch segmentačńıch metodách, a také jako vhodný úvod pro následuj́ıćı
kapitolu.

MS model, kterým jsme se doted’ zabývali, se snaž́ı rozdělit vstpńı obraz u0 na
oblasti Ωi s přibližně homogenńı intenzitou. Za duálńı př́ıstup je možné považovat
nalezeńı křivek, které odpov́ıdaj́ı hranám v obraze u0. Hrany se ve zpracováńı obrazu
tradičně rozpoznávaj́ı z gradientu intenzity, tedy |∇u0|, zjednodušeně lze ř́ıci, že č́ım
vyšš́ı gradient, t́ım větš́ı je v daném mı́stě hrana6. Za hrubou variačńı formulaci detekce
hran lze tak považovat toto: Nalézt křivku Γ, podél které má obraz u0 veliký gradient
a která je rozumně dlouhá. Jednou z možnost́ı jak toho dosáhnou jsou zmı́něné active
contours metody, které lze popsat následuj́ıćım zp̊usobem. Pro křivku Γ definujme jej́ı
energii

J(Γ) =

∫
Γ
f(Γ,Γ′,Γ′′, . . . , u0,∇u0, . . .).

Dále zaved’me umělý čas t a označme Γ(t) křivku v čase t, Γ(0) = Γ0, a řešme dife-
renciálńı rovnici

∂Γ

∂t
= −J ′(Γ), (2.26)

neboli metodou největš́ıho spádu minimalizujeme energii křivky J(Γ). Nejedná se tak
o

”
pravou“ minimalizaci ve smyslu

J(Γ) = inf
Γ′
J(Γ′),

protože ve většině př́ıpadu by taková úloha měla triviálńı řešeńı, proces se však zastav́ı
pro ∂Γ/∂t = 0 v lokálńım minimu. Je-li např́ıklad J(Γ) = délka(Γ), pak evolučńı rovnice
má tvar

∂Γ

∂t
= curv Γn, (2.27)

6Protože detekce hran pomoćı gradientu je silně nestabilńı s př́ıtomnost́ı šumu, namı́sto |∇u0| se
většinou použ́ıvá |∇(u0 ∗ ησ)|, kde ησ je vhodné konvolučńı jádro.
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což je tzv. mean curvature motion, pohyb nejv́ıce zmenšuj́ıćı délku křivky (v tomto
př́ıpadě se proces zastav́ı až pro Γ = ∅).

Pod́ıvejme se nyńı na několik konkrétńıch active contours model̊u. Uvažujme vždy
křivku s parametrizaćı c(p) =

(
x(p), y(p)

)
, p ∈ [a, b] po částech dostatečně hladkou.

Jeden z prvńıch model̊u tohoto typu pocháźı z [21], kde je položeno

Js(c) =

∫ b

a

(
|c′(p)|2 + |c′′(p)|2

)
dp−

∫ b

a
|∇u0(c(p))|2dp.

Prvńı integrál představuje vnitřńı energii křivky, prvńı člen měř́ı délku, druhý křivost —
evoluce křivky tak zmenšuje a narovnává křivku. Druhý integrál je vněǰśı energie
(daná obrazem), kde je křivka zvýhodněna, pokud vede v mı́stě hrany obrazu. Princip
(společný pro většinu active contours metod) je tedy takový, že počátečńı uzavřená
křivka c0 obklopuje objekt, který chceme segmentovat. Evolućı podle (2.26) (v tomto
př́ıpadě rovnice 4. řádu, lze snadno odvodit, viz [21]) se křivka zmenšuje, dokud ne-
koṕıruje hrany objektu (druhý integrál tak sńıž́ı energii). Tam se jej́ı evoluce zastav́ı,
protože pokud by objekt

”
přeskočila“ tak naroste hodnota druhého integrálu a celková

energie t́ım vzroste. Vzhledem k evoluci křivky nazvali autoři tuto metodu snake model.
Model s energíı Js má několik nevýhod. Člen s |c′′(p)|, který snižuje zakřiveńı,

přidává na složitosti evolučńı rovnice a bývá často vynecháván. Člen s |c′(p)| totiž
snižuje celkovou délku křivky a jak je vidět z (2.27), tento člen zp̊usob́ı právě na-
rovnáváńı křivky a tedy také snižuje jej́ı křivost. Lze tak uvažovat jen

Js′(c) =

∫ b

a
|c′(p)|2dp−

∫ b

a
|∇u0(c(p))|2dp. (2.28)

Druhou a podstatněǰśı nevýhodou je fakt, že hodnota energie křivky záviśı na jej́ı pa-
rametrizaci, takže např́ıklad dvě stejné segmentace mohou mı́t jinou hodnotu energie,
nebo ze dvou

”
stejných“ počátečńı křivky můžeme dostat rozd́ılná řešeńı, jestliže bu-

dou křivky jinak parametrizovány. Daľśı nevýhodou je praktická realizace numerického
výpočtu (navržena v [21]), kde je potřeba řešit mnoho d́ılč́ıch problémů pro správné sle-
dováńı křivky v pr̊uběhu jej́ıho vývoje (lze si představit, že je velice náročná např́ıklad
změna topologie křivky — rozděleńı na dvě křivky pro detekci v́ıce objekt̊u nebo ob-
jekt̊u, které nejsou jednoduše souvislé).

Tyto problémy z velké části řeš́ı tzv. geodesic active contours model pocházej́ıćı z
[7]. Položme

Jgac(c) =

∫ b

a
g
(∣∣∇u0

(
c(p)

)∣∣)|c′(p)|dp, (2.29)

kde g : R∪{∞} → R+
0 je tzv. edge–detector function, klesaj́ıćı funkce, která má vysokou

hodnotu okolu nuly a bĺıž́ı se k nule v nekonečnu (tzn. invertuje velikost gradientu).
Nejčastěǰśım př́ıpadem je s→ 1/(1 + s2).

Kdyby g ≡ 1, tak Jgac(c) měř́ı jen délku křivky. Je-li však třeba g ∈ [0, 1] a g
klesaj́ıćı s rostoućım |∇u0|, délka křivky je vážena t́ım, zda křivka vede po hraně či
nikoliv. Vede-li křivka homogenńı plochou, je Jgac rovno jej́ı délce, pokud vede křivka
po ideálńı hraně, je Jgac = 0. Hodnota energie nyńı také nezálež́ı na parametrizaci
křivky, protože ds = |c′(p)|dp je délkový element, můžeme napsat

Jgac(c) =

délka c∫
0

g
(∣∣∇u0

(
c(s)

)∣∣)ds
zcela bez závislosti na konkrétńı parametrizaci. Daľśı výhodou, která však nyńı ještě
neńı zřejmá, je dobrá možnost numerické implementace pomoćı tzv. level set metody,
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s tou se setkáme v následuj́ıćı kapitole. Pro v́ıce informaćı o vztahu mezi Jgac a Js′

odkažme na [5, 7].
Než opust́ıme active contours a vrát́ıme se k MS funkcionálu, pokusme se stručně

shrnout základńı vlastnosti těchto metod. Jak jsme již řekli, jedná se nalezeńı lokálńıho
minima z předem dané počátečńı polohy křivky, výsledek segmentace je tak jistě závislý
na počátečńı křivce. Určuj́ıćım kritériem pro zastaveńı křivky na hraně objektu je
lokálńı minimum energie d́ıky g(|∇u0|) nebo jinému ekvivalentńımu členu, toto mi-
nimum však může být velice malé (zejména pokud je hrana objektu neostrá nebo př́ılǐs
potlačena počátečńım vyhlazeńım u0 ∗ ησ). V numerické implementaci se tak snadno
může stát, že křivka (často jen jej́ı část) hranu objektu

”
přeskoč́ı“ a s ńı i celé lokálńı mi-

nimum. Jamile se tak stane, tak již neńı pomoci, protože křivka se začne opět zmenšovat
a neńı žádná śıla, který by ji vrátila zpět na hranu objektu. Zmı́něné active contours
metody jsou v tomto smyslu poměrně nestabilńı, o úspěšné či neúspěšné segmentaci
může rohodnout malá změna některého ze vstupńıch parametr̊u. Naopak mohou tyto
metody dávat dobré výsledky při segmentaci objekt̊u s ostrými vněǰśımi hranami, libo-
volně složitou vnitřńı texturou na v́ıceméně homogenńım pozad́ı. Křivka se pak zastav́ı
na hraně objektu a nevad́ı, že vnitřek objektu tvoř́ı komplikovaná nehomogenńı textura
s mnoha vlastńımi

”
hranami“, protože křivka se tam v̊ubec nedostane. Př́ımá aplikace

MS modelu na tento př́ıpad (stač́ı např́ıklad homogenńı objekt, který je však nehomo-
genně osv́ıcený) nemuśı dát dobré výsledky, protože metoda začne rozdělovat vnitřek
objektu.

Zcela specifický je zat́ım nezmı́něný model z [8] nazvaný active contours without
edges, který má navzdory svému názvu mnohem bĺıže k MS segmentaci (jde v́ıceméně o
EC) než k active contours, z nich však přeb́ırá myšlenku evoluce křivky. T́ımto modelem
se budeme zabývat v daľśı kapitole.

Vrat’me se ke zmı́něnému limitńımu př́ıpadu MS funkcionálu. Jak již bylo řečeno,
chceme v (2.25) provést limitu λ → ∞. Ukazuje se, že je vhodné zároveň položit
α = 2α0

1√
λ

, přeznačme tedy funkcionál E na

E(u,Γ) = λ

∫
Ω

(u− u0)2dx+

∫
Ω\Γ
|∇u|2dx+

2α0√
λ
H1(Γ).

Dále zaved’me nový funkcionál (jako asymptotickou verzi MS funkcionálu)

EAC(Γ) =

∫
Γ

(
α0 −

(
∂u0

∂n

)2
)
. (2.30)

Lze pak ukázat, že EAC je výše popsanou limitou MS funkcionálu E ve smyslu následuj́ıćı
věty.

Věta 2.25 ([25]) Předpokládejme, že u0 ∈ C1,1(Ω) a Γ je složena z konečně mnoha
C1,1 křivek, které netvoř́ı

”
hroty“7. Označme pro věťśı přehlednost ε = 1/λ. Pak je pro

ε→ 0+

E(uΓ,Γ) = 2
√
εEAC(Γ) +

∫
Ω
|∇u0|2 −

√
ε

∫
∂Ω

(
∂u0

∂n

)2

−K(ε log ε),

kde uΓ je jednozačné řešeńı minimalizace E(·,Γ) pro pevné Γ.

Omezeńı u0 ∈ C1,1 je sice restriktivńı z hlediska praktické segmentace, ale zde se j́ım
nemuśıme př́ılǐs zabývat, protože nám jde o asymptotické chováńı E, nav́ıc v active

7Tzn. že z jednoho bodu vycháźı dvě křivky se stejným tečným vektorem a směrem, jako v obrázku
srd́ıčka.
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contours modelech se téměř vždy uvažuje u0 vyhlazené konvolućı. Požadavek Γ ∈ C1,1

je také restriktivńı, ale charakterizace regularity řešeńı MS funkcionálu ukazuj́ı, že téměř
s touto regularitou lze poč́ıtat. Pak druhý a třet́ı člen na pravé straně jsou konstanty
vzhledem ke Γ, posledńı člen jde do nuly rychleji než všechny předchoźı, stač́ı nám tak
uvažovat z pravé strany jen prvńı člen, 2

√
εEAC(Γ). Věta nám tak ř́ıká, že pro vysoké

λ (tj. ńızké ε) je energie segmentace téměř výhradně koncentrována podél množiny
hran Γ. Pod́ıvejme se však na tvar EAC — energie roste s délkou křivky (prvńı člen),
ale klesá, pokud má obraz u0 kolmo na křivku vysokou derivaci (druhý člen), jsou tak
preferovány krátké křivky, které vedou kolmo na směr největš́ıho r̊ustu intenzity u0.
Porovnáme-li nyńı Js′(c) z (2.28) a EAC z (2.30), vid́ıme, že se jedná o prakticky stejné
funkcionály — oba penalizuj́ı délku křivky a favorizuj́ı pr̊uběh křivky po hraně obrazu.
Pro rostoućı λ tak MS model asymptoticky přecháźı na active contours model.

Důkaz věty 2.25 je poměrně dlouhý a technický, výchoźım krokem je charakterizace
energie vázané na Γ ve tvaru ([25] část 6, lemma)

E(uΓ,Γ) = E(ũ, ∅)−
∫

Γ

(
∂ũ

∂n
(h+

Γ − h
−
Γ )− α

)
,

kde ũ je řešeńı bez hran (tedy ũ−∆ũ = u0 v Ω) a h+,−
Γ jsou stopy funkce hΓ = uΓ− ũ

na levé resp. pravé straně Γ. Toto lze ukázat jednoduše rozepsáńım E(uΓ,Γ)−E(ũ, ∅) a
aplikaćı Greenovy věty. Dále je potřeba vhodně odhadnout hΓ, aby bylo možné provést
limitu λ → ∞. Plné zněńı věty a d̊ukaz je možné nalézt v [25], Theorem 6.1, jiný a
jednodušš́ı d̊ukaz omezený na 1D problém je uveden v [12].
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Kapitola 3

Active Contours Without Edges

V této kapitole se pod́ıváme na implementaci konkrétńı zjednodušené verze MS seg-
metačńıho modelu. Jedná se o metodu nazvanou active countours without edges, neboli
active contours, které nejsou založeny na gradientńıch hranách. Prakticky se jedná o
restrikci MS modelu na po částech konstantńı funkce, která byla uvedena v předchoźı
kapitole jako limitńı př́ıpad MS modelu. Svým zp̊usobem má však metoda bĺızko i k
active contours metodám (z toho pocháźı název), nebot’ se zpravidla implementuje jako
evoluce křivky ve fiktivńım čase.

Začátek kapitoly věnujeme představeńı tzv. level set metody pocházej́ıćı z [26],
1988. Jde právě zp̊usob, jak snadno popsat křivku a jej́ı vývoj v čase. To má v kon-
textu variačńı segmentace obrazu dobrý smysl, nebot’ většina active contours model̊u
a zjednodušené verze MS modelu bývaj́ı implementovány právě pomoćı této metody,
což bude i př́ıpad implementace active contours without edges v této práci.

Level set metoda

Ústředńı myšlenka spoč́ıvá v tom, že namı́sto parametrizace křivky v rovině je možné
tuto křivku popsat jako nulovou hladinu jiné funkce. Mějme např́ıklad parametrizaci
kružnice c = {r(cos p, sin p), p ∈ [0, 2π]}, pak můžeme položit φ(x, y) = x2 + y2 − r2 a
tentýž kruh popsat jako c = {(x, y), φ(x, y) = 0}. Funkce φ se pak nazývá level setová
funkce. Výhod tohoto př́ıstupu je hned několik. Máme-li variačńı model založený na
energii křivky (např́ıklad všechny active contours modely z předchoźı kapitoly), pak
Euler–Langrangeova rovnice obsahuje derivaci křivky (nikoliv parametrizace), což je
pracné přenést do numerické implementace, kde pracujeme s konkrétńı parametrizaćı.
V př́ıpadě level setové funkce tento problém odpadá, nebot’ funkci φ můžeme snadno
diskretizovat standardńım zp̊usobem na pravidlné pevné mř́ıžce a přitom bude stále
reprezentovat správnou křivku. Daľśı často zmiňovanou (a podstatnou) výhodou je
snadná změna topologie křivky (tzn. např́ıklad rozděleńı jedné uzavřené křivky na dvě
uzavřené křivky, nebo změna uzavřené křivky na neuzavřenou, která vede z jednoho
bodu ∂Ω do jiného). Pro parametrizovanou křivku je taková změna opět implementačně
náročná, zat́ımco u funkce φ se o ni v̊ubec nemuśıme starat.

Chceme-li této metody využ́ıt, je potřeba Euler-Langrangeovu rovnici energetického
funkcionálu vyjádřit pomoćı funkce φ. Zde máme dvě možnosti, bud’ vyjdeme z rovnice
pro křivku c a převedeme ji na rovnici pro level setovou funkci φ, nebo vyjádř́ıme energii
funkcionálu př́ımo pomoćı funkce φ a teprve potom ho zderivujeme. Ukážeme si nyńı
prvńı možnost, v daľśı části uvid́ıme druhou možnost.

Máme počátečńı křivku c0 = c0(0, p) a metodou největš́ıho spádu chceme nalézt
minimalizačńı křivku c(t, p). Necht’ je pak evolučńı rovnice křivky v umělém čase t
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popsána jako
∂c

∂t
= Fn, (3.1)

kde F je obecná funkce
”
śıly“ a n je normálový vektor křivky. To je velice časté,

např́ıklad geodesic active contours z minulé kapitoly jsou popsány rovnićı

∂c

∂t
=
(
K g −∇g · n

)
n,

připomı́náme že g je edge–detector function, K je křivost křivky. Nebo zmı́něný mean–
curvature motion, pohyb zmenšuj́ıćı délku křivky, je popsán rovnićı

∂c

∂t
= Kn,

viz (2.12). Položme tedy nyńı křivku c jako množinu φ(x, y) = 0 a přepǐsme rovnici
(3.1) pro φ(t). Pro všechny časy t můžeme psát

φ(t, c(t, p)) = 0.

Derivaćı podle času dostaneme

∂φ

∂t
+

〈
∇φ, ∂c

∂t

〉
= 0.

Dosazeńım z (3.1) dostáváme

∂φ

∂t
+ 〈∇φ, Fn〉 = 0. (3.2)

Nyńı si lze uvědomit, že n = λ∇φ pro nějaké λ, neboli ∇φ je (ne nutně jednotkový)
normálový vektor ke křivce. Proč tomu tak je: Křivka c = (x(s), y(s)), kde s je délkový
parametr, je určena rovnićı φ(x(s), y(s)) = 0, pak zderivováńım podle s máme

φxx
′(s) + φyy

′(s) = 0, (3.3)

neboli vektor (x′(s), y′(s)), což je tečný vektor křivky, je kolmý na ∇φ (φx apod. znač́ı
parciálńı prostorové derivace). Vrat’me se k (3.2) a dosad’me za n = −∇φ/|∇φ|1,
dostáváme finálńı level setovou rovnici

∂φ

∂t
(t, x) = F |∇φ(t, x)|. (3.4)

Rovnice je odvozena pro (x, y) na křivce c, princip metody však spoč́ıvá v tom, že ji
zobecńıme na celou oblast Ω a máme tak evolučńı rovnici pro φ, která v každém časovém
okamžiku t nese plnou informaci o křivce c, aniž bychom se museli starat o jakoukoliv
parametrizaci. Podmı́nkou je, že silové pole F potřebujeme znát i mimo křivku c (v
praxi alespoň v nějakém pásu na okoĺı φ(x, y) = 0).

Jiný tvar, se kterým je možné se setkat, je

∂φ

∂t
(t, x) = F δ

(
φ(t, x)

)
, (3.5)

kde δ je Diracova funkce (distribuce). Evoluce je tak efektivně omezena skutečně jen na
křivku c. Tento tvar př́ımo vycháźı z integrálńı formulace energie pomoćı level setové
funkce a následńım zderivováńı. V numerické implementaci je tak někdy zaměňováno

1Znaménko zálež́ı na orientaci normály n a volbě φ vs. −φ, tedy např́ıklad zda je φ kladná či záporná
uvnitř uzavřené křivky. Zde použ́ıváme nejčastěji uváděný tvar.
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|∇φ| a δ(φ) kv̊uli rozd́ılnému chováńı, podle toho, co je pro danou aplikaci vhodněǰśı.
Namı́sto distributivńı δ funkce se v praxi pochopitelně použivá vhodná aproximace δε,
uvid́ıme dále.

Ukázali jsme, že jednotkový normálový vektor křivky lze pomoćı level setové funkce
vyjádřit jako n = ± ∇φ|∇φ| . Je ještě daľśı d̊uležitá veličina, křivost křivky, kterou lze
snadno vyjádřit pomoćı level setové funkce. Konkrétně

K = div

(
∇φ
|∇φ|

)
,

neboli divergence normálového vektoru (znaménko opět zaviśı na orientaci). Odvozeńı
je podobné jako v př́ıpadě normálového vektoru, konkrétně rovnici (3.3) zderivujeme
ještě jednou podle s

x′′φx + φxx(x′)2 + 2φxyx
′y′ + y′′φy + φyy(y

′)2 = 0.

Vı́me, že n = (−y′, x′) = λ∇φ = λ(φx, φy), dosad́ıme to do rovnice

λ2
(

(φy)
2φxx + (φx)2φyy − 2φxφyφxy

)
+

1

λ

(
y′′x′ − x′′y′

)
= 0.

Člen v posledńı závorce je již (až na př́ıpadné znaménko) křivost K (viz (2.10)), protože
(x′, y′)2 = 1 při parametrizaci délkou. Z toho d̊uvodu je i λ2 = 1

|∇φ| , dosazeńım tak

máme (až na př́ıpadné znaménko)

K =
(φy)

2φxx + (φx)2φyy − 2φxφyφxy
|∇φ|3

= div

(
∇φ
|∇φ|

)
,

což lze již vidět snadno rozderivováńım pravé strany.
Viděli jsme tedy, že za jednoduchou myšlenkou se skrývá velice efektivńı zp̊usob, jak

popsat a hlavně numericky implementovat evoluci křivky, přičemž neztrat́ıme možnost
poměrně snadno vyjádřit základńı geometrické vlastnosti křivky. Namı́sto rovnice (3.1)
použijeme (3.4) nebo (3.5) a funkci φ můžeme diskretizovat mnohem snáze na pevné
mř́ıžce. Změna však neńı úplně zadarmo. Stabilńı diskretizace rovnice (3.4) může být
často poměrně složitá a dále je třeba se starat o to, aby funkce φ měla stále ro-
zumný tvar. U difusńıch rovnic se totiž stává, že funkce φ se v čase postupně zplošt’uje
(|∇φ| → 0) a určeńı křivky c jako φ(x, y) = 0 pak může být zat́ıženo velikou chybou,
nebo to bude zcela nemožné. Naopak (zejména při použit́ı (3.5)) může být φ č́ım dál
strměǰśı (|∇φ| → ∞), což v (3.4) zp̊usob́ı nestabilitu a v (3.5) zastav́ı vývoj křivky,
protože žádné body (x, y) nebudou v rozmeźı š́ı̌rky aproximace δ funkce. Čas od času
(každých několik iteraćı) je tak potřeba provést tzv. reinicializaci, kdy se aktuálńı funkce
φ nahrad́ı jinou funkćı, která má stejnou nulovou hladinu, ale stabilněǰśı tvar. Vhodným
kandidátem je funkce měř́ıćı (kladnou resp. zápornou) vzdálenost od křivky c (signed
distance function), taková funkce má skoro všude |∇φ| = 1, což je výhodné.

”
Stan-

dardńı“ postup reinicializace tedy vypadá tak, že namı́sto řešeńı rovnice souvisej́ıćı s
minimalizačńım problémem se jednou za několik iteraćı vyřeš́ı rovnice

∂ψ

∂t
+ sign(ψ)(|∇ψ| − 1) = 0, (3.6)

ψ(0) = φ,

kde sign(·) je znaménková funkce, nulová v nule. Stacionárńı řešeńı ψ této rovnice
má (v ideálńım př́ıpadě) stejnou nulovou hladinu jako φ, přičemž |∇ψ| = 1 s.v., lze
pak položit φ := ψ a pokračovat v řešeńı minimalizačńıho problému. Tato rovnice se
objevuje v r̊uzných variantách, které zahrnuj́ı zejména přesný tvar znaménkové funkce
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(použ́ıvá se r̊uzně aproximovaná) nebo dokonce záměnu sign(ψ) ↔ sign(φ), ṕı̌seme
proto

”
standardńı“ postup do uvozovek, nebot’ nejde o jedinou ustálenou možnost.

Kromě řešeńı reinicializačńı rovnice existuj́ı i zcela jiné možnosti, jednu z nich uvid́ıme
v jedné z daľśıch část́ı při implementaci active contours without edges. Jde zhruba o
to, že k energii pocházej́ıćı z variačńıho problému přidáme člen, který nut́ı křivku, aby
měla gradient přibližně rovný jedné.

Pro účely této práce nám toto stručné shrnut́ı level set metody stač́ı, pro hlubš́ı
seznámeńı (mj. ve v́ıce dimenźıch) lze doporučit např́ıklad [29, 27, 28].

Formulace problému

V minulé kapitole byla diskuze o restrikci MS modelu na aproximaci po částech kon-
stantńımi funkcemi, neboli minimalizaci

EC(Γ) =
∑
i

∫
Ωi

(u0 − ci)2dx+ αH1(Γ), (2.18)

kde Ωi jsou souvislé celky Ω určené množinou hran Γ a konstanty ci jsou středńı hod-
noty u0 na jednotlivých Ωi. Několikrát zmiňovaný segmentačńı model active contours
without edges, kterým se v této kapitole zabýváme, lze formulovat velice jednoduše:
Jedná se o minimalizaci EC pro děleńı Ω na právě dvě Ω1,Ω2, tedy Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Γ.
Ačkoliv byl model objeven jiným zp̊usobem, jedná se o takto jednoduchou restrikci MS
funkcionálu (rozš́ı̌reńı na vyšš́ı ale pevný počet Ωi je pak již poměrně triviálńı).

Formulace pocháźı z článku [8], 1999, kde byl model formulován jako varianta active
contours model̊u. Princip active contours je tradičně takový, že počátečńı křivka ob-
klopuj́ıćı segmentovaný objekt se postupně smršt’uje, dokud se nedostane na hranici
objektu, kde se evoluce zastav́ı (lze postupovat i obráceně rozṕınáńım křivky). Protože
hranu objektu se nepovede vždy určit přesně, snadno se může stát, že křivka hranu
přeskoč́ı a smršt’uje se dále. V článku [8] autoři T. F. Chan a L. A. Vese formulovali po-
dobný model, který však nespoléhá na zastaveńı evoluce hranou objektu, ale pracuje s
celkovou datovou informaćı uvnitř a vně křivky (tj. v Ω1 a Ω2), což již neńı lokálńı infor-
mace jakou jsou hrany, a křivka tak neńı náchylná na

”
přeskočeńı“, odtud pocháźı název

metody. Efektivně se však jedná o výše zmı́něnou restrikci MS segmentačńıho modelu.
Daľśı rozš́ı̌reńı modelu lze naj́ıt v článćıch [9] (větš́ı pevný počet celk̊u Ωi), [10] (ba-
revné obrázky) a [11] (použit́ı jiných dekriptor̊u pro segmentaci, než je př́ımo intenzita,
tzn. např. segmentaci na základě textury). Tato rozš́ı̌reńı jsou z praktického hlediska
užitečná, ale nepřinášej́ı žádnou podstatnou teoretickou či implementačńı náročnost,
budeme se tak primárně zabývat jen prvńım zmı́něným modelem.

S formulaćı (2.18) jsme již dobře seznámeni, formulujme tedy nyńı energetický funk-
cionál př́ımo v řeči level setové funkce. Vstupńı obraz u0 na Ω chceme rozdělit na
(nejvýše) dvě části oddělené křivkou Γ. Tato křivka nemůže obsahovat žádná děleńı
(křižovatky) na tři či v́ıce křivek, protože souvislé celky Ω \Γ jsou jen dva a po částech
konstantńı model neobsahuje žádné

”
zbytečné“ hrany ve smyslu definice 2.23 a věty

2.24. Γ tak může být složena z několika navzájem izolovaných komponent, kde každou
komponentu tvoř́ı jednoduchá uzavřená křivka, nebo jednoduchá křivka vedoućı o jed-
noho bodu ∂Ω ke druhému. Z výsledk̊u o regularitě řešeńı po částech konstantńıho MS
modelu lze tyto křivky předpokládat C1 hladké. Zaved’me tedy level setovou funkci
φ : Ω → R tak, že Γ = {(x, y), φ(x, y) = 0}, jak jsme uvažovali v předchoźı části.
Γ pak rozděluje množinu Ω na dvě části, kde na jedné bude φ(x, y) > 0 a na druhé
φ(x, y) < 0. Označme je ΩI jako vnitřek Γ a ΩO jako vněǰsek Γ. V př́ıpadě že Γ neńı
uzavřená tak tyto množiny ozačuj́ı prostě jednu resp. druhou stranu Γ, přičemž tyto
strany jsou pevně dané znaménkem φ. Pro pořádek tak shrňme, že v tomto př́ıpadě
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je n = − ∇φ|∇φ| jednotkový vněǰśı normálový vektor křivky a K = div
(
∇φ
|∇φ|

)
je křivost,

která je záporná v mı́stě, kde je vnitřek ΩI křivky lokálně konvexńı a kladná v mı́stě,
kde je vněǰsek ΩO křivky lokálně konvexńı. Konkrétně — je-li Γ kružnice, pak n mı́̌ŕı
pryč od středu kružnice a K je na celé křivce záporná.

Chceme pomoćı φ přepsat energetický funkcionál našeho modelu, označme jej F .
Máme zat́ım

F (Γ) = λ1

∫
ΩI

(u0 − cI)2dx+ λ2

∫
ΩO

(u0 − cO)2dx+ α

∫
Γ
ds, (3.7)

kde jsou přidané váhové koeficienty λ1, λ2 u aproximačńıch člen̊u. Uvažujme Heavisi-
deovu funkci H a Diracovu funkci (mı́ru) δ definované standardně

H(x) =

{
0 x < 0,

1 x > 0,

δ = H ′.

Za pomoci těchto funkćı můžeme funkcionál F napsat jako

F (φ) = λ1

∫
Ω
H(φ)(u0 − cI)2dx+ λ2

∫
Ω

(1−H(φ))(u0 − cO)2dx+ α

∫
Ω
|∇H(φ)|,

kde posledńı integrál znač́ı totálńı variaci H(φ), neboli totálńı variaci charakteristické
funkce množiny {(x, y), φ(x, y) > 0}, což je rovno délce Γ, neboli H1({(x, y), φ(x, y) =
0}) (viz (2.4) a (2.4), kde pak Su odpov́ıdá právě nulové hladině funkce φ). Přeṕı̌seme-li
posledńı rovnici pomoćı δ funkce, máme konečný tvar funkcionálu jako

F (φ) = λ1

∫
Ω
H(φ)(u0− cI)2dx+λ2

∫
Ω

(
1−H(φ)

)
(u0− cO)2dx+α

∫
Ω
δ(φ)|∇φ|. (3.8)

Jak již bylo několikrát zmı́něno, pro pevné Γ (resp. nyńı pro pevné φ) jsou konstanty
cI resp. cO jednoznačně určeny jako pr̊uměry u0 na odpov́ıdaj́ıćıch množinách. Pomoćı
level setové funkce a Heavisideovy funkce je můžeme zapsat jako

cI =

∫
ΩH(φ)u0 dx∫

ΩH(φ)dx
, cO =

∫
Ω

(
1−H(φ)

)
u0 dx∫

Ω

(
1−H(φ)

)
dx

, (3.9)

tam kde jsou jmenovatele zlomk̊u nenulové (opačný př́ıpad by znamenal Γ = ∅ a tud́ıž
ΩI = ∅ nebo ΩO = ∅ a v tom př́ıpadě budeme odpov́ıdaj́ıćı člen s cI resp. cO z
funkcionálu F uvažovat nulový).

Pro numerickou implementaci i derivaci funkcionálu je obvyklé namı́sto distribu-
tivńıch funkćı H a δ uvažovat jejich hladké aproximace Hε resp. δε, pro které stále
plat́ı H ′ε = δε. Obě uvažujeme hladké, omezené, konkrétńı tvary uvedeme v daľśı části
u popisu numerické implementace. Budeme značit Fε funkcionál F , kde nahrad́ıme Hε

za H a δε za δ.
Spoč́ıtejme nyńı Gâuteauxovu derivaci funkcionálu Fε. Pro obecný funkcionál

F (u) =

∫
Ω
f

(
x, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
dx, f(x, u, ξ1, ξ2) : Ω× R3 → R,

plat́ı, že Gâuteauxova derivace F ′(u) funkcionálu je dána vztahem (viz např. [14], 8.1.2)

F ′(u) =
∂f

∂u

(
x, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
−

2∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂ξi

(
x, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

))
=
∂f

∂u

(
x, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
− div∇ξf

(
x, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
.
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Aplikujme tuto formuli na náš př́ıpad. Derivace prvńıch dvou člen̊u je zřejmá, uved’me
však derivaci posledńıho členu, kde máme pod integrálem δε(φ)|∇φ|, což odpov́ıdá

f(φ, ξ1, ξ2) = δε(φ)
√
ξ2

1 + ξ2
2 .

Derivaćı po vzoru předchoźı rovnice dostaneme v tomto členu

∂f

∂φ
= δ′ε(φ)|∇φ|, ∇ξf = δε(u)

∇φ
|∇φ|

.

S využit́ım snadno ověřitelné formule div(uv) = ∇u · v + u div v pro u = δε(φ) a
v = ∇φ/|∇φ| tak můžeme napsat

∂f

∂φ
− div∇ξf = δ′ε(φ)|∇φ| − δ′ε(φ)

|∇φ|2

|∇φ|
− δε(φ) div

(
∇φ
|∇φ|

)
= −δε(φ) div

(
∇φ
|∇φ|

)
.

Pro celkovou derivaci pak máme

F ′ε(φ) = δε(φ)

(
−α div

(
∇φ
|∇φ|

)
+ λ1(u0 − cI)2 − λ2(u0 − cO)2

)
. (3.10)

Numericky tedy budeme řešit evolučńı problém (pohyb proti směru gradientu)

∂φ

∂t
= δε(φ)

(
α div

(
∇φ
|∇φ|

)
− λ1(u0 − cI)2 + λ2(u0 − cO)2

)
, (3.11)

∂φ

∂n
= 0 na ∂Ω,

φ(0) = φ0,

kde počátečńı funkci φ0 zvoĺıme nějakým vhodným zp̊usobem, bud’ bez zřetele na seg-
mentačńı problém, nebo (pro urychleńı konvergence do minima) tak, aby se jej́ı nulová
hladina přibližně shodovala s hranićı segmentovaného objektu (máme-li o něm apriorńı
informaci).

Řešeńım segmentace tak pro nás bude stacionárńı stav této rovnice, neboli φ splňu-
j́ıćı (3.10), segmentovaný objekt ΩI , pozad́ı ΩO a hranice mezi nimi Γ pak budou určeny
po řadě jako množiny bod̊u (x, y), kde φ(x, y) > 0 resp. φ(x, y) < 0 resp. φ(x, y) = 0.

Existence řešeńı

V této části se budeme věnovat otázce existence řešeńı segmentačńıho modelu active
contours without edges. Odpověd’ nás nepřekvaṕı, protože model je speciálńım př́ıpa-
dem po částech konstantńı segmentace, jej́ıž existence byla dokázána např́ıklad v [25],
část 5, nebo v samostatném článku [23]. Nav́ıc, i tento model je opět jen speciálńım
př́ıpadem MS segmentačńıho modelu, u něhož jsme existenci řešeńı podrobně zmapovali
v předchoźı kapitole. Přesto neńı na škodu se před numerickou implementaćı na existenci
znovu pod́ıvat, mimo jiné proto, že zde budou dobře zúročeny poznatky z předchoźı
kapitoly.

Nejprve si uvědomme, že funkcionál F z (3.8) lze snadno přepsat pomoćı charakte-
ristických funkćı. Je-li χ charakteristická funkce ΩI , pak

F (φ) = G(χ) = λ1

∫
Ω
χ(x)(u0 − cI)2dx+ λ2

∫
Ω

(
1− χ(x)

)
(u0 − cO)2dx+ α

∫
Ω
|∇χ|,

kde posledńı integrál opět označuje totálńı variaci funkce χ, která je shodná (pokud ΩI

má H1–měřitelnou hranici) s obvodem ΩI neboli délkou jej́ı hranice. Tento fakt jsme již
využili při formulaci F pomoćı Heavisideovy funkce, což je totéž. S t́ımto pozorováńım
můžeme formulovat následuj́ıćı existenčńı větu.
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Věta 3.1 Necht’ je Ω ⊂ R2 otevřená omezená s lipschitzovskou hranićı, u0 ∈ L∞(Ω).
Pak existuje aspoň jedno řešeńı u ∈ BV (Ω), u(x) ∈ {0, 1} minimalizuj́ıćı funkcionál

G(v) = λ1

∫
Ω
v(x)(u0 − cI)2dx+ λ2

∫
Ω

(
1− v(x)

)
(u0 − cO)2dx+ α

∫
Ω
|∇v|,

v ∈ BV (Ω), v(x) ∈ {0, 1} ∀x ∈ Ω.

Je jasné, že takové řešeńı u představuje i řešeńı minimalizace F .

Důkaz Necht’ {un} ⊂ BV (Ω) je posloupnost charakteristických funkćı minimalizuj́ıćıch
G, tedy limnG(un) = infuG(u). Pak {un} je omezená v BV (Ω), nebot’ ‖un‖L1 < |Ω|
a
∫

Ω|∇un| ≤ G(0) <∞ pro s.v. n, kde 0 označuje identicky nulovou funkci. Pak v́ıme
(věta 2.6, část 5), že existuje u ∈ L1(Ω) taková, že (až na vybranou posloupnost)
un −→

L1
u. Dále v́ıme (věta 2.6, část 2.3), že∫

Ω
|∇u| ≤ lim inf

n

∫
Ω
|∇un|,

z čehož mimo jiné plyne, že u ∈ BV (Ω). Posledńı člen funkcionálu G je tedy zdola
polospojitý v topologii L1. Konstanty cnI resp. cnO se zd̊urazněnou závislost́ı na n jsou
dané vztahy (3.9), resp. v řeči charaketristických funkćı jako

cnI =

∫
Ω un(x)u0(x) dx∫

Ω un(x)dx
, cnO =

∫
Ω

(
1− un(x)

)
u0(x) dx∫

Ω

(
1− un(x)

)
dx

,

ty jsou zjevně spojité v L1 topologii, tedy cnI → cI , analogicky cnO. Nakonec člen
∫

Ω(cnI −
u0)2dx je také spojitý, nebot’∣∣∣∣∫

Ω

(
(cn − u0)2 − (c− u0)2

)
dx

∣∣∣∣ ≤ |Ω| |c2
n − c2|+ 2‖u0‖L∞ |Ω| |cn − c| → 0.

Ostatńı členy G jsou tedy dokonce spojité a z př́ımé metody variačńıho počtu, která
byla vysvětlena v předchoźı kapitole v části o existenci řešeńı, plyne, že u je řešeńım
minimalizace G na množině charakteristických funkćı z BV (Ω). �

Existenci analytického řešeńı tak máme potvrzenou, jednoznačnost samozřejmě stále
neplat́ı.

Numerická implementace

Dostáváme se konečně k numerické implementaci segmentačńıho modelu daného funk-
cionálem F , p̊uvodně formulovaným jako (3.7) a pomoćı level setové funkce přefor-
mulovaným na (3.8). Minimum budeme hledat metodou největš́ıho spádu, řeš́ıme tak
evolučńı rovnici

∂φ

∂t
= δε(φ)

(
α div

(
∇φ
|∇φ|

)
− λ1(u0 − cI)2 + λ2(u0 − cO)2

)
. (3.11)

Nejprve upřesńıme, jakou δε aproximaci δ funkce budeme použ́ıvat. V článku [8] jsou
zmı́něné dvě konkrétńı aproximace Heavisideovy funkce, z nich pak plynou dvě možnosti
aproximace δ funkce.

H1,ε(s) =


1 s > ε,

0 s < −ε,
1

2

(
1 +

s

ε
+

1

π
sin
(πs
ε

))
|s| ≤ ε
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a

H2,ε(s) =
1

2

(
1 +

2

π
arctan

(s
ε

))
.

Hlavńı rozd́ıl je v tom, že zat́ımco H1,ε je nenulová jen v ε okoĺı nuly, H2,ε má nosič
na celém R, totéž pak plat́ı o jejich derivaćıch, tedy δ1,ε a δ2,ε. Autoři [8] doporučuj́ı
použit́ı δ2,ε s vysvětleńım, že v prvńım př́ıpadě je vývoj level setové funkce omezen
jen na úzké okoĺı křivky (nulové hladiny), takže i když křivka

”
ćıt́ı“ data z u0 v celé

ploše obrazu (prostřednictv́ım cI a cO), reagovat může jen lokálně ve svém okoĺı. Je-li
pak na obraze objekt, který neńı jednoduše souvislý (např. mezikruž́ı), pak obeṕıná-li
křivka tento objekt, nemůže správně vysegmentovat

”
d́ıru“ uprostřed, nebot’ tam již

nedosáhne vliv δ funkce, která omezuje vývoj křivky (bylo by to možné, pokud by level
setová funkce φ byla hodně plochá, tomu však za prvé zabraňuje reinicializace, o které
jsme se zmı́nili, a za druhé neńı obecně dobré pracovat s plochou level setovou funkćı,
protože t́ım mj. vzniká chyba při určeńı nulové hladiny a dále uvid́ıme, že metoda má
pak i horš́ı stabilitu).

Experimentoval jsem s oběma zmı́něnými možnostmi δ funkćı a lze jen souhlasit
s t́ımto doporučeńım. Pokud však v rovnici polož́ıme λ1 = λ2 = 0, pak nám zbyde
jen φt = δ(φ) div(∇φ/|∇φ|), což je několikrát zmı́něný mean curvature motion, pohyb
nejv́ıce zkracuj́ıćı délku křivky. V tomto konkrétńım př́ıpadě se mi funkce δ1,ε osvědčila
lépe, nebot’ lépe lokalizuje změny jen na úzké okoĺı křivky, kde je má funkce φ vy-
soký gradient a diskretizace rovnice je v tom př́ıpadě stabilněǰśı (uvid́ıme). V konečné
numerické implementaci je tedy použito

∂φ

∂t
= δ1,ε(φ)α div

(
∇φ
|∇φ|

)
+ δ2,ε(φ)

(
−λ1(u0 − cI)2 + λ2(u0 − cO)2

)
. (3.12)

Pro diskretizaci této rovnice je použita pravidelná mř́ıž, kde každý uzel odpov́ıdá
jednomu pixelu vstupńıho obrazu, rozměr úlohy je tak rovný rozměru vstupńıho obrazu.
Funkci φ(t, x, y) aproximujeme diskrétńı verźı φni,j ≈ φ(n∆t, i, j), i ∈ {1, 2, . . . , N},
j ∈ {1, 2, . . . ,M}, n ∈ {1, 2 . . .}. Je tedy uvažována vzdálenost uzl̊u ∆x = ∆y = h = 1.
Označme centrálńı diference

∆xφni,j =
φni+1,j − φni−1,j

2
a ∆yφni,j =

φni,j+1 − φni,j−1

2
.

Rovnice (3.12) je pak dikretizována explicitńım schématem

φn+1
i,j − φni,j

∆t
=

= δ1,ε(φ
n
i,j)α

∆x

 ∆xφni,j√
(∆xφni,j)

2 + (∆yφni,j)
2

+ ∆y

 ∆yφni,j√
(∆xφni,j)

2 + (∆yφni,j)
2


+ δ2,ε(φ

n
i,j)
(
−λ1(u0,i,j − cI)2 + λ2(u0,i,j − cO)2

)
,

(3.13)

kde u0,i,j = u0(i, j).
Počátečńı funkce φ0

i,j = φ0(i, j) je volena po částech konstantńı s hodnotami

φ0(x, y) =

{
C uvnitř křivky,

−C vně křivky,
(3.14)

kde konstantu C > 0 je potřeba zvolit s ohledem na volbu ε v aproximaxi δ funkce
funkcemi δ1,ε a δ2,ε. Gradient funkce φ již po prvńı iteraci nebude nekonečný, ale z̊ustane
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vysoký, což je dokonce i výhodné (uvid́ıme dále). Je-li pak C vysoké, bude jen velice
málo bod̊u (v diskrétńım př́ıpadě i žádné), pro které je |φ(x, y)| < ε a tedy časový
vývoj funkce φ bude velice pomalý nebo žádný. Při volbě ńızkého C je situace zřejmě
opačná, vývoj neńı koncentrován na okoĺı křivky, jak předepisuje integrálńı formulace
(3.11), mimo jiné se pak pracuje s mı́sty, kde je |∇φ| ńızký, což vede k nestabilitě. V
numerických experimentech je voleno C = 2, což se osvědčilo. Lze doporučit zhruba
C ∈ [2, 10] jako vhodný kompromis mezi rychlost́ı a stabilitou.

Zde je na mı́stě zmı́nit, že výsledek segmentace v principu nezáviśı na kontrastu
vstupńıho obrazu u0 v tom smyslu, že když provedeme tranformaci u0 → θu0, je to
totéž, jako bychom provedli λ1,2 → θ2λ1,2, to je snadno vidět dosazeńım. Neńı tedy
možné takto uměle zlepšovat kvalitu segmentace (ačkoliv opticky p̊usob́ı pro θ > 1
obraz kontrastněji). Je ale vhodné uvažovat vstupńı obraz nějak normovaný, aby nebylo
nutné právě změnami λ1,2 kompenzovat špatný kontrast, je tak vždy předpokládáno
u0(x, y) ∈ [0, 1] s t́ım, že funkce je na.

Funkci φ0 lze vybrat s ohledem na segmentovaný objekt, tzn. např́ıklad aby vnitřek
objektu zhruba odpov́ıdal bod̊um, kde φ(x, y) > 0, což podstatně urychĺı konvergenci do
minima (tj. sńıž́ı počet nutných iteraćı). V numerických experimentech je však většinou
volena bez tohoto ohledu, aby se ukázalo, jak si metoda porad́ı se segmentaćı bez
apriorńı informace o segmentovaném objektu.

Konstanty cI , cO z rovnice (3.11) jsou v každém kroku spočteny pomoćı vztah̊u
(3.9), v numerické implementaci jsou spočteny s

”
pravou“ skokovou funkćı H, což je

rychleǰśı a na řešeńı rovnice to nemá žádný vliv. Rozd́ıl je srovnatelný se zcela nepatrnou
změnou konstant λ1, λ2.

Algoritmus segmentace pak prob́ıhá v následuj́ıćıch kroćıch

1. Nač́ıst vstupńı obrázek, provést př́ıpadné roztažeńı histogramu, aby hodnoty in-
tenzit ležely právě v [0, 1], sestavit diskrétńı mř́ıž stejné velikosti a inicializovat ji
počátečńı funkćı φ0

i,j podle (3.14).

2. Provést výpočet konstant cI , cO podle (3.9).

3. Provést výpočet jednotlivých člen̊u na pravé straně (3.13) (k nim přibyde ještě
regularizačńı člen, o kterém bude řeč na konci této části).

4. Provést iteraci podle (3.13) s pevným časovým krokem ∆t.

5. Dopoč́ıtat hodnoty φ v krajńıch bodech Ω podle Neumannovy okrajové podmı́nky.

6. Zobrazit aktuálńı výsledek.

7. Kroky 2 až 6 opakovat po stanovený počet iteraćı.

Pod́ıvejme se ještě na stabilitu metody. S datovými členy, tzn. typu φt = δε(φ)λ(u0−
c)2, neńı problém. Omeźıme-li δε funkci konstantou, tak se jedná vpodstatě o časovou
integraci typu

φn = K n+ φ0,

kde do konstanty K je zahrnuto omezeńı δ funkce, velikost časového kroku, konstanty
λ a ‖u0‖L∞ . Věnujme se tedy disipativńımu členu, který zkracuje délku křivky, tzn.

φt = δε(φ)α div
(
∇φ
|∇φ|

)
. Po vzoru [5], str. 64, je možné difuzńı rovnici

∂φ

∂t
= α div

(
ϕ(|∇φ|)
|∇φ|

∇φ
)
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rozložit na tečnou část a normálovou část vzhledem ke směru, na kterém je φ konstantńı
(tedy kolmo na gradient a ve směru gradientu), konkrétně je pak

∂φ

∂t
=

(
α
ϕ(|∇φ|)
|∇φ|

∇φ
)

︸ ︷︷ ︸
=ct

∂2φ

∂t2 +
(
αϕ′(|∇φ|)

)
︸ ︷︷ ︸

=cn

∂2φ

∂n2
,

kde t resp. n znač́ı tečný resp. normálový vektor vzhledem k isočárám φ. Pro stabilitu
explicitńı diskretizace této rovnice pak máme obecnou podmı́nku

∆t ≤ h2

4 max{|ct|, |cn|}
.

Aplikujeme-li tento postup na náš př́ıpad, máme ϕ ≡ 1, h = 1, a δε(φ) aproximujeme
omezuj́ıćı konstantou |δε| ≤ Cε, dostáváme na časový krok omezeńı

∆t ≤ |∇φ|
4αCε

, tedy ∆t ≤ inf|∇φ|
4αCε

.

Časový krok byl ve všech př́ıpadech stanoven pevně ∆t = 1, podmı́nku stability pak
dostáváme pro α

α ≤ inf|∇φ|
4Cε

.

Toto omezeńı je třeba mı́t při volbě konstanty α na paměti. Ze zkušenosti s numerickým
experimentováńım lze ř́ıct, že mı́rné porušeńı této podmı́nky ještě nevede k oscilaćım
v řešeńı. Vývoj φ je úzce koncetrován na okoĺı nulové hladiny, jednotlivé iterace tak
p̊usob́ı v trochu jiných bodech x ∈ Ω, takže př́ıpadné chyby se nebudou př́ılǐs zvětšovat.
Nav́ıc, vzápět́ı uvid́ıme, že k rovnici je z jiného d̊uvodu přidán ještě exterńı regularizačńı
člen, který má také za následek eliminaci př́ıpadných menš́ıch chyb vzniklých porušeńım
této podmı́nky. Hrubé porušeńı však skutečně vede k prudkému nár̊ustu oscilačńıho
šumu ve funkci φ a řešeńı přestane mı́t smysl. Při použit́ı δ1,ε, kde je pro ε = 1 konstanta
Cε = 1, lze jako bezpečnou doporučit volbu α ∈ (0, 5]. Tato podmı́nka mimo jiné
ospravedlňuje některé poznatky z předchoźı diskuze: |∇φ| je vhodné udržovat relativně
vysoký v bĺızkosti křivky na nulové hladině φ (toto je na úkor rychlosti konvergence do
minima, samozřejmě), volba δ1,ε je z toho d̊uvodu pro divergenčńı člen vhodněǰśı než
δ2,ε nebot’ koncentruje vývoj φ jen na zmı́něné okoĺı.

Reinicializace

Ke konci části o level setové metodě bylo zmı́něno, že level setová funkce φ bývá vli-
vem evolučńıho procesu nežádoućım zp̊usobem deformována tak, že to bud’ zhoršuje
přesnost stanoveńı jej́ı nulové hladiny (sledované křivky Γ), nebo to negativně ovlivňuje
daľśı řešeńı a jeho stabilitu, často oboj́ı. Jedńım ze zp̊usob̊u jak tento problém řešit je
jednou za několik iteraćı vyřešit reinicializačńı rovnici (3.6), položit φ(t) := ψ a po-
kračovat v řešeńı rovnice zkoumaného problému. V př́ıpadě segmentace pomoćı active
countours without edges neńı tento př́ıstup ideálńı. Výhoda level setové segmentace
spoč́ıvá mj. v tom, že segmentace neńı striktně lokalizována na křivku nulové hladiny,
tzn. level setová funkce se může

”
prohnout“, změnit znaménko a zp̊usobit tak vznik

nové hrany a tedy změnu celé segmentace i relativně daleko od p̊uvodńı hranové křivky
(t́ım je umožněna správná segmentace objekt̊u, které nejsou jednoduše souvislé). Rei-
nicializace ale každých několik iteraćı nut́ı level setovou funkci mı́t |∇φ| = 1, což nutně
omezuje tuto možnost detekce vnitřńıch hran objekt̊u. Existuj́ı však i jiné možnosti, jak
v pr̊uběhu řešeńı rovnice zachovávat vhodný tvar level setové funkce. V této práci je
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při implementaci použita metoda z [22] nazvaná distance regularized level set evolution.
Jej́ı princip spoč́ıvá v tom, že k segmentačńı energii F přidáme regularizačńı člen R a
minimalizujeme modifikovaný funkcionál

FR(φ) = µR(φ) + F (φ),

kde µ > 0 je váhový parametr a regularizačńı člen R má tvar

R(φ) =

∫
Ω
p(|∇φ|)dx.

Funkce p : [0,∞) → R je vhodný potenciál, který upravuje |∇φ|. Jak bylo řečeno,
za ideálńı lze považovat, pokud |∇φ| ≈ 1, což je primárńı ćıl reinicializace. Potenciál
p(s) je tedy zvolen tak, aby měl minimum právě pro s = 1, jednou z možnost́ı je pak
např́ıklad p1(s) = 1

2(s− 1)2.
Spočteme-li Gâteauxovu derivaci nového funkcionálu FR, máme

F ′R(φ) = −µ div

(
p′(|∇φ|)
|∇φ|

∇φ
)

+ F ′(φ).

Vid́ıme, že derivace nového členu R′ představuje (po přidáńı do časové rovnice) difuzi

s difuzńım koeficientem d(s) = p′(s)
s závislým na s = |∇φ|. Znaménko tohoto členu

určuje, zda se jedná o dopřednou (d(s) > 0) či zpětnou (d(s) < 0) difuzi. Pro potenciál
p1 je vidět, že d(s) > 0 pro s > 1, d(s) < s pro s < 1, tedy poteniál dopřednou či
zpětnou difuźı udržuje level setovou funkci φ tak, aby |∇φ| = 1. Nevýhodou však je,
že d(s) → −∞ pro s → 0+, neboli pokud je funkce φ konstantńı, regularizačńı člen
představuje zpětnou difuzi s neomezeným difuzńım koeficientem. To je nepraktické
jednak kv̊uli stabilitě, ale hlavně proto, že v numerické implementaci popsané výše je
|∇φ| = 0 hlavně v mı́stech daleko od křivky na nulové hladině, kde tato nekontrolovaná
difuze zp̊usobuje vpodstatě šum v jinak konstantńı funkci a d̊usledkem bývá narušeńı
nulové hladiny level setové funkce, což poškod́ı sledovanou křivku. V témže článku
proto autoři navrhuj́ı použ́ıt jiný potenciál p2 takový, který bude mı́t minimum nejen
pro s = 1 ale i pro s = 0, takže bude-li se level setová funkce φ bĺıžit konstantě tak na
ni regularizace nebude mı́t vliv. Druhým přirozeným požadavkem je, aby odpov́ıdaj́ıćı

d2(s) =
p′2(s)
s byla omezená pro s ∈ [0,∞]. Konkrétńı navrženou volbou je

p2(s) =

{
1

(2π)2

(
1− cos(2πs)

)
s < 1,

1
2(s− 1)2 s ≥ 1.

Pak je

d2(s) =

{
1

2πs sin(2πs) s < 1,

1− 1
s s ≥ 1

a plat́ı

• d2(s) ≥ 0 na s ∈ [0, 1
2 ] ∪ [1,∞] a d2(s) ≤ 0 na s ∈ [1

2 , 1],

• v limitách je d2(0) = 1 a d2(∞) = 1,

• |d2(s)| ≤ 1 ∀s.

Tento potenciál tak produkuje difuzi s omezeným difuzńım koeficientem, která je do-
předná pro |∇φ| < 1

2 , kde dále snižuje |∇φ| k nule, taktéž dopředná pro |∇φ| > 1,
kde snižuje |∇φ| k jedné, a zpětná v opačném př́ıpadě, kdy zvedá |∇φ| zpět k jedné.
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Obrázek 3.1: Level setová funkce po 250 iteraćıch stejné rovnice, vlevo při regularizaci
s potenciálem p1, vpravo s potenciálem p2.

Rozd́ılný vliv těchto potenciál̊u na level setovou funkci je vidět na obrázku 3.1. Po-
tenciál p2 tak splňuje všechny naše předchoźı požadavky a byl použit pro regularizaci
level setové funkce v numerické implementaci active contours without edges v této
práci. Diskretizace tohoto difuzńıho členu byla převzata z článku [22], je provedena
analogickým explicitńım schématem, jaké je použito pro divergenčńı člen v (3.13).

V citovaném článku [22] je provedena diskuze stability metody naprosto stejným
zp̊usobem jako v našem př́ıpadě pro mean curvature motion (divergenčńı člen z (3.13)),
d́ıky omezenosti difuzńıho koeficientu lze podmı́nku stability určit jako

µ∆t ≤ 1

4
.
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Kapitola 4

Experimentálńı výsledky

V této posledńı části práce budou představeny výsledky praktických test̊u segmentace
pomoćı active countours without edges. Součást́ı práce je kód numerické implemen-
tace napsaný v MATLABu1. Hlavńım prvkem je funkce acwe v souboru acwe.m, která
provád́ı iterace podle rovnice (3.13), nezobrazuje žádnou grafiku a veškeré chováńı je
ř́ızeno vstupńımi parametry, funkce je tak vhodná pro začleněńı do exterńıho projektu.
Přiloženy jsou soubory test *.m, kde každý odpov́ıdá jednomu experimentálńımu testu,
které budou vzápět́ı představeny. Jednotlivé ukázky je tak možné velice snadno rekon-
struovat, stač́ı spustit odpov́ıdaj́ıćı skript test *.m, neńı nutná žádná kompilace či
jiná př́ıprava. Všechny použité obrázky jsou přiloženy v adresáři /img. Pr̊uběh každého
testu je uložen jako videosoubor, tyto soubory jsou uloženy v adresáři /videos, takže
i čtenář, který nemá k dispozici MATLAB si může ukázky segmentace bez problémů
problédnout. Mechanismus ukládáńı segmentace jako video je součást́ı testovaćıch sou-
bor̊u, takže neńı problém jej převźıt do jiného projektu. Nakonec, vybrané sńımky z
pr̊uběhu jednotlivých segmentaćı (mimo jiné celkový výsledek segmentace) jsou uloženy
v adresáři /frames a označeny jménem testu a pořadovým č́ıslem sńımku. Zdrojový
kód funkce acwe je uveden v př́ıloze A.

Zbytek kapitoly bude tvořit přehled a diskuze jednotlivých testovaćıch ukázek, na
konci kapitoly provedeme diskuzi celkového chováńı segmentace t́ımto modelem. U
každého testu budou uvedeny použité hodnoty parametr̊u. Zde nebyla snaha pečlivou
volbou dosáhnout ideálńıho chováńı, ale sṕı̌se hodnotami parametr̊u z běžných roz-
meźı (která tak lze z jednotlivých ukázek usoudit) vyzkoušet, zda a jak segmentace na
daném sńımku funguje. Pro všechny testy je volen časový krok ∆t = 1, váha regulari-
zace µ = 0.2, š́ı̌rka δε funkćı ε = 1 a váhy datových člen̊u shodné λ1 = λ2 = λ, v praxi
se tak měnily hodnoty váhy délkového členu α, datových člen̊u λ a počet iteraćı.

Každý představený test má své jmeno, spoušt́ı se skriptem test jmeno.m, pra-
cuje s obrázkem /img/jmeno.bmp a videosekvence pr̊uběhu segmentace je uložena v
/videos/jmeno.avi. K popisu testu je připojen obrázek, na kterém je červenou křivkou,
znázorňuj́ıćı nulovou hladinu level setové funkce a tedy křivku hran Γ, vyznačena je
vždy počátečńı poloha, konečná segmentace a mezit́ım několik sńımk̊u z pr̊uběhu seg-
mentace.

Dı́lč́ı testy

Test simple, snadno segmentovatelný objekt

Obrázek 4.1. Jak lze očekávat, v takto jednoduchém př́ıpadě funguje algoritmus bez
problému, obrázek má jasně bimodálńı charakter (t́ım označujeme tmavý objekt a světlé

1Zdrojový kód byl vyvinut a testován ve verzi R2010b, 7.11
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Obrázek 4.1: Test simple, α = 0.1, λ = 1, 80 iteraćı.

pozad́ı či obráceně) a to je pro segmentaci touto metodou ideálńı. Nastaveńım větš́ıho
λ nebo ∆t jde doćılit ještě rychleǰśı konvergence.

Test topology, změna topologie křivky

Obrázek 4.2. Obrázek v tomto testu je opět ze segmentačńıho hlediska jednoduchý,
slouž́ı k demonstraci jedné ze zmiňovaných výhod level set metody. Počátečńı křivka
φ0 je jednoduchá uzavřená křivka, zat́ımco konečná segmentace je složena z několika
takových křivek.

Test edge1, umělý obrázek bez gradientńıch hran

Obrázek 4.3. Ćılem tohoto testu je segmentace obrázku, na kterém objekt neńı ohra-
ničen souvislými hranami rozpoznatelnými podle gradientu (posledńı sńımek ukazuje
výstup Cannyho detektoru na vyhlazený obrázek). Z této představy model active con-
tours without edges vycháźı, takže neńı překvapivé, že segmentace (na tomto umělém
obrázku) proběhne dobře. Nejedná se však o segmentaci textury, jak by se mohlo zdát,
protože

”
obličej“ na obrázku má jinou pr̊uměrnou hodnotu šedi než pozad́ı a to je je-

diná informace, která je pro segmentaci použita. Hranové metody jsou pro tento typ
obrázku nevhodné, nebot’ i při značném rozmazáńı jsou hranice objekt̊u nesouvislé, což
znemožňuje správnou segmentaci. Mimochodem je v tomto testu vidět schopnost me-
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Obrázek 4.2: Test topology, α = 0.2, λ = 2, 70 iteraćı.

tody detekovat vnitřńı hrany objektu (
”
oči, nos, pusu“), ačkoliv je od nich křivka zprvu

daleko. Na tom se pod́ıĺı mimo jiné použit́ı funkce δ2,ε u datového členu, při použit́ı
δ1,ε je segmentace vnitřńıch okraj̊u umožněna jen pro vybrané hodnoty váhových pa-
rametr̊u a zejména vhodnou volbu počátečńı křivky, č́ımž ale metoda značně ztráćı na
samostatnosti.

Test edge2, reálný obrázek bez gradientńıch hran

Obrázek 4.4. Tento test má podobný charakter jako předchoźı, použitý obrázek je však
reálná fotografie. Galaxie na obrázku nemá zřetelné gradientńı hrany, obrázek je však
poměrně dobře bimodálńı, takže by metoda mohla fungovat. Vid́ıme však, že segmen-
tace neńı zcela správná. Galaxie je v zhruba vysegmentována, ale chvosty vpravo dole
a vlevo nahoře jsou uř́ıznuté, nebot’ jsou př́ılǐs tmavé a zapadaj́ı do pr̊uměrné šedi po-
zad́ı. Metoda nebere ohled na souvislost vysegmentovaných objekt̊u, takže nezohledńı,
že tyto části nálež́ı ke galaxii, zat́ımco podobně šedé pozad́ı na levé straně obrazu již
ne. Dále je vidět, že spolu s galaxíı jsou vysegmentované ještě tři hvězdy, což je logické,
protože tvoř́ı jedny z nejsvětleǰśıch bod̊u obrázku. Jejich vysegmentováńı lze zabránit
nastaveńım vyšš́ı hodnoty škálového parametru α, např́ıklad α = 3, v tom př́ıpadě je
však galaxie ještě v́ıce uř́ıznutá.
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Obrázek 4.3: Test edge1, α = 0.2, λ = 2, 350 iteraćı. Posledńı obrázek ozačje výstup z
Cannyho hranového detektor (předt́ım t́ımto byl obrázek vyhlazen gaussovským jádrem
velikosti 5, σ = 5).

Test nonconvex, segmentace silně nekonvexńıho objektu

Obrázek 4.5. Obrázek v tomto testu je opět umělý. Ćılem je ověřit schopnost seg-
mentovat objekty, které jsou silně nekonvexńı, neboli maj́ı veliký obvod vzhledem k
zauj́ımané ploše. Tento typ objekt̊u je nesmı́rně nepř́ıjemný pro active contours modely
založené na mean curvature motion a detekci hran. Vezmeme-li jako př́ıklad geodesic
active contours s funkcionálem (2.29), pak evolučńı rovnice křivky má tvar

∂c

∂t
= (gk −∇g · n)n.

Připomı́náme, že funkce g detekuje hrany a k znač́ıme křivost. Lze ukázat, že konvekčńı
člen ∇g · n přitahuje křivku k hraně, má však velice malý dosah a neńı př́ılǐs účinný,
dokud je křivka daleko od hrany. Pak je podstatný jen člen s k zkracuj́ıćı křivku. Dokud
je vnitřek křivky u hrany lokálně konvexńı, má k stále stejné znaménko a křivka se
zkracuje, jakmile se však křivka narovná, křivost změńı znaménko (resp. bude nulová)
a vývoj křivky se zastav́ı — křivka se tak nikdy neprohne aby přestala být konvexńı,
nebude-li v těsné bĺızkosti hrany. Z toho d̊uvodu je do rovnice potřeba přidat nav́ıc

”
umělý“ člen νg,

∂c

∂t
= (gk −∇g · n + νg)n,
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Obrázek 4.4: Test edge2, α = 0.1, λ = 2, 1000 iteraćı.

který lze interpretovat jako minimalizci plochy, kterou křivka uzav́ırá (z rovnice je jasné,
že se jedná o pohyb v normálovém směru). Tento člen pak muśı vykompenzovat opačné
znaménko k, aby celkově znaménko k + ν bylo stále stejné. Problém však je, že je-li
koeficient ν natolik vysoký, aby umožnil segmentaci silně nekonvexńıch objekt̊u, bude
pak tento člen velice silný a na neostré hraně, kde neńı g = 0, snadno zp̊usob́ı, že křivka
hranu přeskoč́ı. Na takovém typu objekt̊u jsou tedy hranové metody poměrně nestabilńı
a nav́ıc velice pomalé, protože křivka při svém vývoji muśı postupně okoṕırovat celou
hranici objektu, nemůže se najednou

”
objevit uprostřed“, jako je tomu v př́ıpadě active

contours without edges.
Náš model na tomto obrázku funguje velice dobře, konvergence je rychlá, nebot’ seg-

mentace prob́ıhá v celé ploše obrázku, což je velká výhoda tohoto zp̊usobu segmentace.

Test real1, reálný obrázek s bimodálńım charakterem

Obrázek 4.6. V tomto testu je jako obrázek opět použita reálná fotografie. Pozad́ı (tráva)
a částečně i objekt (ruka) maj́ı svou vlastńı strukturu (texturu), přesto segmentace
funguje velice dobře a rychle, protože objekt je výrazně světleǰśı než pozad́ı.

Test noise, reálný obrázek se šumem

Obrázek 4.7. Tento test je stejný jako předchoźı, do obrázku byl však přidán aditivńı
šum. Segmentace funguje správně se stejnými parametry jako v předchoźım př́ıpadě,
tedy bez šumu. To je pochopitelné, model pracuje primárně s globálńı (integrálńı) infor-
maćı a ta neńı šumem př́ılǐs narušena, hranové segmentace pracuj́ıćı s lokálńı informaćı
se s šumem vypořádávaj́ı daleko h̊uře. Šum zp̊usob́ı sńıžeńı rozd́ılu mezi cI a cO, což
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Obrázek 4.5: Test nonconvex, α = 0.1, λ = 1, 200 iteraćı.

znamená, že segmentace (konvergence do minima) bude pomaleǰśı. Dokud však z̊ustane
zachován bimodálńı charakter sńımku, je metoda proti šumu dobře odolná.

Test real2, reálný obrázek s rušivým prvkem

Obrázek 4.8. Na obrázku k tomuto testu je objekt zřetelně tamvš́ı než pozad́ı, pozad́ı
však obsahuje části (zábradĺı, hrana chodńıku), které jsou také tmavé a maj́ı tak svou
intenzitou bĺıže k intenzitě segmentovaného objektu. Segmentace s uvedenými parame-
try a počátečńı křivkou je uspokojivá, i když ne zcela správná — okolo zadńıch nohou
kočky je k objektu připojen i kus zábradĺı a chodńıku. Nepovedlo se mi žádným na-
staveńım parametr̊u dosáhnout toho, aby byla kočka vysegmentována zcela správně.
Situace však neńı tak dobrá, jak se může zdát. Pokud posuneme počátečńı křivky φ0

tak, aby byla dál od segmentovaného objektu (stač́ı např́ıklad ve skriptu test real2.m

nastavit parametr offset=20, což přibĺıž́ı počátečńı křivku k okraj̊um obrázku), potom
se již křivka

”
chytne“ tmavých část́ı pozad́ı a segmentace neńı nikdy provedena správně.

Tento test tak ukazuje, že u složitěǰśıch obrázk̊u je nejen rychlost, ale i úspěšnost seg-
mentace závislá na volbě počátečńı křivky, apriorńı informace o přibližné poloze objektu
tak může být pro výsledek segmentace rozhoduj́ıćı.
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Obrázek 4.6: Test real1, α = 0.3, λ = 1, 350 iteraćı.

Test real3, univerzálńı volba φ0

Obrázek 4.9. V tomto testu se snaž́ıme adresovat problém, na který jsme narazili
v minulém testu, tedy volbu počátečńı funkce φ0. Obrázek k tomuto testu je rela-
tivně dobře vysegmentovatelný. Pokud zvoĺıme φ0 stejně

”
ledybyle“ jako ve většině

předchoźıch test̊u, kde křivka vede 20px od okraj̊u obrázku, můžeme se přesvědčit, že
správná segmentace nastane po zhruba 700 iteraćıch. V ukázce je však φ0 zvolena ji-
nak, a sice s rovnoměrně rozloženými

”
ostr̊uvky“ kladných a záporných hodnot, takže

vzniklou počátečńı křivku tvoř́ı několik uzavřených křivek rovnoměrně rozložených v
ploše obrázku. Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě nastane správná segmentace již po zhruba
150 iteraćıch, což je podstatné zrychleńı, a přitom k volbě φ0 nebyla potřeba žádná
informace o poloze segmentovaného objektu. Proč je v tomto př́ıpadě segmentace rych-
leǰśı? Na počátku jsou konstanty cI , cO přibližně stejné jako v př́ıpadě jednoduché volby
φ0, nebot’ obě křivky byly voleny náhodně, takže datový člen má zhruba stejnou váhu.
Podstatné však je, že ve druhém př́ıpadě má křivka mnohem větš́ı délku, takže má
možnost

”
reagovat“ na podstatně větš́ı počet pixel̊u vstupńıho obrazu a měnit podle

toho sv̊uj tvar, d̊usledkem toho je, že se konstanty cI , cO rychle aktualizuj́ı (vzdaluj́ı),
což vede k rychlé konvergenci. Stoj́ı za to upozornit, že u hranových active contours
metod možnost takovéto inicializace neńı, nebot’ křivka muśı vždy obklopovat segmen-
tovaný objekt.

Pokud jde o vlastńı výsledek segmentace, vid́ıme že tělo helikoptéry je vysegmen-
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Obrázek 4.7: Test noise, α = 0.3, λ = 1, 400 iteraćı.

tované dobře, ale chyb́ı lyžiny a rotor. Zda je taková segmentace postačuj́ıćı záviśı
na daľśım zpracováńı, pokud segmentaci následuje rozpoznáńı objektu, můžou být
chyběj́ıćı periferie př́ıčinou selháńı. Zlepšeńı segmentace lyžin je možné dosáhnout při
extrémńıch hodnotách parametr̊u, např́ıklad α = 0, to však již znamená v́ıceméně
oprahováńı intenzity obrazu, takže výsledek segmentace pak vpodstatě ani neodpov́ıdá
teoretickému očekáváńı. Použit́ı metody s takovou volbou parametr̊u nelze doporučovat.
Správná segmentace rotoru je zcela mimo schopnosti této metody.

Test texture, segmentace textury

Obrázek 4.10. Obrázek k tomuto testu je opět umělý, segmentovaný objekt je srd́ıčko,
které se však od pozad́ı lǐśı pouze jinou texturou. Př́ımá aplikace metody nemůže ob-
jekt správně vysegmentovat, nebot’ pr̊uměrná intenzita objektu je pochopitelně rovna
pr̊uměrné intenzitě pozad́ı. Pro segmentaci jde však použ́ıt i jiný deskriptor než př́ımo
intenzitu. V tomto př́ıpadě je tak nejprve v každém bodě obrazu spočtena velikost
derivace ve směru (1, 1), teprve podle tohoto dekriptoru je prováděna segmentace.
Výsledkem je úspěšná segmentace objektu.
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Obrázek 4.8: Test real2, α = 1, λ = 4, 600 iteraćı.

Obrázek 4.9: Test real3, α = 0.5, λ = 4, 200 iteraćı.

Shrnut́ı praktických poznatk̊u

Na provedených testech je vidět, že metoda dobře funguje v př́ıpadě, že je vstupńı
obraz přibližně bimodálńı, č́ımž mysĺıme, že pr̊uměrná intenzita objektu je nezanedba-
telně vyšš́ı či nižš́ı, než pr̊uměrná intenzita pozad́ı. To neńı překvapivé, protože z této
představy vycháźı idea této segmentačńı metody. Pokud neńı tento předpoklad splněn
a objekt má pr̊uměrnou intenzitu stejnou jako pozad́ı, neńı př́ımá segmentace touto
metodou ani teoreticky možná. Lze však v některých př́ıpadech použ́ıt jiný deskriptor
než jen intenzitu, jak bylo ukázáno v testu texture, většinou jde o funkci koeficient̊u
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Obrázek 4.10: Test texture, α = 0.5, λ = 2, 400 iteraćı.

rozkladu obrázku do nějaké báze.
Výsledek i rychlost segmentace je záviśı na počátečńı poloze křivky. Máme-li při-

bližnou informaci o poloze segmentovaného objektu, jde vhodným umı́stěńım počátečńı
křivky dosáhnout výrazně lepš́ıho výsledku. Pokud taková informace neńı, lze v někte-
rých př́ıpadech segmentaci zlepšit, pokud se počátečńı křivky rozmı́st́ı rovnoměrně v
ploše obrázku, jako tomu je v testu real3, počet komponent křivky v takovém př́ıpadě
nesmı́ být př́ılǐs vysoký (zejména při vysokém koeficientu α), nebot’ se může stát, že
po několika iteraćıch bude φ(x, y) > 0 nebo φ(x, y) < 0 všude v Ω a segmentace se tak
zcela zastav́ı.

Metoda neńı př́ılǐs vhodná pro segmentaci objekt̊u s vysokým poměrem délky hra-
nice ku ploše objektu, tzn. např́ıklad segmentaci mnoha malých objekt̊u na jednom
obrázku. Datová informace pocházej́ıćı z plochy objekt̊u je pak velice slabá a člen zkra-
cuj́ıćı délku křivky se stane dominantńı. Ten však nedělá žádnou skutečnou segmentaci,
slouž́ı jen jako regularizace a škálový prvek.

U snadno segmentovatelných obrázk̊u (tj. silně bimodálńıch) je metoda stabilńı
vzhledem k nevelkým změnám vstupńıch parametr̊u, takže správného výsledku jde
dosáhnout s nějakým univerzálńım nastaveńım. U obrázk̊u s komplikovaněǰśı strukturou
je však nastaveńı parametr̊u (konkrétně tedy vždy parametru α vzhledem k nastavené
hodnotě λ) d̊uležité a při špatném nastaveńı neńı výsledek segmentace správný. Pokud
tedy neńı předem znám charakter obrázku a z něho plynoućı nastaveńı parametr̊u, neńı
metoda vhodná pro automatickou neř́ızenou segmentaci.
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Metoda je velice dobře odolná v̊uči šumu do té mı́ry, dokud př́ıtomnot šumu nepo-
škod́ı bimodalitu obrazu. Metoda si dobře porad́ı se změnou topologie křivky, počátečńı
křivka nemuśı obklopovat segmentovaný objekt a počet komponent počátečńı křivky
nemuśı odpov́ıdat počtu segmentovaných objekt̊u.

Je-li segmentovaný objekt od pozad́ı dobře ohraničen gradientńı hranou, ale přitom
má vlastńı vnitřńı texturou podobnou textuře pozad́ı, tak metoda pravděpodobně selže,
nebot’ hranovou informaci nebere v potaz, pro tento druh obrázk̊u je třeba použ́ıt hra-
nové segmentačńı metody. Naopak, metoda nevyžaduje, aby byl segmentovaný objekt
od pozad́ı oddělen gradientńı hranou.

Metoda je pomalá, velikost všech testovaných obrázk̊u nepřesáhla 250px v jednom
rozměru a segmetnace trvá jednotky, vyj́ımečně deśıtky vteřin, včetně vykreslováńı gra-
fiky (časy je třeba brát za orientačńı, nebot’ při experimentech nebyl ćıl dosáhnout vhod-
nou volbou parametr̊u nejrychleǰśı segmentace). Čas jedné iterace však roste lineárně
s počtem pixel̊u vstupńıho obrázku, nebot’ v každé iteraci se provád́ı konečně mnoho
sč́ıtáńı matic a násobeńı matic element po elementu (nikoliv standardńı násobeńı ma-
tic), což jsou všechno O(N) operace, kde N je počet element̊u v matici. Celkový čas
úlohy tedy roste minimálně kvadraticky s délkovým rozměrem (tzn. š́ı̌rkou nebo výškou)
obrázku. Ve skutečnosti však roste také potřebný počet iteraćı. Odhadneme-li hrubě pro
představu, že každá iterace provede (vzhledem k lokalizaci na okoĺı křivky) klasifikaci
pouze k < N vstupńıch pixel̊u, pak počet potřebných iteraćı roste lineárně s N , pak
by celkový čas segmentace rostl jako O(N2), kde N je počet pixel̊u obrázku. Složitost
jedné iterace jde podstatně zlepšit jinou implementaćı, existuje tzv. narrow band im-
plementace, která nejen že soustřed́ı vývoj křivky jen na jej́ı okoĺı, ale dokonce ani s
jinými pixely v̊ubec nepoč́ıtá, iterace je pak podstatně rychleǰśı. Nevýhodou ale je, že
v tom př́ıpadě nemohou být správně vysegmentovány objekty, které nejsou jednoduše
souvislé, viz např́ıklad test edge1, a výsledek segmentace může ještě v́ıce záviset na
poloze počátečńı křivky.
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Závěr

V práci byla pečlivě představena teorie Mumford–Shahova segmentačńıho modelu di-
gitálńıho obrazu. Byla vysvětlena úvodńı myšlenka a z ńı vycházej́ıćı formulace modelu,
dále byla adresována a zodpovězena otázka existence a jednoznačnosti řešeńı, probrány
vlastnosti segmentace a zd̊uvodněno ústředńı postaveńı tohoto modelu mezi ostatńımi
variačńımi segmentačńımi modely, č́ımž bylo také ukázáno, jak lze modifikacemi źıskat
jiné segmentačńı modely. Dále byla vypracována konkrétńı numerická implementace
jedné z těchto variant, modelu active contours without edges. Tato implementace byla
podrobně vysvětlena a posléze testována na praktických př́ıkladech. Bylo poukázáno
na výhody i nevýhody modelu či implementace a tyto vlastnosti byly také teoreticky
zd̊uvodněny. Práce tak představuje dobrý zdroj informaćı pro kohokoliv, kdo se zaj́ımá
o variačńı segmentaci digitálńıho obrazu jak po teoretické, tak po praktické stránce.
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Př́ıloha A

Zdrojový kód funkce acwe

function phi = acwe(phi, u, iterations, timestep,...

lambda1, lambda2, alpha, mu, epsilon)

% provede dany pocet iteraci metody active contours without edges

for i=1:iterations % provest dany pocet iteraci

% upravit krajni hodnoty, aby byly splneny okrajove podminky

phi = Neumann(phi);

% vypect gradientu phi (centralni diference)

[phi_x,phi_y] = gradient(phi);

% velikost gradientu

s=sqrt(phi_x.^2 + phi_y.^2);

% vypocet krivosti, male cislo zabranuje deleni nulou

curvature = div(phi_x./(s + 1e-6), phi_y./(s + 1e-6));

% vypocet jednotlivych clenu evolucni rovnice

% regularizacni clen

distRegTerm = distReg(phi, phi_x, phi_y, s);

% delkovy clen

lengthTerm = diracCompact(phi, epsilon).*curvature;

% vypocet konstant c_I, c_E a datoveho clenu

% prvky, ktere jsou uvnitr objektu

in = (phi>0);

% suma prvku uvnitr objektu

dsum = sum(in(:));

% rozhodnout, jestli je objekt prazdny nebo ne

if dsum > 0

% vypocet konstanty c_I a odpovidajiciho datoveho clenu

data_in = (u-sum(u(in))/dsum).^2;

else

% pokud je objekt prazdny tak je tento datovy clen nulovy

data_in = 0;

end

% suma prvku vne objektu

dsum = sum(~in(:));

% rozhodnout, zda je pozadi prazdne ci ne

if dsum > 0

% vypocet konstanty c_E a odpovidajiciho datoveho clenu

data_out = (u-sum(u(~in))/dsum).^2;
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else

% pokud je pozadi prazdne tak je tento datovy clen nulovy

data_out = 0;

end

% vypocet datoveho clenu

dataTerm = (-lambda1*data_in+lambda2*data_out).*diracSpread(phi, epsilon);

% explicitni iterace rovnice

phi = phi + timestep*(dataTerm + alpha*lengthTerm + mu*distRegTerm);

end

end

% vypocet divergence (centralni diference)

function K = div(nx,ny)

[nxx,~]=gradient(nx);

[~,nyy]=gradient(ny);

K=nxx+nyy;

end

% funkce delta_1 s kompaktnim nosicem, pouzita pro delkovy clen

function y = diracCompact(x,epsilon)

s = max(min(x,epsilon),-epsilon);

y = (1+cos(pi*s/epsilon))/(2*epsilon);

end

% funkce delta_2 s nosicem na R, pouzita pro datovy clen

function y = diracSpread(x, epsilon)

y = 1/pi*epsilon./(x.^2+epsilon^2);

end

% vypocet hodnoty clenu pro distance regularization

function f = distReg(phi, phi_x, phi_y, s)

a=(s>=0) & (s<=1);

b=(s>1);

ps=a.*sin(2*pi*s)/(2*pi)+b.*(s-1);

dps=((ps~=0).*ps+(ps==0))./((s~=0).*s+(s==0));

f = div(dps.*phi_x - phi_x, dps.*phi_y - phi_y) + 4*del2(phi);

end

% okopirovani krajnich hodnot pro splneni Neumnnovy okrajove podminky

function g = Neumann(f)

g = f;

g([1 end], [1 end]) = g([3 end-2], [3 end-2]);

g([1 end],2:end-1) = g([3 end-2], 2:end-1);

g(2:end-1,[1 end]) = g(2:end-1,[3 end-2]);

end
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