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Uvod

Tato prace méa dva hlavni cile. V prvni fadeé je to dukladné teoretické studium Mumford—
Shahova segmentacniho modelu, ktery lze povazovat za fundamentalni mezi varia¢nimi
segmenta¢nimi modely, pficemz toto postaveni je zaroven v praci obhijeno. Druhym
cilem je vlastni implementace konkrétni varianty tohoto modelu a praktické testovani
této implementace. Po tivodni kapitole, ve které jsou ujasnény zakladni pojmy, nasleduji
dvé hlavni kapitoly a kazd4 z nich je vénovana splnéni jednoho z vytycenych cilu.

Kapitola 2 m& reSer$ni charakter, snazil jsem se v ni dikladné avsak piehledné
popsat vétsinu teorie tykajici se Mumford-Shahova segmenta¢niho modelu. Jsou v
ni uvedeny a nésledné aplikovany teoretické poznatky jednak z ¢lanku, které se bez-
prostiedné tykaji Mumford—Shahova modelu a jinych problému podobného typu (tzv.
free discontinuity problems), tak z obecnéjsich disciplin, jako je funkciondlni analyza a
teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic. U tvrzeni, ktera nejsou v praci dokdzana, je
vzdy odkazéno na literaturu, kde je mozné piislusny dukaz nalézt, a casto jsem se v
tom piipadé snazil alespon popsat princip dukazu, aby se v ném Ctendf lépe zorien-
toval. Tato kapitola tak poskytuje kvalitni souhrn teorie Mumford-Shahovy variacni
segmentace, aniz by byla potiebnda dalsi literatura.

Kapitola 3 je naopak orientovana prakticky. Za¢ina opét vykladem potiebné teorie,
pricemz jsem se snazil vSe zasadit do kontextu pfedchozi kapitoly. Nasleduje vlastni
numerickd implementace konkrétniho segmentaéniho modelu (active contours without
edges, jedna z variant Mumford-Shahovy obecné segmentace). Zpusob numerického
feSeni jsem podrobné vysvétlil. Tam, kde existuje vice moznosti jak dany dil¢i problém
feSit, jsem svou volbu vzdy oduvodnil a teoreticky vysvétlil. Domnivam se tak, ze
nejen konkrétni implementace, ale hlavné jeji dukladny popis tak muze usetiit ¢as ko-
mukoliv, kdo by ji chtél modifikovat na svuj problém. Poté jsem implementaci testoval
na nékolika zkuSebnich snimcich, zde jsem se snazil poukédzat na spravné i nespravné
chovéani metody a oboji opét teoreticky zduvodnit. Chovani metody je také nékolikrat
porovnano s jinymi variaénimi segmenta¢nimi metodami zalozenymi na odliSném prin-
cipu. Zcela na zavér prace jsem shrnul obecné zkusenosti, které jsem pii praktickych
testech s metodou ziskal, z této ¢asti je mozné si rychle udélat prehled, na jaky typ
problému metoda je ¢i neni vhodna.



Pouzité znaceni
R
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Mnozina realnych cisel.

Mnozina ptirozenych ¢isel.

Lebesgueuv prostor funkci integrovatelnych v p-té
mocniné.

Lebesguetv prostor funkei esencidlné omezenych.
Soboleviv prostor funkci, jejichz k-td derivace je v
LP(Q).

Prostor funkei holderovsky spojitych, tzn. |f(z) —
f)| < Clo —yl|* pro néjaké C.

Prostor funkci, jejichz k-ta derivace je holderovsky
spojita s exponentem s.

Prostor funkci k krat spojité diferencovatelnych.
Prostor funkei k krat spojité diferencovatelnych s kom-
paktnim nosi¢em uvniti €.

Prostor funkei s kone¢nou variaci.

Prostor specidlnich funkei s koneénou variaci.
Lebesgueova mira.

Hausdorffova mira dimenze k.

Totalni variace miry u.

Mira v je absolutné spojitd vzhledem k p.

Mira v je singularni k p.

Silné konvergence (v normé).

Slaba konvergence.

Charakteristicka funkce mnoziny A.

Uzavér mnoziny A.

Uzavér mnoziny A vzhledem k €.

Gradient funkce f, Vf = (0. f, 0y f).

Laplaceuv operdtor funkce f, Af = Oppf + Oyy f-
Divergence, divv = 0,0, + 0yvy.



Kapitola 1

Segmentace digitalniho obrazu

Préce se zabyvé studiem varia¢nich metod pro segmentaci digitdlniho obrazu, v této
uvodni kapitole si nejprve uvedeme tyto dva pojmy.

Digitalni obraz

V praxi je digitdlni obraz obvykle diskrétni miizka kone¢ného poctu pixeli (matice),
jejichz hodnoty svételné intenzity jsou taktéz diskrétné rozdéleny, naptiklad v intervalu
[0, 1] nebo jako celociselné hodnoty 0 az 255. Pro teoretické dvahy s uzitim matematické
analyzy je vSak vyhodné uvazovat definié¢ni obor i obor hodnot obrazku jako kontinuum.
Pod pojmem (Sedoténovy) digitalni obrézek tak budeme rozumét jednoduse souvislou
omezenou oblast Q C R? a funkci u :  — R piedstavujici intenzitu obrazu (stupen
sedi) v daném bodé. V piipadé barevnych obrazu se namisto skaldrni funkce uvazuje
vektorova funkce u : Q — R3, pifpadné s jinym odpovidajicim poétem komponent.

Dalsi pozadavky na regularitu oblasti {2 a funkce u se stanovuji podle konkrétni apli-
kace a modelu, stejné jako v jinych oblastech analyzy tvoii dulezity prvek pro korektnost
tlohy. Obecné lze ici, Ze funkci v vétsinou nelze uvazovat spojitou, nebot pravé nespo-
jitosti funkce mohou pifedstavovat hranice objektu na obrazku, a tedy dulezité prvky
pro jeho analyzu. Naopak lze predpokladat, ze hodnoty svételné intenzity jsou omezeny
minimalni a maximélni naméfitelnou (¢i zobrazitelnou) hodnotou, a budeme tak pro
vstupni obraz ug vzdy predpokladat, ze ug € L*(2), aniz by to predstavovalo omezeni
pro praktické aplikace.

Stoji za to zminit, Ze vySe popsand reprezentace obrazu neni jedind mozna, napiiklad
ve stochastickych modelech se obrazek uvazuje jako pole ndhodnych veli¢in. MozZnosti
je mnoho a je tfeba zvolit vhodnout reprezentaci podle matematického aparatu, jakym
danou metodu studujeme.

Definice problému

Jednoduse feceno, cilem segmentace je rozdélit vstupni obraz na jednotlivé logické
celky, typicky objekty zdjmu a pozadi. Kazdy pixel vstupniho obrazu tak potiebujeme
klasifikovat, zda néalezi pozadi, nebo nékterému z objektu zdjmu, piipadné raznymi
hodnotami odlisit rizné druhy objekta.

V kontextu reprezentace obrazu popsané vySe tak muzeme segmentaci definovat
jako proces

0 segmentace 0= CJ QZ U T

s vlastnostmi



1. Q; je neprazdnd oteviend a souvisld Vi, I' je uzaviend v Q s H'(I') < oo,
2.0,NQ; =0Vi#j,

3. P(Q;) = true Vi,

4. P(; UQ;) = false Vi # j,

kde mnoziny €); tvoii jednotlivé objekty resp. pozadi, mnozina I' pfedstavuje hranice
objektu a funkce P je logicky predikat, ktery stanovuje, zda dana ¢ast obrazku tvori
jeden vizudlni celek (tedy bud jen objekt, nebo jen pozadi).

Obrazek 1.1: Piiklad vstupniho obrazu a o¢ekavaného vystupu segmentace

Predikat P zde pouzivame jen ve vagnim smyslu — jde o to néjak rozhodnout, zda
je segmentace z lidského pohledu spravna a prenést tuto informaci co nejvérnéji do ma-
tematického popisu nebo pocitacového algoritmu. Napiiklad ve varia¢nich metodach se
namisto logického predikatu pouzivéd funkce ur¢ujici miru nekvality segmentace (ener-
gii), jejiz minimum se snazime nalézt. Konkrétni kritéria urcujici rozdéleni obrazu nelze
dostatecné dobte urcit obecné, kazda segmentaéni metoda tak typicky dobie funguje
jen na urcité tfidé vstupnich obrazu a je tfeba tak pfizpusobit vybér metody pro danou
aplikaci.

Klasické segmentaéni metody lze piiblizné rozdélit na tzv. edge—based a region—based
metody. Do prvni skupiny spadaji metody, které se snazi detekovat objekty podle jejich
okraju, tzn. z vySe popsaného procesu se zaméiuji na detekci mnoziny I'. Druhou sku-
pinu tvoii k nim komplementarni metody, které na zdkladé pfiblizné homogenity inten-
zity (€1 jiného deskriptoru) seskupuji pixely vstupniho obrazu do jednotlivych objektu,
snazi se tedy naopak urcit jednotlivé €2;. Pro seznameni s klasickymi segmenta¢nimi
metodami lze doporucit napiiklad [19].



Kapitola 2

Mumford—Shahuv segmentacni
model

vvvvvv

segmentac¢nich modelii, tzv. Mamuford-Shahtiv model'. Podle hrubého rozdéleni z
predchozi kapitoly bychom mohli MS model charakterizovat spise jako region—based
model, objekty jsou tak rozpoznany podle pfiblizné homogenity jejich vnitiku, nikoliv
podle okraju, uvidime v8ak v posledni ¢asti této kapitoly, ze hrany objektt také hraji
svou roli. Tento model je historicky vyznamny a pfesto stale aktudlni, klade zajimavé
matematické otazky a jeho modifikacemi lze odvodit modely vhodné pro Sirokou tiidu
aplikaci. Nékdy byva dokonce oznacovan za zakladni segmentaéni model v tom smyslu,
ze jiné segmenta¢ni metody lze formulovat jako specidlni ptipady MS segmentace.

V prvni ¢asti se podivame na vychozi predstavu, ze které model vychéazi, a uvedeme
si presnou formulaci segmentace jako minimaliza¢ni problém. Déle se budeme zabyvat
existenci feSeni tohoto problému, zde bude potieba nejprve uvést nékteré matematické
pojmy. Ve tieti ¢asti se podivame na diferencidlni rovnice, které takova idedlni segmen-
tace (feSeni minimalizace) musi spliiovat, z nich lze vy¢ist nékteré vlastnosti o segmen-
taci. Poté se podivame na regularitu vzniklé segmentace a geometrii hran vysegmen-
tovanych objektu, uvidime napiiklad, ze model je postaven tak, Ze z principu nemuze
vysegmentovat hrany objektu zcela presné. S dokdzanou existenci feSeni je prirozené
se ptét, zda je feseni jednoznacné, na to se podivame v dalsi ¢asti (a uvidime, ze neni).
Nakonec se budeme vénovat jakymsi limitnim p¥ipadium predstaveného segmentaéniho
modelu, které jsou zajimavé jednak z toho duvodu, ze ddvaji vice nahlédnout ,pod
poklicku“ a ukazuji, pro¢ je tento model pro varia¢ni teorii segmentaci natolik dulezity,
dale pak inspiruji k modifikaci MS segmenta¢niho modelu na jiné segmentaéni metody.

Text této kapitoly se klade za cil ¢itelné a komplexné predstavit Mumford—Shahuv
segmentaéni model a ukazat, jakym teoretickym aparatem lze tento model zkoumat.
V zadném piipadé si naopak neklade za cil zde vSechna tvrzeni a uvedené poznatky
precizné dokazat, nebot to by znamenalo shrnout stovky stranek jinych publikaci ¢i
¢lanku. U tézsich tvrzeni tak pouze odkazeme na literaturu, kde je odpovidajici dukaz
mozné nalézt, pfipadné naznacime, jaky je jeho princip.

Formulace problému

Po castech hladka reprezentace obrazu

Model pochéazi z ¢lanku [25] z roku 1989 a vychdzi z predstavy obrézku jako zachyceni
3D scény kamerou na 2D plochu. Jsou-li povrch a textura na povrchu jednotlivych

'Déle bude pfevézné oznacovin zkricené jako MS model.



objektu hladké, jsou pak tyto objekty kamerou zobrazeny jako podmnoziny 2D obrazu,
na kterych je funkce intenzity také hladka. V misté hranice objekt nebo piekryvu
jednoho objektu druhym jsou naopak v intenzité prudké skoky, nespojitosti. Intenzitu
obrazu tak muzeme ocekavat jako po Castech regularni funkci, jejiz defini¢ni obor je
mozné (v souladu s prvni kapitolou) rozdélit na oteviené mnoziny objektu a uzavienou
mnozinu hran. Jak je ve zpracovani signalu obvyklé, u vstupniho obrazu ug je potieba
pocitat s nejruznéj$imi vadami, jako je napiiklad Sum ¢i poskozeni vzniklé pii expozici,
nemuzeme tak dopfedu chtit, aby ug byl po ¢astech regularni. Myslenku MS segmentace
lze tedy shrnout nasledovné: Nalézt optimélni aproximaci vstupni funkce ug po ¢astech
hladkou funkci u. Ziskame tak segmentaci ug na jednotlivé souvislé ¢asti a rekonstrukci
hladkého (neposkozeného) signélu na téchto ¢astech.

Vstupni predstava fotografovani po ¢astech hladkych objektti nenf zdaleka dokonald
(a je na to poukdzano i v citovaném ¢lanku). Na obraze vznikaji dalsi nepojitosti vli-
vem neregualarity povrchu objektu (roh nebo hrana krychle), neregularity textury na
objektech (Sachovnice), nerovnomérného osvétleni (hrany stint) a dalsi. Mnoho segmen-
tovanych obrazu naopak viubec nepfedstavuji fotografie 3D makro scény, tFeba snimky
z mikroskopu, 1ékaiké snimy, druzicové snimky terénu, nebo dokonce audio signaly,
které sice nejsou ,,obrazy“ v bézném chapani, ale potieba a princip segmentace je u nich
podobny. Je tak tieba si ujasnit, jaké typy obrazu jsou vhodné pro MS segmentaci.
Lze ocekdavat, ze model muze dobie fungovat na obrazech, které se sklddaji z rozumné
mnoha objektu s pfiblizné homogenni intenzitou, mezi které patii i mnozstvi snimu z
prumyslovych ¢ védeckych aplikaci, ackoliv se vymykaji puvodni piedstavé fotografie
makro objekti. Pro segmentaci na zdkladé textury lze model snadno modifikovat a
namisto intenzity pracovat s jinym vhodnym deskriptorem (napt. vybrané koeficienty
waveletového rozkladu), snimky které jsou pak po ¢dstech homogenni v rdmci tohoto
deskriptoru lze segmentovat dobie. Naopak skutecné fotografie slozité 3D scény (bézny
snimek z dovolené) jsou typicky natolik komplikované, ze ,signdl“ ploch objektu je
prebity ,Sumem® v podobé obrovského mnozstvi hran mezi objekty a v ramci vnitini
struktury (textury) jednotlivych objektu.

Uved'me si nyni piresnéji vychozi pojmy a formulaci Mamford—Shahovy segmentace.

Definice 2.1 Nechf Q C R? je oblast s lipschitzovskou hranici. Rekneme, Ze
n
o=Jalr, nenN (2.1)
i=1

je déleni obrazu (téZ segmentace obrazu) Q, jestlize splriuje
e Vi al jsou po dvou disjunktni,
o ), Vi je oteviend souvisld mnoZina a,

o I je uzaviend v Q s HY(T) < oc.

Lze si velice snadno rozmyslet (viz [12]), Ze takové déleni spliuje (v topologii vzhledem
k Q)

e OI' =T,
e 00, CI'Vi,
. F:U?:laﬁi,



tedy I' tvori izkou hranici mezi objekty, nemd zadny vlastni vnitiek. Déleni obrazu tak
splinuje predstavu o vysledku segmentace — obraz je beze zbytku rozdélen na konecné
mnoho souvislych objektt, mezi kterymi je ostrda hranice. Protoze déleni je (az na
ocislovani) uréené mnozinou I', budeme uzivat pojmu ,déleni uréené (indukované) I'*
bez upfenovani §2;.

Definice 2.2 Rekneme, Ze funkce (obraz) u: Q — R je po édstech hladkd (konstantni)
na §Q, jestlize existuje déleni Q0 dané (2.1) tak, Ze Vi je ulq, hladkd (konstantni).

Segmentace obrazu podle MS modelu tak znamend ze vstupniho obrazu ug na €2 nalézt
jeho aproximaci u (anglicky trefné nazvanou cartoon representation) a déleni (2.1) tak,
ze u je vzhledem k tomuto déleni po ¢astech hladky. Takovych aproximaci a déleni je
libovolné mnoho, potfebujeme tak definovat enegeticky funciondl aproximace a hledat
tu nejlepsi (¢im nizsi energie, tim lepsi kvalita aproximace a déleni). Je zddouci zahrnout
alespon tyto pozadavky:

e podobnost se vstupnim obrdzkem (pfesnost aproximace),
e piibliznd konstantnost na jednotlivych €2; (korektnost segmentace),
e mira déleni (omezeni shora na pocet vysegmentovanych ¢asti obrazu).

Kazdy z téchto pozadavki odpovida jednomu ¢lenu v energeticém funcionalu, ktery
vzapéti uvedeme. Pfesnost aproximace méfime jako L? normu rozdilu, regularitu apro-
ximace jako W12 seminormu na jednotlivich €; a miru déleni jako délku hranice T,
coz zahrnuje pozadavek na maly pocet déleni i na malou klikatost hranic.

Silna formulace problému

Formulujme nyni (podle [25]) Mumford-Shahuv segmentaéni problém.

Definice 2.3 (Silna formulace MS segmentace) Pro danou ) C R? omezenou ote-
virenou s lipschitzovskou hranici a ug € L*°(Q) najdéme (u,I') € D minimalizujict
E(u,T') na této mnoziné, kde

B(u,T) = /Q (1 — ug)2dz + 3 Q\F]Vu|2d:n + oMM, (MS)

D= {(u,F); u € WH(Q\T)NL®(Q), T C Q uzaviend vzhledem k Q, H'(T) < oo}.

Rekneme pak, Ze (u,T) je Tesenim MS segmentace.

Poznédmka: Rekneme-li, ze u resp. I' je feSenfm minimalizace E, mame tim pak na mysli
odpovidajici prvek z (u,I") ve smyslu definice vyse.

Ptame se nyni, zda tento problém ma FeSeni a jaké jsou jeho vlastnosti. Autori
puvodniho éldnku vznesli nasledujici domnénku:

Problém 2.3 m4 feseni pro kazdou ug spojitou. Navic je-li (u,I") FeSeni, pak
I je tvofeno koneéné mnoha body spojenymi koneéné mnoha C! kiivkami,
které se potkavaji nejvyse ve svych koncovych bodech. Koncové body kiivek
(tedy jediné singularity I') mohou mit jen jednu z nésledujicich podob: bod,
ve kterém kondi jedind kiivka a zadna dalsi z ného nepokracuje, nebo bod,
ve kterém se potkavaji prave tii kiivky pod thlem 27 /3. Kfivka muze také
vést az na 092 a to jen kolmo k jejimu hladkému bodu.

Ve smyslu dist(T", Q) = 0.



Mnoho dalsi préace na MS modelu bylo vénovano pravé této domnénce, jednak existenci
feSeni a jednak regularité feSeni a geometrii I'.

Podivejme se na skladbu funkcionalu E. Prvni ¢len je ,rekonstrukéni®, ktery rika,
ze funkce u mé dobfe aproximovat ug az na pfipadny Sum ¢i jiné posSkozeni ug. Druhy
¢len je ,regulariza¢ni®, ktery fikd, ze u (a tim i ug) ma byt na jednotlivych oblastech €,
které tvoii Q \ T', priblizné konstantni. Posledni ¢len je ,8kdlovy“, uréuje miru segmen-
tace ve smyslu poc¢tu komponent ¢i délky jejich hranice. Vynechanim kteréhokoliv ¢lenu
dostaneme trivialni feSeni nebo posloupnost nezajimavych feseni, pro kterou inf £ = 0.
Bez prvniho ¢lenu je fesenim konstanta, I' = ), bez druhého ¢lenu je fesenim u = wuy,
I’ = ), bez posledniho ¢lenu dosdhneme zhustovdnim rovnomérné sité I'. a vhodnym po
¢astech konstantnim u. hodnoty F(ue,I'.) < € pro libovolné e > 0. Pouze se vSemi tfemi
¢leny je tak funkcional zajimavy a méa smysl zkoumat jeho vlastnosti. Navzdory tomu se
jednotlivé zminéné verze (bez nékterého ze ¢lenu) kupodivu uzivaji a pti vhodném ome-
zeni uvazovanych funkei (abychom vylouéili trividlni feseni) maji dobry smysl. Budeme
se jimi zabyvat v posledni ¢asti této kapitoly.

Existence reSeni
V této ¢asti se podivame na problém existence feseni (u,I") spliujici
E(u,T) < EW,T) VY, T') €D.

Tato otézka nebyla adresovéna v puvodnim ¢lanku [25], kde byl MS model navrzen, ale
ziskala mnoho pozornosti v dalsim vyvoji. Pokusime se dobfe osvétlit kostru a princip
celého dukazu, v jednotlivych krocich odkazeme na literaturu pro konkrétni dukazy.

Existence je dokazédna nésledujicim standardnim postupem, ktery je znam jako
piima metoda variaé¢niho poc¢tu. Shriime ho pro nédzornost na obecném funkcionalu F.
Méjme F' : V — R dano, chceme nalézt u € V takové, ze

F(u) = ir‘}fF(v).

Existence takového u je dokdzana v téchto krocich (viz napf. [14]):

1. Uvazujme libovolnou minimalizujici posloupnost {u,} C V, tedy takovou, ze
F(uy) — inf F. Potiebujeme pro dalsi krok ukézat, ze {u,} je omezend. Pokud
by tomu tak nebylo, tézko bychom z prvka posloupnosti hledali kadidata na feSeni
(lze si predstavit napiiklad minimalizaci z — exp(x) v R). Jednou z moznosti,
jak zarucit omezenost {u,} je koercivita F, tedy vlastnost, ze F(u) — oo pro
||u|| = oo, pak je nutné |ju,| < C Vn.

2. Chceme fict, ze v {u,} existuje vybrand {u,, } konvergujici k néjakému u € V.
Takovou posloupnost vétsinou v silné topologii nenajdeme, je tieba si vystacit
s tim, ze {u,,} bude konvergovat napiiklad pouze slabé. Proto pro dalsi krok
potiebujeme (jako jednu z moznosti), aby byl prostor V reflexivni, pak je zndmé,
ze z omezené {u,} lze vybrat {u,,} (dale piseme jen {u,}) slabé konvergujici k
u ve V, piseme u, — u. Jinou moznost{ je kompaktni vnoreni prostoru V do
jiného prostoru W, pak opét z posloupnosti omezené ve V' lze vybrat posloupnost
konvergujici v néjaké topologii ve W.

3. Chceme ukézat, ze v je minimum F'. Protoze v8ak F' neni ve vétsiné piipadu slabé
spojity, nelze usoudit, ze plati

Uy~ u = Fluy) = F(u).



Postaci vSak splnéni slabsi podminky, funkcional F' musi byt tzv. slabé zdola
polospojity. To znamena, ze pro viechny u, — u je

liminf F(u,) > F(u)
n
(analogicky v jiné topologii). Je-li F' slabé zdola polospojity, muzeme psat

inf F' = lim F'(uy,) > liminf F(u,) > F(u) > inf F,
\4 n n |4

neboli F(u) = infy F a existence feSeni minimalizace je tak dokézana.

Navrzené kroky nejsou jedinou moznosti a jednotlivé podminky lze ruzné nahrazovat,
sledujeme v8ak zhruba cestu, kterd vede k existenci minimalizace E. Shriime tedy,
ze zékladnimi stavebnimi kameny jsou omezenost minimalizujici posloupnosti, néjaka
forma kompaktnosti pouzitého prostoru, ze které plyne konvergence minimalizujici po-
sloupnosti v néjaké topologii, a odpovidajici zdola polospojitost funkcionalu. Pozname-
nejme jesté, ze nelze bez dalsich kritérii fict nic o jednoznacnosti feSeni minimalizace,
zejména proto, ze pocatecni volba {u,} byla zcela libovolnd, jednoznacénosti feseni se
nyn{ vsak vibec zabyvat nebudeme.

Pokusme se tento postup aplikovat na F. Funkciondl ma dva argumenty, u a I'. Zo-
becnit vyse uvedeny postup z jednoho argumentu u na systém u = (u, ) je pfimocaré,
problém je v8ak v rozdilném druhu jednotlivych argumentu, konkrétné tedy v charak-
teru I'. Ukazuje se totiz, ze je obtizné zvolit pro I' vhodny prostor mnozin kone¢né
H! délky a topologii s rozumnymi kompaktnimi vlastnostmi, aby pfitom bylo mozné
dokazat odpovidajici polospojitost E. Namisto toho lze situaci vyfesit tak, jak je ve
variaénim pocCtu a oblasti parcidlnich rovnic bézné — sSikovnym zpusobem oslabime
pozadavky na u a I' tak, aby bylo mozné je uzavtit do prostoru s vhodnou struktu-
rou, a namisto piimé (silné) formulace (MS) zavedeme slabou formulaci problému, pro
kterou jiz budeme schopni ukézat existenci feSeni. Nasledné je tieba ukézat, Ze toto
slabé Teseni je ve skute¢nosti mozné pievést na silné feSeni, ¢imz ziskdme silnou exis-
tenci. Jaky je tedy vhodny novy prostor pro u a I'? Protoze je to pravé I', které déla
problémy, je vhodné ho jako volny argument E zcela vyloué¢it a mnozinu nespojitosti u
uvazovat piimo jakou soucast funkce samotné, kompaktnost a polospojitost F, kterou
je problematické ukazat pro I', bychom pak ziskali na vhodném prostoru funkci. Mame
u € WH2(Q\ T), otekavame viak, ze funkce u bude pres I' délat skoky a nebude tedy
u € WH2(Q). Je tedy potieba misto W12(Q) uvazovat prostor, na kterém u mize byt
nespojitd na nadroviné — mnozina téchto nespojitosti pak nahradi I'. Vhodnym kan-
didétem je prostor funkei s koneénou variaci (BV'), konkrétné jeho podprostor prostor
specidlnich funkei s koneénou variaci (SBV'). Provedme kratké shrnuti téchto pro-
storu, které maji pro MS segmentaci (a obecné ve zpracovani obrazu) dulezity vyznam.
Pro podrobny vyklad teorie BV prostoru a dukazy uvedenych tvrzeni lze doporuéit
napiiklad [13].

Prostory BV a SBV

Uvazujme funkce, které jsou rozumné v tom smyslu, ze ,neosciluji moc*, neboli jejich

totalni variace
/ V|
Q

je koneénd. Pro jaké funkce ddvé tento integral smysl? Zjevné staci u € WH1(Q), to je
v8ak prili§ restriktivni — chceme zahrnout i funkce u nespojité na nadroviné nenulové
délky, gradient Du takové funkce je tfeba uvazovat jako miru, nikoliv jako funkci.
Ucinme podobné zobecnéni, jako v piipadé zavedeni pravé slabych derivaci. Mé&jme



prozatim u € C'! a vektorovou testovaci funkci ¢ : Q — R2, ¢ € C}(Q) (tzn. s nosicem
uvniti ) takovou, ze pro jeji slozky plati |p; 2| < 1. Pak je

/udivso‘=’/so-Vu < [1elval < [ [7ul.
Q Q Q [9]

Na druhou stranu, vhodnou volbou ¢ pro dané u se lze levou stranou k hodnoté totalni
variace na pravé strané libovolné pfiblizit. Vyraz na levé strané mé vsak nyni smysl
pro u € L', piedstavuje tak moznost pro roziifeni pojmu totdlni variace.

Definice 2.4 Nechtf u € L'(Q). Pak totdlni variaci funkce u definujeme

/|Du\ def sup {/ udivg; ¢ Q — R € CH(Q), |p12] < 1}. (2.2)
Q Q

Jako prostor BV (2) budeme uvazovat funkce, jejichz totalni variace podle 2.4 je konec¢na.

Definice 2.5 Necht je Q2 C R? omezend, oteviend. Prostor BV () funkci s konecnou
variaci a normu na tomto prostoru definujeme

BV(Q) = {u € LY(Q); /Q|Du\ < oo}

lullsy = llulls + /Q |Dul.

Jak si lze totalni variaci funkce u predstavit? Pro 1D funkce je to pomérné jasné,
graf funkce narovname tak, aby vedl vzdy ,do kopce® a zméiime celkovy piirustek
funkce. V ptipadé 2D funkci uvazujme graf funkce v jako krajinu, pak pro kazdé A € R
naleznéme vrstevnice 7y s vyskou ), tedy u(z) = A <= x € 7, (pomiiime, Ze pro L!
funkce nema tato tvaha smysl, jde ndm o intuitivni zndzornéni). Pak totalni variace
funkce u je ,soucet“ (integrace) délek vsech vrstevnic vézeny vyskovym piirustkem d\

/ |Du| = / délkayydA,
Q R

tedy s¢itame plochy, po kterych lze jit ,do kopce®, vazené tim, jak moc jdou do kopce.

Vratme se k nasemu problému. Ozna¢me tedy Du derivaci funkce u € BV (Q),
ukazme si struéné, ze Du je skuteéné mira. Necht u € BV (Q2), definujme funkcional
L:C}(2)* = R jako

L(p) = /Qudivga.

Pak lze snadno vidét, ze L je linedrni a spojity. Aproximaci hladkymi funkcemi lze L
rozsitit na spojity linedrni funkcional L : Co(2)? — R. Z Riezsovy charakterizace dudlu
k prostoru spojitych funkci je znamo, ze existuje vektorovd Radonova mira v takova,

L) = [ pav

Muzeme rozepsat v = —opu, kde p je nezdpornd mira a o je vektorové funkce |o| < 1
p—skoro vsude, pak mame

L(go):/udiwp:—/Vu-gD
Q Q

Q
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a tedy Du = —v = opu je hledand vektorova Radonova mira. Lze navic dale ukézat,
ze |Dul jako totdlni variace miry je rovna [,|Dul, totalni variaci u, takze i ndzvoslovi
dava dobry smysl.

Z rozkladu miry Du (pozdéji) uvidime, ze pro u € Wbl je Du = Vudz, tedy Du
je zobecnénim sobolevovské seminormy a tak WH1(Q) € BV(€). Prostor BV je tedy
hledanym rozsffenim W' na nespojité, le¢ stéle diferencovatelné funkce. Podivejme
se struéné na zakladni vlastnosti BV (2), ¢dstecné pro ziskani lepsi predstavy o BV
funkcich, ¢asteéné pro dalsi pouziti. Veskeré podstatné informace a zde uvedend tvrzeni
1ze nalézt v napt. v [13].

Véta 2.6 Necht Q C R? omezend, oteviend s lipschitzovskou hranici. Pak plat{ ndsle-
dugjict tvrzend.

1. (Uplnost) BV (Q) s normou ||-| gy je Banachiiv.

2. (L' polospojitost) Necht u, C BV () a uy, F) u, pak

/]Du| gliminf/|Dun|. (2.3)
Q " Q

Dusledek: Je-li navic {u,} omezend v BV (Q), pak u € BV (Q).
3. (Stopa) Ezistuje linedrni spojity operdtor stopy Tr : BV () — L'(0Q, H').
4. (Aprozimace) Pro kaZdou w € BV (Q) existuje posloupnost {u,} C C*(Q), Ze
o u, — u,
It
o Jo|Duy| = [o|Dul a
o uyloq = Tr(u) Vn.

5. (Kompaktnost) Necht {u,} C BV (Q) je omezend v BV (), pak existuje u €
BV () a vybrand posloupnost iy, —u (konvergujici v L') a Duy, Wﬂ) Du
L

(konvergujici slabé* v prostoru meér, tzn. fQ wDup, — fQ wDu Yo € Co(2)2).

Ditkaz (Céstecny) Ukazme polospojitost. Je

/udivap:hm/undivgpgliminf/]Dun],
Q noJQ n Q
—_—

SfQ|Du"|

pro vSechna ¢ z definice totalni variace, staci vzit na levé strané supremum. Pozname-
nejme, ze lze snadno sestavit posloupnost s [|Du,| = konst. > 0 pficemz [|Du| = 0 (po
¢astech konstantni funkce, u kterych roste pocet skoku stejné, jako klesd jejich vyska),
takze nerovnost je nutnd.

Déle ukazme tplnost, ta plyne z pravé ukdzané polospojitosti. Je-li {u,} cauchy-
ovska v BV (), je cauchyovska i v L'(Q), kde konverguje k u € L*(Q). Z (2.3) plyne,
ze u € BV (). Zvolme pevné m a pouzijme opét polospojitost (2.3) na posloupnost
{tm — un} (konvergujici v L' k wuy, — u)

/|Dum — Du| < liminf/ | Dty — Dy
Q Q

Protoze {u,} je cauchyovska, jde prava strana do nuly a tedy w, — u v BV (Q).
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Tvrzeni o stopé ukazuje, ze funkce u € BV (€2) nemuze oscilovat az k 012, zvolime-
li systém kompaktnich pomnozin Q; C € C --- takovych, ze Q = J,; 2, pak je
fQ\QJDu’ — 0 a tedy totalni variace u na mensim a mensim okoli hranice jde do
nuly. Aproximace hladkymi funkcemi umoznuje snadno pfenaset zndmé tvrzeni ze So-
bolevovych prostorti nebo prostoru spojitych funkci na BV. Ukazme timto zptusobem
posledni tvrzeni (jen st o konvergenci v L!).

Pro danou {u,} zvolme diky pfedchozimu tvrzeni o aproximaci posloupnost {v,} C

W) tak, ze
/]un—vn| S0, /Dvn] §/]Dun]+1.
Q Q Q

Pak {v,} je omezend ve W11(Q) a protoze W1(Q) je kompaktné vnoteno do L(Q),
méame (vybranim) v, o € LY(Q). Pak

lun — ullpr < lun —vnllpr + [lon —uflpr =0
a tedy puvodni posloupnost (vybrand se stejnymi indexy) konverguje také. (I

Zbyva uvést posledni, ale velice dulezitou véc tykajici se BV funkci — potiebujeme
v gradientu funkce u rozpoznat nepojitosti této funkce, abychom je mohli ve slabé
formulaci MS funkcionalu pouzit jako ndhradu za mnozinu hran I'. Véta o Lebesgueové
rozkladu miry ¥k, ze kazdou vektorovou miru v na borelovskych podmozinach R? lze

napsat jako?
dv  dv
V:VQC+V5, kde@:di;;c

kde p je zvolena nezdpornd mira. Pouzijme tuto vétu na v = Du a u = dx, dostaneme

s Vae < by Vs L p,

Du = Vudx + Dgu.

Je Vu = di?c“ € L' a Dyu L dz, derivace Vu tak byva oznacovana jako piiblizna
derivace u, nebot se dz—skoro véude shoduje s derivaci u ve smyslu W1, O rozkladu
Du lze ukézat jesté vice ([2]), miru Dsu lze dale rozlozit na tzv. ,skokovou“ ¢ést
Ju a ,cantorovskou“ ¢ast C,, vysvétleme. Chceme popsat body, kde funkce u déld
podstatny skok, tedy kde je dr—nezanedbatelné mnozstvi bodu skokové vétsich nez dz—
nezanedbatelné mnoZstvi jinych bodi. Zavedme z toho diivodu horni a doln{ esencidln{

limitu funkce u.
Definice 2.7 Nechf u € Llloc(Q). Rekneme, Ze u je v bodé x € Q) esencidlné nejuyse \
(resp. alesponi A), A € R (znac¢ime u(x) e%S A resp. u(x) e; A), jestlize

. HzeQnB(z,r); u(z) > A}

o B(w,r)] 0
resp.
lim Hz € QN B(xz,7); u(z) < A} o,
r—0+ |B(x,r)|
kde |-| znaci Lebesgueovu miru. Ddle definujme esencidlni horni resp. dolni limitu

(obdlku) funkce u v bodé x znacenou ut(x) resp. u™(x) vatahy

ut(x) = inf {u(:v) < )\},

A
u” (@) = sup {u(x) s A}.

3Vae < 1 znali, e vae je absolutné spojitd vzhledem k p, a vs L p, ze vs je singuldrni k u, dv/du
je Radon—Nikodymova derivace miry.
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Prvni definice fik4, ze mnoztvi bodu, které danou podminku porusuji, musi byt blizkém
okoli dx—zanedbatelné. Druhd definice predstavuje nejmensi (resp. nejvétsi) funkci,
kterd je vétsi (resp. mensi) nez u, predstava je pomérné jasnd. Poznamejme jesté, ze
zievné ut(z) > u~(z). Nyni, je-li u € LY(Q), je skoro kazdy bod z Lebesgueiiv, ve
kterém mj.

u(z) = lim o) u(y)dy,

pak je ut(z) = u™ (z) = u(z). MiZe vsak existovat dz—nulovd mnoZina bodii
Sy={reQ u () <ut(x)}

Je pozoruhodné, ze pro u € BV (Q) je S, (az na H'nulovou mnozinu) sloZena z ¢4st{

spocetné mnoha hladkych kiivek v, jejichz Hasdorffova dimenze je 1, je tak mozné H'—

skoro v8ude definovat normalu n k S,,. Na takové kiivce v je pak derivaci (skok) funkce

u mozné napsat jako
Duly = (ut —u")nH".

Celkové lze ukédzat ([2]), ze pro u € BV () je mozné derivaci Du je rozlozit na

Du = Vudz + (u™ —u")nH|s, +Ch, (2.4)

Ju

pro totdlni variaci |Du| pak plati
Du|(©) :/|Du| =/|Vu\dw+/ (0 —u ndH + |Cul(@). (2.5
Q Q u

Méme tak identifikované skoky funkce u (coz jsou kandidati na hrany T' v MS seg-
mentaci) jako mnozinu S,,. Zbyva nam podivat se na miru C,,. To je tzv. cantorovksa
¢ast derivace Du, je C, L dzr a lze ukédzat, ze Cy,(U) = 0 pro vSechny U takové, ze
H1(U) < co. Nosi¢ miry C,, mé4 tak Hausdorffovu dimenzi striktné mezi 1 a 2. Zndmym
piikladem je v 1D tzv. Cantorova funkce, ktera je spojitd s dz—skoro vsude nulovou
derivaci, pfesto ma totalni variaci 1 na intervalu (0, 1). Derivace takové funkce je prave
Cy, s nosicem na dzr—nulové cantorovské mnoziné.

Vratme se nyni k ptivodnimu otézce — zkonstruovat slabou formulaci MS problému.
Je ziejmé, ze prostor BV je (téméf) pfesné to, co potiebujeme, mnozinu hran I' na-
hradime mnozinou skoku S, ziskdme tak funkciondl F'(u), u kterého jiz existence feseni
vypada slibné. Jediny problém, ktery vSak musime odstranit, je pravé C,. Prostor BV
obsahuje patologické funkce (vice informaci v [3]), jejichz derivace Du = C,, je tedy
Vu=0a S, = 0. Pro takovou funkci je MS funkciondl

E(u,I' = 8,%) = /(u —ug)? > inf E(u,T).
Q

Protoze vsak takové funkce jsou v L?(2) husté, muzeme jit s integrdlem do nuly a
dostaneme inf E(u, ') = 0, pficemz zadné z téchto pfipadnych trividlnich Feseni nés
nezajimd, nebot je dz—skoro vsude konstantni a neobsahuje zddné hrany. Jinymi slovy
lze Tici, ze E neni na BV koercivni, nekontroluje plné normu u, a tak hodnota E(u, S,,)
muze byt libovolné nizkd, zatimco |u||py — oo. Nezbyva, nez po vzoru [16] takové
funkce z definiéniho oboru MS funkcionélu vyloucit.

Definice 2.8 Prostor specidlnich funkci s koneénou variaci, SBV, definujeme
SBV () ={u € BV (Q); Cy = 0}.
Tento prostor (podprostor BV') je konec¢né ten spravny, muzeme se tak vratit k otazce

existence feseni MS segmentace.
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Slaba formulace

Idea je nyni zfejm4, misto u € WH2(Q2) zvolime v € SBV () a mnozinu hran ' na-
hradime mnozinou skoku 5, kompaktnost a polospojitost, kterou se nepovedlo ukazat
u mnozin, se pokusime ukazat pro funkce. Napisme tedy slabou formulaci.

Definice 2.9 (Slaba formulace MS segmentace) Pro dané uy € L>®(Q2) najdéme
u € SBV(Q) minimalizujici F(u) na této mnoziné, kde

F(u) = /Q(u —up)?dx + B /Q\Vu]de +aH' (S,). (WMS)

Existenci slabého feseni problémtu MS—typu se zabyval L. Ambrosio v roce 1989, syntézou
jeho praci [2, 4] a aplikaci vysledku relevantnich pro MS funkcional (WMS) muzeme
zformulovat nasledujici vétu.

Véta 2.10 Necht {u,} C SBV(Q) s ||unlleo < C, kterd spliuge
/ Vi, |* +HY(S,,) < C. (2.6)
Q

Pak existuje {uy, } kterd ve smyslu miry (tzn. mj. pro s.v. x) konverguje k u € SBV ()
s lulleo < C, ddle Vuy, %) Vu. Navic lim infy Hl(Sunk) > H(S,).

Dikaz (Odkazem) Konvergence u,, — u (tzv. kompaktnost SBV') ve smyslu miry,
ze které muzeme vybrat posloupnost konvergujici dx—skoro vsude, a slaba konvergence
priblizné derivace je ukézana v [2], véta 2.1. Pfedpoklady jsou splnény diky (2.6),
pripomenme, ze pracujeme s €2 omezenou. Jiny dukaz je mozné nalézt napt. v [1], kde
je mj. formulovano, ze také skokova ¢ast derivace S, slabé* konverguje k J,, v prostoru
mer.

Polospojitost pro odpovidajici konvergenci je v obecnéjsi podobé ukézdna v [4], véta
3.3. Predpoklady jsou pro 2 omezenou splnény diky jednoduchému tvaru integralu pres
Sy O

Pro doplnéni polospojitosti ddle uvedme vysledek z [20], podle kterého je
/(u —up)? + |Vul?dx < limkinf/(unk —up)? + |V, |*dz, (2.7)
Q Q

nebot integrand je spojity, navic konvexni v Vu. Pfistupme tak ke slabé existenéni
vete.
Véta 2.11 Necht Q C R? oteviend a omezend, ug € L>¥(Q) ddno. Pak existuje aspori
jedno u € SBV(Q) s ||ulloo < |Juolloo takové, Ze
F(u) = inf F(v),
(u) sonbo) (v)
tedy u je resent problému 2.9.

Dukaz Pro u = 0 je F(u) < oo a tedy problém mé smysl. Necht {u,} C SBV(Q)
ji minimalizujici posloupnost F. Muzeme predpokladat, ze ||un||cc < ||to|loo, protoze
polozime-li
[uolloe un(z) > [[uolloc,
un(®) = 4 =lluollee  un(z) < —[ltolloo,
ug () jinak,

je up, € SBV(Q)NL>®(Q) a F(u,) < F(uy,). Dale, protoze F(u,) < C, musi byt nutné
splnénéna podminka (2.6). Véta 2.10 ndm ddva existenci limity u € SBV(Q) N L>®(Q),
navic spolu s (2.7) dostavame polospojitost F'(u) < liminf F'(u,). Pfimd metoda va-
riacniho poc¢tu nastinénd na zacatku této ¢asti nam dava existenci reSeni. O
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Jinou moznosti jak dosdhnout kompaktnosti minimalizujici posloupnosti je vyuzit kom-
paktnost BV (Q) (véta 2.6, ¢ast 5) pro {u,} omezenou v BV (Q) a ukdzat, ze ve
skute¢nosti u € SBV (). Tento postup pouzil De Giorgi v [17].

Silna existence

Podobnym zpusobem jako v piredchozi ¢ésti zmapujeme dukaz silné existence MS
problému 2.3. Ozna¢me hodnoty infim silné resp. slabé verze MS funkciondlu Mgirong
resp. Myeak- V [4] a [17] jsou jinym zpusobem ukézana tvrzeni, kterd lze shrnout
nasledujici vétou.

Véta 2.12 Necht T' C Q uzaviend v Q s HY(T') < oo, necht ddle u € WH2(Q\ T) N
L>(Q). Paku e SBV(Q) a S, CTUK kde H'(K) = 0.

Kazdé pripadné silné feSeni je tak kadidatem na slabé feseni, takze zjevné plati
Mweak < Mstrong-

Mgjme nyn{ @ minimalizujici F'. Pro minimalizaci E(u,T') se nabiz{ vzit u = u|o\r (pak
ziejmé u € WH2(Q\I)NL>(Q2)) al = S (uzdveér v Q), éimz bychom dokézali opaénou
nerovnost. Problém je v tom, ze ackoliv H'(Sz) < oo, neni zaruéeno, ze H!(S5%?) < oo
a je tak mozné pouzit tuto mnozinu jako I'. Podivejme se na protipiiklad.

Méjme Q = (0,1)%, ozna¢me {z,} C Q posloupnost viech bodi s racionalnimi
souradnicemi v libovolném pofadi. Déle méjme klesajici posloupnost cisel {r,} C
(0,00), n € N takovou, ze ), r, < co. Ozna¢me C,, kruznici v bodé x,, o polomeéru ,
a B, kumulované sjednoceni téchto kruznic

Ch={xeQ |z -z, =rn}

n
B,=|]JCi, B= lim B,.
1=1

n—o0

Pak ze o—aditivity miry mame
H'(B) =limH'(By,) = Y 27r; < o0
n

n
(kazdé dvé kruznice se mohou protnout nejvyse ve dvou bodech, coz je H! nulova
mnozina). Protoze B je zjevné v  hustd, mame B9 = Q a tedy H!(B®) = cc.

Pro ptrechod od slabého feseni k silnému je tak tieba jesté ukazat regularitu Sz

v tom smyslu, ze hustota H' miry musi byt dostatecné lokalizovand a rovnomérné

rozlozend podél Sz a nemuze tak byt ptilis roztrousend v 2D oblasti. Muzeme uvést
vysledek z [17], odkud tak pochézi prvni dukaz silné existence.

Véta 2.13 ([17]) Necht uw € SBV(Q) je slabé reseni 2.9. Pak
H (S22 \ Sz) = 0.

Je tedy i kazdé slabé feSeni kandiddt na silné, dostdvame Mgirong = Myeak @ existence
silného feSeni je dokazana.
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Diferencialni charakterizace minima

Podivejme se na rovnice, jaké spliuje feseni (u,I') minimalizace F (Euler-Lagrangeovu
rovnici funkciondlu). Standardné budeme postupovat fixovdnim jednoho argumentu (u
resp. I') a vypoctem derivace podle druhého, abychom dostali podminky pro jednotlivé
proménné. Vyslovme najednou vysledek této ¢asti v podobné nésledujici véty. Dukaz
podminky na I' provedeme pro nazornost s predpokladem jednoduché geometrie seg-
mentace, se stejnymi argumenty lze v8ak provést dukaz obecného piipadu.

Véta 2.14 Necht (u,T) je Feseni minimalizace E, necht T' indukuje déleni Q podle
(2.1). Predpoklddejme navic, Ze u € C1(;) a T je slozena z CYt jednoduchych krivek,
které se protinaji nejugse v koncovych bodech. Pak je splnéno (alespori ve smyslu dis-
tribuci)

u— BAu = ug na kazdé Q;, g;i =0 na 09, (2.8)
e(ul) — e(u®) + acurvy; = 0 na kazdé ~;, (2.9)

kde e(u) = (u — uo)? + B|Vul? je hustota energie segmentace, u” resp. uf jsou stopy

u na levé resp. pravé strané ~y; vzhledem k libovolné parametrizaci a curv-y; oznacuje
krivost ~y; poéitanou vzhledem ke stejné parametrizaci vztahem

T “Y O ) = o), um). (210)

(w’(p)2 + y’(p)Q) ’

Jak uvidime v dalsi ¢ésti, predpoklady na regularitu u a I' nejsou piehnané a ackoliv
nelze piimo fici, ze jsou splnény pro kazdé feSeni, lze s nimi do zna¢né miry pocitat.

curv 4(p) =

Dikaz Ukazme rovnici (2.8) pro libovolnou §2; ¢ést déleni 2. Vezméme libovolné
v e WH2(€;) a h € R, pak dosazenim dostdvame

E(u+ hv) — E(u) = / 2hv(u — ug) + 2hBVu - Vo + h?v? + h2B|Vu|?dz.
Q;
Vydélenim h a pirechodem k limité h — 0 dostavame integralni rovnici
/ (u — up)vdx + ,8/ Vu-Vudr =0 VYo Wh2(Q;) (2.11)

Tato rovnice je jiz slabou verzi (2.8). Uvazujeme-li nyni feSeni dostateéné hladké, do-
staneme integraci per—partes ve druhém ¢lenu

/ (u —uy — fAu)vdz + %v =0 Vo
Q;

a0, On
Vhodnou volbou v s nosiéem uvniti 2; v malém okoli libovolného bodu a standardni
argumentaci dostdvame rovnici (2.8), naopak volbou v nenulovou okolo libovolného
bodu na 0f2; dostaneme Neumannovu okrajovou podminku v (2.8).

Dikaz (2.9) je delsi, proved me ho pro ndzornost s jednoduchou geometrif T, ackoliv
stejnym zpusobem je mozné postupovat v piipadé obecné geometrie. Plny dikaz je
mozné nalézt v [25].

Predpoklddejme, ze I' je slozeno z jediné jedoduché uzaviené C? kiivky? «, coz
odpovidé situaci, ze na obrazku je jediny objekt s hladkou hranici. Oblast 2 je tak

4Pro C*' kiivku je argumetnace stejnd s tfm, ze kiivost curv~y je nespojitd, existuje vsak skoro
vsude.
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ve smyslu definice déleni 2.1 rozdélena na pravé dvé podmnoziny — vnitfek kiivky
a vnéjsek kiivky 7, oznacme je Qr a Qp. Uvazujme nyni pohyb této kiivky s (eulo-
rovskym) rychlostnim polem v(z,t) (resp. pohyb bodu v , ale zajimavy je pro nés
jen na kiivee ), oznac¢me y(t), Q27(t), Qg (t) jednotlivé mnoziny v ¢ase t. Protoze feseni
u je na jednotlivych Q resp. Qg déno jednoznacné (viz déle), muzeme oznacit jeho
hodnotu uy(z,t) resp. ug(z,t). Nelze totiz uvazovat zménu I' pii u pevném, jak se to
obvykle dél4, nebot u je zavislé na déleni © daném I, pii zméné I" neni typicky ani
u € WH2(Q\T'). Nakonec ozna¢me E(t) hodnotu funkcionalu v ¢ase t, tedy

E(t) = /Q\’y(t) ((u(x,t) - u0)2 + B|Vu(x,t)]2)dx + aL(t) ds.

Rozdélenim integrace na €y a Qp muzeme psét
2 2
E(t) = / ( )((uj(x,t) ~ o) + BV (x, 1)) d
Qr(t

+/ ((uE(x,t)—u0)2+ﬁ|VuE(x,t)]2)dx+a/ ds.
Qg(t) v(t)
Nyni nés zajimé FE’(t), coz predstavuje derivaci E(u,I') podle T'. Protoze integra¢ni
oblasti jsou zavislé na ¢ase t, udélejme malou vsuvku a uvedme dva vysledky z in-
tegralniho poctu.

Na derivaci prvnich dvou ¢lenu se vztahuje tzv. véta o transportu (dukaz je pomérné
technicky, viz napf. [15]), podle které

/F:vtd:c— / @F(:c t)—I—dlv(Fv)) do = / %f(x,t)d“ / Fla, v n

U(t) U(t) aU(t)

Pro derivaci druhého ¢lenu (coz je zména délky kiivky pii zméné jejiho obrazu)

plati
4 ds = —/ curvy(t)v - nds. (2.12)
dt Jy A1)

Odvozeni této identity odlozime na konec dukazu.

Pokracujme tak v dukazu tpravami E’(t). Abychom zapocetli vSechny povrchové
¢leny se spravnym znaménkem, udélejme konvenci, ze kiivka je parametrizovana proti
sméru hodinovych rucicek (vzhledem k tomuto sméru je pocitana jeji kiivost), jeji jed-
notkovy normélovy vektor n sméfuje dovniti 27. Aplikaci vySe uvedenych vét dostavame

8’11,[

B :2/ (uy — ) 2L d:z:—/ (uy — )% - m
0 ot 0

Ouy
+ 20 Vur -V ( )d;v—ﬂ |Vur*v-n
(1) ot A1)

+2/ (uE—uo)a d:c+/ (up —up)*v -m
(1) ot 0

+2p VuE'V<8uE>d +5/ |Vug|?v-n
Qp(t) 9

- a/ curvy(t)v - nds,
()

kde jsme vyuzili, Ze muZeme poloZit v = 0 v okoli 912, nebot nds zajima jen pohyb
k¥ivky . Greenova véta dédle dava

¢ o9 (1)

Qr(t) 8t Q;r(t) 0 61& 811
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kde je mozné vyuzit rovnice a okrajové podminky (2.8), ¢imz dostavame

oury Our
203 VuI-V<> dx:—Z/ ur — ug) ——dx.
Qr(t) ot QI(t)( 0) ot

Totéz lze napsat pro ug. Tyto ¢leny jiz ve vztahu pro E’(t) mdme s opaénym znaménkem,
po vyrusSeni ndm zbyde

E'(t) = — /v(t) ((UI —up)® + 5|VU1|2)’0 n

+/ ((uE—uo)2+B|VuE2>v-n—a/ curvy(t)v - n,
v(t)

7()

s pfipomenutim definice e(u) ze znéni véty muzeme napsat
E'(t) = / (—e(ul) + e(ug) — acurv 'y(t))'v ‘n.
v(t)

Protoze (u,I' = ) je FeSen{ minimalizace, je nutné E’(0) = 0, a protoze rychlostni pole
v(z,t) je libovolné, dostdvame konecné

e(ur) —e(ug) + acurvy =0 na 7.

Zbyva ukézat vztah (2.12). Nejprve uvedme par zakladnich pojmu. Mé&jme para-
metrizaci hladké kiivky c(p) = (z1(p), z2(p)), p € [a,b]. Pro délku kiivky plati

b
Lz/w@wm

namisto parametrizace p tak muZeme pouzit parametrizaci délkou od zac¢atku parame-
trem s € [0, L], kde

amzlﬁwmw,

je pak
o 1 0
9s  |d(p)| Op’
Daéle ozna¢me t jednotkovy teény vektor a m jednotkovy normadlovy vektor dané
vztahy

formalne ds = |c/(p)|dp.

— d(s) = Cl(p)
b= = G
N = (~24(p), (). n:@,".

Takto definovany normélovy vektor smétuje vlevo vzhledem k obihani kiivky (napiiklad
pii parametrizaci kruhu proti sméru hodinovych ruciéek miii n do stfedu kruhu). Na-
konec oznatme c vektor kiivosti, ktery predstavuje zménu tecného vektoru, tedy

ot 0% 1 0 < d(p) )
C= — = — = R — .
9s  9s> | (p)|dp \|¢(p)|
Lze ukazat (a intuitivné je docela dobfe predstavitelné), ze vektor kiivosti je kolinedrni
s normélovym vektorem. Konstantu imeérnosti oznac¢me k(s) resp. k(p) a vztah zapisme
1 0 < d(p)

[¢(p)| 9p \|¢(p)]

c=kn

) = konio). (213)
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Konstanta tmeérnosti k se nazyva kiivost, v dukazu vySe pro ndzornost oznacovéana
curv ¢. Takto definovand ktivost je tedy kladnd, pokud kfivka ,zataci doleva® a zdporna,
pokud kiivka ,zataci doprava® (pii parametrizaci kruhu pro sméru hodinovych rucicek
je k(p) > 0, proti sméru hodinovych rucicek je k(p) < 0).

Nyni muzeme piistoupit k odvozeni (2.12). Uvazujme v souladu s geometrii pouzitou
v dukazu uzavienou kiivku, tedy c(a) = ¢(b). Aby se normélovy vektor této kiivky
svou orientaci shodoval s konvenci pouzitou v dikazu, je tieba kiivku parametrizo-
vat proti sméru hodinovych rucicek. Uvazujme ¢asovou zménu délky kiivky (pro vétsi
prehlednost budeme skaldrni souc¢in zapisovat jako a - b = (a, b))

0= [as=4 [Www=[ &1l
p’ tp
/dt <c dp / dp.

Derivaci a integral je mozno bez problému piehodit pro ¢ € C?[a,b]. Nyni provedeme
per—partes pro piehozeni derivace podle p, dostaneme (pfipomenme, ze c(a) = c(b),
takze vypadne povrchovy ¢len)

b / /
0= [ G () 5) == [ ¥ (etar (Cfp))’a?dp
o \0p \|¢(p)] ()l op \I¢'(0)] )" ot
Dosadime za prvnf ¢len soucinu ze vztahu (2.13), ddle si uvédomime, ze ¢ 7 je rychlostni
pole v, dostavame tak hledany vztah

ds = / p)n, v)|d (p)|dp = —/curvc(s)v - nds.

Jako disledek véty 2.14 muzeme uvést nésledujici vétu.

Véta 2.15 Necht T' a jim urcené déleni oblasti 2 podle (2.1) je pevné ddno. Pak pro
kazdé ug € L>®(Q)° existuje prdve jedno u € WH2(Q;) Vi resend minimalizace E(u,T).

Dukaz 7 prvni ¢éésti dukazu predchozi véty plyne (rovnice (2.11)), ze na kazdé €; je
u FeSenim eliptického problému

a(u,v) = f(v) Yo e W (),
kde a : WH2(,) x Wh2(Q;) — R a f: WH2(€;) — R jsou bilinedrni resp. linedrni

formy dané vztahy

a(v,w) = /Q (vw + Vo - Vw) dz,

fv) = /Q uov dz.

Je ziejmé, ze pro B > 0 je forma a spojitd a eliptickd (navic dokonce symetrickd) a
f je spojitd na W12(Q) (je ugp € L®(Q) a tedy jeho restrikce je z L>°(£;)), z Lax—
Milgramovy véty (napf. [14]) dostdvame ihned existenci pravé jediného feseni u €

W1’2(Qi). O

BStaci zjevné ug € L*(Q).
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Regularita reseni

V této ¢asti se podivame, jakou hladkost a jiné vlastnosti je mozné o¢ekavat od minima
MS funkcionélu E, tedy funkce u a mnoziny hran I'. Situace je zde pikantni v tom, ze
pro odhad globalni regularity funkce u je potfeba mit zaruc¢enou dostatecnou hladkost
hranice, tedy v tomto ptripadé ¢asti I', naopak pro charakterizace regularity a geometrie
I' je potieba uvazovat funkci u na okoli I' a mit zarucenou urcitou jeji regularitu, mj.
omezenost funkce a jejich derivaci.

Otézka regularity u byla dobfe adresovana v puvodnim ¢ldnku [25], kde jsou apli-
kovany obecné vysledky z [18]. Naopak regularita I' v puvodnim ¢ldnku analyzovdna
nebyla, ale s predpokladem dostateéné regularity (pfiblizné — I' se musi sklddat z
kone¢né mnoha hladkych kiivek) byly ukdzany zajimavé dusledky pro geometrii hran.
V dalsich letech se touto otdzkou zabyvalo nékolik matematiki (za vyznamnou muzeme
povazovat napiiklad praci A. Bonneta [6], kde je dosazeno podobnych vysledku se
slabsimi predpoklady). Lze Fici, ze plnd otdzka regularity a geometrie I bez apriornich
piedpokladii (tzn. ¢isté z faktu, ze u € W12 a HY(T') < co je minimum E) nebyla dosud
plné uspokojivé vyresena.

Regularita funkce u

Podivejme se nejprve, co lze tici o funkei u restringované na jednotlivé souvislé oblasti
Q; (v této ¢asti budeme psit jen €2 a jsou tim mysleny vSechny ; ze vzniklé segmentace,
nebot celd oblast v puvodnim chdpéni zde nehraje roli). Vime (viz prvni ¢ést dikazu
véty 2.14 a vétu 2.15), ze u € W12(Q) je fesenfm rovnice

0
u— AU = ug na €, X 0na 09, (2.14)
on
resp. slabé verze
/ (uv + BVu - Vv)d:v = / upvdr Yo € WH(Q). (2.15)
Q Q

Pro fegeni eliptickych problému na hladkych oblastech je zndm odhad regularity feseni,
uvedme jej ve formé véty (viz napi. [18]).

Véta 2.16 Necht Q C R? omezend oteviend, 02 € CY1 a u je fesend problému (2.15)
s ug € L®(Q). Pak u € W?P(Q), Vp < oo. Disledek — u € C15(Q), s < 1 ze
Sobolevovijch nerovnosti.

Z tohoto faktu muzeme vyjit pro analyzu regularity funkce v na nehladkych oblas-
tech Q; které mohou byt fesenim minimalizace F(u,I"). Vysledky shriime pfehledné do
nasledujici véty.

Véta 2.17 Necht je Q C R? oteviend omezend, u je vesenim (2.15). Pak plati ndsle-
dujict tvrzend.

1. ue V[/lzof(Q), Vp < 0o (tzn. u € W2P(U) pro U C Q), specidlné u € C13(U), s <
1. Rovnici (2.14) je splnéna skoro viude v §Q.

2. Pro skoro vSechna x € Q je mingug < u(r) < maxgug, specidlné u € L™(Q),
|ul|poe < JJug||pee (Mminimum a mazimum lze uwvazovat esencidlni).

3. Je-li P bod na hladké ¢dsti OS2, neboli pro néjaké jeho okoli U plati 9QNU € C1,
paku e CHQNU) a %(P) = 0.
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4. Necht je P bod konvexniho rohu na hranici, neboli O se lokdiné sklddd ze dvou
CYl krivek které se spojuji v bodé P, pricemZ pro vnitini thel o mezi jejich
te¢nami v bodé P plati 0 < o < w. Paku € CY(QNU) pro néjaké okoli U bodu P
a Vu(P) =0.

5. Necht P je bod nekonvexniho rohu na hranici, neboli pro vihel o z predchozi polozky
plati m < o < 2. Toto se tykd i situace, kdy bod P je na konci jediné C*' krivky,
kterd v ném konci. Pak u md v poldrnich soutadnicich (r,0) se stiedem v bodé P
tvar

u(r,0) = cra sin (E(H — 90)> +u(r,0),
!
kde . € C' a ¢, 8y jsou vhodné konstanty. Speciding, % — o0 pror — 0+.

Tvrzeni véty neni zcela vycerpavajici, nezahrnuje naptiklad situaci, kdy kiivka horsi nez
CH! konéf v bodu P (coz je mozné feseni MS segmentace, [25] Appendix A.I ¢dstecné
adresuje tento piipad).

Ditkaz (Céstecny, pro obecné véty tykajici se regularity viz [18], konkrétni aplikace
na MS problém je v [25], Appendix A). Ukazme tvrzeni 1. Oblast 2 muzeme vlozit do
vetsi oblasti Qg s hladkou hranici, na této oblasti fesime (2.15), ozna¢me up FeSeni.
Pak podle 2.16 je ug € W2P(QR), p < co. Na  je viak

/ o(u—ur)+ pVeV(u—ur) =0 Vye WOI’Q(Q),
0

(neboli (u—ug) —BA(u—ug) = 0). Je zndmo, ze FeSeni u—up takového problému (mj.
vlastni funkce operatoru A) je tiidy C* na okoli kazdého bodu z Q (napt. [14], 6.3.1
Theorem 3). Mé&me nyni mnozinu U takovou, ze U C Q, pak je u —ugr € C*®(U), ugr €
W2P(U) a tedy nutné i u € W2P(U), z éehoz dale plyne u € C%*(U) ze Sobolevovych
nerovnosti. Z (2.15) a faktu, ze Au € LP mame Greenovou vétou, ze (2.14) je splnéno
skoro vsude.

Tvrzeni 2 jsme jiz v jiné podobé vyuzili v ¢asti o existenci feSeni, jedna se o jed-
noduché pozorovani, pojdme si ho vsak ukézat. Funkce u, kterd fesi (2.15), zaroven
minimalizuje funkcional

Glu) = /Q<(u ~ )2 + | Vul? ) d,

to je vidét z véty 2.14 kde je rovnice (2.15) odvozena. Mé&jme Feseni u, polozme

u(z) ming ug < u(x) < maxg uy,
(x) = ¢ mingup u(z) < ming u,

maxqup u(zr) > maxq ug

(minimum a maximum lze brat esencidln{). Funkce 4 pak spliuje tvrzeni véty. Je vsak
skoro vsude bud @(x) = u(x) nebo Vi(zr) = 0, takze

/yvaF < /|Vu|2.
Q Q

Taktéz je skoro vsude | — ug| < |u — up|, musi tedy nutné byt G(a) < G(u), coz
znamend ze 4 = u z jednoznac¢nosti minima.

Podivejme se, jak lze ukazat tvrzeni 3. Méjme P jak bylo urceno, ozna¢me Up C €2
otevienou mnozinu s C'™! hranici, jejiz hranice je shodnd s hranici Q na okoli bodu
P. Chceme ukéazat, ze u € C! na této mnoziné, k tomu vyuzijeme vysledek z [18],
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Proposition 2.5.2.3 (struéné: jde o analogii 2.16, je-li u fesenim eliptické rovnice s pravou
stranou v LP a splnuje v néjakém slabsim smyslu Neumannovu okrajovou podminku,
pak u € W?2P). Protoze véak u okrajovou podminku (na OUp ktera neni spoleéns s 952)
nespliiuje, prenasobime ji vhodnou funkci, aby tak byla okrajova podminka splnéna.
Meéjme pro tento tcel hladkou funkci ¢ takovou, ze ¢ = 1 na okoli bodu P, ¢ = 0 na
oUp \ (02N 0Up) a Op/dn = 0 na dUp. Polozme u = pu, pak plati (rozderivovanim)

BATL — 1 = fulrp +28Vu -V —ugp € L*(Up),

nebot u € W2(Up), tedy Vu € L?(Up). Navic 4 spliiuje Neumannovu podminku na
OUp ve smyslu

PYAT = / aAy Y € W2(Up), o _ 0 na OUp.
Up Up 0n
Ukazme.
_ _ ou _
/ Ay = — Vu-Vip=— V-—— + YA,
Up Up aUp on Up

Chceme ukazat, ze povrchovy integral na pravé strané je nulovy. Rozdélme integraci na
spole¢nou a samostatnou ¢dst hranice OUp vzhledem k 0Q. Pak mame (rozderivovanim)

ot / < ou 8(,0) / ( ou 3@0)
== Zotutt) + Zotul),
/BUP Yon OUpA0 Y\an? "on OUp\o Y\ an? " "on

kde posledni 3 ¢leny vypadnou, protoze vzdy ¢ nebo jeho derivace jsou nulové, a prvni
¢len vypadne proto, Ze u je feSenim (2.15). Z [18] pak dostavame u € W22(Up). Protoze
v tom pifpadé Vi = Vuyp + uVe € WH2(Up) C LP(Up), p < oo, musi byt Vu €
LP(Up). Cely proces tak muzeme zopakovat s tim, ze nyni Au — u € LP(U,), takze
[18] davd u € W2P(Up). Protoze na okoli P je @ = u, je tedy nutné u € W?2P ze
Sobolevovych nerovnosti ddle u € C1(Q) (restringovdno na okoli P) a Neumannova
podminka je tim splnéna silné.

Pro dukazy zbyvajicich tvrzeni odkdzeme na [25], Appendix A.F-H. Princip je v
obou pifpadech takovy, ze se zkonstruuje C1! difeomorfyzmus, ktery situaci na hra-
nici ) prenese do jiné vhodné geometrie, ve které se pak fesi jiny elipticky problém s
proménnymi koeficienty. Vysledky z [18] pro tento problém se pak pfenesou zpét na
puvodni oblast. O

Regularita a geometrie mnoziny hran I'

Se znalosti chovani funkce w uvniti a na hranici oblasti €2 je mozné néco fici o geometrii
hran I'. V ¢ldnku [25] je ukdzdna nésledujici véta.

Véta 2.18 Necht (u,) je Fesenim minimalizace E takové, ze T se sklddd z konecéného
poctu jednoduchijch CY1 krivek ~y;, které se protinaji nejvijie ve svijch koncovyjch bodech.
Pak koncové body téchto krivek (tzn. ,vrcholy“ T') maji pravé jednu z ndsledujicich
podob:

e bod, ve kterém ~; vede na 9 pod tihlem /2,
e bod, ve kterém se schdzi pravé tri krivky ~y; pod dhlem 27/3 a

e bod, ve kterém jedind v; konci a Zadnou dalsi krivku neprotind.
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Neni tak mozné, aby naptiklad dvé kiivky sviraly pravy thel nebo aby se protinaly
¢tyti a vice kiivek. Je-li tak na obraze ug pfedmét s ostrym rohem tak bude, v malém
okoli tohoto rohu, nutné vysegmentovan Spatné (coz vsak vzhledem k celkové pienosti
segmentace nebyva v praktickych aplikacich problém). Zduraznéme, ze véta vychézi z
predpokladu, ze I' se sklada z konectného poctu hladkych kiivek, coz vSak nelze apriori
predpokladat.

Myslenka dukazu je takové, ze uvazujeme feseni (u,I") na malém okoli bodu P, kde
néjaka z kiivek ; konéi. Nyni v bodé P postupné uvazujeme jednotlivé situace, které
odporuji tvrzeni, tedy

e 7z bodu P vychézi dvé kiivky pod jinym thelm nez 7,
e P je na 0f) a thel mezi v; a 9€ ji jiny nez ,

e tii kiivky koné¢i v P a tii takto vzniklé thly mezi sousednimi kiivkami nejsou
shodné,

e v bodé P zacinaji ¢tyfi nebo vice kiivek, v ném dvé ktivky tvoii ,hrot“, tedy
sviraji vzajemny thel 0.

Pro kazdou z téchto situaci 1ze ukdzat, ze je mozné zkonstruovat (u', "), které se shoduje
s (u,I') mimo okolf bodu P a takové, ze na okoli bodu P je segmentacni energie (u',T")
mens{ nez (u,I'), nutné je tak E(v/,I") < E(u,T'), coz je spor. Plny dikaz je mozné
nalézt v [25], podrobnéji shrnuty nastin dukazu je uveden v [5].

Déle je tedy tieba ukazat, ze mnozina hran I', kterd minimalizuje F, spliiuje pied-
poklady této véty, aby bylo mozné ji uzit. Dobrym vychodiskem je fakt, ze S, jako
mnozina hran slabého feseni, se skldd4 (az na H'-nulovou mnozinu) z éasti C! kiivek,
pro regularitu I' v pozadavcich véty to vS8ak nestaci. Tato otdzka je pravdépodobné
nejobtizngjsi ¢asti teorie MS segmentace a neni dosud plné zodpovézena. Dobré zma-
povéani{ postupti a dosazenych vysledki je v [24], uvedme zde jeden z hlavnich vysledki
A.Bonneta [6], ktery lze vdgné formulovat takto: Je-li omezen pocet komponent I', pak
kazd3 izolovana komponenta spliiuje tvrzeni véty 2.18, navic I' je C1! H!-skoro viude.

Jednoznacnost resSeni

Podivejme se nyni, na otdzku jednozna¢nosti feSeni minimalizace MS funkcionédlu. To
lze vyfesit pomérné snadno, protoze minimalizace bohuzel obecné jednozna¢nd neni.
Konkrétnéji — pro danou mnozinu hran I' je regularni aproximace u na jednotlivych
(2; jednoznac¢na (viz 2.15) a dana rovnici (2.8), mohou vSak existovat dvé ruzné mnoziny
I',I'y a jim odpovidajici funkce u1, us tak, ze

E(up,T1) = E(ug,Ty) = IginE(u, ).
To je Spatné zprava z hlediska segmentace obrazu, protoze ta je ddna pravé mmnozinou
hran I a znamen4 to tedy, ze pro jeden obraz muze existovat vice optimalnich segmen-
taci.

Podivejme se na konkrétni ptiklad nejednoznaéného feseni v jednodimenzionalnim
pripadé (protipiiklad zalozeny na naprosto stejném principu lze ukézat i ve 2D, diskuze
moznych Feseni je vSak ndroénéjsi, ddme tak piednost nazornosti). Oznaéme H(-)
pocitaci miru a budeme pracovat s jednodimenzionalnim MS modelem

E(u,T) :/Q(u—uo)2+5 Q\F|u'|2—|—ofH0(F), we WQ\T), HOT) < oo,
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(mnozina nespojitosti u je nyni reprezentovana koneéné mnoha body, jinak je situace
naprosto stejnéd jako ve 2D pifpadé). Necht Q = (0,2) a m&jme vstupni obraz

0 z<1,
uo(x,y)z 1 z>1

Podivejme se, jaké mohou byt minimalizace £ na tomto vstupnim obrazu. Nejprve
necht H°(T'1) > 0, pak HO(T'1) > 1 a tedy

E(u,T) > aH(T') > o

Pro
Ul = Uy naQ\Fl, Flz{l}

je E(u1,T1) = a, ¢imz je spodni meze dosazeno.
Necht je nyni HO(T'2) = 0, tedy I's = (. Nutné pak existuje (opét viz 2.15) feseni
ug problému min,, E(u, ) = E(ug, (). Zvolime-li nyni o = E(ug, ) tak pro up mame

E(up,T'1) = a = E(uy,T'9) = rginE(u, r),
neboli dvé rizné minimalizace funkciondlu F a tedy dvé ruzné optimalni segmentace
obrazu ug.

Funkciondl E obsahuje regularizacn{ élen [|Vu|? a z piikladu je vidét, ze ,Spatné*
rozdéleni obrazu, funkciondl z energetického hlediska vykompenzuje dobrou hladkou
aproximaci. V dalsf ¢ésti zavedeme zjednoduseny funkcional EC, ktery aproximuje po
castech konstantnimi funkcemi, coz staci, pokud nés zajima pouze segmentace. Mohlo
by se zdat, ze v tom piipadé jiz probém s nejednoznacnosti nenastane. Na stejném
piikladu je vsak vidét, ze zde je situace naprosto stejnd. Pro I's = () je minimalizaci
ug = 1/2, pak je E(ug,I'2) = 1/2 a tedy pro @ = 1/2 méme stejnou nejednozna¢nost
feSeni.

V obou pripadech nejednoznac¢nost sice existuje, ale jen pro konkrétni volbu para-
metri, je tak ze statistického hlediska velice nepravdépodobnd. Koeficient o predstavuje
skdlovy parametr, ktery urcuje, zda chceme segmentaci malych (nizké o)) nebo velkych
(vysoké «) objektu, vzhledem k velikosti obrézku, je tak pomérné pfirozené, ze pro
dany obrazek existuje mezni hodnota, pro kterou jsou si dvé segmentace energeticky
ekvivalentni.

Obrézek 2.1: Vstupni obrazek a dvé mozné energeticky ekvivalentni segmentace okoli
prostiedniho bodu.

Lze vsak ukézat i situace, kdy nejednoznacnost spojend s koeficientem « neni,

konkrétné I'y # I'a, ale H!(T'y) = H'(T'2). Z &asti o regularité feseni vime (ve smyslu
wje témeér dokdzané“), ze jednotlivé kiivky, ze kterych se skldda I', se mohou protinat
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jen ve trojicich a pod thlem 27 /3. Je-li ve vstupnim obrazu prvek jako na obriazku
2.1, je pak v nejlepsim pfipadé mozna jen nékterd ze segmentaci naznacenych na tomto
obrazku, I' nemuze hrany obrazu kopirovat pfesné. Obrazek tak ilustruje dalsi zdroj
nejednoznacnosti MS segmentace a zaroven jiz zminénou nevyhodu MS modelu — rohy
objektu nemohou byt nikdy vysegmentovany zcela presné. Nejednoznacnost je tak MS
modelu vlastni a je tfeba ji mit na paméti.

Asymptotické verze MS funkcionalu

V posledni ¢4sti této kapitoly se budeme vénovat tfem ruznym limitnim piipadim MS
funkcionalu E. Prakticky ptijde o tii nové funkcionaly, které vzniknou vzdy vynechanim
jednoho ze ¢lenu v E a vhodnou restrikei uvazovaného oboru funkci. TTi takto vzniklé
funkciondly, které jsou vlastné specidlni ptipady F, maji ve zpracovani obrazu svuj
smysl, coz ukazuje na dulezitost MS modelu.

Rekonstrukce obrazu

Nejprve se podivejme na MS funkciondl bez posledniho (délkového) ¢lenu, tedy

B(u,T) = / (w—uolde+5 [ |VuPda.
Q O\l

Protoze délka hran I' neni nijak penalizovdna, je potieba ji pevné stanovit (omezit
tim defini¢ni obor funkciondlu), jinak by nemél smysl. Pfirozenou volbou je T' = (),
neboli aproximovat ug funkci u, ktera je regularni v celé oblasti (2. Zabyvejme se tedy
minimalizaci funkcionalu

ER(u) = /Q<(u —ug)? + B|Vu|2>daz, o € L=(Q), u e WH2(Q) (2.16)

Jednd se tedy o MS funkciondl zcela bez volné mnoziny nespojitosti I'. Z véty 2.14
resp. jejiho dusledku 2.15 vime, ze pro kazdé uy € L°(2) existuje pravé jedno Feseni
u € WhH2(Q), které spliiuje (alespoii jako distribuce a striktné uvniti Q skoro véude)
rovnici a okrajovou podminku (2.8), pfipomeneme ji

u — BAu = ug na €, ou = 0 na 99. (2.8)
on

Funkcional E® nem4 pifmé uplatnéni v segmentaci obrazu, ale ve zpracovani obrazu
je zndm jako jeden z nejjednodusSich modelu rekonstrukce obrazu u z pozorovani wug
(odstranéni sumu, inverze rozmazani apod.) v podobé

F(u) = /Q (Rlu] — wo)? + Bo(| V) da,

kde operator R predstavuje poskozeni obrazu (v nasem piipadé identita) a ¢ je vhodnd
regulariza¢n{ funkce (v nasem pifpadé t — ¢2). ReSenf minimalizace tohoto funcionilu
(pro identicky operdtor) je rozmazand (vyhlazend) verze ug (samoziejmeé v zavislosti na
koeficientu 8 a funkci ), lze tedy fici, ze funkciondl zjednodusuje puvodni obraz, coz
je v souladu s MS modelem. Diskuze o tomto funkciondlu v kontextu MS segmentace
mé& smysl ze dvou duvodu. Za prvé si uvédomme, Ze na kazdé souvislé €); ¢dsti délent
Q podle (2.1) se MS funkciondl E chova jako ER, segmentovany obraz tak bude na
jednotlivych €; puvodni obraz vyhlazeny rovnici (2.8). Déle si muzeme uvédomit, ze
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lze spojit rekonstrukéni i segmentacni model do jednoho a napsat tak zobecnény MS
funkcionadl jako

E(u,F):/(R[]—uo da:+ﬁ/ o(|Vu|)dz + aH (T).

Rekli jsme, ze zjednodusené verze MS funkcionélu jsou v uréitém smyslu limitami
jeho plné verze, podivejme s na toto tvrzeni v pifpadé ER. Pokusime se intuitivné
ukéazat, ze funkcional E (resp. jeho fedeni) se blizi ke zjednodusené verzi E® (resp. jeho
feseni) pro parametr o — oo. Uvazujme plny MS funkciondl a jeho zjednodusenou verzi
ve tvarech

E,(u,T) :/Q(u—u0)2da:—i—/Q\F\VuFdx—i-aHl(F),

ER(u) = /Q(u—uo)de—i-/Q]Vu\de.

Necht (uq,Lq) je feseni E,(u,T’) s danym koeficientem « a u je FeSeni zjednoduSené
verze ER®(u). Ozna¢me dale hodnoty minim

E, :Ea(uoura)a ER ER( )

a energii délkového ¢lenu
h(a) = H' (Ta).

Veéta 2.19 Tyto veliciny pak maji ndsledujici vliastnosti
1. E,<FE, Va>0,

2. E, je neklesagici a h(a) je nerostouci v «,
3. h(a) < %R, myj. tak h(a) — 0 pro a — oo.
Diukaz Plati, ze
E, = Eqo(ta,Ts) < Eq(u,0) = ER(u) = EX,
z ¢ehoz plyne 1. Déle je ah(a) < E, < ER, takze

h(a) <

IN

Y

@\gn

ER
o
h(ex

&)

coz dokazuje 3. Zbyva ukazat monotonii
dostaneme

Eal = qu (uauroq) < Eal (uoz2vroc2) = Eoc2 (uaw Fa2) + (Oq - O‘Q)h(a?)v

o ). Méjme ag > aj, pak dosazenim

kde posledni ¢len je zaporny. Tim je dokdzana monotonie E,. Stejnym zpusobem
muzeme napsat
En, < Eq, + (2 — a1)h(aq).

Porovnanim h(aq) a h(az) dostaneme z poslednich dvou nerovnic monotonii A. O

Co nam tato véta tika: Energie segmentace se zhorsuje s rostoucim pozadavkem na
kratkost hran a jakakoliv segmentace s hranami je povazovana za lepsi nez ,,segmentace*
zcela bez hran. Délky hran naopak klesaji ¢im vice jsou penalizovany, limitné dosahuji
nulové hodnoty, neboli I'y, se zmensuje az na H!'-nulovou mnozinu. Z toho lze usoudit,
ze jelikoz

argmin, F,(u, () = argmin, E¥(u),

bude se feseni u, ¢im dal vice blizit asymptotickému feSeni u.
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Po castech konstantni aproximace

Nyni si predstavime funkciondl, ktery je ze segmentac¢niho hlediska velice dulezity a
¢asto pouzivany (piipadné v mirné upravenych verzich), také v této praci se mu budeme
vénovat jesté v pristi kapitole. Podivejme se vSak na néj ze stejného hlediska jako v
predchozim piipadé na ,rekonstrukci“ obrazu. Budeme se zabyvat MS funkcionalem
bez gradientniho ¢lenu, tedy

ECu,T) = /Q(u —ug)?dz + a1 (D).

Stejné jako v predchozim piipadé je potieba omezit definiéni obor tohoto funkciondlu,
aby jeho minimalizace nebyla trivialni. Tentokrat neni nijak penalizovana derivace
feSeni u, které se tak muze libovolné piiblizit k ug — opét je tedy potieba tuto hodnotu
predepsat a prirozené pozadovat, aby

Vu = 0.

Protoze po funkci u pozadujeme regularitu jen mimo hrany na Q \ I' a také MS funk-
cional penalizuje gradient funkce jen na této mnoziné, budeme uvazovat funkce u po
castech konstantni v € s pripustnymi skoky pies I'. Formalné stanovme defini¢ni obor
DC funkciondlu E€ nésledujicim zpusobem: Necht €;, T je déleni oblasti Q podle 2.1,
pak

D¢ = {(u,T), ulg, = u; = konst. Vi, I je uzaviens v Q, H'(I') < oo} .

Vsechny takové funkce jsou piipustné i pro plny MS funkcional, jedna se tak o omezeni
jeho definiéniho oboru. Z hlediska segmentace dava omezeni na po Castech konstantni
funkce prefektni smysl — jestlize nds nezajima zjednoduseni (nebo chceme-li rekon-
strukce) obrazu v rdmci jednotlivych objektu, jako je tomu u plného MS modelu, ale
zajimame se pouze o rozdéleni oblasti €2 na jednotlivé objekty €; a hrany I', tak funk-
ciondl EC nam dévé piesné tuto informaci, ; pak odpovidaji mnozindm, na kterych je
hodnota u konstantni, a I' bodim, na kterych je u nespojité. Z tohoto divodu je této
varianté MS funkcionédlu vénovano mnoho pozornosti.

Podivejme se na funkciondl EC blize. Nejprve uéifime pozorovani, ze funkce u je
pro pevné I jednoza¢né uréena (ve smyslu LP) svymi hodnotami u; na jednotlivych ;.
Protoze druhy ¢len EC na u nezavisi, jsou hodnoty u; dany jen prvnim ¢lenem, ktery

je mozné prepsat
/(u — ug)?dx = Z/ (u; — ug)?dz.

Pro pevné I' je minimalizace tohoto ¢lenu trividlni (nejmensi ¢tverce) — na kazdé €,
musi mit u; hodnotu, kterd se rovnd pruméru ug pies €2;, tedy

1
u; = (uo), = |Q’/Q ug dz.

Funkce u se pak pro dané I' rovna
u = (uo)r = Y (uo)a,1q,. (2.17)
i
Proménné u a I' tak nejsou nezavislé, funkce u je jednoznacné urcena, jamile je znamé

I'. Funkciondl EC tak mfizeme uvazovat jen jako funkci T', které urcuje délenf (Q;,T) a
tim i hodnoty wu;

EC(T) = /Q(<u0)p — up) dz + aH'(T). (2.18)
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Podivejme se nyni na nékteré vlastnosti tohoto funkcionalu v podobném duchu,
jako jsme to udélali s pfedchozim zjednoduSenym modelem. Pokusime se opét ukazat,
ze funkcional EC je limitnim pifpadem plného MS funkcionalu, tentokrét pro 3 — oo.
Ozna¢me plny MS funkciondl (se zduraznénou zavislosti na parametru f3)

Ez(u,I') = /Q(u—uo)2dﬂrz—i—ﬁ/mF \Vu|?dz + H(T),

dale necht (ug,I'g) resp. I' a jim uréené u = (ug)r jsou FeSeni minimalizace Eg resp.
EC, s hodnoty minim
Ep = Eg(ug,T'g), EY=E°(I)

a nakonec oznatme hodnotu gradientniho ¢lenu
s0) = [ |Vusla.
O\T's
Veéta 2.20 Pak je splnéno ndsledujici:
1. BEg < EC, vB>0,
2. Eg je neklesajici a s(B) je nerostouci v 3,
3. s(B) < ETf’ myj. tak s(B) — 0 pro f — oo.

Diukaz Je zcela analogicky k dukazu véty 2.19. Plati

EﬁzEﬁ(uﬁ,rﬁ)gEﬁ(u,r):/Q(u—uo)dew / \Vu|? dz +HN () = EC(T") = EC

O\I' =0
z ¢ehoz plyne 1. Déle je 8s(8) < Eg < E°, tedy
EC
s(ﬁ)SF—)Oproﬁ—M)o,

coz dokazuje 3. Zbyva monotonie Eg a s(f). Méme 51 < 2, pak plati

Eg, = Eg, (up,,I'p,) < Ep, (up,,I'p,)
— [ w0+ By [ [V Pdo + 1 () = By — (B2 = Br)s(8)
“ Aoy R —

¢imz je dokdzdna monotonie Fg. Analogickym postupem lze naopak napsat

Eg, < Eg, + (B2 — B1)s(B1).
Z poslednich dvou nerovnic dostdvame monotonii s(f). O

Nad tvrzenim lze provést stejnou diskuzi jako v pripadé véty 2.19. S rostoucim parame-
trem [ se celkova variace funkce u na jednotlivych oblastech €2; monoténné zmensuje az
do nuly, feSeni se tak ¢im dal vice podoba po ¢astech konstantnimu feseni. Energie seg-
mentace naopak monoténné roste, ale je shora omezena energii po ¢astech konstantni
segmentace.

Predpoklddame-li i pro rostouci S jednotlivé oblasti €2; dostateéné regularni, lze
asymptoticky vztah feseni ug a u ukézat jesté jinym zpusobem. Nechtf pro €; plati
Poincarého nerovnost (napf. [14]) pro odchylku funkce od jejiho pruméru

/ (v— <U>Qi)2d$ < CZ-/ |Vo|2dz. (2.19)
Q; Q;
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Oznaéme CP = max; C; pro dané 3. Jsou-li oblasti €; natolik reguldrni, ze pro 8 v
okolf nekonec¢na roste C® pomaleji nez linedrné, neboli

lim — =0, (2.20)

plati pro fesenf ug a jeho po ¢astech konstantni aproximaci (ug)r,
2
/Q(ufg — (ug)r,)” = Z/Q (ug — (ug),)? < Zcz/Q IVugl> < CPs(8) — 0. (2.21)

Reseni ug tedy piechdzi na sviij po ¢astech konstantni priumer <U5>F5. 7 hlediska seg-
mentce je vSak zajimavé a podstatné, zda se asymptoticky shoduje segmentace (tedy
délenf oblasti Q = J; Q; UT'(3)) dand funkef (ug)r, a funkef u = (ug)q,. Muzeme se
tak ptét, jak blizko je (ug)r, k minimalizaci EC€. Odpoved dévé nasledujici véta.

Véta 2.21 Nechf CF = max; C;, kde C; jsou Poincarého konstanty z (2.19), roste s
B pomaleji nez linedrné, (2.20). Oznacme (ug,I'g) resp. (u,I') 7eseni minimalizace Eg
resp. EC jako v predchozim pripade, (ug)r, po cdstech konstantni zprimérovani ug
vzhledem k déleni indukovaném I'g.
Pak je
. C C

BlggoE ((ug)r,,T3) = E¥(u,T) (2.22)
Neboli — funkce (ug)r, (kterd je po cdstech konstantni aproximaci a navic limitou
ug, jak je vidét z (2.21)) asymptoticky minimalizuje E©, segmentace po édstech kon-
stantnfho modelu E€ je tak limitou plné segmentace pomoci Eg.

Dikaz Je ziejmé
E°u,T) < E°({ug)r,.T's),

ukazme opa¢nou nerovnost (v limité). Tvrdime nejprve, ze

OB
Ky — 2.23
< 7 (2.23)

lushe, —vol[2 — flus — ol

kde K je nezavislé na 8. Potom je
E®((ug)ry,Ts) = Es((ug)ry, Ts) (= I{us)r, —uol72 +H'(Tp))

< Ep(up, Ig) + K| % (= llug — woll72 + Bs(B) + H'(Tg) + K --)

s

B
3
= E°u,T) + K “
B
Je tedy
B
E°(u,T) < E°((ug)r,,Ts) < E°(u,T) + K 5

z ¢ehoz za predpokladu CP/8 — 0 plyne tvrzenf véty. Zbyva ukazat (2.23). Je ug €
L>*(Q) a tedy i ug € L>(R), pricemz ||ug|r~ < |uollpee (viz 2.17 tvrzeni 2). Z
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trojuhelnikové nerovnosti a standardniho odhadu integralu dostavame

sy — wol3s — llus — woll2s < (I us)r, — wollza + s — wollz2 ) s — (usry |
< 4/ Juoll < 15 — (ug)r 2
< 4V/19] [|uol| 1= VCP/5(B)

o8
< AV [luol| e vV E€ R

kde pfedposledni resp. posledni nerovnost plyne z Poincarého nerovnosti v (2.21) resp.
z véty 2.20 vlastnosti 3. U

Existenci minimalizace EC lze ukdzat sndze nez existenci minimalizace E, pro
ug spojitou byla ukdzana jiz v puvodnim ¢lanku [25], posléze jinym zpusobem pro
ug € L*(Q) v [23]. Lze také samoziejmé uplatnit argumenty, kterymi byla dokézdna
existence minima funkciondlu E a existenci EC ziskat stejnym zpusobem. Shriime
vysledek ptrehledné do véty.

Véta 2.22 ([23]) Necht ug € L>®(Q), pak ezistuje (u,T) € D€ minimalizujici E€ na
této mnoziné. Navic, I se sklddd z konecné mnoha CY' kiivek v, které se protinaji
jen ve svijch koncovijch bodech. Jedinyg mozny koncovy bod krivky v je bud bod, kde se
potkdvaji pravé 3 krivky pod ihly 27 /3, nebo bod, kde kiivka v vede az na OS2 pod ihlem
/2.

Reseni minimalizace EC tak spliuje MS domnénku vyslovenou v [25] s nasledujicim
rozdilem. Je zndmé, ze teSeni (u,I') plné MS segmentace muze obsahovat tzv. slepé
hrany (v origindlnim ¢ldnku nazvané crack—tips), coz jsou kiivky v C TI', které jsou
z obou stran obklopeny stejnou souvislou {2; — hrana tak netvoii hranici mezi ob-
jekty, jak je ocekdvano, ale ,diru“ v jednom objektu. Jsou piipady, kdy je to jediné
rozumné feSeni, napiiklad obraz uy(r,0) = € v poldrnich souradnicich se skldda z jed-
noho hladkého celku s nepojitosti na tsecce § = 0. V praktickych aplikacich se vSak
takové piipady objektu vétsinou nevyskytuji a, co je podstatné, takovéto hrany mohou
zpusobovat implementaé¢ni obtize (napiiklad pfi implementaci MS modelu pomoci tzv.
level sett, o kterych pojednava pristi kapitola). V po ¢dstech konstantnim MS modelu,
kde jsou aproximace jednotlivych objektu §2; beze zbytku konstantni, jiz slepé hrany
nedévaji zadny smysl vitbec. Ukazme si tedy, ze feseni EC takové hrany ani nemize
obsahovat, coz je dobrd zprava z hlediska implementace. Nejprve formalni definice.

Definice 2.23 Necht T' je uzaviend v Q a H'(I') < oo. Rekneme, %e v C T je slepd
hrana, jestlize H1(v) > 0 a existuje oteviend mnozina Q C Q\ (T'\ ), H'(y\ Q) =0
takovd, zZe Q \ v je souvisld.

Definice tedy fika, ze slepa hrana -+ jako souc¢dst mnoziny hran I' je zbyteénd v tom
smyslu, Ze nerozdéluje zadné dvé podmonozny déleni €2; a €;, které by jinak tvofily
jednu souvislou mnozinu. Pfistupme k tvrzeni.

Véta 2.24 Nechi' T je Fesent minimalizace EC€. Pak T neobsahuje Zddnou slepou hranu.

Diikaz Piedpoklddejme pro spor, ze v C I je slepa. Ozna¢me IV =T\ v, ukdZzeme,
ze T” tvoii lepsf feseni minimalizace EC. Nejprve ziejmé

HUT) < HY(T).

Tvrdime déle, ze pro po ¢astech konstantni feseni (dané (2.17)) indukovand délenim T’
resp. I plati
{uo)r = (uo)r- (2.24)
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Pak je tedy E€(I") < E€(T), coz je spor. Zbyva ukazat (2.24).

Necht @ je mnozina z definice 2.23, pak @Q \ 7 je nutné obsazena pravé v jedné
Q;, oznacme ji Q1. Kdyby ne — necht ma pro spor Q neprézdny prunik s Q1 a Qs (s
ostatnimi €2; ne), protoze neobsahuje zddnou ¢ast I'\ v tak musi byt @\ v C (21 UQ2),
tzn. ale ze Q1 Uy je souvisla (existuje cesta pres @\ y) pficemz € a Q9 jsou disjuktni
oteviené, coz je spor se souvislosti. Pokracujme, oznacme Q] = Q; U Q. Ta je nutné
oteviend a souvisld (Q; i @ jsou oteviené, souvislé a maji neprazdny prunik). Protoze I’
a I se lis{ jen o 7, Ize si snadno rozmyslet, Ze oteviené oblasti déleni 2 indukovanych T’
resp. I'' se lis{ pravé jen mnozinou €2 resp. ], ostatni 2; = Q) musi byt shodné az na
precislovani. Funkce (ug)r resp. (uo)rs se tak lisf jen ve ¢lenu (viz definice (2.17)) (uo)q,
resp. <UO>Q’1 a protoze v méa nulovou 2D Lebesgueovu miru, musi byt tyto piispévky
shodné. O

Active Contours

V posledni ¢asti diskuze o limitnich verzich MS funkcionalu se podivame na situaci,
kdy ve funkcionalu

E(u,T) = )\/Q(u — ug)?dx + /Q\F|Vu]2dx +aH!(T) (2.25)

chceme provést limitu A — oo (neboli uvazovat funkciondl E bez prvniho ¢lenu). Aby
vysledek 1épe zapadl do kontextu, je vhodné nejprve predstavit jinou tiidu varia¢nich
segmentacénich modeli, tzv. active contours metody. To je zadouci i ze dvou dalsich
duvodu, jednak jako doplnéni ke studiu MS modelu, aby ¢tenaf ziskal komplexnéjsi
obraz o varia¢nich segmentacnich metodach, a také jako vhodny ivod pro nésledujici
kapitolu.

MS model, kterym jsme se doted zabyvali, se snazi rozdélit vstpni obraz ug na
oblasti €); s priblizné homogenni intenzitou. Za dudlni piistup je mozné povazovat
nalezeni kiivek, které odpovidaji hrandm v obraze ug. Hrany se ve zpracovani obrazu
tradi¢né rozpozndvaji z gradientu intenzity, tedy |Vug|, zjednodusené lze fici, ze ¢im
vy&sf gradient, tim vétsf je v daném misté hrana®. Za hrubou variaénf formulaci detekce
hran lze tak povazovat toto: Nalézt kiivku I', podél které ma obraz ug veliky gradient
a kterd je rozumné dlouha. Jednou z moznosti jak toho dosdhnou jsou zminéné active
contours metody, které lze popsat nasledujicim zpusobem. Pro kiivku I' definujme jeji
energii

J(F)Z/f(F,F/,F//,...,UO,VUO,...).
r

Déle zavedme umély ¢as ¢t a ozna¢me I'(¢) kiivku v case t, I'(0) = [y, a fesme dife-
rencialni rovnici

or

— =-J(I 2.26

S =), (2.26)
neboli metodou nejvétsiho spddu minimalizujeme energii kiivky J(I'). Nejednd se tak

o ,pravou“ minimalizaci ve smyslu
J(I) = i?/f J(T,

protoze ve vétsiné pripadu by takova tloha méla trivialni feSeni, proces se vSak zastavi
pro OI' /0t = 0 v lokdlnim minimu. Je-li napiiklad J(I') = délka(I"), pak evolu¢ni rovnice
ma tvar

r
8875 = curvI'n, (2.27)

SProtoze detekce hran pomoci gradientu je silné nestabilni s pfftomnosti sumu, namisto |[Vuo| se
vétsinou pouziva |V (uo * 1o )|, kde 1o je vhodné konvoluéni jadro.
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coz je tzv. mean curvature motion, pohyb nejvice zmensujici délku kiivky (v tomto
piipadé se proces zastavi az pro I' = ().

Podivejme se nyni na nékolik konkrétnich active contours modeli. Uvazujme vzdy
kiivku s parametrizaci ¢(p) = (x(p),y(p)), p € [a,b] po ¢astech dostatecné hladkou.
Jeden z prvnich modelu tohoto typu pochazi z [21], kde je polozeno

JS(C)=/ab(IC’(p)l2+IC”(p)lz)dp—/abIVUO(C(p))\de'

Prvn{ integral predstavuje vnitini energii kiivky, prvni ¢len méii délku, druhy kiivost —
evoluce kiivky tak zmenSuje a narovnava kiivku. Druhy integral je vnéjsi energie
(dand obrazem), kde je kiivka zvyhodnéna, pokud vede v misté hrany obrazu. Princip
(spole¢ny pro vétsinu active contours metod) je tedy takovy, Ze pocatecni uzaviend
kiivka ¢p obklopuje objekt, ktery chceme segmentovat. Evoluci podle (2.26) (v tomto
pripadé rovnice 4. fadu, lze snadno odvodit, viz [21]) se kiivka zmensuje, dokud ne-
kopiruje hrany objektu (druhy integral tak snizi energii). Tam se jeji evoluce zastavi,
protoze pokud by objekt ,pfeskocila“ tak naroste hodnota druhého integrédlu a celkova
energie tim vzroste. Vzhledem k evoluci kiivky nazvali autofi tuto metodu snake model.

Model s energii J; mé nékolik nevyhod. Clen s |c”(p)|, ktery snizuje zakfiven,
piiddva na slozitosti evoluéni rovnice a byva ¢asto vynechavan. Clen s |¢/(p)| totiz
snizuje celkovou délku kiivky a jak je vidét z (2.27), tento ¢len zpusobi pravé na-
rovnavani kiivky a tedy také snizuje jeji kiivost. Lze tak uvazovat jen

b b
@@=/¢@W@—/v%wmmm (2.28)

Druhou a podstatnéjsi nevyhodou je fakt, ze hodnota energie kiivky zavisi na jeji pa-
rametrizaci, takze napiiklad dvé stejné segmentace mohou mit jinou hodnotu energie,
nebo ze dvou ,stejnych“ pocateéni kiivky muzeme dostat rozdilnd feseni, jestlize bu-
dou kiivky jinak parametrizovany. Dalsi nevyhodou je praktickd realizace numerického
vypoctu (navrzena v [21]), kde je potieba Fesit mnoho diléich problému pro spravné sle-
dovan{ kiivky v prubéhu jejiho vyvoje (lze si predstavit, ze je velice naroéné napiiklad
zména topologie kiivky — rozdéleni na dvé kiivky pro detekci vice objekti nebo ob-
jektu, které nejsou jednoduse souvislé).

Tyto problémy z velké ¢asti fesi tzv. geodesic active contours model pochazejici z
[7]. Polozme

Tael) = [ o([Tuo(e) ) 0l (220

kde g : RU{o0} — Rar je tzv. edge—detector function, klesajici funkce, kterd ma vysokou
hodnotu okolu nuly a blizi se k nule v nekone¢nu (tzn. invertuje velikost gradientu).
Nejéastéjsim pifpadem je s — 1/(1 4 s2).

Kdyby g = 1, tak Jgac(c) meéii jen délku kiivky. Je-li vsak tieba g € [0,1] a g
klesajici s rostoucim |Vug|, délka kiivky je vdzena tim, zda kiivka vede po hrané ¢i
nikoliv. Vede-li kfivka homogenni plochou, je Jgac rovno jeji délce, pokud vede kiivka
po idedlni hrané, je Jgac = 0. Hodnota energie nyni také nezédlezi na parametrizaci
kiivky, protoze ds = |¢/(p)|dp je délkovy element, muzeme napsat

délka ¢

Tacle) = [ o(|Vuo(e()])ds

0

zcela bez zavislosti na konkrétni parametrizaci. Dalsi vyhodou, kterd vSak nyni jesté
neni ziejma, je dobrd moznost numerické implementace pomoci tzv. level set metody,
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s tou se setkdme v ndsledujici kapitole. Pro vice informaci o vztahu mezi Jgoc a Jy
odkazme na [5, 7].

Nez opustime active contours a vratime se k MS funkcionélu, pokusme se stru¢né
shrnout zakladni vlastnosti téchto metod. Jak jsme jiz fekli, jedna se nalezeni lokalniho
minima z pfedem dané pocatecni polohy kiivky, vysledek segmentace je tak jisté zavisly
na pocatecni kiivce. Urc¢ujicim kritériem pro zastaveni kiivky na hrané objektu je
lokédlni minimum energie diky g¢(|Vug|) nebo jinému ekvivalentnimu ¢lenu, toto mi-
nimum vs8ak muze byt velice malé (zejména pokud je hrana objektu neostra nebo pfilis
potlatena pocateénim vyhlazenim ug * 1,). V numerické implementaci se tak snadno
muze stat, ze kiivka (Casto jen jeji ¢ast) hranu objektu ,preskoci“ a s nii celé lokalni mi-
nimum. Jamile se tak stane, tak jiz neni pomoci, protoze kiivka se za¢ne opét zmensovat
a neni zadna sila, ktery by ji vratila zpét na hranu objektu. Zminéné active contours
metody jsou v tomto smyslu pomérné nestabilni, o 1ispésSné ¢i nelspésné segmentaci
muze rohodnout mald zména nékterého ze vstupnich parametru. Naopak mohou tyto
metody davat dobré vysledky pii segmentaci objekt s ostrymi vnéj§imi hranami, libo-
volné slozitou vnitini texturou na viceméné homogennim pozadi. Kiivka se pak zastavi
na hrané objektu a nevadi, ze vnitiek objektu tvori komplikovand nehomogenni textura
s mnoha vlastnimi ,hranami“, protoze kiivka se tam vubec nedostane. Pfim4 aplikace
MS modelu na tento piipad (stac¢i napiiklad homogenni objekt, ktery je vsak nehomo-
genné osviceny) nemusi dat dobré vysledky, protoze metoda zacne rozdélovat vnitiek
objektu.

Zcela specificky je zatim nezminény model z [8] nazvany active contours without
edges, ktery ma navzdory svému nézvu mnohem blize k MS segmentaci (jde viceméné o
EC) nez k active contours, z nich vSak pfebird myslenku evoluce kiivky. Timto modelem
se budeme zabyvat v dalsi kapitole.

Vratme se ke zminénému limitnimu pifpadu MS funkcionédlu. Jak jiz bylo feceno,
chceme v (2.25) provést limitu A — oo. Ukazuje se, ze je vhodné zarovern polozit
a= 2040%, preznacme tedy funkcional E na

20

= u — U 236 'U,QfL' 1 .
E(u,F)_A/Q( 0)2d +/Q\Fyv i+ 03¢ (1)

Déle zaved me novy funkciondl (jako asymptotickou verzi MS funkcionélu)

BAC(T) :/1“ (ozo - <%:S> 2) . (2.30)

FEAC je vyse popsanou limitou MS funkcionélu E ve smyslu nasledujici

Lze pak ukazat, ze
veéty.

Véta 2.25 ([25]) Predpoklddejme, ze ug € CY1(Q) a T je slozena z koneéné mnoha
CUY krivek, které netvori ,hroty“T. Oznacme pro vétsi prehlednost € = 1/X. Pak je pro
e — 0+

6UQ

Blur, ) = 2EE*0) + [ |Vuof = V2 [ (an) ~ K(eloge),

kde ur je jednozacné teseni minimalizace E(-,T") pro pevné T.

Omezeni ug € C! je sice restriktivni z hlediska praktické segmentace, ale zde se jim
nemusime prili§ zabyvat, protoze nam jde o asymptotické chovani F, navic v active

"Tzn. 7e z jednoho bodu vychazi dvé kiivky se stejnym teé¢nym vektorem a smérem, jako v obrézku
srdicka.
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contours modelech se téméi vzdy uvazuje ug vyhlazené konvoluci. Pozadavek I' € '
je také restriktivni, ale charakterizace regularity feseni MS funkcionalu ukazuji, ze témeér
s touto regularitou lze pocitat. Pak druhy a tfeti ¢len na pravé strané jsou konstanty
vzhledem ke T, posledni ¢len jde do nuly rychleji nez vSechny piedchozi, sta¢i nam tak
uvazovat z pravé strany jen prvni clen, 2,/ EAC(I'). Véta nam tak #ikd, Ze pro vysoké
A (tj. nizké ) je energie segmentace témér vyhradné koncentrovdna podél mnoziny
hran T'. Podivejme se viak na tvar EAC — energie roste s délkou kiivky (prvni élen),
ale klesa, pokud mé obraz ug kolmo na kfivku vysokou derivaci (druhy élen), jsou tak
preferovany kratké kiivky, které vedou kolmo na smér nejvétsiho rustu intenzity wuyg.
Porovname-li nyni Jy (c) z (2.28) a EAC z (2.30), vidime, Ze se jednd o prakticky stejné
funkciondly — oba penalizuji délku kiivky a favorizuji prubéh kiivky po hrané obrazu.
Pro rostouci A tak MS model asymptoticky prechazi na active contours model.

Dukaz véty 2.25 je pomérné dlouhy a technicky, vychozim krokem je charakterizace
energie vazané na I' ve tvaru ([25] ¢dst 6, lemma)

E(uF,F):E(a,m—/F(;Z(h;—hr)—a),

kde @ je feseni bez hran (tedy & — Au = ug v Q) a hff’_ jsou stopy funkce hp = ur — @
na levé resp. pravé strané I'. Toto lze ukdzat jednoduse rozepsénim E(up,I') — E(a, () a
aplikaci Greenovy véty. Déle je potieba vhodné odhadnout hr, aby bylo mozné provést
limitu A — oo. Plné znéni véty a dukaz je mozné nalézt v [25], Theorem 6.1, jiny a
jednodussi dukaz omezeny na 1D problém je uveden v [12].
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Kapitola 3

Active Contours Without Edges

V této kapitole se podivame na implementaci konkrétni zjednoduSené verze MS seg-
metac¢niho modelu. Jednd se o metodu nazvanou active countours without edges, neboli
active contours, které nejsou zalozeny na gradientnich hrandch. Prakticky se jedna o
restrikci MS modelu na po ¢astech konstantni funkce, ktera byla uvedena v piedchozi
kapitole jako limitni pfipad MS modelu. Svym zpusobem ma vSak metoda blizko i k
active contours metoddm (z toho pochédzi nézev), nebot se zpravidla implementuje jako
evoluce kiivky ve fiktivnim case.

Zacétek kapitoly vénujeme predstaveni tzv. level set metody pochézejici z [26],
1988. Jde pravé zpusob, jak snadno popsat kiivku a jeji vyvoj v ¢ase. To ma v kon-
textu variaéni segmentace obrazu dobry smysl, nebot vétsina active contours modelil
a zjednodusené verze MS modelu byvaji implementovany pravé pomoci této metody,
coz bude i ptipad implementace active contours without edges v této praci.

Level set metoda

Ustfedni myslenka spoéivd v tom, ze namisto parametrizace kiivky v roviné je mozné
tuto kiivku popsat jako nulovou hladinu jiné funkce. Méjme napiiklad parametrizaci
kruznice ¢ = {r(cosp,sinp), p € [0,27]}, pak miizeme polozit ¢(z,y) = 2> +y> —r? a
tentyz kruh popsat jako ¢ = {(x,y), ¢(z,y) = 0}. Funkce ¢ se pak nazyva level setova
funkce. Vyhod tohoto piistupu je hned nékolik. Mame-li varia¢ni model zalozeny na
energii kiivky (napfiklad vSechny active contours modely z ptredchozi kapitoly), pak
Euler—Langrangeova rovnice obsahuje derivaci kiivky (nikoliv parametrizace), coz je
pracné prenést do numerické implementace, kde pracujeme s konkrétni parametrizaci.
V pifpadé level setové funkce tento problém odpadd, nebot funkci ¢ muZeme snadno
diskretizovat standardnim zpusobem na pravidlné pevné miizce a pritom bude stile
reprezentovat spravnou kiivku. Dalsi ¢asto zminovanou (a podstatnou) vyhodou je
snadnd zména topologie kiivky (tzn. napiiklad rozdéleni jedné uzaviené kiivky na dveé
uzaviené kiivky, nebo zména uzaviené kiivky na neuzavienou, kterd vede z jednoho
bodu 91 do jiného). Pro parametrizovanou kiivku je takova zména opét implementaéné
naro¢nd, zatimco u funkce ¢ se o ni viibec nemusime starat.

Chceme-li této metody vyuzit, je potfeba Euler-Langrangeovu rovnici energetického
funkcionélu vyjadiit pomoci funkce ¢. Zde mame dvé moznosti, bud vyjdeme z rovnice
pro kiivku ¢ a prevedeme ji na rovnici pro level setovou funkci ¢, nebo vyjadiime energii
funkciondlu piimo pomoci funkce ¢ a teprve potom ho zderivujeme. Ukazeme si nyni
prvni moznost, v dalsi ¢asti uvidime druhou moznost.

Méme pocatecni kiivku ¢y = ¢o(0,p) a metodou nejvétsiho spadu chceme nalézt
minimalizaéni kiivku c(t,p). Necht je pak evoluéni rovnice kiivky v umélém case t
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popséana jako

Oc

kde F' je obecnd funkce ,sily“ a m je normélovy vektor kiivky. To je velice Casté,
napiiklad geodesic active contours z minulé kapitoly jsou popsany rovnici

dc

—=(Kg—Vg-n)n

5 = (K9-Vg-n)n,

pripominame ze g je edge—detector function, K je kiivost kfivky. Nebo zminény mean—
curvature motion, pohyb zmensujici délku kiivky, je popsan rovnici

Oc
a = Kn,

viz (2.12). Polozme tedy nyni kiivku ¢ jako mnozinu ¢(x,y) = 0 a pfepiSme rovnici
(3.1) pro ¢(t). Pro vSechny casy t muzeme psét

(t, c(t, p)) = 0.

Derivaci podle ¢asu dostaneme

Iole dc\
5 <v¢>, 8t> =0.

Dosazenim z (3.1) dostdvame

0

99 +(Vo,Fn) =0. (3.2)

ot
Nyni si lze uvédomit, ze n = AV¢ pro néjaké A, neboli V¢ je (ne nutné jednotkovy)
normalovy vektor ke kiivce. Pro¢ tomu tak je: Kiivka ¢ = (z(s), y(s)), kde s je délkovy
parametr, je urCena rovnici ¢(z(s),y(s)) = 0, pak zderivovanim podle s mame

P’ (s) + dyy/(s) = 0, (3-3)
neboli vektor (2/(s),y'(s)), coz je tecny vektor kiivky, je kolmy na V¢ (¢, apod. znaci
parcidlni prostorové derivace). Vratme se k (3.2) a dosadme za n = —V¢/|Vo|!,
dostdvame finalni level setovou rovnici

0

% t,2) = FIVo(t, )] (3.4)

Rovnice je odvozena pro (z,y) na kiivce ¢, princip metody vsak spoé¢ivd v tom, ze ji
zobecnime na celou oblast €2 a mame tak evoluéni rovnici pro ¢, kterd v kazdém ¢asovém
okamziku ¢ nese plnou informaci o kfivce ¢, aniz bychom se museli starat o jakoukoliv
parametrizaci. Podminkou je, ze silové pole F' potiebujeme zndt i mimo kiivku ¢ (v
praxi alesponn v néjakém pasu na okoli ¢(x,y) = 0).

Jiny tvar, se kterym je mozné se setkat, je

9¢

E@’ x) = F5(¢(t,x)), (3.5)

kde § je Diracova funkce (distribuce). Evoluce je tak efektivné omezena skute¢né jen na
kiivku c. Tento tvar piimo vychézi z integralni formulace energie pomoci level setové
funkce a néslednim zderivovani. V numerické implementaci je tak nékdy zaménovano

1Znaménko zalezi na orientaci normaly m a volbé ¢ vs. —¢, tedy napiiklad zda je ¢ kladn4 ¢ zaporna
uvniti uzaviené kiivky. Zde pouzivame nejcastéji uvadény tvar.
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|IVo| a 0(¢) kvili rozdilnému chovéni, podle toho, co je pro danou aplikaci vhodnéjsi.
Namisto distributivni § funkce se v praxi pochopitelné pouziva vhodnd aproximace o,
uvidime dale.

Ukazali jsme, ze jednotkovy normalovy vektor kfivky lze pomoci level setové funkce
vyjadiit jako n = :I:%. Je jesté dalsi dulezitd velicina, kiivost kfivky, kterou lze
snadno vyjadiit pomoci level setové funkce. Konkrétné

N
K‘d”<\wr>’

neboli divergence normélového vektoru (znaménko opét zavisi na orientaci). Odvozeni
je podobné jako v piipadé norméalového vektoru, konkrétné rovnici (3.3) zderivujeme
jesté jednou podle s

2" b+ bua(2') 4 2002y + 4" by + byy(v)? = 0.

Vime, ze n = (—y,2’) = A\V¢ = X(¢4, ¢, ), dosadime to do rovnice

X ((%)2(1)” + (60) byy — 2¢x¢y¢xy) + %(y”a:’ - x”y’) =0.

Clen v poslednf zévorce je jiz (az na pifpadné znaménko) kiivost K (viz (2.10)), protoze
(2',y')? = 1 pii parametrizaci délkou. Z toho divodu je i A2 = ﬁ, dosazenim tak
méame (az na piipadné znaménko)

(¢y)2¢zx + (¢x)2¢yy - 2¢x¢y¢wy — div ( qu >

K= Ve
Vo|? Vol

coz lze jiz vidét snadno rozderivovanim pravé strany.

Videéli jsme tedy, Ze za jednoduchou myg8lenkou se skryva velice efektivni zpiisob, jak
popsat a hlavné numericky implementovat evoluci kiivky, pricemz neztratime moznost
pomérné snadno vyjadiit zakladni geometrické vlastnosti kiivky. Namisto rovnice (3.1)
pouzijeme (3.4) nebo (3.5) a funkci ¢ muzeme diskretizovat mnohem snéze na pevné
mifzce. Zména vsak neni iplné zadarmo. Stabilni diskretizace rovnice (3.4) muze byt
casto pomérné slozitd a dale je tfeba se starat o to, aby funkce ¢ méla stale ro-
zumny tvar. U difusnich rovnic se totiz stava, Ze funkce ¢ se v éase postupné zplostuje
(IV¢| — 0) a uréeni kiivky ¢ jako ¢(z,y) = 0 pak muze byt zatizeno velikou chybou,
nebo to bude zcela nemozné. Naopak (zejména pii pouziti (3.5)) muze byt ¢ ¢im dél
strméjsi (|Veo| — o0), coz v (3.4) zpusobi nestabilitu a v (3.5) zastavi vyvoj kiivky,
protoze zadné body (z,y) nebudou v rozmezi siiky aproximace § funkce. Cas od ¢asu
(kazdych nékolik iteraci) je tak potieba provést tzv. reinicializaci, kdy se aktuélni funkce
¢ nahradi jinou funkci, kterd ma stejnou nulovou hladinu, ale stabilnéjsi tvar. Vhodnym
kandidatem je funkce métici (kladnou resp. zadpornou) vzdélenost od kiivky ¢ (signed
distance function), takové funkce ma skoro vsude |V¢| = 1, coz je vyhodné. ,Stan-
dardni* postup reinicializace tedy vypada tak, ze namisto feseni rovnice souvisejici s
minimaliza¢nim problémem se jednou za nékolik iteraci vyfesi rovnice

o
3¢ Tsisn(®)(IVy] -1) =0, (3.6)
¥(0) = o,
kde sign(-) je znaménkovéd funkce, nulovd v nule. Staciondrni feseni ¢ této rovnice
mé (v idedlnim piipadé) stejnou nulovou hladinu jako ¢, pficemz |V¢| = 1 s.v., lze

pak polozit ¢ := ¢ a pokratovat v FeSeni minimaliza¢niho problému. Tato rovnice se
objevuje v ruznych variantach, které zahrnuji zejména presny tvar znaménkové funkce
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(pouziva se ruzné aproximovand) nebo dokonce zaménu sign(y)) <> sign(¢), piseme
proto ,standardni“ postup do uvozovek, nebof nejde o jedinou ustdlenou moznost.
Kromé feseni reinicializa¢ni rovnice existuji i zcela jiné moznosti, jednu z nich uvidime
v jedné z dalsich ¢asti pti implementaci active contours without edges. Jde zhruba o
to, ze k energii pochdzejici z variacniho problému pifidame ¢len, ktery nuti kiivku, aby
méla gradient pfiblizné rovny jedné.

Pro tcely této prace nam toto strucné shrnuti level set metody staci, pro hlubsi
sezndmeni (mj. ve vice dimenzich) lze doporucit napiiklad [29, 27, 28].

Formulace problému

V minulé kapitole byla diskuze o restrikci MS modelu na aproximaci po ¢dstech kon-
stantnimi funkcemi, neboli minimalizaci

EC(T) = Z /Q.(u() —¢;)?dx + aH!(T), (2.18)

kde €; jsou souvislé celky 2 uréené mnozinou hran I' a konstanty ¢; jsou stfedni hod-
noty wug na jednotlivych ;. Nékolikrat zminovany segmentacni model active contours
without edges, kterym se v této kapitole zabyvame, lze formulovat velice jednoduse:
Jedn4 se o minimalizaci EC pro déleni Q na prave dvé Qq, s, tedy Q = Q; UQ UT.
Ackoliv byl model objeven jinym zptsobem, jedna se o takto jednoduchou restrikci MS
funkcionélu (rozsifeni na vyssi ale pevny pocet €; je pak jiz pomérné trividlni).

Formulace pochézi z ¢lanku [8], 1999, kde byl model formulovén jako varianta active
contours modelu. Princip active contours je tradi¢né takovy, ze pocateéni kiivka ob-
klopujici segmentovany objekt se postupné smrstuje, dokud se nedostane na hranici
objektu, kde se evoluce zastavi (1ze postupovat i obracené rozpinanim kiivky). Protoze
hranu objektu se nepovede vzdy urcit piesné, snadno se muze stat, ze kiivka hranu
presko¢i a smrituje se dale. V ¢ldnku [8] autofi T. F. Chan a L. A. Vese formulovali po-
dobny model, ktery vSak nespoléha na zastaveni evoluce hranou objektu, ale pracuje s
celkovou datovou informaci uvniti a vné kivky (tj. v 1 a Qs), coz jiz neni lokéln{ infor-
mace jakou jsou hrany, a kiivka tak neni nachylna na ,pfeskoceni“, odtud pochazi nézev
metody. Efektivné se vSak jedna o vysSe zminénou restrikci MS segmentac¢niho modelu.
Dalsi rozsiteni modelu lze najit v ¢lancich [9] (vétsi pevny pocet celku €2;), [10] (ba-
revné obréazky) a [11] (pouziti jinych dekriptoru pro segmentaci, nez je piimo intenzita,
tzn. napf. segmentaci na zakladé textury). Tato rozsifeni jsou z praktického hlediska
uziteénd, ale neprinaseji zadnou podstatnou teoretickou ¢i implementacni naro¢nost,
budeme se tak primarné zabyvat jen prvnim zminénym modelem.

S formulaci (2.18) jsme jiz dobfe sezndmeni, formulujme tedy nyni energeticky funk-
ciondl piimo v Feci level setové funkce. Vstupni obraz ug na €2 chceme rozdélit na
(nejvyse) dvé ¢édsti oddélené kiivkou I'. Tato kiivka nemuze obsahovat zadnéd déleni
(kiizovatky) na tii ¢ vice kiivek, protoze souvislé celky 2\ I' jsou jen dva a po ¢astech
konstantni model neobsahuje zadné ,zbytetné“ hrany ve smyslu definice 2.23 a véty
2.24. T tak muze byt slozena z nékolika navzdjem izolovanych komponent, kde kazdou
komponentu tvoi{ jednoduché uzaviena kiivka, nebo jednoduchd kiivka vedouci o jed-
noho bodu 0f) ke druhému. Z vysledku o regularité feseni po ¢astech konstantniho MS
modelu lze tyto kiivky ptredpoklddat C' hladké. Zavedme tedy level setovou funkci
¢ Q — R tak, ze I' = {(z,y), ¢(z,y) = 0}, jak jsme uvazovali v predchozi ¢dsti.
I’ pak rozdéluje mnozinu 2 na dvé ¢éésti, kde na jedné bude ¢(x,y) > 0 a na druhé
¢(x,y) < 0. Oznacme je Q; jako vnitiek I' a Qo jako vnéjsek I'. V piipadé ze I' neni
uzaviend tak tyto mmnoziny ozacuji prosté jednu resp. druhou stranu I', pficemz tyto
strany jsou pevné dané znaménkem ¢. Pro porddek tak shrime, ze v tomto piipadé
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jen = —% jednotkovy vnéjsi normaélovy vektor k¥ivky a K = div (%) je kfivost,
ktera je zapornd v misté, kde je vnitiek €2; kiivky lokalné konvexni a kladnd v misteé,
kde je vnéjsek Qo kiivky lokalné konvexni. Konkrétné — je-li I' kruznice, pak n mifi
pryc¢ od stfedu kruznice a K je na celé kiivce zaporna.

Chceme pomoci ¢ pfepsat energeticky funkcional naseho modelu, oznatme jej F.
Maéame zatim

FT) = )\1/ (ug — cr)?dx + )\2/ (ug — co)?dx + a/ ds, (3.7)
Qr Qo r

kde jsou pridané vahové koeficienty A1, Ay u aproximaé¢nich ¢lenti. Uvazujme Heavisi-
deovu funkci H a Diracovu funkci (miru) ¢ definované standardné

H(z) = 0 =<0,
1 x>0,
S=H'

Za pomoci téchto funkei muzeme funkcional F' napsat jako

F(6) =M /Q H(0)(uo — e1)’de + g /Q (1~ H(8))(uo — co)?dz +a /Q VH($)),

kde posledni integral znag¢i totalni variaci H(¢), neboli totalni variaci charakteristické
funkce mnoziny {(z,y), ¢(z,y) > 0}, coz je rovno délce T, neboli H'({(z,y), p(z,y) =
0}) (viz (2.4) a (2.4), kde pak S,, odpovidd pravé nulové hladiné funkce ¢). Prepiseme-li
posledni rovnici pomoci § funkce, mame koneény tvar funkcionélu jako

F(¢) = M /Q H(6) (o — 1)’ + o /Q (1— H())(uo— co)?dz +a /Q 5(6)Ve|. (3.8)

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, pro pevné I' (resp. nyni pro pevné ¢) jsou konstanty
¢y resp. co jednoznalné urceny jako prumeéry ug na odpovidajicich mnozinach. Pomoci
level setové funkce a Heavisideovy funkce je muzeme zapsat jako

uo dx 1-— uo dx
cp = fQ , co= fQ( - ) d ’ (39)
fQ fQ( - ) x
tam kde jsou jmenovatele zlomku nenulové (opacény pripad by znamenal T' = ) a tudiz
= () nebo Qo = 0 a v tom piipadé budeme odpovidajici ¢len s ¢y resp. co z

funkcionélu F' uvazovat nulovy).

Pro numerickou implementaci i derivaci funkcionédlu je obvyklé namisto distribu-
tivnich funkci H a § uvazovat jejich hladké aproximace H. resp. d., pro které stile
plati H. = .. Obé uvazujeme hladké, omezené, konkrétn{ tvary uvedeme v dalsi ¢ésti
u popisu numerické implementace. Budeme znacit F; funkcional F', kde nahradime H,
za H a 6. za é.

Spocitejme nyni Gauteauxovu derivaci funkcionalu F;. Pro obecny funkciondl

F(U)Z/Qf<xau7gzagz> dr, f(z,u,&,&): QxR 5 R,

plati, ze Gauteauxova derivace F’(u) funkciondlu je déna vztahem (viz napf. [14], 8.1.2)

y of Ju Ou 0 ou Ou
Pl =3, (“5 ' Oz 8y> Z&L‘l(8&< ’ax’ay>>

_of ou Ou ou Ou
=5, <x . a)—dlvvff (mu 9 8y>
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Aplikujme tuto formuli na nas piipad. Derivace prvnich dvou ¢lent je zfejmd, uved me
vsak derivaci posledniho ¢lenu, kde mame pod integralem 0 (¢)|V¢|, coz odpovida

F(,61,6) = 6.(d)\/€F + €2.

Derivaci po vzoru pfedchozi rovnice dostaneme v tomto ¢lenu

of Vo
= =4 = 0 (u) =
S vyuzitim snadno ovéfitelné formule div(uv) = Vu - v + udive pro u = §.(¢p) a

v = V¢/|V¢| tak miuzeme napsat

O oy LA TSNS
o i es = ()l - o) T ao an (T2) = —aoyaw (L5,

Pro celkovou derivaci pak mame

Fl0) = 5:0) (—adiv (25 ) + Mlwo— e ~ Mo —co)). (310

Numericky tedy budeme tesit evoluéni problém (pohyb proti sméru gradientu)

?;f = 6.(¢) <a div (w) — A1 (up — er)? + Aa(ug — Co)2> ; (3.11)

Vo
g: = 0 na 01,
#(0) = ¢o,

kde pocatecni funkci ¢y zvolime néjakym vhodnym zpiisobem, bud bez zietele na seg-
mentacéni problém, nebo (pro urychleni konvergence do minima) tak, aby se jeji nulovd
hladina pfiblizné shodovala s hranici segmentovaného objektu (mame-li o ném apriorni
informaci).

Resenfm segmentace tak pro nas bude staciondrni stav této rovnice, neboli ¢ spliiu-
jici (3.10), segmentovany objekt 5, pozadi Qp a hranice mezi nimi I' pak budou uréeny
po fadé jako mnoziny bodu (z,y), kde ¢(z,y) > 0 resp. ¢(z,y) < 0 resp. ¢(z,y) = 0.

Existence reSeni

V této ¢asti se budeme vénovat otdzce existence feSeni segmentaéniho modelu active
contours without edges. Odpovéd nds nepiekvapi, protoze model je specidlnim piipa-
dem po ¢astech konstantni segmentace, jejiz existence byla dokdzana napiiklad v [25],
¢ast 5, nebo v samostatném ¢lanku [23]. Navic, i tento model je opét jen specidlnim
pripadem MS segmenta¢niho modelu, u néhoz jsme existenci feSeni podrobné zmapovali
v predchozi kapitole. Presto neni na Skodu se pfed numerickou implementaci na existenci
znovu podivat, mimo jiné proto, ze zde budou dobfe ziro¢eny poznatky z predchozi
kapitoly.

Nejprve si uvédomme, ze funkcionél F' z (3.8) lze snadno prepsat pomoci charakte-
ristickych funkei. Je-1i x charakteristicka funkce 7, pak

F() = G(x) = M /Q (@) (o — e1)’dz + Ao /Q (1= x(2)) (uo — co)2dz + /Q VX,

kde posledni integral opét oznacuje totalni variaci funkce x, kterd je shodna (pokud Q;
m4 H!'-méfitelnou hranici) s obvodem Q7 neboli délkou jeji hranice. Tento fakt jsme jiz
vyuzili pfi formulaci F' pomoci Heavisideovy funkce, coz je totéz. S timto pozorovanim
muzeme formulovat nédsledujici existenéni vétu.
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Véta 3.1 Necht je Q C R? oteviend omezend s lipschitzovskou hranici, ug € L>(S2).
Pak existuje asponi jedno reseni u € BV (Q), u(z) € {0,1} minimalizujici funkciondl

G(v) = )\1/ v(z) (ug — cr)?dx + )\2/ (1 —v(z))(up — co)?dr + a/ |Vl
Q Q Q
ve BV(Q), v(x) € {0,1}Vx € Q.
Je jasné, ze takové feSeni u pfedstavuje i feSeni minimalizace F'.

Dikaz Necht {u,} C BV (Q) je posloupnost charakteristickych funkci minimalizujicich
G, tedy lim, G(u,) = inf, G(u). Pak {u,} je omezend v BV (), nebot |[uy|;1 < |9]
a [o|Vun| < G(0) < 0o pro s.v. n, kde 0 oznacuje identicky nulovou funkei. Pak vime
(véta 2.6, ¢ast b), ze existuje u € L'(Q) takovd, Ze (az na vybranou posloupnost)
Un 3 . Daéle vime (véta 2.6, ¢ast 2.3), ze

/|Vu| §liminf/|Vun|,
Q n Q

z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze u € BV(Q). Posledni ¢len funkciondlu G je tedy zdola
polospojity v topologii L'. Konstanty c resp. cfy se zduraznénou zdvislosti na n jsou
dané vztahy (3.9), resp. v feci charaketristickych funkei jako

Jo un(2)uo(z) dz Jo (1 = up(2))uo(z) dx
Jo tn(x)dz Jo(1—up(z))dz ’

ty jsou zjevné spojité v L' topologii, tedy ¢} — cr, analogicky cg,. Nakonec clen fQ(c? —
ug)?dx je také spojity, nebot

/Q<(cn —up)? — (c— u0)2) dx

Ostatni ¢leny G jsou tedy dokonce spojité a z primé metody varia¢niho poctu, ktera
byla vysvétlena v predchozi kapitole v ¢asti o existenci feSeni, plyne, ze u je feSenim
minimalizace G' na mnoziné charakteristickych funkci z BV (Q2). |

cf = cH =

<[ le = €| + 2lluoll 2|2 len — ¢ = 0.

Existenci analytického feseni tak mame potvrzenou, jednoznac¢nost samoziejmeé stale
neplati.

Numericka implementace

Dostavame se koneéné k numerické implementaci segmentac¢niho modelu daného funk-
ciondlem F', puvodné formulovanym jako (3.7) a pomoci level setové funkce prefor-
mulovanym na (3.8). Minimum budeme hledat metodou nejvétsiho spadu, fesime tak
evoluéni rovnici

0
a—f = 0-(9) (a div <|§z’> — M (uo — er)* + Xo(ug — co)2> . (3.11)
Nejprve upfesnime, jakou 6. aproximaci ¢ funkce budeme pouzivat. V élanku [8] jsou
zminéné dvé konkrétni aproximace Heavisideovy funkce, z nich pak plynou dvé moznosti
aproximace ¢ funkce.

1 s> €,

He(s) = (i s T$ e
(1—|——|—sin()> |s| <e
2 e m €



1 2
Hy.(s) = 3 (1 + - arctan (i)) .

Hlavni rozdil je v tom, ze zatimco Hp . je nenulovd jen v € okoli nuly, Ha. mé nosi¢
na celém R, totéz pak plati o jejich derivacich, tedy d1. a d2.. Autofi [8] doporucuji
pouziti do . s vysvétlenim, Ze v prvnim piipadé je vyvoj level setové funkce omezen
jen na uzké okoli kiivky (nulové hladiny), takze i kdyz kiivka ,citi“ data z ug v celé
plose obrazu (prostfednictvim c; a ¢p), reagovat muze jen lokalné ve svém okoli. Je-li
pak na obraze objekt, ktery neni jednoduse souvisly (napt. mezikruzi), pak obepiné-li
kiivka tento objekt, nemuze spravné vysegmentovat ,diru“ uprostied, nebot tam jiz
nedosdhne vliv § funkce, kterd omezuje vyvoj kiivky (bylo by to mozné, pokud by level
setova funkce ¢ byla hodné plocha, tomu v8ak za prvé zabranuje reinicializace, o které
jsme se zminili, a za druhé neni obecné dobré pracovat s plochou level setovou funkei,
protoze tim mj. vznika chyba pfi uréeni nulové hladiny a dale uvidime, ze metoda ma
pak i horsf stabilitu).

Experimentoval jsem s obéma zminénymi moznostmi § funkeci a lze jen souhlasit
s timto doporuc¢enim. Pokud vSak v rovnici polozime Ay = Ao = 0, pak ndm zbyde
jen ¢p = 0(¢) div(Ve/|Vl), coz je nékolikrdt zminény mean curvature motion, pohyb
nejvice zkracujici délku kiivky. V tomto konkrétnim piipadé se mi funkce 41 . osvédcila
lépe, nebot 1épe lokalizuje zmény jen na zké okoli kiivky, kde je ma funkce ¢ vy-
soky gradient a diskretizace rovnice je v tom piipadé stabilnéjsi (uvidime). V konecné
numerické implementaci je tedy pouzito

? = 01(¢)ardiv <V¢> + 02.(¢) (—Al(u() - 01)2 + A2(ug — 00)2). (3.12)
t Vo

Pro diskretizaci této rovnice je pouzita pravidelnd miiz, kde kazdy uzel odpovida
jednomu pixelu vstupniho obrazu, rozmér dlohy je tak rovny rozméru vstupniho obrazu.
Funkei ¢(t,z,y) aproximujeme diskrétni verzi ¢, ~ ¢(nAt,i,j), i € {1,2,...,N},
je{1,2,...,.M}, ne{1,2...}. Je tedy uvazovéana vzdélenost uzla Az = Ay = h = 1.
Oznacme centralni diference

ﬂlA_ﬂl, 7.1,1— n,l
1+1, 1—1, 1,]+ 1,]—
Ax Zj — J 5 J a Ay¢?j — J 5 J .
Rovnice (3.12) je pak dikretizovdna explicitnim schématem
oML — o0
2, ]
At B
ATHT . AYP™.
= 5126, ) | A7 % e %
V(87672 + (Avgy )2 V(8767)? + (Avgy )2
+ 62,(97';) (-M(Uo,i,j —cr)? 4+ Ao(ugj — 60)2)7
(3.13)
kde uO7i7j = UO(Z,])
Pocatecni funkce (;52 ; = ¢o(i, ) je volena po ¢astech konstantn{ s hodnotami
C  uvnitt kiivky,
z,y) = 3.14
Po(@:y) {—C vné kiivky, ( )

kde konstantu C' > 0 je potieba zvolit s ohledem na volbu £ v aproximaxi § funkce
funkcemi 01 ¢ a 02 .. Gradient funkce ¢ jiz po prvni iteraci nebude nekoneény, ale zustane
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vysoky, coz je dokonce i vyhodné (uvidime déle). Je-li pak C' vysoké, bude jen velice
mélo bodu (v diskrétnim piipadé i zadné), pro které je |¢(z,y)| < € a tedy casovy
vyvoj funkce ¢ bude velice pomaly nebo zadny. Pti volbé nizkého C' je situace ziejmé
opacna, vyvoj neni koncentrovan na okoli kiivky, jak pfedepisuje integralni formulace
(3.11), mimo jiné se pak pracuje s misty, kde je |V¢| nizky, coz vede k nestabilité. V
numerickych experimentech je voleno C' = 2, coz se osvédcilo. Lze doporucit zhruba
C € [2,10] jako vhodny kompromis mezi rychlosti a stabilitou.

Zde je na misté zminit, ze vysledek segmentace v principu nezavisi na kontrastu
vstupniho obrazu ug v tom smyslu, ze kdyz provedeme tranformaci ug — Oug, je to
totéz, jako bychom provedli A;o — 92)\1,2, to je snadno vidét dosazenim. Neni tedy
mozné takto umeéle zlepSovat kvalitu segmentace (ackoliv opticky pusobi pro 6 > 1
obraz kontrastnéji). Je ale vhodné uvazovat vstupni obraz néjak normovany, aby nebylo
nutné pravée zménami A\ 2 kompenzovat Spatny kontrast, je tak vzdy predpokldddno
uo(z,y) € [0,1] s tim, ze funkce je na.

Funkci ¢g 1ze vybrat s ohledem na segmentovany objekt, tzn. naptiklad aby vnitiek
objektu zhruba odpovidal bodum, kde ¢(x,y) > 0, coz podstatné urychli konvergenci do
minima (tj. snizi po¢et nutnych iteraci). V numerickych experimentech je vsak vétsinou
volena bez tohoto ohledu, aby se ukazalo, jak si metoda poradi se segmentaci bez
apriorni informace o segmentovaném objektu.

Konstanty cr,co z rovnice (3.11) jsou v kazdém kroku spocteny pomoci vztahu
(3.9), v numerické implementaci jsou spoé¢teny s ,pravou* skokovou funkci H, coz je
rychlejsi a na feSeni rovnice to nema zadny vliv. Rozdil je srovnatelny se zcela nepatrnou
zménou konstant Ay, Ao.

Algoritmus segmentace pak probiha v nasledujicich krocich

1. Nagcist vstupni obrézek, provést piipadné roztazeni histogramu, aby hodnoty in-
tenzit lezely prave v [0, 1], sestavit diskrétni mfiz stejné velikosti a inicializovat ji
pocatecni funkei gzb?,j podle (3.14).

2. Provést vypocet konstant ¢y, co podle (3.9).

3. Provést vypocet jednotlivych ¢lent na pravé strané (3.13) (k nim pfibyde jesté
regularizacni ¢len, o kterém bude Fe¢ na konci této ¢asti).

4. Provést iteraci podle (3.13) s pevnym casovym krokem At.

5. Dopocitat hodnoty ¢ v krajnich bodech €2 podle Neumannovy okrajové podminky.
6. Zobrazit aktudlni vysledek.

7. Kroky 2 az 6 opakovat po stanoveny pocet iteraci.

Podivejme se jesté na stabilitu metody. S datovymi éleny, tzn. typu ¢ = de () A(uo—
¢)?, neni problém. Omezime-li J. funkci konstantou, tak se jednd vpodstaté o ¢asovou
integraci typu

" =Kn+¢’

kde do konstanty K je zahrnuto omezeni § funkce, velikost ¢asového kroku, konstanty
A a |lug||pee. Vénujme se tedy disipativnimu ¢lenu, ktery zkracuje délku kiivky, tzn.

o1 = 0:(p)adiv <v—i|> Po vzoru [5], str. 64, je mozné difuzni rovnici

v
29 . (9(IV])
i adiv <|V¢] ng))
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rozlozit na te¢nou ¢ast a normélovou ¢ast vzhledem ke sméru, na kterém je ¢ konstantni
(tedy kolmo na gradient a ve sméru gradientu), konkrétné je pak

9 _ < Vel ) 0% 0%
= ¢ + (ag'(IVel) ;
ot |V ot? ( ) on?

=c

=cCpn,

kde t resp. n znadi te¢ny resp. normélovy vektor vzhledem k iso¢aram ¢. Pro stabilitu
explicitni diskretizace této rovnice pak méame obecnou podminku

2

At < :
— Amax{|e, e[}

Aplikujeme-li tento postup na nas piipad, mame ¢ =1, h = 1, a d.(¢) aproximujeme
omezujici konstantou |d.| < C¢, dostdavame na ¢asovy krok omezeni
V¢l

tedy At <
4aC.’ ey -

inf|Ve|
400,

At <

Casovy krok byl ve viech piipadech stanoven pevné At = 1, podminku stability pak
dostavame pro «

< inf |V¢|

— 4C.

Toto omezeni je treba mit pfi volbé konstanty a na paméti. Ze zkuSenosti s numerickym
experimentovanim lze Fict, Zze mirné poruseni této podminky jesté nevede k oscilacim
v TeSeni. Vyvoj ¢ je tzce koncetrovan na okoli nulové hladiny, jednotlivé iterace tak
pusobi v trochu jinych bodech z € Q, takze piipadné chyby se nebudou pfilis zvétsovat.
Navic, vzapéti uvidime, ze k rovnici je z jiného duvodu priddn jesté externi regularizacni
¢len, ktery ma také za nédsledek eliminaci pfipadnych mensich chyb vzniklych porusenim
této podminky. Hrubé porusSeni vSak skuteéné vede k prudkému nartustu oscilaéniho
sumu ve funkci ¢ a feSeni pfestane mit smysl. Pii pouziti d; ., kde je pro € = 1 konstanta
C. = 1, lze jako bezpecnou doporuéit volbu o € (0,5]. Tato podminka mimo jiné
ospravedliiuje nékteré poznatky z predchozi diskuze: |V¢| je vhodné udrzovat relativné
vysoky v blizkosti kiivky na nulové hladiné ¢ (toto je na tikor rychlosti konvergence do
minima, samoziejmeé), volba d1 . je z toho divodu pro divergenéni ¢len vhodnéjsi nez
2. nebot koncentruje vyvoj ¢ jen na zminéné okoli.

Reinicializace

Ke konci ¢asti o level setové metodé bylo zminéno, ze level setova funkce ¢ byva vli-
vem evoluénfho procesu nezddoucim zptsobem deformovana tak, Ze to bud zhorsuje
presnost stanoveni jeji nulové hladiny (sledované kiivky I'), nebo to negativné ovliviiuje
dalsi feSeni a jeho stabilitu, ¢asto oboji. Jednim ze zpusobt jak tento problém fesit je
jednou za neékolik iteraci vyfesit reinicializa¢ni rovnici (3.6), polozit ¢(t) := 1 a po-
kracovat v feSeni rovnice zkoumaného problému. V piipadé segmentace pomoci active
countours without edges neni tento piistup idedlni. Vyhoda level setové segmentace
spo¢iva mj. v tom, ze segmentace neni striktné lokalizovana na kiivku nulové hladiny,
tzn. level setova funkce se muze ,,prohnout®, zménit znaménko a zpusobit tak vznik
nové hrany a tedy zménu celé segmentace i relativné daleko od puvodni hranové kiivky
(tim je umoznéna spravnd segmentace objektt, které nejsou jednoduse souvislé). Rei-
nicializace ale kazdych nékolik iteraci nuti level setovou funkci mit |V¢| = 1, coz nutné
omezuje tuto moznost detekce vnitinich hran objektt. Existuji vSak i jiné moznosti, jak
v prubéhu feSeni rovnice zachovdvat vhodny tvar level setové funkce. V této praci je
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pfi implementaci pouzita metoda z [22] nazvand distance regularized level set evolution.
Jeji princip spoc¢iva v tom, ze k segmentacni energii F' pfiddme regulariza¢ni ¢len R a
minimalizujeme modifikovany funkciondl

Fr(¢) = nk(¢) + F(9),

kde p > 0 je vdhovy parametr a regularizacni ¢len R ma tvar

R(¢) = /Q p(IVé])d.

Funkce p : [0,00) — R je vhodny potencidl, ktery upravuje |V¢|. Jak bylo feceno,
za idedlni lze povazovat, pokud |V¢| ~ 1, coz je primérni cil reinicializace. Potenciél
p(s) je tedy zvolen tak, aby mél minimum pravé pro s = 1, jednou z moznosti je pak
napiiklad pi(s) = 3(s — 1)2.

Spocteme-li Gateauxovu derivaci nového funkcionalu Fr, mame

/
Fio) = -naiv (2000 + 7o)

IVl
Vidime, ze derivace nového ¢lenu R’ predstavuje (po priddni do ¢asové rovnice) difuzi
s difuznim koeficientem d(s) = @ zévislym na s = |V¢|. Znaménko tohoto ¢élenu
urcuje, zda se jednd o doptednou (d(s) > 0) ¢ zpétnou (d(s) < 0) difuzi. Pro potencidl
p1 je vidét, ze d(s) > 0 pro s > 1, d(s) < s pro s < 1, tedy potenidl dopfednou ¢i
zpétnou difuzi udrzuje level setovou funkci ¢ tak, aby |V¢| = 1. Nevyhodou vsak je,
ze d(s) — —oo pro s — 0+, neboli pokud je funkce ¢ konstantni, regularizaéni ¢len
predstavuje zpétnou difuzi s neomezenym difuznim koeficientem. To je nepraktické
jednak kvuli stabilité, ale hlavné proto, ze v numerické implementaci popsané vyse je
|V¢| = 0 hlavné v mistech daleko od kiivky na nulové hladiné, kde tato nekontrolovand
difuze zpusobuje vpodstaté Sum v jinak konstantni funkci a dusledkem byva naruseni
nulové hladiny level setové funkce, coz poskodi sledovanou kiivku. V témze ¢lanku
proto autofi navrhuji pouzit jiny potencial po takovy, ktery bude mit minimum nejen
pro s = 1 ale i pro s = 0, takze bude-li se level setova funkce ¢ blizit konstanté tak na
ni regularizace nebude mit vliv. Druhym pfirozenym pozadavkem je, aby odpovidajici

do(s) = @ byla omezend pro s € [0, oo]. Konkrétni navrzenou volbou je

L (1 —cos(2ms)) s <1,
p2(s) = {(22 ( )

3(s— 1) s> 1.
Pak je
da(s) = 7 sin(2rs) s <1,
1-1 s>1
a plati

e dy(s)>0nasel0,3]U[l,00] ads(s)<Onase[3,1],
e v limitdch je d2(0) =1 a da(c0) =1,
o |da(s)| <1Vs.

Tento potencidl tak produkuje difuzi s omezenym difuznim koeficientem, kterd je do-
predné pro |V¢| < %, kde dale snizuje |V¢| k nule, taktéz doptrednd pro |V¢| > 1,
kde snizuje |V¢| k jedné, a zpétnd v opacném piipadé, kdy zvedd |V¢| zpét k jedné.
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Obrazek 3.1: Level setova funkce po 250 iteracich stejné rovnice, vlevo pii regularizaci
s potencidlem p;, vpravo s potencidlem po.

Rozdilny vliv téchto potencidlii na level setovou funkci je vidét na obrazku 3.1. Po-
tencial py tak spliiuje vSechny nase predchozi pozadavky a byl pouzit pro regularizaci
level setové funkce v numerické implementaci active contours without edges v této
préci. Diskretizace tohoto difuzniho ¢lenu byla prevzata z clanku [22], je provedena
analogickym explicitnim schématem, jaké je pouzito pro divergencni ¢len v (3.13).

V citovaném ¢lanku [22] je provedena diskuze stability metody naprosto stejnym
zpusobem jako v nasem piipadé pro mean curvature motion (divergenéni ¢len z (3.13)),
diky omezenosti difuzniho koeficientu lze podminku stability urcit jako

pAt <

|
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Kapitola 4

Experimentalni vysledky

V této posledni ¢éasti prace budou predstaveny vysledky praktickych testu segmentace
pomoci active countours without edges. Soucésti prace je kéd numerické implemen-
tace napsany v MATLABu'. Hlavnim prvkem je funkce acwe v souboru acwe.m, kterd
provadi iterace podle rovnice (3.13), nezobrazuje zddnou grafiku a veskeré chovéni je
fizeno vstupnimi parametry, funkce je tak vhodna pro zaclenéni do externiho projektu.
Prilozeny jsou soubory test_*.m, kde kazdy odpovida jednomu experimentalnimu testu,
které budou vzapéti predstaveny. Jednotlivé ukazky je tak mozné velice snadno rekon-
struovat, staci spustit odpovidajici skript test_*.m, neni nutnd zadnd kompilace ¢i
jind pfiprava. Vsechny pouzité obrazky jsou pfilozeny v adresafi /img. Prubéh kazdého
testu je ulozen jako videosoubor, tyto soubory jsou ulozeny v adresaii /videos, takze
i ctendr, ktery neméd k dispozici MATLAB si muze ukdzky segmentace bez problémiu
problédnout. Mechanismus ukladani segmentace jako video je soucasti testovacich sou-
bort, takZe neni problém jej pfevzit do jiného projektu. Nakonec, vybrané snimky z
prubéhu jednotlivych segmentaci (mimo jiné celkovy vysledek segmentace) jsou ulozeny
v adresaii /frames a oznaeny jménem testu a porfadovym ¢islem snimku. Zdrojovy
kéd funkce acwe je uveden v pifloze A.

Zbytek kapitoly bude tvorit piehled a diskuze jednotlivych testovacich ukazek, na
konci kapitoly provedeme diskuzi celkového chovani segmentace timto modelem. U
kazdého testu budou uvedeny pouzité hodnoty parametriu. Zde nebyla snaha peclivou
volbou dosdhnout idedlniho chovani, ale spiSe hodnotami parametru z béznych roz-
mez{ (kterd tak lze z jednotlivych ukazek usoudit) vyzkouset, zda a jak segmentace na
daném snimku funguje. Pro vSechny testy je volen ¢asovy krok At = 1, vdha regulari-
zace u = 0.2, 8itka §. funkci € = 1 a vahy datovych ¢lent shodné Ay = Ay = A, v praxi
se tak meénily hodnoty vahy délkového Clenu «, datovych ¢lentt A a pocet iteraci.

Kazdy predstaveny test ma své jmeno, spousti se skriptem test_jmeno.m, pra-
cuje s obrazkem /img/jmeno.bmp a videosekvence prubéhu segmentace je ulozena v
/videos/jmeno.avi. K popisu testu je pfipojen obrazek, na kterém je cervenou kiivkou,
znazornujici nulovou hladinu level setové funkce a tedy kiivku hran I', vyznacena je
vzdy pocateéni poloha, konetnd segmentace a mezitim nékolik snimku z pribéhu seg-
mentace.

Diléi testy
Test simple, snadno segmentovatelny objekt

Obrazek 4.1. Jak lze ocekéavat, v takto jednoduchém piipadé funguje algoritmus bez
problému, obrézek ma jasné bimodalni charakter (tim oznac¢ujeme tmavy objekt a svétlé

'Zdrojovy kéd byl vyvinut a testovan ve verzi R2010b, 7.11
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Obrazek 4.1: Test simple, o = 0.1, A = 1, 80 iteraci.

pozadi ¢i obracené) a to je pro segmentaci touto metodou idedlni. Nastavenim vétsiho
A nebo At jde docilit jesté rychlejsi konvergence.

Test topology, zména topologie krivky

Obrazek 4.2. Obrazek v tomto testu je opét ze segmentacniho hlediska jednoduchy,
slouzi k demonstraci jedné ze zminovanych vyhod level set metody. Pocatecni kiivka
¢o je jednoduchd uzaviend kiivka, zatimco konecnd segmentace je slozena z nékolika
takovych krivek.

Test edgel, umély obrazek bez gradientnich hran

Obrazek 4.3. Cilem tohoto testu je segmentace obrazku, na kterém objekt neni ohra-
ni¢en souvislymi hranami rozpoznatelnymi podle gradientu (posledni snimek ukazuje
vystup Cannyho detektoru na vyhlazeny obrazek). Z této predstavy model active con-
tours without edges vychéazi, takze neni prekvapivé, ze segmentace (na tomto umélém
obrazku) probéhne dobie. Nejedna se vSak o segmentaci textury, jak by se mohlo zdat,
protoze ,,obli¢ej“ na obrazku mé jinou prumérnou hodnotu Sedi nez pozadi a to je je-
dind informace, ktera je pro segmentaci pouzita. Hranové metody jsou pro tento typ
obrazku nevhodné, nebot i pfi znaéném rozmazani jsou hranice objektii nesouvislé, coz
znemoznuje spravnou segmentaci. Mimochodem je v tomto testu vidét schopnost me-
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Obréazek 4.2: Test topology, o = 0.2, A = 2, 70 iteraci.

tody detekovat vnitini hrany objektu (,,0¢i, nos, pusu“), ackoliv je od nich kiivka zprvu
daleko. Na tom se podili mimo jiné pouziti funkce do . u datového ¢Elenu, pii pouziti
01, je segmentace vnitinich okraji umoznéna jen pro vybrané hodnoty vahovych pa-
rametru a zejména vhodnou volbu pocatecni kiivky, ¢imz ale metoda znacné ztraci na
samostatnosti.

Test edge2, redlny obrazek bez gradientnich hran

Obrazek 4.4. Tento test ma podobny charakter jako predchozi, pouzity obrazek je vSak
redlnd fotografie. Galaxie na obrdazku nem4 zietelné gradientni hrany, obrézek je vsak
pomérné dobfe bimodélni, takze by metoda mohla fungovat. Vidime vsak, Zze segmen-
tace neni zcela spravna. Galaxie je v zhruba vysegmentovana, ale chvosty vpravo dole
a vlevo nahoie jsou ufiznuté, nebot jsou piilis tmavé a zapadaji do prumérné Sedi po-
zadi. Metoda nebere ohled na souvislost vysegmentovanych objekt, takze nezohledni,
ze tyto Casti nalezi ke galaxii, zatimco podobné Sedé pozadi na levé strané obrazu jiz
ne. Déle je vidét, ze spolu s galaxii jsou vysegmentované jesté tii hvézdy, coz je logické,
protoze tvoii jedny z nejsvétlejsich bodu obrazku. Jejich vysegmentovani lze zabranit
nastavenim vyssi hodnoty skdlového parametru «, napiiklad o = 3, v tom piipadé je
vSak galaxie jesté vice utriznuta.
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Obrazek 4.3: Test edgel, a = 0.2, A = 2, 350 iteraci. Posledni obrazek ozacje vystup z
Cannyho hranového detektor (pfedtim timto byl obrazek vyhlazen gaussovskym jadrem
velikosti 5, o = 5).

Test nonconvex, segmentace silné nekonvexniho objektu

Obrazek 4.5. Obrazek v tomto testu je opét umély. Cilem je ovérit schopnost seg-
mentovat objekty, které jsou silné nekonvexni, neboli maji veliky obvod vzhledem k
zaujimané plose. Tento typ objektu je nesmirné nepiijemny pro active contours modely
zalozené na mean curvature motion a detekci hran. Vezmeme-li jako piiklad geodesic
active contours s funkciondlem (2.29), pak evoluéni rovnice kiivky ma tvar

% = (gk — Vg -n)n.

Pripominame, ze funkce g detekuje hrany a k znacime kiivost. Lze ukazat, ze konvekéni
¢len Vg - n pritahuje kfivku k hrané, ma vSak velice maly dosah a neni p#ili§ i¢inny,
dokud je kiivka daleko od hrany. Pak je podstatny jen ¢len s k zkracujici kiivku. Dokud
je vnitfek kiivky u hrany lokalné konvexni, ma k stéle stejné znaménko a kiivka se
zkracuje, jakmile se vSak kiivka narovnd, kfivost zméni znaménko (resp. bude nulova)
a vyvoj kiivky se zastavi — kfivka se tak nikdy neprohne aby ptestala byt konvexni,
nebude-li v tésné blizkosti hrany. Z toho duvodu je do rovnice potieba pfidat navic
,2umély“ ¢len vg,

%:(gk—Vg-n—&-z/g)n,
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Obrazek 4.4: Test edge2, o = 0.1, A = 2, 1000 iteraci.

ktery lze interpretovat jako minimalizci plochy, kterou kiivka uzaviré (z rovnice je jasné,
ze se jedna o pohyb v normélovém sméru). Tento ¢len pak musi vykompenzovat opaéné
znaménko k, aby celkové znaménko k + v bylo stale stejné. Problém vsak je, ze je-li
koeficient v natolik vysoky, aby umoznil segmentaci silné nekonvexnich objektu, bude
pak tento ¢len velice silny a na neostré hrané, kde neni g = 0, snadno zpusobi, ze kiivka
hranu pteskoc¢i. Na takovém typu objektu jsou tedy hranové metody pomérné nestabilni
a navic velice pomalé, protoze kiivka pfi svém vyvoji musi postupné okopirovat celou
hranici objektu, nemuZze se najednou ,,0bjevit uprostied®, jako je tomu v piipadé active
contours without edges.

N4s model na tomto obrazku funguje velice dobie, konvergence je rychlé, nebot seg-
mentace probihd v celé plose obrazku, coz je velka vyhoda tohoto zpusobu segmentace.

Test reall, redlny obrazek s bimodalnim charakterem

Obréazek 4.6. V tomto testu je jako obrazek opét pouzita redlnd fotografie. Pozadi (trava)
a ¢astecné i objekt (ruka) maji svou vlastni strukturu (texturu), presto segmentace
funguje velice dobfe a rychle, protoze objekt je vyrazné svétlejsi nez pozadi.

Test noise, redlny obrazek se Sumem

Obrazek 4.7. Tento test je stejny jako predchozi, do obriazku byl vsak ptidan aditivni
Sum. Segmentace funguje spravné se stejnymi parametry jako v predchozim piipadé,
tedy bez Sumu. To je pochopitelné, model pracuje priméarné s globalni (integréalni) infor-
maci a ta neni Sumem pfili§ narusena, hranové segmentace pracujici s lokalni informaci
se s sumem vypofddavaji daleko hiFe. Sum zpusobi snizeni rozdilu mezi ¢; a co, coz
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Obrézek 4.5: Test nonconvex, a = 0.1, A = 1, 200 iteraci.

znamena, ze segmentace (konvergence do minima) bude pomalejsi. Dokud vsak zustane
zachovan bimodalni charakter snimku, je metoda proti Sumu dobfe odoln4.

Test real2, realny obrazek s rusivym prvkem

Obrazek 4.8. Na obrazku k tomuto testu je objekt zietelné tamvsi nez pozadi, pozadi
vsak obsahuje ¢asti (zabradli, hrana chodniku), které jsou také tmavé a maji tak svou
intenzitou blize k intenzité segmentovaného objektu. Segmentace s uvedenymi parame-
try a pocatecni kiivkou je uspokojivé, i kdyz ne zcela spravna — okolo zadnich nohou
kocky je k objektu pripojen i kus zabradli a chodniku. Nepovedlo se mi zadnym na-
stavenim parametru dosahnout toho, aby byla koCka vysegmentovéna zcela spravné.
Situace v8ak neni tak dobra, jak se muze zddt. Pokud posuneme pocédteéni kiivky g
tak, aby byla dél od segmentovaného objektu (sta¢i napiiklad ve skriptu test_real2.m
nastavit parametr offset=20, coz ptiblizi po¢atecni kiivku k okrajum obrézku), potom
se jiz kiivka ,,chytne® tmavych ¢asti pozadi a segmentace neni nikdy provedena spravné.
mentace zavisld na volbé pocatecéni kiivky, apriorni informace o ptiblizné poloze objektu
tak muze byt pro vysledek segmentace rozhodujici.
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Obrazek 4.6: Test reall, a = 0.3, A = 1, 350 iteraci.

Test real3, univerzalni volba ¢,

Obrazek 4.9. V tomto testu se snazime adresovat problém, na ktery jsme narazili
v minulém testu, tedy volbu pocédtecni funkce ¢g. Obrazek k tomuto testu je rela-
tivné dobre vysegmentovatelny. Pokud zvolime ¢g stejné ,ledybyle“ jako ve vétsiné
predchozich testu, kde kiivka vede 20px od okraju obrazku, muzeme se presvédcit, ze
spravna segmentace nastane po zhruba 700 iteracich. V ukazce je vSak ¢g zvolena ji-
nak, a sice s rovnomérné rozlozenymi ,ostravky* kladnych a zapornych hodnot, takze
vzniklou pocatecni kiivku tvofi nékolik uzavienych kiivek rovnomeérné rozlozenych v
plose obrazku. Vidime, ze v tomto piipadé nastane spravna segmentace jiz po zhruba
150 iteracich, coz je podstatné zrychleni, a pfitom k volbé ¢y nebyla potieba zadna
informace o poloze segmentovaného objektu. Pro¢ je v tomto piipadé segmentace rych-
lejsi? Na pocatku jsou konstanty cy, co ptiblizné stejné jako v piipadé jednoduché volby
¢0, nebot obé kiivky byly voleny ndhodné, takze datovy ¢len m4 zhruba stejnou vahu.
Podstatné vsak je, ze ve druhém pripadé ma kifivka mnohem vétsi délku, takze ma
moznost ,reagovat® na podstatné vétsi pocet pixelu vstupniho obrazu a ménit podle
toho svuj tvar, dusledkem toho je, ze se konstanty cy, co rychle aktualizuji (vzdaluji),
coz vede k rychlé konvergenci. Stoji za to upozornit, Ze u hranovych active contours
metod moznost takovéto inicializace neni, nebot kiivka musi vzdy obklopovat segmen-
tovany objekt.

Pokud jde o vlastni vysledek segmentace, vidime ze télo helikoptéry je vysegmen-
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Obrazek 4.7: Test noise, a = 0.3, A = 1, 400 iteraci.

tované dobie, ale chybi lyziny a rotor. Zda je takova segmentace postacujici zavisi
na dalsim zpracovani, pokud segmentaci nasleduje rozpoznani objektu, muzou byt
chybéjici periferie pti¢inou selhani. ZlepSeni segmentace lyzin je mozné dosdhnout pii
extrémnich hodnotach parametru, napiiklad @ = 0, to v8ak jiz znamena viceméné
oprahovani intenzity obrazu, takze vysledek segmentace pak vpodstaté ani neodpovida
teoretickému ocekavani. Pouziti metody s takovou volbou parametri nelze doporucovat.
Spravna segmentace rotoru je zcela mimo schopnosti této metody.

Test texture, segmentace textury

Obrézek 4.10. Obréazek k tomuto testu je opét umély, segmentovany objekt je srdicko,
které se vsak od pozadi lisi pouze jinou texturou. Piim& aplikace metody nemtuize ob-
jekt spravné vysegmentovat, nebotf primérns intenzita objektu je pochopitelné rovna
prumérné intenzité pozadi. Pro segmentaci jde v8ak pouzit i jiny deskriptor nez pifmo
intenzitu. V tomto piipadé je tak nejprve v kazdém bodé obrazu spoctena velikost
derivace ve sméru (1,1), teprve podle tohoto dekriptoru je provadéna segmentace.
Vysledkem je tspésna segmentace objektu.
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Obrazek 4.9: Test real3, a = 0.5, A = 4, 200 iteraci.

Shrnuti praktickych poznatku

Na provedenych testech je vidét, ze metoda dobie funguje v pripadé, ze je vstupni
obraz ptiblizné bimodélni, ¢imz myslime, ze prumérna intenzita objektu je nezanedba-
predstavy vychéazi idea této segmentacni metody. Pokud neni tento predpoklad splnén
a objekt m&d prumérnou intenzitu stejnou jako pozadi, neni pfiméd segmentace touto
metodou ani teoreticky moznda. Lze v8ak v nékterych piipadech pouzit jiny deskriptor
nez jen intenzitu, jak bylo ukazano v testu texture, vétsinou jde o funkci koeficientii
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Obrazek 4.10: Test texture, a = 0.5, A = 2, 400 iteraci.

rozkladu obrazku do néjaké béze.

Vysledek i rychlost segmentace je zavisi na pocateéni poloze kiivky. Mame-li pfi-
bliznou informaci o poloze segmentovaného objektu, jde vhodnym umisténim pocatecni
kiivky dosdhnout vyrazné lepsiho vysledku. Pokud takova informace neni, 1ze v nékte-
rych piipadech segmentaci zlepsit, pokud se pocatecni kiivky rozmisti rovnomérné v
plose obrazku, jako tomu je v testu real3, pocet komponent kiivky v takovém piipadé
nesmi byt piili§ vysoky (zejména pii vysokém koeficientu a), nebot se muze stét, ze
po nékolika iteracich bude ¢(z,y) > 0 nebo ¢(x,y) < 0 vsude v Q a segmentace se tak
zcela zastavi.

Metoda neni pf#ilis vhodné pro segmentaci objekti s vysokym pomérem délky hra-
nice ku plose objektu, tzn. napiiklad segmentaci mnoha malych objektu na jednom
obrazku. Datova informace pochazejici z plochy objektu je pak velice slaba a ¢len zkra-
cujici délku kiivky se stane dominantni. Ten vSak nedéla zaddnou skute¢nou segmentaci,
slouzi jen jako regularizace a Skalovy prvek.

U snadno segmentovatelnych obrazku (tj. silné bimoddlnich) je metoda stabilni
vzhledem k nevelkym zménam vstupnich parametra, takze spravného vysledku jde
dosdhnout s néjakym univerzalnim nastavenim. U obrazku s komplikovanéjsi strukturou
je vSak nastaveni parametru (konkrétné tedy vzdy parametru « vzhledem k nastavené
hodnoté \) dilezité a pii spatném nastaveni neni vysledek segmentace spravny. Pokud
tedy nenf pfedem zndm charakter obrazku a z ného plynouci nastaveni parametri, neni
metoda vhodné pro automatickou nefizenou segmentaci.
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Metoda je velice dobfe odolnd vuci sumu do té miry, dokud pfitomnot Sumu nepo-
§kodi bimodalitu obrazu. Metoda si dobte poradi se zménou topologie kiivky, poc¢atecni
kiivka nemusi obklopovat segmentovany objekt a pocet komponent pocateéni kiivky
nemusi odpovidat po¢tu segmentovanych objektu.

Je-li segmentovany objekt od pozadi dobfe ohrani¢en gradientni hranou, ale pfitom
ma vlastni vnitini texturou podobnou textuie pozadi, tak metoda pravdépodobné selze,
nebot hranovou informaci nebere v potaz, pro tento druh obrazki je tieba pouzit hra-
nové segmentacéni metody. Naopak, metoda nevyzaduje, aby byl segmentovany objekt
od pozadi oddélen gradientni hranou.

Metoda je pomald, velikost vSech testovanych obrazkiu nepiesdhla 250px v jednom
rozméru a segmetnace trva jednotky, vyjimecéné desitky vtefin, véetné vykreslovani gra-
fiky (¢asy je tfeba brat za orientacni, nebot pti experimentech nebyl cil dosdhnout vhod-
nou volbou parametru nejrychlejsi segmentace). Cas jedné iterace vSak roste linedrné
s poc¢tem pixelt vstupniho obrdzku, nebot v kazdé iteraci se provadi koneéné mnoho
s¢itani matic a ndsobeni matic element po elementu (nikoliv standardni ndsobeni ma-
tic), coz jsou v8echno O(N) operace, kde N je pocet elementu v matici. Celkovy ¢as
tlohy tedy roste minimélné kvadraticky s délkovym rozmeérem (tzn. sitkou nebo vyskou)
obrazku. Ve skutecnosti vSak roste také potiebny pocet iteraci. Odhadneme-li hrubé pro
predstavu, ze kazda iterace provede (vzhledem k lokalizaci na okoli kiivky) klasifikaci
pouze k < N vstupnich pixelu, pak pocet potiebnych iteraci roste linedrné s N, pak
by celkovy ¢as segmentace rostl jako O(N?), kde N je pocet pixelii obrazku. Slozitost
jedné iterace jde podstatné zlepsit jinou implementaci, existuje tzv. narrow band im-
plementace, kterd nejen ze soustiedi vyvoj kiivky jen na jeji okoli, ale dokonce ani s
jinymi pixely viibec nepocita, iterace je pak podstatné rychlejsi. Nevyhodou ale je, ze
v tom piipadé nemohou byt spravné vysegmentovany objekty, které nejsou jednoduse
souvislé, viz naptiklad test edgel, a vysledek segmentace mize jeSté vice zaviset na
poloze pocatecni kiivky.
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Zaver

V préaci byla peclivé predstavena teorie Mumford—Shahova segmenta¢niho modelu di-
gitdalniho obrazu. Byla vysvétlena ivodni myslenka a z ni vychézejici formulace modelu,
déle byla adresovana a zodpovézena otazka existence a jednoznacnosti feSeni, probrany
vlastnosti segmentace a zduvodnéno ustfedni postaveni tohoto modelu mezi ostatnimi
varia¢nimi segmentaénimi modely, ¢imz bylo také ukazéano, jak lze modifikacemi ziskat
jiné segmentacni modely. Dale byla vypracovana konkrétni numerickd implementace
jedné z téchto variant, modelu active contours without edges. Tato implementace byla
podrobné vysvétlena a posléze testovana na praktickych piikladech. Bylo poukazéno
na vyhody i nevyhody modelu ¢i implementace a tyto vlastnosti byly také teoreticky
zduvodnény. Prace tak predstavuje dobry zdroj informaci pro kohokoliv, kdo se zajima
o variacni segmentaci digitdlniho obrazu jak po teoretické, tak po praktické stréance.
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Priloha A

Zdrojovy koéd funkce acwe

function phi = acwe(phi, u, iterations, timestep,...
lambdal, lambda2, alpha, mu, epsilon)
% provede dany pocet iteraci metody active contours without edges

for i=1:iterations % provest dany pocet iteraci
% upravit krajni hodnoty, aby byly splneny okrajove podminky
phi = Neumann(phi);
% vypect gradientu phi (centralni diference)
[phi_x,phi_y] = gradient(phi);
% velikost gradientu
s=sqrt(phi_x."2 + phi_y."2);
% vypocet krivosti, male cislo zabranuje deleni nulou
curvature = div(phi_x./(s + 1le-6), phi_y./(s + 1le-6));

% vypocet jednotlivych clenu evolucni rovnice

% regularizacni clen

distRegTerm = distReg(phi, phi_x, phi_y, s);

% delkovy clen

lengthTerm = diracCompact(phi, epsilon).*curvature;

% vypocet konstant c_I, c_E a datoveho clenu

% prvky, ktere jsou uvnitr objektu

in = (phi>0);

% suma prvku uvnitr objektu

dsum = sum(in(:));

% rozhodnout, jestli je objekt prazdny nebo ne

if dsum > O
% vypocet konstanty c_I a odpovidajiciho datoveho clenu
data_in = (u-sum(u(in))/dsum)."2;

else
% pokud je objekt prazdny tak je tento datovy clen nulovy
data_in = 0;

end

% suma prvku vne objektu

dsum = sum("in(:));

% rozhodnout, zda je pozadi prazdne ci ne

if dsum > O
% vypocet konstanty c_E a odpovidajiciho datoveho clenu
data_out = (u-sum(u(~in))/dsum)."2;
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else
% pokud je pozadi prazdne tak je tento datovy clen nulovy
data_out = 0;
end
% vypocet datoveho clenu
dataTerm = (-lambdal*data_in+lambda2*data_out).*diracSpread(phi, epsilon);

% explicitni iterace rovnice

phi = phi + timestep*(dataTerm + alpha*lengthTerm + mu*xdistRegTerm);
end
end

% vypocet divergence (centralni diference)
function K = div(nx,ny)

[nxx, ]=gradient (nx) ;
[~,nyyl=gradient (ny) ;

K=nxx+nyy;

end

% funkce delta_1 s kompaktnim nosicem, pouzita pro delkovy clen
function y = diracCompact(x,epsilon)

s = max(min(x,epsilon),-epsilon);

y = (l+cos(pi*s/epsilon))/(2*epsilon);

end

% funkce delta_2 s nosicem na R, pouzita pro datovy clen
function y = diracSpread(x, epsilon)

y = 1/pi*epsilon./(x. 2+epsilon~2);

end

% vypocet hodnoty clenu pro distance regularization

function f = distReg(phi, phi_x, phi_y, s)

a=(s>=0) & (s<=1);

b=(s>1);

ps=a.*sin(2*pix*s)/(2*pi)+b.*(s-1);

dps=((ps~=0) .*ps+(ps==0)) ./((s7=0) . *s+(s==0)) ;

f = div(dps.*phi_x - phi_x, dps.*phi_y - phi_y) + 4*del2(phi);
end

% okopirovani krajnich hodnot pro splneni Neumnnovy okrajove podminky
function g = Neumann(f)

g =1,

g([1 end], [1 end]) = g([3 end-2], [3 end-2]);

g([1 end],2:end-1) = g([3 end-2], 2:end-1);

g(2:end-1,[1 end]) = g(2:end-1,[3 end-2]);

end
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