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Kapitola 1
Uvod

Tématem této diplomové prace je studium rovinnych triangulaci, které se pouzivaji
nejen v matematice a kombinatorice, naptiklad pro interpolaci funkci nebo jako aproxi-
mace problému obchodniho cestujiciho, ale maji i Siroké praktické uplatnéni pii rekon-
strukci povrchu z mnozin bodi, vizualizaci dat v pocitacové grafice nebo pfi simulaci
déji ve fyzice.

Existuji mnohé optimalizacni kritéria, kterymi mtzeme odlisit kvalitu triangulaci
v riznych konkrétnich situacich. V této praci se zaméfime na triangulace s co nejmensi
celkovou délkou hran, tzv. minimalni triangulace nebo triangulace s minimalni vahou.
Ackoli vypada toto kritérium velmi jednoduse, problém minimalni triangulace pro obec-
nou mnozinu bodl odolava uz od roku 1964, kdy byl v souvislosti s metodou kone¢nych
prvkii poprvé uveden [9], snaze nalézt polynomidlni algoritmus a ani se nevi, zda patii
do NP.

Ukolem pro diplomovou praci bylo prostudovat soucasny stav problematiky mini-
malnich triangulaci, navrhnout vhodny postup pro priblizné nebo presné reseni a po-
rovnat jej na vhodnych datech a v nékteré konkrétni tiloze s jinymi znadmymi pristupy.

V podstaté existuji tii zakladni metody, jak k problému pristupovat. Prvnim je
slozitost v nejhorsim mozném pripadé, ktera, jak jiz bylo zminéno, zistava oteviena.
V kapitole 2 se podivame na mirné modifikace problému s prokadzanou polynomialni
slozitosti nebo naopak tzce souvisejici NP-tuplné problémy.

Dalsim moznym piistupem je hledani triangulaci, které nemusi byt nutné optimalni,
ale vétsinou se prilis nelisi. Nazyvame je aproximacemi miniméalni triangulace a mezi
nejznaméjsi patii napiiklad dobfe prozkoumana Delaunayova triangulace nebo greedy
triangulace. Podrobnéji se na aproximace zaméfime v kapitole 3. Jejich ,kvalitu®“ pak
oveérime pfi praktickych testech na ndhodné generovanych i redlnych mnozinach bodi
v kapitole 6.

Do posledni skupiny algoritmt patii riizné heuristiky, které vzdy najdou minimalni
triangulaci a ve vétsiné pripadii zrychli jinak exponencialni vypocet na rozumnou dobu.
Tomuto pristupu se vénuje kapitola 4.

Kapitola 5 podrobné, po jednotlivych krocich, popisuje kompletni algoritmus pro
vypocet triangulace s minimalni vahou optimalizovany zejména pro rovnomeérné roz-
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loZzeni bodti v konvexni oblasti, ktery umoziuje pocitat presnou minimalni triangulaci
az do statisicit bodi. Témér kompletni implementace toto algoritmu je soucasti pro-
gramu prilozeného k diplomové praci, spolecné s algoritmy pro vypocet testovanych
aproximaci.

V dalsi ¢asti textu (kapitola 6) porovname, jak uz bylo zminéno, kvalitu riznych
aproximaci na nékolika pravdépodobnostnich rozdélenich vstupnich mnozin bodu a také
na datech pochazejicich ze skutec¢nych zdroji. Jako kombinaci znamych pfistupi na-
vrhneme novou aproximaci, ktera se ve vétsiné pripadii shoduje s minimalni triangulaci,
a 1 v nejhorsim pfipadé lze dokézat O(1) aproximadni faktor. Témér linedrni ocekava-
nou slozitost minimalni triangulace i navrzené aproximace experimentalné ovéfime na
rovnomérné rozlozenych mnozinach bodu ve ¢tverci.

Minimalni triangulace zkusime v kapitole 7 pouzit jako vstup pro ulohu vypocet
vrstevnic a strucné porovname rozdil oproti tradi¢né pouzivané Delaunayové triangu-
laci.

Na zavér shrneme vysledky vyplyvajici z textu a experimentii.

1.1 Zakladni znadeni

Poznamka 1.1. Pokud v textu neni pfimo u nékterého algoritmu nebo dikazu véty
uvedeny zdroj, pak byl odvozeny samostatné, prestoze zakladni myslenka mtize byt in-
spirovana z jinak uvedenych pramenti. Z divodu hlubsiho pochopeni problému jsem se
ve vétsiné pripadd snazil uprednostnit tento postup. Podobné je samostatné formulo-
vana i vétsina uvedenych definic.

Nésledujici definice z teorie grafii vychazi z prednasek na Matematicko-fyzikalni
fakulté university Karlovy.

Definice 1.1 (Grafy). Neorientovany graf G je kazda usporadana dvojice G = (V, E),
kde V' je n€jakd konecna mnozina a £ C (‘2/) Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy
a prvky mnoziny F hrany. Je-li e € E hrana grafu, pak e = {u, v}, kde u,v € V Au # v.
Déle zna¢ime V(G) =V a E(G) = E.

Tahem v grafu nazveme posloupnost vrchola (v, ..., v,), kde kazdé dva sousedni
jsou spojeny hranou, tj. v; € V a {v;,v;41} € FE, cestou pak tah s navzdjem rtznymi
vrcholy. Rekneme, Zze G je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy vede cesta.
Komponentou grafu je kazdy maximalni souvisly podgraf.

Nakreslenim grafu G = (V, E) rozumime dvojici zobrazeni (b, 0), kde b pfifadi vr-
choltim rtzné body v roviné a o pritadi kazdé hrané e = {u,v} € E oblouk spojujici
body b(u) a b(v), ktery neprochézi zddnym jinym vrcholem b(w).

Nakresleni (b,0) grafu G = (V, E) je rovinné, jestlize zadnd dvojice hran nem4
spoleény bod kromé spole¢ného krajniho vrcholu, tj. Vey, eo € E e # ey : 0(e1)No(ey) =
b(61 N 62).

Topologicky graf je ¢tvefice G = (V, E, b, 0), kde (b, 0) je nakreslenim grafu (V, E).
Necht G = (V, E,b,0) je topologicky graf s rovinnym nakreslenim a H = (J .5 0(e).
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Sténou grafu G nazveme kazdou maximalni souvislou podmnozinu R?\ H. Topologicky
graf ma vzdy pravé jednu nekonecnou sténu, kterou nazveme vnéjsi sténou.

Triangulace radéji zavedeme formalné, zejména proto, aby byly jasné definované
situace, kdy se vice bodi nachazi na jedné primce.

Definice 1.2 (SLG, PSLG). Zobrazeni, které kazdé neusporadané dvojici vrcholu a,b
prifadi tsecku {(1—t)-a+t-b;t € [0,1]}, oznacime seg. Necht G = (V, E) je usporadana
dvojice a V C R2. Jestlize (V, E, id|y, seg|g)* je topologicky graf, pak G nazveme grafem
s rovnymi hranami — SLG. Jestlize je navic nakresleni (id|y, seg|g) grafu G rovinné,
graf nazveme PSLG (planar straight line graph).

Definice 1.3 (Diagonéla). Diagondlou v PSLG G = (V, E) je kazd4 dvojice riznych
vrcholti e € (}) \ E takova, ze (V, E U {e}) je PSLG. Mnozinu viech diagonél na G
znacime D(G), mnozinu vSech diagonél na (V) oznac¢ime D(V'). Diagonaly také nekdy
nazyvame prazdnymi hranami.

Definice 1.4 (Triangulace). Necht V' C R? je kone¢na mnozina, G¢ = (V, Cg) je SLG
a Go = (V,C¢) je PSLG. Pak znac¢ime:

T(V)={(V,E); (V,E) je PSLG bez diagonaly}, (1.1)
Te(V,Eq) ={(V,E) e T(V); E C Eg}, (1.2)
To(V,Ec) ={(V, E) e T(V); Ec € E}. (1.3)

Prvky mnoziny 7'(V') nazyvame triangulacemi na V' a prvky T¢ (V) omezenymi trian-
gulacemi na G¢. Ttidu v8ech triangulaci znac¢ime 7 = |J,, T'(V).

Z definic snadno vyplyvaji nasledujici vlastnosti triangulaci.
Véta 1.1 (Vlastnosti triangulaci).
(i) Kazdd vnitini sténa triangulace md tvar trojuhelniku a na hranici obsahuje prdave
tri vrcholy.
(i) Kazdy PSLG, ktery neni triangulaci, md alespon jednu diagondlu.
(i) Kazdy PSLG je podgrafem néjaké triangulace.

(iv) Pro kaZdou neprazdnou konecnou mnoZinu bodi V je T(V) # ().

Definice 1.5 (Vaha). Pro Euklidovskou vahu hran a graft s rovnymi hranami zavedeme
nasledujici znaceni:

[(x, )|l = Va2 + y?, z,y € R,

[{u, v} = |lu =], u,v € R?, (1.5)

IE[ =" llell. E C 2%, (1.6)
ecFE

1G]l = |G, G je SLG, (1.7)

|M || min = min{||G|; G € M}, M ={Gy,...,G,},G; je SLG. (1.8)

Wyraz f|4 znaéi ztzeni zobrazeni f na mnozinou A.
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Definice 1.6 (Miniméalni triangulace). Necht V' C R? je kone¢nd mnozina, Gg =
(V,Eq) SLG a G¢ = (V, E¢) PSLG. Pak znacime:

MWTV) ={T € T(V); T[] = IT(V)lmn}, (1.9)
GMWT(V, Eg) ={T € Ta(V, Ec); ||T|| = |Ta(V; E)|lmin}, (1.10)
CMWT(V,Ec) ={T € Tc(V, Ec); ||T|| = |Tc(V, E¢)||min}- (1.11)

Prvky mnoziny MWT (V) nazyvame triangulacemi s minimalni vdhou (MWT') nebo
minimalnimi triangulacemi na V', prvky GMWT(V, Eg) zobecnénymi triangulacemi
s minimalni vahou (GMWT) na G¢ a prvky CMWT(V, E¢) omezenymi triangulacemi
s minimalni vahou (CMWT) na Ge.

Souvislosti mezi definovanymi tfidami minimalnich triangulaci shrnuje néasledujici
véta.

Véta 1.2 (Vlastnosti t¥id minimélnich triangulaci).
(i) MWT(V) #0,
(ii) MWT(V) = CMWT(V,0) = GMWT(V, D(V)),
(iii) CMWT(V, Ec) = GMWT(V, Eo U D((V, Eo))),
(iv) MWT(V) € Uy, CMWT(V, Eg) € Uy GMWT(V, Eg).
Definice 1.7 (Konvexni obal). Necht V = (vy,...,v,) CR* a
Hza{icm;cie [0,1]/\i0i:1} (1.12)
=1 i=1

je hranice konvexniho uzavéru V. Potom konvexnim obalem mnoziny V' budeme nazyvat
PSLG, ktery je definovan néasledovné:

CH(V) = (vﬂ H,{e € D(V); seqg(e) C H}) . (1.13)

Véta 1.3 (Vlastnosti konvexniho obalu).

(i) Jestlize vsechny body V # 0 leZi na spolecné primce, potom V(CH(V)) =V,
|[E(CH(V))| = |V|—1, CH(V) obsahuge jedinou sténu a plati T(V) = {CH(V)}.

(i1) Jestlize v mnoziné V existuje trojice bodi, které nelezi na spolecné primce, potom
\V(CH(V))| = |E(CH(V))| a konvexni obal md pravé dvé stény, pricemz vnitini
sténa obsahuje vsechny vrcholy V. Pro kaZdou triangulaci T € T(V') je konvexni
obal podgrafem T o |E(T)| = 3|V|—|[V(CH(V))| —3 = O(|V]).

Dukaz: Snadno jde dokéazat indukci. O



Kapitola 2

Slozitost problému

Problém nalezeni T € MW T (V') pro mnozinu bodta V = {vy, vs,...,v,} v polynomiél-
nim case, zlstava uz od svého uvedeni roku 1964 stale otevieny. Existuje fada heuristik
pro hledani optiméalni triangulace, které dobte funguji pro specialné rozlozené body, ale
nikdy ne pro vSechny mozné vstupy.

Pokud nam staci jen triangulace dostatecné blizko minimalni, nejlepsiho asympto-
tického vysledku dosahuji tzv. quasi-greedy triangulace (viz. kapitola 3.3). Tuto apro-
ximaci MWT jde spoéitat v polynomialnim ¢ase O(nlogn) pro libovolny vstup a ma
vahu O(||[MWT(V)|]).

Slozitost vypoctu triangulace z libovolné neprazdné t¥idy lze, podobné jako hledéani
konvexniho obalu mnozZiny bodi, zdola omezit vyrazem (nlogn), protoze konvexnim
obalem ¢i triangulaci snadno setiidime posloupnost c¢isel.

2.1 Obecny pripad

Nasleduje formalni definice nékolika rozhodovacich problémi, které véetné dikazi slozi-
tosti uvadi L. S. Heath a S. V. Pammaraju [13], a které tizce souvisi s minimalni trian-
gulaci.

Problém 2.1 (MWT [13)).
Instance: Konecnd mnozina V C Q? a kladné k € Q.
Dotaz: Existuje triangulace T € T(V') takovd, Ze ||T'|| £ k?

Jedna se o rozhodovaci variantu vypoc¢tu MWT'. Slozitost zlistava oteviena. Ziejmé
nami feSeny problém nalezeni triangulace T € MWT(V) pro konkrétni konecénou
mnozinu V' C R? nemtiZze mit nizsi sloZitost, protoze rozhodovaci problém MWT jde
fesit vypoctem minimalni triangulace.

Na tomto misté je jesté vhodné zminit rozdil mezi redlnymi a racionalnimi mnozi-
nami bodi. Prestoze realna ¢isla nejde obecné reprezentovat do kone¢né paméti, budeme
u zapisu algoritmi uvadét realné body a budeme predpokladat konstantni pamétovou

10
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a Casovou slozitost vSech operaci, véetné netrivialniho porovnavani sumy odmocnin.
V konkrétni implementaci typicky na vstupu povolime jen néjakou podmnozinu R2,
napiiklad Q2.

Problém 2.2 (TRI [13]).
Instance: Konecnd mnozinaV C Q* a E C (}).
Dotaz: FEristuje E' C E, Ze (V, E') je triangulace?
Problém existence triangulace v dané mnoziné hran tesi SAT a je NP-tplnjy.
Definice 2.1. Nechf V' C R? je kone¢nd mnozina bodii v roviné £ = F(V). Grafem

priseciki na V nazveme graf

E
G = (E, {e;,e;} € <2>;ei protind ej> : (2.1)

Problém 2.3 (RMMI [13]).

Instance: Graf priseciki G = (E,C) na V', pro kaZdou hranu e € E vdha w(e) € Q
a kladné k € Q.

Dotaz: Obsahuje G mazimdlni nezdvislou mnoZinu I takovou, Ze ) ., w(e) < q?

Tento problém zobeciiujici MWT na libovolné ohodnoceni hran fesi TRI a je
NP-tplny.

Problém 2.4 (GMWT [13]).

Instance: Koneénd mnoZina V C Q% E C (‘2/) obsahugici alespon jednu triangulact
a kladné k € Q

Dotaz: Ezistuje E' C E, Ze T = (V, E') je triangulace a ||T|| £ k?

Problém MWT zobecnény na danou podmnozinu povolenych hran je NP-uplny, jak
lze dokéazat redukci TRI na GMWT.

Z TRI a GMWT piimo vyplyvé, ze v ndmi zavedeném znaceni je pro SLG (V, Eg)
vypocet T € GMWT(V,Eg) v NP, a to i kdyZ (V, Eg) obsahuje alesponi jednu trian-
gulaci.

2.2 Konvexni polygon

Nastésti ne vSechny pripady jsou pro hledani MW'T tak tézké jako obecnd mnozina
bodi. Jednou ze specidlnich vstupnich mnozin jsou body rozlozené na svém vlastnim
konvexnim obalu (tzv. konvexni polygon). Pro tento ptipad lze tesit T € MWT(V)
v polynomidlnim ¢ase O(n?), jak ukaZeme na nésledujicim algoritmu.
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Algoritmus 1 MW'T konvexniho polygonu

Vstup: V C R? kone¢na mnozina, V = V(CH(V)).
Vystup: (V,E) e MWT(V)

—_ =
= O

._.
!\?

13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:

(V,E),(V,E) «— CH(V)
if vSechny body V lezi na jedné primce then
return >CH(V)e MWT(V)
end if
(v1,v2,...,0,) < vrcholy CH (V) po sméru hodinovych rucicek
for j=2,3,...,ndo
wi_1; — ||vji—1 — v, > Inicializace hrany na konvexnim obalu
fortr=7-2,7-3,...,1do > Prichod ostatnimi hranami
W; j < OO
if {v;,v;} € D(V) then
fork=i+1,:1+2,...,5—1do
> Prichod trojuhelniky nalevo od (v;, v;)
if (w; g + wy; < 00) A (w;; > w;y, + wy,;) then
> Jestlize je tvofen diagonélami
> a je nejlepsi dosud nalezeny,
Wy j — Wik + W > ulozime vahu
kij—k > a vrchol pro kone¢nou rekonstrukei
end if
end for
end if
wij = wij + ||vi — v
end for
end for
L —{1,n)}
while (i,j) € L do > Rekonstrukce nejmensi nalezené triangulace
L L\ {(i,5))
if (w;; <oo)A(i+1<j) then
E— EU{{v,v;}}
L — LU{(i, ki), (kij, J)}
end if
end while
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Vk

Tij = (Vij, Bik

U {{vi,v;}}
U Ej.;)

A\

Obrazek 2.1: Hledani MW'T v konvexnim polygonu.

Pozndmka 2.1. Algoritmus jsem odvodil samostatné, pfestoze se pravdépodobné po-
dobéa nékterému z obecné znamych algoritmt. V dalsi ¢asti kapitoly vypocet i dikazy
zobecnime na obecnéjsi pripad jednoduchého polygonu.

Véta 2.1. Algoritmus 1 najde pro kazZdou vstupni mnoZinu bodu V = V(CH(V)) tri-
angulact s minimalni vahou.

Dikaz: Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze body V nelezi na jedné
pfimce, jinak MWT(V) = {CH(V)}. Tuto variantu oSetfuje fadek (2). Jestlize body
nelezi na pfimce, snadno o¢islujeme vstupni body prichodem po hranach C' H (V). Ozna-
¢me V;; = {v;,Viq1,...,05}, 1 < J.

Program funguje na principu dynamického programovani. Na fadcich (6)—(20) se
pro vsSechna ¢ < j s vyuzitim uz dfive spocitanych intervald najde, pokud existuje,

T,, € GMWT (vm, b)) (‘9)) , (2.2)

Kdybychom védeéli, ze zadna trojice bodti nelezi na piimce, Sel by algoritmus zjednodusit
a vynechat testovani hran na diagonaly D(V).

Aby se v paméti nemusely udrzovat celé triangulace T; ;, zaznamend se pro kazdé
i+1 < jjenindex i < k;; < j vrcholu vy, ;, ktery v T ; tvofi trojuhelnik (vs,v;, vy, ),
a vaha w; ; = ||T; ;||. Kdyz pro i < j neexistuje 7; ;, bude w; ; = .

Krajni hodnoty w; ;41 pro dvoubodové triangulace se nastavi v (7) (k; ;1 neni po-
tfeba). Zfejmé hrany C'H (V') jsou v D(V) a proto w; ;11 < oo.

Necht je program na fadku (9) a i + 1 < j. Diky pofadi a sméru zpracovani cykla
pro ¢ a j mizeme piedpokladat, Ze jsme uz diive spocitali vSechny hodnoty w;, wy ;,
ki a kyj proi < k < j. Je-li {v;,v;} & D(V), zfejmé w; ; = co. V opacném piipadé
D(Vi;) = D(V)N ("), tedy musi existovat ngjaké T/, € GMWT (Vi;, D(V) (N ("y))
s hranou {v;,v;}, a jako kazda jind triangulace obsahuje i 7} ; trojthelnik (v;,v;, vy),
i <k < juhrany {v;,v;}. V cyklu (11) tento trojihelnik prozkoumame, a algoritmus
proto najde T; ;, [|T; ;|| = ||} ;|- Pro tplnost diikazu je potfeba zminit, ze podminkou
(12) projdou jen trojtahelniky z diagonél.
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Tim jsme dokazali, Ze na fadku (20) jsou spravné spocitané vSechny hodnoty w; ;
prol <i<j<mnak;prol <i+1<j=<n. Zbytek vypoctu je snadny. Triangulace
Ty, € GMWT(V,D(V)) = MWT(V) a da se rekonstruovat prichodem binarniho
stromu, ktery vznikne postupnym délenim intervalu (1,n) indexy k; ;, a to pfesné déla
¢éast programu (21)—(28). O

Vé&ta 2.2. Algoritmus 1 jde implementovat v ¢ase O(n®) a s pamétovou sloZitosti O(n?).

Duikaz: Slozitost vypoctu konvexniho obalu je O(nlogn), (2)-(5) a (21)-(28) jde
snadno implementovat v O(n). Kazdy z cyklu (6), (8) a (11) se provede nejvyse n krat.
Test dvojice bodl na diagondlu V' jde provést v case O(n), ¢imz ziskavame celkovou
slozitost algoritmu O(n?).

Kromé grafu a pomocnych proménnych se v paméti se udrzuji jen pole w;j;, k;;
a spojovy seznam L o celkové velikosti O(n?). O

2.3 Jednoduchy polygon

Polynomialni algoritmus 1 pro pocitani MW konvexniho polygonu je mozné rozsirit
na obecnéjsi piipad tzv. jednoduchého polygonu. Nejprve zavedeme nékolik pojmii.

Definice 2.2 (Orientovana hrana). Pro SLG G = (V, E) znad¢ime
S(E) =A{(u,v); {u,v} € E} (2.3)

a prvky této mnoziny nazyvame orientované hrany v GG. Pro jednodussi zapis algoritmii
na GG dale zavedeme znaceni:

(u,v)" = (v,u), wu,veV,u#uv, (2.4)
(u,v).e = {u,v}, wu,v€V,u#wv, (2.5)
(u,v).v =, u,v € Viu#wv, (2.6)
(u,v).cw = (u,w), {u,v} € F a{u,w} je prvni hranou ve sméru (2.7)
hodinovych rucicek kolem vrcholu u v G,
(u,v).ccw = (u,w), {u,v} € E a {u,w} je prvni hranou proti sméru (2.8)
hodinovych rucicek kolem vrcholu u v G.
Jestlize je navic G PSLG:
(u,v).f = f, {u,v} € E a f je sténa G napravo od orientované (2.9)

hrany (u,v).

Zmnaceni graficky znazornuje obrazek 2.2.
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(u,v).cw

Obrazek 2.2: Definice orientované hrany v PSLG.

Poznamka 2.2. U PSLG se vétsinou uvazuji odkazy na sousedni hrany ve spojovych
seznamech kolem hranic stén. Aby $la definice pouzit i pro obecnéjsi SLG, zavedl jsem
cw a ccw nezavisle na rovinnosti grafu. Definice cw a ccw je jednoznacna, protoze SLG
muze obsahovat jediné diagonaly D(V), tedy dvojice hran vychazi z krajniho bodu vzdy
pod rozdilnym thlem.

Definice 2.3 (Triangulace stény). Necht f je sténa néjakého PSLG G = (V, E). Trian-
gulaci stény f v G rozumime kazdy PSLG vznikly z G pridanim diagonal z f, a ktery
v f nemd zadnou dalsi diagonalu. Mnozinu vSech triangulaci stény f v G znacime
T(G, f) a mnozinu vSech diagonal G prochazejicich danou sténou D(G, f). Podobné
jako v definicich pro oby¢ejné triangulace zavedeme T (G, f, Eq), Tc(G, f, Ec):

TG(G7 f: EG) = {T < T(Gv f)7E<T) - E(G) U EG}7 EG - D(Gv f)v (210)
Tc(G, f, Ec) = {T € T(G, f)7 Ee C E(T)}, Ec C D(G, f) (211)

Definice 2.4 (Jednoduchy polygon). Jednoduchym polygonem v PSLG G = (V, E)
nazveme kazdou omezenou sténu G se spojitou hranici. Obvodem jednoduchého poly-
gonu f v G nazveme libovolny uzavieny tah (vg,v1,..., v, = vg) po vrcholech V N f,
pro ktery s; = (v;,vi41) € S(E), Siv1 = s;.ccw, so.f = f cyklicky pro vSechna i a kaz-
dou orientovanou hranu obsahuje nejvyse jednou. (tj. tah po sméru hodinovych rucic¢ek
kolem f).

Véta 2.3. Pro (vg, vy, ..., 0y, = vy) obvod jednoduchého polygonu f plati, Ze |f NV| <
m < 2| fNV).

Dukaz: Obvod polygonu musi obsahovat v8echny vrcholy na hranici f, tedy |fNV| <
m. Druha nerovnost vyplyva z toho, ze se orientované hrany na obvodu nesmi opakovat
a ze mezi kazdou dvojici vrcholi existuji nejvyse dvé orientované hrany. O

Nyni jiz mame vSechny potfebné definice pro popis vypoctu minimalni triangulace
jednoduchého polygonu. Vstupem bude néjaky PSLG G a jednoduchy polygon f v G,
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vystupem pak minimalni triangulace f v G. Historicky tuto tlohu vyfesili v O(n?)
nezavisle na sobé P. D. Gilbert [12] a G. T. Klincsek [18].

Misto toho, abychom popsali jen vypocet minimélni 7" € T(G, f), vyFesime v poly-
nomidlnim ¢ase rovnou obecnéjsi problém, totiz nalezeni minimdalni 7" € T(G, f, Eq),
pokud existuje. O tomto problému z kapitoly 2.1 vime, Ze je pro obecnou vstupni
mnozinu bodi (netvoticich jednoduchy polygon) NP-tplny.

Véta 2.4. Pro libovolny vstupni PSLG Gy = (V, En), sg € S(Ew), f = sy.f jedno-
duchy polygon v Gix a mnoZinu povolengych diagondl E¢ C D(Gy, ), vrdti algoritmus
2 false prave kdyz Ta(Gin, f, Eg) = 0, jinak skonci s ndvratovou hodnotou true a vy-
slednd triangulace polygonu (V, Eoyr) je minimdlni v Tg(Gy, f, Eq).

Diikaz: Kdyz porovname algoritmus 2 s algoritmem 1, zjistime, ze jsou az na nékolik
radkt stejné, a i diikaz bude podobny.

Na fadku (1) lze najit obrys jednoduchého polygonu f priichodem po orientovanych
hranach Gy, poc¢inaje hranou e;. Zfejmé pocet orientovanych hran na obvodu je n = 3.

Oznacme e;; = {v;,v;} a pro e;; € Eg,i < j (a navic pro (¢,7) = (1,n)) PSLG
Gij = (V,E;nUe; ;) se sténou f; ; = (vj,v;).f. Podobné jako v algoritmu 2 generujeme
(pokud existuji) pro vSechny definované G, ; s vyuzitim uz dfive spocitanych intervali
minimalni

Tij € Mij=1¢ (Gzyj,fi,j,EG mD(Gi,jafi,j))> - (2.12)

Vyznam k; ; je analogicky jako v minulém algoritmu, tj. index vrcholu vy, ; troju-
helniku (v;, v;, v, ;) nalevo od (v, v;) v Ti ;.

w; ; predstavuje soucet vahy vsech hran 7;; pfidanych do G; ;. Pro e;; hrany na
obvodu f kromé posledni definujeme w; ; = 0 a zbylé w; ; (s nedefinovanym 7; ;) budou
mit hodnotu oo.

Krajni hodnoty w; ;41 pro sousedni dvojice vrchold na obvodu se nastavi v (3).

Necht je program na fadku (5) a i + 1 < j. Diky pofadi a sméru zpracovani cykla
pro ¢ a j mizeme piedpokladat, Ze jsme uz diive spocitali vSechny hodnoty w;, wy ;,
k@k a kk,j pro i < k< j

Nejprve piedpokladejme (i, j) # (1,n). Potom pro e; ; & E¢ je M; ; = () a algoritmus
nastavi spravné w;; = oo. Uvazujme libovolnou 77, € M; ;. Tato triangulace jisté
obsahuje néjaky trojihelnik (v;,v;,v;),7 < k < j vlevo od orientované hrany (v;,v;)
a Wik, Wy,; < 0o. Prvnimi dvémi podminkami na fadku (8) ale projdou vSechny takové
trojihelniky a proto po skonceni cyklu na (12) mé w; ; rovnou nebo mensi, nez jak jsme ji
definovali. Déle je zfejmé, Ze pro kazdy nalezeny trojihelnik v (8) lze sestavit triangulaci
fij v Gij aproto w; ; a k; ; nabudou po provedeni (14) pravé nami definovanych hodnot
pro néjaky minimalni 7; ;.

Pro (4, j) = (1, n) 1ze uvazovat analogicky, z pfedchoziho odstavce jsme tuto moznost
vyloudili jen kvili jednodussimu znaceni.

Kdyz program na (16) ukon¢i hlavni cyklus, je v wy , a ki ,, uloZena néjaka minimalni
triangulace T4 ,, € M, = T(Gn, f, Ec), a kdyz neexistuje, plati wy ,, = co. Zbyla ¢ast
algoritmu rekonstruuje 71, z hodnot k; ; stejné jako v algoritmu 1. O
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Algoritmus 2 GMWT jednoduchého polygonu
Vstup: G = (V, E) je PSLG, sf € S(F),
f = sy.f jednoduchy polygon v G, E¢ C D(G, f).
Vystup: Vrati false pro T¢(G, f) = 0, jinak minimélni (V) E) € T4(G, f, Eg).

if {v;,v;} € E¢V (i,7) = (1,n) then
fork=1+1,1+2,...,7—1do

1: (vg,v1,02,...,0,) < obvod jednoduchého polygonu f v G

2: for j=2,3,...,ndo

3: wj_1,; < 0 > Inicializace hrany na obvodu
4: fori=75-27-3,...,1do > Priichod ostatnimi hranami
5: Wy, < X

6:

7

> Prichod trojihelniky u (v;, v;)
8: if (w;p, + wy; < wik+ wi;) A (vg je nalevo od (v;,v;)) then
> Jestlize trojuhelnik tvori
> triangulaci (jinak vyjde o)
> a je nejlepsi dosud nalezena,

9: W j +— Wi + W j > ulozime vdhu
10: kij—k > a vrchol pro kone¢nou rekonstrukci
11: end if
12: end for
13: end if
14: wij — wij + ||vi — v
15: end for
16: end for
17 L —{(1,n)} > Rekonstrukce nejmensi nalezené triangulace

18: while (i,j) € L do

19: L L\{(z7)}

20: if (w;; < 00) A (i+1<j) then
21: E<—EU{{UZ‘,U]‘}}

22: L— LU {(Z, ki,j)7 (k%]?«])}
23: end if

24: end while

25: return (w;, < 00)
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Véta 2.5. Algoritmus 2 jde implementovat v ¢ase O(k3)+T(n, k) = O(n+k3) = O(n?)
a s pamétovou sloZitosti O(k?), kde n je pocet vrcholii vstupniho grafu, k pocet vrcholi
na hranici jednoduchého polygonu a T'(n, k) sloZitost vypoctu jeho obvodu.

Duikaz: Obvod jednoduchého polygonu jde nalézt v ¢ase O(|V| + |E;n|) = O(n). Na
obvodu se kazda orientovand hrana vyskytne nejvyse jednou, tedy jeho délka je O(k).
Test {v;,v;} € Eg trvas O(k + |Eg|) = O(k?) predpocitanim sousednich diagonél s v;
na obvodu polygonu O(k). Slozitost zavére¢ného piidani hran do grafu je O(k).

Graf diagonél s vrcholy na obvodu a pole w; j, k; ; zabiraji O(k?*) prostoru. Celkova
velikost zbylych pomocnych proménnych je O(k). O

2.4 Spojity podgraf

Podivejme se nyni na situaci, kdy potiebujeme vytvofit miniméalni triangulaci ze spo-
jitého PSLG (V, E¢). Vnitini stény kazdého takového grafu tvoii podle definice jedno-
duché polygony, a ty uz umime triangulovat v ¢ase O(n?). Vné&jsi sténa se d4 osetiit
priddnim konvexniho obalu (je soucésti kazdé triangulace), ¢imz vzniknou dalsi jedno-
duché polygony a jejich doplnénim dostaneme omezenou minimalni triangulaci grafu
(V> Ec ) :

Tuto myslenku zobectiuje algoritmus 3, ktery uvazuje jen triangulace s danou podm-
nozinou povolenych diagonal.

Algoritmus 3 GMW'T na spojitém podgrafu
Vstup: (V, E¢) je spojity PSLG a Eq C D(V, E¢).
Vystup: (V,E) € GMWT(V, Ec U Eg), jinak false.

E — E(CH(V))
if £ g EC U EG then
return false
end if
EF+— FUEq
F — {f; f je vnitini sténa (V| F)}
for Vf € F do
(V,E) «— minimdlni T € T((V, E), f, Ec N D((V, E), ))
if triangulace f neexistuje then
return false
end if
: end for
: return true

— =

Véta 2.6. Necht (V, E¢) je spojity PSLG a E¢ C D(V, E¢). Jestlize GMWT(V, Ec U
Eg) = 0, algoritmus 3 vrdti false, jinak skonci s ndvratovou hodnotou true a vysledny

gmf Tour = (V, E) S GMWT(‘/, EcoU E(;)
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Pokud navic Ec C E(Tyn) C Ec U Eg pro néjakou Tyy € MWT(V), vislednd
triangulace Toyr € MWT(V).

Dukaz: Oznaéme M = GMWT(V, Ec U E¢). Konvexni obal je obsazen v kazdé tri-
angulaci. Proto kdyz E € Ec U Eg, miZzeme vypocet prerusit, jinak ptidat E(CH(V))
a E¢ do vysledného PSLG.

Na tadku (6) je (V, E) spojity PSLG, tedy vSechny jeho vnitini stény maji spojitou
hranici a tvofi jednoduché polygony. Pokud néjakou vnitini sténu f nejde triangulovat,
M =), jinak by pro T" € M sla f doplnit hranami 7.

Vnéjsi ani zadna vnitini sténa neobsahuje diagonalu a k E¢ jsme pridali jen hrany
Eq. Proto Toyr € Tg(v, EcU Eg)

Necht T" € M a algoritmus skonéi s PSLG, ||Toyr| > ||T||. Potom pro néjakou
f € F sténu (V, Ec U E(CH(V)) je vaha hran T v f mensi nez vaha hran Toyr, ¢imz
dostavame spor s fadkem (8).

Diikaz druhého tvrzeni je snadny. Z pfedpokladt piimo plyne Ty n € To(V, Ec U
Eg) a odtud HTOUTH § ||TMIN|| ]

Véta 2.7. SloZitost algoritmu 8 je O(n?), pamétovd O(n?).

Dukaz: Konvexni obal miiZzeme najit a sjednotit se vstupnim grafem v ¢ase O(nlogn),
spolu s doplnénim informace s.ccw ke vSem orientovanym hranam. S vyuzitim s.ccw
jde najit obvod kazdé stény v linedrnim case vzhledem k poctu vrcholi na obvodu.
Vnitini stény f € F miZeme identifikovat pomoci néjaké orientované hrany s;, ze
sr.f = f a snadno v linedrnim case vytvofime seznam [ jednim prichodem grafu.
Prvky FEg jde pridélit k ptislusnym sténam v O(|Eg|logn) = O(n*logn). Celkova
slozitost triangulace oblasti je podle véty 2.5 O(3_ ;- [V N f1?), coz je nejhiite O(n?).

Pamétova slozitost vyplyva opét z vty 2.5. O

Pozndamka 2.3. Popsali jsme polynomidlni algoritmy, které pro specialni typy vstupi resi
TRI, MWT, CMWT i GMWT. Staci, abychom znali libovolny PSLG, ktery spolecné

s konvexnim obalem tvori souvisly podgraf néjaké triangulace z prislusné tiidy.



Kapitola 3

Aproximace

V této kapitole strucné popiSeme néekteré tiidy triangulaci s polynomialni slozitosti vy-
poctu, které se daji pouzit jako priblizné feSeni miniméalni triangulace nebo omezené
minimalni triangulace. Zamérime se na znamé odhady jejich casové slozitosti a na re-
lativni rozdil vahy proti optimalni hodnoté, tzv. aproximacni faktor. Experimentalné
namérené hodnoty faktorti nékterych zde zminénych aproximaci 1ze nalézt v kapitole 6.

3.1 Delaunayova triangulace

Delaunayova triangulace je v praxi jedna z nejpouzivanéjsich triangulaci kviili svym za-
jimavym vlastnostem a oproti ostatnim triangulacim pomérné jednoduchému vypoctu
v O(n - logn).

Delaunayovu triangulaci lze definovat jako libovolné doplnéni PSLG, ktery je dudlem
tzv. Voronoiova diagramu. Podrobnéjsi definice a informace o vlastnostech Delaunayo-
vych triangulaci 1ze nalézt napfiklad v [2, 10].

Definice 3.1. Necht V = {vy,vs,...,v,} C R? je konetnd mnoZina bodii v roviné.
Body v; budeme nazyvat generatory. Voronoiuv diagram V D(V') mnoziny V' rozdéluje
rovinu do uzavienych oblasti, jedné pro kazdy generator. Tyto oblasti nazyvame Voro-
noiovy polygony a definujeme je jako

VS(v) = {z € B [lz — vl < ||z — vV # i} (3.1)

Definice 3.2 (Delaunayova triangulace). Necht V D(V') je Voronoitv diagram mnoziny

V ={v,vy,...,0,} CR?a VS(v;) jsou Voronoiovy polygony V D(V). Pak definujeme
PSLG

PDT(V) = (V. {{vi,v;};vi # v; a VS(v;), V.S(v;) maji spole¢nou hranu}).  (3.2)

Delaunayovou triangulaci (D7) mnoziny V nazveme kaZdou triangulaci, kterd mé
PDT(V) jako podgraf. Mnozinu vSech Delaunaovych triangulaci na V' zna¢ime DT'(V).

20



KAPITOLA 3. APROXIMACE 21

Pozndmka 3.1. Jestlize zadna ctvefice bodi nelezi na spolec¢né kruznici, je definice
jednozna¢na. V opacném piipadé vznikne mezi body na kruznici prazdny polygon
v PDT(V') a ten lze doplnit libovolnymi diagonalami.

Delaunayova triangulace jde definovat i konstruktivnim algoritmem.

Definice 3.3 (Voronoituv diagram). Necht 7' € T'(V') je triangulace. Dvojice trojuhel-
nika 7} = (u,v,wy) a Ty = (u, v, wy) v T kolem spole¢né hrany je lokélné Delaunayova,
jestlize wy nelezi v otevieném kruhu opsaném 75 a wy nelezi v otevieném kruhu opsaném
T,. Triangulace je lokalné Delaunayova, jestlize vSechny hrany jsou lokalné Delaunay-
ovy.

Véta 3.1. Triangulace je Delaunayova pravé tehdy, kdyz je lokdlné Delaunayova.
Podobné 1ze definovat i omezenou Delaunayovu triangulaci.

Definice 3.4 (Omezend Delaunayova triangulace). Triangulace 7' € T'(V') je omezenou
Delaunayovou triangulaci (C'DT) grafu Go = (V, E¢), jestlize pro kazdou hranu e =
{u,v} € E(T) existuje kruznice prochazejici vrcholy u a v, kterd neobsahuje zadny
vrchol viditelny z hrany e v G¢. Vrchol w je viditelny z e v G, pokud v G¢ existuje
usecka bez priiseciku spojujici w s néjakym bodem tsecky uv. Mnozinu vSech omezenych
Delaunayovych triangulaci na G¢ znac¢ime CDT(V, E¢).

Vynechame-li omezujici hrany, dostaneme dalsi moznou definici Delaunayovych tri-
angulaci.

Mezi zajimavé vlastnosti DT patii naptiklad to, ze vzdy obsahuje Euklidovskou
minimalni kostru nebo ze maximalizuje minimalni thel. V DT’ se tak oproti jinym tri-
angulacim méné casto vyskytuji extrémné tizké trojuhelniky, coz miize byt v nékterych
aplikacich uzitecné.

3.1.1 Slozitost vypoctu DT

Definice 3.4 urcuje pt¥imy konstruktivni algoritmus pro (omezenou) Delaunayovu tri-
angulaci, kterd ovSem neni prili§ efektivni. O néco lepsi je algoritmus, ktery zacne
libovolnou triangulaci a prohazovanim diagonal postupné vylepsuje dvojice sousedicich
trojuhelnikt, které nejsou lokalné Delaunayovy. Dostaneme tak algoritmus 4 pracujici
v ¢ase O(n?). Definici lokdlng Delaunayovych dvojic trojthelniki jde snadno rozsifit
i na omezeny pripad.

Optimalni ¢asové slozitosti O(nlogn) lze dosdhnout napiiklad konstrukei Voronoi-
ova diagramu prichodem roviny nebo metodou rozdél a panuj [2].

V nékterych pripadech je dokonce mozné sestavit (omezenou) Delaunayovu trian-
gulaci v lepsim case nez O(nlogn). Chceme-li napiiklad doplnit C' DT v jednoduchém
polygonu, snizi se slozitost na O(n) [15]. Odtud také plyne linearni slozitost, jestlize
zname néjakou kostru triangulace, specialné staci Euklidovskd minimalni kostra, ktera
je vzdy podgrafem DT'. Pro rovnomérné rozlozené mnoziny bodi dostaneme opét line-
arni oc¢ekavanou slozitost [8].
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Algoritmus 4 Vypocet DT
Vstup: (V, E¢) PSLG.
Vystup: (V,E), (V,E) € CDT(V, E¢).

1: (V, E) < libovolna triangulace, kde Ex C E.

2 M— FE

3: while Je = (u,v) € M do

4 M — M\ {e}

5: if trojuhelniky (u,v,ws), (u, v, ws) nejsou lokdlné Delaunayovy then
6 E— (E\{e}) U {{ws, w2}}

7 M — MU {{u,w },{v,w },{u, ws}, {v,we}}

8 end if

9: end while

3.1.2 Kvalita DT aproximace

Bohuzel pro libovolné n existuje vstupni mnozinu n vrcholti, pro kterou je vaha Delauna-
yovy triangulace O(n)-krat vétsi nez minimalni triangulace. Konstrukece takové mnoZiny
1ze najit napiiklad v [16].

3.2 Greedy triangulace
Greedy triangulace se definuje proceduralné jako vysledek opakovaného pridavani nej-

kratsi diagonaly do PSLG. Vysledna mnozina hran nemusi byt jednoznacna, protoze
neuvadime poradi pridavani stejné dlouhych diagonal.

Algoritmus 5 Vypocet omezené greedy triangulace
Vstup: (V,C) je PSLG.
Vystup: (V, E) je triangulace.

. F—C

2: while (V| F') neni triangulace do

3: e < nejkratsi diagonala v PSLG (V, E)
4 E — EuU{e}

5: end while

Definice 3.5. Necht (V,C) je PSLG. Potom omezenou greedy triangulaci (CGT)
na grafu (V,C') nazveme kazdou triangulaci, kterd mize vyjit z Algoritmu 5. Prvky
mnoziny C' jsou omezujici hrany. Mnozinu vSech omezenych greedy triangulaci na (V, C)

znacime CGT(V,C).

Definice 3.6. Necht V' C R? je kone¢na mnozina bodii v roving. Pak prvky mnoziny
GT (V)= CGT(V,0) nazyvame greedy triangulacemi (GT') na V.
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Algoritmus je korektni, protoze kazdy PSLG jde doplnit na tuplnou triangulaci.
Vysledek nemusi byt jednoznacny, ma-li vice hran stejnou délku.

3.2.1 Slozitost vypocétu GT

V algoritmu 5 pfiddme do grafu celkem O(n) hran. Nejkratsi diagonalu v PSLG snadno
najdeme v ¢ase O(n?), a tedy celkova slozitost je O(n?).

Na tikor pamétové slozitosti miizeme vylepsit Gasovou sloZitost na O(n?). Staci pied
spusténim cyklu vygenerovat vSechny mozné diagondly (V, C') a ty pak prochézet v ne-
klesajicim potadi podle délky. Tento postup popisuje algoritmus 6.

Algoritmus 6 Vypodet omezené greedy triangulace v O(n?)
Vstup: (V,C) je PSLG.
Vystup: (V, E) je omezend greedy triangulace na grafu (V,C).

: D « seznam vsech diagonal (V,C)
: Usporadej prvky D podle délky.
: for Ve € D v neklesajicim potradi do
if e je diagonéla (V) F) then
E — EuU{e}
end if
end for

I AN S o vy

P. D. Gilbert dokézal [12], Ze greedy triangulace jde najit v dase O(n?logn) s kva-
dratickou pamétovou slozitosti. S vyuzitim tzv. omezenych Voronoiovych diagrami se
pak podafilo vyfesit problém v ¢ase O(n?) a linedrnim prostoru [24]. Zajimavy algorit-
mus s ocekavanou linearni slozitosti na rovnomeérné rozmisténych bodech predvedli R.
Drysdale a kol. [6]. Pfevratného vysledku pak dosahli C. Levcopoulos a D. Krznaric
[26], kterym se podafilo dokdzat diive publikovany algoritmus prevadéjici DT na GT
nejhife v linedrnim case.

Celkova slozitost vypoctu GT na obecné mnoziné bodu je tedy O(nlogn) a pro
nékteré specialni mnoziny vstupnich dat je dokonce mozné GT najit v ocekavaném
nebo nejhorsim ¢ase o(nlogn) (viz kapitola 3.1.1).

3.2.2 Kyvalita GT aproximace

V [23] Levcopoulos dokazal, ze dolni odhad kvality GT' jako aproximace MWT je
Q(y/n). Ze se jednd o nejlepsi mozny odhad pak odvodil spoleéné s Krznaricem v [25].
Konstrukce V mnoziny n bodt, pro kterou podil vahy kazdé GT a MWT je Q(y/n),
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Ty € GT(V) Ty € MWT(V) Yu

Y

X1 Xl

X4 X4

Obrazek 3.1: Levcopoulosova mnozina bodt pro n = 16.

vypada nasledovné (graficky znézortiuje obrazek 3.1):

B =

X; = (0, —1), i=1,...,|vn],

Y, = (z,2),r € (3,4, i=1,....,n—1—[v/n],
V= {B}U{X.} Ui}

—

3.3 Quasi-greedy triangulace

24
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Jak ukézali Levcopoulos a Krznaric v ¢lanku [25], mirnou modifikaci algoritmu 5 pro
greedy triangulaci je mozné vylepsit aproximacni faktor triangulace vzhledem k MWT
na O(1). Stejného faktoru pak dosahli i pro obecnéjsi problém triangulace s omezujicimi

hranami.

Definice 3.7 ([25]). Rekneme, Ze {vo,uo} splituje v PSLG G = (V,E) tzv. QGT-
podminky pro dvojici (vy,u;), jestlize jsou splnény vSechny néasledujici body (pfiklad

na obrazku 3.2):

1. diagonala {vy,u;} tvoii prazdny trojuhelnik (v, ug,u1) s dvémi hranami v G,

2. diagondla {vg, ug} protina {v;, u;} a tvoii prazdny trojuhelnik {vg, v1,uo} s dvémi

hranami v G,
3. |£v1, ug, uq| > 135° v trojthelniku (vy, ug, uq),

4. HUO —Uo“ < 1,1 . Hv1 — U1H,

5. |lvo — pl| < 0,5 ||ug — p||, kde p je priuseéikem piimek danych dvojicemi bodu

(anvl) a (Uo,ul),



KAPITOLA 3. APROXIMACE 25

Obréazek 3.2: Priklad grafu, kde {vg, uo} spliiuje QGT-podminky pro (v, uy).

6. v G existuje hrana {uj,us} takova, ze (v, ug, w1, us) tvori prazdny ¢tyithelnik
v G a |Lug, uy, us| > 180° v &tyfuhelniku (vy, ug, ug, us).

Algoritmus 7 Vypocet omezené quasi-greedy triangulace
Vstup: (V,C) je PSLG.
Vystup: (V, E) je triangulace.

1. E—C

2: while (V| E') neni triangulace do

3: e = {uy, v, } < nejkratsi diagonala v PSLG (V, E)

4 if F{ug, vo} splitujici vSechny QGT-podminky pro (uy,v;) nebo (vy,u;) then
5 E — EU{ug, v}

6 else

7 E<—EU{U1,U1}

8 end if

9: end while

Definice 3.8 (Quasi-greedy triangulace). Necht (V,C) je PSLG a zadné tfi body z V/
nelezi na jedné pfimce. Potom omezenou quasi-greedy triangulaci (QCGT) na grafu
(V,C) nazveme kazdou triangulaci, ktera muze vyjit z algoritmu 7. Prvky mnoziny C'
jsou takzvané omezujici hrany. Mnozinu vsech omezenych quasi-greedy triangulaci na
(V,C) znacime QCGT(V,C).

Necht V' C R? je koneénd mnozina bodfi, z nichZ Z4dné tii nelezi na jedné piimce.
Pak prvky mnoziny QGT (V) = CQGT(V,() nazyvame quasi-greedy triangulacemi
(QGT) na V.

3.3.1 Slozitost vypoctu QGT

QGT-podminky se daji doplnit do vétsiny znamych algoritmi pro vypocet greedy tri-
angulace. Soucésti programu pfilozeného k této diplomové praci je i vypocet (omezené)
quasi-greedy triangulace pro obecnou polohu bodt v éase O(n?). Jedna se o jednoduché
doplnéni podminek se slozitosti O(n) do algoritmu 6.

Levcopoulos a Krznaric v [25] tvrdi, Ze podobné jako GT, jde i QGT spocitat nejhife
v O(nlogn) modifikaci algoritmu z [26]. Tim dostavame, Ze slozitost problému nalezeni
quasi-greedy triangulace je ©(nlogn).
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Ty € MWT(V) Ty € GT(V) Ts € QGT(V)

Obrazek 3.3: Srovnani MWT, GT a QQGT na specialni mnoziné 250 bodi.

3.3.2 Kvalita QGT aproximace
Véta 3.2. Pro libovolny PSLG (V,C) a (omezenou) quasi-greedy triangulaci plati:

1Tqarll = O(|Tawr|), VIger € QGT(V), (3.7)
[ Teqerll = O Tenwrll),  VIcqer € CQGT(V,C), (3.9)
Dukaz: Véta je pfimym diisledkem tvrzeni dokazanych v [25]. O

Chovani QQGT aproximace na specidlni mnoziné bodt znazornuje obrazek 3.3. Tato
mnozina je mirnym posunutim bodd mnoziny 3.6 (greedy triangulace zde ma ©(y/n)
aproximadni faktor) do obecné polohy a ma tvar:

B=(1,1), (3.11)
Xi = (—en -2, —i), i=1,...,|vnl, (3.12)
m=n—1—[vn], (3.13)
1@-:(3+%,3+%+en~¢2), i=1,...,m, (3.14)
V ={B}u{X;} u{V}. (3.15)

Testy ukazaly, ze se rozdil QGT oproti G'I' na této mnoziné projevi az pro vétsi
pocty bodt. Pro mensi n nebyla splnéna pata QQGT-podminka. Se zvysujicim poctem
vrcholl se prodluzuje spodni ¢ast triangulace podobna minimalni triangulaci a horni
cast podobna GT zistava.
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Pozndamka 3.2. Definice QGT by §la se zachovanim O(1) aproximaé¢niho faktoru podle
[25] rozsiFit pro libovolnou polohu vstupnich bodi (tj. i s vice body na spole¢né piimece).

3.4 Double-greedy triangulace

Jedna se o dalsi modifikaci greedy triangulace, kterou popsal M. Nociar ve své diplomové
praci [27] a ktera se od GT lisi pofadim zpracovani diagonal. Kazdou konkrétni hranu
e ohodnotime, narozdil od klasické Euklidovské délky, celkovou vahou CGT' s omezujici
hranou e. Do PSLG pak postupné pridavame diagonaly v neklesajicim poradi podle
jejich ohodnoceni.

JelikoZ ¢asova sloZitost algoritmu dosahuje O(n®), M. Nociar navrhuje snizit pocet
uvazovanych hran filtraci hran bez diamantové vlastnosti (viz. definice 4.4). Pocet hran
se tak v ocekavaném pripadé pro rovnomérné rozlozenou mnozinu bodu v konvexni
oblasti snizi na O(n) a pfitom vyfadime jen hrany, které nepatii do zadné minimalni
triangulace.

Vytazenim hran z vypoc¢tu CGT dostaneme ,zobecnénou greedy triangulaci®, ktera
ne vzdy jde dokoncit. Jestlize pii vypoc¢tu nenajdeme triangulaci, vyradime prislusnou
omezujici hranu z findlniho sestavovani DGT'. Z praktickych testl se zda, ze touto upra-
vou vzdy dokoné¢ime triangulaci, ovSem v [27, 9] jsem nenasel potfebny diikaz. V dikazu
by bylo nutné uvazovat vlastnosti diamantovych hran i zminénych ,zobecnénjch gre-
edy triangulaci“, jinak se v podstaté jednd o NP-uplny problém hledani triangulace
v obecné mnoziné kandidatnich hran (viz. kapitola 2).

Problém nedokoncené triangulace by Sel vytesit tak, ze bychom na konci opét spustili
cely algoritmus, ovSem bez vytfazeni hran. Protoze zminéné situace podle testl témér
nikdy nestava, takto modifikovana triangulace by si zachovala podobnou ocekavanou
slozitost vypoctu.

Poznamka 3.3. Vyse popsané algoritmy, zejména DGT bez filtrace a DGT s filtraci
hran na diamantovou vlastnost, definuji rtizné t¥idy triangulaci. Zalezi také na pres-
ném tvaru pouzité zakazané oblasti. Do testid v kapitole 6 jsem zaradil implementaci
DGT s vyfazenim hran pomoci zakézané oblasti R)/WT (definice 4.4) a s piredpokla-
dem, ze vzdy dokondi triangulaci. Definici kviili korektnosti radéji uvedu jako DGT na
kompletni mnoziné kandidata.

Podobné je mozné zavést omezenou double-greedy triangulaci (C'DGT). Diagonély
v PSLG omezujicich hran opét setfidime podle vahy CGT a v neklesajicim poradi pii-
dame do vysledné triangulace. Zde neméa smysl pouzit diamantovou vlastnost, protoze
RYWT peni zakazanou oblasti tfidy CMWT.

diam

Definice 3.9 (Double-greedy triangulace). Necht Fg = (V, E¢) je PSLG. Potom ome-
zenou double-greedy triangulaci (CDGT) na Eg nazveme libovolny mozny vysledek
algoritmu 8 se vstupni mnozinou kandidatnich hran F; = D(G¢). Mnozinu vSech ome-
zenych double-greedy triangulaci znac¢ime CDGT(V, E¢). Dale oznaéme DGT(V) =
CDGT(V,()) mnozinu v8ech double-greedy triangulaci (DGT) na V.
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Algoritmus 8 Vypocet DGT a CDGT
Vstup: G¢(V, E¢) PSLG omezujicich hran, kandidétni hrany Eq C D(Gc).

1: for Ve € E; do
2: w, < vaha ,zobecnéné GT“ na mnoziné kandidati
EcU{e} U{ey € Eg; ey neprotiné e},
pripadné in fty, kdyz neexistuje
end for
Uspotadej hrany Eg do neklesajici posloupnosti podle w,.
E — EC
for Ve € FEq v neklesajicim poradi do
if e € D(V, F) then
E — EU{e}
end if
10: end for

Poznamka 3.4. Vysledek algoritmu je pro navzajem rizné dlouhé hrany jednoznacny.

3.5 Dalsi aproximace

Donedéavna byla asymptoticky nejlepsi zndmou aproximaci M WT Plaisted-Hong trian-
gulace [28, 29] s aproxima¢nim faktorem O(logn) a ¢asovou slozitosti O(n?logn). Al-
goritmus nejprve rozdéli konvexni obal vstupni mnoziny bodd V' na konvexni polygony
s prazdnym vnitikem, jejichz celkovéa délka je O(1)-nasobkem vahy MWT. P¥iddme-li
do grafu hrany CMWT, vyjde dohromady O(logn) aproximaéni faktor. Pro doplnéni
triangulace se vsak pouziva rychlejsi algoritmus, ktery sice najde o néco horsi triangu-
laci, ovSem se stejnym aproximacnim faktorem O(logn).

Dalsi zajimavou aproximaci je CMWT triangulace minimalni kostry (M ST-T).
Algoritmus pracuje tak, Ze pro vstupni mnozinu bodt spo¢ita miniméalni kostru a doplni
ji pomoci algoritmu 3 na CMWT. Celkovéa sloZitost vypoctu tak je O(n?), ale bohuzel
jde dokazat aproximacni faktor Q2(n) vic¢i minimalni triangulaci [16].

Pozndmka 3.5. Kostru pro M ST-T jde hledat pres DT, protoze kazda minimalni kostra
DT vzdy patii mezi minimalni kostry V. Slozitost minimalni kostry v obecném ohod-
noceném grafu je o(mlogn) [11], tedy pro triangulaci o(nlogn).

Vypocet minimalni kostry s naslednym doplnénim na C'M WT jde aplikovat nejen na
Delaunayovu triangulaci, ale i na libovolnou jinou triangulaci. Pro greedy triangulaci
dostaneme opét ¢asovou slozitost O(n?) a aproximac¢ni faktor ©(y/n) [16]. Vysledné
triangulace budeme znacit zkratkami x-MST-T, kde x je konkrétni tiida triangulaci,
tj. napt. GT-M ST-T nebo DGT-MST-T.

Za zminku také stoji perspektivni napad ,look-ahead greedy triangulace” I. Kolinge-
rové [20], kdy se oproti klasické greedy triangulaci vybird nejmensi k-tice neprotinajicich
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Obrazek 3.4: M ST-T mnoziny 500 bodd.

se diagonal. Pro £k = 1 tak dostaneme GT' a se zvysenim k se pravdépodobné zlepsi
aproximacni faktor vysledné triangulace. Pfesnou minimalni triangulace pak dostaneme
pro k = 3n—3— |E(CH(V))|. Casova slozitost jednoduchého algoritmu je O(k - n>%).

Dalsi typy aproximaci lze nalézt napiiklad v [9, 21].



Kapitola 4

Heuristiky

Smyslem kapitoly bude popsat nékolik heuristik, které nam umozni v polynomialnim
Case najit co nejvétsi podgraf néjaké triangulace s minimalni vdhou (nebo naopak co
nejmensi mnozinu kandidatt na hrany MWT'). Kdyby byl vysledny podgraf souvisly,
mohli bychom jej pomoci diive popsaného algoritmu 3 doplnit na minimalni triangulaci
nejhiife v dase O(n?).

Polynomialni slozitosti bychom dosahli i pro & = O(1) komponent. Staci totiz ozkou-
Set O(n?*~2) moznosti propojeni komponent do souvislého grafu a pro kazdy spocitat
CMWT v O(n?). Jak ukdzeme pozdé&ji, celkovd sloZitost vipoctu MWT se d4 sniZit
na O(n*F).

4.1 (-skeleton

Definice 4.1 ([17]). Necht V' C R? je kone¢na mnozina bodi a 3 = 1. Potom (-

skeletonem mnoziny V' nazveme graf Gy = (V, Ej3) obsahujici pravé hrany {u,v} € Ej

takové, ze u # v a Yw # u,v : w € Bg(u,v), kde Bs(u,v) je sjednocenim uzavienych
Bllu—v|

kruhii o poloméru == prochézejici vrcholy u a v (viz. obrazek 4.1).

Obrazek 4.1: Definice -skeletonu.

30
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Véta 4.1. Necht V C R? je koneénd mnoZina a 31 = 32 = 1. Potom [3;-skeleton je
podgrafem (-skeletonu.

Dtikaz: Tvrzeni vyplyva pfimo z definice, nebot Bg,(u,v) C Bg, (u,v) pro kazdou
dvojici vrcholi z V. U

Véta 4.2. Pro kaZdou konecnou mnoZinu V C R? a 3 2 1 je B3-skeleton PSLG.

Dukaz: Tvrzeni staci dokazat pro 3 = 1, protoze podgraf PSLG je zfejmé PSLG.
Oznac¢me f-skeleton Gg = (V, Eg). Kdyby néjaka tisecka odpovidajici hrané {u,v} € Eg
obsahovala w € V, pak by w € Bg(u,v), proto G je SLG. Necht hrany Gz {uy,v,}
a {ug,ve} tvofl dvojici protinajicich se tiseCek mimo své koncové body. Potom je
| Zuy, ug,v1| < 90° a |Zug, v, v1| < 90°. Soudet Ghla ve ¢tyfihelniku je ovem 360°,
tedy alespoti u jednoho z vrcholt uy,v; je ve ¢tyfthelniku (uq, ug, va, v9) Gthel vétsi nez
90° a dostavame spor s {us,v2} € Ej. O

Souvislost (-skeletonu s minimélnimi triangulacemi se podafilo najit Keilovi [17],
kdyz dokazal, ze pro 3 = /2 je G5 podgrafem kazdé triangulace s minimalni vahou.

N s

tvrzeni.

Véta 4.3. Necht V. C R? je koneénd mnoZina a Tyy € MWT(V). Potom Gg je
podgrafem Tyn pro kaZdé

1
B> < 1,17682. (4.1)
3
sin | tan™!
2v/3
Véta 4.4. Pro kazdé 3 2 1 spliugict
1
B < ——Fm > 1,1547 (4.2)
sin ()

existuje ctyrbodovd mnozina V takovd, Ze (3-skeleton V neni podgrafem Zddné Thn €

MWT(V).

Jak je vidét, odhady na obou smeérech jsou si velmi blizko a nejde je uz o moc
vylepsit. Obrazek 4.2 znazoriiuje v/2-skeleton a 1,17682-skeleton mnoziny 200 bodj.

4.2 Zakazané oblasti

V této casti popiseme lokalni oblasti kolem hran, které maji jistou spole¢nou vlastnost
pro kazdou triangulaci z tfidy Delaunayovych, greedy nebo minimalnich triangulaci.
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V/2-skeleton 1,17682-skeleton

Obrazek 4.2: (3-skeleton 200 ndhodné rozmisténych bodi.

Pokud hrana mezi néjakou dvojici vrcholt nesplni tuto vlastnost, budeme schopni pro-

hlasit, ze hrana jisté nepatii do zadné triangulace z dané tiridy, a nebudeme ji muset

v dalsich vypoctech uvazovat. Pfi rovnomérném rozlozeni vrcholt v konvexni oblasti

tak dokonce vyfadime vétsinu z O(n?) hran a zbude jich v priimérném piipadé O(n).
Definice jsou inspirovany pramenem [7].

Definice 4.2 (Zakazana oblast). Necht e = {u,v} € (R;), RCR?*aM CT je tiida
triangulaci (napt. MWT, GT, ...). Ozna¢me R; = {x € R;x neni napravo od (u,v)},
R, = {x € R;x neni nalevo od (u,v)}.

Rekneme, %e R je zakdzanou oblasti (,exclusion region“) hrany e pro t¥idu M,
jestlize pro kazdou triangulaci T' € M, e € E(T) plati RNV (T) =0V R, NV (T) = 0.
Vrcholy V' blokuji zakdzanou oblast R hrany e, pokud BNV # QA R, NV # (.

Véta 4.5 (Vlastnosti zakazangch oblasti). Pro libovolnou tidu M C T, hranue € (%)
a zakdzanou oblast R C R? hrany e pro tridu M plati:

(i) NechtV C R? je konecnd mnoZina a e € (‘2/) Jestlize vrcholy V' blokuji zakdzanou
oblast R hrany e, pak e nepatii do Zadné triangulace T € M,V =V (T).

(i1) PodmnoZina R je opét zakdzanou oblasti hrany e pro tridu M.

(1ii) Jestlize e leZi v néjaké triangulaci z M, pak R neobsahuje Zddny z koncovijch bodi
hrany e.

(iv) MnozZina seg(e) \ e (usecka bez krajnich bodi) je zakdzanou oblasti hrany e pro
tridu viech triangulaci T. Zddnd mnoZina obsahujici bod mimo tuto usecku neni
zakdzanou oblasti hrany e pro tridu 7T .

(v) RU (seg(e) \ e) je zakdzanou oblasti hrany e pro tridu M.

Dukaz: Tvrzeni vyplyvaji snadno z definice zakazanych oblasti, triangulace a diago-
naly. O
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Poznamka 4.1. Sjednoceni zakazanych oblasti nemusi byt zakazana oblast.

Véta 4.6 (O zakdzanych oblastech DT'). Pro tridu vSech Delaunayovijch triangulact
M=, DT(V) je zakdzanou oblasti kaZdé hrany e otevieny kruh s primérem seg(e).
Zddnd jind oteviend mnozina obsahujici tento kruh uZ neni zakdzanou oblasti e pro

tridu M.

Dukaz: (Podle [7]) Necht T'= (V, E) € DT(V), e = {u,v} € E a R je otevieny kruh
s prumérem seg(e). Vezméme kruznici k opsanou nékterému ze sousednich trojihelniki
k hrané e v T. Z vlastnosti DT vime, Ze vnitiek kruznice k (ozna¢me K) je prazdny.
Jestlize stied k lezi na seg(e), pak K = R a R je na obou stranéch e prazdna. V opa¢ném
pripadé je prazdna ¢ast R na stejné strané e jako stied k.

Vezméme libovolnou otevienou oblast R* O R. Zvolme p € R*\ R a ¢ € R tak, aby
tsecka pq prochazela stiedem uv. Potom DT mnozZiny {u, v, p, ¢} je tvofena trojihelniky
(p,q,u) a (p,q,v) a R* nemuze byt zakdzanou oblasti e pro tfidu M. d

Definice 4.3. Pro hranu e = {u,v} € (]P;) definujeme oblast tvaru ,oka“ R, .(e)
s relativnim polomérem r € (0,1/2):

K:{x€R2; utv_, §Ty|e||}, (4.3)

R.(e) ={tu+ (1 -t)y,tv+ (1 —-t)y;t €[0,1),y € K } (4.4)

Dale pro e zavedeme kosoctvercovou (nebo ,diamantovou®) oblast R7. . (e) s thlem
v € (0,m/2):

Rium(e) = {z € R*u,v # x, | Zuvz| < ¢, |[Zouz| < ¢} (4.5)

Véta 4.7 (O zakazanych oblastech GT'). Pro tridu greedy triangulaci M = | J,, GT(V)

2\ L .
a hranu e € (]P; ) jsou zakdzané oblasti:

1
RET R’ r=—=> 0,223, 4.6
G = RL(0), =5 (4.6)
1
R R? = arctan — > 0,420. 4.7
dmm( ) dzam( ) ¥ \/g ( )
Dukaz: Viz [1]. O

Véta 4.8 (O zakazanych oblastech MWT). Pro tridu vSech minimdlnich triangulaci
M=, MWT(V) a hranu e € ( ) je zakdzand dvojice oblasti:

RMWT( ) R’ ( ) r =

eye eye

> 0,707, (4.8)

|ml~

Rgiam (€) = Rig(€), ¢ =

diam

> 0,682. (4.9)

N
(@)
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Nasledugici oblasti kolem hrany e nejsou pro M zakazane:

R, (e), r>0, 759 (4.10)

- — 4 4.11

Rdl(lm<6)’ (p > 4 23 < 0 7 3 ( )

Dukaz: Viz [7]. O

Definice 4.4 (Diamantovd vlastnost). Vyrazy RGL(e), RGE (e), RMWT(e) a RMWT (¢)

eye eye diam
budeme oznacovat mnoziny popsané v piedchozich dvou vétach. Rekneme, Ze hrana e

mé mezi vrcholy V' diamantovou vlastnost (,,diamond property“), jestlize V' neblokuje

zakéazanou oblast RV (e).
Pozndmka 4.2. Pro zakazané oblasti GT'a MW'T plati:
Rdzam( ) - RZ]7;< ) - R%?/T( ) Ré\{a‘/:/nT( )7 (412)
Riiam (€) Z Ry (e), (4.13)
Riye" " (€) Z Riiam' (e). (4.14)

V [4] 1ze najit obecny dikaz, Ze kdyz je zakdzanou oblasti néjaké t¥idy triangulaci
kruh ve stfedu kazdé hrany e o poloméru r - |le|,r > 0, pak rovnomérné rozloZena
mnozina vrcholt v konvexni oblasti obsahuje v praméru O(n) nezablokovanych hran.
Ttidy triangulaci s takovym tvarem zakazanych oblasti maji navic podle [7] konstantni
ocekavany faktor aproximace. Pfimo pak vyplyva, ze vaha Delaunayovych i greedy
triangulaci je na ndhodné mnoziné V' vrcholt v primérném ptipadé O(|MWT(V)|]).

4.3 Lokalné minimalni triangulace

Nyni zavedeme tfidu tzv. lokdlné miniméalnich triangulaci, ve kterych je minimalita
definovana jen pres malé okoli hran. Ukéazeme, Ze triangulace s minimélni vahou jsou
i lokalné minimalni, a Ze se da lokalni minimalita hran pouzit jako velmi dobra heuristika
pro vypocet podgrafu MW'T. Pro rovnomérné rozmisténé mnoziny bodt dokonce vyjde
ve vétsiné pripadu souvisly graf, ktery umime doplnit na MW'T v polynomialnim cCase.

Necht T' = (V, E) je triangulace. Kazda hrana e = {u,v} € E bud lezi na konvexnim
obalu V' nebo sousedi s n&jakou dvojici trojuhelnika (u, v, w;) a (u, v, ws).

Definice 4.5 (Lokalné minimalni hrana). Rekneme, 7e hrana e triangulace T je lokalng
minimalni, jestlize plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. e € B(CH(V)),
2. lef] < [lwr — ws,

3. ¢tytuhelnik (u,ws, v, wy) neni konvexni, tj. T(V, (E \ {e}) U {{w, ws}}) neni tri-
angulace.
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Obrazek 4.3: Okoli lokalné minimélni hrany {u,v}.

Definici lokadlné minimélni hrany znazornuje Obrazek 4.3.

Definice 4.6 (Lokélné minimdlni triangulace). Triangulace T je lok&lné minimdlni,
jestlize obsahuje jen lokalné minimalni hrany. Mnozinu vSech lokalné miniméalnich tri-
angulaci na mnoziné boda V' znac¢ime LMT(V).

Poznamka 4.3. Obecna lokalné minimalni triangulace ve skutec¢nosti predstavuje apro-
ximaci MWT, ovsem v této praci pouzijeme lokalni minimalitu spise jako heuristiku
pro vypocet ptesné MW'T. Proto jsem LMT zatadil do kapitoly o heuristikéch.

Véta 4.9 (Lokélni minimalita MWT). Kazdd triangulace s minimdini vdihou je lokdlné
minimdlny.

Dikaz: Kdyby nebyla, slo by zmensit jeji vahu prohozenim diagonaly v nékterém
z Cctytuhelniki. O

Odtud primo plynou dvé jednoduché tvrzeni:

Dausledek 4.1. Jestlize je néjakd hrana v kaZdé lokdlné minimdlni triangulaci, pak ji
obsahuje i kaZda triangulace s minimalni vahou.

Dausledek 4.2. Jestlize nejakd hrana neni v Zddné lokdlné minimdlni triangulaci, pak
nemuze byt ani v triangulaci s minimalni vahou.

4.3.1 LMT-skeleton

V textu [5] popisuje Dickerson algoritmus pro vypocet tzv. LMT-skeletonu. Ten je
podgrafem kazdé lokalné minimalni triangulace, tedy z dusledku 4.1 vyplyva, ze je
i podgrafem kazdé triangulace s minimalni vahou.

V algoritmu neni definovano, v jakém potadi zpracovavat prvky CandEdges, a vy-
sledek neni jednoznacny.

Definice 4.7 (LM T-skeleton [5]). LM T-skeletonem kone¢né mnoziny V' C R? nazveme
libovolny PSLG (V, EdgesIn), ktery mtize vzniknout jako vysledek Algoritmu 9.

Véta 4.10. V prabéhu (i po skonéeni) algoritmu 9 obsahuje mnoZina EdgesIn jen
hrany, které jsou v kaZdé lokdiné minimdlni triangulaci. Casovd sloZitost algoritmu je
O(n*), pameétovd O(n?).
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Algoritmus 9 Vypocet LM T-skeletonu [5]
Vstup: V C R? je kone¢na mnozina bodt v roviné.
Vystup: Edgesin je LMT-skeleton mnoziny V.

1: ClandTris « seznam vsech prazdnych trojihelnik® na mnoziné V'

2: CandFEdges < seznam vsSech prazdnych hran na mnoziné V'

3: EdgesIn « ()

4: Odeber hrany konvexniho obalu z CandFEdges a ptidej je do EdgesIn.

5. for Ve € CandFEdges do

6: if neexistuje 71,75 € CandT'ris tvorici ¢tyttuhelnik, ve kterém je e lokalné mi-
nimalni, then

7: CandFEdges « CandEdges \ {e}

8: Odeber z CandT'ris vsechny trojihelniky s krajni hranou e.

: else if e neprotind zadnou hranu v CandEdges U EdgesIn then

10: EdgesIn < EdgesIn U {e}

11: end if

12: end for

Dtikaz: Nejprve dokazeme, ze z CandEdges neodebereme zadnou hranu mimo kon-
vexni obal, kterd je v néjaké lokdlné miniméalni triangulaci. Necht algoritmus poprvé
zpracovava fadek (7) pro hranu e z néjaké lokalné minimélni triangulace 7T'. Protoze
jsme ale z CandT'ris dosud neodebrali zadny trojuhelnik 7', dostavame se do sporu
s podminkou (6).

Necht jsme v prubéhu algoritmu pfidali hranu e do mnoziny EdgesiIn, kterd neni
v nékteré lokadlné minimélni triangulaci T = (V, E). Na faddku (4) jsme piidali hrany
konvexniho obalu, a ty zfejmé patii do kazdé triangulace. V kroku (10) méme za-
ruceno, ze e neprotind zadnad hrana z CandFEdges. 7 prvni ¢asti dikazu ale vime,
ze CandFEdges|JCH(V') obsahuje v8echny hrany 7', a proto existuje néjaka hrana
f € CandEdges() E protinajici e.

V kazdém z O(n?) kroki cyklu pres hrany CandEdge zkoumame O(n?) dvojic troj-
tihelnikt. Prazdnych trojtihelniki je nejvice O(n?) a jdou nalézt v case O(n?). O

4.3.2 Rozsiteny LMT-skeleton

V algoritmu 9 mize odebrani trojuhelniku na fadku (8) zménit vysledek podminky (9)
pro néjakou uz zpracovanou hranu e. Kdybychom se k takové hrané vratili, je mozné,
7e by algoritmus nasel vétsi podgraf triangulaci s minimalni vahou.

To motivuje k rozsifeni algoritmu a cyklus (5) zopakovat pokazdé, kdyz v jeho
priibéhu odebereme néjakou hranu z Cand Edges. SloZitost algoritmu se zvysi na O(n®),
protoze pocet kandidatnich hran je O(n?).
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Obrazek 4.4: LM T-skeleton 100 rovnomérné rozmisténych nahodnych bodi.

Véta 4.11. Vysledek rozsiteného algoritmu 9 je jednoznacny i bez definovaného poradi
zpracovdni hran.

Dukaz: Necht CandT'ris; # CandT'riss jsou vysledné mnoziny dvou riznych pribéht
algoritmu 9 (tj. lisicich se poradim zpracovani hran). Podobné ozna¢me CandEdges;
a EdgesIn;. Bez 4jmy na obecnosti CandT'ris; € CandTrisy (jinak prohodime). Vez-
méme T € CandTrisy\ CandT'risy, ktery jsme ze vSech takovych trojuhelnikt odebrali
z CandT'ris; nejdiive. To mohlo nastat jen pfi ruseni néjaké hrany krajni e trojihelniku
T. Ovsem e € CandEdgess, tedy existuje dvojice trojuhelnika 7,7, € CandTriss, ve
kterych je e minimélni. 7 i T5 vSak musely byt pfi odebirani e i v CandT'ris;, ¢imz
dostavame spor a na konci plati CandTris; = CandI'risy. Odtud pak snadno vyplyva,
ze CandFEdges; = CandFEdgess, tedy také EdgesIn, = EdgesIns. O

Definice 4.8 (Rozsifeny LMT-skeleton [5]). Rozsifenym LM T-skeletonem konecéné
mnoziny V C R? je PSLG (V, EdgesIn), ktery vznikne jako vysledek rozsiieného algo-
ritmu 9.

Véta 4.12. Rozsireny LMT-skeleton konecné mnoZiny V. C R? obsahuje jen hrany,
které jsou v kaZdé lokdlne minimalnt triangulaca.

Dutikaz: Diikaz je analogicky s dikazem véty 4.10. 0

Poznamka 4.4. Obracend implikace neplati, algoritmus nemusi najit vSechny takové
hrany.

4.3.3 Modifikovany LMT-skeleton

Vedle LMT-skeletonu a rozsifeného LM T-skeletonu zavadi Dickerson [5] jesté modifi-
kovany LMT-skeleton. Pro nalezeni MW staci, aby poc¢atecni mnozina kandidatnich
hran obsahovala libovolnou nadmnozinu hran vsech miniméalnich triangulaci. Modifi-
kovanym L MT-skeletonem nazyva Dickerson vysledek rozsifeného algoritmu 9 apli-
kovaného na mnozinu hran s diamantovou vlastnosti, ktery je jisté podgrafem kazdé
triangulace s miniméalni vahou. Nase definice bude o néco obecnéjsi:
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Obrazek 4.5: Vlevo je rozsiteny LM T-skeleton stejné mnoziny bodi, jako na Obrazku
4.4, v¢etné zobrazené vysledné mnoziny CandEdges \ EdgesIn. Pravy graf znazortiuje
prubézny stav algoritmu po péti z celkovych osmi zopakovani hlavniho cyklu.

Definice 4.9. Necht G¢ = (V, E¢) je SLG obsahujici triangulaci. Potom modifikova-
nym LM T-skeletonem grafu G nazveme vysledek rozsifeného algoritmu 9 s pocatecni
mnozinou kandidatnich hran Eg. Prazdné trojuhelniky se generuji jen pro hrany z Fg.

Poznamka 4.5. Dikaz jednoznacnosti ve vété 4.11 funguje na libovolnou pocatecni
mnozinu.

Véta 4.13. Necht M C LMT(V) je neprdzdna trida triangulaci na mnoZiné vrcholi V
a Go(V, Eg) SLG obsahugici vSechny hrany kazdé T € M. Potom modifikovany LMT -
skeleton grafu Gg je podgrafem kazde triangulace T € M a naopak kaZdd triangulace
T € M je podgrafem vysledné mnoziny CandEdges U EdgesIn.

Dtikaz: Podobny vété 4.10. OJ

Véta 4.14. Necht Gy = (V, Ey) je podgrafem SLG Gy = (V, Es) a Gy obsahuje tri-
angulaci. Oznacme Edgesin; a CandEdges; vysledné mnoZiny algoritmu pro vypocet
modifikovaného LMT-skeletonu G;. Potom EdgesIn, O EdgesIny a CandEdges,; C
CandEdges,.

Diikaz: Stac¢i mirné upravit ditkaz véty 4.11. Kdyby CandTris; € CandT'riss, do-
spéjeme stejnym zpusobem ke sporu. Odtud pak plyne, ze CandEdges; C CandEdgess
a nakonec FdgesIn, O EdgesIns. O

Podle predchozich dvou vét mtzeme pres modifikované LM T-skeletony korektné
pocitat podgrafy minimalnich triangulaci, a to tim lépe, ¢im méné kandidatd mame
na zacatku k dispozici. V soucasnosti jsou takto ziskané podgrafy aplikované na hrany
s diamantovou vlastnosti zakladem nejlepsich zndmych heuristik a az na nékolik zna-
mych typt konfiguraci vétsinou vygeneruji souvisly podgraf MWT'. To byl také divod,
pro¢ jsem modifikované LM T-skeletony pouzil jako zaklad vlastni implementace pro
vypocet miniméalnich triangulaci, popsany v kapitole 5.
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4.3.4 LMT-skeleton

Prestoze se tak na nahodnych datech déje jen zridka, nemusi byt modifikovany LMT-
skeleton obecné mnoziny n vrcholi souvisly a miize dokonce obsahovat €2(n) komponent.
Nabizi se otazka, zda by neslo algoritmus upravit takovym zptisobem, aby nasel vétsi
pocet hran a vysledny podgraf MWWT mél méné komponent.

Jedna z moznosti je popsana v [19]. Lokalné minimalni triangulace se zde zobecnuji
z Ctyrthelnikti na vétsi k-tthelniky a nasledné se zavede tzv. LM Ty-skeleton. Ptvodni
definici z [19] mirné upravime, ale v podstaté znamena to samé.

Necht je hrana e soucasti triangulace T' a k = 4. O hrané e pak Fekneme, Ze je lokdlné
minimalni, pokud je na konvexnim obalu nebo je souc¢asti minimalni triangulace kazdého
[-dhelniku (4 <1< k) v T s diagondlou e. [-thelniky pfitom rozumime jednoduché
polygony s obvodem délky [ (posloupnost [ 4+ 1 vrcholi), které vzniknou odebranim
néjakych hran 7'.

Je zfejmé, ze volbou k£ = 4 dostaneme klasickou lokalni minimalitu podle definice
4.5 a zvySenim k vzdy zesilime podminku minimality. Triangulace s miniméalni va-
hou pritom ztistava lokalné minimélni pro kazdé k. Vypocet hran, které se vyskytuji
v kazdé lokalné minimalni triangulaci, je podobny Dickersonovu algoritmu, jen potiebu-
jeme generovat oproti trojuihelniktim obecné dvojice prazdnych disjunktnich k;-tthelnikt
(k1 + ko —2 S k).

S rostoucim k se podstatné zvySuje ¢asova i pamétova slozitost algoritmu, protoZe
podet moznjch prazdnych k-thelnikt je O(n*). Paméfova slozitost by se dala sniZit
na O(n?) podobnym trikem, jaky se pouziva pro generovéni trojihelniki v [3], oviem
casova je obecné exponencialni v k. Ve vétsiné pripadi by se dal algoritmus zrychlit
postupnym zesilovanim lokalni minimality (nejprve hledat ¢tyfuhelniky, pak az pétin-
helniky, ...) a pocitat jen s nesouvislymi oblastmi z pfedchoziho kroku. V nejhorsim
pripadé si tak ale nepomiizeme.

Kdybychom umeéli pro néjaké konstantni k& dokazat, Ze algoritmus najde souvisly
podgraf MW'T' méli bychom k dispozici polynomialni algoritmus fesici M WT'. Bohuzel
se zd&, ze pro kazdé k lze sestrojit protipriklad.

Poznamka 4.6. Dokonce si ani nejsem jisty, zda pro k = oo vyjde minimalni triangulace
(nebo jeji souvisly podgraf). Bylo by potieba dokézat souvislost mezi minimalitou vSech
jednoduchych polygonti a globalni minimalitou triangulace.

4.3.5 Zobecnéna lokalni minimalita

V predchozich ¢astech kapitoly jsme se snazili najit postupy urychlujici vypocet mini-
mélni triangulace (MWT). Nyni se pokusime stejné myslenky aplikovat na obecnéjsi
problémy omezené a zobecnéné minimalni triangulace (CMWT a GMWT).

Definice 4.10 (Zobecnénd lokdlné minimalni hrana). Rekneme, 7e hrana e = {u,v}
triangulace T' € Tg(V, Eg) je lokdlné minimalni mezi kandidaty Eg, jestlize je v T
lokalné miniméalni nebo druhéa diagonala ptislusného c¢tytuhelniku nelezi v Eg.
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Definice 4.11 (Zobecnénd a omezena lokalné minimalni triangulace). Necht Go =
(V,Eqg) je SLG. T € Tg(V, Eg) nazveme zobecnénou lokdlné minimalni triangulaci
(GLMT) na Eg, jestlize obsahuje jen lokalné minimalni hrany mezi Fg. Mnozinu vSech
takovych triangulaci na V' zna¢ime GLMT(V, E¢). Pro PSLG G¢ = (V, E¢) déle za-
vedeme mnozinu

CLMT(V,Ec) = GLMT(V, Ec U D(G¢)) (4.15)

omezenych lokalné minimalnich triangulaci (CLMT) na Ge.

Véty i algoritmy pro lokalné miniméalni triangulace plati podobné i pro zobecnéné
a omezené lokalné minimalni triangulace. Jedinym rozdilem je nova podminka u lokalné
miniméalnich hran. Pro tplnost uvedeme algoritmus 10 fesici ekvivalent rozsifeného
LMT-skeletonu pro tiidu GMWT.

Algoritmus 10 Vypocet rozsiteného G L M T-skeletonu
Vstup: (V, Eg) je SLG.
Vystup: (V, Edgesin) GLMT-skeleton grafu (V, Eg).

1: CandTris < seznam vsech prazdnych trojihelnik na V' z hran Eg

2: CandEdges < Eg

3: BEdgesIn « ()

4: Pfesuni hrany konvexniho obalu z CandFEdges do EdgesIn (kdyz existuji).

5: repeat

6: Leave «+ true

7 for Ve € CandFEdges do

8: if neexistuje 11,75 € CandTris tvoricich ¢tyftuhelnik, ve kterém je e lokalné
miniméalni mezi Fg; then

9: CandEdges < CandFEdges \ {e}

10: Odeber z CandT'ris vSechny trojuhelniky s krajni hranou e.

11: Leave « false

12: else if e neprotind zadnou hranu v CandEdges U EdgesIn then

13: EdgesIn < EdgesIn U {e}

14: end if

15: end for
16: until Leave

Poznamka 4.7. Kdyz v Eg neni triangulace, pak ji neobsahuje ani vysledna mnozina
CandEdges. 1 v tomto pfipadé je ale vysledek algoritmu jednozna¢ny a nasledujici
definice korektni.

Definice 4.12. Rozsifenym G LM T-skeletonem pro SLG (V, E¢) rozumime vysledny
PSLG (V, EdgesIn) algoritmu 10.
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Obrazek 4.6: Rozsiteny C' LM T-skeleton 500 bodi.

SloZitost algoritmu se oproti rozsifenému LM T-skeletonu zvysi o jeden ¥4d na O(n')
kvili testim na existenci diagonaly u ¢tyitihelnik. To by Slo snadno obejit predpoci-
tanim tabulky s konstantnim ¢asem dotazu. V kapitole 5.2 ukadzeme, ze mtizeme, stejné
jako u modifikovanych LM T-skeletontl, snizit ¢asovou sloZitost na O(n?) a potiebnou
pamét na O(n?).

Podobné se da definovat rozsiteny C'L M T-skeleton, piipadné s dalsi mnozinou kan-
didatnich hran modifikovany G LM T-skeleton a modifikovany C'L M T-skeleton.

Poznamka 4.8. Obecné nejde zaménit modifikovany LM T-skeleton s G LM T-skeletony.
U LMT-skeletonu je jina definice lokalni minimality.

Chovani C'LMT-skeletonii jsem prakticky testoval na ndhodnych mnozinach bodt
s nahodnymi omezujicimi hranami a zda se, ze podobné jako u klasickych LMT-
skeletont ziidkakdy vznikne nesouvisly podgraf CMWT. To viceméné splnilo oceka-
vani, protoze omezujici hrany znamenaji pro vypocet podobnou situaci, jako hrany
konvexniho obalu.

Obecnéjsi pripad GLMT-skeletontl se tézko vizudlné predstavuje a testy jsem ne-
provadél. Ovsem mohlo by byt zajimavé zkusit pouzit tuto heuristiku v problému TRI
(hledani triangulace) nebo jinych problémech. Na prvni pohled TRI s lokalni minima-
litou prilis nesouvisi, takze by zde asi vysledky mnoho nepfinesly.



Kapitola 5
Rychly vypocet MW'T

Tématem kapitoly je kompletni popis algoritmu, ktery lze pouzit pro efektivni vypocet
presné miniméalni triangulace. Algoritmus je zaloZeny na nékolika znamych heuristi-
kach, zejména na vypoctu linedrniho ocekavaného poctu hran s diamantovou vlastnosti
a na rozsiteném LM T-skeletonu. Prestoze pro vétsinu typa vstupnich mnozin bodt ma
program polynomialni slozitost, lze sestrojit protipriklad, kdy skon¢i v exponencidlnim
case vzhledem k poc¢tu vrchold.

V textu uvazujeme problém hledani 7" € MWT(V), ovSem nékteré myslenky jde
stejné tak aplikovat na omezené ¢i zobecnéné triangulace nebo i zcela odlisné tridy
triangulaci.

Prevazna ¢ast popsaného algoritmu je soucéasti implementace prilozené k diplomové
praci. Vynechané ¢asti zminime na zavér kapitoly spolecné s nasledky, které to pro
vypocet muze znamenat.

5.1 Hledani kandidatnich hran

Prvnim krokem algoritmu pro vypodet MW T bude vyfadit co nejvice z celkovych O(n?)
hran, nepatiicich do zddné minimalni triangulace. Z kapitoly 4.2 o zakazanych oblastech
vime, Ze v minimalni triangulaci mohou byt jen hrany spliujici diamantovou vlastnost,
kterych je v ofekdvaném piipadé pro rovnomérné rozmisténou mnozinu bodia O(n).
Vyrazenim ostatnich hran se tak podstatné zvysi ocekavana efektivita dalsich vypocti.

Nejjednodussim postupem, jak najit hrany s diamantovou vlastnosti, je pro kazdou
hranu e projit vSechny vrcholy a zjistit, zda lezi na nékteré strané zakazané oblasti
pro e. Takovy algoritmus by ale mél slozitost O(n?), a i v oéekdvaném p¥ipadé ziejmé
alespon Q(n?).

V dalsi ¢asti textu se pokusime vylepsit ocekavanou slozitost pro rovnomérné roz-
lozené body na O(n) modifikaci algoritmu, jaky popsal Drysdale [6] pro vypocet greedy
triangulace. Tvary znamych zakazanych oblasti pro MW'T jsou podobné jako GT,
a proto mizeme stejny postup pouzit i pro tuto tridu triangulaci.

Drysdale provadi vypocet zvlast pro kazdy bod v € V v libovolném poradi. Nej-
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prve rozdéli okoli bodu na konstantni pocet stejné velkych thla (,,wedges“) a v kazdém
najde nejblizsi vrchol. Poté zvlast pro kazdou ¢ast prochazi body vzestupné podle vzda-
lenosti od v. Diive zpracované vrcholy a nejblizsi vrcholy ze sousednich ¢asti umoznuji
v ocekdvaném piipadé brzy zajistit, ze uz dal zadni kandidati byt nemohou, a vypocet
lze zastavit. S vyuzitim pravidelné ¢tvercové sité O(n) ¢tvercl o strané % Drysdale
dokéze, ze pro mnozinu bodd rovnomérné rozlozenou v néjaké konvexni oblasti C algo-
ritmus pracuje s o¢ekdvanou slozitosti O(1) pro kazdy bod, tedy celkové O(n), a najde
dohromady O(n) kandidatt na hrany GT'.

Vlastni implementované feseni se od Drysdalova lisi tim, Ze okoli bod zkouméame
celé najednou (tj. ne po jednotlivych intervalech thli) a kandidaty na koncové vrcholy
hran prochazime ne nutné v setfidéném poradi. Ukazeme, zZe staci pouzit prichod po
vrstvach kolem v s postupné se zvysSujicim polomérem, a piitom v priméru navsti-
vime jen malo ¢tverci sité. Z nalezenych kandidatd kolem vrcholu v nakonec vytadime
vSechny, které nemaji zablokovanou zakazanou oblast, a plné ji tak vyuzijeme k vygene-
rovani co nejmensiho poctu hran. Celkova slozitost pfitom ztistane linearni v oc¢ekava-
ném piipadé a umozni ndm s pomoci lokalné minimalnich triangulaci najit v rozumném
¢ase presnou minimalni triangulaci i velkého poc¢tu rovnomérné rozmisténych bodi.

5.1.1 Kritéria pro vyrazeni ¢asti roviny

Predpokladejme, Ze jsme uz prozkoumali kolem vrcholu v néjakou dvojici vrcholl g, us.
V nasledujicich vétach dokazeme, ze je-1i velikost ithlu ujvus dostate¢né mala, mtzeme
pro néjakou konstantu ¢ vyloucit celou oblast roviny v tomto thlu, ktera je od v dal,
nez ¢ - max{||v — uy||, ||v — us|}.

Pro tplnost odvodime nejen konstanty pro diamantovou vlastnost hran MW T, ale

budeme uvazovat obecnou t¥idu triangulaci a zakdzanou oblast tvaru Ry, nebo R,..

Lemma 5.1. Necht e = (v,u) € (H; ), p € (0,7/2), w e R* w # v,u a plati:

| Zuvw| = a < ¢, (5.1)
sin ¢

— < 5.2

o= wll £ 28 el (5:2)

Potom w € R, (e).

Dikaz: Pro a = 0 lezi w na tsefce vu a tvrzeni plati. Necht o € (0, ¢]. Ozna¢me ¢
vrchol kosoétvercové oblasti Ry, (e) na stejné strané od hrany e, jako je bod w, a p

prusecik ptimek vw a uq (viz obrazek 5.1). Podle sinové véty dostavame pro trojihelnik
(v, u,p):
sin ¢

—pll = = 5.3

o=l = o o=yl (53)
sin @ >

= — 2 ||v —w||. 5.4

ooy lell Z o -l (5.4)

Odtud plyne, Ze w lezi na tsecce vp a w € R, (e). d
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Obréazek 5.1: Dikaz lemma 5.1.

v d/2 S u
Obrazek 5.2: Dikaz lemma 5.2.
Lemma 5.2. Necht e = (v,u) € (]1;2), re(0,1/2), w € R%,w # v,u, a = |Zuvw| a

2ry/1 — 4r?

~ = arctan e (5.5)
Plati-li
ell, a=0,
v —w| << llell - (2r)/ sin(arcsin 2r + ), a € (0,7], (5.6)
lle]| - (cosa + /472 — sin? a) /2, « € (v,arcsin 2r],
pak w € R’

eye*

Dukaz: Pro a = 0 leZi w na tusecce vu a tvrzeni plati. Ozna¢me jako na obrazku 5.2

S stted tisecky vu, q bod, kde prechéazi hranice R[, (e) z tsecky na kruznici, go patu
kolmice z bodu ¢ na tsecku vu a d = ||e||, vSe na stejné strané hrany e jako je vrchol

w. Déle oznac¢me p priisecik pifmky vw s hranici Rf, (e) a d délku tsecky vp.
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Z trojuhelniku (S, u, q) dostavame pro ¢ = |£Suq|:

2
sin p = % = 2r, (5.7)

cosp = /1 —sin?p = V1 — 4r2. (5.8)
Dale v trojuhelniku (5, qo, ¢) dopocitame:
r = dr-sin g = 2dr?, (5.9)
y =dr-cosp = drv1—4r2. (5.10)
Potom pro v = [Zgovq| plati:

2y 2drv1—4dr? 201 — 4r?
d+2x  d+4dr2 1+4r2

tany = (5.11)

Pro thel a € (0, 7] je situace podobné jako v lemma 5.1 a tvrzeni 1ze dokazat sinovou
vétou pro trojuhelnik (v,u, p).

Zbyva moznost, kdy « € (7, arcsin 2r] = (7, ¢]. V tomto pfipadé ovSem sta¢i pouZit
cosinovou vétu v trojihelniku (v, S, p):

0= (g)z + 22 -2 (g) zcosa — (dr)?, (5.12)

_ dcosa+ Vd?cos? a — d? + 4d*r?

= 5.13
: . (5.13)
_ dcosa + dv/4r? —sin20z. (5.14)
2
Podle predpokladi lemma lezi bod w na tisecce vp, a tedy i v oblasti Rf,,(e). O

Véta 5.1. Necht M C T je trida triangulaci, o > 0, d > 0 a ¢ > 1. Ddle necht V C R?
je konecnd mnozina vrcholi, {v,ui},{v,us},{v,u} € (‘2/), uy # ug, |Lujvus| = a,
|l —u|| < dVi € {1,2}, ||[v—ul| 2 ¢-d a vrchol u lezi dhlu uyvus.
Jestlize je navic splnén alespor jeden z ndsledugjicich bodu, pak hrana e = {v,u}
nelezi v Zddné triangulaci z mnoZiny M NT (V).
(1) ¢ € (0,7/4], « = ¢, R

. m(e) je zakdzanou oblasti hrany e pro tridu M a

sin(p + «)
sin ¢

1\

c (5.15)

(ii) r € (0,v/2/4], a < arcsin2r, R”, (e) je zakdzanou oblasti hrany e pro tiidu M a

eye

c =

{sin(arcsin 2r +a)/(2r), a € (0,7], (5.16)

2/ <cosa + V412 — sin? a) , « € (v, arcsin 2r],
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kde
2ry/1 — 4r2
Y= arctan ﬁ (517)
Dukaz:

(i) Jelikoz vrchol w lezi v thlu wjvuy a |Zujvus| £ a, musi byt velikost obou thla
w;vu mensi nebo rovna a. Snadno lze ovéfit, ze pro ¢ € (0,7/4] je
sin @ > sin @
sin(p + | Zu;vul) = sin(p + a)

(5.18)

Splnili jsme tak predpoklady lemma 5.1 a pro vrcholy u; dostavame u; € R7,, (e).
Ovsem v; nemtzou byt oba na jedné strané od hrany e. Podle definice 4.2 tak
vrcholy V' blokuji zakdzanou oblast R, (e) hrany e a z véty 4.5 pak vychazi, ze

e nepatii do zadné triangulace T' z mnoziny M N T (V).
(ii) Analogicky jako (i), jen pouzijeme lemma 5.2. O

Pozndmka 5.1. Véta 5.1 zobectiuje ,,Corollary 1 v [6] na libovolnou tfidu triangulaci
se zakazanou oblasti ve tvaru kosoc¢tverce nebo ,oka“. Snadno jde pro dany koeficient
porovnavajici délky hran (c) spocitat potiebny pocet klini kolem vrcholi ([47/«])
a naopak z jejich poc¢tu urcit potfebny koeficient. Pro ¢ = 2 a oblast Rgﬁ vychazi
a & 25,84° coz presné odpovida poznamce na konci [6] o nejlepsim zndmém thlu.

5.1.2 Ctvercova sit

Algoritmus bude potfebovat efektivné vyhledavat koncové body v okoli pravé zpracova-
vaného pocatecniho vrcholu, pokud mozno vzestupné podle vzdalenosti. Navic pomoci
dokazaného kritéria ptijde nékteré vétsi souvislé ¢asti roviny vynechat. K tomuto tcelu
dobie poslouzi prichod ,do siftky* pravidelnou ¢tvercovou sifi.
Predpokladejme, Ze vstupni mnozina n bodi V' je rovnomeérné rozlozena v néjaké
konvexni oblasti C C R o obsahu |C| > 0.
€]

Rovinu rozdélime na pravidelnou sit ¢tvercti B; ; o strané INGE

il G-l | fidel Gy
Sl vzt v Al v e v ) AL D

Potom pocet ¢tverci B, j takovych, ze CNB; ; # 0, je O(n) (uvnitf i na obvodu) a kazdy
z téchto ¢tverctt obsahuje konstantni ocekévany pocet vrchold z V.

Datové struktura bude obsahovat vSechny ¢tverce zasahujici do C (iplné i ¢astecné)
a ke kazdému do pameéti ulozime jejich pozici, odkazy na sousedni ¢tverce a spojovy
seznam vrcholi. Aby §lo v konstantnim c¢ase lokalizovat ¢tverec prislusny danému bodu,
vytvorime navic pole pires pouzité indexy ¢ (je jich linedrné mnoho). Pro kazdé i pak do
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tohoto pole ulozime dalsi pole obsahujici vSechny neprazdné B; ;. Celkové mé popsana
datové struktura linearni pamétovou slozitost pro libovolnou konvexni mnozinu C.

V prilozeném programu pro vypocet MWT pro jednoduchost pocitame s rovnomeér-
nym rozlozenim bodu jen v né&jaké obdélnikové oblasti. Vyhledavaci sit pro n vrcholt
tak snadno vytvoiime s linearni ¢asovou slozitosti v nejhorsim pripadé.

Kdybychom ji chtéli rozsitit na libovolnou konvexni oblast C, bylo by nejprve po-
tfeba spocitat konvexni obal mnoziny V', coz by $lo v nejhorsim ¢ase O(nlogn) nebo
o¢ekavané v O(n). Slozitost vypoctu obsahu C a sestaveni datové struktury by vysla
opét nejhite linearni.

Pti zkoumani okoli vrcholu v € V' vzdy prohleddme néjakou souvislou podmnozinu
¢tverct (souvislou v grafu sousednosti ¢tvercll), pocinaje ¢tvercem obsahujicim v. Po-
drobnéji tento priichod popiseme dale.

5.1.3 Intervaly uhlua

Vedle pravidelné c¢tvercové sité zavedeme pro vypocet kandidatnich hran jesté jednu
pomocnou strukturu. Dokazané kritérium pro vylouceni ¢asti roviny v okoli poc¢ate¢niho
vrcholu v jde pouzit jen tehdy, je-li mezi nékterou dvojici vrcholtl dostatecné maly tihel
(£ ).

Oznaéme (v, ..., v,_1) posloupnost dfive zpracovanych vrcholti do vzdélenosti d
od poéateéniho vrcholu v, setfidéngch podle thlu kolem v. Uhlem vrcholu v; rozumime
B; € [0, 27) takové, Ze

v; =v+d; - (cos B, sin3;), d; > 0. (5.20)

Uhel 3 € R nazveme uzavienym, jestlize existuje index i takovy, Zze poloptimka vycha-
zejici z vrcholu v pod tihlem (3 lezi v orientovaném thlu v;vv(11) mod m (tj. v ahlu proti
sméru hodinovych rucicek od v;) a |Zv;00(41) mod m| = a.

Algoritmus bude potfebovat opakované zjistovat, zda jsou dané thly nebo celé in-
tervaly 1hl uzaviené, navic obcas do struktury prida novy vrchol. Problém by fesil
napiiklad obycejny seznam nebo vyvazeny strom, ktery by zarucoval ¢as O(logm) do-
tazu na konkrétni tihel a stejnou slozitost pridani prvku. Protoze je ale thel o konstantni
pro cely pribéh vypoétu, mizeme snadno vylepsit popsané operace na O(1). I bez této
upravy by nakonec vysla linearni o¢ekavana slozitost vypoctu kandidatnich hran, ovsem
snizime ji alespon o konstantu a navic dostaneme lepsi slozitost v nejhorsim pripadé.

Interval [0, 27) rozdélime na k = 27/« stejné velkych ¢asti. Pro kazdou ¢ast W; si
zapamatujeme index krajniho vrcholu v,, (resp. v, ), ktery patii do intervalu W; a ma
nejmensi (nejvétsi) thel 3,, (3,). Uhel mezi 3,, a (3, (pokud existuji) je vzdy uzavieny,
zbylé uhly zavisi jen na krajnich vrcholech sousednich intervalti. Vrcholy, které nejsou
krajni v zddném W;, tak nic neovlivni, a nemusime je ve struktuie uchovavat.

Dotaz na uzavienost daného thlu 3 nebo intervalu hla lze snadno provést v kon-
stantnim ¢ase O(k), stejné jako pfidani nového prvku. Vétsinou dokonce prozkoumame
jen velmi malo intervalia W;.
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5.1.4 Prohledani okoli vrcholu

Nechf ¢ a « jsou konstanty z véty 5.1 a pro mnozinu V' vstupnich vrcholt mame vytvore-
nou ¢tvercovou sit. PopiSeme, jak nalézt kandidatni hrany vychéazejici z konkrétniho
vrcholu v.

Algoritmus nejprve inicializuje strukturu pro intervaly thli popsanou v predchozi
¢asti. Rovinu budeme prochazet po jednotlivych vrstvach

Li=A{x;ri1 > ||lx —v| S} (5.21)

kolem vrcholu v, kde ry = 0, ry = O(|C|/\/n) ar; =1 - L. »
Hlavni myslenkou je, Ze pomoci libovolné dvojice vrcholi (vy,v2) z vistev |JiZ) L;
svirajici s v thel mensi nebo roven a miizeme vytadit celou ¢ast oblasti Uj; L; v thlu

v1vvy. Ve struktufe pro intervaly thli tedy budeme uchovavat vrcholy U;;Ql L; pro
aktualné zpracovavané ¢, a vynechame vrcholy i ¢tverce se zablokovanym tthlem. Postup

podrobnéji vystihuje zapis algoritmu 11 v pseudokédu.

Véta 5.2. Necht M C T je trida triangulaci se zakdzanou oblasti Ry, nebo R,
V C R? je konecnd mnozina n vrcholii v konverni oblasti C a konstanty «, ¢ splriuji
podminky véty 5.1. Potom za predpokladu, Ze dostane ma wvstupu ctvercovou sit nad
oblasti C popsanou v kapitole 5.1.2 a libovolny vrchol v € V', skonci algoritmus 11
vypocet nejhire v case O(n).

Dukaz: Z volby poloméru r; = Q(%) prvni vrstvy na fadku (1) snadno plyne, ze
kazdy Ctverec sité mé neprazdny prinik nejvyse s O(1) vrstvami a Ze celkovy pocet
neprazdnych vrstev je O(n). Proto pocet zopakovani cyklu (5) je O(n). Krok (7) pro-
vedeme pro kazdy ctverec tolikrat, do kolika zasahuje vrstev, tj. dohromady celkem
O(n)-O(1) = O(n). Ctverce v siti prochdzime nejvyse jednou a i celkové slozitost cyklu
(11) musi byt O(n) (pozn: zpracované ¢tverce miizeme oznacit néjakou specialni hodno-
tou). Posledni cyklus, (21), ma podobné jako (7) celkovou slozitost O(n)-O(1) = O(n).
Mnoziny vrcholi a ¢tvercli lze reprezentovat spojovymi seznamy. VSechny pro né pou-
zité operace tak maji konstantni slozitost, coz podle kapitoly 5.1.3 plati i pro struk-
turu W. O

Poznamka 5.2. 7 véty 5.2 pfimo vyplyva konec¢nost algoritmu 11.

Véta 5.3. Za stejnych predpokladi, jako ve vété 5.2, najde algoritmus 11 koncové
vrcholy w € C' véech hran {v,w}, které patii do néjaké triangulace T € M NT(V).

Dukaz: Predpoklddejme pro spor, Ze algoritmus nenajde néjakou hranu {v, w} € E(T),
kde T'e M NT(V), tj. vrchol w neni na konci algoritmu prvkem mnoziny C'.
Oznac¢me By, ..., B; posloupnost ¢tvercii na tsecce vw setiidénou vzestupné podle
vzdalenosti od v a B; prvni ¢tverec této posloupnosti, ktery algoritmus vynecha. Ziejmé
j > 0, nebot prvni ¢tverec posloupnosti obsahuje vrchol v. ProtoZe jsme ovSem zpraco-
vali sousedni ¢tverec B;_; ¢tverce B;, musel byt cely interval ahli ¢tverce B; na fadku
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Algoritmus 11 Vypocet kandidati v okoli vrcholu
Vstup: Inicializovana ¢tvercova sit pro vrcholy V, v € V.
Vystup: C C V' \ {v} mnozina kandidati na koncové vrcholy hran z v.

1d«— @(\%) > Polomér ry vrstvy L;
2: Cands;, Candsy, Candss < ()
3: Bucketss <« {¢tverec obsahujici vrchol v}
4: Inicializace struktury W pro k intervalta thld.
5: repeat > Zpracovani vrstvy L;
6: Candsy, Bucketsy < () > Vyprazdnime L;, 4
7 while 4B, B € Bucketss; do > Zpracujeme Ctverce L;
8: Bucketss < Bucketss \ {B}
9: if Ghel alespon jednoho bodu B neni zablokovany then
10: Candss <« Candsz U {w;w # v, w je vrchol ve ¢tverci B}
11: while JB sousedni jesté nezpracovany c¢tverec k ¢tverci B do
12: if cely By je od v déle nez d then > By zpracujeme az v L;
13: Bucketsy < Buckets, U {By}
14: else > By zasahuje do L;
15: Bucketss «— Bucketss U {By}
16: end if
17: end while
18: end if
19: end while
20: Candss «— 0
21: for YVw,w € Cands3 do
22: if dhel vrcholu w neni zablokovany then
23: if ||v — w|| > d then >w € Liyj,7>0
24: Candsy < Candsy U {w}
25: else >wE L;
26: Candss <+ Cands; U {w}
27: end if
28: end if
29: end for
30: Pridej vrcholy Candss do struktury W. .
31: Cands; «— Cands; U Candss > C U;;ll L,
32: Candsy «— Candss >C L;
33: Candss «+ Cands, > C U;’;Hl L,
34: Bucketss «— Buckets,
35: d«—d-c > Polomér dalsi vrstvy 7,41

36: until Candss U Candss U Bucketss = ()
37: C' «— Cands;
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(9) pii prichodu vrstvy L; uzavieny. To ale nemtze nastat. Body B; na tsefce vw,
a tedy i vzdalenéjsi vrchol w, by musely byt uzaviené, ¢imz se dostavame do sporu
s vétou 5.1 pro w.

Zpracovani koncového vrcholu w tsecky vw na fadku (26) 1ze dokézat analogicky.
Vrchol se tak dostane do mnoziny C'andss; a v dalsi ¢asti vypoctu pres Cands, a Cands;
do vysledné mnoziny C'. O

Pozndamka 5.3. Obracené implikace neplati — algoritmus muze vratit i hrany se zablo-
kovanou zakazanou oblasti a dokonce i hrany, které nejsou diagonalami mezi V.

Véta 5.4. Za stejnych predpokladi, jako ve véte 5.2, oznacme C vyslednou mnoZinu
vrcholi z algoritmu 11. Necht w € C a {v,w} je hrana se zablokovanou zakdzanou
oblasti vrcholy V. Potom i C' C V blokuje tuto oblast.

Dukaz: Oznaéme R zakdzanou oblast hrany e = {v,w} pro tfidu triangulaci M.
Vezméme vrchol u € RN(V\C) takovy, Ze ma na dané strané e nejmensi moznou velikost
uhlu Zwwvu. Pro tvar zakazanych oblasti z véty 5.1 zfejmé plati, ze body oblasti maji
od vrcholu v mensi vzdalenost nez vrchol w. Proto ||[v —ul|| < |Jv —w]|. Vrchol u nemohl
byt v mnoziné C jen tehdy, kdyz byl jeho tihel v pribéhu algoritmu zablokovany, tedy
musi existovat dvojice vrcholl uy,us € C blokujicich vrchol w. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, 7ze uy svird s vw vétsi thel nez u (definujeme tak potradi oéislovani
ug, uz). Kdyby wu; byl na druhé strané od hrany e nez vrchol u, dostali bychom se do
sporu, nebot dvojice ui, us by blokovala w a w ¢ C. V opatném pripadé u; musi lezet
v oblasti R (||vui|] < |lv —u| < |[[v — w]|) a je na stejné strané jako u. Analogicky lze
najit podobny vrchol z C' na druhé strané R, ktery spolu s u; blokuje zakadzanou oblast

R. O

Pozndamka 5.4. Kdybychom chtéli vygenerovat pravé mnozinu kandidatnich hran (ne jen
jejich nadmnozinu), které nejsou zablokované vrcholy V', stac¢i podle véty 5.4 vysledné
kandidaty z algoritmu 11 otestovat jen vic¢i mnoziné C'. Filtrace hran se slozitosti
O(|C|?) jde snadno doplnit na konec algoritmu. Dalsi moZnosti je zabudovat filtraci
pfimo do hlavniho cyklu a testovat jen vrcholy z prislusnych vrstev a intervald thli,
¢imz se podstatné snizi konstanta u ¢asové slozitosti.

Hrany obsahujici vrchol by slo z vyslednych kandidat vytadit i rychlejsim algorit-
mem s ¢asovou slozitosti O(|C|log |C|) v nejhorsim pfipadé.

5.1.5 Vypocet grafu kandidatu

Spustime-li algoritmus 11 postupné na vsechny vrcholy V', vyjde graf obsahujici ka-
zdou triangulaci z tiidy M. Postup stru¢né popisuje algoritmus 12. Casova sloZitost
v nejhor$im ptipadé je O(n?), piipadné O(n?logn) nebo O(n?) s filtraci hran podle
poznamky 5.4.



KAPITOLA 5. RYCHLY VYPOCET MWT 51

Algoritmus 12 Vypocet kandidatta

Vstup: V C R? koneén4 mnoZina.
Vystup: (V, E) graf kandidatt na hrany triangulaci z dané tfidy.

1: Vytvor ¢tvercovou sit pro vrcholy V.
2: Vytvorf prazdny graf (V, E) a jednozna¢né ocisluj vrcholy V.
3: for Vv, € V do

4: Spocitej C' mnozinu kandidat na koncové vrcholy hran z v;.

5: for Vv, € C do

6: if © < j then > OgSetfeni dvojnasobného ptidani hran
7: E — EU{{v;,v,}}

8: end if

9: end for

10: end for

5.1.6 Ocekavana slozitost

Ocekavana slozitost a pocet nalezenych kandidati algoritmem 12 pro vstupni body
rovnomerné rozlozené v konvexni mnoziné C by sla odvodit podobnym zptisobem, jaky
predvedl Drysdale [6]. Vyuzil by se fakt, Ze bereme polomér prvni vrstvy r; = O(%)
a dalsi vrstvy zvétsujeme vzdy jen o konstantu. Prozkoumané oblast se tak prilis nelisi
oproti [6]. Jediny problém s nelinearitou by mohl vzniknout v blizkosti hranice oblasti C,
ovsem i v nasem piipadé by sla aplikovat podobnd myslenka a dodefinovat uzavienost
thld, jestlize hranice vrstvy opusti C. Pro ¢tvercovy tvar C = (0, a)? se tak déje auto-
maticky, protoze ¢tverce jsou vzdy celé uvnitt nebo mimo C. Oc¢ekavanou slozitost jesté
ovlivni pocet prozkoumanych vrstev, ale ten nemutze byt diky r; = Q(%) asymptoticky
vétsi nez pocet prozkoumanych ¢tvercd.

Dlouhé vypocty pravdépodobnosti nejsou hlavnim cilem této diplomové prace a na-
dale se spokojime jen s predpokladem, Ze najdeme pro kazdy vrchol ocekavany pocet
O(1) kandidatt v ocekavaném case O(1). Kdyby tomu tak nebylo, vzdy by Sel apli-
kovat ptvodni Drysdaliv algoritmus, a to nejen pro vypocet GT', ale zfejmeé i MWT
(REZ(e) C RMNT(c).

Celkova ocekavana slozitost algoritmu 12 je za zminénych pfedpokladi linedrni
a v prumérném piipadé najde O(n) kandidatt na hrany triangulaci. Bez zvySeni oceka-
vané slozitosti také mtizeme aplikovat filtraci hran popsanou v poznamce 5.4. Vysledny
SLG pak bude vzdy obsahovat pravé vSechny hrany s nezablokovanou zakazanou ob-
lasti.

5.2 Aplikace poznatkt o LMT

V predchozi ¢asti jsme popsali zptisob, jak v oc¢ekdavaném linearnim case najit pro rov-
nomérné rozmisténé vrcholy v konvexni oblasti pramérné O(n) kandidatnich hran s dia-
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mantovou vlastnosti na hrany minimalnich triangulaci. V nejhorsim pripadé algoritmus
funguje v ¢ase O(n?) a vygeneruje O(n?) hran.

Nyni se podivame, jak z téchto kandidatd co nejrychleji ziskat modifikovany LM T-
skeleton (definice 4.9) spole¢né s podmnozinou zbylych kandidat na doplnéni MWT.

Pro implementaci jsem zvolil mirné upraveny algoritmus popsany Beiroutim v [3].
Hlavni vyhodou proti Dickersonovu pfistupu z kapitoly 4.3 je to, ze dostaneme lepsi
¢asovou i pamétovou sloZitost v nejhorsim ptipadé a velmi dobrou O(d®-n) sloZitost pro
d maximalni stupen vrcholu vstupniho grafu kandidatt. Jak vime, oc¢ekévany pocet hran
s diamantovou vlastnosti je pro ndhodny bod O(1), tedy celkovd ocekdvana slozitost
bude mit blizko k linearni.

V této praci doplnime nékteré diikazy spravnosti, které Beirouti neuvadi, a také
zminime jeden drobny teoreticky problém, ktery by se mohl pii vypoctu vyskytnout.
Navrhneme, jak by Sel tento problém vyftesit se zachovanim ocekavané slozitosti algo-
ritmu. Vyslednym grafem pak bude vzdy praveé modifikovany LM T-skeleton.

Algoritmus z [3] déla v podstaté to samé, jako Dickersontiv algoritmus [5]. V pa-
méti ovSem nebude potieba uchovavat seznam prazdnych trojihelniki (mensi pamétova
slozitost) a hlavni cyklus propojime s hleddnim dvojic trojuhelniki v okoli hrany,
abychom nemuseli kazdou hranu zpracovavat O(n?)-krat.

Pozndmka 5.5. Préace [3] popisuje dalsi (témérF) linedrni variantu hledani kandidatt na
hrany MW'T.

5.2.1 Prazdné trojuhelniky

Necht s = (u,v) je orientovana hrana v SLG G = (V, F) a u orientovanych hran mame
uloZené informace z definice 2.2. Dale pro s mé&jme k dispozici proménné s;, s, a sy, pied-
stavujici odkazy na orientované hrany G. PopiSeme nyni algoritmus, ktery v linearnim
Case a presné definovaném potadi projde vSechny préazdné trojihelniky (neobsahujici
vrchol) nalevo od orientované hrany s. Tim nahradime potfebné operace na mnoziné
CandTris z algoritmu 9, aniz bychom trojihelniky museli uchovavat v paméti.

Véta 5.5. Algoritmus 13 najde pro SLG G = (V, E) a orientovanou s € S(E) vechny
prazdné trojuhelniky nalevo od s.

Dikaz: Budeme postupovat trochu netradi¢né a misto primého ditkazu sporem spise
odvodime, jak obecny algoritmus prochazejici orientované hrany proti sméru hodino-
vych rucicek mize vypadat.

Necht je algoritmus v néjakém konkrétnim stavu s orientovanymi hranami s; a s,
nalevo od s. VSechny mozné vzajemné polohy s; a s, znazornuje obrazek 5.3, kde pro
pevnou pozici s a s, rozdélime polorovinu vlevo od s na oblasti pro koncovy vrchol s;.

Nyni rozebereme tyto vzajemné polohy a zjistime, zda lze posunout levou nebo
pravou hranu, aniz bychom minuli prazdny trojihelnik.

e (6),(8): Nemtize nastat, jinak by SLG G obsahoval neprazdné hrany.
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Algoritmus 13 Priichod prazdnych trojuhelnikii
Vstup: (V, E) je SLG, s € S(E).

1: WALKINIT(s)

2: while WALKNEXT(s) do

3: e > Provede se pro kazdy prazdny trojthelnik (s*.v, s.v, s;.0)
4: end while

5: function WALKNEXT(s)

6: Sp < Sp.CcCW

7 while s;.v # s,.v do

8: if s, =57V s, =s" then > Prosli jsme vSechny levé nebo vSechny pravé

hrany

9: return false
10: else if s;.v je vpravo od s, then
11: Sy < S;.ccw > Posuneme levou hranu
12: else
13: Sy — Sp.CCW > Posuneme pravou hranu
14: end if
15: end while
16: return true > Nasli jsme trojuhelnik

17: end function

18: procedure WALKINIT(s)

19: Sy S.ccw > Prvni hrana z s*.v nalevo od s (kdyz existuje)
20: S, «— §* > Potfebujeme prvni hranu z s.v nalevo od s (kdyz existuje)
21: repeat

22: Sp — Sp.CW

23: until s,.v neni nalevo od s

24: Spe— s > Najdeme prvni hranu z s*.v, kterd uz neni nalevo od s
25: repeat

26: Sf < Sg.ccw

27: until s¢.v neni nalevo od s

28: end procedure
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S v S.v

Obrazek 5.3: Prichod prazdnych trojuhelnikd.

(4),(5),(6),(7),(8): Lze posunout s;, nebot kazda dalsi orientovana hrana s, ma
s;.v napravo a s; s ni nemuze tvoftit trojuhelnik.

(2),(3),(4),(5),(6): Lze posunout s,, nebot kazda dalsi orientovand hrana s; ma
Sp.0 napravo a s, s ni nemiize tvorit trojuhelnik.

(1),(2),(8): Trojtuhelnik (s*.v,s.v,s,.v) je neprazdny a s, zfejmé neni soucésti
jiného. Proto mtizeme posunout s,.

(9): Nasli jsme trojthelnik. Zadny dalsi trojihelnik neobsahuje s; ani s, a oboji
lze posunout.

Snadno jde ovéfit, ze funkce WALKINIT inicializuje hodnoty s; a s,.ccw tak, aby
ukazovaly na prvni (ve smyslu hlu) orientované hrany nalevo od s, nebo kdyz takové
hrany neexistuji, aby pifi prvnim spusténim WALKNEXT skon¢il algoritmus s hodnotou
false.

Pti vzajemnych polohédch (5),(6),(7) hran s; a s, posouvame vzdy s; o jednu hranu
proti sméru hodinovych rucicek, ve zbylych polohach pak hranu s,. Podle odvozenych
tvrzeni tak algoritmus nemine zadny prazdny trojuhelnik, a protoze skonci az prozkou-
manim vsSech s; nebo s, nalevo od s, najde vSechny prazdné trojuhelniky nalevo od
S. U

Véta 5.6. Algoritmus 18 md pro SLG G = (V, E) a s € S(E) c¢asovou sloZitost O(d; +
dy), kde d; jsou pocty orientovanych hran nalevo od s v G.

Diikaz: Pfiinicializaci projdeme pravé vSechny takové hrany a konstantni pocet dalsich
hran. Celkovéa slozitost volani funkei WALKNEXT je opét O(d; + ds), protoze v kazdé
iteraci cyklu posuneme jednu z hran a nikdy se nevracime. O

Poznamka 5.6. Algoritmus v obecném pripadé muze najit i neprazdné trojuhelniky, a
to i v ptipadé, kdy G obsahuje kompletni triangulaci. Problém je spole¢ny pro nas algo-
ritmus i pro vypocet popsany v [3]. Snadno jde sestrojit protipiiklad grafu s triangulaci,
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kdy pro néjakou hranu vrati uz prvni volani WALKNEXT neprazdny trojuhelnik. Uvi-
dime vsSak, ze s trochou opatrnosti takové trojuhelniky nevedou k problémtim pii feseni
MWT a jen malokdy najdeme podgraf liSici se od vysledku Dickersonova algoritmu.
Dokazeme také, ze se da problému zcela vyhnout.

Néasledujici vétu pouzijeme pii hledani presného modifikovaného LM T-skeletonu.

Véta 5.7. Necht (u,v,w) je trojihelnik nalevo od s = (u,v) nalezeny algoritmem 13
v SLG G = (E,V) a necht pro kazdy vrchol x leZici uwoniti trojihelniku (u,v,w) plati,
ze {{u,x},{v,2}} N D(V) C E. Potom je trojuihelnik (u,v,w) prazdny.

Dukaz: Oznac¢me y jeden z vrchold uvniti (u, v, w) nejblize ptimee uv. Potom (u, v, y)
je podle predpokladt véty trojihelnik v G a je zfejmé prazdny. Ten jsme ale nemohli
najit, protoze ma levou hranu po sméru hodinovych rucicek od levé hrany (u,v,w)
a druhou hranu proti sméru hodinovych rucic¢ek od pravé hrany (u,v,w). Dostavame
se tak do sporu s vétou 5.5 a tvrzeni je dokazano. O

5.2.2 Doplnéni grafu kandidata

Abychom mohli aplikovat vétu 5.7 a hledat tak v linedrnim case prazdné trojihelniky,
musime do vstupniho grafu pfidat dalsi pomocné hrany. Tyto hrany by vsSak nemély
ovlivnit hledany modifikovany LM T-skeleton ptivodni mnoziny kandidat. Proto je jen
néjak specialné oznac¢ime a mimo funkce WALKINIT, WALKNEXT vzdy pfeskocime.

Definice 5.1. Jestlize je pro trojihelniky SLG G = (V, E¢) a néjakou mnoZinu po-
mocnych hran Ep C D(V') \ Eg splnény predpoklad véty 5.7 v G = (V, Eq U Ep), pak
mnozinu Ep nazveme uzavérem grafu G = (V, Eg).

Ke grafu kandidata (V, Eg) by jisté stacilo pridat vSechny zbylé diagonaly D(V),
ovem ziskali bychom tak tplny graf s O(n?) hranami a vypodet modifikovaného LM T-
skeletonu by se oproti ptivodni o¢ekavané slozitosti vyrazné zpomalil.

Podivejme se na néjaky konkrétni vrchol v € V' a mnozinu vrchold V,,, do kterych
vede z v hrana. Pro splnéni predpokladu véty 5.7 staci, abychom ptidali vSechny prazdné
hrany do vrcholti uvnitt konvexniho obalu V.

Pro rovnomeérné rozlozené vstupni body v konvexni oblasti C vime, Ze jsme pfi
generovani kandidati v kapitole 5.1 prozkoumali jen konstantni ocekévany pocet ¢tvercii
a v prumeéru nasli konstantni pocet kandidati z v. Abychom vsak ukéazali konstantni
velikost konvexniho obalu, potfebujeme silnéjsi tvrzeni. Takové se da najit v [6], kde
se dokazuje pro nadhodny bod O(%) ocekdvana prozkoumana vzdalenost v kazdém
z O(1) intervald thla kolem v (pozn.: pobliz hranice C se prohledava do vétsi ocekavané
vzdélenosti, ale takovych boda je malo). Na§ algoritmus dojde asymptoticky stejné
daleko, proto i konvexni obal nami nalezenych bodt pokryva v priméru konstantni
pocet ¢tverct a vrcholu.

Program dopliujici do grafu kandidatid pomocné hrany by mohl pracovat tak, ze
by pro kazdy vrchol spocital konvexni obal, poté s vyuzitim ¢tvercové sité pridal hrany
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do bodt uvnitf obalu a nakonec vytradil neprazdné hrany. V nejhorsim ptipadé tak
docilime sloZitost vypoctu uzavéru O(n?logn) a ofekdvanou O(n). V priméru piiddme
jen O(1) pomocnych hran ke kazdému vrcholu.

Pozndamka 5.7. Priteseni MW'T jsem v praxi nenarazil na zasadni problémy s neprazd-
nymi trojuhelniky a popsané feseni jsem neimplementoval. Jedna se spiSe o teoreticky
navrh.

5.2.3 Algoritmus v O(n®)

Pro prehlednost nejprve uvedeme algoritmus 14, pracujici stejné jako ptuvodni Dicker-
sonuv, a ktery jen snizuje pamétovou slozitost vynechdnim mnoziny CandT'ris.

Definice 5.2. Necht (V, E) je SLG a e € E hrana mimo konvexni obal V. Dvojici
prazdnych trojuhelnik na riznych stranach e nazveme certifikitem hrany e, jestlize
tvofi ¢tyruhelnik, ve kterém je e lokalné minimalni.

Véta 5.8. Necht Ep je uzdvérem (V,Eq). Potom algoritmus 14 skonci se stejnymi
mnozinami EdgesIn a CandEdges jako Dickersontv algoritmus vypoctu modifikova-
ného LMT-skeletonu na V, E¢.

Dikaz: Alogoritmus se od Dickersonova lisi zptisobem hledani dvojic trojahelniki (cer-
tifikata) z CandT'ris kolem e, kde je e lokdlné minimalni. Sta¢i dokézat, Ze projdeme
v obou algoritmech stejnou mnozinu certifikatti, protoze zbytek vypoctu je stejny. To
ale pfimo vyplyva z véty 5.7, protoze algoritmus prochézi jen trojuhelniky spliujici jeji
predpoklady. (Poznéamka: Pfesunutim kandidatni hrany mezi pomocné hrany ziskdme
opét uzaver). O

Poznamka 5.8. Kdybychom umoznili i prichod neprazdnych trojihelniki (napf. nedpl-
nym uzavérem nebo vynechanim fadku (20) programu), pak by algoritmus mohl vytadit
méné kandidatnich hran. Nic by se ale nezménilo na faktu, ze hrany FdgesIn jsou sou-
casti kazdé triangulace z ptislusné tiidy a naopak kazda takova triangulace podgrafem
EdgesIn U CandFEdges. Pro tfidu minimalnich triangulaci a poc¢ate¢ni mnozinu hran
s diamantovou vlastnosti testy na nahodnych datech ukazuji, ze se vysledné mnoziny
témér vzdy shoduji s modifikovanym LM T-skeletonem, ale existuji i protipiiklady, kdy
tomu tak neni.

5.2.4 Certifikaty

Prestoze se nam podafilo snizit pamétovou slozitost Dickersonova algoritmu, stéle
ziistava Casova narocnost O(n®). Pro zvyseni efektivity vypoctu pouZijeme myslenku
z [3].

Zamysleme se nad situaci, kdy algoritmus nenajde zadny certifikat néjaké hrany e
a vyradi ji tak z mnoziny CandFEdges. Je skute¢né nutné znovu zopakovat cely hlavni

cyklus (5)7
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Algoritmus 14 Vypocet modifikovaného LMT-skeletonu v O(n®)

Vstup: (V, Eg) je SLG s uzavérem FEp.
Vystup: (V, EdgesIn) modifikovany LM T-skeleton grafu (V, Eg).

10:
11:
12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

CandEdges «— Eg
Impossible +— Ep
EdgesIn «— 0
Presun hrany konvexniho obalu z CandFEdges do EdgesIn.
repeat
Leave < true
for V{u,v} = e € CandEdges do
Certificate Found « false
WALKINIT((u, v)) > prichod v grafu
(V, EdgesIn U CandEdges U Impossible)
while WALKNEXT((u,v)) do
WALKINIT((v, u))
while WALKNEXT((v,u)) do
if hrany c¢tyfahelniku (u, (u,v);.v,v, (v,u);.v) jsou mezi EdgesIn U
CandFEdges a e je zde lokalné minimalni then
Certificate Found < true
end if
end while
end while
if Certificate Found = false then
CandEdges <+ CandEdges \ {e}
Impossible < Impossible U {e}
Leave « false
else if e neprotina zadnou hranu z CandEdges then
Edgesin «— EdgesIn U {e}
end if
end for
until Leave
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Vytazenim hrany e mtzou zaniknout néjaké prazdné trojuhelniky tvorici certifikaty
jinych hran, coz muze ovlivnit jejich vyfazeni v dalsi iteraci cyklu (5). Takto ovlivnéné
hrany ale miizeme snadno pro hranu e najit. Jednou z moznosti je probrat vSechny
prazdné trojuhelniky kolem hrany e, protoze e muze byt soucasti certifikatu jen z tako-
vych trojuhelnikt. Dalsi moznosti je prozkoumat jednoduse vSechny hrany vychézejici
z koncovych vrcholl e nebo si certifikaty s hranou e pamatovat ve spojovém seznamu.
Kazdopadné je jasné, Ze nemusime pti pristi iteraci cyklu znovu ovéfovat vSechny hrany
z CandFEdges, ale jen pomérné maly pocet téchto ,,sousednich” hran.

Dalsi klicovou myslenkou je vyhledavat certifikaty kolem vsech hran z mnoziny
CandEdges soucasné, abychom nemuseli po zneplatnéni certifikitu odebranim néjaké
hrany vse opakovat. Kdyz se podivame na fadky (9-12) algoritmu 14, je vidét, ze
v presné definovaném potfadi postupné prochazime dvojice prazdnych trojihelnikt ko-
lem zpracovavané hrany e, a ze by toto potadi nijak neovlivnilo docasné preruseni cykli
a presunuti hran z CandFEdges do mnoziny I'mpossible. Navic nikde nevznikaji nové
certifikaty a mizou jen ubyvat. Proto kdyz presouvame néjakou hranu e z CandEdges
do I'mpossible, staci jen najit sousedni hrany, pro které je e soucasti aktualniho certi-
fikatu, a pokracovat u nich hledanim dalsich.

Tyto tvahy jsou zakladem algoritmu 15, ktery pozd€ji vyuzijeme pro vypocet mo-
difikovaného LM T-skeletonu. Funkce NEXTCERTIFICATE postupné hleda certifikaty
kolem dané hrany. Zavola se jednou pro kazdou hranu mimo konvexni obal a poté po-
kazdé, kdyz néjaka hrana aktualniho certifikatu zanikne. Druhou moznost zajistuje pro-
cedura INVALIDATECERTIFICATES, ktera pii odebrani hrany prida do pomocné mnoziny
Unknown hrany s neplatnym certifikatem.

Poznamka 5.9. Pseudokdd nedefinuje, jakym zptisobem hledat v INVALIDATECERTIFI-
CATES prislusné certifikaty. Ve vlastni implementaci jsem pro né zavedl spojové seznamy,
kde kazdy certifikat je prvkem seznamu ¢tyr krajnich hran.

Véta 5.9. Celkovd sloZitost posloupnosti voldni funkce NEXTCERTIFICATE pro hranu
e do pruni ndvratové hodnoty false je O(d?), kde d je maximdlni stupen vrcholu grafu
s uzdvérem. Procedura INVALIDATECERTIFICATES trud nejdéle O(d).

Dukaz: Podle véty 5.6 je slozitost kazdého cyklu pres trojihelniky O(d) a nijak ji ne-
ovlivni ani pfesouvani vrcholt z C'andEdges do Impossible. Test dvojice trojuhelniki
na vlastnosti certifikatu, stejné jako pridani i ubrani certifikatu do spojovych seznami
podle poznamky 5.9, trva O(1). Pocet ovlivnénych certifikdti v INVALIDATECERTIFI-
CATES pro e je omezeny poctem hran z krajnich vrcholi e, tedy O(d). O

5.2.5 Pruseciky

V této ¢asti vylepsime ¢asovou slozitost hledani priise¢iki na fadku (22) algoritmu 14,
aby celkové fungovalo v dase O(n - d?).

Nejprve presuneme hledani prisecikti z hlavniho cyklu az na konec algoritmu, kdy
otestujeme kazdy prvek mnoziny C'andEdges a pripadné hrany bez prisecikii priddme



KAPITOLA 5. RYCHLY VYPOCET MWT

29

Algoritmus 15 Hledani certifikatt pro modifikovany LM T-skeleton

Vstup: SLG (V, EdgesIn U CandEdges U Impossible), mnozina Unknown.

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

function NEXTCERTIFICATE ({u,v})
if jedna se o prvni volani funkce pro hranu {u, v} then

WALKINIT((u, v))
WALKINIT((v, u))
if WALKNEXT((v,u)) = false then
return false
end if
end if
while true do
if WALKNEXT((u,v)) = false then
if WALKNEXT((v,u)) = true then
WALKINIT((u, v))
else

return false
end if

else if dvojice prazdnych trojuhelniki v (u,v) a (v, u) tvoii certifikat then

return true
end if
end while

end function

21: procedure INVALIDATECERTIFICATES(e)

22:
23:
24:

for Ve, e je soucasti aktualniho certifikatu hrany ey do

Unknown «— Unknown U {eg} > Pro eg budeme dal hledat certifikaty

end for

25: end procedure
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do EdgesIn. Ziejmé tak dostaneme mnozinu EdgesIn z Dickersonova algoritmu, pro-
toze v ném FEdgesIn obsahuje pravé hrany CandFEdges bez priseciki a konvexni obal
(dtkaz snadny).

K vypoctu prisecikti pak lze pouzit algoritmus 16.

Algoritmus 16 Hledani prisecik pro modifikovany LM T-skeleton
Vstup: SLG G = (V, EdgesIn U CandEdges).

1: function HASINTERSECTION(s)

2 S§1 < S.ccw

3 while s;.v je vlevo od s do

4: S9 +— S1.ccw

5: while s.v je vlevo od s, do
6 if s protina s, then
7 return true

8

9

end if
: S9 +— S9.CCW
10: end while
11: S1 < Sy.ccw
12: end while
13: return false

14: end function

Véta 5.10. Necht za stejnijch predpokladi, jako ve vété 5.8, CandEdges vyslednd
mnozina algoritmu 14 a mnozZina EdgesIn obsahuje konvexni obal vrcholu V. Potom
pro s € S(CandEdges) skonci algoritmus 16 s ndvratovou hodnotou true, pravé kdyz
hrana s.e nemd v G = (V, EdgesIn U CandEdges) prisecik.

Duikaz: Funkce vrati true jen tehdy, kdyz najde konkrétni prisecik. Zbyva opacna
implikace. Pro spor vezméme {u,v} € CandFEdges hranu protinajici s.e nejblize vr-
cholu s*.v. Jelikoz {u,v} € CandEdges, musi mit hrana {u, v} né&jaky certifikat a exis-
tuje prazdny trojuhelnik (u,v,w) na stejné strané {u,v} jako je bod s*.v. Potom ale
w = s*.v, jinak by {u, v} neprotinala s.e nejblize s*.v. Algoritmus zminény prusecik na-
jde pres n&jakou dvojici hran trojthelniku (u, v, w) (lezi v EdgesInUCandEdges). [

Poznamka 5.10. Dtikaz predpoklada, ze pri vypoctu zkoumame jen prazdné trojuhel-
niky. Ani v opa¢ném pripadé se mi vSak pfi ndhodném generovani grafti hran s dia-
mantovou vlastnosti nepodafilo najit protipfiklad, kdy by funkce HASINTERSECTION
nenasla ve vysledné mnoziné C'andEdges existujici prisecik.

Véta 5.11. JestliZe jsou spinény predpoklady posledniho tvrzeni a mdame k dispozici pro-
meénné s'.ccw u orientovanych hran s’ € S(EdgesIn U CandEdges), skonci algoritmus
16 v case O(d?), kde d je mazimdini stupen vrcholu v G.
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Dukaz: Oba vnotené cykly provedeme nejvyse d-krat a ostatni operace maji konstantni
slozitost. ]

5.2.6 Algoritmus v O(n - d°)

Koneény postup, jak najit v grafu kandidatnich hran (V, Eg) s uzavérem Ep modifiko-
vany LM T-skeleton, znazornuje algoritmus 17.

Algoritmus 17 Vypocet modifikovaného LM T-skeletonu v O(n - d®)
Vstup: SLG (V, Eg) s uzéavérem FEp.

EdgesIn «— ()

CandEdges «— Eg

Impossible +— Ep

Spocitej cw a ccw u orientovanych hran SLG (V) Edgesin U CandEdges U
Impossible).

5: Odeber hrany konvexniho obalu z CandFEdges a ptidej do EdgesIn.
6: while Je € Unknown do

7: Unknown «— Unknown \ e

8: if NEXTCERTIFICATE(e) = false then

9: CandFEdges «+ CandEdges \ {e}

10: Impossible < Impossible U {e}

11: INVALIDATECERTIFICATES(€)

12: end if

13: end while
14: Odeber ze SLG hrany I'mpossible.
15: for V{u,v} € CandEdges do

16: if HASINTERSECTION((u,v)) = false then
17: EdgesIn < EdgesIn U {{u,v}}

18: end if

19: end for

Véta 5.12. Necht M C LMT (V) je neprdzdnd trida triangulaci na konecné mnoziné V/
a SLG (V, E¢) obsahuje hrany kaZdé triangulace z M. JestliZe je mnozina Ep uzdvérem
(V, Eq), pak algoritmus 17 skonci se stejngmi mnozinami CandEdges a EdgesIn jako
Dickersoniv algoritmus pro hleddni modifikovaného LMT -skeletonu.

Dutikaz: Podle kapitoly 5.2.4 vyradime pfesné stejné hrany z mnoziny CandEdges jako
algoritmus 14, ktery je podle véty 5.8 identicky s Dickersonovym algoritmem. Vysledny
mnozina CandFEdges je proto stejna, coz diky vété 5.10 o prusecicich mizeme fict
i o mnoziné Edgesin. U
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Véta 5.13. Slozitost algoritmu 17 je O(n - d*), kde d je mazimdini stuper vrcholu
v (V, EG U Ep)

Ditkaz: Rédek (4) lze implementovat v ¢ase O(n - dlogd) set¥idénim orientovanych
hran kolem kazdého vrcholu. Pomoci ziskanych informaci pak snadno v linearnim case
identifikujeme hrany konvexniho obalu — fadek (5). Celkova slozitost kroku (8) je podle
véty 5.9 pro kazdou hranu e € Eg nejhiite O(d?) a pro cely graf pak O(n-d?). Disledkem
je i stejné omezeni poctu iteraci cyklu (6). Radek (11) pouzije diky vété 5.9 nejvyse
O(n - d?) instrukci. Koneéné hledani priise¢ikit na fadku (16) trvd podle véty 5.11
O(n-d®), tedy i vyslednou sloZitost algoritmu miizeme asymptoticky odhadnout vyrazem
O(n-d3). O

Poznamka 5.11. Shrneme-li poznamky 5.6, 5.7, 5.8 a 5.10 v pribéhu textu, program
miiZzeme spustit i s prazdnou mnozinou pomocnych hran Ep. Nemusi tak sice vyjit
kompletni modifikovany LM T-skeleton, ale déje se tak jen zridka, a i pri rozdilu lze
mnoziny EdgesIn a CandEdges pouzit pro vypocet presné MW'T. Teoreticky také
muze CandFEdges obsahovat hranu protinajici FdgesIn. V praxi jsem na takovy pfipad
nenarazil, ale kdybychom si chtéli byt jisti, snadno bychom zminéné hrany vytadili
v O(n? - d) (|EdgesIn| = O(n)).

5.3 Jednoduché polygony

Popsanym vypoctem grafu kandidatt a modifikovaného LM T-skeletonu jsme ziskali
PSLG G = (V, Ecertain) obsahujici CH(V') a Eppssipe Podmnozinu diagonal G. Pfitom
vime, Ze GG je podgrafem kazdé triangulace s minimalni vahou a naopak libovolnd MWT
je ¢asti v (V. Ecertain U Epossivie). Ob€ mnoziny hran mame spoleéné ulozené v datové
strukture SLG s usporfadanymi orientovanymi hranami podle thlu kolem pocatec¢nich
vrcholt.

Nékteré stény G tvori jednoduché polygony, nékteré mohou byt nesouvislé. V této
casti kapitoly vyTesime prvni moznost.

Podivejme se na néjaky konkrétni jednoduchy polygon f s obvodem (vy,...,v;).
Moznym fesenim by bylo pfimo aplikovat algoritmus hledani GMW'T z kapitoly 2.3 se
slozitosti O(I?), ale uvidime, Ze existuje i rychlejsi vipocet na fidkém grafu kandidatt
pracujici v O(l - d?), kde d je maximalni podet kandid4tnich hran smétujicich do oblasti
f z néjakého vrcholu na obvodu.

Postup uz nebudeme podrobné popisovat, protoze je velmi podobny algoritmu 2,
a jen zminime rozdily. Potiebujeme paméfovou slozitost o(n?), takze k ulozeni infor-
maci vyuzijeme dodateény prostor u existujici hran, konkrétné e.sum (analogie wj ;)
a dvojici proménnych e.left a e.right (nédhrada k;;) ukazujicich na hrany nejlepsiho
nalezeného trojihelniku u hrany e. Vnéjsi cyklus opét probiha pies vSechny vrcholy
(resp. orientované hrany) na obvodu, vnitini cykly pak jen pres kandidatni hrany. Pro
hledani trojihelnikti mizeme primo pouzit diive popsanou funkci WALKINEXT, jen je
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potfeba upravit interval prozkoumanych hlt u krajnich vrcholt hrany, abychom nasli
jen trojuihelniky nezasahujici mimo feseny polygon.

Celkova slozitost algoritmu 18 je pak ziejmé O(I-d?), protoZe viechny cykly (i uvnit¥
WALKNEXT) iteruji jen pfes kandidatni hrany uvnit¥ polygonu.

5.4 Nesouvislé oblasti

Zbyva dofesit posledni problém, totiz doplnit triangulaci stén (V) Eeepqin) s nesouvislou
hranici. Bohuzel neni zndm zadny polynomialni algoritmus fesici tuto tlohu. Vedle
yhrubé sily* s exponenciélni sloZitosti zbyva zkusit dalsi heuristiky, které by (moznd)
nalezly vice jistych hran, nebo néjakou aproximaci. Nastésti ale v modifikovaném LMT-
skeletonu byvaji nesouvislé stény jen ziidka, a kdyz uz, tak mivaji, az na velmi specialni
pripady, malo komponent. Nyni popiSeme algoritmus, ktery doplni pfesnou minimalni
triangulaci stény f s k komponentami (vnéjsi hranici nepocitame) a s celkovym poctem
[ vrcholit na hranici nejhtife v ¢ase O(l - d***) = O(n3**), kde d je nejvetsi pocet hran
smeétujicich z néjakého vrcholu na obvodu do stény f. Pritom komponentami nemusi
byt jen izolované body nebo stromy, ale libovolné velké utvary, které prilezitostné samy
mohou obsahovat dalsi nesouvislé stény. Slozitost vnitfku komponent nijak neovlivni
¢as vypoctu stény f.

Pozndmka 5.12. Algoritmus neni inspirovan zadném zdrojem, proto zde neuvadim re-
ference.

Véta 5.14. Algoritmus 19 najde minimalni triangulaci libovolné omezené stény f.

Dukaz: Snadno lze ukazat, ze cyklus (5) prochazi pravé vsechny kombinace neproti-
najicich se k orientovanych hran s; z vrchol v; pod thlem [0, 7). Potadi zpracovani je
v lexikografickém poradi podle thlt orientovanych hran.

Pro korektnost algoritmu tedy stac¢i ukazat, ze s kazdou zkousenou kombinaci hran
vznikne skute¢né simple polygon, a Ze pro néjakou minimalni triangulaci 7 oblasti f
zkusime piidat jen hrany z T;. Potom minimalita vysledné triangulace vyplyva z korekt-
nosti algoritmu pro hledani zobecnéné minimalni triangulace jednoduchého polygonu.

Ozna¢me K; C V vrcholy na vnéjsi hranici i-té komponenty a < relaci lexikografic-
kého usporadani vrchol V' primarné podle y-ové a sekundarné podle z-ové soutadnice.
V tomto znaceni fadek (1) najde pro kazdé i maximdlni prvek v; z mnoziny K;. Bez

1jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze vy < vp_1 < --- < vy, jinak pro potieby
dikazu zménime ocislovani komponent.
Necht (si,...,sx) je néjakd konkrétni kombinace orientovanych hran nalezenych

na fadku (20). Nyni pomoci indukce dokazeme, Ze hrany spojuji kazdou komponentu
s vnéjsi hranici. Zfejmé s; propojuje komponentu K s vnéjsi hranici stény, nebot v je
maximalni ze vSech vrchola Uf,zl K a thel volime v intervalu [0, 7) kolem v;. Podobné
obecné s; musi spojovat K; s né€jakou Kj,j < ¢ nebo s vnéjsi hranici, protoZe v; je
maximalni z Uf,zz K. 7 indukce existuje cesta z v; do néjakého vrcholu na vnéjsi
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Algoritmus 18 Triangulace jednoduchého polygonu

VStup: (‘/7 Ecertain7 Epossible)7 jeandUCh}/’ polygon S'f'

1: procedure SIMPLEPOLYGON(s)
2 for Vs; hrany na obvodu po sméru hodinovych rucicek do
3 si.e.sum «— 0
4: S9 «— §].ccw
5: while sy.e € Ejpgsipe do
6 Cur <« sy.¢
7 if hranu C'ur jsme uz diive navstivili then
8 Cur.sum <« 00 > Hledame trojihelniky napravo od diagonaly sg
9: WALKINITSIMPLE(S})
10: while WALKNEXT(s}) do
11: Left «— (s3).e > Leva hrana trojuhelniku
12: Right «— (s%),.e > Prava hrana trojuhelniku
13: Sum «— Left.sum + Right.sum
14: if Sum < oo A Sum < Cur.sum then
15: Cur.sum «— Sum
16: Cur.left < Left
17: Cur.right < Right
18: end if
19: end while
20: Cur.sum «— Cur.sum + |Cur||
21: end if
22: Oznac¢ hranu Cur jakou navstivenou.
23: Sg «— So.CCW
24: end while
25: Podobné prozkoumej trojuhelniky z posledni hrany obvodu.
26: Sestav nejlepsi nalezenou triangulaci z .left a .right.
27: end for
28: end procedure
29: procedure WALKINITSIMPLE(s) > Jen trojuhelniky uvnitf polygonu
30: 5] ¢= S.cCW, S < S*, 5p S
31 repeat
32: Sy < Sp.CW
33: until (s,.v neni nalevo od s) V (s,.ccw # s* A ¢,.ccw € Eeertain)
34: repeat
35: Sf < Sp.ccw
36: until (sy.v neni nalevo od s) V (sf.cw # s A ¢f.cw € Egertain)

37: end procedure
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Algoritmus 19 Triangulace nesouvislé stény
Vstup: SLG (V, Ecertain U Epossivie ), omezend sténa s.f v PSLG (V) Ecertqin)-

1: Najdi vnitini komponenty stény a u kazdé maximélni vrchol v; (i = 1,...,k) v le-
xikografickém uspotradéani podle (y, z).

2: U kazdé kandidatni hrany uvniti f vynuluj pomocnou proménnou s poctem pri-
secikii.

3: Pro kazdou komponentu najdi first; prvni orientovanou hranu z v; pred intervalem
thlu [0, 7) kolem v; a last; prvni hranu za timto intervalem.

4: 1« 1, 8; « first;, Wpes < 00

5: while true do > Zkouseni vSech kombinaci propojeni komponent bez priseciki

6: S; +— §;.CCW

7: if s; = last; then

8

9

if i =1 then
break > Vycerpali jsme vSechny kombinace
10: else
11: 1—1—1
12: Sniz pocet prusecik u kandidatnich hran protinajicich s;.
13: end if
14: else if hrana s; nema priisecik then
15: w; = wi—1 + ||
16: Zvys pocet prisecikti u kandidatnich hran protinajicich s;.
17: if 1 < k then
18: 1<—1+1
19: s; «— first;
20: else > Nasli jsme kombinaci bez priisecikt
21: w = wy + (vdha GMWT jednoduchého polygonu)
> Staci upravena fce SIMPLEPOLYGON,
> aby preskakovala hrany s priseciky
> a jen spocitala vahu triangulace
22: if w< oo Aw < Wy then
23: Wpest < W
24: Zapamatuj si posloupnost pouzitych hran s;.
25: end if
26: Sniz pocet priseciki u kandidatnich hran protinajicich s;.
27: end if

28: end if

29: end while

30: Pouzij nejlepsi nalezené propojeni komponent.

31: Dopli minimalni triangulaci jednoduchého polygonu.
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hranici stény, a tu lze prodlouzit pies komponentu K; a hranu s; do v;. OvSem na
fadku (14) jsme vyloucili kombinace protinajicich se hran a vybrali jsme jen &k hran.
Proto nikde nemtize vzniknout cyklus a pfidanim hran jsme tak piivodni sténu upravili
na pravé jeden simple polygon (kombinace se da predstavit jako strom, kde kofenem je
vnéjsi hranice a ostatni vrcholy predstavuji komponenty K;).

Necht T je néjaka minimalni triangulace oblasti f. Vnitini stény triangulace tvori
trojuhelniky, a ty maji u kazdého vrcholu thel mensi nez 7. Proto z kazdého vrcholu
v; vede v triangulaci 7y néjaka hrana pod thlem z intervalu [0, 7). Takovou kombinaci
jsme ale v cyklu (5) prozkoumali a algoritmus nemuze skoncit s horsi triangulaci nez
Ty. O

Véta 5.15. Algoritmus 19 skonci nejhiite v ¢ase O(1 - d*TF) = O(n3*F).

Diikaz: Inicializaci pfed hlavnim cyklem (5) 1ze provést v linearnim ¢ase prichodem
grafu po vrcholech a hranach ve sténé f, tj. v O(l - d). Soucasné s tim muzeme také
vytvorit pomocny seznam kandidatnich hran v f.

Cyklus (5) postupné zkouma4 rizné posloupnosti orientovanych hran (sq, so, . .., Sg/),
k' < k, v intervalech [0, 7) kolem vrcholt v;. Pocet iteraci 1ze omezit mnozstvim kombi-
naci takovych posloupnosti, ktery je O(d*). V kazdém kroku nejvyse dvakrat projdeme
O(l-d) kandidatnich hran v f pfi zvySovani a snizovani po¢tu priseciki a nejvyse jednou
spustime program pro vypocet zobecnéné minimalni triangulace simple polygonu s c¢a-
sovou slozitosti O(l - d?). Nalezenou kombinaci si snadno zapamatujme v O(k) = O(l).
Vysledné sestaveni nejlepsi triangulace trva nejhtite O(1-d?). Celkové sloZitost algoritmu

proto vychizi O(d*) - Ol - &) = O(1 - d**?) = O(n**). O

Pozndmka 5.13. Popsanym programem se da doplnit PSLG s k& komponentami na
GMWT v &ase O(n*™"). Staci pridat konvexni obal, set¥idit orientované hrany ve spo-
le¢ném SLG jistych a povolenych hran kolem svych koncovych vrcholid a priichodem
grafu doplnit triangulace v jednotlivych sténach. Snadno osSetfime i neexistenci trian-
gulace.

5.5 Poznamky k implementaci

Popsany algoritmus je skoro cely soucasti programu prilozeného k diplomové praci.

Jak uz bylo zminéno v textu, implementace zjednodusuje generovani ¢tvercové sité
jen na obdélnikovou oblast (misto obecné konvexni oblasti) a muze také oproti linearni
ocekavané slozitosti v blizkosti hranice mirné zpomalit. Oboji by §lo podle kapitoly 5.1
pomérné jednoduse vytesit, ¢imz bychom dostali linedrni ocekavanou slozitost hledani
kandidat v rovnomérné rozlozené mnozin€ vrchold uvniti konvexni oblasti.

Dalsi chybéjici ¢asti je doplnéni grafu kandidati o uzavér. Algoritmus by proto teo-
reticky mohl selhat, kdyby ztstaly v nalezeném , modifikovaném LM T-skeletonu* pri-
seciky kandidatnich hran s jistymi hranami MW'T'. Na takovy piipad jsem ale v praxi
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ani jednou nenarazil a je mozné, ze by slo korektnost i dokazat. Beirouti [3] se o podobné
situaci ani nezminuje.

Vétsina vypoctl probihd exaktné na celych ¢islech (fixed-point), az na porovnavani
soucttt odmocnin, které se vyskytuje v algoritmech doplnujicich stény modifikovaného
L MT-skeletonu.

Odhad asymptotické slozitosti algoritmu vyplyva z predchoziho textu. Je roven
O(Ty +n - d® +n-d**), kde T} je doba vypoctu kandidati, n celkovy pocet vrcholt,
d maximalni stupen vrcholu v grafu kandidat a £ maximalni pocet nesouvislych ¢asti
uvniti stén modifikovaného LM T-skeletonu. Z testti pro rovnomeérné rozlozené mnoziny
bodi ve ¢tverci (viz kapitola 6) se zd4, Ze je ocekavana slozitost linearni nebo ma k line-
arni velmi blizko. Na druhou stranu existuje protiptiklad [3], kdy modifikovany LMT-
skeleton obsahuje sténu s 2(n) komponentami. Odtud vyplyva exponencidlni ¢asova
slozitost algoritmu v nejhorsim ptipadé ©(n").

Cilem implementace nebylo minimalizovani konstant u pamétové a ¢asové slozitosti
a na mnoha mistech by sla podstatné zrychlit. Program se snazi pomoci vice vlaken
pribézné v casovych intervalech vykreslovat stav vypoctu, z ¢ehoz plyne nutnost netri-
vialni synchronizace pfistupt ke grafovym strukturam. Na efektivité se také podepisuje
pomérné velka obecnost algoritmt a struktur, které spoleéné vyuziva vice riznych al-
goritmi, véetné vypoctu DT, GT';, DGT a jinych triangulaci.



Kapitola 6

Srovnani triangulaci

V této kapitole srovname rizné tiidy triangulaci, zejména jejich aproximacni faktor viici
minimalnim triangulacim. Porovnavat budeme jednak teoreticky pomoci dokazanych
asymptotickych odhadt tak prakticky na nahodné generovanych i realnych mnozinach
vrcholti.

6.1 Testované triangulace

Tabulka 6.1 obsahuje prehled testovanych triangulaci, véetné Casové slozitosti jejich
vypoctu a aproximacniho faktoru v nejhor$im i primérném pfipadé pro rovnomeérné
rozlozenou mnozinu bodt v konvexni oblasti.

Minimalni triangulace (MWT) se pii testovani pocitala pomoci algoritmu popsa-
ného v kapitole 5, odkud také vyplyva jeji ocekavana slozitost v primérném piipadé.
Pismeno d zna¢i maximalni o¢ekavany stupen vrcholu v uzavéru grafu kandidata (hrany
s diamantovou vlastnosti doplnény o hrany podle kapitoly 5.2.2) a k zna¢i maximalni
ocekavany pocet komponent uvnitt stén modifikovaného L M T-skeletonu. Prestoze zjed-
nodusena implementace algoritmu nepocita uzaver a spoléha na absenci prisecikt v mo-
difikovaném LM T-skeletonu, ani jednou béhem testovani neselhala.

Dalsi testovanou triangulaci byla greedy triangulace (GT'). Podrobny popis, véetné
odkazli na dikazy uvedenych odhadi v tabulce, 1ze nalézt v kapitole 3.2. Konstantni
ocekavany faktor GT a DT vyplyva z poznamky na konci kapitoly 4.2 o zakazanych
oblastech.

Implementace GT nejprve v oCekdavaném linedrnim cCase vygeneruje v prameéru li-
nearni pocet kandidati pomoci algoritmu z vypoctu MWT, setfidi je a do vysledné
triangulace pak postupné pridava hrany bez prisecikti. Priseciky konkrétni hrany lze
nalézt v ofekdvaném konstantnim case, jak je popsano v [6]. SloZitost pouzitého algo-
ritmu je v primérném piipadé O(nlogn) a snadno by Sla vylepsit na O(n) Gpravou
tfidéni hran.

Delaunayova triangulace (D7) se, kvili jednoduchosti implementace, po¢itala z GT'
prohozenim diagonal v ¢tyfuhelnikach, kde hrana neni lokalné Delaunayova. Pocet ta-

68
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nejhorsi pripad prumeérny pfipad
slozitost | faktor slozitost faktor

MWT | O(n") 1 O(n-d®+n-d**F) 1
DT | ©(nlogn) | Q(n) O(n) O(1)
GT | ©(nlogn) | ©(y/n) O(n) O(1)
QGT | ©(nlogn) | O(1) ©(n) O(1)

DGT | O(n®) — O(n?) —
MST-T O(n?) Q(n) O(n?) O(1)
GT-MST-T O(n?) O(y/n) O(n?) O(1)
QGT-MST-T O(n?) O(1) O(n?) O(1)

DGT-MST-T O(n®) — O(n?) —
LMT-CQGT | O(n*) O(1) | On-d®+n-1?) | ©(1)
LMT-CQGT-CMST-T O(n*) o(1) On-d®+n-1? O(1)

Tabulka 6.1: Asymptotické srovnani triangulaci.

kovych prohozeni na testovanych datech obvykle nebyl velky, coz umoznilo porovnat
DT s MW'T i na pomérné velkych mnozinach dat. Tridu Delaunayovych triangulaci
podrobnéji popisuje kapitola 3.1.

Odhady pro quasi-greedy (QGT') a double-greedy triangulace (DGT) lze nalézt v ka-
pitolach 3.3 a 3.4. Implementované algoritmy jsou pomérné pomalé, zejména u DGT),
proto testovani téchto triangulaci probihalo jen na mensim mnozstvi bodi. Jelikoz jsem
v prostudovanych materidlech nenasel potfebné diikazy, v tabulce chybi asymptotické
odhady aproximacnich faktori pro DGT), .

Dalsi ¢tvefice triangulaci v tabulce, MST-T, GT-MST-T, QGT-MST-T a DGT-
MST-T, predstavuje minimalni omezené triangulace minimalnich koster DT, GT', QGT
a DGT. Kostru jde snadno najit nejhte v O(nlogn). Vznikly PSLG pak doplnime na
CMWT v éase O(n?). Kvalita takto upravené aproximace ziejmé neni horsi nez piivodni
aproximace. O dolnich odhadech M ST-T a GT-MST-T se zminuje kapitola 3.5.

Zbyvajici dvojice triangulaci kombinuje vice heuristik a aproximaci. LM T-CQGT
nejprve spoc¢itda modifikovany LMT-skeleton vstupni mnoziny bodt. Stény vzniklého
PSLG pak kazdou zvlast doplnime na triangulaci pomoci CQGT, coz lze snadno provést
v ¢ase O(I?), kde [ je podet vrcholti na hranici stény. Odtud vyplyva celkova sloZitost
algoritmu O(n - d®+n-1?) = O(n'). Protoze v kazdé sténé CQGT aproximuje CMWT
s faktorem O(1) a protoze modifikovany LM T-skeleton je podgrafem MW T, musi mit
celd triangulace O(1) aproximacni faktor viaci MWT.

Posledni testovana triangulace, LMT-CQGT-CMST-T, navic spoc¢itd minimalni
omezenou kostru CQGT v kazdé sténé modifikovaného L MT-skeletonu a doplni ji dy-
namickym programovanim na C'MWT. Omezenou kostrou rozumime podmozinu hran
s co nejmensi vahou, které spojuji nesouvislé ¢asti PSLG. Zfejmé tak vylepsime trian-
gulaci kazdé stény a od minimalni se miize lisit jen lokalné ve sténach modifikovaného
LMT-skeletonu s nesouvislou hranici. Protoze CMW'T i omezenou minimalni kostru
lze pocitat lokalné v kazdé sténé, vyjde stejna casova slozitost jako u LMT-CQGT.
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nejhorsi pripad

priamérny ptipad

slozitost | faktor slozitost faktor
CMWT | O(n") 1 O(n* 4+ n3*F) 1
CDT | ©(nlogn) | Q(n) O(nlogn)
CGT O(n?) Q(y/n) O(n?) —
CQGT O(n?) O(1) O(n?) O(1)
CDGT | O(nd) — O(nd)
CMST-T | O(n?) Q(n) O(n?)
CGT-CMST-T O(n?) Q(y/n) O(n?)
CQGT-CMST-T O(n?) O(1) O(n?) O(1)
CDGT-CMST-T O(n®) — O(n®)
CLMT-CQGT O(n?) O(1) O(n?) O(1)
CLMT-CQGT-CMST-T O(n?) O(1) O(n?) O(1)
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Obrazek 6.1: Priklad omezenych triangulaci na mnoziné 300 bodi.
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Podobné by slo vymyslet mnoho dal$ich kombinaci heuristik a aproximaci MWT.
Pro testovani jsem zvolil pravé zminénou dvojici triangulaci kviili tomu, zZe se da dokazat
jejich aproximadéni faktor O(1) a Ze vétsinou LM T-skeleton obsahuje jen malé stény se

souvislou hranici.

Program podporuje také vypocet omezenych verzi zminénych triangulaci. Pro upl-
nost uvadim i pro né tabulku 6.2 odhadt slozitosti a aproximacnich faktort, ovSem
nebudu je podrobnéji rozebirat ani testovat na nahodnych datech. Samotné generovani
omezujicich hran v rozumném pravdépodobnostnim rozdéleni by bylo tématem na sa-
mostatnou praci. Implementované algoritmy nejsou prilis rychlé, protoze pro omezené
triangulace nejde pfimo pouzit implementovany algoritmus generujici linedrni ocekéa-
vané po¢ty kandidatnich hran. Zadna kosoc¢tvercova oblast totiz obecné neni zakazanou

oblasti omezenych t¥id triangulaci.
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LMT-CQGT-
Pocet bodtt | MWT | GT | -CMST-T
1000 0,4s | 0,7s 0,55
5000 19s | 4,1s 2.3s
10000 39s | 9,0s 4,75
25000 10,3s | 24,7s 11,85
50 000 21,0s | 52,15 23,95
75000 31,65 | 80,5 36,3
100000 | 43.8s | — 48,75

Tabulka 6.3: Rychlost vypoctu vybranych triangulaci.

6.2 Srovnani na nahodnych datech

Nejvice testd jsem provadél na rovnomérném pravdépodobnostnim rozdéleni bodi ve
¢tverci, na které jsou implementované algoritmy nejlépe stavény a umoznuji tak spocitat
i velké mnoziny bodu. Nejvétsi MWT se podafilo spocitat na stroji Optiplex GX620
Dell, 2GB RAM, 3,2GHz s dvéma procesory z mnoziny 900000 ndhodnych bodi ve
¢tverci, kdy vypocet trval necelych 6 minut. Zbylé testy pak probihaly na stroji Pentium
4 Northwood, 512MB RAM, 2,8 GHz. Velikost vstupnich dat nejvice limitovala operacni
pamét, po jejimz zaplnéni znacné poklesla efektivita vypoctu. Program prili§ nesetii
paméti a pristupy k datiim jsou velmi nelokalizované.

Orientac¢ni rychlost vypoc¢tu nékterych triangulaci uvadi tabulka 6.3. Vypocet GT
mél oproti MWT vétsi Gasové a pamétové naroky kvili mensi zakédzané oblasti a vétsimu
poc¢tu kandidatnich hran.

Primérny relativni rozdil mezi nalezenymi triangulacemi a triangulaci s minimalni
vahou shrnuje tabulka 6.4. Nahodné vygenerované mnoziny bodt se vzdy pouzily jako
spolecény vstup vsech tiid. Stejné hodnoty v fadcich néjakého sloupce tak typicky zna-
menaji rovnost vSech testovanych triangulaci z danych ttid.

Od minimalni triangulace se podle ocekavani nejvice lisila Delaunayova triangulace,
kde primeérny aproximacni faktor dosahoval hodnot kolem 1,02. Rozdil je také vidét na
obrazku 6.2. Trojuhelniky v minimdlni triangulaci maji ¢asto tvar blizky rovnostran-
nému trojuhelniku nebo byvaji velmi tzké. Stfedné velké thly se v MWT vyskytuji
méné, narozdil od DT, ktera maximalizuje minimalni tthel v triangulaci. Pobliz kon-
vexniho obalu jsou ,nehezké* podlouhlé trojuhelniky u vsech testovanych triangulaci.

Mnohem lepsi vysledky vykazovala greedy triangulace, primo souvisejici s délkami
hran, a nebo jeji modifikace. Velmi se také osvédcilo vylepseni triangulace pomoci vy-
poc¢tu CMWT miniméalni kostry, zejména u DGT-MST-T a LMT-CQGT-CMST-
T, kdy se pro vsechny testované mnoziny bodt tyto triangulace shodovaly s MWT.
Dobré vlastnosti LMT-CQGT-CMST-T se daji vysvétlit spojitosti modifikovaného
LMT-skeletonu v naprosté vétsiné pripadi. Bohuzel velmi pomala implementace DGT
neumoznila najit DGT-MST-T vétsich mnozin bodt.

Za zminku také stoji to, ze GT a QGT vysly vzdy stejné. Aby byly splnény QGT-
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10 bodu 20 bodu 30 bodu 50 bodu
10000 test | 1000testt | 1000 testi 1000 testu
DT | 1,01407371 | 1,01843754 | 1,02068394 | 1,02242867
GT | 1,00031399 | 1,00048952 | 1,00056544 | 1,00071098
QGT | 1,00031399 | 1,00048952 | 1,00056544 | 1,00071098
DGT | 1,00006644 | 1,00012329 | 1,00026122 —
MST-T | 1,00017078 | 1,00017325 | 1,00011584 | 1,00011149
GT-MST-T | 1,00000010 | 1,00000311 | 1,00000465 | 1,00000013
QGT-MST-T | 1,00000010 | 1,00000311 | 1,00000465 | 1,00000013
DGT-MST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 —
LMT-CQGT | 1,00031399 | 1,00048952 | 1,00056544 | 1,00071098
LMT-CQGT-CMST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
100 bodu 200 bodt 500 bodt 1000 bodu
1000 testu 100 testt 100 testi 100 testt
DT | 1,02385212 | 1,02390520 | 1,02521774 | 1,02522663
GT | 1,00076668 | 1,00101305 | 1,00086869 | 1,00095673
QGT | 1,00076668 | 1,00101305 — —
MST-T | 1,00009944 | 1,00005634 | 1,00008652 —
GT-MST-T | 1,00000024 | 1,00000246 | 1,00000050 —
QGT-MST-T | 1,00000024 | 1,00000246 — —
LMT-CQGT | 1,00076668 | 1,00101305 | 1,00086869 | 1,00095673
LMT-CQGT-CMST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
5000 bodu | 20000 bodu | 50000 bodt | 100000 bodt
50 testi 20 test 10 testt 5 testi
DT | 1,02480832 | 1,02372177 | 1,02370990 | 1,02365764
GT | 1,00092896 | 1,00095712 | 1,00097164 | 1,00094095
LMT-CQGT | 1,00092899 | 1,00095716 | 1,00097166 | 1,00094096
LMT-CQGT-CMST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000

Tabulka 6.4: Aproximacni faktory rovnomérného rozlozeni bodi ve ¢tverci.
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Obrazek 6.2: Priklad 500 rovnomérné rozlozenych bodt ve ¢tverci.
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30 bodu 100 bodi | 1000 bodi | 10000 bodu
1000testd | 1000testt | 100 testi 30 testi
DT | 1,02169405 | 1,02533532 | 1,02515373 | 1,02410598
GT | 1,00059993 | 1,00087774 | 1,00099387 | 1,00094796
QGT | 1,00059993 | 1,00087774 — —
DGT | 1,00026479 — — —
MST-T | 1,00021565 | 1,00015886 — —
GT-MST-T | 1,00000338 | 1,00000118 — —
QGT-MST-T | 1,00000338 | 1,00000118 — —
DGT-MST-T | 1,00000000 — — —
LMT-CQGT | 1,00059993 | 1,00087774 | 1,00099387 | 1,00094796
LMT-CQGT-CMST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000

Tabulka 6.5: Aproximac¢ni faktory normalniho rozlozeni bodi.
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Obrazek 6.3: Piiklad MWT 1000 bodi v normalnim pravdépodobnostnim rozdéleni.

podminky, musi totiz ne€kolik bodt lezet ve velmi specialni pozici v blizkosti primky.
Rozdil se ukaze pozdéji u vice specifickych rozdéleni.

Vysledky pro norméalni pravdépodobnostni rozdéleni shrnuje tabulka 6.5. Vétsina
triangulaci vykazuje o trochu horsi aproximacni faktor nez u predchozich testi, ale
jinak je situace velmi podobna. Implementovany algoritmus si dokazal poradit i s po-
mérné velkymi mnozinami dat. Pricinou bude nejspis podobnost s rovhomérnym roz-
délenim, podivame-li se do néjaké mensi oblasti. Diamantovou vlastnost pak ma opét
mald podmnozina diagonal a ani stény v rozsifeném skeletonu nejsou velké.
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10 bodi 30 bodu 100 bodu 300 bodu
10000 testtt | 1000testi | 100 testt 30 testi
GT | 1,00197235 | 1,00540085 | 1,00770787 | 1,00984495
QGT | 1,00197235 | 1,00540085 | 1,00770787 —
DGT | 1,00342582 | 1,09304801 — —
GT-MST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
QGT-MST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 —
DGT-MST-T | 1,00000000 | 1,00000000 — —
LMT-CQGT | 1,00197235 | 1,00540085 | 1,00770787 | 1,00984495
LMT-CQGT-CMST-T | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000

Tabulka 6.6: Aproximacni faktory rovnomérného rozlozeni bodi na obvodu kruznice.

Obrazek 6.4: Priklad MWT pro 300 ndhodnych bodt na obvodu kruznice.

Problém s rychlosti nastal az u testh mnozin bodt rovnomérné rozlozenych po ob-
vodu kruznice (tabulka 6.6). V této situaci mé4 vsech ©(n?) hran diamantovou vlastnost
a ocekavana slozitost vypoctu se podstatné zvysi. Pokud jde o kvalitu aproximace, pro-
blémy se projevily zejména u DGT. Zda se, ze i vybérem ,nevyhodné“ tétivy mohou
mit omezené greedy triangulace malou vahu, a algoritmus pak jejich vybérem zablokuje
mnohem lepsi moznost. Vylepsenim triangulace pomoci minimalni kostry vzdy vysla
minimalni triangulace. Kostra totiz byva na obvodu kruznice a CMW'T se pocita pro
celou sténu uvnitt konvexniho obalu. V tabulce neni uvedena DT, jelikoz pro body na
spolecné kruznici je libovolna triangulace Delaunayova a zjisténé vysledky by zavisely
na konkrétni implementaci.
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10 bodu
10000 testu

30 bodu
1000 testu

100 bodt
100 testu

300 bodu
30 testt

DT
GT

QGT

DGT

MST-T

GT-MST-T
QGT-MST-T
DGT-MST-T
LMT-CQGT
LMT-CQGT-CMST-T

1,04629415
1,00211682
1,00211703
1,00260522
1,00001016
1,00000000
1,00000000
1,00000000
1,00211682
1,00000000

1,04876297
1,00409578
1,00409789
1,02199120
1,00003428
1,00000000
1,00000000
1,00000000
1,00409607
1,00000000

1,04814540
1,00401028
1,00401028
1,00006521
1,00000000
1,00000000
1,00401028
1,00000000

1,04213418
1,00304678
1,00304678
1,00009013
1,00000060
1,00000060
1,00304678
1,00000000

Tabulka 6.7: Faktory ndhodného rozlozeni bodi v blizkosti obvodu kruznice.

Obrazek 6.5: Priklad 80 boda v blizkosti kruznice.
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Tabulka 6.7 znazornuje dalsi pravdépodobnostni rozdéleni, kdy se vzdy nejprve na-
jde ndhodny bod na obvodu kruznice a poté posune podle normélniho rozdéleni. Vy-
sledné body jsou tak v blizkosti obvodu kruznice, coz vede k zajimavym vysledktim
u nékterych tfid triangulaci. Jednou z nich je QGT, kdy se konecné na nadhodnjch
datech projevil rozdil proti GT. DGT podobné jako u predchoziho rozdéleni ¢asto blo-
kuje nevyhodné ,tétivy“. Pfes minimalni kostru uz ne vzdy vylepSime triangulaci na

minimalni.
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10 bodu
10000 testu

30 bodu
1000 testu

100 bodt
100 testu

300 bodu
30 testt

DT
GT

QGT

DGT

MST-T

GT-MST-T
QGT-MST-T
DGT-MST-T
LMT-CQGT
LMT-CQGT-CMST-T

1,02212679
1,00012925
1,00012925
1,00002028
1,00131486
1,00001376
1,00001376
1,00000143
1,00012925
1,00000000

1,06858355
1,00141517
1,00141589
1,00183969
1,00028557
1,00004019
1,00004019
1,00001141
1,00141517
1,00000078

1,08883722
1,00221241
1,00221241
1,00026048
1,00005687
1,00005687
1,00221241
1,00005687

1,07691621
1,00234168
1,00234168
1,00014155
1,00000199
1,00000199
1,00234168
1,00000199
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Tabulka 6.8: Faktory nahodného rozlozeni bodi v blizkosti kruznice s bodem uprostted.

modifikovany LM T-skeleton

N
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Obrazek 6.6: Priklad 300 boda v blizkosti kruZznice kolem stfedového bodu.

Pfidanim dalsiho bodu do stfedu kruznice (tabulka 6.8), se projevila rozdilna vaha
vSech testovanych t¥id triangulaci vi¢i minimalni triangulaci, véetné DGT-MST-T
a LMT-CQGT-CMST-T. V modifikovaném LM T-skeletonu ¢asto vznikne sténa s ne-
souvislou hranici (bod uprostied) a minimalni hrana spojujici stied s ,,obvodem* (vy-
brana do minimalni kostry) pak miuze zablokovat minimalni triangulaci.

Porovname-li efektivitu vypocti a aproximacni faktory, pak nejlepsi vysledky z tes-
tovanych aproximaci vykazovala triangulace LMT-CQGT-CMST-T. Faktor aproxi-
mace je v nejhorsim piipadé ©(1) a jen malokdy se lisi od 1. Hodnoty se na testovacich
datech pohybovaly v intervalu [1,1,00323964).
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P

Obrazek 6.7: Priklad nespojité stény v modifikovaném LM T-skeletonu.

6.3 Srovnani na realnych datech

Neékteré tfidy triangulaci, konkrétné DT, GT, MWT a LMT-CQGT-CMST-T, jsem
testoval i na redlnych datech o velikostech 4 897 az 70433 bodt ze zdroje: B.Zalik, Uni-
versity of Maribor, Database of Terrain Data. Dvojici mensich mnozin s 4897 a 13829
body lze najit na obrazcich 6.8 a 6.9.

Podobné jako u ndhodné generovanych dat je i u ,,pravidelnych® dat znat pomérné
velky rozdil minimalni a Delaunayovy triangulace ve tvaru typickych trojahelniki. Gre-
edy triangulace ma k MW'T mnohem blize, ale ve vSech pfipadech se lisi. Modifikovany
LMT-skeleton vysel u témér vsech mnozin souvisly, z ¢ehoz vyplyvaji velmi dobré vy-
sledky pro kombinovanou triangulaci LMT-CQGT-CMST-T. V prubéhu vypoctu se
vyskytla jedina nesouvisla sténa, a to hned nezvykle s nebodovou komponentou. Tuto
sténu znazornuje obrazek 6.7.

Pro MW'T jsem pozoroval zna¢ny rozdil v efektivité vypoc¢tu na zkoumanych real-
nych mnozinach oproti rovnomérné rozlozenym mnozinam bodd. V datech se vyskyto-
valy pomeérné velké oblasti bez bodtl, zpomalujici prichod ¢tvercovou siti pfi vypoctu
hran s diamantovych oblasti. V modifikovanych LM T-skeletonech navic vznikaly stény
s mnoha body na obvodu, které maji velky stupen. Proto i vypocet modifikovaného
LMT-skeletonu a nasledné doplnéni stén na CMW'T probiha pomaleji nez u rovno-
mérné rozlozenych dat. Piesto se v rozumné dobé nékolika minut podatilo spocitat
vSechny testované mnoziny.

Nejvétsi cas zabralo vidy generovani grafu kandidati. Prichod velkymi prazdnymi
oblasti by se dal ¢astecné urychlit naptiklad vybudovanim néjaké hierarchické struktury
(quad-tree, kd-tree, R-tree, ...) misto pravidelné ¢tvercové sité, ¢imz by pravdépodobné
vznikla lepsi heuristika pro testovany typ realnych dat.
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Kapitola 7
Aplikace pri vypoc¢tu vrstevnic

Triangulace s miniméalni vahou jsem zkusil aplikovat v konkrétni tloze vypoctu vrstev-
nic, kdy na vstupu mame k dispozici mnozinu bodi s nadmoiskymi vyskami, a spole¢né
s greedy triangulaci porovnat s nejcastéji pouzivanou Delaunayovou triangulaci. V této
uloze se vétsinou triangulace pouziva jako prvni krok vypoctu. Ze sité bodu sestro-
jime ,prostorovou” sit trojuhelnikii s tfetimi soufadnicemi rovnajicimi se nadmotrskym
vyskam vrcholti, ktera predstavuje interpolaci terénu pro nasledné hledani vrstevnic.

Pro vypocet vrstevnic z dané triangulace jsem pouzil hotovy program V. Strycha
z jeho diplomové prace [30]. Piiklad jedné z testovanych mnozin vrcholti zndzormnuje
obrazek 7.3, kde jsou vidét vstupni triangulace i s vyslednymi vrstevnicemi.

P1i zkoumani vysledki na riznych mnozinach jsem oproti [30, 22] nedospél k nicemu
novému. Tvar typickych trojihelnikt miniméalni triangulace se velmi podoba greedy tri-
angulaci a vétsinou maji tvar blizko rovnostrannému trojihelniku nebo jsou velmi tizké.
Oproti tomu Delaunayova triangulace obsahuje méné extrémneé tzkych trojihelniki, je-
likoz maximalizuje miniméalni thel v triangulaci. Na druhou stranu v ni ale v mnohem
vétsi mife najdeme stiedné tzké podlouhlé trojuhelniky.

DT MWT

Obrazek 7.1: Velky rozdil vrstevnic pii prohozeni diagonaly.

Nelze jednoznacné rict, ktera triangulace se pro vrstevnice hodi nejvice, protoze

80
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existuji ptiklady, kde ,,chybuji“ vSechny zminéné t¥idy triangulaci. Pro kvalitu vysledné
sité vrstevnic je spisSe diilezita hustota vstupnich vrcholi, zejména v oblastech s velmi
Clenitym terénem. Jak ukazuje obrazek 7.1, mlize v opacném pripadé i mald zména
v triangulaci znamenat podstatny rozdil ve vysledku.

Jeden z problémovych piipadt pro greedy triangulaci nebo minimélni triangulaci
znazornuje obrazek , kde tizky trojuhelnik zptisobi extrémneé velké zakiiveni vrstevnice.
Podobné situace ovSem existuji i pro Delaunayovy triangulace [30, 22].

Obrazek 7.2: Problém tzkych trojuhelnikt pti vypoctu vrstevnic.

Z testu vyplyva, ze je pro vyslednou kvalitu vrstevnic v podstaté jedno, kterou ze
zminénych t¥id triangulaci pfi vypoctu pouzijeme. Rozdily nebyvaji velké a vSechny
problémové situace jen té€zko obecné vyresime automatizovanou rovinnou triangulaci.
Lepsi vysledky by spise prineslo zahrnuti tfeti souradnice jako kritérium pro triangulace
nebo ru¢ni nastaveni povinnych hran uzivatelem ve slozitych situacich.

Kdybychom se rozhodovali na zakladé efektivity algoritmu, vyjde nejlépe Delaunay-
ova triangulace, pro niz jsou znadmy jednoduché a rychlé algoritmy s O(nlogn) ¢asovou
slozitosti v nejhorsim pripadé, piipadné greedy triangulace se stejnou asymptotickou
slozitosti. Minimalni triangulace jde sice pro rovnomérné rozmisténé body pocitat také

pomérné rychle, ale mohly by nastat situace, kdy by algoritmus velmi zpomalil. To
samé plati pro LMT-CQGT-CMST-T s ¢asovou slozitosti O(n?).
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Obrazek 7.3: Pouziti rtiznych triangulaci ve vypoctu vrstevnic.
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Kapitola 8

Shrnuti vysledku

Na zavér diplomové prace mohu s ¢istym svédomim fict, Ze se podafilo splnit vSechny
zadané tkoly, kterymi bylo prostudovani soucasného stavu problematiky minimalnich
triangulaci, navrzeni vhodného postupu pro piiblizné nebo presné feseni a porovnani
na vhodnych datech a v nékteré konkrétni tiloze s jinymi zndmymi pristupy.

Zaméril jsem se zejména na navrh vlastniho feSeni optimalizovaného na rovnomérné
rozlozena data. Algoritmus byl inspirovan nékolika znamymi pfistupy, ovsem podstat-
nou ¢ast jsem odvodil a dokazal samostatné. Narazil jsem také na drobny problém
v ptivodnich zdrojich a navrhnul jeho feSeni se zachovanim casové slozitosti. Vysledny
algoritmus funguje nejlépe na rovnomérné rozmisténych mnozinach bodi, kde vykazuje
(téméf¥) linedrni slozitost a umoziuje tak spocitat pfesnou minimdlni triangulaci az sta-
tisicti bodd fadové béhem nékolika minut. Lze ovsem pouzit i pro libovolna jina vstupni
data a jen ve velmi specidlnich pfipadech dosahne exponencialni slozitosti.

Popsany algoritmus, spolecné s vypocty nékterych dalsich druhi triangulaci, jsem
bez vyuziti specialnich knihoven nebo prevzatého kédu implementoval v prosttedi Win-
dows pod Delphi 7.0. Program je, v¢éetné zdrojového kodu a testovacich dat, prilozeny
k diplomové praci.

Minimalni triangulace jsem porovnal s jinymi znamymi tiidami triangulaci a ex-
perimentalné zjistil na ndhodné generovanych mnozinach vrcholt jejich aproximacni
faktory. Na zakladé experiment a poznatkl o riznych heuristikdch a aproximacich
jsem navrhnul vlastni t¥idu triangulaci, kterd kombinuje heuristiku modifikovaného
LMT-skeletonu s omezenou quasi-greedy triangulaci a s vylepsenim triangulace pres
minimélni kostru (LM T-CQGT-CMST-T). Tato aproximace mé ¢asovou slozitost nej-
hiife O(n*) a pro ndhodné rozloZenou mnozinu bodu lze spocitat v (témér?) linedrnim
ocekavaném case. Na ndhodné generovanych datech se jen ziidka liSila od optimalni
triangulace a i v obecném piipadé se d& dokéazat jeji aproximacni faktor ©(1).

Nakonec jsem zkusil pouzit minimalni triangulace jako vstup pro tlohu vypoctu vrs-
tevnic a stru¢né porovnal s Delaunayovou triangulaci. Minimalni triangulace vétsinou
obsahuji trojihelniky podobného tvaru jako greedy triangulace a vysledky experimentt
se tak shodovaly s citovanymi prameny srovnavajicimi DT s GT'.

Tématem pro dalsi navazujici praci by mohlo byt vylepseni vypoctu MWT pro
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méné rovnomérné mnoziny vstupnich dat, predevsim kdyz obsahuji rozsahlé oblasti
bez bodt. Pomoct by mohla naptiklad ndhrada pravidelné ¢tvercové sité pri prichodu
rovinou néjakou hierarchickou strukturou.

Déle by mohlo byt zajimavé porovnat rizné tiidy omezenych triangulaci a zjistit,
zda pro né nesla dokazat podobna zakazana oblast, jako u neomezené verze, naptiklad
zkombinovanim s viditelnosti v omezujicim PSLG. Kdyby sly odvozené vysledky pouzit
pro efektivni vypocet o(n?) kandidatnich hran omezené triangulace (nejlépe O(n)), zis-
kali bychom v primeérném ptipadé pomérné rychly vypocet tiid omezenych triangulaci
CGT,CMWT a CLMT-CQGT-CMST-T.



Seznam obrazku

2.1
2.2

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

5.1
5.2
9.3

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9

7.1
7.2
7.3

Hledani MWT v konvexnim polygonu. . . . . . .. .. ... ... ... 13
Definice orientované hrany v PSLG. . . . . . . ... .. ... ... ... 15
Levcopoulosova mnozina bodd pron=16. . . . . . . .. ... .. ... 24
QGT-podminky. . . . . . . . ... 25
Srovnani MW'T, GT a (QGT na specialni mnoziné 250 bodu. . . . . . . 26
MST-T mnoziny 500 bodt. . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 29
Definice (-skeletonu. . . . . . . . . ... L 30
(-skeleton 200 ndhodné rozmisténych bodda. . . . . . .. .. .. .. .. 32
Okoli lokalné minimalni hrany . . . . . . . . ... ... ... ... ... 35
LMT-skeleton 100 rovnomérné rozmisténych ndhodnych bodta. . . . . . 37
Rozsiteny LMT-skeleton. . . . . . . . . . .. .. ... ... . ... 38
Rozsiteny C'LMT-skeleton 500 bodd. . . . . . . .. .. ... ... ... 41
Dtkaz lemma 5.1. . . . . . . ... 44
Dtkaz lemma 5.2. . . . . . . ... 44
Prichod prazdnych trojahelnika. . . . . ... ... ... ... .. ... 54
Priklad omezenych triangulaci na mnoziné 300 boda. . . . . . . .. .. 70
Priklad 500 rovnomeérné rozlozenych boda ve ¢tverci. . . . . . . .. .. 72
Priklad MWT 1000 bodt v normalnim pravdépodobnostnim rozdéleni. 73
Priklad MWT pro 300 ndhodnych bodi na obvodu kruznice. . . . . . . 74
Priklad 80 bodt v blizkosti kruznice. . . . . . . .. ... ... 75
Priklad 300 bodi v blizkosti kruznice kolem stfedového bodu. . . . . . 76
Priklad nespojité stény v modifikovaném LMT-skeletonu. . . . . . . . . 7
Priklad mnoziny 4897 bodt. . . . . . . .. .o 78
Priklad mnoziny 13829 bodt. . . . . . . .. . ... 79
Velky rozdil vrstevnic pfi prohozeni diagondly. . . . . . . .. .. .. .. 80
Problém tuzkych trojuhelnikid pii vypoctu vrstevnic. . . . . . . . .. .. 81
Pouziti riznych triangulaci ve vypoctu vrstevnic. . . . . . . . . . . .. 82

85



Seznam tabulek

6.1 Asymptotické srovnani triangulaci. . . . . ... ...
6.2 Asymptotické srovnani omezenych triangulaci. . . . . . . ... ... L.
6.3 Rychlost vypoc¢tu vybranych triangulaci. . . . . . . .. ... ... ...
6.4 Aproximacni faktory rovnomérného rozlozeni bodi ve ¢tverci. . . . . .
6.5 Aproximacni faktory normalniho rozlozeni bodua. . . . . . . . . . .. ..
6.6 Aproximacni faktory rovnomérného rozlozeni bodt na obvodu kruznice.
6.7 Faktory ndhodného rozloZzeni bodi v blizkosti obvodu kruznice. .
6.8 Faktory ndhodného rozlozeni bodi v blizkosti kruznice s bodem uprostied.

86



Seznam algoritmu

CO IO U i W

MW konvexniho polygonu . . . . . . ... ... ... ... ..... 12
GMW'T jednoduchého polygonu . . . . . . . .. ... ... ... .... 17
GMW'T na spojitém podgrafu . . . . . . . . .. ... ... ... ... 18
Vypocet DT . . . . . . . e 22
Vypocet omezené greedy triangulace . . . . . ... ... ... .. ... 22
Vypocet omezené greedy triangulace v O(n3) . . . . .. . ... ... .. 23
Vypocet omezené quasi-greedy triangulace . . . . . . . . ... ... .. 25
Vypocet DGT a CDGT . . . . . . . . . . . . .. 28
Vypocet LMT-skeletonu . . . . . . ... .. ... ... ... ... 36
Vypocet rozsiteného GLMT-skeletonu . . . . . ... ... ... . ... 40
Vypocet kandidata v okoli vrcholu . . . . . .. ... ... ... .... 49
Vypocet kandidata . . . . . . .. ... ..o 51
Prtchod prazdnych trojahelnika . . . . . .. ... ... 53
Vypocet modifikovaného LMT-skeletonu v O(n®) . . . . .. ... ... 57
Hledani certifikatid pro modifikovany LMT-skeleton . . . . . . . . . .. 59
Hledani prisecikt pro modifikovany LMT-skeleton . . . . . .. .. .. 60
Vipodet modifikovaného LM T-skeletonu v O(n-d®). . . .. . . .. .. 61
Triangulace jednoduchého polygonu . . . . . . . ... ... ... .... 64
Triangulace nesouvislé stény . . . . . . . . . .. ..o 65

87



Literatura

1]

AICHHOLZER O. (1995): Local properties of triangulations. In Proc. 11th European
Workshop on Computational Geometry CG ’95, 27-30.

AURENHAMMER F. (1991): Voronoi Diagrams — A Survey of a Fundamental Geo-
metric Data Structure. ACM Computing Surveys, 23(3), 345-405.

BEIROUTI R. (1997): A fast heuristic for finding the minimum weight triangu-
lation. Technical Report TR-97-11, 10.

DICKERSON M., DRYSDALE R., MCELFRESH S. A., WELZL E. (1994): Fast gre-
edy triangulation algorithms. In Symposium on Computational Geometry, 211-220.

DICKERSON M. T., MONTAGUE M. H. (1996): A (usually?) connected subgraph
of the minimum weight triangulation. In SCG ’96: Proceedings of the Twelfth
Annual Symposium on Computational Geometry, 204-213.

DRYSDALE R., ROTE G., AICHHOLZER O. (1995): A simple linear time greedy
triangulation algorithm for uniformly distributed points. IIG-Report-Series 408,
TU Graz, Austria. Presented at the Workshop on Computational Geometry.

DRryYSDALE R., MCELFRESH S. A., SNOEYINK J. (2001): On exclusion regions
for optimal triangulations. Discrete Applied Mathematics, 109(1-2), 49-65.

DwYER R. A. (1989): Higher-dimensional Voronoi diagrams in linear expected
time. SCG ’89: Proceedings of the Fifth Annual Symposium on Computational
Geometry, 326—333.

FERKO A. (2004): Approaching the Minimum Weight Triangulation Problem.
habilitacni prace, Univerzita Komenského v Bratislave.

FORTUNE S. (1992): Voronoi Diagrams and Delaunay Triangulations. In Du, D.A.
and Hwang, F.K. (eds.): Euclidean Geometry and Computers. World Scientific
Publishing, Singapore, 193-233.

GaBow H. N., GALL Z., SPENCER T., TArRJAN R. E. (1986): Efficient al-
gorithms for finding minimum spanning trees in undirected and directed graphs.
J. ACM, 42, 321-328.

88



LITERATURA 89

[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

23]

[24]

[25]

GILBERT P. D. (1979): New results in planar triangulation. Master’s thesis.

HeATH L. S., PEMMARAJU S. V. (1992): New results for the minimum weight
triangulation problem. Technical report, Blacksburg, VA, USA.

CHENG S-W., XU Y-F. (1996): Approaching the largest beta-skeleton within
a minimum weight triangulation. In Symposium on Computational Geometry,
196-203.

CuiN F., WaNG C. A. (1999): Finding the Constrained Delaunay Triangulation
and Constrained Voronoi Diagram of a Simple Polygon in Linear Time SIAM J.
Comput., 28(2), 471-486

JANSSON J. (1995): Planar Minimum-Weight Triangulations. MS Thesis, Rep.
LU-CS-EX:95-16, Lund University, Sweden.

KEeIL J. M. (1994): Computing a subgraph of the minimum weight triangulation.
Comput. Geom. Theory Appl., 4(1), 13-26.

KLINCSEK G. T. (1980): Minimal triangulations of polygonal domains. Annals of
Discrete Mathematics, 121-123.

FERkO A., NIEPEL L., KOLINGEROVA 1., MAGOVA. I. (1997): Better subgraph
of minimum weight triangulation. In Spring Conference on Computer Graphics
sceg 97, conference proceedings, Bratislava.

KOLINGEROVA 1. (1999): Greedy Triangulation Improvement over Lookahead

Search. Computer Engineering and Informatics CE€I “99, conference Procee-
dings, 34-39, STU Kosice, Herlany.

KOLINGEROVA 1. (1999): Rovinné triangulace. Habilitacni prdace, University of
West Bohemia, Pilsen, Czech Repusblic.

KOLINGEROVA 1., STRYCH V., CADA V. (2004): Using Constraints in Delaunay
and Greedy Triangulation for Contour Line Improvement. Keynote spech for the

Computer Graphics and Geometric Modelling Workshop, Computational Science -
ICCS 2004, Krakow, Poland, 123-130.

LevcopourLos C. (1987): An Q(y/n) lower bound for the nonoptimality of the
greedy triangulation. Inf. Process. Lett., 25(4), 247-251.

LevcopouLos C., LINGAS A. (1992): Fast algorithms for greedy triangulation.
BIT, 32(2), 280-296.

LevcorpouLos C., KrzNARIC D. (1996): Quasi-greedy triangulations approxi-
mating the minimum weight triangulation. In SODA: ACM-SIAM Symposium on
Discrete Algorithms (A Conference on Theoretical and Experimental Analysis of
Discrete Algorithms).



LITERATURA 90

[26] LEvcorouLos C., KrRzZNARIC D. (1999): The greedy triangulation can be compu-

ted from the delaunay triangulation in linear time. Comput. Geom. Theory Appl.,
14(4), 197-220.

[27] NociAar M. (2002): Triangulécie v rovine a teréne. MSc thesis. Bratislava, Come-
nius University 2004.

[28] PLAISTED D. A., HoNG J. (1987): A heuristic triangulation algorithm. J. Algo-
rithms, 8(5), 405-437.

[29] SmiTH W. D. (1989): Implementing the Plaisted-Hong min-length plane triangu-
lation heuristic. Nepublikovéano.

[30] STRYCH V. (2003): Triangulace a editovani vrstevnic. Diplomovd prdace, Zapa-
doceska univerzita v Plzni.



