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1 Úvod 5
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pravdepodobnost’ ruinovania, zovšeobecnené Paretovo rozdelenie
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Kapitola 1

Úvod

V teórii pravdepodobnosti sa teória vel’kých odchýlok zaoberá pravde-
podobnost’ou, že súčet náhodných velič́ın prekroč́ı určitú vysokú hranicu
a bude sa významne ĺı̌sit’ od svojej strednej hodnoty. Použitie nachádza
v mnohých odboroch aj v poist’ovńıctve napŕıklad v teórii ruinovania.

V mnohých druhoch poistenia, napŕıklad poistenie proti pŕırodným ka-
tastrofám (v́ıchrice, záplavy, atd’.), pravdepodobnost’ vzniku škody vel’kého
rozsahu nie je zanedbatel’ná. Vzniká potreba modelovat’ vysoké škody, nato
sa využ́ıvajú rozdelenia s t’ažkými chvostami. Im bude venovaná druhá kapi-
tola.

V tretej kapitole sa zaoberáme teóriou vel’kých odchýlok. Uvádzame
základné poznatky a medze pre pravdepodobnost’ vel’kých odchýlok.

Aplikáciám teórie vel’kých odchýlok v oblasti neživotného poistenia je
venovaná štvrtá kapitola. Uvažujeme, ako súviśı vol’ba bezpečnostnej priráž-
ky alebo plnenie zaistitel’a s pravdepodobnost’ou vel’kých odchýlok. Zaobe-
ráme sa teóriou ruinovania pre rozdelenia výšky škody s t’ažkým chvostom.

Závislost’ou pravdepodobnosti ruinovania na počiatočnom kapitále pois-
t’ovne sa zaoberáme v piatej kapitole. Predpokladáme Cramérov-Lundbergov
model a simulujeme výšky a časy vzniku škôd. Skúmame závislost’ pravde-
podobnosti ruinovania na parametroch modelu, ak má výška škody Paretovo
rozdelenie. Ďalej skúmame vplyv zmeny rozdelenia výšky škody na pravde-
podobnost’ ruinovania.

V šiestej kapitole sa na reálnych dátach snaž́ıme ukázat’, ako možno
pomocou zovšeobecneného Paretovho rozdelenia modelovat’ chvost rozdele-
nia náhodnej veličiny, o ktorej usudzujeme, že má t’ažký chvost. Využijeme
pŕıstup, kedy sa pozeráme na vel’kost’ prekročenia vysokej hranice, ak k ne-

5



mu došlo. Naše výpočty sú na priloženom CD v súboroch v programe Mat-
hematica.

1.1 Základné značenie

Nech X označuje reálnu náhodnú veličinu a F jej distribučnú funkciu.
Funkciu F = 1−F nazveme chvost distribučnej funkcie F . Strednú hodnotu
náhodnej veličiny X označ́ıme µ = EX, µ ∈ R, rozptyl σ2 = varX, σ2 ∈
[0,∞).

Nech X1, X2, . . . je postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhod-
ných velič́ın, potom Sn = X1 + X2 + · · · + Xn označuje čiastočný súčet
a (Sn)n∈N postupnost’ čiastočných súčtov. Maximum konečnej postupnosti
(Xi)

n
i=1 zaṕı̌seme symbolom Mn.

Symbol ∼, a(x) ∼ b(x) pre x → x0 znamená, že funkcie a(x) a b(x)
sú rovnakého rádu čiže limx→x0

a(x)/b(x) = 1. Označenie o, a(x) = o(b(x))
pre x→ x0 znamená, že limx→x0

a(x)/b(x) = 0. Označenie O, a(x) = O(b(x))
pre x→ x0 vyjadruje lim supx→x0

|a(x)/b(x)| <∞.
Nech Φ znač́ı distribučnú funkciu normovaného normálneho rozdelenia.

AkX je náhodná veličina s charakteristickou funkciou f(t) = E(eitX), potom
kumulant rádu k náhodnej veličiny X je definovaný takto

γk =
1

ik

[

dk

dtk
log f(t)

]

t=0

.
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Kapitola 2

Rozdelenia s t’ažkými
chvostami

2.1 Defińıcia a delenie rozdeleńı s t’ažkými

chvostami

V poist’ovńıctve sú pri modelovańı vysokých poistných škôd použ́ıvané
rozdelenia s t’ažkými chvostami. Potrebujeme, aby pravdepodobnost’, že ško-
da prekroč́ı hranicu x, šla k nule dostatočne pomaly pri x idúcom k nekoneč-
nu, aby konvergencia bola pomaľsia ako u exponenciálneho rozdelenia.

Defińıcia 2.1.1. Povieme, že rozdelenie s distribučnou funkciou F má t’ažký
chvost, ak pre všetky λ > 0 je

lim
x→∞

eλxF (x) = ∞.

Defińıcia 2.1.2. Rozdelenie s distribučnou funkciou ma l’ahký chvost, ak
existuje λ > 0 tak, že plat́ı

lim
x→∞

eλxF (x) <∞.

Nás zauj́ımajú kladné náhodné veličiny, a tak budeme pod pojmom
rozdelenie s t’ažkým chvostom rozumiet’ rozdelenie s t’ažkým pravým chvos-
tom. Samozrejme všeobecne rozdelenie môže mat’ t’ažký aj l’avý chvost alebo
oba chvosty.

Medzi rozdelenia s t’ažkými chvostami patria napŕıklad lognormálne,
loggama, Paretovo, Cauchyho, Fréchetovo, Weibullovo (len s hodnotami
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parametra τ v intervale (0, 1)), Burrovo alebo Benktanderovo rozdelenie
I. a II. typu. Pre niektoré menej známe rozdelenia uvedieme distribučnú
funkciu. Fréchetovo rozdelenie má distribučnú funkciu (parameter α > 0)

F (x) = exp{−x−α}, x > 0,

Weibullovo rozdelenie (parametre c > 0, 0 < τ < 1)

F (x) = 1 − exp{−cxτ}, x > 0,

Burrovo rozdelenie (parametre α, κ, τ > 0)

F (x) = 1 −
(

κ

κ+ xτ

)α

, x > 0,

Benktanderovo rozdelenie I. typu (parametre α, β > 0)

F (x) = 1 −
(

1 + 2
β

α
log x

)

exp
{

−β(log x)2 − (α + 1) log x
}

, x > 1,

Benktanderovo rozdelenie II. typu (parametre α > 0, 0 < β < 1)

F (x) = 1 − exp

{

α

β

}

x−(1−β) exp

{

−αx
β

β

}

, x > 1.

Ďalej uvedieme defińıciu pojmu pomaly sa meniaca funkcia a tvrdenie
platiace pre pomaly sa meniace funkcie, ktoré budeme potrebovat’.

Defińıcia 2.1.3. Kladná lebesgueovsky meratel’ná funkcia L na intervale
(0,∞) je pomaly sa meniaca (slowly varying) v nekonečne, ak

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= 1 pre každé t > 0.

Pŕıkladom pomaly sa meniacej funkcie je kladná konštanta, logaritmus,
mocnina logaritmu alebo iterovaný logaritmus.

Tvrdenie 2.1.4. (Karamatovo tvrdenie) Nech L je pomaly sa meniaca funk-
cia v nekonečne a nech je lokálne ohraničená na [x0,∞) pre nejaké x0 ≥ 0,
potom plat́ı

i) pre α > −1
∫ x

x0

tαL(t) dt ∼ (α + 1)−1xα+1L(x), x→ ∞,
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ii) pre α < −1

∫ ∞

x

tαL(t) dt ∼ −(α + 1)−1xα+1L(x), x→ ∞.

Dôkaz: Možeme nájst’ v [2], veta VIII.9.1. Znenie Karamatovho tvrdenia je
prevzaté z [4], veta A3.6.

Medzi najdôležiteǰsie rozdelenia s t’ažkými chvostami patria nasledujúce
tri kategórie:

• RV(α) – pravidelne sa meniace (regularly varying)
Rozdelenie s chvostom tvaru

F (x) = x−αL(x), x > 0,

kde α > 0 a L je pomaly sa meniaca funkcia, nazývame pravidelne
sa meniace. Cauchyho rozdelenie je typu RV(1). Ďaľsie pŕıklady sú
Fréchetovo, Paretovo, Burrovo alebo loggama rozdelenie.

• LN(γ) – lognormálny typ (lognormal-type)
Rozdelenie s chvostom tvaru

F (x) ∼ cxβe−λ logγ x, x→ ∞,

kde β ∈ R, γ > 1, λ > 0 a pŕıslušné c = c(β, γ), nazývame rozdelenie
lognormálneho typu. Pri značeńı LN(γ) potláčame závislost’ na para-
metroch β a λ. Do tejto kategórie patŕı lognormálne rozdelenie, je typu
LN(2).

• WE(α) – Weibullov typ (Weibull-like)
Ak má chvost rozdelenia tvar

F (x) ∼ cxβe−λxα

, x→ ∞,

kde β ∈ R, α ∈ (0, 1), λ > 0 a pŕıslušné c = c(β, α), potom toto rozde-
lenie nazveme rozdelenie Weibullovho typu. Opät’ v značeńı WE(α)
potláčame závislost’ na β a λ. Pŕıkladom je Weibullovo rozdelenie
a Benktanderovo rozdelenie II. typu.

Delenie na tieto kategórie sme prebrali z práce [10].
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2.2 Subexponenciálne rozdelenia

Subexponenciálne rozdelenia sú širokou triedou rozdeleńı s t’ažkými chvos-
tami. Označenie subexponenciálne pochádza z ich vlastnosti (2.2), ich chvost
klesá pomaľsie ako chvost každého exponenciálneho rozdelenia. Subexpo-
nenciálne rozdelenie nemá konečnú momentovú vytvárajúcu funkciu na žiad-
nom okoĺı počiatku. Poznatky o subexponenciálnych rozdeleniach sme čerpa-
li z [4] a [9].

Defińıcia 2.2.1. Rozdelenie nezápornej náhodnej veličiny s distribučnou
funkciou F je subexponenciálne, ak plat́ı

lim
x→∞

F n∗(x)

F (x)
= n, pre každé n = 2, 3, 4, . . . ,

kde F n∗ znač́ı n-násobnú konvolúciu F a F n∗ je jej chvost

F n∗(x) = 1 − F n∗(x) = P (X1 +X2 + · · · +Xn > x),

kde X1, . . . , Xn sú nezávislé rovnako rozdelené náhodné veličiny s distribuč-
nou funkciou F .

Triedu subexponenciálnych rozdeleńı označ́ıme S. Postačujúca podmien-
ka k tomu, aby rozdelenie F bolo subexponenciálne, je uvedená v nasle-
dujúcej vete.

Veta 2.2.2. Ak

lim sup
x→∞

F 2∗(x)

F (x)
≤ 2,

potom rozdelenie s distribučnou funkciou F je subexponenciálne.

Dôkaz: [4], lemma 1.3.4.

Uvedieme niekol’ko vlastnost́ı subexponenciálnych rozdeleńı. Ak F ∈ S,
potom pre každé y z (0,∞) plat́ı

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1. (2.1)

Ak plat́ı (2.1), potom pre všetky λ > 0

eλxF (x) → ∞, x→ ∞. (2.2)
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Ak F ∈ S, potom pre dané ε > 0 existuje konštanta K <∞ tak, že pre všet-
ky n ∈ N plat́ı

F n∗(x)

F (x)
≤ K(1 + ε)n, x ≥ 0. (2.3)

Vieme, že pre postupnost’ (Xi)i∈N nezávislých rovnako rozdelených ná-
hodných velič́ın s distribučnou funkciou F je pravdepodobnost’, že čiastočný
súčet Sn prekroč́ı hodnotu x, chvostom n-násobnej konvolúcie distribučnej
funkcie:

P (Sn > x) = P (X1 +X2 + · · ·+Xn > x) = 1 − F n∗(x) = F n∗(x).

Pre maximum Mn z náhodných velič́ın X1, X2, . . . , Xn, ak x sa bĺıži k neko-
nečnu, plat́ı

P (Mn > x) = 1 − F n(x) = F (x)
n−1
∑

k=0

F k(x) ∼ nF (x), x→ ∞, n ∈ N.

Nech rozdelenie náhodnej veličiny X je subexponenciálne, potom z defińıcie
subexponenciálneho rozdelenia vid́ıme

P (Sn > x)

P (Mn > x)
=
F n∗(x)

F n(x)
∼ F n∗(x)

nF (x)
→ 1, x→ ∞, n ∈ N. (2.4)

Pri modelovańı poistných škôd náhodnými veličinami X1, X2, . . . , Xn to zna-
mená, že pravdepodobnost’, že úhrn škôd Sn prekroč́ı vysokú hranicu x, je
približne rovná pravdepodobnosti, že aspoň jedna škoda je väčšia ako x.
Vysoké straty sú spôsobené jednou vysokou škodou.

Subexponenciálne rozdelenia tvoria prirodzenú triedu rozdeleńı s t’ažký-
mi chvostami, niekedy sa pomocou nich vysvetl’uje pojem t’ažkého chvosta.
Subexponenciálne rozdelenia obsahujú rozdelenia s vel’mi t’ažkými chvostami
ako je celá kategória pravidelne sa meniacich rozdeleńı ale aj rozdelenia
s menej t’ažkými chvostami ako je napŕıklad lognormálne a Weibullovo (τ <
1) rozdelenie, ktoré majú konečné momenty do určitého rádu. Subexpo-
nenciálnym rozdeleniam sa budeme opät’ venovat’ v podkapitole o teóríı rui-
novania.

2.3 Funkcia strednej hodnoty prekročenia

Vhodným nástrojom na porovnanie sily chvostov rozdeleńı je funkcia
strednej hodnoty prekročenia (mean excess function). V tejto podkapitole
vychádzame z [9].
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Defińıcia 2.3.1. Nech Y je nezáporná náhodná veličina s distribučnou
funkciou F a konečnou strednou hodnotou. Označme xl = inf{x : F (x) > 0}
a xr = sup{x : F (x) < 1}. Potom jej funkcia strednej hodnoty prekročenia
je daná ako

eF (u) = E(Y − u|Y > u), u ∈ [xl, xr).

Hodnota eF (u) je vlastne stredná hodnota vel’kosti prekročenia hranice
u. V poist’ovńıctve považujeme hodnotu eF (u) za očakávanú výšku škody
nad prioritou u, pričom výška škody nie je ohraničená. Funkciu eF (u) nazýva-
me v poist’ovńıctve mean excess loss function, čo by sme mohli preložit’ ako
stredná hodnota straty nad danou hranicou.

Funkciu strednej hodnoty prekročenia pre distribučnú funkciu F môžeme
zaṕısat’ aj v inom tvare

eF (u) = E(Y − u|Y > u)

=

∫ ∞

0

P (Y − u > y)

P (Y > u)
dy

=
1

P (Y > u)

∫ ∞

0

P (Y > y + u) dy

=
1

P (Y > u)

∫ ∞

u

P (Y > y) dy

=
1

F (u)

∫ ∞

u

F (y) dy. (2.5)

Tvar (2.5) je vhodneǰśı pre výpočty a odvodenie vlastnost́ı funkcie eF (u).

Veta 2.3.2. Nech Y je kladná náhodná veličina so spojitou distribučnou
funkciou F a s funkciou strednej hodnoty prekročenia eF , potom plat́ı

F (x) =
eF (xl)

eF (x)
exp

{

−
∫ x

xl

1

eF (y)
dy

}

, x > xl.

Dôkaz: Zo spojitosti F plynie, že F (xl) = 1. Ďalej môžeme ṕısat’
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[

log

∫ ∞

u

F (y) dy

]′

=
−F (u)

∫∞

u
F (y) dy

= − 1

eF (u)

log

∫ ∞

x

F (y) dy − log

∫ ∞

xl

F (y) dy = −
∫ x

xl

1

eF (u)
du

log[eF (x)F (x)] − log[eF (xl)F (xl)] = −
∫ x

xl

1

eF (u)
du

log[eF (x)F (x)] − log[eF (xl)] = −
∫ x

xl

1

eF (u)
du

log

[

eF (x)F (x)

eF (xl)

]

= −
∫ x

xl

1

eF (u)
du

eF (x)

eF (xl)
F (x) = exp

{

−
∫ x

xl

1

eF (u)
du

}

F (x) =
eF (xl)

eF (x)
exp

{

−
∫ x

xl

1

eF (u)
du

}

.

Q.E.D.

Za platnosti doplňujúceho predpokladu o spojitosti distribučnej funkcie
F je vzt’ah medzi distribučnou funkciou F nezápornej náhodnej veličiny a jej
prislúchajúcou funkciou strednej hodnoty prekročenia eF jednoznačný.

Tvar funkcie strednej hodnoty prekročenia odvod́ıme pomocou vzorca
(2.5) napŕıklad pre exponenciálne rozdelenie, ktoré má l’ahký chvost, a pre Pa-
retovo a Benktanderovo rozdelenie II. typu, čo sú rozdelenia s t’ažkými
chvostami:

• Exponenciálne rozdelenie

F (x) = e−λx, x ≥ 0, λ > 0,

eF (u) =
1

e−λu

∫ ∞

u

e−λy dy

=
1

e−λu

[

e−λy

−λ

]∞

u

=
1

e−λu

e−λu

λ
= λ−1, u ≥ 0.
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• Paretovo rozdelenie

F (x) =
(a

x

)α

, x ≥ a, a, α > 0,

eF (u) =
(u

a

)α
∫ ∞

u

(

a

y

)α

dy

=
(u

a

)α
[

aα y−α+1

−α + 1

]∞

u

=
(u

a

)α aαu−α+1

α− 1

=
u

α− 1
, u ≥ a, α > 1.

• Benktanderovo rozdelenie II. typu

F (x) = exp

{

α

β

}

x−(1−β) exp

{

−αx
β

β

}

, x ≥ 1, α > 0, 0 < β < 1,

eF (u) =
1

e
α
β u−(1−β)e−

α
β

uβ

∫ ∞

u

e
α
β y−(1−β)e−

α
β

yβ

dy

=
1

e
α
β u−(1−β)e−

α
β

uβ

[

e
α
β

(

− 1

α

)

e−
α
β

yβ

]∞

u

=
1

e
α
β u−(1−β)e−

α
β

uβ

(

e
α
β

1

α
e−

α
β

uβ

)

=
u1−β

α
, u ≥ 1.

Ak eF (u) konverguje k nekonečnu pre u bĺıžiace sa k nekonečnu, môžeme
o distribučnej funkcii F povedat’, že má t’ažký koniec. Naopak ak eF (u) kon-
verguje k nejakej konečnej konštante pre u bĺıžiace sa k nekonečnu, hovoŕıme,
že F má l’ahký koniec. Pre poist’ovńıctvo z toho vyplýva, že neohraničený
rast funkcie eF (u) s rastúcim u vyjadruje nebezpečenstvo, že prislušná dis-
tribučná funkcia má t’ažký koniec a ak nastane škoda prekračujúca vysokú
hranicu u, je pravdepodobné, že v budúcnosti nastanú ešte vyššie škody.

Ak máme k dispoźıcíı pozorovania {x1, x2, . . . , xn}, potom empirický
odhad funkcie strednej hodnoty prekročenia v bode u je (vid’ [1])

ên(u) =

∑n
i=1 xiI[xi > u]

#{xi : xi > u} − u =

∑n
i=1(xi − u)I[xi > u]

#{xi : xi > u} ,
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kde I[A] je indikátor javu A, čiže I[A] = 1, ak jav A nastal, I[A] = 0 inak
a #B znač́ı počet prvkov množiny B. Vid́ıme, že funkciu strednej hodnoty
prekročenia v bode u odhadujeme ako súčet vel’kost́ı prekročeńı hranice u de-
leno počet prekročeńı hranice u v danej náhodnej vzorke. Zvyčajne sa odhad
funkcie strednej hodnoty prekročenia vyč́ısl’uje v napozorovaných hodnotách.
Vzostupne zoradenené pozorovania označme x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n), potom
pre odhad funkcie strednej hodnoty prekročenia máme vzorec

ên(x(k)) =
1

n− k

n−k
∑

j=1

(x(k+j) − x(k)). (2.6)

2.4 Zovšeobecnené Paretovo rozdelenie

Defińıcia 2.4.1. Definujme distribučnú funkciu Gξ takto

Gξ(x) =

{

1 − (1 + ξx)−1/ξ, pre ξ 6= 0,

1 − e−x, pre ξ = 0,

kde x ≥ 0, ak ξ ≥ 0 a 0 ≤ x ≤ −1/ξ, ak ξ < 0. Potom rozdelenie s dis-
tribučnou funkciou Gξ nazývame zovšeobecnené Paretovo rozdelenie.

Parameter ξ nazývame Paretov index. Zovšeobecneným Paretovým roz-
deleńım nazývame aj celú rodinu rozdeleńı Gξ;µ,β, ktorá vznikne nahradeńım
argumentu x argumentom (x−µ)/β, teda pridańım d’aľśıch dvoch paramet-
rov µ ∈ R a β > 0, pričom sa zmeńı aj nosič distribučnej funkcie:

Gξ;µ,β(x) =

{

1 − (1 + ξ x−µ
β

)−1/ξ, pre ξ 6= 0,

1 − exp{−x−µ
β

}, pre ξ = 0,

kde x ≥ µ pre ξ ≥ 0 a µ ≤ x ≤ µ− β/ξ, ak ξ < 0.
Pre ξ = 0 a µ = 0 je zovšeobecnené Paretovo rozdelenie ekvivalentné

exponenciálnemu rozdeleniu. Ak ξ > 0 a µ = β/ξ, potom zovšeobecnené
Paretovo rozdelenie prechádza v Paretovo rozdelenie s parametrami a = β/ξ
a α = 1/ξ:

Gξ;β/ξ,β(x) = 1 −
(

ξ

β
x

)−1/ξ

, x ≥ β/ξ.

Zovšeobecnené Paretovo rozdelenie s parametrom ξ > 0 má t’ažš́ı chvost
ako exponenciálne rozdelenie, patŕı do triedy RV(α), kde α = 1/ξ. Ak je ξ <
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0, potom je to naopak a zovšeobecnené Paretovo rozdelenie má l’ahš́ı chvost
ako exponenciálne rozdelenie. Dôležitá vlastnost’ zovšeobecneného Paretovho
rozdelenia je vlastnost’ stability. Ak X má zovšeobecnené Paretovo rozde-
lenie s parametrami ξ, µ a β, potom náhodná veličina [X − u|X > u] má
zovšeobecnené Paretovo rozdelenie s tým istým parametrom ξ a s parame-
trami 0 a β + ξ(u− µ) pre l’ubovol’né u > 0. Pre x ≥ 0 totiž plat́ı:

P (X − u ≤ x|X > u) =
P (X ≤ x+ u) − P (X ≤ u)

1 − P (X ≤ u)

=
Gξ;µ,β(x+ u) −Gξ;µ,β(u)

1 −Gξ;µ,β(u)

=
1 −

(

1 + ξ x+u−µ
β

)−1/ξ

− 1 +
(

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

1 − 1 +
(

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

= −
(

1 + ξ x+u−µ
β

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

+ 1

= 1 −
(

1 + ξ
x

β + ξ(u− µ)

)−1/ξ

, u ≥ µ.

To znamená, že aj prekročenia l’ubovol’nej hranice majú zovšeobecnené
Paretovo rozdelenie s rovnakým Paretovým indexom ako pôvodná náhodná
veličina.

Defińıciu zovšeobecneného Paretovho rozdelenia sme prebrali z [4], d’aľsie
informácie čerpáme z [1] a [8]. Zovšeobecnené Paretovo rozdelenie a jeho
vlastnosti využijeme k modelovaniu chvosta rozdelenia v kapitole 6.

Máme danú vysokú hranicu u a zaoberáme sa javom, že náhodná veličina
X s distribučnou funkciou F prekroč́ı túto hranicu. Zauj́ıma nás nie len
pravdepodobnost’, že k javu dôjde ale aj vel’kost’ prekročenia. Takýto pŕıstup
sa nazýva excesses over threshold. Pripomeňme, že xr sme označili pravý
koniec nosiča distribučnej funkcie F , xr = sup{x : F (x) < 1} ≤ ∞. Označme
Fu distribučnú funkciu prekročenia hranice u za podmienky, že k prekročeniu
došlo

Fu(x) = P (X − u ≤ x|X > u) =
F (x+ u) − F (u)

1 − F (u)
, 0 ≤ x < xr − u.
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Všimnime si, aký vzt’ah plat́ı medzi funkciou strednej hodnoty prekročenia
eF a distribučnou funkciou Fu:

eF (u) =

∫ ∞

0

(1 − Fu(x)) dx.

Pre vysoké hodnoty hranice u môžeme Fu(x) aproximovat’ pomocou Gξ;µ,β(u)

pre vhodne zvolenú funkciu β(u) a Paretov index ξ. Táto aproximácia plat́ı
z Balkemaovej-de Haanovej-Pickandsovej vety, ktorá hovoŕı, že

lim
u→xr

sup
0≤x<xr−u

|Fu(x) −Gξ;µ,β(u)(x)| = 0, (2.7)

ak F patŕı do maximálnej sféry pŕıt’ažlivosti zovšeobecneného rozdelenia
extrémnych hodnôt Hξ, vid’ veta 3.4.13 v [4]. To bude v našom pŕıpade
splnené, pretože sa zaoberáme rozdeleniami s t’ažkými chvostami.

Odvod́ıme funkciu strednej hodnoty prekročenia pre zovšeobecnené Pare-
tovo rozdelenie Gξ;µ,β s parametrom ξ ∈ (0, 1):

Gξ;µ,β(x) =

(

1 + ξ
x− µ

β

)−1/ξ

,

eG(u) =
1

(

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

∫ ∞

u

(

1 + ξ
y − µ

β

)−1/ξ

dy

=
1

(

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

β

ξ

∫ ∞

1+ξ u−µ
β

z−1/ξ dz

=
1

(

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

β

ξ

[

z1−1/ξ

1 − 1/ξ

]∞

1+ξ u−µ
β

=
1

(

1 + ξ u−µ
β

)−1/ξ

β

ξ

(

−
(1 + ξ u−µ

β
)1−1/ξ

1 − 1/ξ

)

=
β

1 − ξ
+

ξ

1 − ξ
(u− µ), u ≥ µ.
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Kapitola 3

Vel’ké odchýlky

3.1 Základy teórie vel’kých odchyliek

Na začiatok uvedieme dve dobre známe tvrdenia z teórie pravdepodob-
nosti, ktoré sa týkajú postupnosti X1, X2, . . . nezávislých rovnako rozde-
lených náhodných velič́ın. Ďaľsie poznatky a tvrdenia tejto podkapitoly
čerpáme z [3] a [11].

Veta 3.1.1. (Silný zákon vel’kých č́ısel) Nech X1, X2, . . . je postupnost’ nezá-
vislých náhodných velič́ın s rovnakým rozdeleńım s konečnou strednou hod-
notou µ. Ak n→ ∞ potom

1

n
Sn → µ skoro iste.

Veta 3.1.2. (Centrálna limitná veta) Nech X1, X2, . . . je postupnost’ nezá-
vislých rovnako rozdelených náhodných velič́ın so strednou hodnotou µ ∈ R

a rozptylom σ2 ∈ (0,∞). Potom pre n→ ∞ plat́ı

1

σ
√
n

(Sn − µn)
d→ Z,

kde Z je náhodná veličina s normovaným normálnym rozdeleńım a
d→ ozna-

čuje konvergenciu v distribúcíı.

Silný zákon vel’kých č́ısel hovoŕı o konvergencii priemeru 1
n
Sn k strednej

hodnote µ pre n → ∞. Centrálna limitná veta popisuje pravdepodobnost’,
že rozdiel Sn a µn je rádu

√
n. Odchýlky Sn od µn, ktoré sú rádu

√
n,
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nazývame normálne. Vel’kými odchýlkami nazývame odchýlky rádu vyššieho
ako

√
n, najčasteǰsie tým mysĺıme rádu n. Teória vel’kých odchýlok sa za-

oberá javmi kedy {Sn > x} pričom x je vel’ké a môžeme ho zaṕısat’ napŕıklad
v tvare x = µn+ cn, c > 0. Jedným zo základných poznatkov teórie vel’kých
odchýlok je Cramérova veta.

Veta 3.1.3. (Cramérova veta) Nech X1, X2, . . . je postupnost’ nezávislých
rovnako rozdelených náhodných velič́ın spĺňajúcich

ϕ(t) = EetX1 <∞, ∀t ∈ R,

potom pre všetky a > EX1 plat́ı

lim
n→∞

1

n
logP (Sn > an) = −I(a),

kde I(z) = supt∈R
[zt − logϕ(t)].

Dôkaz: Nachádza sa v [3], veta I.4.

Funkcia z → I(z) sa nazýva rate function. Rovnaké tvrdenie plat́ı aj
pre P (Sn < an), a < EX1 s tým istým tvarom I(z). Vid́ıme, že funk-
cia ϕ(t) je momentová vytvárajúca funkcia náhodnej veličiny X1. Predpo-
kladom Cramérovej vety je teda existencia momentovej vytvárajúcej funkcie
pre všetky t ∈ R. Táto podmienka sa nazýva Cramérova podmienka. Petrov
v [11] zlepšil Cramérovu vetu do nasledujúcej podoby.

Veta 3.1.4. Nech X1, X2, . . . je postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených
náhodných velič́ın, EX1 = 0, varX1 = σ2, Sn =

∑n
i=1Xi, Zn = σ−1n−1/2Sn,

označme Gn∗(x) = P (Zn ≤ x) = P (Sn ≤ σ
√
nx). Ak x ≥ 0, x = o(n1/2)

a ak existuje kladná konštanta H taká, že EetX1 <∞ pre |t| < H, potom

Gn∗(x)

Φ(x)
=

1 −Gn∗(x)

1 − Φ(x)
= exp

{

x3

√
n
λ

(

x√
n

)}[

1 +O

(

x+ 1√
n

)]

,

Gn∗(−x)
Φ(−x) = exp

{

− x3

√
n
λ

(

− x√
n

)}[

1 +O

(

x+ 1√
n

)]

,

kde λ(t) =
∑∞

k=0 ckt
k je mocninná rada, ktorej koeficienty závisia iba na ku-

mulantoch náhodnej veličiny X1.
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Dôkaz: Môžeme nájst’ v [11], veta 5.23.

Rada λ(t) konverguje pre dostatočne malé hodnoty |t| a nazývame ju
Cramérova rada. V teóríı vel’kých odchýlok je značná pozornost’ venovaná
štúdiu logF n∗(x) za platnosti Cramérovej podmienky. Tieto výsledky nazý-
vame hrubé pravdepodobnosti vel’kých odchýlok. V mnohých situáciách je
však potrebné skúmat’ F n∗(x), nájst’ tzv. presné pravdepodobnosti vel’kých
odchýlok. Taktiež vzniká otázka, čo môžeme povedat’ o asymptotickom sprá-
vańı F n∗(x), ak neplat́ı Cramérova podmienka. Pretože pre rozdelenia s t’až-
kými chvostami táto podmienka splnená nie je. Tejto otázke je venovaná
nasledujúca podkapitola.

3.2 Vel’ké odchýlky pre rozdelenia s t’ažkými

chvostami

V tejto podkapitole vychádzame z práce [10] a venujeme sa asympto-
tickému správaniu pravdepodobnosti vel’kých odchýlok F n∗(x), ak F je dis-
tribučná funkcia náhodnej veličiny X, ktorá má rozdelenie s t’ažkým chvos-
tom. Popisujeme hranice, kde sa F n∗(x) správa podl’a daného pribĺıženia.

Z centrálnej limitnej vety vieme, že pokial’ existuje rozptyl, tak plat́ı

sup
x−µn∈An

∣

∣

∣

∣

F n∗(x)

Φ((x− µn)/(σ
√
n))

− 1

∣

∣

∣

∣

= o(1), (3.1)

kde An = (a−
√
n, a+

√
n), a− a a+ sú l’ubovol’ne zvolené konštanty také, že

−∞ < a− < a+ <∞.
Vlastnost’ (2.4) subexponenciálneho rozdelenia znamená, že pre vhodne

zvolenú postupnost’ (dn) plat́ı

sup
x≥dn

∣

∣

∣

∣

F n∗(x)

nF (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

= o(1). (3.2)

Predpokladajme, že EX = µ = 0, varX = σ2 = 1 a E|X|2+δ < ∞
pre nejaké δ > 0. Zauj́ıma nás za akých podmienok na množinu hodnôt
x platia vzt’ahy (3.1) a (3.2). Pre F n∗ je typické, že existujú dve hraničné
postupnosti (cn) a (dn), cn ≤ dn pre každé n ∈ N také, že

sup
x∈(0,cn/hn)

∣

∣

∣

∣

F n∗(x)

Φ(x/
√
n)

− 1

∣

∣

∣

∣

= o(1), n→ ∞, (3.3)
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kategória (cn) (dn)

RV(α), α > 2 n1/2 log1/2 n n1/2 log1/2 n

LN(γ), 1 < γ ≤ 2 n1/2 logγ/2 n n1/2 logγ/2 n

LN(γ), γ > 2 n1/2 logγ/2 n n1/2 logγ−1 n
WE(α), 0 < α ≤ 0,5 n1/(2−α) n1/(2−2α)

WE(α), 0,5 ≤ α < 1 n2/3 n1/(2−2α)

Tabulka 3.1: Hraničné postupnosti pre aproximácie (3.3) a (3.4) podl’a ka-
tegóríı rozdeleńı s t’ažkými chvostami.

sup
x∈(dngn,∞)

∣

∣

∣

∣

F n∗(x)

nF (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

= o(1), n→ ∞, (3.4)

kde (hn) a (gn) sú l’ubovol’ne zvolené postupnosti také, že hn → ∞ a gn → ∞
pre n→ ∞.

V tabul’ke 3.1 je prehl’ad hraničných postupnost́ı (cn) a (dn) pre rozdele-
nia s t’ažkými chvostami podl’a kategóríı RV(α), LN(γ) a WE(α). Hraničné
postupnosti (cn) a (dn) sú určené len asymptoticky, môžeme ich prenásobit’

l’ubovol’nou konštantou a vzt’ahy (3.3) a (3.4) zostanú platné. Vid́ıme, že
pre RV(α) a LN(γ), 1 < γ ≤ 2 je cn = dn teda existuje jediná postupnost’,
ktorá oddel’uje (3.3) a (3.4).

Na záver tejto podkapitoly sa pozrime na pŕıpad náhodných velič́ın s ne-
konečným rozptylom, konkrétne uvažujme triedu pravidelne sa meniacich
rozdeleńı s α < 2.

Veta 3.2.1. Nech X1, X2, . . . je postupnost’ nezáporných nezávislých rovnako
rozdelených náhodných velič́ın s distribučnou funkciou F ∈ RV(α), α < 2.
Majme postupnost’ (tn) takú, že limn→∞ nF (tn) = 0. Pokial’ je splnená jedna
z podmienok

i) 0 < α < 1,
ii) 1 ≤ α < 2 a limn→∞

n
tn
EX1I[X1 ≤ tn] = 0,

potom

sup
x∈(tn,∞)

∣

∣

∣

∣

F n∗(x)

nF (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

= o(1), n→ ∞.

Dôkaz: Nachádza sa v [5], veta 3.3.
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Kapitola 4

Použitie v poist’ovńıctve

V poist’ovńıctve je okamih vzniku poistnej udalosti aj výška poistného
plnenia náhodná. Vel’kost’ poistného plnenia pre jedno riziko za dané časové
obdobie z danej poistnej zmluvy považujeme za realizáciu nezápornej náhod-
nej veličiny X (v skratke budeme ṕısat’ škoda alebo výška škody). Samotnú
náhodnú veličinu X niekedy nazývame poistným rizikom.

V tejto kapitole sa snaž́ıme ukázat’, kde sa v poist’ovńıctve objavuje
pravdepodobnost’ vel’kej odchýlky. Pre dva spôsoby vol’by bezpečnostnej pri-
rážky znázorňujeme, ako súviśı jej vel’kost’ s pravdepodobnost’ou, že nastane
vel’ká odchýlka skutočného úhrnu škôd od jeho strednej hodnoty. Pozeráme
sa na pravdepodobnost’, že plnenie zaistitel’a bude vysoké pre rôzne typy za-
istenia a opät’ uvažujeme, aká je pravdepodobnost’ vel’kej odchýlky. Ďalej sa
v teórii ruinovania venujeme určeniu horného odhadu pre pravdepodobnost’

ruinovania, ak vychádzame z predpokladu, že výšky škôd majú rozdelenie
s t’ažkým chvostom. V tejto kapitole vychádzame z [4], [6], [7] a [10].

4.1 Vol’ba bezpečnostnej prirážky

Poistné je úplata, za ktorú poist’ovňa poskytuje poistnú ochranu. Riziko-
vé poistné slúži ku krytiu poistného rizikaX v danom obdob́ı a je dané stred-
nou hodnotou EX. Rizikové poistné je potrebné zvýšit’ o rizikovú prirážku,
ktorá je ochranou proti nepriaznivému škodnému priebehu, čo znamená,
že realizácie náhodnej veličiny X prevýšia strednú hodnotu EX. Ak je
odhad EX použitý k stanoveniu poistného, odvodený z minulého škodného
priebehu, potom sa môže ĺı̌sit’ od skutočnej hodnoty EX.

Existuje viacero spôsobov vol’by bezpečnostnej prirážky, nazývame ich
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prinćıpy stanovenia bezpečnostnej prirážky. Podl’a prinćıpu strednej hodnoty
je obdržané poistné P = (1 + θ)EX, kde θ je kladná konštanta. Nevýhodou
tohto prinćıpu je to, že poistné nezáviśı na miere fluktuácíı poistného rizika
X. Bezpečnostná prirážka je daná pevným podielom z EX. Podl’a prinćıpu
rozptylu voĺıme poistné vo výške P = EX + β varX, kde β je kladná kon-
štanta. Pre prinćıp rozptylu je charakteristická aditivita poistného pre ne-
závislé riziká.

Nech postupnost’ nezáporných nezávislých rovnako rozdelených náhod-
ných velič́ın (Xn)n∈N označuje postupnost’ poistných škôd a nech EX1 =
µ > 0. Potom F n∗(x) je pravdepodobnost’, že úhrn škôd Sn prekroč́ı hranicu
x. Pre vysoké hodnoty x môžeme F n∗(x) považovat’ za mieru rizika pod-
kladového portfólia poistných zmlúv. Prirodzenou vol’bou hranice x je pos-
tupnost’ xn = (1+an)ESn = (1+an)nµ, kde (an)n∈N je postupnost’ kladných
č́ısel. Potom

F n∗(xn) = P (Sn > xn)

= P (Sn > (1 + an)nµ)

= P (Sn > ESn + anESn)

= P (Sn − ESn > anESn).

Nech varX = σ2 < ∞, potom z centrálnej limitnej vety vyplýva, že nevyh-
nutnou podmienkou k tomu, aby F n∗(xn) šlo k nule je, že an

√
n sa bĺıži

k nekonečnu. V poist’ovńıctve je postupnost’ (xn) obdržané poistné a pos-
tupnost’ (an) môžeme považovat’ za bezpečnostnú prirážku. Podl’a prinćıpu
strednej hodnoty sa voĺı an = θ > 0 pre všetky n, kde θ je konštanta, potom

F n∗(xn) = P (Sn − ESn > θnµ). (4.1)

Podl’a prinćıpu rozptylu môžeme volit’ an = β varSn/ESn = βσ2/µ, β je
opät’ kladná konštanta,

F n∗(xn) = P (Sn −ESn > βnσ2). (4.2)

Vid́ıme, že vzt’ahy (4.1) a (4.2) sú pravdepodobnosti vel’kých odchýlok.
Vid́ıme aj prečo je dôležité študovat’ pravdepodobnost’, že skutočný úhrn
škôd bude rovnakého rádu alebo vyššieho ako obržané poistné.
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4.2 Zaistenie

Zaistenie je poistenie, ktoré uzatvára poist’ovňa na čast’ riźık prevzatých
od poistených. Funkciou zaistenia je zńıžit’ riziko poistitel’a, ktoré vyplýva
z náhodných výkyvov v škodnom priebehu. Zaistenie taktiež znižuje potrebu
vlastného kapitálu poist’ovne nutného k udržaniu solventnosti.

Budeme uvažovat’ tri spôsoby zaistenia bez hornej hranice pre plnenie
zaistitel’a.

Proporcionálne kvótové zaistenie
V proporcionálnom kvótovom zaisteńı sa úhrada škody deĺı medzi prvopois-
titel’a a zaist’ovňu vo vopred stanovenom pomere p ∈ (0, 1), ktorý nezáviśı
na výške škody a je rovnaký pre všetky poistné riziká zahrnuté do zaistnej
zmluvy. Plnenie zaistitel’a je Rp(n) = pSn. V rovnakom pomere sa deĺı aj
poistné.

Proporcionálne zaistenie neohraničuje zhora plnenie prvopoistitel’a a nie
je preto dobrou ochranou proti jednotlivým vel’mi vysokým škodám. Kvótové
proporcionálne zaistenie sa použ́ıva na zńıženie potreby vlastného kapitálu
pre možnost’ poistenia väčšieho objemu riźık. Nevýhodou kvótového zaiste-
nia je to, že podiel, ktorým sa deĺı riziko medzi prvopoistitel’a a zaistitel’a,
nezáviśı na vel’kosti poistného rizika.

Pre neproporcionálne zaistenie je charakteristické stanovenie pevnej hor-
nej hranice pre plnenie prvopoistitel’a, nad touto hranicou už hrad́ı škodu
zaist’ovňa. Tento typ zaistenia sa rozš́ıril s rozvojom rôznych foriem poistenia
zodpovednosti za škody, kde môže poistné plnenie dosahovat’ vel’mi vysoké
čiastky. My sa budeme zaoberat’ dvoma typmi neproporcionálneho zaistenia
a to stop-loss a excess-of-loss zaisteńım.

Stop-loss zaistenie (zaistenie časového nadmerku)
Zaistitel’ hrad́ı straty, ktoré na danom portfóliu poistných zmlúv za dané
obdobie spolu presiahnu predom stanovenú hranicu K. Plnenie zaistitel’a je
RSL(n) = (Sn −K)+.

Pre nedostatočnú možnost’ kontroly kvality oceňovania poistných riźık
a likvidácie škôd je zaistenie časového nadmerku možné źıskat’ len málokedy.
Vyskytuje sa v poistných odvetviach, v ktorých je výkyvmi v škodnom
priebehu obvykle rovnako postihnutý celý poistný trh. Typickým pŕıkladom
je poistenie úrody proti krupobytiu alebo mrazu. Hlavnou úlohou poistenia
časového nadmerku škôd je zńıženie výkyvov v škodnom priebehu.
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Excess-of-loss zaistenie (zaistenie škodného nadmerku)
Zaistitel’ z jednotlivých škôd hrad́ı tú čast’, ktorá presiahne vopred daný
limit D. Plnenie zaistitel’a pre jednu škodu je (X −D)+, plnenie pre n škôd
označ́ıme RXL(n) =

∑n
i=1(Xi −D)+.

Ak nastane vysoká škoda pri neproporcionálnom zaisteńı, zaistetil’ hrad́ı
všetko nad danú hranicu, tým na seba berie riziko. Pozrime sa teda na prav-
depodobnost’, že plnenie zaistitel’a prekroč́ı hranicu x pre všetky uvažované
formy zaistenia:

P (Rp(n) > x) = P (pSn > x) = P (Sn > p−1x)

= P (Sn − ESn > p−1x− nµ),

P (RSL > x) = P ((Sn −K)+ > x) = P (Sn −K > x)

= P (Sn − ESn > x+K − nµ),

P (RXL > x) = P

(

n
∑

i=1

(Xi −D)+ > x

)

= P

(

n
∑

i=1

(Xi −D)+ − nE(X −D)+ > x− nE(X −D)+

)

.

Vid́ıme, že pre vysoké hodnoty x sú tieto výrazy opät’ pravdepodobnosti
vel’kých odchýlok a môžeme na odhadnutie ich hodnoty použit’ teóriu z ka-
pitoly 3.

4.3 Teória ruinovania

V tejto podkapitole definujeme Cramérov-Lundbergov model a zaoberá-
me sa pravdepodobnost’ou, že nastane ruinovanie. Ruinovanie je okamih,
kedy sa kapitál poist’ovne dostane do záporných hodnôt. Pre poist’ovne
je dôležité poznat’ pravdepodobnost’ ruinovania, pretože relativne vysoká
pravdepodobnost’ znač́ı nestabilitu poist’ovne v dlhodobom horizonte.

Nás zauj́ıma otázka, aká bude pravdepodobnost’ ruinovania, ak výška
škody má rozdelenie s t’ažkým chvostom. Vhodným modelom pre rozdelenia
s t’ažkým chvostom sú subexponenciálne rozdelenia.
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Cramérov-Lundbergov model

• Výšky škôd tvoria postupnost’ (Xk)k∈N kladných nezávislých rovnako
rozdelených náhodných velič́ın, ktoré majú spojitú distribučnú funkciu
F , konečnú strednú hodnotu EX1 = µ a konečný rozptyl varX1 = σ2.

• Škody nastávajú v náhodných časových okamihoch 0 < T1 < T2 < . . .
skoro iste.

• Počet škôd v intervale [0, t] označ́ıme N(t) a nazývame nač́ıtaćı proces
počtu udalost́ı, N(t) = sup{n ∈ N : Tn ≤ t}, t ≥ 0, s tým, že sup ∅ = 0.

• Doby medzi škodnými udalost’ami Y1 = T1, Yk = Tk−Tk−1, k = 2, 3, . . .
tvoria postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhodných velič́ın
s exponenciálnym rozdeleńım s konečnou strednou hodnotou EY1 =
1/λ.

• Postupnosti (Xk) a (Yk) sú navzájom nezávislé.

Vid́ıme, žeN(t) je homogénny Poissonov proces s intenzitou λ, teda P (N(t) =

k) = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . Úhrn škôd je proces definovaný takto

S(t) =

N(t)
∑

i=1

Xi, N(t) > 0,

= 0, N(t) = 0.

Ak distribučnú funkciu úhrnu škôd označ́ıme Gt(x), potom

Gt(x) = P (S(t) ≤ x) =

∞
∑

n=0

e−λt (λt)
n

n!
F n∗(x), x ≥ 0, t ≥ 0.

Nech U(t) označuje kapitál (rizikovú rezervu) v čase t. Predpokladáme
poistné platené spojite s intenzitou platby c > 0. Počiatočný kapitál označ́ı-
me ako u ≥ 0. Potom proces U(t) definujeme takto

U(t) = u+ ct− S(t), t ≥ 0.

Ďalej definujeme okamih ruinovania T :

T = inf{t : U(t) < 0}.
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Pravdepodobnost’ ruinovania v konečnom čase ψ(u, τ) a pravdepodobnost’

ruinovania ψ(u) definujeme takto

ψ(u, τ) = P (U(t) < 0 pre nejaké t < τ), 0 < τ <∞, u ≥ 0,

ψ(u) = P (T <∞), u ≥ 0.

Zrejme plat́ı
ψ(u) = lim

τ→∞
ψ(u, τ).

V praxi pri simuláciách a výpočtoch sa použ́ıva pravdepodobnost’ ruinova-
nia v nejakom konečnom čase, pretože nie je možné simulovat’ nekonečnú
budúcnost’. Pri teoretických výpočtoch je výhodneǰsie použ́ıvat’ pravdepo-
dobnost’ ruinovania ψ(u).

Vid́ıme, že náhodná veličina okamih ruinovania môže nadobúdat’ hod-
notu nekonečno s kladnou pravdepodobnost’ou, čo môžeme interpretovat’ tak,
že poist’ovňa nikdy neskrachuje, bude existovat’ nekonečne dlho. Ak v ne-
jakom čase klesne kapitál poist’ovne pod nulu, hovoŕıme, že nastalo ruino-
vanie. Prvý moment, v ktorom toto nastane, sa nazýva okamih ruinova-
nia. Potom ψ(u) je pravdepodobnost’, že pri počiatočnej výške kapitálu u
ruinovanie nastane v konečnom čase. Nevyhnutnost’ou, aby sa poist’ovňa
vyhla ruinovaniu, je stanovenie výšky intenzity c platenia poistného tak,
aby platilo λµ < c alebo θ = c

λµ
− 1 > 0, kde θ je bezpečnostná (riziková)

prirážka stanovená pomocou prinćıpu strednej hodnoty. Táto podmienka sa
nazýva podmienka čistého zisku (net profit condition) a zaručuje ψ(u) < 1
pre všetky u, teda P (T = ∞) > 0.

V [9] v dôkaze vety 1.2.2 je ukázané, že v Cramérovom-Lundbergovom
modele za platnosti podmienky čistého zisku je

1 − ψ(u) =
θ

1 + θ

∞
∑

n=0

(1 + θ)−nF n∗
I (u), u ≥ 0, (4.3)

kde

FI(x) =
1

µ

∫ x

0

F (y) dy, x ≥ 0.

Symbolom FI je označený integrovaný chvost rozdelenia F . Všimnime si,
že FI(x) je distribučná funkcia. Ak FI je subexponenciálna, potom plat́ı
nasledujúca veta.
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Veta 4.3.1. Uvažujme Cramérov-Lundbergov model, podmienku čistého zis-
ku θ > 0 a nech FI ∈ S, potom

ψ(u) ∼ θ−1FI(u) =
1

θµ

∫ ∞

u

F (y) dy, u→ ∞. (4.4)

Dôkaz: Za platnosti predpokladov vety je podl’a (4.3)

ψ(u)

FI(u)
=

θ

1 + θ

∞
∑

n=0

(1 + θ)−nF
n∗
I (u)

FI(u)
.

Limitným prechodom u → ∞ a zámenou limity a nekonečnej sumy dostane-
me želané tvrdenie vety

lim
u→∞

ψ(u)

FI(u)
=

θ

1 + θ

∞
∑

n=0

(1 + θ)−nn = θ−1.

Pretože (1 + θ)−1 < 1, potom existuje ε > 0 také, že (1 + θ)−1(1 + ε) < 1
teda z vlastnosti (2.3) subexponenciálneho rozdelenia je

(1 + θ)−nF
n∗
I (u)

F (u)
≤ (1 + θ)−nK(1 + ε)n, u ≥ 0,

čo nám dovol’uje zamenit’ nekonečnú sumu a limitu na základe Lebesgueovej
vety o integrovatel’nej majorante.

Dôkaz môžeme nájst’ aj v [9], veta 1.3.6.

Q.E.D.

Zápis ψ(u) = θ(1 + θ)−1
∑∞

n=0(1 + θ)−nF n∗
I (u) nám na nájdenie pravde-

podobnosti ruinovania umožňuje použit’ teóriu vel’kých odchýlok na F n∗
I (u),

u→ ∞.
V [10] Mikosch a Nagaev ukázali, že pre F ∈ RV(α) môže byt’ konver-

gencia v (4.4) l’ubovol’ne pomalá.

Veta 4.3.2. Nech F ∈ RV(α). Predpokladejme, že µ−1F (x) = αlkx
−α−1,

xk < x ≤ xk+1, pre nejaké α > 2 a postupnosti (lk) a (xk) nezáporných č́ısel
takých, že lk ց l0 a xk+1/xk → ∞, pre k → ∞. Potom

∆(xk) =
ψ(xk)

FI(xk)
− θ−1 = θ−1

(

lk−1

lk
− 1

)

+O
(

x
−1/2
k

)

+O

((

xk

xk+1

)α)

.
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Dôkaz: [10], veta 6.1.

Subexponenciálne rozdelenia dobre popisujú rozdelenie náhodnej výšky
škody, ak pravdepodobnost’ vzniku vysokej škody nie je zanedbatel’ná. Vzorec
(4.4) nám dáva odhad pravdepodobnosti ruinovania, ak FI je subexpo-
nenciálne. Zaoberajme sa otázkou či to, že má výška škody subexponenciálne
rozdelenie (F ∈ S), znamená, že aj FI ∈ S alebo naopak. Všeobecná
odpoved’ na túto otázku je záporná. Neplat́ı ani jedna z implikácíı (FI ∈
S) ⇒ (F ∈ S), (F ∈ S) ⇒ (FI ∈ S). Ďalej uvedieme postačujúce pod-
mienky pre F tak aby FI ∈ S.

Celá kategória distribučných funkcíı RV patŕı medzi subexponenciálne
rozdelenia. Z tvrdenia 2.1.4 (Karamatovo tvrdenie) vieme, že F patŕı do RV
implikuje, že FI patŕı do RV teda aj FI patŕı do S.

K nasledujúcej vete, ktorú sme prebrali z [4], lemma 1.4.6, potrebujeme
pojmy riziková funkcia (hazard function) Q = − logF a riziková hustota
(hazard rate) q(x) = f(x)/F (x) pre distribučnú funkciu F s hustotou f .

Veta 4.3.3. Ak jedna z nasledujúcich podmienok plat́ı, potom FI ∈ S
a) lim supx→∞ xq(x) <∞,
b) limx→∞ q(x) = 0, limx→∞ xq(x) = ∞ a jedna z nasledujúcich podmienok
plat́ı

i) lim supx→∞ xq(x)/Q(x) < 1,
ii) q ∈ RV(δ), −1 ≤ δ < 0,
iii) Q ∈ RV(δ), 0 < δ < 1 a q je klesajúce,
iv) q klesá k nule, q ∈ RV(0) a Q(x) − xq(x) ∈ RV(1).

Medzi rozdelenia, pre ktoré plat́ı táto veta, patria Weibullovo rozdelenie
s parametrom τ ∈ (0, 1), Benktanderovo rozdelenie I. a II. typu a lognor-
málne rozdelenie.
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Kapitola 5

Simulovanie pravdepodobnosti
ruinovania

5.1 Paretovo rozdelenie výšky škody

Predpokladajme Cramér-Lundbergov model, v ktorom okamihy vzniku
poistných udalost́ı (škôd) tvoria homogénny Poissonov proces s intenzitou
λ. Potom má počet škôd, ktoré nastanú do času τ , Poissonovo rozdelenie
s parametrom λτ . Z vlastnosti Poissonovho procesu vieme, že ak poznáme
počet škôd do času τ , potom časy vzniku škôd sú nezávislé a majú rovnomer-
né rozdelenie na intervale [0, τ ]. Nech výšky škôd majú Paretovo rozdelenie
s parametrami a, α a distribučnou funkciou

F (x) = 1 −
(a

x

)α

, x > a, a, α > 0.

Paretovo rozdelenie je špeciálnym pŕıpadom zovšeobecneného Paretovho
rozdelenia s parametrami ξ = 1/α, µ = a a β = a/α.

Sledujeme vel’kost’ kapitálu v čase a hl’adáme minimálny počiatočný kapi-
tál, ktorý je potrebný k tomu, aby nedošlo k ruinovaniu do času τ . Vel’kost’

kapitálu je rizikový proces U(t) definovaný v podkapitole 4.3. Intenzitu c
obdržaného poistného urč́ıme podl’a prinćıpu strednej hodnoty takto c =
(1+ θ)λµ, kde µ je stredná hodnota výšky škody a θ označuje bezpečnostnú
prirážku. Pre daný počiatočný kapitál odhadneme pravdepodobnost’ ruino-
vania v konečnom čase ako počet simulácíı, pri ktorých došlo k ruinovaniu,
k počtu všetkých prevedených simulácíı.

Náhodne vyberieme počet škôd z Poissonovho rozdelenia. Potom vy-
berieme vektor časov vzniku škôd z rovnomerného rozdelenia. Časy vzniku
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škôd zorad́ıme a vygenerujeme vektor výšok škôd náhodne z Paretovho
rozdelenia. V časových okamihoch, kedy vznikli škody, sledujeme výšku
obdržaného poistného a súčet škôd, ich rozdiel nám urč́ı najnižšiu výšku
počiatočného kapitálu, pri ktorom ešte nedôjde k ruinovaniu (kapitál pois-
t’ovne je v danom čase nulový). Pre každú simuláciu nájdeme minimum z vy-
poč́ıtaných výšok počiatočného kapitálu a to je minimálny počiatočný kapitál
potrebný k tomu, aby nedošlo k ruinovaniu. Pre každý nižš́ı počiatočný
kapitál k ruinovaniu dôjde v danej simulácii, pre vyšš́ı nie.

Parametre voĺıme nasledujúcim spôsobom. V časovom úseku τ = 2000
máme Poissonov proces s intenzitou λ = 0,5. Výšky škôd majú Paretovo
rozdelenie s parametrami a = 4, α = 3, potom stredná škoda je µ = aα/(α−
1) = 6. Bezpečnostnú prirážku θ voĺıme vo výške 10%, potom intenzita
obdržaného poistného je c = (1 + θ)λµ = 3,3. Prevedieme 10 000 simulácíı.
Všetky výpočty a simulácie v tejto podkapitole rob́ıme v programe Wolfram
Mathematica 6 [13].

Pravdepodobnost’ ruinovania odhadneme aj pomocou (4.4). Predpoklady

50 100 150 200
u

2000

4000

6000

8000

10 000

simulácie

Obrázek 5.1: Počet simulácíı, pri ktorých nedošlo k ruinovaniu, pri danej
výške počiatočného kapitálu.
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vety 4.3.1 sú splnené. Spoč́ıtame integrovaný chvost Paretovho rozdelenia

FI(u) =
u

µ(α− 1)

(a

u

)α

, u > a, α > 1, a > 0

a pravdepodobnost’ ruinovania odhadneme takto

ψ(u) ∼ u

θµ(α− 1)

(a

u

)α

, u→ ∞, α > 1, a > 0. (5.1)

Na obrázku 5.1 je znázornený počet simulácíı, v ktorých nedošlo k rui-
novaniu v závislosti na výške počiatočného kapitálu. Pravdepodobnost’, že
k ruinovaniu nedôjde aj ked’ počiatočný kapitál je nulový, je odhadnutá ako
9,1%. Aby pravdepodobnost’, že dôjde k ruinovaniu, bola na úrovni 5%, 1%
a 0,1%, potrebujeme počiatočný kapitál vo výške 126,39, 201,62 a 376,86.
Aby nedošlo k ruinovaniu v žiadnej našej simulácíı, potrebujeme počiatočný
kapitál viac ako 1588,2, čo je približne 12,5-krát hodnota počiatočného kapi-
tálu potrebného k tomu, aby pravdepodobnost’ ruinovania bola 5%.

300 400 500 600
u

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

0.014

ΨHuL

Obrázek 5.2: Pravdepodobnost’ ruinovania v závislosti na počiatočnom
kapitále odhadnutá pomocou asymptotického vzorca (5.1) (čierna) a odhad-
nutá zo simulácíı (modrá).
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Obrázek 5.3: Porovnanie pravdepodobnosti ruinovania odhadnutej pomo-
cou asymptotického vzorca (5.1) (čierna) a odhadnutej zo simulácíı (modrá)
pre vysoké hodnoty počiatočného kapitálu.

Porovnanie výšky pravdepodobnosti ruinovania, ktorú sme odhadli po-
mocou vzorca (5.1) a na základe simulácíı pre daný vysoký počiatočný
kapitál, vid́ıme na obrázkoch 5.2 a 5.3. Približne do hodnoty 550 je pravde-
podobnost’ odhadnutá zo vzorca (5.1) nižšia ako pravdepodobnost’, ktorú
sme určili našimi simuláciami aj ked’ nad hodnotou 400 je už rozdiel vel’mi
malý. Nad hodnotou zhruba 750 je to naopak. To súhlaśı s tým, že odhad
pravdepodobnosti ruinovania pomocou vzorca (5.2) je len asymptotický a má
význam len pre vel’ké hodnoty počiatočného kapitálu u. Na určenie pravde-
podobnosti ruinovania sme v tomto pokuse spravili 100 000 simulácíı.

Na obrázku 5.4 vid́ıme, ako záviśı pravdepodobnost’ ruinovania na výške
počiatočného kapitálu pre tri rôzne vol’by parametrov τ a λ (modrá τ = 2000,
λ = 0,5, červená τ = 10 000, λ = 0,1 a zelená τ = 1000, λ = 1), pričom
ich súčin zostáva zachovaný teda, meńıme d́lžku sledovaného úseku a inten-
zitu vzniku škôd ale stredný počet škôd za sledovaný časový úsek je rov-
naký. Kedže meńıme intenzitu λ vzniku škôd, meńı sa nám aj intenzita c
obdržaného poistného. Vid́ıme len malú zmenu tvaru krivky. Pre vyššie hod-
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Obrázek 5.4: Pravdepodobnost’ ruinovania v závislosti na počiatočnom
kapitále pre rôzne vol’by parametrov λ a τ (modrá τ = 2000, λ = 0,5,
červená τ = 10 000, λ = 0,1 a zelená τ = 1000, λ = 1).

noty počiatočného kapitálu (nad 80) je pravdepodobnost’ ruinovania nižšia
pre vol’bu τ = 1000 a λ = 1 (zelená krivka) a vyššia pre vol’bu τ = 10 000
a λ = 0,1 (červená krivka) ako je pôvodná vol’ba parametrov τ = 2000
a λ = 0,5 (modrá krivka). Pre nižšie hodnoty (pod 60) je to naopak.

Ďalej študujeme závislost’ pravdepodobnosti ruinovania na strednej hod-
note výšky škody. Meńıme parameter a Paretovho rozdelenia a tým meńıme
aj strednú hodnotu µ a rozptyl σ2 výšky škody. Na obrázku 5.5 sa nachádzajú
tri krivky popisujúce závislost’ pravdepodobnosti ruinovania na počiatočnom
kapitále. Modrá krivka znázorňuje pôvodnú vol’bu parametrov Paretovho
rozdelenia a = 4, α = 3, pričom µ = 6 a σ2 = 12. Ďalej voĺıme a = 5, α = 3,
potom µ = 7,5 a σ2 = 18,75. Závislost’ pravdepodobnosti ruinovania pre
takúto vol’bu parametrov je vyznačená červenou farbou. Závislost’ pre vol’bu
a = 6, α = 3, kedy µ = 9 a σ2 = 27, je znázornená zelenou farbou. Vid́ıme,
že pre vyššiu strednú hodnotu je pri rovnakom počiatočnom kapitále pravde-
podobnost’ ruinovania vyššia a klesá k nule pomaľsie. Je to v súlade s tým,
čo by sme očakávali.
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Obrázek 5.5: Pravdepodobnost’ ruinovania v závislosti na počiatočnom
kapitále pre tri rôzne vol’by parametra a Paretovho rozdelenia (modrá a = 4,
α = 3, červená a = 5, α = 3 a zelená a = 6, α = 3).

a = 4 a = 5 a = 6
µ = 6 µ = 7,5 µ = 9

5% 126,39 166,5 199,9
1% 201,62 264,81 321,45

0,1% 376,86 466,09 549,72
0% 1588,2 855,69 1093,79

1 − ψ(0, τ) 9,1% 8,7% 9,16%

Tabulka 5.1: Počiatočný kapitál potrebný k tomu, aby pravdepodobnost’

ruinovania mala hodnotu 5%, 1% a 0,1%, minimálny kapitál potrebný k to-
mu, aby nedošlo k ruinovaniu v žiadnej našej simulácii a pravdepodobnost’,
že k ruinovaniu nedôjde pre nulový počiatočný kapitál (1−ψ(0, τ)), pre uve-
dené vol’by parametra a.

35



V tabul’ke 5.1 sú uvedené vypoč́ıtané hodnoty počiatočného kapitálu tak,
aby pravdepodobnost’ ruinovania bola na úrovni 5%, 1% a 0,1%. Vid́ıme,
že pre strednú hodnotu výšky škody µ = 9 je potrebný zhruba 1,5-násobok
kapitálu potrebného, ak je stredná hodnota µ = 6. Pravdepodobnost’, že ne-
nastane ruinovanie, je približne 9% vo všetkých pŕıpadoch. Pre porovnanie
uvádzame aj hodnotu počiatočného kapitálu potrebného k tomu, aby k rui-
novaniu nedošlo v žiadnej simulácíı pre danú vol’bu parametrov.

Zaoberáme sa aj vplyvom vel’kosti bezpečnostnej prirážky na pravde-
podobnost’ ruinovania. Ak zvyšujeme bezpečnostnú prirážku, zvýši sa in-
tenzita obdržaného poistného a pri zachovańı ostatných parametrov, by sa
mala pravdepodobnost’ ruinovania zńıžit’, pretože do času t obdrž́ıme vyššie
poistné ct ale stredná výška škody µ a intenzita λ vzniku škôd sú rovnaké.
Zvoĺıme bezpečnostnú prirážku na úrovni 15%, 20% a prevedieme d’aľsie
dve série simulácíı. Na obrázku 5.6 vid́ıme pravdepodobnost’ ruinovania
v závislosti na výške počiatočného kapitálu pre pôvodnú výšku bezpečnos-
tnej prirážky 10% (modrá krivka) a pre dve nové vol’by 15% (červená), 20%
(zelená). Pre vyššiu bezpečnostnú prirážku je pravdepodobnost’ ruinovania
nižšia pre daný počiatočný kapitál tak, ako sme predpokladali. Hodnoty
počiatočného kapitálu potrebného k pravdepodobnosti ruinovania 5%, 1%
a 0,1% a pravdepodobnost’, že k ruinovaniu nedôjde, sú zaṕısané v tabul’ke
5.2. Vid́ıme značný pokles hodnoty počiatočného kapitálu potrebného k to-
mu, aby bola pravdepodobnost’ ruinovania 5%, 1% a 0,1%. Pravdepodob-
nost’, že k ruinovaniu nedôjde, sa zvýšila z 9% až na takmer 17%.

θ = 10% θ = 15% θ = 20%

5% 126,39 88,63 70,5
1% 201,62 146,98 120,74

0,1% 376,86 294,25 250,57
0% 1588,2 498,36 840,02

1 − ψ(0, τ) 9,1% 13% 16,88%

Tabulka 5.2: Počiatočný kapitál potrebný k tomu, aby pravdepodobnost’ rui-
novania mala hodnotu 5%, 1% a 0,1%, minimálny kapitál potrebný k tomu,
aby nedošlo k ruinovaniu v žiadnej z našich simulácíı a pravdepobonost’,
že k ruinovaniu nedôjde pre nulový počiatočný kapitál (1−ψ(0, τ)), pre uve-
dené vol’by bezpečnostnej prirážky θ.
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Obrázek 5.6: Pravdepodobnost’ ruinovania v závislosti na počiatočnom
kapitále pre rôzne vol’by parametra θ, (modrá θ = 10%, červená θ = 15%
a zelená θ = 20%).

5.2 Ďaľsie rozdelenia

V tejto podkapitole skúmame, aký vplyv na pravdepodobnost’ ruino-
vania má rôzna vol’ba rozdelenia výšok škôd. Rizikový proces U(t) simu-
lujeme podobne ako v predchádzajúcej podkapitole a hl’adáme závislost’

pravdepodobnosti ruinovania na počiatočnom kapitále. Za rozdelenie výšok
škôd postupne voĺıme rozdelenia s t’ažkým chvostom: Paretovo, lognormálne,
loggama a Weibullovo rozdelenie a pridáme aj rozdelenie s l’ahkým chvostom
a to gama rozdelenie. Výsledky porovnáme.

Náhodne zvoĺıme počet škôd, k nemu potom časy vzniku škôd a výšky
škôd s tým, že počet škôd a časy vzniku škôd zostávajú rovnaké pri zmene
rozdelenia výšok škôd. Tým lepšie zachyt́ıme rozdiel v pravdepodobnosti
ruinovania pre rôzne rozdelenia výšok škôd.

Parametre τ , λ a θ ponecháme rovnaké ako v predchádzajúcej podkapi-
tole a vykonáme 10 000 simulácíı v programe Wolfram Mathematica 8 [14].
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Výšky škôd generujeme z Paretovho rozdelenia s parametrami a
.
= 1,9625

a α
.
= 2,2765, z lognormálneho rozdelenia s parametrami a

.
= 0,7771 a b

.
=

0,9753, z loggama rozdelenia s α
.
= 2,9786 a β

.
= 0,3433, z Weibulovho

s cW
.
= 0,3237 a τW = 0,8 a z gama s α

.
= 0,6294 a β

.
= 5,5611, potom

je pre každé rozdelenie stredná hodnota výšky škody µ = 3,5 a rozptyl
σ2 = 19,4639. Hustota lognormálneho rozdelenia má tvar

f(x) =
1√

2πbx
exp

{

−(log x− a)2

2b2

}

, a ∈ R, b > 0, x > 0.

Hustotu loggama rozdelenia uvažujeme v tvare

f(x) =
β−α

Γ(α)
(log x)α−1x−

1

β
−1, α, β > 0, x > 1.

Hustota gama rozdelenia je

f(x) =
β−α

Γ(α)
xα−1e−

x
β , α, β > 0, x > 0.
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Obrázek 5.7: Chvost distribučnej funkcie Paretovho (modrá), lognormálneho
(čierna), loggama (zelená), Weibullovho (červená) a gama (hnedá) rozdelenia
s parametrami, ktoré vedú na µ = 3,5 a σ2 = 19,4639.
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Chvosty uvažovaných rozdeleńı s danými parametrami sú znázornené
na obrázku 5.7. Vid́ıme, že najt’ažš́ı chvost má lognormálne a loggama rozde-
lenie, d’alej nasleduje Paretovo a Weibullovo a najl’ahš́ı chvost má gama
rozdelenie.

Na obrázku 5.8 je znázornená závislost’ źıskaných pravdepodobnosti rui-
novania na výške počiatočného kapitálu, ak majú výšky škôd Paretovo, log-
normálne, loggamma, Weibullovo a gama rozdelenie. Pre Paretovo rozdelenie
(modrá krivka) je pre ńızke hodnoty počiatočného kapitálu pravdepodob-
nost’ ruinovania najnižšia ale s rastúcou výškou počiatočného kapitálu klesá
najpomaľsie. Pre loggamma rozdelenie (zelená) je pravdepodobnost’ ruino-
vania vysoká pre všetky hodnoty počiatočného kapitálu. Ak majú výšky
škôd lognormálne (čierna), Weibullovo (červená) alebo gama (hnedá) rozde-
lenie potom s rastúcim počiatočným kapitálom pravdepodobnost’ ruinovania
rýchlo klesá. Rozdiel medzi Weibullovým a gama rozdeleńım je vel’mi malý.
Pre vysoké hodnoty počiatočného kapitálu je pre Paretovo a loggamma
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Obrázek 5.8: Pravdepodobnost’ ruinovania v závislosti na počiatočnom
kapitále pre Paretovo (modrá), lognormálne (čierna), loggama (zelená),
Weibullovo (červená) a gama (hnedá) rozdelenie výšok škôd.
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rozdelenie odhadnutá pravdepodobnost’ ruinovania vyššia ako pre lognor-
málne, Weibullovo a gama rozdelenie. Bĺızkost’ výsledkov pre Weibullovo
a gama rozdelenie zodpovedá tomu, že chvosty ich distribučných funkcíı
majú takmer rovnaký tvar, čo je znázornené na obrázku 5.7. Vid́ıme aj to,
že tieto dve rozdelenia majú najl’ahšie chvosty a aj najnižšiu pravdepodob-
nost’ ruinovania. Pre lognormálne rozdelenie sme pre vysoké hodnoty počia-
točného kapitálu odhadli len o niečo vyššiu pravdepodobnost’ ruinovania
ako pre Weibullovo rozdelenie ale ako vid́ıme na obrázku 5.7 jeho chvost je
t’ažš́ı ako chvost Weibullovho rozdelenia. Najvyššiu pravdepodobnost’ ruino-
vania pre vysoké hodnoty počiatočného kapitálu sme odhadli pre loggama
a Paretovo rozdelenie, tieto rozdelenia majú aj t’ažšie chvosty ako Weibullovo
a gama rozdelenie. Celkovo nie sú rozdiely medzi jednotlivými rozdelenia-
mi až tak výrazné, čo môže byt’ dané tým, že pre námi zvolený stredný
počet udalost́ı v sledovanom intervale (λτ = 1000) nastane vel’ká škoda len
v niekol’ko málo pŕıpadoch.

rozdelenie Paretovo lognormálne loggama Weibullovo gama

5% 127,81 150,93 150,16 144,57 144,99
1% 242,85 239,62 272,74 220,89 217,85

0, 1% 611,32 361,51 563,50 352,14 345,71
0% 3686,96 498,48 1575,25 487,30 479,68

1 − ψ(0, τ) 9,23% 9,51% 9,48% 9,54% 9,22%

Tabulka 5.3: Počiatočný kapitál potrebný k tomu, aby odhadnutá pravde-
podobnost’ ruinovania mala hodnotu 5%, 1% a 0,1%, minimálny kapitál
potrebný k tomu, aby nedošlo k ruinovaniu v žiadnej našej simulácii
a pravdepobonost’, že k ruinovaniu nedôjde pre nulový počiatočný kapitál
(1 − ψ(0, τ)), všetko pre uvedené rozdelenia výšky škôd.

Vypoč́ıtané hodnoty počiatočného kapitálu potrebného k tomu, aby prav-
depodobnost’ ruinovania bola na úrovni 5%, 1% a 0,1%, sa nachádzajú v ta-
bul’ke 5.3. Vid́ıme, že na úrovni 5% a 1% nie sú vel’ké rozdiely vo výške
potrebného počiatočného kapitálu. Na úrovni 5% potrebujeme vysoký počia-
točný kapitál pre loggamma a lognormálne rozdelenie a najnižš́ı je potrebný
pre Paretovo rozdelenie. Na 1% je najvyšš́ı potrebný počiatočný kapitál
pre loggama rozdelenie, najnižš́ı je pre gama rozdelenie. Aby bola pravde-
podobnost’ ruinovania 0,1% potrebujeme už pre Paretovo rozdelenie tak-
mer dvojnásobok počiatočného kapitálu potrebného pre gama rozdelenie.
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V tabul’ke 5.3 pre zauj́ımavost’ uvádzame aj odhadnutú pravdepodobnost’,
že k ruinovaniu nedôjde pre nulový počiatočný kapitál a kapitál potrebný
k tomu, aby k ruinovaniu nedošlo v žiadnej simulácíı. Odhadnutá pravdepo-
dobnost’, že k ruinovaniu nedôjde pre nulový počiatočný kapitál, je pre všet-
ky rozdelenia viac ako 9%, pričom najvyššia je pre Weibullovo rozdele-
nie a najnižšia je pre gama rozdelenie. Aby nedošlo k ruinovaniu v našich
simuláciách, potrebujeme najvyšš́ı počiatočný kapitál pre Paretovo rozde-
lenie až 3686,96 zatial’ čo pre gama a Weibullovo rozdelenie potrebujeme
kapitál vo výške len 479,68 respekt́ıve 487,30.
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Kapitola 6

Modelovanie vysokých škôd

Ak máme napozorované realizácie náhodnej veličiny a chceme pomocou
nich určit’ jej rozdelenie a špeciálne nás zauj́ıma pravdepodobnost’ vysokej
hodnoty, potom vel’mi dobrým modelom pre chvost rozdelenia je zovšeobec-
nené Paretovo rozdelenie. Práve takáto situácia nastáva v poist’ovńıctve,
kedy má poist’ovňa k dipoźıcíı napŕıklad dáta o vel’kostiach škôd z minulých
rokov a zauj́ıma ju rozdelenie výšky škody. Poist’ovňa nemuśı celé rozdelenie
poṕısat’ len jedným modelom ale často sa použ́ıva iný model na chvost a iný
na telo rozdelenia. Tento pŕıstup je vhodný napŕıklad ked’ dáta vykazujú
znaky rozdelenia s t’ažkým chvostom, potom model, ktorý dobre popisuje
celú vzorku, nemuśı dobre popisovat’ pravdepodobnost’ vysokej škody. Ne-
vhodný model, ktorý nadhodnocuje pravdepodobnost’ vzniku vysokej škody,
by sa premietol do výšky poistného a poist’ovňa by mohla stratit’ konkuren-
cieschopnost’ na trhu. Alebo naopak mohli by nastat’ ovel’a vyššie škody ako
odhadnutý model predpokladal a poist’ovňa by nemusela mat’ vytvorený
dostatočný kapitál na ich pokrytie. Potreba modelovat’ chvost rozdelenia
výšky škody vzniká aj ked’ sa poist’ovňa chce zaistit’ napŕıklad excess-of-loss
zaisteńım, aby poznala cenu zaistenia.

My máme k dispoźıcíı dáta z poistenia proti požiarom v Dánsku z rokov
1980 až 1990 očistené o mieru inflácie. Dáta sú dostupné ako danish v knižnici
SMPracticals v programe R [12]. Čiastky sú uvedené v miliónoch dánskych
korún. V našej vzorke je N = 2492 údajov. Boli zaznamenané len škody
viac ako 0,3 mil. dánskych korún. Teória vel’kých odchýlok sa zaoberá aj
pravdepodobnost’ou, že vznikne jedna vel’ká odchýlka, teda tým, aká je
pravdepodobnost’, že náhodná veličina X prekroč́ı vysokú hranicu. Preto,
aby sme zistitli pravdepodobnost’, že vznikne vysoká škoda, namodelujeme
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z dát chvost rozdelenia výšky škody v danom poistnom odvetv́ı v Dánsku.
Dáta považujeme za realizáciu náhodného výberu. V tabul’ke 6.1 uvádza-

me základné empirické štatistické údaje a na obrázku 6.1 je histogram loga-
ritmicky transformovaných dát. Vid́ıme, že aj logaritmicky transformované
dáta sú zošikmené doprava.

stredná hodnota 3,0627 šikmost’ 19,8961
smerodajná odchylka 7,9767 25% kvantil 1,15718

minimum 0,3134 50% kvantil 1,63351
maximum 263,25 75% kvantil 2,64398

Tabulka 6.1: Základné empirické štatistické údaje dát.
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Obrázek 6.1: Histogram logaritmicky transformovaných dát.

Najprv zist́ıme, či naše dáta majú znaky t’ažkého chvosta. Vytvoŕıme graf
empirickej funkcie strednej hodnoty prekročenia podl’a (2.6) a QQ graf empi-
rického rozdelenia oproti exponenciálnemu rozdeleniu. QQ graf je paramet-
rický nákres, v ktorom sa vykresl’uje kvantil empirickej distribučnej funkcie
na horizontálnu os oproti kvantilu exponenciálneho rozdelenia na vertikál-
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nej osi. Vykresl’ujú sa body
{(

X(k), F
−1
exp

(

k

N + 1

))

, k = 1, . . . , N

}

,

kde X(k) je k-té pozorovanie zo vzostupne zoradeného náhodného výberu
a F−1

exp sme označili kvantilovú funkciu exponenciálneho rozdelenia s para-
metrom λ = 1:

F−1
exp(α) = − log(1 − α)

λ
, α ∈ (0, 1).
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Obrázek 6.2: Graf empirickej funkcie strednej hodnoty prekročeńı pre dáta
z poistenia proti požiarom v Dánsku.

Na obrázku 6.2 je znázornená empirická funkcia strednej hodnoty prekro-
čenia vypoč́ıtaná z našich dát. Vieme, že pre náhodnú veličinu s exponenciál-
nym rozdeleńım je funkcia strednej hodnoty prekročenia konštantná a pre ná-
hodnú veličinu s rozdeleńım s t’ažkým chvostom rastie do nekonečna. Vid́ıme,
že vypoč́ıtaná empirická funkcia strednej hodnoty prekročenia má rastúci
trend. Rozdelenie, z ktorého pochádza náš náhodný výber, má teda t’ažš́ı
chvost ako exponenciálne rozdelenie. Na obrázku 6.3 je pŕıslušný QQ graf.
Ak by náš výber pochádzal z exponenciálneho rozdelenia, potom by body
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Obrázek 6.3: QQ graf empirického rozdelenia dát z poistenia proti požiarom
v Dánsku oproti exponenciálnemu rozdeleniu.

ležali na priamke, ale my z konkávneho zakrivenia usudzujeme, že skúmané
rozdelenie má t’ažš́ı chvost ako exponenciálne rozdelenie.

Ukázali sme, že naše dáta pochádzajú z rozdelenia s t’ažkým chvostom,
preto prekročenia hranice u môžeme na základe Balkemaovej-de Haanovej-
Pickandsovej vety, vid’ (2.7), modelovat’ zovšeobecneným Paretovým rozde-
leńım. Muśıme určit’ hranicu u, od ktorej budeme modelovat’. Pri vol’be u
máme dva protichodné ciele. Potrebujeme zvolit’ u dost’ vysoké, aby sme za-
chovali v platnosti tvrdenie vety, ale ak zvoĺıme u pŕılǐs vysoké, potom ne-
budeme mat’ dost’ pozorovańı, aby sme presne odhadli kvantily rozdelenia.
Pri vol’be hranice u nám pomôže graf empirickej funkcie strednej hodnoty
prekročenia. V podkapitole 2.4 sme vypoč́ıtali tvar funkcie strednej hodnoty
prekročenia pre zovšeobecnené Paretovo rozdelenie. V premennej u je to
lineárna funkcia, preto na grafe empirickej funkcie strednej hodnoty prekro-
čenia (obrázok 6.2) hl’adáme bod u tak, že na intervale [u,∞) má ên pri-
bližne lineárny tvar. Vid́ıme, že v priebehu ên nenastávajú vel’ké zmeny,
zhruba nad hodnotou 18 už rastie s konštantnou smernicou.
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Pomôže nám aj vlastnost’ stability zovšeobecneného Paretovho rozdele-
nia. Ak nakresĺıme graf závislosti parametra ξ odhadnutého pomocou metó-
dy maximálnej vierohodnosti na vol’be hranice u, mal by sa graf stabilizovat’

v bode u, od ktorého sa náhodná veličina [X − u|X > u] správa podl’a zo-
všeobecneného Paretovho rozdelenia, pretože podl’a vlastnosti stability, ak sa
náhodná veličina [X − u|X > u] správa podl’a zovšeobecneného Paretovho
rozdelenia, potom s rastúcou hranicou u sa parameter ξ nemeńı. Na obrázku
6.4 vid́ıme odhadnutý parameter ξ pre výšky hranice u od 5 do 25 s krokom
0,1. Od hranice u = 18 má parameter ξ hodnotu okolo 0,7. Pre porovnanie
zvoĺıme ešte jednu hodnotu hranice, od ktorej budeme modelovat’, a to u = 6.

5 10 15 20 25
u

0.2

0.4

0.6

0.8

Ξ

Obrázek 6.4: Parameter ξ v závislosti na výške hranice u.

Zvolili sme dve hranice 18 a 6. Pozorovańı s hodnotou väčšou ako 18 je
v našej vzorke 46, čo je 1,85%, pozorovańı s hodnotou väčšou ako 6 máme
185, čo je 7,42%. Pozorovania, ktoré prekračujú zvolené hranice, budeme
považovat’ za náhodný výber zo zovšeobecneného Paretovho rozdelenia s dis-
tribučnou funkciou tvaru

Gξ;u,β(x) = 1 −
(

1 + ξ
x− u

β

)−1/ξ

, x > u.
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Hranica u má hodnoty 18 resp. 6. Parametre ξ a β odhadneme metódou
maximálnej vierohodnosti. Všetky výpočty uskutočňujeme v programe Wol-
fram Mathematica 8 [14]. V tabul’ke 6.2 máme zaṕısané hranice u, pre ne
odhadnuté parametre a hodnotu D, čo je najväčšia vzdialenost’ empirickej
distribučnej funkcie od odhadnutej distribučnej funkcie,

D = sup
x∈P

|Gξ̂;u,β̂(x) −Gemp(x)|,

kde P je množina našich pozorovańı.

hranica u ξ̂ β̂ D
18 0,7350 7,3504 0,0616
6 0,4699 5,8457 0,0328

Tabulka 6.2: Odhady parametrov modelu pre obe hranice a hodnota D.

Na obrázkoch 6.5 a 6.6 máme zakreslenú empirickú distribučnú funkciu
v pozorovaniach (modré body) a distribučnú funkciu odhadnutého rozdelenia
(červená krivka) pre hranicu 18 a 6. Vid́ıme, že v oboch pŕıpadoch odhadnuté
rozdelenie dobre aproximuje modelované pozorovania. To plynie aj z ńızkej
hodnoty D pre oba modely.

Aby sme overili správnost’ odhadnutých modelov, na obrázkoch 6.7 a 6.8
sú znázornené QQ grafy empirického rozdelenia oproti odhadnutému rozde-
leniu. Ak odhadnutý model dobre popisuje modelované dáta, mali by body
na grafe ležat’ približne na priamke, vid́ıme, že to pre naše modely plat́ı.

Zovšeobecneným Paretovým rozdeleńım Gξ̂;u,β̂ sme odhadli podmienené
rozdelenie náhodnej veličiny [X − u|X > u]. Odhad rozdelenia pôvodnej
náhodnej veličiny X nad vysokou hranicou u dostaneme zo vzt’ahu

F (x) = [1 − P (X ≤ u)]Fu(x− u) + P (X ≤ u), x ≥ u,

tak, že Fu(x − u) odhadneme pomocou Gξ̂;u,β̂(x) a za P (X ≤ u) dosad́ıme
Nu/N , kde N znač́ı počet všetkých pozorovańı a Nu je počet pozorovańı,
ktoré neprekročili hranicu u,

F̂ (x) =

(

1 − Nu

N

)

Gξ̂;u,β̂(x) +
Nu

N
, x ≥ u.

Ked’ poznáme odhad rozdelenia náhodnej veličiny X, môžeme l’ahko
spoč́ıtat’ odhady kvantilov jej rozdelenia. V tabul’ke 6.3 uvádzame odhady
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Obrázek 6.5: Empirická a odhadnutá distribučná funkcia pre model s hra-
nicou u = 18.
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Obrázek 6.6: Empirická a odhadnutá distribučná funkcia pre model s hra-
nicou u = 6.
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Obrázek 6.7: QQ graf empirického rozdelenia oproti odhadnutému rozdeleniu
pre model s hranicou u = 18.
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Obrázek 6.8: QQ graf empirického rozdelenia oproti odhadnutému rozdeleniu
pre model s hranicou u = 6.
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kvantilov pre oba naše odhadnuté rozdelenia a empirické odhady kvan-
tilov. Pre model, v ktorom aproximujeme rozdelenie náhodnej veličiny [X −
u|X > u] nad hranicou 18, neuvádzame 95% kvantil, pretože týmto modelom
popisujeme len 1,85% pozorovańı, ktoré ležia nad hranicou 18.

kvantil u = 6 u = 18 empirický
95% 8,54 8,45
99% 25,47 23,69 24,97

99,5% 37,76 34,12 32,47
99,9% 87,72 93,25 144,66

Tabulka 6.3: Odhady kvantilov pre modely s hranicou 6 a 18 a empirické
odhady kvantilov náhodnej veličiny X popisujúcej výšku škody.

Ak Sn označuje čiastočný súčet nezávislých rovnako rozdelených náhod-
ných velič́ın s distribučnou funkciou F , potom pravdepodobnost’, že Sn pre-
kroč́ı x, je chvostom n-násobnej konvolúcie F n∗(x). Podl’a kapitoly 3 môžeme
pre vysoké hodnoty x aproximovat’ F n∗(x) pomocou nF (x). Na obrázku 6.9
vid́ıme nF (x) pre náš model s hranicou u = 6, za n zvoĺıme hodnotu 50.
Obrázok 6.9 zobrazuje náš odhad pravdepodobnosti vzniku vel’kej odchýlky.

Mat’ dobrý model pre chvost rozdelenia náhodnej veličiny X, ktorá v na-
šom pŕıpade reprezentuje výšku škody, je podstatné napŕıklad pri oceňovańı
zaistenia alebo pri stanoveńı hodnoty v riziku (value at risk). Model vy-
tvorený pomocou zovšeobecneného Paretovho rozdelenia sa opiera o silné
teoretické predpoklady. Naše odhadnuté modely vel’mi dobre popisujú za-
dané dáta. Nesmieme však zabúdat’, že tieto modely vychádzajú z minulosti
a pri ich tvorbe predpokladáme, že budúcnost’ bude rovnaká ako minulost’,
a nepredpokladáme zmeny v správańı sa náhodnej veličiny X.
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Obrázek 6.9: Aproximácia chvostu celkového úhrnu n škôd pomocou n-
násobku chvostu namodelovanej distribučnej funkcie, n = 50.
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Kapitola 7

Záver

V našej práci sme študovali teóriu vel’kých odchýlok pre rozdelenia s t’až-
kými chvostami. Venovali sme sa jej použitiu pri vol’be bezpečnostnej priráž-
ky, v zaisteńı a v teóríı ruinovania. Ukázali sme, kde sa vyskytuje pravde-
podobnost’ vel’kej odchýlky. Teóriu vel’kých odchýlok sme využili k odhadu
pravdepodobnosti ruinovania a zaoberali sme sa podmienkami na rozdelenie
náhodnej výšky škody, ktoré sú potrebné, aby odhad platil.

Simulovali sme výšky a časy vzniku škôd, sledovali sme výšku kapitálu
poist’ovňe a pri akom počiatočnom kapitále dôjde k ruinovaniu. Študovali
sme ako sa zmeńı pravdepodobnost’ ruinovania pri zmene parametrov modelu
a aj pri zmene rozdelenia výšky škody.

Z reálnych dát sme namodelovali chvost rozdelenia výšky škody zovšeo-
becneným Paretovým rozdeleńım. Z odhadu rozdelenia výšky škody sme
určili odhady kvantilov a ukázali sme, ako určit’ odhad pravdepodobnosti
vzniku vel’kej odchýlky.

V práci by sa dalo pokračovat’ nájdeńım d’aľśıch aplikácíı teórie vel’kých
odchýlok.
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