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1. Uvod

V nasledujicim textu se budeme zabyvat kreslenim rovinnych grafi tak, aby
jejich vnitini stény mély predepsané obsahy. Budeme pritom pracovat s kone¢nymi
grafy bez smycek a nasobnych hran. Nebudeme definovat zakladni pojmy jako napft.
graf, cesta nebo souvislost. Definice, které pouzivame, se shoduji napriklad s témi
z knizky Kapitoly z diskrétni matematiky [MNO7].

V nasledujicich odstavcich si nadefinujeme zakladni pojmy tykajici se kresleni
grafii a uvedeme znéni nékolika dilezitych tvrzeni.

1.0.1. Definice. Oblouk je podmnozina euklidovské roviny ve tvaru ¢[[0,1]], kde
¢ :[0,1] = R? je n&jaké spojité prosté zobrazeni uzavieného intervalu [0,1] do ro-
viny. Body ¢(0) a ¢(1) nazyvame koncovymi body oblouku. Topologickd kruznice
je oblouk, jehoz koncové body splyvaji.

1.0.2. Definice. Nakresleni grafu je dvojice zobrazeni, ktera vrcholim grafu pfi-
fazuje navzdjem ruzné body roviny (obrazy vrcholi) a kazdé hrané {u,v} oblouk
(obraz hrany), jehoz koncovymi body jsou obrazy vrcholi u a v.

Nakresleni je rovinné, pokud v priniku obrazi dvou riznych hran lezi pouze
obrazy vrcholi spole¢nych obéma hranam a kazdy obraz vrcholu lezici v néjakém
obrazu hrany je jeho koncovym bodem.

Uzavérim oblasti, na které déli rovinu sjednoceni obrazi vrcholti a hran, bu-
deme tikat stény. Nakresleni ma praveé jednu sténu, které neni omezena, tu budeme
nazyvat vnéjsi sténa. Ostatni jsou vnitrni steny.

Vrcholim a hrandm, jejichz obrazy lezi na (topologické) hranici stény, budeme
fikat jeji hranic¢ni vrcholy a hrany a ptislusny podgraf budeme nazyvat (kombina-
torickou) hranici stény.

Hranice stény mize byt obecné docela slozitd (uvazme napiiklad nakresleni
stromu), ale jak ukaZe nésledujici véta, pro dostatetné propojené grafy plati, Ze je
kazda sténa ohranic¢ena kruznici.

1.0.3. Definice. Graf je (vrcholové) k-souvisly, pokud mé alespon k + 1 vrcholi a
pokud je souvisly po odebrani libovolnych méné nez k vrchold a vSech hran, které
z nich vedou.

1.0.4. Véta. V kazdém rovinném nakresleni 2-souvislého grafu je kazda sténa ohra-
nic¢ena kruznici.

Diikaz. Viz Diestel [Die06] strana 89, tvrzeni 4.2.6. \V4
1.0.5. Definice. Graf nazyvame rovinngm grafem, pokud ma alespon jedno rovinné
nakresleni.

1.0.6. Definice. Jsou-li hranice stén kruznice, mizeme kazdé sténé pritadit vrcholy
cyklicky uspotadané tak, jak lezi na kruznici. Mnoziné téchto cyklickych posloup-
nosti budeme tikat kombinatorickd struktura nakresleni.

1.0.7. Véta. Vsechna nakresleni 3-souvislého rovinného grafu maji (az na obraceni

porfadi vrcholt ve vSech sténéch a urceni toho, ktera sténa je vnéjsi) stejnou kom-
binatorickou strukturu.

Diikaz. Viz Diestel [Die06] strana 96, véta 4.3.2. \V4
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1.0.8. Definice. Rovinny graf nazveme mazimdlnim, pokud prestane byt rovinnym
grafem pridanim libovolné hrany. Kazdy maximalni rovinny graf, ktery ma aspon
¢tyti vrcholy, je 3-souvisly a jeho stény jsou ohraniceny trojuhelniky. Takovy graf
nazyvame triangulace.

1.0.9. Véta. (Eulerova formule)

Necht mé souvisly graf n vrchold, m hran a [ stén. Potom n —m + [ = 2.

Diikaz. Viz Diestel [Die06] strana 91, véta 4.2.9. \V4
1.0.10. Véta. Kazda triangulace na n vrcholech méa 3n — 6 hran.

Dikaz. Dikaz je jednoduchym diisledkem Eulerovy formule, viz Diestel [Die06]
strana 91, dusledek 4.2.10.

Prestoze existence rovinného nakresleni vypada na prvni pohled jako topolo-
gicky problém, plyne pouze z kombinatorickych vlastnosti grafu:

1.0.11. Véta. (Kuratowského véta)
Graf je rovinny pravé tehdy, kdyZ neobsahuje jako minor K5 nebo Kj ;.

Diikaz. Viz Diestel [Die06] strana 101, véta 4.4.6. \V4

1.0.12. Definice. Useckové nakresleni grafu je takové nakresleni, v kterém jsou
vSechny obrazy hran tsecky.

1.0.13. Véta. Kazdy rovinny graf o n vrcholech ma tseckové nakresleni v miizce
o velikosti n x n.

Diikaz. Viz Schnydertuv ¢lanek [Sch90]. v

Jsou znamy algoritmy, které dokazi rozhodnout, jestli je graf rovinny, v linear-
nim ¢ase. Prvni takovy algoritmus ukazal Tarjan v [TH74], od té doby byly objeveny
i jednodussi algoritmy, jeden takovy je popsan v [BM04]. Existuje i mnoho speci-
alizovanych algoritmi na kresleni rovinnych grafi s dalsimi pfidanymi pozadavky.
Jako piiklad uvedeme useckovd nakresleni rovinnych grafi do miizky (tak, aby
obrazy vrcholi mély celo¢iselné souradnice). O tomto a velkém mnozstvi dalsich
algoritmi se lze docist napf. v knize [DBETT99].

My se budeme zabyvat problémem, jak k danému grafu a kombinatorické struk-
tufe nakresleni najit takové nakresleni, aby jeho stény byly konvexni mnohothelniky
s predepsanymi obsahy. Budeme studovat pouze triangulace, protoze ani u nich za-
tim neni znamo, které grafy s predepsanymi podminkami nakreslit lze, a které ne.
Pokud v dalsim textu budeme mluvit o grafu, vzdy budeme mit na mysli trian-
gulaci. Zminime-li se o nakresleni, vzdy budeme uvazovat o rovinném useckovém
nakresleni.



2. Nakresleni se stejné velkymi sténami

Je zndmo, Ze existuji takové grafy (viz Thomasseniv ¢lanek [Tho92)), které
nelze nakreslit do roviny tak, aby mély vSechny jejich vnitini stény stejné velké
obsahy. V této kapitole se budeme zabyvat tim, jak takové grafy hledat. Nejprve se
pokusime problém, jak ovéfit, ma-li graf zadané nakresleni, fesit pomoci genetického
algoritmu. Potom vysledky tohoto hledani podpofime vypoctem.

2.1. Hledani nakresleni se stejné velkymi sténami

Mame-li graf, o kterém si myslime, Ze neméa nakresleni se stejné velkymi sté-
nami, mizeme to zkusit dokazat. K tomu se ale dostaneme az v zavéru této kapitoly.
Nejdfive néjaky takovy graf musime najit.

K odhadu, jestli ma graf pozadované nakresleni nebo ne, pouzijeme heuristiku
zaloZenou na genetickém algoritmu. Ten dostane na vstup graf a néjaké jeho na-
kresleni. Bude si udrzovat populaci fadoveé tisicii nakresleni, ktera necha nahodné
mutovat. Neperspektivni nakresleni zahodi a nahradi je novymi, vzniklymi zk¥ize-
nim néjaké nahodné dvojice jinych nakresleni.

Jadrem algoritmu je funkce Ohodnot, kterd pro dané nakresleni grafu vrati jeho
hodnoceni — realné cislo, které klesa k nule s tim, jak se velikosti stén nakresleni

k sobé blizi.
2.1.1. Algoritmus. (Ohodnot)

Vstup: Nakresleni grafu G
1. avg < prumeérny obsah stény G
2.5+0
3. Pro kazdou sténu s; grafu G:
4. s < s+ (Obsah(s;) — avg)?
Vystup: s/avg?

Vybér této hodnotici funkce neni podlozen zadnou teorii, to, ze se chova slusné,
vyplynulo z experimentii. Nyni se mizeme podivat na cely algoritmus. Béhem celého
vypoctu budeme pracovat s polem p, v kterém budeme uchovavat vsech z nakresleni,
s kterymi pracujeme, a jejich ohodnoceni.

2.1.2. Algoritmus. (Najdi nakresleni s ptiblizné stejné velkymi sténami)

Vstup: Graf GG, jeho nakresleni a kombinatoricka struktura, cilové hodno-
ceni, které ma nakresleni spliiovat

1. Vytvof pole p = (py,...,p.) tak, aby obsahovalo z kopii vstupniho
nakresleni.

2. Opakuj:

3 Pro kazdou polozku pole p: Ohodnot(p;)
4. Setfid p podle hodnoceni nakresleni.
5

Pokud je hodnoceni p; lepsi nez cilové hodnoceni, vrat p; jako
vysledek.

6. Pro kazdou polozku p; v nejhtite hodnocené pétiné pole p:
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7. Vyber dvé ndhodna (lepsi s vyssi pravdépodobnosti) nakres-

leni z p.
8. Zpruméruj soutadnice vSech vrcholi, uloz do p;.
9. Dokud neziskdme takové nakresleni, které neporusuje rovin-
nost, opakuj predchozi dva kroky.
10. Pro kazdou polozku pole p:
11. Vyber ndhodny pocet vrchold a posun jejich souradnice o na-

hodnou vzdalenost.

12. Dokud neziskame takové nakresleni, které neporusuje rovin-
nost, opakuj pfedchozi krok.

Vystup: Nakresleni s pozadovanym nebo lepsim hodnocenim

Pro grafy, které maji pozadované nakresleni, nas algoritmus obvykle generuje
nakresleni ohodnocena piiblizné 0.0001. Na nésledujicich obrazcich osmisténu mi-
zeme nahlédnout, jak se s klesajicim hodnocenim nakresleni ptiblizuji obsahy stén.

A4

0.812812 0.012951 0.000153

Obr. 1: Ruizna nakresleni osmisténu s klesajicim ohodnocenim

Grafim, které se se stejné velkymi sténami nakreslit nedaji, vygeneruje algo-
ritmus nakresleni s hodnocenim kolem 0.01, jeden takovy si mtzeme prohlédnout
na nasledujicim obrazku.

Obr. 2: Graf bez pozadovaného nakresleni. Ptiblizeni s hodnocenim 0.014002.

Nyni tedy mame k dispozici nastroj, ktery nam pomiize odhadnout, jestli je
pro dany graf lepsi pozadované nakresleni zkouset hledat nebo radéji dokazovat, ze
neexistuje. PTi feseni této tlohy se neobejdeme bez soustav polynomialnich rovnic
vice proménnych, v dalsi sekci si proto struc¢né projdeme, jak je fesit. V zavérecné
sekci konecné ziskame graf, ktery neni mozné nakreslit se stejné velkymi sténami a
dokazeme to o ném.



Nakresleni graft, ktera algoritmus generuje, vypadaji sice celkem pékné, ale je
na nich znat, ze optimalizuje jen pro velikosti ploch, a ne i pro velikosti hli. Pokud
bychom jej chtéli pouzivat v praxi na generovani esteticky prijatelnych nakresleni,
museli bychom do hodnotici funkce zapracovat jesté preferenci nakresleni s ostrymi
uhly.

2.2. Grobnerovy baze a soustavy polynomialnich rovnic

V dalsim textu se budeme zabyvat tim, jak pomoci Grobnerovych bazi fesit sou-
Buchbergerova algoritmu pro jejich hledani, lze najit v Heckové ¢lanku [Hec97]. Sa-
motné hledani bazi a feseni soustav rovnic potom prenechame implementaci tohoto
algoritmu v programu Mathematica.

Mame-li polynom ve vice proménnych, potiebujeme si nejprve na jeho ¢lenech
nadefinovat usporadani, které budeme znacit <. Moznosti, jak to udélat, je vice, je
tfeba jen zajistit, aby toto usporadani mélo nasledujici vlastnosti:

e 1 <t pro kazdy nekonstantni ¢len ¢ # 1,
® s <t=s-u=t-upro vsechny cleny s, ¢, u.

Casto se pouzivéa lexikografické usporadani.

2.2.1. Definice. Pro kazdy nenulovy polynom p definujeme pocédtecni clen lt(p) jako
maximalni ¢len mezi vSemi cleny p.

2.2.2. Definice. Mame-li nenulové polynomy p, p, q, fekneme, Ze p se redukuje na p
modulo q a znac¢ime p —, p, pokud v p existuje takovy Clen ¢, ktery je délitelny

pocatecnim ¢lenem g a p = p — Wt) -q.

Necht je @ = {q1,¢o,- .., ¢,} mnozina polynomut. Polynom p se redukuje na p
modulo ), pokud v @) existuje takovy polynom ¢;, pro ktery p —, p. Normdini
forma wvzhledem ke @) je polynom, ktery ziskdme po konecném poctu redukci, a
ktery neobsahuje zadny clen délitelny nékterym z pocatecnich ¢lent polynomi z Q).
Normalni forma nemusi byt jednoznacné urcena.

2.2.3. Definice. Konefnd mnozina polynomu @) je Grébnerova bdze, pokud je pro
kazdé p norméalni forma p modulo () jednoznac¢né urcena.

2.2.4. Véta. Pro kazdou mnoZinu polynomt {p;,...,p;} a kazdé uspofadani <
existuje Grobnerova béze {qi, ..., q,} takova, Ze soustava rovnic
p(e,.yxy) = .. =p(x1,...,2,) =0

ma stejna feseni jako soustava
QT Ty) = oo = qp(x,. .., 2,) = 0.
2.2.5. Priklad. Soustava rovnic

B+ y4+2=0
Y+ +r4+2=0
24 24+2=0



ma pii pouziti lexikografického usporadani Grobnerovu béazi

{166 + 273z + 2722% 4 1602> + 3627,
— 142 4 43y — 160z — 1042* — 182,
138 + 43z + 1242 + 1582% + 722°}.

Je zfejmé, Ze najit feSeni soustavy polynomut z Grébnerovy baze je mnohem snazsi
nez snazit se jej ziskat z pivodni soustavy, protoze prvni polynom béaze obsahuje
pouze proménnou z, druhy jen y a z a az tfeti vSechny, takze si mizeme snadno
spocitat z prvni rovnice z, potom z druhé y a nakonec z tieti x.

2.3. Vypocet nakresleni se stejné velkymi sténami

V sekci 2.1 jsme zjistili, Ze existenci nakresleni osmisténu se stejné velkymi
sténami miizeme ocekdvat. Zkusime tedy takové nakresleni najit.

Potom se poohlédneme po néjakém predpisu pro velikost stén takovém, ze
nakresleni nebude existovat. Kdyz se ndm to podafi, zkusime pridat do osmisténu
néjaké dalsi vrcholy tak, abychom dostali graf, ktery nelze nakreslit se stejnymi
velikostmi stén.

Obr. 3: Osmistén

Budeme hledat soufadnice bodia A, B,C, XY, 7 (viz obrazek). Bez jmy na
obecnosti si pro né miizeme predepsat néjaké dodatecné omezujici podminky. Posu-
nuti ¢ otoceni trojuihelniku nezméni jeho obsah, regularni linearni zobrazeni zméni
obsahy vsech trojuhelnikt stejné: vynasobi je hodnotou determinantu zobrazeni.

Néktery z bodi nakresleni si tedy mizeme polozit do pocatku, necht je to
bod Z. Otocit si nakresleni mtzeme rovnéz libovolné, bod X proto muize lezet
na ose x. Potom si miizeme vybrat takové zvétseni ve sméru osy x, které bod X
zobrazi na soufadnice [1,0], a takové zkoseni, které zachovavd osu x (a tedy jiz
zvolené polohy bodi X a Z) a bod Y zobrazi na osu y. Zménéné velikosti ob-
saht kompenzujeme zvétsenim v y-ovém sméru. (Kdyby nas zajimaly jen vzajemné
poméry obsaht, a ne konkrétni velikosti, mohli bychom si zafixovat i bod Y.)
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Nyni nam zbyva najit celkem sedm soufadnic a mame predepsano sedm ob-
sahil stén. Sestavime si tedy soustavu sedmi rovnic o sedmi neznamych a pokusime
se ji vyresit. Obsahy budeme pocitat pomoci determinanti. Mame-li trojihelnik
s vrcholy [0, 0], [x1, z2] a [y1, y2], jeho orientovany obsah dostaneme jako

T1 T2
Y1 Yo

S:

1
2

Takto tedy vypadaji nase rovnice:

ay; =1 (AAZY)
—ci(ag — ) — (a1 —¢1)(yp — o) =1 (AAYC)
(ag —by)(cy —by) — (a; —by)(ca — b)) =1 (AACB)
ashy —aby =1 (AABZ)
bo(cy —1)—(by — 1)y =1 (ABCX
bp=1 (ABXZ)
—(c;r =Dy —co =1 (ACYX)
Jejich Grobnerova béaze:
{8 — 6cy + 3,
— 64 Tcy + cq,
— 64 as + ¢,
—147ay,
— 7+,
— 1+ by,
by — ¢}
Resent:
1 2 4
a; = ?,az =4,b = ?,bz =1,¢ = ?,cz =2,y =7
1 4 2
a; = ?,aQ =2,b = ?,b2 =1, = ?,02 =4,y =7

Obr. 4: Dvé nakresleni osmisténu se stejné velkymi sténami
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Nyni se pokusime najit néjaky graf, ktery nema nakresleni se stejnymi obsahy
stén. Vyjdeme z osmisténu a najdeme takové ohodnoceni obsahii vSech jeho stén,
aby vyse uvedena soustava rovnic nemeéla feseni. Budeme se pritom snazit, aby
velikosti téchto predepsanych obsahi byla licha celd cisla, protoze potom mutzeme
snadno pridat dalsi vrcholy tak, aby se nam stény s vétsim obsahem nez 1 rozpadly
na stény s jednotkovym obsahem.

Jedno takové ohodnoceni prirazuje sténdm AY C' a ABZ velikost 3 a ostatnim
velikost 1. Grobnerova baze této soustavy rovnic je

{36 — 20c, + 3c3,
— 104 11¢y + ¢4,
— 30 + 4ay + 3co,
— 1+ 1lay,
— 11+ yo,
— 1+ by,
— 10+ 33b; — 3¢y}

Jiz z toho, ze diskriminant prvniho polynomu je zaporny, je zfejmé, ze soustava
rovnic nema realné feseni.

Pokud tedy pridame ke grafu dalsi dva vrcholy, jejich obrazy umistime do téchto
stén a k vrcholim, jejichz obrazy jsou body A,Y,C a A, B, Z je ptipojime hranami,
ziskame hledany graf.

Obr. 5: Hledany graf
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3. Grafy s predepsanymi obsahy stén

V prvni sekci této kapitoly ukazeme, ze nékteré grafy maji nakresleni pro jaké-
koliv predepsané obsahy stén. Potom se naopak budeme vénovat grafiim, které tuto
podminku nespliuji. Budeme pracovat s hypotézou, ze mezi né patii triangulace,
které maji vSechny stupné vétsi nez tii. Hypotézu nakonec vyvratime.

3.1. Grafy, které lze nakreslit s libovolnymi obsahy stén

V Thomassenové ¢lanku [Tho92| je dokézano, ze kazdy kubicky rovinny graf
ma useckové nakresleni pro libovolné predepsané obsahy stén. Tento diikaz je veden
pomérne slozitym rozborem pfipadi, v kterém je nejprve pro kazdy pripad nalezeno
néjaké nekorektni nakresleni (takové, které vrcholy grafu muze zobrazit na obrazy
jinych vrcholi nebo na obraz hrany, na které vrchol nelezi) a potom se ukaze, Ze
existence tohoto nakresleni zarucuje i existenci korektniho nakresleni, v kterém jsou
vSechny predepsané obsahy zachovany.

Dalsi zajimavé triangulace, které je mozné nakreslit s libovolnymi predepsanymi
obsahy stén, 1ze zkonstruovat takto:

3.1.1. Definice. Rekurzivni triangulace je takova triangulace, kterou lze zkonstru-
ovat nasledujicim zpisobem: Na zacatku vezmeme trojuhelnik, a potom opakujeme
nasledujici postup: do libovolné vnitini (trojihelnikové) stény grafu umistime vr-
chol, ktery pripojime hranami ke vSem tfem vrcholtim na hranici ptvodni stény.

3.1.2. Véta. Nakresleni kazdé rekurzivni triangulace 1ze zkonstruovat pro libovolné
predepsané obsahy stén.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle délky konstrukce triangulace. Postupné
zkonstruujeme trojuhelniky tak, aby byl jejich obsah roven souctu predepsanych
obsahti stén, které v trojuhelniku lezi.

Trojuhelnik jisté mizeme nakreslit tak, aby byl jeho obsah souc¢tem vsech pre-
depsanych obsaht stén.

Nyni méjme graf, ktery miizeme nakreslit tak, aby jeho stény mély libovolny
obsah. Do jedné z jeho trojuhelnikovych stén (nazvéme jeji vrcholy X, YV a 7)
pridejme vrchol P a spojme jej hranami s vrcholy X, Y, Z. Pfedepsané obsahy novée
vzniklych stén oznacme Sxyp, Syzp, Szxp. Jiz vime, Ze body X, Y, Z mizeme
nakreslit tak, aby mél trojuhelnik XY Z obsah Sxyp+ Sy zp+Szxp. Protoze obsah
trojihelnika je roven poloviné délky soucinu néjaké jeho strany a vysky na tuto
stranu, vime, ze bod P musi lezet na néjaké piimce p, prochézejici trojihelnikem
XY Z, rovnobézné s XY, a také na pfimce ¢, rovnhobézné s Y Z. Tyto primky se
v trojuhelniku protinaji. Umistime-li bod do jejich priiseciku, je splnén obsah Sxyp
i Syzp. Splnéni obsahu S;yxp potom jiz plyne z toho, ze trojihelnik XY 7 ma
obsah SXYP+SYZP+SZXP- \V4
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3.2. Hypotéza o triangulacich s minimalnim stupném vétsim nez tii

V této sekci zkusime popsat néjaké grafy, které s libovolné predepsanymi obsahy
stén nakreslit nelze.

3.2.1. Hypotéza. (Kratochvil [Kra09])
Triangulace s minimalnim stupném vétsim nez tii nelze nakreslit s libovolné prede-
psanymi obsahy stén.

Nyni se pokusime ovéfit platnost hypotézy pro vSechny triangulace s minimal-
nim stupném alespon ¢tyti, které nemaji vic nez deset vrchold. Samotnému hle-
dani téchto grafti se vénovat nebudeme a k jejich vygenerovani pouzijeme program
plantri, ktery je popsan v ¢lanku od autorti programu [BMOT].

7 vystupu tohoto programu vygenerujeme soustavy rovnic pro Mathematicu
(budeme je sestavovat stejnym zptisobem, jako rovnice pro osmistén v predchozi
kapitole) a pokusime se témto rovnicim hledat pravé strany tak, aby nemély zadné
realné feseni. U vétsich grafii se bohuzel budeme muset spolehnout pouze na nume-
rické feseni téchto soustav, protoze nalezené Grobnerovy baze jsou tak slozité, ze
by Mathematica jejich symbolické feseni nenasla v rozumném case.

Samotné hledani pravych stran vétsinou ponechdme nahodeé. U nékterych graft
1ze jednoduse nahlédnout, ze pokud nékteré obsahy predepiSeme ,malé* (dame jim
hodnotu 1) a jiné ,velké“ (ukdze se, Ze si vysta¢ime s hodnotou 3), nakresleni
ziejmeé existovat nebude, coz pak snadno ovérime. U téch, u kterych intuice selhava,
prosté vyzkousime velké mnozstvi nahodnych velikosti a budeme doufat, ze hledané
ohodnoceni dfive ¢i pozdéji najdeme.

Pokud predepisujeme vsem sténam jen ,malé“ a ,velké“ obsahy, 1ze u mensich
grafti vyzkousSet vSechny moznosti. Jiz u triangulace na sedmi vrcholech (a u mnoha
dalsich) ndm to ale nepomuze. PFili§ si nepomizeme ani pfiddnim dalsich hodnot —
vypada to, ze hledané ohodnoceni bud najdeme velmi rychle, a nebo ani po nékoli-
kadennim vypoctu.

Na nasledujicich obréazcich si mizeme prohlédnout vsechny zkoumané triangu-
lace, kromé osmisténu, kterym jsme se zabyvali jiz diive. Pokud jejich sténdm umime
pritadit takové obsahy, aby nakresleni neexistovalo, jsou tyto obsahy v obrazcich
uvedeny. U obrazki jsou téz uvedeny pocty vrcholt graft a jejich skore.

5-5-4-4-4-4-4 5-5-5-5-4-4-4-4
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3.3. Vyvraceni hypotézy

Nyni se poradnéji podivame na nejmensi triangulaci, pro kterou se ndm nepo-
datilo predepsat obsahy stén tak, aby nesla nakreslit. Najdeme ji na obrazku 6.

Budeme volit souradnice bodu A, B, C, P, X, Y, Z tak, abychom postupné splnili
vSechny pozadavky na predepsané obsahy stén nakresleni dané deviti parametry
Sapz, Saps, Saxc, Sazx, Spyvz, Sexvs Sspy, Spcy, Sacp. Polohy bodt budou
obvykle ihned urceny jednoznac¢né, jedinou vyjimku tvoii x-ova souradnice bodu A.
Tu si oznac¢ime jako neznamou a a nakonec dokazeme, Ze jeji hodnotu mizeme zvolit
tak, aby vSechny trojuhelniky mély pozadovany obsah.

Y

Z X

Obr. 6: Zkoumana triangulace

Body X,Y, Z: Jak uz jsme ukazali v 2.3, miizeme bez (jmy na obecnosti piidat
néktera dodatecna omezeni. Zadané obsahy 1ze pomoci linedrniho regularniho zob-
razeni zménit a zarucit pritom, Ze pokud existuje néjaké nakresleni se zménénymi
obsahy, bude existovat i nakresleni s obsahy ptvodnimi. Body X,Y, 7 si tedy zafi-
xujeme na soufadnicich [1, 0], [0, 1], [0, 0], soucet vSech ptredepsanych obsahii potom
bude obsah trojthelnika XY Z, tedy 1/2.

Obsah trojahelnika AZX, bod A: Soufadnice x bodu A (budeme ji zna-
¢it a,) oznacime jako nezndmou a. ProtoZe obsah trojuhelnika je polovina sou¢inu
délky libovolné jeho strany a vysky na tu stranu a strana ZX mad délku 1, je a,
rovna 2547 x.

Obsah trojuhelnikti BY Z, ABZ, bod B: Soutadnice b, je z téhoz divodu
rovna 2Spy . Soufadnici b, ziskdme vyjadfenim z rovnice

Uy Ay

b, b = 25487,

Y

je tedy rovna 2(Supz + SazxSpyz)/a.

Obsah trojuhelniki AXC, CXY, bod C: Poloha bodu C' zévisi na obsazich
Saxc a Scxy, které nam urcuji jeho vzdalenost od prfimek XY a AX. Bod C totiz
leZi na pfimce rovnobézné s XY, od které ma vzdalenost 25/| XY|. Stejné miizeme
vyjadrit i jeho vzdalenost od pfimky AX.
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Protoze podobny vypocet budeme opakovat, zkusime fesSit problém obecné.
Nejprve si pripravime vyraz, ktery vyjadiuje hodnotu y-ové souradnice bodu leziciho
na piimce pomoci soutadnice z-ové a souradnic dvou bod, které urcuji polohu této
pfimky. Potom najdeme vyraz, ktery urcuje primku k ptivodni pfimce rovnobéznou,
se vzdalenosti urcenou danym obsahem trojihelnika. Pokud se nam podafi takto
vyjadrit souradnice bodu pomoci dvou riznych primek, staci jiz jen vyresit soustavu
dvou rovnic.

Mame-li pfimku, kterd prochézi néjakymi body K a L a t je x-ova soutadnice
néjakého bodu na ni, mizeme y-ovou souradnici vyjadfit jako (¢ — kx)% + k.
(Nejprve posuneme t do pocatku, vynasobime jej smérnici a posuneme v ose y.)
Pokud chceme najit piimku takovou, aby pro kazdy bod M, ktery na ni lezi, mél
trojihelnik K'LM obsah S, musime k y-ové soufadnici pricist jesté 2S/(k, — [,)
(a dbat pfitom na spravnou orientaci obsahu, abychom neporusili rovinnost nakres-
leni). Pro¢ zrovna tolik? Uvazujme néasledovné:

Nechf piimka K'L’' vznikne posunutim piimky KL v y-ovém sméru o néjakou
vzdélenost d. Obé piimky sdileji smérovy vektor s = (I, — k,, [, — k,) a normalovy
vektor n = (I, — k,, k, —[,). Vzdalenost K'L' od K L bude rovna velikosti kolmého
prumétu vektoru (0,d) do sméru normdly. Tu miZeme vyjadfit jako skalarni sou-
¢in (0,d)-n/|n|| =d- (k. —1.)/||n|. Obsah trojihelnika K LM ziskdme jako soucin
této vzdalenosti s hodnotou 3|KL| = 1||s||. Nyni stac{ zvolit d tak, aby obsah byl
roven pozadovanému S. Musi tedy platit 3||s||-d-(k,—1,)/||n|| = S. Protoze vektory
s a n maji stejné normy, rovnici zjednodusime na d - (k, — ) = 2S.

Zbyva jesté rozhodnout se o sméru posunuti — my si vybereme ten, ktery odpo-
vida obrazku 6. Je sice mozné, ze existuji néjaka dalsi feseni, i kdyz se rozhodneme
pro posunuti opacnym smeérem, nam ale staci ukazat existenci jediného. Ukézeme
tedy, ze Teseni odpovidajici obrazku existuje vzdy.

Pokud do vyrazu
25

Ly — Ky
(t—ky) +ky+m

lac_kx

za soutfadnice bodi K, L dosadime souradnice bodt X, Y a polozime jej rovny témuz
vyrazu s dosazenymi soufadnicemi A, X, ziskdme nasledujici rovnici:

25 2(—a+1t)S
AXC+QSAZX_ ( ) AZX

—a 1—-a

Z té jiz snadno vyjadiime ¢, coz je x-ova soufadnice bodu C, a posléze dopocitame
) ’
Yy-ovou. Bod C' méa tedy soufadnice

—1+a+2Ssxc +2542x +2Scxy — 2aSexy
—1+a+2S4x

1 —=2Sexy — ¢,

Obsahy trojuhelnika BPY, ABP, bod P: Stejnym zptusobem vyjadiime i
soutadnice bodu P pomoci obsahti trojuhelniki BPY a APB. Vypocet ani jejich
hodnotu zde ale neuvedeme, protoze se slozitosti vypoctu znac¢né nartsta i jeho

délka.
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Obsahy trojuhelnikt PCY, AC P: Nyni nam zbyva sestavit rovnici pro a a
ukazat, ze jeji feseni vzdy existuje. Splnime obsah trojihelnika PCY:

2SPC’Y = pz(cy - 1) - Cz(py - 1):

tuto rovnici po dosazeni vSech soufadnic mizeme vidét nize.

Zbyva nam jiz jen Sycop. Tento zbyvajici obsah je ale nyni jiz splnén automa-
ticky, protoze jej mizeme vyjadiit pomoci téch ostatnich. Z volby poloh bodt X,
Y, Z totiz vime, ze soudet vSech obsahti je 1/2.

Ziskana rovnice pro a je bohuzel pomérné dlouha, po ipravé vypada takto:

a3(1 —2Sppy — 2Spyz — 2Spcy — 2Soxy)

+a*(—4S 45z — 2S4pp + 2Saxc + 2Sazx + 2Sppy — 4SaxcSppy — 8547xSpPY
+4SapzSByz +454PBSBYZ — 4SAxSBYz — 8SA2XxSBYZ +4SBPY SBY 2
+45%y 7 + 2Spey + 4SapzSpey — 4SazxSpey + 4SpyzSpey + 2Scxy
+8SapzSexy +4SappScxy +4SpyzScxy — 1)

+a(4Sapz + 4547 + 2S4pp + 4Sap2Saps — 85Sap2Saxc — 4SappSaxc
—8SapzSazx —4SapeSazx +4SapzSepy +4S42xSEPY
— 854zxSppy +2Spyz — 4S4pBSEY 2 — 4SaxcSBY 7 + 8SAB2SAxCSBY 2
+8S4pBSaxcSByz + 16SapzSazxSpyz + 1654pBSa2xSBY 2
— 8SuxcSazxSpyz — 854 2xSpyz — 4SBPy Sy 2z + 8S4x0SBPY SBY 2
+16S42xSBpySpyz — 4By 7 + 8SaxcShyz + 16SazxShy 2
—454BzSpcy +8SaBzSazxSpcy — 4SByzSpoy + 8542xSByzSpcy
— 8SupzSexy — 8548zScxy — 4SappSexy — 8SapzSappScxy
—854B25BPYScxy — 854zxSBpyScxy — 458y zScxy — 854BzSBYzScxy
—8SuzxSpyzScxy — 8SaxcSazxSery)

+8S%52Scxy +8S4B2SareScxy + 8SapzSBPySexy + 8548258y zScxy
+16SazSazxSByzScxy + 1654pBSazxSBY 250 xY
+16Sa7xSppy Spy zScxy + 16Sa7xShy zScxy — 4542 — 4SapzSars
+8S%B2Sazx + 8SapzSapSazx — 4SapzSery + 85a82SaxcSEry
+8SuBzSAzxSBPY —4S4B2SBYZ + 854B254xCcSBYZ — 8SAPBSAZXSBY 2
+16Sap2SaxcSazxSpyz + 16S4ppSaxcSazxSeyz + 16545253 ,x Spy 2
+16S4ppSa2xSByz — 8542x SRy SBYZ + 1654x0S 42X SBPY SBY 2
+165%,xSppySpyz — 8542xShyz + 16SaxcSazx Sty s + 1657 ,x Sy 1
1 85%5,Suxc + 8S4B2SarBSaxC

=0.

Ukazeme, ze tato rovnice mé pro jakoukoliv volbu parametri alespon jeden
kofen v intervalu [0, 1]. Dosadime-li za @ nulu a upravime, dostaneme vyraz

4(Sapz+Sape+Sppy+Spyz)(Sapz+2S42xSyz)(—14+2Saxc+2S4zx+2Scxy ),
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jehoz prvni dvé zavorky jsou vzdy kladné a posledni je vzdy zaporna, protoze soucet
v8ech obsahti je 1/2. Polynom je tedy v nule zaporny.

Pokud za a dosadime jednicku, dostaneme podstatné osklivéjsi polynom:

Saxc = 8SapzSaxc +854pz51xc — 4SappSaxc + 8SapzSappSaxc + 2Sazx
—8S4pzSazx + 854S azx —4SappSazx +8Sa8zSappSazx — 4SaxcSry
+8SapzSaxcSpry — 4SazxSppy +854B2542xSBPY — 8SAxcSazxSpPY

— 8542xSppy — 8SaxcSpyz + 1654525 axcSpy 7 + 8SappSaxcSpy 2
—8542x5SByz +1654B2542xSBY2z + 854PBSA2ZXSBY 2

—8S5axcSazxSpyz +16SapzSaxcSazxSpyz + 1654ppSaxcSazxSpyz

— 85%,xSpyz + 16545253 2xSpyz + 16S4p5Sa7x ey 2 + 8Saxc SRy SBY 2
+8S4zxSepySpyz + 16Sax0SazxSpPySpy 2 + 165725 SEPY SBY 2
+85uxcShy s + 8547xShy s + 16SaxcSazx Shy s + 1653, S5y 2
—4S47xSpey +8SapzSazxSpey +85S42xSByzSpPey — 8SazxSBPY Sc XY
—8SuzxSpyzScxy +165482542x Sy zSexy + 165S4pSazxSBy 2Scxy

+16S4zxSepySpyzScxy + 16SAZXS]%’YZSCXY-

Hledat minimum tohoto polynomu je bohuzel pfilis naroc¢né i pro Mathematicu,
posledni krok dikazu tedy budeme muset oprit jen o numericky vypocet pomoci
funkce NMinimize. Omezime-li vSechny parametry tak, aby lezely v intervalu [0, 1/2]
a jejich soucet byl neostfe mensi nez 1/2, spocitd Mathematica minimum 0 pro
Scxy = 0.5 a ostatni obsahy nulové.

Protoze polynom je spojita funkce, mame-li interval, na jehoz jednom okraji je
zaporna a na druhém kladna, musi v ném nékde nabyvat hodnoty 0. Rovnice ma
tedy v intervalu [0, 1] vzdy alespori jedno FeSeni.

Zbyva jesté dokazat, ze nalezené feseni mé vzdy geometricky smysl. Vyuzijeme
toho, ze obsahy trojuhelnikl jsou orientované, a ukazeme, Ze pokud feseni smysl
nema, vzdy je alespon jeden trojuhelnik Spatné orientovan.

Obr. 7: B nemtze lezet vpravo od piimky ZX
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Nejprve rozebereme pripady, kdy body A, B nebo C' opusti trojuhelnik XY 7.
Bod A lezi na pfimce p rovnobézné se ZX ve sméru vlevo od ni a zaroven vpravo
od pfimky ZY (hovofime-li o smérech vlevo a vpravo od pfimky KL, chdpeme
pfimku jako orientovanou z bodu K do bodu L). Bod B se nachézi na pfimce ¢
rovnobézné se ZY, vpravo od ni. Bod C je na piimce r rovnobézné s XY, vlevo
od ni.

Nejdiive ukazeme (viz obréazek 7), ze bod B nemuze lezet vpravo od piimky ZX.
Pokud tomu tak je, mame-li zachovat orientaci trojuhelniku ABZ, musi bod A lezet
vlevo od pfimky BZ. To by ale znamenalo, Ze bod A lezi také vlevo od pfimky ZY,
coz je spor s predpokladem, Ze lezi vpravo (a nebo vpravo od ZX).

Nyni pfedvedeme (viz obrazek 8), ze bod A nemuze lezet vpravo od piimky
XY. Predpokladejme, Ze tomu tak je. Potom bod C; mame-li splnit orientaci troj-
thelnika AXC, musi lezet vpravo od pfimky XA (tedy i vpravo od piimky ZX
a mimo trojuhelnik XY 7). Z orientace trojuhelnika AC'P potom plyne, ze bod P
lezi vlevo od piimky AC', z orientace PCY potom, ze P lezi vlevo od ptimky CY.
Protoze podle orientace trojuhelnika APB bod B lezi vpravo od pfimky P A, musi
bod B nutné lezet téz vpravo od primky ZX. To ale, jak uz jsme ukazali, neni
mozné.

Obr. 8: A nemuze lezet vpravo od ptimky ZX

Ukazat, ze bod C' nemiize lezet vpravo od ptimky Z X, nyni bude jednoduché.
Stadi si vS§imnout, Ze mame-li splnit orientaci trojihelnika AXC, bod A musi lezet
vpravo od piimky XY, coz, jak jiz vime, nemtze.
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Bod B nemize lezet vpravo od piimky XY (viz obrazek 9). Predpokladejme,
7e je tomu naopak. Podle orientace ABZ bude bod A lezet vpravo od primky ZB.
Orientace APB a BPY vynuti polohu bodu P vpravo od ptimky AB a zaroven
vlevo od pfimky Y B. Bod C' se potom nachézi vpravo od piimky AP (podle ACP)
a vpravo od XA (podle AXC). Bod C pfitom nemuze lezet vlevo od ZY', protoze
tim by vynutil polohu bodu A vpravo od XY. Bod P se potom tedy nachézi vpravo
od CY, ackoliv se mél podle orientace PC'Y nachazet vlevo.

g

Obr. 9: B nemtze lezet vpravo od piimky XY

Bod C' nemize lezet ani vlevo od pfimky ZY (viz obrazek 10). Pokud tomu
tak je, podle orientace APC bod P lezi vlevo od AC a podle PCY vlevo od CY.
To ovSsem znamena, Ze lezi i vlevo od pfimky BY', ackoliv mu orientace PBY pfe-
depisuje, ze ma lezet vpravo od ni.

Pokud zadny z bodu A, B, C neopusti trojuhelnik XY Z a vysledek presto
neodpovidd pozadovanému rovinnému nakresleni, ukazat, ze vzdy neni dodrzena
orientace alespon jednoho z trojuhelniki, je jiz jednoduché.

Dokéazali jsme tedy, ze pro dany graf existuje rovinné nakresleni s libovolnymi
predepsanymi obsahy stén.
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Obr. 10: C nemuze lezet vlevo od primky ZY

24



4. Zavér

V této praci jsme se snazili charakterizovat rovinné grafy, které lze a nebo
naopak nelze nakreslit s libovolné predepsanymi obsahy stén. Nejprve jsme ukazali,
7e existuje rovinny graf, ktery neni mozné nakreslit tak, aby vSechny jeho stény
mély stejny obsah. Potom jsme ukazali t¥idu grafti, kterou lze nakreslit se vSemi
predepsanymi obsahy stén. Nakonec jsme se pokouseli ovérit hypotézu, ze vSechny
triangulace s minimalnim stupném vétsim nez t¥i neni mozné nakreslit s libovolné
predepsanymi obsahy stén. Tuto hypotézu jsme vyvratili.
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A. Programy na CD

Na pfilozeném CD se nachézi program na generovani nakresleni s (témér) stej-
nymi obsahy genetickym algoritmem a sada skriptl, pomoci které jsme ziskali in-
formace o triangulacich do deseti vrcholt. Protoze jde spis jen o pomocné nastroje
nez o skutecny software, nebyla pri jejich vytvareni prioritou pohodlnost pouziti.

A.1. Program na generovani nakresleni

V adresarii ouce se nachazi program, pomoci kterého jsme se snazili odhad-
nout existenci nakresleni jednotlivych grafti. Algoritmus byl jiz popsan v 2.1 a jeho
podrobné vnitini fungovani dokumentuji ¢etné komentaie ve zdrojovém kdédu, po-
piSeme si tedy jen, jak jej pouzivat.

Program ocekava na standardnim vstupu néjaké nakresleni grafu a jeho kom-
binatorickou strukturu v nasledujici forme:

Nejprve ¢te seznam vrchold grafu, pii ¢emz kazdy vrchol reprezentovan jednim
rfadkem po sobé jdoucich cisel oddélenych mezerami. Nejprve je uvedena x-ova a
y-ova souradnice obrazu vrcholu, potom nasleduje seznam jeho sousedtl reprezento-
vanych jako ¢isla odpovidajici ¢islim fadkt vstupu, c¢islovany jsou ovSem od nuly.

Nasleduje prazdny fadek a za nim kombinatorickd struktura grafu v podobé
seznamu vsech trojuhelniki. Kazdy radek se sklada ze tii ¢isel odpovidajicich ¢islim
vrcholt na hranici stény, oddélenych mezerami.

Takto by mohly vypadat vstupni tdaje pro ¢tyfstén (nakresleni viz obrazek

11):
0O 01 2 3
0 10 0 2 3
10 0 0 1 3
1 1 0 1 2
0 1 3
0 2 3
1 2 3

Tento a néjaké dalsi testovaci vstupy se nachazeji v podadresaii ouce/input.

Obr. 11: Ctyistén, vstupni nakresleni a jeden z vystupt pro uvedeny vstup.
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Za svého béhu program generuje obrazky ve formatu PDF, v kterych je sto
nejlepsich nakresleni dané generace a textové soubory s jejich hodnocenimi a dal-
$imi informacemi. Cetnost generovani téchto souborti, mnozstvi generaci, po které
program pobézi, a také hodnotu random seed (¢islo, kterym je inicializovan genera-
tor pseudondhodnych ¢isel), je mozno ovlivnit argumenty zadavanymi z piikazové
radky.

Prvni argument, ktery program cte, je pocet generaci, po které ma program
bézet. Pokud zadame hodnotu 0, bézi program tak dlouho, dokud jej neukonc¢ime
sami. Druhy argument 7iké, kolik generaci se mé preskakovat pfi generovani vystupu
— sice tak ziskdme méné informaci o jeho béhu, ale zase bézi mnohem rychleji.
Nastavime-li tuto hodnotu na 0, bude program vypisovat tidaje o nové generaci
tehdy, pokud se v ni nachéazi nakresleni s lepsim ohodnocenim, nez jakékoliv, které
jsme zatim vygenerovali. Tteti argument je hodnota random seed.

P1i spusténi bez argumentii program bézi po tisic generaci, informace o kazdé
uklada do souboru a pouziva seed nacteny ze zarizeni /dev/urandom. Typické pou-
ziti, pri kterém nechame program bézet tak dlouho, dokud se déje néco zajimavého,
a zabyvame se jen nejlepsimi nakreslenimi, je spustit program s argumenty 0 0.

Pokud chceme nechat program kreslit jen jeden velky obrazek misto stovky ma-
Iych, mtzeme tak ucinit ve zdrojovém koédu nastavenim hodnoty MAX_SHEEP_DRAW
na 1. Maximalni pocet vrcholi grafu, s kterym si program poradi, je 100. Toto
omezeni bychom sice mohli odstranit, ale pro velké grafy by program stejné bézel
tak dlouho (a generoval tak nepiehledné obrazky), Ze to nemé vyznam.

Pro instalaci programu je tfeba mit nainstalovan Linux (nebo jiny opera¢ni
systém se zafizenim /dev/urandom), kompilator jazyka C, program make a knihovnu
Cairo véetné hlavickovych soubori.

A.2. Triangulace do deseti vrcholu

Sada skripti ptilozena na CD v adresafi scripts zpracovava vystup z programu
plantri (volany jako plantri -m4 -a N, kde N nabyvalo hodnot 6-10) na textové
soubory, které slouzi jako vstup programu Mathematica, ktery pro jejich pouzivani
potiebujeme mit nainstalovany. Kromé toho taky potifebujeme funkéni instalaci
perlu.

Vystup tohoto programu se nachazi v souboru triangulations. Na kazdém
fadku je popsan graf, nejprve jeho pocet vrcholi, potom pro jeho jednotlivé vr-
choly seznam sousedti po sméru hodinovych rucicek. Tim je dana kombinatoricka
struktura grafu. Pokud vystup z plantri pfedame na standardni vstup skriptu
triangles, dostaneme pro kazdy graf jeden textovy soubor se soustavou rovnic,
po jejichz vyteseni zndme soutadnice obrazi vrchold v nakresleni se stejné velkymi
obsahy stén pro Mathematicu. Podle nalezenych feSeni nam pak Mathematica na-
kresli i prislusna nakresleni. Textové soubory vygenerované pro nase triangulace se
nachézeji v podadreséafi equations.

Soubor oracle obsahuje podobny skript, ktery ¢te stejny vstup, ale tentokrat
generuje textové soubory se vstupem pro Mathematicu tak, aby nam odpovidala
jen hodnotami True nebo False podle toho, jestli néjaké nakresleni pro dané ohod-
noceni stén existuje nebo ne. Soubory vygenerované timto skriptem se nachazeji
v podadresafi guess.
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Konec¢né, dvojice skripti mighty_oracle amightier_oracle ¢te na standard-
nim vstupu néktery z vystupt skriptu oracle, generuje ndhodnéa ohodnoceni pra-
vych stran a vola Mathematicu tak dlouho, dokud nenarazi na né€jaké ohodno-
ceni, pro které neexistuje nakresleni, a to pak vypise. Skripty se lisi jen tim, zZe
prvni pfifazuje pravym stranam pouze hodnoty 1 nebo 100, kdezto druhy hodnoty
1,2,4,...,2" kde n je pocet stén grafu.

A.3. Graf z obrazku 6

P1i dokazovani, ze graf na obrazku 6 ma nakresleni pro vSechny pfedepsané ob-
sahy stén, jsme v programu Mathematica vytvorili vizualizaci, ktera nam umoznuje
predepsat néjaké obsahy a zkoumat, jak se pii posouvani bodu A po pfimce, na které
musi lezet, méni poloha bodi B, C' a pfimek, na jejichz spolecném priseciku musi
lezet bod P.

Tato vizualizace se nachazi na CD v souboru vizualizace.nb a po otevieni
v Mathematice se s ni zachazi nasledovné: Nejprve nastavime libovolné hodnoty pro-
ménnym r,p; aZ rpy, potom nechame vypocet vyhodnotit (naptiklad stisknutim
klaves Shift a Enter). Ve spodni ¢asti dokumentu se objevi obrazek s posuvnikem,
jehoz posouvanim pohybujeme z-ovou soutadnici bodu A v intervalu [0,1]. M-
zeme sledovat, jak se méni polohy bodi a primek. Pokud se v pravé ¢asti obrazku
nachazeji dvé jednicky, je ¢tyithelnik ABCY konvexni, jinak nikoliv.
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