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Kapitola 1
Uvod

V této diplomové praci se zaméfuji na zpracovani metod feSeni tlohy
linearniho semi-infinitniho programovani. Linedrni semi-infinitni pro-
gramovani je zajimavym odvétvim matematického programovani. Reseni
problémti linedrniho semi-infinitniho programovani casto vyzaduje spe-
cialni teoretické a numerické techniky. Oblast linedrniho semi-infinitniho
programovani, stejné jako jeji aplikace, se v poslednich nékolika letech
velmi rychle rozviji.

Méjme ¢ € R", T pevnou nekonecné-prvkovou mnozinu indext. Pro
kazdé ¢t € T mé&jme dan redlny vektor a(t) € R™ aredlné Cislo b(t) € R. Pak
ulohou linearniho semi-infinitniho programovani nazveme nésledujici
minimaliza¢ni tlohu:

min c¢’x,
M (1.1)
M={xeR":a(t)"x>bt),VteT},

Problém 1.1 vypad4d, Ze ma velmi jednoduchou strukturu, ale ve sku-
tecnosti obsahuje mnoho obecnych optimaliza¢nich problémi. Méjme
napiiklad f : T — R libovolnou realnou funkci definovanou na libo-
volné mnoziné 7. Potom problém nalezeni globalniho minima f na 7" 1ze
jednoduse pievést na tlohu 1.1 nasledujicim zptisobem
min —y,
M={yeR:—y>—f(),VteT}.

vvvvvv

chozim problému 7" = R" addle f : R” — R konvexni a diferencovatelna.
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1. Ovod

Potom totiz plati (viz [13]), Ze
f@) = max{ £(t) + V&) (= = 1)}
Minimalizace funkce f na R" je pak ekvivalentni nasledujici dloze 1.1
min z,
M = {(zg,x) € R"™ :my — f()'x > f(t) — Vf(t)"t,Vt € R"}.

Analogicky Ize pfevést libovolnou tlohu konvexni optimalizace na ilohu
semi-infinitniho programovani v R".

Uloha linearniho semi-infinitniho programovani vyvstava napiiklad v
problémech line4rni Cebysevovy aproximace. V téchto problémech byva
funkce f, definovana na kompaktni podmnoZziné Y C R™, aproximovana
linearni kombinaci p,,(x,y) = > _, z;9,(y) funkci g;. Pak musime mimo
jiné zjistit

mj\}ne,
M={ecR:x(f(y) —pu(x,y)) <e,Vy € Y}.

Aplikace semi-infinitniho programovéni 1ze najit v mnoha oborech lidské
cinnosti. Semi-infinitni hry vyvstavaji v téch situacich z teorie her, kdy
jeden hra¢ ma k dispozici nekone¢né mnoho cCistych strategii, zatimco
druhy hra¢ ma pouze konecny pocet Cistych strategii. V geometrii 1ze jako
ulohu linearniho semi-infinitniho programovani formulovat napfiklad
problém oddéleni a silného oddéleni dvojic podmnoZin normovaného
prostoru. V samoucicich systémech vyvstava problém linearniho semi-
infinitniho programovani v pfipadé, Ze mnozina hypotéz systému je
nekonecna. V telekomunikacich se tloha linearniho semi-infinitniho
programovani pouziva pro vypocet, jak zvySovat kapacitu optimalni mo-
bilni sité. O dal$ich aplikacich tlohy semi-infinitniho programovani se
1ze docist v [5].

V prvni Casti prace sezndmim Ctenéfe se zaklady semi-infinitniho progra-
movani a se zakladnimi metodami, které tuto ulohu fesi. V druhé casti
prace se zaméfuji na metodu se¢nych nadrovin pro tlohu linearniho
semi-infinitniho programovani. Tato metoda ma oproti ostatnim me-
todam fadu vyhod. Velkou vyhodou metody seCnych nadrovin je linearni
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1. Ovod

rychlost konvergence (viz [4]). Autofi [3] a [17] uvadéji metodu secnych
nadrovin jako jednu z kliCovych metod pro feSeni ulohy linearniho semi-
infinitniho programovani. V posledni ¢asti prace popisuji implementaci
dvou riznych metod se¢nych nadrovin pro tlohu linedrni semi-infinitni
optimalizace. Soucasti diplomové prace jsou i zdrojové texty implemen-
tovanych algoritmu v jazyce Octave na pfilozeném optickém disku.




Kapitola 2

Linearni semi-infinitni
programovani

2.1 Ulohalinearniho semi-infinitniho
programovani

Uloha linearniho semi-infinitniho programovani vznik4 jako zobecnéni
ulohy linearniho programovani. Tak jako se ve vétSiné disciplin mate-
matického programovani uvazuje mnozina piipustnych feSeni omezena
pomoci kone¢ného poctu podminek, je i vtiloze linedrniho programovani
mnozina pfipustnych feSeni omezena konecné mnoha linedrnimi pod-
minkami. Uloha linearniho semi-infinitniho programovéni zobecnuje
ulohu linearniho programovani tim, Ze se v téchto optimalizac¢nich tlo-
héach uvaZuje mnoZina omezeni mnoziny pfipustnych feseni nekonecna.

Uloha semi-infinitniho programovéni se d4 déle zobecnit tak, Ze se navic
uvazuje nekone¢na mnozina proménnych. Uloham, ve kterych je ne-
konecna jak mnozina proménnych, tak mnozina omezeni mnoziny pfi-
pustnych feSeni, se fika tlohy infinitniho programovani.

Ulohy, ve kterych uvazujeme nekonetnou mnozinu proménnych, ale
kone¢nou mnoZinu podminek, se oznacuji jako tilohy zobecnéného semi-

vvvvvv

nez struktura aloh semi-infinitniho programovani.




2. Linearni semi-infinitni programovani

Definice 1 Méjme dan redlny vektor c € R". Ddle nechtT je pevnad ne-
konecné-prvkova mnozina indexii. Pro kazdét € T méjme dan redlny
vektor a(t) € R" a redlné Cislo b(t) € R. Pak tilohou linedarniho semi-
infinitniho programovani nazveme minimalizacni tilohu

min ¢’ x,
M (2.1)
M={xeR":a(t)"x>b(t),VteT}.

V této tloze mame za tikol minimalizovat linearni funkci proménnych
x € R" vzhledem k nekone¢né mnoZiné linearnich podminek. Pokud
by v dloze 2.1 byla mnozina 7' kone¢na mnozina indexi, zménila by se
uloha na tlohu linearniho programovani. Pokud je mnozina 7" spocetn4,
mluvime o dloze spocCetného linearniho semi-infitniho programovani. Po-
kud je v tloze 2.1 mnoZzina 7' Euklidtv prostor kone¢né dimenze a pokud
jsou funkce a(t), b(t) spojité na 7', mluvime o tloze spojitého linearniho
semi-infinitniho programovani.

Uvedena definice tlohy semi-infinitniho programovani je vhodna k vy-
tvafeni dudlni tlohy. Pro zjednoduseni zapisu uved me jesté definici
ekvivalentni. V textu se budeme odkazovat na tu z definic, kterou budeme
potiebovat.

Definice 2 Méjmec, T, a(t), b(t) definovdno jako v definici 2.1. Definujme
nyni redlnou funkci dvou proménnych g(x,t) jako g(x,t) = b(t) — a(t)x.
Ulohu linedrniho semi-infinitniho programovdni pak miiZeme definovat

takto

min c¢’x,

M (2.2)
M={xeR":g(x,t) <0,VteT}.

2.2 Strucny avod do teorie duality v semi-
infinitnim programovani

Jednou ze zakladnich technik prace s tlohami matematického progra-
movani je tvorba a nasledna analyza pfislusnych dudlnich aloh. Zaby-
vejme se nejprve tlohou spocetného linearniho semi-infinitniho progra-
movani. Uvazujme tlohu linearniho semi-infinitniho programovani ve
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2. Linearni semi-infinitni programovani

tvaru T
minc’ x,

M (2.3)
M={xeR":a/x>b,i=1,2,...}.

Pfedtim, neZ pfistoupime k prezentaci dudlni tilohy;, je tfeba definovat
prostor proménnych dudlni tlohy. Prostor proménnych dudlni tlohy lze
volit rizné, a proto v zavislosti na volbé prostoru se pak méni i dudlni
uloha. Oznacme Z jako prostor vSech posloupnosti v R. Oznacme déle
prostor vSech posloupnosti v R, ve kterych je pouze konecny pocet nenu-
lovych prvkd, jako W. Bilinearni formu definujeme na Z x W standardnim
zplisobem jako (z, w) = > zjw;,z € Z,w € W. W bude prostor promén-
nych v dualni tloze a mizeme tedy pristoupit k formulaci dualni dlohy.
K loze 2.3 Ize vytvorit nasledujici dudlni alohu (viz [7])

Hl]&XZ’lUibi
M:{wEW:Zwiai:c,wiZO}.

Po zformulovani primérni a dudlni Glohy mtizeme jiz pristoupit k pred-
loZeni podminek, za jakych nabyvaji cilové funkce tloh 2.3 a 2.4 stejné
optimalni hodnoty. Nejprve definujme dvé mnozZiny

(2.4)

My = {Zwiai :w e Ww; > 0},

MB = {(Zwlal,Zwlbl) W E W, W; 2 O}

Vsimnéme si, Ze tyto mnoziny jsou kuzely v R", respektive v R""!. Pokud
oznacime souhrnné podminky a; z tlohy 2.3 jako A, pak

My = {Ax:x € R" x > 0},

Mp = {(4x, (x,b)) : x € R",x > 0}.

Nize uvedené véty ukazuji, za jakych podminek ma cilova funkce dualni
ulohy 2.4 stejnou optimalni hodnotu jako cilova funkce primérni tilohy
2.3.
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2. Linearni semi-infinitni programovani

Véta 1 Pokud je optimdlni hodnota cilové funkce tilohy 2.4 konecnad a
pokud je mnozina Mg uzavrena, pak jsou optimalni hodnoty cilovych
funkci tiloh 2.3, 2.4 stejné.

Véta 2 Pokud je optimdlni hodnota cilové funkce tilohy 2.4 konecna a
pokud je c vnitrnim bodem mnoZziny M 4, pak jsou hodnoty cilovych funkci
uloh 2.3, 2.4 stejné.

Véta 3 Pokud je optimdlni hodnota cilové funkce tilohy 2.3 konecna a
pokud neexistuje Zadnéx # 0 s viastnostmic’x = 0,al'x > 0,i=1,2,..,,
pak jsou hodnoty cilovych funkci tiloh 2.3, 2.4 stejné.

Pro zajimavost uved me jesté standardni definici dudlni dlohy pro tlohu
spojitého linearniho semi-infinitniho programovani (viz [7], [18]). Pro
jednoduchost predpokladejme v definici tilohy linearniho semi-infinit-
niho programovani mnozinu 7 jako uzavieny interval [0, 1], tj. uvazujme

ulohu
min c¢’x,

M (2.5)
M={xeR":a(t)"x>bt),vt e [0,1]}.

O funkcich a(t), b(t) dale pfedpokladejme, Ze jsou spojité. Oznacme pro-
stor vSech Borelovskych mér na intervalu [0, 1] jako M, [0, 1]. Pak 1ze dudlni
ulohu k tiloze 2.5 formulovat nasledovné

1
mj\é}x / b(t)dw(t),
0 (2.6)

1
M = {w € M,[0,1] : / a(t)dwy = c,w > O} :
0

Obdobneé jako v pripadé spocCetného semi-infinitniho programovani se
daji definovat kuzely v R", respektive v R" !

1
My = {/ a(t)dwy : w > 0,w € M,[0, 1]}>
0

1
Mp = {/ a(t)dwy : w > 0,w € M0, 1]} :
0
kde a piSeme misto (a(t), b(t)) a plati véta

Véta 4 Jakdkoli z nasledujicich podminek staci k tomu, aby mély cilové
funkce tilohy 2.5 a 2.6 stejnou hodnotu.

12



2. Linearni semi-infinitni programovani

e Optimdlni hodnota cilové funkce tilohy 2.6 md konecnou hodnotu a
mnozina Mg je uzavrend.

e Optimdlni hodnota cilové funkce tilohy 2.6 md konecnou hodnotu a
c je vnittnim bodem M ,.

e Optimdlni hodnota cilové funkce tilohy 2.5 md konecnou hodnotu a
neexistujex # (), pro které by platiloc™x = 0 aa(t)x > 0,t € [0,1].

2.3 Zakladni rozdéleni algoritmt pro tlohu
linearniho semi-infinitniho programovani

K teSeni ulohy linearniho semi-infinitniho programovani se pfistupuje
nékolika velice odliSnymi zptisoby. Bylo by nad rdmec diplomové prace
podrobné vysvétlovat vSechny takovéto pfistupy. V této diplomové praci
se zaméfuji na uvedeni zakladnich typt feSeni tlohy linedrniho semi-
infinitniho programovani. U kazdého typu uvadim zakladni mysSlenky
feSeni spolu s odkazy na dalsi literaturu, ktera ten ktery pristup popisuje
podrobnéji. Snazim se pristupy pribliZit v takové mifte, aby si nasledné
Ctenaf mohl vybrat metodu, ktera mu bude pfipadat pfijatelna jak z hle-
diska rychlosti konvergence, tak z hlediska naro¢nosti implementace.

Existuji nasledujici zdkladni typy algoritmu

e algoritmy odvozené od simplexové metody;

algoritmy vnitinich bodu;

redukcni algoritmy;

diskretizacni algoritmy;

algoritmy zaloZené na metodé se¢nych nadrovin.

2.3.1 Algoritmy odvozené od simplexové metody

Algoritmy zaloZené na simplexové metodé silné souvisi s teorii dua-
lity vlinedrnim semi-infinitnim programovani a daji se vytvofit jak pro
primarni, tak pro dualni ulohu. ProtoZe je vSak duélni uloha pomérné
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2. Linearni semi-infinitni programovani

odlisna od primarni tlohy, da se predpokladat i odliSnost takovychto
algoritmt. V této praci se budu vénovat algoritmu pro duélni tlohu
spocetného linedrniho programovani. Algoritmus pro primarni dlohu je
mirné slozitéjsi a Ize jej dohledat spolu s algoritmy pro spojité linearni
semi-infinitni programovani naptiklad v [7].

Uvazujme tlohu spocetného linedrniho semi-infinitniho programovani v
nasledujici podobé
min CTX
M (2.7)
M = {XER":aixzbi,izl,Z...}.

Déle uvazujme dualni ulohu k dloze 2.7 v nasledujici podobé

max w;b;,
M

M:{WEW:Zwiai:c,wizO},

kde W bud prostor vSech posloupnosti v R", ve kterych je pouze konetny
pocet nenulovych ¢lent.

(2.8)

Zacneme identifikovanim bazickych feseni. Necht je w = {w;} pfipustnym
feSenim ulohy 2.8. Budeme oznacovat

s(w):={i:w; #0}.

O w budeme fikat, Ze je bazickym, pokud bude mnoZina {a; : i € s(w)}
linearné nezavisla. Odtud také plyne, Ze maximalni pocet prvki mnoziny
s(w) bude n. O bazickém feSeni w fekneme, Ze je nedegenerované, pokud
{a; : i € s(w)} generuje celé R". Pro nedegenerované bazické feseni tedy
bude mit mnozina s(w) pravé n prvkii. Pro dané bézické reseni budeme
matici, jejiz sloupce budou a;, i € s(w), oznacovat A. Dale w, b necht jsou
vektory o soufadnicich w;, b;, i € s(w). Pokud je w nedegenerovane pak
A je &tvercova, invertibilni a plati Aw = c. Tedy w = A~*

Prechodovy funkciondl pro dané bazické feSeni w definujme nésledovné

~

w! = b; —al (A™H)7Th.

7
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2. Linearni semi-infinitni programovani

S prihlédnutim k tomu, Ze je problém 2.8 definovan jako maximaliza¢ni a
k tomu, Ze w; je nulové pro i € s(w), mGzeme fici, Ze pfipustné nedege-
nerované bazické reSeni w je optimalni praveé tehdy, kdyz je w* nekladné.
Predpokladejme, Ze tedy neni w* nekladné, tj. kdyz existuje néjakeé k tak,
Ze

~

bk > ak(A_l)Tb

Nyni chceme ziskat nové pripustné feSeni, oznacme ho wj.. Chceme zajis-
tit, aby wj, mélo stejnou mnozinu s(w’), jako pfedchozi prvek w, ale aby
v mnoziné s(w') byl navic i prvek k. Polozme wj, = § > 0, pak

Z wia; + day = c.

s(w)
Tedy
w =W + dey,
kde A
w = A_l(C — 5ak),
odkud dostavame

Z bzw; — Z bzwl = 5bk — 5E)TA_18.;C > 0.

Jinymi slovy je w’ zlepSeni w. Navic je pro dostateCné malé § w’ pfipustnym
feSenim a otazkou tedy zustava, jak velké ma  byt. Ve skutecnosti se ¢
musi poloZit tak velké, aby néjaké ) nabylo nulové hodnoty a w’ se tim
stalo bazickym feSenim. Je tedy nutné poloZit

. w;
0:= min { ———— 3.
ies(w) { (A=) ay); }

Pro vice informaci je mozno c¢tenafe odkazat napiiklad na [7].

2.3.2 Metody vnitinich bodi

Metody vnitinich bodi pro feseni dlohy linedrniho semi-infinitniho pro-
gramovani obvykle vychdazeji z metod vnitinich bodu pro feseni tilohy
linedrniho programovani. Tyto algoritmy fes$i tlohu linearniho progra-
movani tak, Ze tvoii posloupnost piripustnych feSeni konvergujici k op-
timalnimu feSeni. Implementace metod vnitinich bodt je v porovnani
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2. Linearni semi-infinitni programovani

vvvvvv

metod vnitinich bodia oproti ostatnim metodam je, ze v kazdém kroku
iterativniho postupu je ziskané mezifeSeni pripustné zadané uloze. V této
sekci se podivame na zobecnéni jedné z metod vnitinich bodi pro tlohu
semi-infinitniho programovani.

Pro jednodussi vyklad je vyhodné pracovat s algoritmem nejdfive v obec-
néjSim tvaru. Nasledné si pak vysvétlime, jak se algoritmus aplikuje na
semi-infinitni programovani.

Necht T je libovolnad neprazdna mnozina indext a necht W je vekto-
rovy prostor vSech funkci z T do R?. Necht U, Z jsou vektorové prostory
konecné dimenze. Definujme vektorovy prostor V' jako kartézsky soucin
UaW, tojest

V=UaW.

O V budeme dale pfedpokladat, Ze se jednd o unitarni prostor. Méjme na
V zavedeny skalarni soucin, ktery zde budeme znacit jako (-, -).
Maji-li funkce w(t), w'(t) € W vlastnost

wi(t) > 0,wi(t) >0,Vt e T,i=1,...n,

pak ma stejnou vlastnost i jejich konvexni kombinace. Definujme kon-
vexni kuZzel

Wy ={weWluw(t) >20,teTi=1,...,q}

s vnitrkem
WY ={weWlw(t)>0,teT,i=1,...,q}
Oznacme
V+ = U ® W+
a
VY=UgWY.

Definujme CasteCné usporadani > na V' nasledovné
a>bproa,b e V pravé tehdy kdyZza —b € V..
Pokud déle oznacime nulovy prvek V jako (), pak plati
a€V,a> () pravé tehdy kdyza € V,.
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2. Linearni semi-infinitni programovani

Obdobné definujme a > b pro a,b € V, pokud je a — b € V. Zfejmé,
pokud je a > b, potom je také a > b. Pfedpokladejme déle, ze je W
neprazdny. Pro pevné zvoleny prvek e € W7, budeme kazdému prvku
(u,e) € V7 fikat preferovany prvek V.

Zaméime nyni svou pozornost na tlohy typu

min(e.d). (. w).
M ={(u,w) € V:L((u,w)) =b, (u,w) > 0},

(2.9)

kdece U,d e WalL:V — Zjespojity linearni operator.
Pro takovou tfidu tloh se podivejme na algoritmus uvedeny v praci [11],
ktery je zobecnénim algoritmu [12].

V kazdém kroku algoritmu definujeme néjaky endomorfismus na V7,
ktery prevadi aktualni bod (x,z) € V7 na preferovany bod (x,e) € V7,
ktery je ,daleko“ od hranice Vf. Nasledné se provede krok v transfor-
movaném prostoru, ktery nejvice snizi hodnotu transformové cilové
funkce. Poté provedeme inverzni transformaci, abychom se dostali zpét
do ptivodniho prostoru a ziskali tak novy bod, ktery se stane v dalSim
kroku aktudlnim bodem.

Nyni popiSeme, jak definujeme endomorfismus. Nejprve definujeme z~
jako

1

7z ! = (zfl,...,zq_l),

kde

-1 ei(t) .
—1(¢ —VteT 1=1,...
Zl () Zz(t>’ 77/ ) 7Q7

a definujme také z* jako

kde

“(t) = VieT,i=1,...,q.
Zl ( ) ez(t) ) E 7 ? Y Y q
Vsimnéme si, ze z* a z* jsou prvky IW?. Pro kazdé dva prvky w,v € W
definujeme
O:WxW-—->W

jako
(W ©O) V)Z<t) = wz(t)vl(t),Vt S T,Z = 17 ... q.
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2. Linearni semi-infinitni programovani

Ziejmé je ® komutativni a asociativni, navic pokud w,v € WY pak i
wove W
Vzhledem k aktualnimu bodu (x,z) > () definujme funkce

F.((u,w)):=(u,z ' Ow),

F((u,w)) :=(u,z" ©w).

Je vidét, Ze tyto funkce jsou k sobé navzajem inverzni. Za predpokladu,
ze pro kazdé (u,w) € V plati

((c,d), (u,w)) = (F((c,d)), Fx((u, w))),
ma problém
min(F; ((c, d)), Fx((u, w))),

Lo FX(Fz((u,w))) b, } (2.10)

M:{(“"’”GV: F(Fa(w) > 0

(kde L o F oznacuje sloZeni L a F) stejnou minimalni hodnotu cilové
funkce jako problém 2.9. Pokud tedy pfepiSeme z~' © w jako y, pak
(u,y) = F,(u,w). Diky tomu, Ze V' a V, jsou invariantni vzhledem k F, a
jeji inverzi, mtzeme tlohu 2.10 pfevést na tvar

min(F((c.d)), (u,y),),
M={(uy)eV:LoF:((wy)=b(uy) >0}

(2.11)

Nyni si popiSeme metodu vnitifniho bodu pro tlohu 2.9. Méjme dany
bod (x,z) € V mnoziny pfipustnych feSeni tlohy 2.9, ktery lezi v V2.
Kazda iterace algoritmu pretransformuje V' endomorfismem F, a zobrazi
tak bod (x,z) € V na preferovany bod (x,e) € V.V dalsim kroku iterace
z bodu (x, e) pfrejdeme na novy bod v F, (V) s mensi hodnotou cilové
funkce 2.11. Nasledné se aplikuje inverzni zobrazeni F, které zobrazi
nove nalezeny bod zpétdo V.

Smeér piechodového kroku budeme volit pomoci ortogonalni projekce
—F7((c,d)) najadro zobrazeni Lo F*. Krok v tomto sméru zarucuje pokles
cilové funkce jak v transformovaném, tak v ptivodnim problému (viz [11]).
Velikost snizeni cilové funkce je pak imérna délce pfechodového kroku.
Ortogonalni projekce je nutna k zajiSténi toho, aby novy bod byl pofad
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2. Linearni semi-infinitni programovani

pripustnym feSenim plivodni tlohy.

Pro zajisténi konvergence je tedy nutné, aby byly splnény tyto pfedpoklady:

e V = U ® W je unitarni prostor se skalarnim soucinem, kde U je
vektorovy prostor a W je prostor funkci 77 — R L : V — Z je
linearni operator zobrazujici prostor V do prostoru Z.

e Existuje a € V, pro které platia > (.

e Prokazdé (u,w) € V plati
((c,d), (u,w)) = (F((c,d)), Fz((u,w))).

e Pro libovolné zvoleny z € W je jadro zobrazeni L o F* Hilbertav
prostor.

Samotny algoritmus vypada nasledovné
Algoritmus 1: 1. Polozime k£ = 0.

2. Vezmeme pripustny bod (x,z)*) > () a pfevedeme jej na prefero-
vany bod (x, e) za pouZiti funkce F,u), tj.

(x,e) = F,m((x, z)(k)).

3. Promitneme smér nejvétsiho klesani v transformované linearni
funkci —F”,, ((c, d)) ortogonalné do jadra zobrazeni L o F¥,,. Takto
z z
ziskame (c,, z,).

4. Nalezneme krok délky o > 0 tak, Ze e + az, > 0 a oznaCme
7z =e+az,.
5. Provedeme inverzni transformaci, abychom ziskali (x, z)(k+ ), tj.

(Xv Z)(k+l) = Fz*(k) ((X + Qcp> Z/))'

6. Zkontrolujeme podminku k ukonceni a zastavime, pokud je splnéna.
V opacném piipadé poloZime k := k + 1 a vratime se na krok 2.
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2. Linearni semi-infinitni programovani

V dalsi ¢asti této kapitoly se podivame na to, jak se d& pfedesly algoritmus
aplikovat na ulohu semi-infinitniho porogramovani. Uvazujme tlohu
semi-infinitniho programovani 2.1 ve tvaru

min c¢’x,
M

> o ary(t)z; 2 01(t)  prot € [l vi]

M=<xeR": : : ,
Z?:l agi(t)x; > by(t) prot € [ly, vyl
kde
(lij(t), bz(t) c COO[ZZ,UZ],Z =1,... ,q,j =1,...n,c,x € R™.
PoloZzme
aji(s) ... a(s) bi(s)
A(s) = oo b(s)=|[
aqi(s) ... agn(s) by(s)

Tuto tilohu miizeme zkracené zapsat v maticovém tvaru
min ¢’ x,
M

X ER": } (2.12)

M= { At)'x >b(t),VteT

K tomu, abychom tuto tlohu pieformulovali do podoby problému 2.9,
zaved me dopliikové proménné z; € C[l;,v;] do kazdé z i podminek.
Problém 2.12 tak pfevedeme do tvaru

min ¢’ x
M
x € R":
M={ At)x—z(t)=bt),VteT,z>0
ze [, C®[L,v).

To uz je tloha v podobé 2.9, pokud zvolime

U = Rn, W=27-= H;,’le Coo[l“ Ui]

L(x,z) = A(.)x — z(.).
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2. Linearni semi-infinitni programovani

Soucin (., .) definujeme na V' jako
q v
((c,d), (x,2)) =c"x+ Y / d; ()2 (t)dt.
i=1 Jbi

Necht e je dano jako e; € C™[l;, v;] takové, Ze
67,('[5) = 1Vt € [li,Ui],i = 1, .o q.

Poznamenejme, ze
((c,0), (x,2)) = c"x.

Déle je také vidét, Ze
((c,d), (u,w)) = (F;((c,d)), Fx((u, w))),

protoZe podle definice souCinu dostavame

= (F;((c,d)), Fx((u, w))).

Podivejme se nyni na implementaci kroki uvedeného algoritmu. V kro-
cich 2 a 5 se déli a nasobi kladna funkce kladnou funkci. V kroku 3
se promita vektor na jadro zobrazeni. Pfesnou implementaci tohoto
promitani lze najit v [11]. Zde uved me pouze, Ze autoti doporucuji pred
promitanim najit bazi jadra zobrazeni a nasledné ortogonalizovat tuto
bazi Gram-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem.

Hlavni vypocetni slozitost algoritmu je v pocitani soucinu funkci v orto-
gonaliza¢nim procesu. Kazdy soucin vyZaduje ¢ integraci a pocet soucind,
které je potfeba béhem jedné iterace vypocist, je fadu O(n?).

2.3.3 Lokalni redukéni metody

Redukeni metody vychézeji z teorie publikované v [10]. Od ostatnich
metod se redukéni metody lisi ve dvou hlavnich vlastnostech. Na jednu
stranu dokazi redukc¢ni metody najit pouze lokalni extrémy uvazovane
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2. Linearni semi-infinitni programovani

ulohy, na druhou stranu vSak vykazuji velmi vysokou rychlost konver-
gence. V praxi se pak reduk¢ni metody nasazuji pro zavérecné zpresnéni
vysledku po pouziti néjaké globalné konvergencni metody s pomale;jsi
rychlosti konvergence.

Hlavnim principem lokalnich reduk¢énich metod je v tom, Ze nahradime
problém 2.2 problémem s konecnym poctem omezeni, ktery lokalné
redukuje zadanou ulohu.

Pro potfeby této kapitoly uvazujme tlohu 2.2, to jest illohu

minc’x,
M (2.13)
M={xeR":g(x,t)<0,vVteT}.
O mnoziné T navic pfedpokladejme, Ze ma tvar

T={te R™: h;(t) >0proj e J},

kde J je kone¢na mnozina. Funkce g : R" x T" — R je dvakrat spojité
diferencovatelna vzhledem k = a spojité diferencovatelna vzhledem k ¢.
Funkce h; jsou dvakréat spojité diferencovatelné vzhledem k ¢.

Pro dané x € R” uvazujme ulohu

max g(X, ). (2.14)
Necht 7% = {¢', ..., t*} je mnozina viech lokdlnich feSeni, kterd spliuji

podminku
lg(x,t') = g"] < 6MF, Wl € L(x),

kde L(x) reprezentuje indexovou mnozinu 7%, % je kladna konstanta a
g* je globalni feSeni 2.14. Definujme mnozinu indext aktivnich podminek
z popisu mnoziny T v bodé ¢ jako

Jo(t) ={j € J: h(t) =0}
a Lagrangeovu funkci pfifazenou problémemu 2.14 jako

|J]
L(x,t,u) = g(%,t) + > _uh(t),u; > 0,j € J,t €T,
j=1
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2. Linearni semi-infinitni programovani

kde u; reprezentuji Lagrangeovy multiplikdtory. Pro néjaké ¢ € T necht
jsou vektory

{th (a}jeJo(f)
linearné nezavislé. Polozme

F(f) = {¢ € R™ : 79y (D) = 0,j € Jo(D)}.

Definice3 1. Bodt € T se nazyva kritickym bodem tilohy 2.14, pokud
existuji takovd u;, j € Jy(t), Ze

Vi L(x,1,0) = Vig(%,8) + Y @;Vhy(t) =0.

J€Jo(1)

2. Bodt € T se nazyvd nedegenerovany kriticky bod, pokud jsou splnény
podminky

e t € T je kriticky bod,

e u; #0proj e Jy(t),
o (TVEL(z,t,u)€ # 0 pro kaZdé ¢ € F(t)\{0}.

Aby se na ulohu semi-infintniho programovani dala pouzit redukeni
metoda, musi byt mnozina vsech kritickych bod@ 7% konecna.

Definice 4 Ulohu 2.14 nazveme reguldrni, pokud kazdy kriticky bod tilohy
2.14 je nedegenerovany kriticky bod.

Pokud je x € M a pokud je 2.14 regularni, pak kazdeé lokalni maximum
v uloze 2.14 je nedegenerované, a tedy se jedna o izolované lokalni ma-
ximum. ProtoZe je 7' kompaktni mnoZina, existuje jen kone¢ny pocet
lokdlnich maxim v problému 2.14. Diky tomu, Ze kazdé t' € T7 je izo-
lovanym bodem, da se aplikovat véta o implicitnich funkcich. Existuji
tedy okoli U(x) bodu z a V(¢) bodu # a implicitni funkce ¢!(x),...,t*
definované nasledovné

o t!(x): U(x) — V(t)NTprol € L(x),
o tY(x) =1t prol € L(x),

e Vx € U(X),t(x) je nedegenerované a izolované lokalni maximum
problému 2.14.
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2. Linearni semi-infinitni programovani

Lze dokazat ekvivalence (viz [10])

{xeUx):g9(x,t) <0,VteT} &
{x e UR):¢'(x)=g(xt(x)) <0,l € L(x)}.

Tedy, pokud je problém 2.14 regularni, je moZné nahradit nekone¢nou
mnozinu podminek problému 2.13 kone¢nou mnoZinou podminek, ktera
je dostatecna k definovani pfipustné lokalni oblasti. Tento lokalné redu-
kovany problém se definuje nasledovné

min ¢’ x, kde
M (2.15)
M={xcU(R) :4¢(x)<0,l€ L)}

Pro kazdé x € U(x) je ¢'(x) dvakrat spojité diferencovatelna funkce vzhle-
dem k x a x je pfipustnym bodem tehdy a jen tehdy, kdyz ¢'(x) < 0. Lze
dokazat, zZe z* € U(z) je ostré lokalni minimum problému 2.13 prave
tehdy, kdyZ je z* ostré izolované lokalni minimum problému 2.15. Pro
vice informaci lze ¢tenafe odkazat na [10].

2.3.4 Algoritmy diskretizacni

Jedny ze zakladnich metod feSeni tilohy semi-infinitniho programovani
jsou diskretizacni metody. UvaZujme tlohu linedrniho semi-infinitniho
programovani ve tvaru

minc’x,

M (2.16)
M={xeR":g(x,t) <0,VteT}.

Dale uvazujme D libovolnou podmozinu 7'. Ozna¢me hustotu D v T jako

d(D,T) :=sup inf |t —d|.

teT deD

Pro kazdé D definujme problém

min ¢’ x,
M (2.17)
M={xeR":g(x,t) <0,Vt € D}.

Mnoziné D budeme fikat déleni mnoziny 7'. V pfipadé, Ze je mnoZina T’
nekonecna a déleni D kone¢né, mluvime o diskretizaci problému 2.16.
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2. Linearni semi-infinitni programovani

Jedna z moZnosti, jak najit feSeni problému 2.16, je postupneé fesit tlohy
2.17pro D;,i =0,1,...,kde {D;} je posloupnost kone¢nych podmozin T
s vlastnosti

lim d(D;,T) = 0. (2.18)
Takovémuto postupu feSeni tlohy 2.16 se fika diskretizacni metoda. Po-
sloupnost déleni { D;} mizeme definovat predem. VétSinou jsou pak tato
déleni ekvidistantni s vlastnosti D; C D, . Na druhou stranu mtize kazdé
nasledujici déleni zaviset na vysledcich pfedchozich iteraci.

Pro zajisténi konvergence diskretizacni metody bohuZel nestaci jen zajis-
tit splnéni podminky 2.18 (viz naptiklad [14]). Razné diskretizacni metody
se tak od sebe lisi tim, jak pfesné déli mnozinu 7'. Jako pfiklad jednoho z
kritérii mtizeme predvést napiiklad vysledek uvedeny v [15].

OznaCme
MzF,D):=Mn{xeR":c"'x <c'x"}.

Za ptredpokladu 2.18 a pokud dale pro néjaké x” je mnozina A\(x’, D)
omezena, pak je hromadny bod posloupnosti feSeni diskretizacnich tloh
feSenim problému 2.16.

vvvvv

(8].

2.3.5 Algoritmy zaloZené na metodé secnych nadrovin

Metody se¢nych nadrovin, které jsou hlavnim cilem této prace, budou
podrobnéji vysvétleny v dalsi kapitole. Zde uvedu pouze stru¢ny tvod.
Metody se¢nych nadrovin vychéazeji z néjakého pocatecniho x°, které
nepatii do mnoziny piipustnych feseni tlohy 2.1. Pfidavanim fezt se
nasledné posunuji nalezené x* stdle bliZe k pfipustné mnoziné tlohy 2.1.
Cely algoritmus pak vypada takto:

1. Zvolime pocatecni jednoduchou optimalizacni tlohu a tuto tlohu
vyfeSime.

2. Pridavame k existujici tiloze dal$i podminky tak, aby pravé nalezené
feSeni v nové vytvofené mnoZiné feSeni uz neleZelo (odtud metoda
secen).
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2. Linearni semi-infinitni programovani

3. Skoncime, pokud je nalezené mezireseni pripustnym feSenim tlohy
2.1 (ptipadné pokud uz toto feSeni lezi dostatecné blizko mnoziny
pripustnych feSeni tilohy 2.1).
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Kapitola 3

Metody secnych nadrovin

3.1 Uvod

Tato kapitola obsahuje rozsdhlejsi zpracovani metod, které jsou zaloZeny
na metodé secnych nadrovin. V prvni sekci je pfedstavena zakladni
metoda se¢nych nadrovin pro dlohu semi-infinitniho programovani.
Nasleduji algoritmy upravujici tuto zakladni metodu pro resSeni tlohy
semi-infinitniho programovani. Metody jsou sefazeny od nejjednodussi
metody, ktera pro vypocet vyZaduje nalezeni nejvice porusené podminky,
a z takovéto porusené podminky pak vytvafti fez, pres metody, které se
snazi tento pozadavek postupné odstranovat, az k metodé, ktera pro
vytvareni secné nadroviny vyuziva libovolnou porusSenou podminku.
V zavéru je pak prezentovan algoritmus, ktery se snazi zrychlit algoritmus
vytvarejici fezy z libovolné porusené podminky.

3.2 Metoda secnych nadrovin

Metoda secnych nadrovin je jednou ze zdkladnich technik feSeni tiloh
celoc¢iselného a konvexniho programovani a nékterych druhiti nekon-
vexniho programovani. Metoda se pouZziva zejména v piipadech, kdy
je mnozina pfipustnych feseni sloZité popsana. Reseni touto metodou
spociva v jednoduchém iterativnim postupu. V prvnim kroku se vytvori
pocatecni uloha, ve které je mnozina pfipustnych feSeni nejcastéji kon-
vexni polyedr obsahujici ptivodni mnozinu pfipustnych feSeni a ve které
je cilova funkce stejna jako v ptivodni tloze. Ulohu definovanou v k-tém

27



3. Metody se¢nych nadrovin

kroku pak vyfesime (naptiklad simplexovou metodou) a zkontrolujeme,
zda-li nalezené optimaélni feSeni padne do ptivodni mnoziny pfipustnych
feSeni. Pokud ano, pak je toto feSeni i optimalnim feSenim zadané ulohy.
V opacném piipadé se vytvoii seCna nadrovina tak, aby se v jednom polo-
prostoru, ktery této nadroviné prislusi, nachdzelo nami nalezené feSeni
a v druhém poloprostoru se nachéazela ptivodni mnozina pfipustnych
feSeni. Takto vytvofena seCna nadrovina se pak pfida k popisu jiz vyfeSené
podulohy. Tim vznikne nova tloha s mensi mnoZinou pfipustnych feseni
a mUZeme pokracCovat v iteraci feSenim této tlohy v kroku k+1 algoritmu.
V pripadé, kdy by neexistovalo optimalni feSeni v k-tém kroku tlohy,
neexistovalo by ani optimélni feSeni zadané tlohy.

3.2.1 Metoda secnych nadrovin pro tlohu semi-
infinitniho programovani

Potrebné definice

Jedna z prvnich aplikaci metody secnych nadrovin pro linearni semi-
infinitni programovani byla metoda prezentovana v [1]. UvaZujme tlohu
linearniho semi-infinitniho programovani v podobé

minc’x,
M 3.1)
M={xeR':a"(t)x>b(t),teT,x€ H}.
Navic o tloze predpokladejme nasledujici

1. ce R, c #0;
2. T je kompaktni podmozZinou R™;
3. H # (0 je kompaktni konvexni podmozinou R";
4. a: T — R" je spojita n-vektorova funkce na T’
5. b: T — Rje spojita funkce na T;
6. existujex € H, pro které plati

a’ (t)x > b(t)

pro kazdé ¢ € T akteré neni optimalni feSeni tlohy 3.1.
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3. Metody se¢nych nadrovin

Pro feSeni ulohy 3.1 predloZili autofi v [1] nasledujici algoritmus.
Algoritmus 2:

1. Definujeme ulohu F, nasledovné

min c¢’x,
M

M={xeR":xe H}.
PoloZime k = 1.
2. Ziskame x* € R jako feSeni tlohy P;_;.

3. VyfeSime
min(a” (t)x* — b(t)).

teT

Necht ¢* je jeji feSeni s vlastnosti
al' (t")x" — b(t*) < 0.

Pokud takové t* neexistuje, ukoncime vypocet a vratime x* jako
optimalni feSeni tilohy 3.1.

4. Vytvorime ulohu P, tak, zZe pfidame podminku
al (t")x > b(tF) (3.2)

k tloze P,_,. Polozime k£ = k£ 4 1 a vratime se na 2.

V piipadé, Ze dloha P;,_; nema optimélni feSeni, nema feSeni ani ptivodni
uloha 3.1. V takovém pfipadé neni tfeba pokraCovat ve vypoctu. Gustaf-
son a Kortanek v praci [1] dokazuji, Ze pokud se algoritmus nezastavi
po kone¢ném poctu kroki, je limita posloupnosti {x*}2° ; optimalnim
feSenim ulohy 3.1. Pokud je v iloze 3.1 mnoZina H konvexnim polyedrem,
je kazda z aloh P, tlohou linearniho programovani. V takovém pfipadé
neni krok 2 obtizny. Naproti tomu v kroku 3 mame za tikol vyfesit tulohu
: T
min(a” (t)zy — b(t)).

Tato tiloha bude obecné naro¢na vzhledem k obecnosti funkci a a b. Po-
kud je x* pFipustné feSeni aktudlni iterace, krok 3 vyzaduje, abychom
nasli nejvice porusenou podminku a z té pak algoritmus vytvari fez.
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Priklad

UvaZujme tlohu

m]\/i[n{—xl — o},

B n o (—T1+xo) Kt — 39 > —4AE2 + 4t — 4,
M‘{(xl"”‘*’)ER' Vte0,1],2 € H  (3.3)

H — ((’El,I'Q)ERQ ‘ $1+2$2 S 20
B T, T2 > 0 '

Je vidét, Ze jde o ulohu typu 3.1, kde

n=2rc=(-1,-1),
a:t— (—t,t—1),
bit— —4t% +4t — 4.

NeZ se pustime do feSeni tohoto pfikladu, nejprve si jej orientacné nakres-
leme. Misto min{—x; —x,} uvazujme max{z; +x,} a po ipravé dostavame
mj\z}x{xl + 22}

M ={(z1,22) €R* :tay + (1 =)z, < 4> — 4t +4,t €T,z € H},

coz je maximalizacni tloha s nekone¢né mnoha podminkami. Kazda
z podminek (pro pevné ¢t € 7T) je sama o sobé linearni nerovnosti.
Abychom pochopili, jak pfesné tloha vypada, uvazujme nad tim, jaké
podminky dostaneme v zavislosti na t € 7. Zvolme pro zacatek néjaké
pfipustné hodnoty t € 7.

Pro t = 0 dostavame nerovnost

Ty < 4,
pro t = 1 dostadvame nerovnost

1 < 4,
a konecné pro ¢t = 1 dostdvime nerovnost

$1+ZE2§6.

30



3. Metody se¢nych nadrovin

Pfi zkoumani levé strany nerovnosti zjistime, Ze pokud pohybujeme
proménnou ¢t € 7, ménime smérnici prisluSné nerovnosti. Na pravé
strané zase vidime spojitou funkci 4t — 4¢ + 4, kterd je vintervalu < 0, 1 >
klesajici, v intervalu < },1 > rostouci a minimum této funkce nastava
pravé v hodnoté ¢ = 3.

Nyni uz mtizeme pristoupit k tomu, Ze si tlohu nakreslime.

Obrazek 1
] T T T T

H2=4
H1+x2=6
ni=4
hranice

Obrazek 3.1: Zakladni nékres problému 3.3

Na obrazku 3.1 vidime znazornénou mnozinu piipustnych feSeni tlohy
3.3. Na obrazku jsou znazornény podminky, které jsme pred chvili zminili.
VSechny podminky tilohy pak vytvoii hranici mnoziny ptipustnych feseni,
kterd je na obrazku také znazornéna. Z obrazku taktéz snadno vidime,
jaké reSeni budeme metodou secnych nadrovin hledat. ProtoZe maxima-
lizujeme funkci z; + x5, bude nami hledané feSeni bod x = [3; 3]. Déle Ize
z obrazku vypozorovat, Ze podminka x; + 2z, < 20 z definice mnozZiny
H uz mnozinu pfipustnych feSeni vice neovlivni. Tato podminka je v
prikladu kviili omezenosti mnoziny H.
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Nyni, kdyz uz vime, k c¢emu sméfujeme, pokusme se tlohu 3.3 vyftesit
metodou secnych nadrovin. Budeme postupovat podle algoritmu 2.

V prvnim kroku algoritmu mame za tikol definovat pocatecni ulohu. Ze
zadani ulohy 3.3 vidime, Ze pocatecni tiloha bude vypadat takto

min(—xl —$2),
. (3.4)
M = {(1'1,1’2) € RQ - +2$’2 < 20,1’1,1’2 > 0} .

Ve druhém kroku algoritmu mame vyfesit tlohu 3.4. Ulohu miizeme
vyreSit napfiklad simplexovou metodou. Tato uloha ma jediné optimalni
feSeni, a sice x! = (20, 0) s optimalni hodnotou cilové funkce —20.

Protoze

(@T(H)x —b(t)) = (—x1+ 2o)t — 29 + 48> — 4t +4
= 4t2+(—$1+$2—4)t+4—$2,

feSime ve tfetim kroku algoritmu po dosazeni za x hodnotu pfedchoziho
vypocteného feseni x' = (20, 0) Glohu

min (41> — 24t + 4).

teT
V této tloze se nabyvd minima namnoziné 7 = {¢t |0 <t < 1} vt =1

s hodnotou cilové funkce —16. ProtoZe je tato hodnota mensi nez nula,
neskoncime, ale zavedeme prvni fez.

Ktloze 3.4 pfiddme novou podminku, kterda bude po dosazeni do obecného
vyjadfeni 3.2 vypadat takto

—I1 Z —4.
Pridanim podminky k tilloze 3.4 ziskame tlohu

Hl]vi[n(—ﬂfl — .’L'Q),

T+ 225 < 20 (3.5)
M = (l’l,l’g) € ]R2 : —I > —4 .
T, 2> 0
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Vratime se na krok 2 algoritmu 2. Nova tloha 3.5 ma feSeni x> = [4, §]
s hodnotou cilové funkce —12. V kroku 3 budeme nyni feSit tilohu

min (4% — 4).

teT

Tato tloha nabyva na mnoziné 7' minimalni hodnoty pro t*> = 0 s hodno-
tou cilové funkce —4. Opét je tato hodnota mensi nez nula, a tak budeme
opét pridavat fez. Rezem bude podminka

—XT2 > —4.
Nova tloha bude po pridani podminky k tloze 3.5 vypadat takto

mj\}n(—a:l — Tg)

_ 2. —@y > —4 .
M = (.Tl,xz) e R*: — 1z, Z 4 .
L1, X2 Z 0

Budeme-li uvedenym postupem pokracovat dale, ziskame posloupnost

(X"}
x? = [20,0],

x% = [2.75,3.25],
x' = [2.87,3.125],
x® = [2.9375, 3.0625]

Je vidét, Ze posloupnost konverguje k optimalnimu feSeni tlohy 3.3, tj. k
hodnoté [3, 3].
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3.3 Metody uvolnujici poZadavek na nejvice
porusenou podminku

3.3.1 Uvod

Jak bylo uvedeno v zavéru pfedchoziho paragrafu, algoritmus secnych
nadrovin (algoritmus 2) nardZzi na velmi obtiZny problém hledani nejvice
poruSené podminky z mnoziny podminek omezujicich mnozinu pfi-
pustnych feSeni. Tato kapitola nabizi nékolik moznych tprav zakladniho
algoritmu, které tento problém do jisté miry pomahaji fesit tim, Ze jiz
nebude nutné hledat tuto nejvice poruSsenou podminku.

3.3.2 Zakladni aprava

Jedna z prvnich zmén algoritmu 2 se objevila v praci [2]. Autofi zde mirné
upravili svij algoritmus. Zménili krok 1 a krok 3. Podivejme se na tento
obménény algoritmus.

Algoritmus 3:

1. Definujeme tlohu F, stejné jako v kroku 1 algoritmu 2. PoloZime
k = 1. Zvolime posloupnost {€*} | nezdpornych redlnych cisel tak,
aby spliiovala podminku

lim € — 0.
k—o0

2. Najdeme x* € R" jako optimalni feSeni tlohy P,_;.

3. Polozime
§(x*) := min(a” (t)x" — b(t)).

teT
Pokud je 6(x*) > 0, algoritmus kon¢i a x* je optimalnim fesenim
tlohy 3.1. Jinak nalezneme t* € T', které spliiuje podminky
a’ (t)x" — b(t") <
a’ (t)x" — b(t*) < d(x ) *.
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4. Vytvofime ulohu P, tak, Ze pfiddme podminku
aT(tk)x Z b(tk)
k tloze P,_,. Polozime k := k + 1 a vratime se na krok 2.

Jak je vidét, krok 3 uvedeného algoritmu je jednoduchym zeslabenim
zakladniho pozadavku na nalezeni nejvice narusené podminky. Pozada-
vek na nalezeni nejvice naruSené podminky byl nahrazen pozadavkem
nalezeni podminky, kterd je v zavislosti na ¢ dostatecné blizko nejvice
poruSené podmince.

3.3.3 Dalsi uvolnéni

V predchozim paragrafu byla navrzena metoda, ktera mirné zmirnovala
pozadavek na hledani nejvice porusené podminky pro vytvareni fezu
pfifeSeni tlohy linearniho semi-infinitniho programovani. V této sekci
bude uvedena metoda prezentovand v praci [3]. Metoda dovoluje zkon-
struovat fez v libovolném t,.; € T, pro které je pfisluSna podminka
dostatecné porusena. Takto se 1ze vyhnout hledani podminky, ktera je
nejvice porusend. Algoritmus skonci po konecné mnoha iteracich a vyda
pfibliZné feSeni se zvolenou piesnosti.

Uvazujme tlohu linedrniho semi-infinitniho programovani ve tvaru

min ¢’ x,
M (3.7)
M={xeR":a(t)"x>0b(t),VteT}.

Pro danoumnozinu 7}, := {t',#?,...,t*} C T definujeme tlohu linedrniho
programovani 3.8 nasledovné

minc’x,
M
M={xeR":a(t")a >b(t"),i=1,2,....k, (3.8)

x > 0.

Algoritmus 4:

1. Nastavime % := 1, zvolime jakékoliv ¢; € T a poloZime T} := {t}.
Zvolime ¢ > 0 libovolné, dostatecné malé.
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2. Vyfesime ulohu 3.8 na mnoziné 7} a optimalni feSeni oznacme

xF = (o 2k, . 2k)T.

3. Definujeme
or(t) = a(t)"x" — b(t).
Nalezneme jakékoli t*+1 € T takové, ze ¢, (t**1) < —¢ . Pokud ta-
kové t**! neexistuje, algoritmus skon¢i a vrati x* jako Feseni. Jinak
polozime Tjyq := Ty U {ty41}-

4. Polozime k := k£ + 1 a vratime se na krok 2.

Pokud by v 3.8 neexistovalo feSeni, pak by neexistovalo feSeni ani v 3.7.
V takovém piipadé neni diivod pokracovat v iteracich. Proto lze bez Gjmy
na obecnosti pfedpokladat, Ze ma 3.8 optimalni feSeni. Déle plati, Ze
tk+l ¢ T, a pokud metoda skonci v kroku 3, pak vystupni feseni x* bude
také feSit ulohu 3.7 s dostatecné velkou presnosti J.

Dualni tlohu k tloze 3.8 1ze formulovat nasledovné

T
mj\e}xb Yy,
M = yERk~ Zf:laj(ti)yigcjuj:lv?w"?” (3.9)
' yi > 0,0=1,2,... k. '

Predpoklddejme nyni, Ze 3.8 je feSitelna s optimalni hodnotou V' (LP;) a
Ze tloha 3.9 je také feSitelnd s optimalni hodnotou V(D LPE;). Pak plati
nize uvedena véta.

Véta 5 Pokud neni optimdlni reseni DL Py, degenerované, pakV (LP;.,) >
V(LP,).

Diikaz. Dukaz lze nalézt v textu [3]. O

Velikost pfirastku cilové funkce mezi tlohami V(L P, 1) a V(LP;) lze dale
zkoumat spolu s predpoklady, za kterych algoritmus skonci po konecné
mnoha krocich s pfesnosti § (viz [3]). Pro zajisténi konvergence algoritmu
je potifeba zajistit omezenost mnoZiny pfipustnych feSeni tlohy 3.8, a
déle aby v dudlni tloze 3.9 nedochézelo k degeneraci. Zbylé poZadavky
na konvergenci algoritmu se pak zajistuji volenim § dostate¢né malym.
Vyda-li ndm algoritmus v kroku £* néjaké feSeni x* € R", otazkou z{listava,
jak blizko bude x* optimélnimu feSeni tlohy 3.7. Ozna¢me

By :={j : 2 > 0}.
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Véta 6 Pro jakékolié > 0 plati, Ze pokud existuje

X = (i‘lvj% s 7‘7_:TL)T7
pro které
x*
i.j > —XJ,VJ € Bk*u
Z; > 0,Yj € By
tak, Ze
k
> ozfit) =1LVt eT, (3.10)
j=1
pak
V(LPy) = V(LSIP)| < 6| ;).
j=1
Diikaz. Dukaz lze nalézt v [3]. O

3.3.4 Nejveétsi uvolnéni

V predchozi kapitole byla uvedena metoda, ktera hleda pfiblizné feSeni
ulohy 2.1 v pripadé, kdy neumime najit nebo nechceme hledat nejvice
poruSenou podminku. Metoda dovolovala tvofit fez z podminek, které
jsou o néjaké ptipustné § vzdalené od nejvice porusené podminky. Toto
umoznuje uzivateli uz celkem velkou volnost v hledani porusené pod-
minky. Nékdy vsak ani takto relaxovany pozadavek nemusi vést k cili.
V pfipadé, Ze uzivatel neni schopny najit nebo nechce hledat ani pod-
minku, kterd je vzdalena o 6 od maximalné porusené podminky, mtze se
uzivatel pokusit implementovat metodu prezentovanou niZe.

Metoda urcena pro feSeni tlohy linearniho semi-infinitniho programo-
vani, kterou nyni uvedeme, je zaloZena na metodé Elzinga and Moora
Central-cutting-plane algorithm pro feSeni ulohy konvexniho progra-
movani. Byla prezentovana v textu [4].Tento algoritmus je schopny se-
strojit seCcnou nadrovinu z jakékoli podminky z mnoziny poruSenych
podminek z popisu mnoziny pfipustnych feSeni, a to bez ovlivnéni line-
arni rychlosti konvergence metody. Pro zajiSténi rychlosti konvergence
neni tedy tfeba hledat nejvice porusenou podminku, jak je tomu u jinych

37



3. Metody se¢nych nadrovin

metod.

Uvazujme stejnou tlohu linedrniho semi-infinitniho programovani, jako
v kapitole 3.2.1

min ¢’ x,
M (3.11)
M={xeR"':a"(t)x>b(t),teT,xe€ H}.
Navic predpokladejme splnéni podminek
l. ceR",c£0,
T je kompaktni podmozinou R™,
H # () je kompaktni konvexni podmozinou R”,

a: T — R je spojita n-vektorova funkce na 7',

b:T — Rje spojita funkce na 7,

2B A

existuje x € H, pro které plati
a’ (t)x > b(t)
pro kazdé ¢ € T akteré neni optimalni feSeni tilohy 3.11.

Pro kazdé x € R", necht |x|| oznatuje Euklidovskou normou, tj. ||x|| =
(xTx).

Oznacme Vp hodnotu cilové funkce v optimalnim feSeni tlohy 3.11

Algoritmus 5: 1. Zvolime v > Vp a konstantu § € (0, 1). Definujeme
problém 3.12 néasledovné

max g,
M (3.12)
M ={(x,0) eR""™ :c'x +[|c[lo <v,x € H}.

Zvolme y° € H anecht k = 1.

2. Necht (x*,o*) € R" x R je optimdlnim feSenim tlohy SD;._ ;. Jestlize
je o% = 0, ukon¢ime vypocet a x* je v takovém pfipadé hledanym
feSenim ulohy 3.11. V opacném ptipadé pfejdeme na krok 3.
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3. Pro zmens$eni rozméru tlohy smazeme podminky z SD,_,, které
vyhovuji nékterému z mazacich pravidel uvedenych nize. VyreSime
problém SDy_;.

4. Nyni zélezi na tom, zda je x* pfipustnym FeSenim tlohy 3.11:

I Plati-li
a’ (t)x* > b(t) pro vSechnat € T, (3.13)

pak pfidame podminku

cI'x +|c|lo < 'xF (3.14)

k dloze SD,_, a polozime y* := x*.

II Vopacném piipadé nalezneme t* € T takové, Ze pro néj plati
a’ (t")x" — b(tF) < 0. (3.15)
Ptidame podminku
al (t")x — ||a(t?)]|o > b(tF) (3.16)
k—1

k tloze SD;_; anastavime y* .=y
V obou piipadech poloZime k := k + 1 a vratime se na krok 2.

Prvni pravidlo mazani Smazeme podminku c’x + ||c||lc < © nebo ja-
koukoli podminku vytvofenou krokem 4 I v pfedchozich iteracich,
pokud x* je pfipustnym fesenim tilohy 3.11, to znamené pokud

Itléi%l(aT(t)xk —b(t)) > 0.

Druhé pravidlo mazani Smazeme takovou podminku z mnoZiny pfi-
pustnych feSeni ulohy SDy_,, pokud zaroven plati
1. podminka byla generovana 4 Il v j-té iteraci, kde j < k,
2. ok < Ba,

3. podminka nebyla v tloze SD,_, v bodé (x*, o*) splnéna jako
rovnost (tj. platilo a (#/)z, — |la(t?)||o* > b(#7)).
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Priklad

Resme jesté jednou piiklad uvedeny v kapitole 3.2.1
Hl]\}n(—l’l — ZIZ'Q),

C(—my x) Kt — g > —A2 4 4t — 4,
' Vte[0,1],x € H

H— ($17$2)€R2 | T+ 22, < 20
N T1, T2 > 0 ‘

} 7 (3.17)

Tentokrat budeme piiklad fesit pomoci algoritmu 5. Pfipomenme, Ze se
optimalni hodnoty cilové funkce tlohy 3.17 nabyva v bodé [3, 3].

Zvolme v := 1000. Podle prvniho kroku algoritmu vytvofime pocatecni
ulohu

max o,
M
(x,0) € R*L:
M= —r1 — 19+ 1414 < 1000 (3.18)
T+ 215 < 20 (-
T1,x2 > 0

Zvolme déle y° € H libovolné. Necht je tedy y° := (1,1).

V dal$im kroku algoritmu mame najit optimalni feSeni tlohy 3.18. Op-
timalni feSeni této dlohy je bod (x!, ') = (20,0, 721.249) s optiméalni hod-
notou cilové funkce 721.249. Tato hodnota je vétsi nez nula, a mtizeme
tedy pristoupit k zavadéni fezu.

Pred zavddénim Fezu mame nejprve ve tietim kroku algoritmu pouzit ma-
zaci pravidla k odstranéni prebytecnych podminek. Nejsou vSak splnény
predpoklady ani jednoho z pravidel mazani, a proto pristoupime ke kroku
4 algoritmu.

Protoze neni bod x' pfipustnym feSenim tlohy 3.17, budeme zavadét
fez podle kroku II. Mame nalézt libovolné ¢* € [0, 1] tak, aby byla splnéna
nerovnost

4t2+(—l’1+$2—4)t+4—l’2 < 0.
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Tato nerovnost je splnéna napfiklad pro t' := 0.429. K dloze 3.18 tedy
pfiddme podminku

—0.429z21 + —0.57129 + —0.7140 > —3.02

a dostaneme nasledujici ulohu

max o,
M
(x,0) € R™:
—r; — re + 14140 < 1000 (3.19)
M = —0.42927 — 0.571xy — 0.7140 > -3.02 ;.
ry + QZEQ S 20
Ty, Ty 2 0

Zbyva polozit y! := y° = (1, 1) a miiZeme pfiejit zpét na krok 2 algoritmu.

Optimalni feSeni tlohy 3.19 je bod (x?,¢%) = (0,0,4.229) s optimalni
hodnotou cilové funkce 4.229. Tato hodnota je opét vétsi nez nula a bu-
deme tedy znovu zavadét fez.

Nejprve vSak ovéfime, zdali nemtizeme néjakou podminku z mnoziny
M tlohy 3.19 odstranit. Podle prvniho mazaciho pravidla smaZeme pod-
minku

—r1 — T9 + 1.4140 < 1000,

protoze x? je pfipustné feseni tlohy 3.17. Kdyz zkontrolujeme, zda-li
nebudeme mazat néjakou dalsi podminku i podle druhého mazaciho
pravidla. Jedind podminka vytvofend krokem II algoritmu je podminka

—0.4292; + —0.571zy + —0.7140 > —3.02.

Podminku v8ak mazat nebudeme, nebot je v tomto kroku splnéna jako
rovnost.

ProtoZze je x? pfipustnym bodem tlohy 3.17, pfistoupime k zavadéni
fezu podle kroku I. Podle tohoto kroku pfiddme nésledujici podminku

—x1 — X3 + 1.4140 < 0.
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Celkové tedy v této iteraci algoritmu dostavame tlohu

max o,
M
(x,0) € R*H:
—r; — re + 14140 < 0 (3.20)
M= —0.4292;, — 0.571lxy — 0.7140 > —-3.02 ».
Ty + 21’2 S 20
T1,23 = 0

Polozime y? := (0, 0) a pfistoupime k dalsi iteraci algoritmu.

V dalsi iteraci algorimu dostaneme optimalni feseni tilohy 3.20 (x?,03) =
(3.234,0,2.287), kdy je x* opét piipustnym feSenim tilohy 3.17. Stejné jako
v pfedchozi iteraci smazeme podminku podle prvniho pravidla a druha
podminka je splnéna jako rovnost, takZe ji nemtizeme vyloucit. Zavedeme
fez podle kroku I. Dostaneme novou ulohu

max o,
M
(x,0) € R*™:
—-r; — ro + 14140 < —-3.23 (3.21)
M = —0.42927 — 0.571xy — 0.7140 > -=-3.02 ;.
ry + 21’2 S 20
T1,T9 Z 0

Polozime y* := (3.234,0) a pfejdeme na dalsi iteraci.

Vysledky dal$iho prabéhu vypoctu zavisi na volenych t*. Jeden z moznych
pribéhti maze vypadat takto:
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Iterace podminek v tloze (x*, o) zvolené t*
1 p (20,0, 721.24892) 0.42889
2 3 (0,0, 4.22869)

3 3 (3.23392,0,2.28673)

4 3 (4.98272,0,1.23658) 0.93626
5 4 (2.8516, 1.8495, 1.0374)

6 3 (0,9.46060, 3.36550) 0.11779
7 4 (3.00931, 2.84116, 0.81274)

8 4 (3.34361, 3.15448,0.45794) 0.56448
9 D (2.39832,3.62172,0.11991) 0.32491
10 D (2.769658, 3.199420, 0.083873)

11 4 (2.796498, 3.232536, 0.042394) 0.37518
12 ) (2.888885, 3.127470, 0.033429) 0.45521
13 6 (3.037114,2.958899, 0.019046)

14 6 (3.0439981, 2.9655211, 0.0095502)  0.50369
15 6 (2.9171825,3.0814844,0.0018764)  0.48019
16 >

(2.9669193, 3.0313794, 0.0016161)

Pokud algoritmus neskonci po kone¢ném poctu kroki, pak generuje po-
sloupnost bodi {y},. ;. Limita této posloupnosti je optimélnim feSenim
ulohy (L P). Dlikaz tohoto tvrzeni, jakoz i diikaz rychlosti konvergence,
kopiruje dtkaz Elzinga a Moora pro jejich algoritmus pro feSeni tloh
konvexni programovani.

Lemma 1 Bez ohledu na to, zda-li se pouZiji mazaci pravidla, plati, Ze
pokud algoritmus neskonci, pak jelimy, .., o* = 0.

Lemma 2 Pokud je x pripusiné reseni tilohy 3.11 a pro vSechnat € T
plati a” (t)x > b(t), pak existuje ¢ > 0 takové, Ze (x,5) vyhovuje vsem
nerovnostem, které predstavuji rezy pridané kroky 4 a Il algoritmu.

Lemma 3 Pokud se algoritmus zastavi v kroku k*, pak y* ~' je pripustnym
resenim tilohy 3.11. Pokud se algoritmus nezastavi, pak existuje k takove,
Zey* je pripustné reseni tilohy 3.11 pro kazdé k > k.

Véta 7 Pokud se algoritmus zastavi v kroku k*, pak y* ~! je optimadlni
resenim tilohy 3.11. Vopacném pripadeé existuje limita posloupnosti {y’“}zi Y
a ta je optimalnim resenim tilohy 3.11.
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3. Metody se¢nych nadrovin

Elzinga and Moore dokézali linearni rychlost konvergence pro jejich

algoritmus. Analogickym zptsobem lze dokézat linearni rychlost konver-
gence prezentovaného algoritmu.

Véta 8 Mezi pripustnymi body ma v objektivni funkci algoritmus linedrni
rychlost konvergence.
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Kapitola 4

Programatorské zpracovani

4.1 Uvod

Pro praktickou cast diplomové prace jsem zvolil programovaci jazyk
Octave. Pro volbu tohoto programovaciho jazyka pro mé bylo dtlezité,
Ze se jedna o jazyk urceny k provadéni numerickych vypocti. Druhou
velmi vyznamnou vlastnosti Octave je, Ze se §ifi pod licenci GNU General
Public License a je jej tedy moZné svobodné Sifit.

V jazyce Octave jsem naprogramoval jednak kostry zakladniho algo-
ritmu metody se¢nych nadrovin pro tlohu semi-infinitni optimalizace
a kostru algoritmu, ktery vytvari fez z libovolné poruSené podminky
z mnoziny poruSenych podminek. Metody jsem implementoval s ohle-
dem na navrhovy vzor most. Pro jednotlivé metody jsem dale implemen-
toval aplikace na urcité tfidy tilloh linearni semi-infinitni optimalizace.

Zdrojové kody byly odladény pod distribuci Octave, ktera je volné ke
stazeni. Vyvoj probihal v prostredi Cygwin v distribuci Octave 3.0.3.

Upozornéni k verzi Octave 3.0.2

Béhem psani diplomové prace jsem objevil chybu v distribuci Octave
projevujici se jen v prostfedi Cygwin. Chyba byla velmi rychle opravena a
po aplikaci pfislusného opravného balicku byly zdrojové k6dy odladény.
BohuzZzel do odevzdani diplomové prace jesté nebyla aktualizovana dis-
tribuce Octave pro Cygwin, a je proto nutné Octave nainstalovat pfimo
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ze zdrojovych k6dl dostupnych jiz pro verzi 3.0.5. Podle informaci od
tvlircti Octave se chyba projevuje jen v distribuci pro Cygwin. Navic by
se meéla distribuce Octave pro Cygwin v nejblizsi dobé aktualizovat na
verzi 3.0.3, ve které je jiZ chyba opravena. Zdrojové kody byly testovany ve
virtudlnim stroji, na kterém byl nainstalovan systém Ubuntu, v distribuci
Octave pro Ubuntu se chyba neprojevovala.

4.2 Qctave

Octave je otevieny programovaci jazyk, ktery se zameéruje na numericke
vypocty. Vznikl z divodu potieby alternativy k placenym numerickym
baliktim, jako jsou napfiklad Matlab nebo Mathematica. Octave je na
bodné pouZivat, ménit nebo kopirovat za podminky dodrZovani licence
GNU General Public License, pod kterou je tento programovaci jazyk
distribuovan.

Jazyk Octave byl vytvofen nékolika nadSenci jako program pro psani vyso-
koskolské ucebnice tykajici se navrhu chemickych reaktorti. Po nékolika
letech je z néj jiz solidni prostfedi, které v nékterych oblastech miize
konkurovat komer¢nim programtim. Aktudlni verze implementace ja-
zyku Octave zvlada pocitat s redlnymi, komplexnimi nebo celociselnymi
skalary nebo maticemi, zvlada fesit soustavy nelinearnich algebraickych
rovnic, integrovat funkce na kone¢nych nebo nekone¢nych intervalech.
Octave umi pocitat mnoho rtiznych matematickych problémt od sta-
tistickych, pres financni matematiku, diferencialni pocty, interpolaci a
mnoho dalsiho. Z optimalizacni oblasti matematiky miizeme zminit
feSeni ulohy linearniho, kvadratického programovani a nékteré tlohy
nelinedrniho programovani.

Naprogramované metody tak mohou ctenari poslouzit jako rozsifeni
funci implementace jazyku Octave také o feSeni tlohy linearniho semi-
infinitniho programovani.
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4.3 Navrhovy vzor most

Navrhové vzory (anglicky design patterns) pfedstavuji predstavuji v soft-
warovém inZenyrstvi obecné definované feseni problém1i vyvstavajici pfi
designu software. Navrhovy vzor slouZi jako Sablona, ktera resi néjaky
obecny designovy problém. Znalost navrhovych vzort neni pro progra-
movani nezbytnd, na druhou stranu miizZe jejich znalost velice zefektivnit
praci programatora, ktery jiz nemusi znovu vymyslet to, co jiz jini vymys-
leli. Navic si muze byt programator pfi pouziti spravného navrhového
vzoru jisty, Ze problémovou situaci resi efektivné a korektné.

Most je navrhovy vzor, ktery pouZivame v situacich, ve kterych je potfeba
oddélit implementaci problému od jeho abstrakce. Protoze algoritmy
secnych nadrovin nedavaji (a ani nemohou dat) presnou odpovéd' na
otazku, jak presné hledat podminku, ze které budeme vytvéret fez, imple-
mentoval jsem algoritmy obecnéji tak, aby si mohl uzivatel ménit metody
hledajici porusenou podminku podle svych pfedstav.

oV v s

na knihu [19].

4.4 Metody secnych nadrovin

Obé implementované metody byly naprogramovéany podobnym zptiso-
bem. Hlavni kostra algoritmu je v jediné funkci, ktera vykonava kroky
algoritmu pfislusné metody tak, Ze vola funkce, které maji dany krok za
ukol. Konkrétni implementace algoritmu pak spociva v prepsani téchto
funkci funkcemi vlastnimi, které pocitaji konkrétni alohu, ktera je imple-
mentovana.

4.4.1 Zakladni metoda secnych nadrovin

Na tomto misté uvedu nékolik nejdtlezitéjsich funkci a stru¢né popisi,
k ¢emu dané funkce slouzi. Pfesny tvar vstupnich a pozadavky na vystupni
parametry téchto funkci lze nalézt v dokumentaci.

e Zéakladni metoda seCnych nadrovin je definovana ve funkci
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function x = cutting_plane(sip_problem, steps).

Funkce je hlavni funkci, kterou se zpousti algoritmus. Funkce ma
dva parametry. Prvnim parametrem je problém, ktery se bude fesit.
Druhym parametrem je maximalni pocet krokt, které se maji v
metodé provést. Metoda vrati nalezené optimalni feSeni. Pokud
metoda feSeni nenajde vrati hodnotu Inf.

Funkce

function program=create_first_program(sip_problem),

slouzi pro vytvareni prvni tlohy linearniho programovani podle
kroku 1 algoritmu 2.

Funkce

function find _minimum_tk(xk,sip_problem),

slouzi pro hledani porusené podminky podle kroku 3 algoritmu 2.
Funkce

function optimal (xk,tk,sip_problem),

slouzi k ovéreni, zda-li je nalezené feSeni optimalnim feSenim za-
dané ulohy.

Funkce

function create_constraint (tk,sip_problem).

slouzi pro vytvofeni podminky, ktera se bude pfidavat k uloze.

Implementace zdkladni metody

Ve stejném souboru, ve kterém je implementovana zakladni metoda
secnych nadrovin, je implementovana aplikace zakladni metody, tj. jsou
definovany funkce zminéné v pfedchozim odstavci. Pokud tedy uZivatel
tyto funkce neprepiSe, umi aktualni implementace algoritmu fesit alohy
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typu

min ¢’ x,

M

1
— . 4T T —4T t
M—{XEH.t Ax + a X22t Lt+l—|—l,t€T}, 4.1)

H={xeR": A1x <by,x >0},
T:{tERmAQtsz,tZO}

vvvvv

tit, 1ze nalézt v dokumentaci ptiloZené ke zdrojovym kédtim, pfipadné v
komentéfrich zdrojovych kéda.

4.4.2 Implementace mirné uvolnujicich metod

Algoritmy zminéné v kapitolach 3.3.2 a 3.3.3 1ze implementovat pomoci
metody zminéné vyse. Zde uvedeme velmi stru¢ny nédvod pro implemen-
taci danych metod.

e Funkci

function find_minimum_tk(xk,sip_problem)

je tfeba implementovat tak, aby hledala prisluSnou narusenou pod-
minku vzhledem ke kroku 3 algoritmti 3 respektive 4.

e Ve funkci

function optimal(xk,tk,sip_problem)

je tteba implementovat potfebné unkoncovaci kritérium pro jed-
notlivé algoritmy.

4.5 Centralni metoda secnych nadrovin

Zde uvedeme nejdulezitéjsi funkce naprogramované pro metodu secnych
nadrovin prezentovanou v kapitole 3.3.4.
e Centralni metoda je definovana ve funkci

function x = central_cutting_plane(sip_problem, steps =
20, beta = 0.1).
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Prvni dva parametry funkce jsou stejné jako v pfedchozi metodé. Po-
sledni parametr je vstupni parametr metody, kterd ovliviiuje mazani
podminek podle druhého mazaciho pravidla algoritmu 5. Pro im-
plementovani algoritmu je nutné implementovat funkce a(t), b(t) z
definice algoritmu podle navodu v dokumentaci a upravit metodu .

Funkce

function program = create_first_central_program(
sip_problem)

slouzi pro vytvofeni pocatecni tlohy podle kroku 3.12 algoritmu 5.

Funkce

function optimal (xk,tk,sip_problem)

slouzi k ovéreni, zda-li je nalezené feSeni optimalnim feSenim za-
dané ulohy.

Funkce

function bool=feasible(x,problem)

slouzi pro ovéfeni, zda-li je vstupni prvek x pfipustnym feSenim
zadaného problému podle kroku 4 algoritmu 5.

Funkce

function t=find_any_tk(program,x,problem)

ma za ukol hledat néjakou porusenou podminku podle kroku II
algoritmu 5.

4.5.1 Implementace centralni metody secnych nadrovin

Implementace centralni metody se liSi od pfedchozi implementace v
nékolika bodech. Na jednu stranu fesi implementace metody obecné;jsi
ulohu, na druhou stranu se vSak implementuje hledani porusené pod-
minky a pfipustnosti feSeni metodou Monte Carlo. Implementace fesi
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ulohy typu

min ¢’ x,
M

M={xeH: a(t)’x +a’x > b(t),t € [0, 1]}, (4.2)
H:{XERnAlxgbl,XEO}

Podrobnéjsi informace o tom, jak pfesné zadat tlohu a jak program
spustit, Ize opét najit v dokumentaci prilozené ke zdrojovym k6dim,
pripadné komentare zdrojovych kédu.
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Kapitola 5
Zaveér

Cilem prace bylo nastudovat a priblizit nékolik pfistupt k feSeni tloh
linedrniho semi-infinitniho programovani. V préci jsem prezentoval zak-
ladni druhy metod pro feseni tlohy linearniho semi-infinitniho progra-
movani. Podrobnéji jsem se vénoval metodé secnych nadrovin pro tlohu
linearniho semi-infinitniho programovani. Ukdzal jsem, jakymi zplisoby
je mozné v této metodé uvolnovat zdkladni poZadavek na nalezeni nejvice
porusené podminky. Na dvou prikladech jsem ukazal, jak pracuji dvé vari-
anty metody secnych nadrovin pro tlohu linearniho semi-infinitniho pro-
gramovani. Schéma téchto dvou metod jsem implementoval pro urcité
tfidy uloh linearniho semi-infinitniho programovani v matematickém
programovacim jazyce Octave.

K sepsani prace jsem sestudoval 16 praci riznych autorti. Uvedenou
literaturu jsem zpracoval a sjednotil znaceni, abych ziskal kompaktni ce-
lek. Zaméfil jsem se na metody secnych nadrovin na zakladé hodnoceni
v préci [3] a vlastniho uvazeni. Zakladni metodu a jeji modifikaci jsem
ilustroval vlastnimi pfiklady. Vlastni je také mé programové zpracovani
téchto metod.

5.1 MozZnarozsireni

Pti zpracovnani teoretické ¢asti bylo tfeba vynechat mnozstvi material(i
tykajicich se jinych metod, neZ metod se¢nych nadrovin. Dalsi teoretické
rozSifovani prace by se tak mohlo zaméfovat podrobnéji na jiné typy
ulohy linearniho semi-infinitniho programovani, a to zejména na metody

52



5.Zavér

fesSici dualni tlohu. Nékteré z uvedenych metod lze zobecnit pro tlohu
nelinearniho semi-infinitniho programovani, jiné rozsifeni prace by se
tak mohlo zabyvat tllohou nelinearniho semi-infinitniho programovani.

Vzhledem k vét§imu rozsahu prace a také zaméfeni na metody seCnych
nadrovin jsem do prace nezafadil implementaci dvoufazového algo-
ritmu, ktery nejprve vyhledava priblizné feseni metodou diskretizace,
a nasledné zpfesnuje toto feSeni pomoci redukcni metody. V dalSim po-
kraCovani v této oblasti bych uvazoval o jeho publikaci.
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Dodatek A
Popis prilozeného CD

Na pfiloZzeném CD lze nalézt text této prace spolu se zdrojovymi kody
naprogramovanych metod. CD obsahuje slozky:

dipl/, ve které se nachazi tyto soubory:

e diplomova prace.pdf elektronicka verze této prace ve formatu pdf
cutting plane/, ktera dale obsahuje:

e cutting plane.m naprogramovana metoda secnych nadrovin

e cutting plane.txt dokumentace k naprogramované metodé sec-
nych nadrovin

e central cutting plane.m naprogramovana centralni metoda sec-
nych nadrovin

e central cutting plane.txt dokumentace k centrdlni metodé sec-
nych nadrovin

octave/, ve které se nachazi zdrojové kédy jazyka Octave.
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