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Metody řešenı́ úloh semi-infinitnı́ho
programovánı́

Katedra aplikované matematiky
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Supervisor’s e-mail address: libuse@kam.mff.cuni.cz

Abstract: The aim of this work is to give an overview of methods for sol-
ving linear semi-infinite programming problems. The work also discusses
various types of cutting plane method for semi-infinite programming
problems. The work involves implementation of two types of this method
in programming language Octave and the behavior of these methods is
shown on examples.
Keywords: optimization methods, linear semi-infinite programming me-
thods, cutting-plane methods

5



Kapitola 1

Úvod

V této diplomové práci se zaměřuji na zpracovánı́ metod řešenı́ úlohy
lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́. Lineárnı́ semi-infinitnı́ pro-
gramovánı́ je zaj́ımavým odvětvı́m matematického programovánı́. Řešenı́
problémů lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ často vyžaduje spe-
ciálnı́ teoretické a numerické techniky. Oblast lineárnı́ho semi-infinitnı́ho
programovánı́, stejně jako jej́ı aplikace, se v poslednı́ch několika letech
velmi rychle rozvı́j́ı.

Mějme c ∈ Rn, T pevnou nekonečně-prvkovou množinu indexů. Pro
každé t ∈ T mějme dán reálný vektor a(t) ∈ Rn a reálné čı́slo b(t) ∈ R. Pak
úlohou lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ nazveme následuj́ıcı́
minimalizačnı́ úlohu:

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : a(t)Tx ≥ b(t),∀t ∈ T

}
,

(1.1)

Problém 1.1 vypadá, že má velmi jednoduchou strukturu, ale ve sku-
tečnosti obsahuje mnoho obecných optimalizačnı́ch problémů. Mějme
napřı́klad f : T → R libovolnou reálnou funkci definovanou na libo-
volné množině T . Potom problém nalezenı́ globálnı́ho minima f na T lze
jednoduše převést na úlohu 1.1 následuj́ıcı́m způsobem

min
M
−y,

M = {y ∈ R : −y ≥ −f(t),∀t ∈ T} .

Netriviálnı́ a mnohem praktičtějšı́ přı́klad dostaneme, pokud bude v před-
chozı́m problému T = Rn a dále f : Rn → R konvexnı́ a diferencovatelná.
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1. Úvod

Potom totiž plat́ı (viz [13]), že

f(x) = max
t∈Rn
{f(t) + Of(t)T (x− t)}.

Minimalizace funkce f na Rn je pak ekvivalentnı́ následuj́ıcı́ úloze 1.1

min
M

x0,

M = {(x0,x) ∈ Rn+1 : x0 − f(t)Tx ≥ f(t)− Of(t)T t, ∀t ∈ Rn}.

Analogicky lze převést libovolnou úlohu konvexnı́ optimalizace na úlohu
semi-infinitnı́ho programovánı́ v Rn.

Úloha lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ vyvstává napřı́klad v
problémech lineárnı́ Čebyševovy aproximace. V těchto problémech bývá
funkce f , definovaná na kompaktnı́ podmnožině Y ⊂ Rm, aproximovaná
lineárnı́ kombinacı́ pn(x,y) =

∑n
n=1 xjgj(y) funkcı́ gj . Pak musı́me mimo

jiné zjistit

min
M

e,

M = {e ∈ R : ±(f(y)− pn(x,y)) ≤ e,∀y ∈ Y }.

Aplikace semi-infinitnı́ho programovánı́ lze naj́ıt v mnoha oborech lidské
činnosti. Semi-infinitnı́ hry vyvstávaj́ı v těch situacı́ch z teorie her, kdy
jeden hráč má k dispozici nekonečně mnoho čistých strategíı, zat́ımco
druhý hráč má pouze konečný počet čistých strategíı. V geometrii lze jako
úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ formulovat napřı́klad
problém oddělenı́ a silného oddělenı́ dvojic podmnožin normovaného
prostoru. V samoučı́cı́ch systémech vyvstává problém lineárnı́ho semi-
infinitnı́ho programovánı́ v přı́padě, že množina hypotéz systému je
nekonečná. V telekomunikacı́ch se úloha lineárnı́ho semi-infinitnı́ho
programovánı́ použı́vá pro výpočet, jak zvyšovat kapacitu optimálnı́ mo-
bilnı́ sı́tě. O dalšı́ch aplikacı́ch úlohy semi-infinitnı́ho programovánı́ se
lze dočı́st v [5].

V prvnı́ části práce seznámı́m čtenáře se základy semi-infinitnı́ho progra-
movánı́ a se základnı́mi metodami, které tuto úlohu řešı́. V druhé části
práce se zaměřuji na metodu sečných nadrovin pro úlohu lineárnı́ho
semi-infinitnı́ho programovánı́. Tato metoda má oproti ostatnı́m me-
todám řadu výhod. Velkou výhodou metody sečných nadrovin je lineárnı́
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1. Úvod

rychlost konvergence (viz [4]). Autoři [3] a [17] uváděj́ı metodu sečných
nadrovin jako jednu z kĺıčových metod pro řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-
infinitnı́ho programovánı́. V poslednı́ části práce popisuji implementaci
dvou různých metod sečných nadrovin pro úlohu lineárnı́ semi-infinitnı́
optimalizace. Součást́ı diplomové práce jsou i zdrojové texty implemen-
tovaných algoritmů v jazyce Octave na přiloženém optickém disku.
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Kapitola 2

Lineárnı́ semi-infinitnı́
programovánı́

2.1 Úloha lineárnı́ho semi-infinitnı́ho
programovánı́

Úloha lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ vzniká jako zobecněnı́
úlohy lineárnı́ho programovánı́. Tak jako se ve většině discipĺın mate-
matického programovánı́ uvažuje množina přı́pustných řešenı́ omezená
pomocı́ konečného počtu podmı́nek, je i v úloze lineárnı́ho programovánı́
množina přı́pustných řešenı́ omezená konečně mnoha lineárnı́mi pod-
mı́nkami. Úloha lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ zobecňuje
úlohu lineárnı́ho programovánı́ t́ım, že se v těchto optimalizačnı́ch úlo-
hách uvažuje množina omezenı́ množiny přı́pustných řešenı́ nekonečná.

Úloha semi-infinitnı́ho programovánı́ se dá dále zobecnit tak, že se navı́c
uvažuje nekonečná množina proměnných. Úlohám, ve kterých je ne-
konečná jak množina proměnných, tak množina omezenı́ množiny přı́-
pustných řešenı́, se řı́ká úlohy infinitnı́ho programovánı́.

Úlohy, ve kterých uvažujeme nekonečnou množinu proměnných, ale
konečnou množinu podmı́nek, se označuj́ı jako úlohy zobecněného semi-
infinitnı́ho programovánı́. Struktura takovýchto úloh je obecně složitějšı́
než struktura úloh semi-infinitnı́ho programovánı́.
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2. Lineárnı́ semi-infinitnı́ programovánı́

Definice 1 Mějme dán reálný vektor c ∈ Rn. Dále necht’ T je pevná ne-
konečně-prvková množina indexů. Pro každé t ∈ T mějme dán reálný
vektor a(t) ∈ Rn a reálné čı́slo b(t) ∈ R. Pak úlohou lineárnı́ho semi-
infinitnı́ho programovánı́ nazveme minimalizačnı́ úlohu

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : a(t)Tx ≥ b(t),∀t ∈ T

}
.

(2.1)

V této úloze máme za úkol minimalizovat lineárnı́ funkci proměnných
x ∈ Rn vzhledem k nekonečné množině lineárnı́ch podmı́nek. Pokud
by v úloze 2.1 byla množina T konečná množina indexů, změnila by se
úloha na úlohu lineárnı́ho programovánı́. Pokud je množina T spočetná,
mluvı́me o úloze spočetného lineárnı́ho semi-infitnı́ho programovánı́. Po-
kud je v úloze 2.1 množina T Euklidův prostor konečné dimenze a pokud
jsou funkce a(t), b(t) spojité na T , mluvı́me o úloze spojitého lineárnı́ho
semi-infinitnı́ho programovánı́.
Uvedená definice úlohy semi-infinitnı́ho programovánı́ je vhodná k vy-
tvářenı́ duálnı́ úlohy. Pro zjednodušenı́ zápisu uved’me ještě definici
ekvivalentnı́. V textu se budeme odkazovat na tu z definic, kterou budeme
potřebovat.

Definice 2 Mějme c, T , a(t), b(t) definováno jako v definici 2.1. Definujme
nynı́ reálnou funkci dvou proměnných g(x, t) jako g(x, t) = b(t) − a(t)x.
Úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ pak můžeme definovat
takto

min
M

cTx,

M = {x ∈ Rn : g(x, t) ≤ 0,∀t ∈ T} .
(2.2)

2.2 Stručný úvod do teorie duality v semi-
infinitnı́m programovánı́

Jednou ze základnı́ch technik práce s úlohami matematického progra-
movánı́ je tvorba a následná analýza přı́slušných duálnı́ch úloh. Zabý-
vejme se nejprve úlohou spočetného lineárnı́ho semi-infinitnı́ho progra-
movánı́. Uvažujme úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ ve
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2. Lineárnı́ semi-infinitnı́ programovánı́

tvaru
min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : aT

i x ≥ bi, i = 1, 2, . . .
}
.

(2.3)

Předt́ım, než přistoupı́me k prezentaci duálnı́ úlohy, je třeba definovat
prostor proměnných duálnı́ úlohy. Prostor proměnných duálnı́ úlohy lze
volit různě, a proto v závislosti na volbě prostoru se pak měnı́ i duálnı́
úloha. Označme Z jako prostor všech posloupnost́ı v R. Označme dále
prostor všech posloupnost́ı v R, ve kterých je pouze konečný počet nenu-
lových prvků, jakoW . Bilineárnı́ formu definujeme naZ×W standardnı́m
způsobem jako 〈z,w〉 =

∑
ziwi, z ∈ Z,w ∈ W . W bude prostor proměn-

ných v duálnı́ úloze a můžeme tedy přistoupit k formulaci duálnı́ úlohy.
K úloze 2.3 lze vytvořit následuj́ıcı́ duálnı́ úlohu (viz [7])

max
M

∑
i

wibi

M =

{
w ∈ W :

∑
i

wiai = c, wi ≥ 0

}
.

(2.4)

Po zformulovánı́ primárnı́ a duálnı́ úlohy můžeme již přistoupit k před-
loženı́ podmı́nek, za jakých nabývaj́ı cı́lové funkce úloh 2.3 a 2.4 stejné
optimálnı́ hodnoty. Nejprve definujme dvě množiny

MA := {
∑

i

wiai : w ∈ W,wi ≥ 0},

MB := {(
∑

i

wiai,
∑

i

wibi) : w ∈ W,wi ≥ 0}.

Všimněme si, že tyto množiny jsou kužely v Rn, respektive v Rn+1. Pokud
označı́me souhrnně podmı́nky ai z úlohy 2.3 jako A, pak

MA := {Ax : x ∈ Rn,x ≥ 0},

MB := {(Ax, 〈x,b〉) : x ∈ Rn,x ≥ 0}.

Nı́že uvedené věty ukazuj́ı, za jakých podmı́nek má cı́lová funkce duálnı́
úlohy 2.4 stejnou optimálnı́ hodnotu jako cı́lová funkce primárnı́ úlohy
2.3.
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2. Lineárnı́ semi-infinitnı́ programovánı́

Věta 1 Pokud je optimálnı́ hodnota cı́lové funkce úlohy 2.4 konečná a
pokud je množina MB uzavřená, pak jsou optimálnı́ hodnoty cı́lových
funkcı́ úloh 2.3, 2.4 stejné.

Věta 2 Pokud je optimálnı́ hodnota cı́lové funkce úlohy 2.4 konečná a
pokud je c vnitřnı́m bodem množinyMA, pak jsou hodnoty cı́lových funkcı́
úloh 2.3, 2.4 stejné.

Věta 3 Pokud je optimálnı́ hodnota cı́lové funkce úlohy 2.3 konečná a
pokud neexistuje žádné x̄ 6= 0 s vlastnostmi cT x̄ = 0, aT

i x̄ ≥ 0, i = 1, 2, . . .,
pak jsou hodnoty cı́lových funkcı́ úloh 2.3, 2.4 stejné.

Pro zaj́ımavost uved’me ještě standardnı́ definici duálnı́ úlohy pro úlohu
spojitého lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ (viz [7], [18]). Pro
jednoduchost předpokládejme v definici úlohy lineárnı́ho semi-infinit-
nı́ho programovánı́ množinu T jako uzavřený interval [0, 1], tj. uvažujme
úlohu

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : a(t)Tx ≥ b(t),∀t ∈ [0, 1]

}
.

(2.5)

O funkcı́ch a(t), b(t) dále předpokládejme, že jsou spojité. Označme pro-
stor všech Borelovských měr na intervalu [0, 1] jakoMr[0, 1]. Pak lze duálnı́
úlohu k úloze 2.5 formulovat následovně

max
M

∫ 1

0

b(t)dw(t),

M =

{
w ∈Mr[0, 1] :

∫ 1

0

a(t)dw(t) = c, w ≥ 0

}
.

(2.6)

Obdobně jako v přı́padě spočetného semi-infinitnı́ho programovánı́ se
daj́ı definovat kužely v Rn, respektive v Rn+1

MA :=

{∫ 1

0

a(t)dw(t) : w ≥ 0, w ∈Mr[0, 1]

}
,

MB :=

{∫ 1

0

ā(t)dw(t) : w ≥ 0, w ∈Mr[0, 1]

}
,

kde ā pı́šeme mı́sto (a(t), b(t)) a plat́ı věta

Věta 4 Jakákoli z následujı́cı́ch podmı́nek stačı́ k tomu, aby měly cı́lové
funkce úlohy 2.5 a 2.6 stejnou hodnotu.
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2. Lineárnı́ semi-infinitnı́ programovánı́

• Optimálnı́ hodnota cı́lové funkce úlohy 2.6 má konečnou hodnotu a
množina MB je uzavřená.

• Optimálnı́ hodnota cı́lové funkce úlohy 2.6 má konečnou hodnotu a
c je vnitřnı́m bodem MA.

• Optimálnı́ hodnota cı́lové funkce úlohy 2.5 má konečnou hodnotu a
neexistuje x 6= ∅, pro které by platilo cTx = 0 a a(t)x ≥ 0, t ∈ [0, 1].

2.3 Základnı́ rozdělenı́ algoritmů pro úlohu
lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́

K řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ se přistupuje
několika velice odlišnými způsoby. Bylo by nad rámec diplomové práce
podrobně vysvětlovat všechny takovéto přı́stupy. V této diplomové práci
se zaměřuji na uvedenı́ základnı́ch typů řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-
infinitnı́ho programovánı́. U každého typu uvádı́m základnı́ myšlenky
řešenı́ spolu s odkazy na dalšı́ literaturu, která ten který přı́stup popisuje
podrobněji. Snažı́m se přı́stupy přibĺıžit v takové mı́ře, aby si následně
čtenář mohl vybrat metodu, která mu bude připadat přijatelná jak z hle-
diska rychlosti konvergence, tak z hlediska náročnosti implementace.

Existuj́ı následuj́ıcı́ základnı́ typy algoritmů

• algoritmy odvozené od simplexové metody;

• algoritmy vnitřnı́ch bodů;

• redukčnı́ algoritmy;

• diskretizačnı́ algoritmy;

• algoritmy založené na metodě sečných nadrovin.

2.3.1 Algoritmy odvozené od simplexové metody

Algoritmy založené na simplexové metodě silně souvisı́ s teoríı dua-
lity v lineárnı́m semi-infinitnı́m programovánı́ a daj́ı se vytvořit jak pro
primárnı́, tak pro duálnı́ úlohu. Protože je však duálnı́ úloha poměrně
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odlišná od primárnı́ úlohy, dá se předpokládat i odlišnost takovýchto
algoritmů. V této práci se budu věnovat algoritmu pro duálnı́ úlohu
spočetného lineárnı́ho programovánı́. Algoritmus pro primárnı́ úlohu je
mı́rně složitějšı́ a lze jej dohledat spolu s algoritmy pro spojité lineárnı́
semi-infinitnı́ programovánı́ napřı́klad v [7].

Uvažujme úlohu spočetného lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ v
následuj́ıcı́ podobě

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : aT

i x ≥ bi, i = 1, 2, . . .
}
.

(2.7)

Dále uvažujme duálnı́ úlohu k úloze 2.7 v následuj́ıcı́ podobě

max
M

∑
i

wibi,

M =

{
w ∈ W :

∑
i

wiai = c, wi ≥ 0

}
,

(2.8)

kdeW bud’ prostor všech posloupnost́ı v Rn, ve kterých je pouze konečný
počet nenulových členů.

Začneme identifikovánı́m bázických řešenı́. Necht’ je w = {wi}přı́pustným
řešenı́m úlohy 2.8. Budeme označovat

s(w) := {i : wi 6= 0}.

O w budeme řı́kat, že je bázickým, pokud bude množina {ai : i ∈ s(w)}
lineárně nezávislá. Odtud také plyne, že maximálnı́ počet prvků množiny
s(w) bude n. O bázickém řešenı́ w řekneme, že je nedegenerované, pokud
{ai : i ∈ s(w)} generuje celé Rn. Pro nedegenerované bázické řešenı́ tedy
bude mı́t množina s(w) právě n prvků. Pro dané bázické řešenı́ budeme
matici, jej́ıž sloupce budou ai, i ∈ s(w), označovat Â. Dále ŵ, b̂ necht’ jsou
vektory o souřadnicı́ch wi, bi, i ∈ s(w). Pokud je w nedegenerované, pak
Â je čtvercová, invertibilnı́ a plat́ı Âŵ = c. Tedy ŵ = Â−1c.

Přechodový funkcionál pro dané bázické řešenı́ w definujme následovně

w∗i := bi − aT
i (Â−1)T b̂.
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2. Lineárnı́ semi-infinitnı́ programovánı́

S přihlédnut́ım k tomu, že je problém 2.8 definován jako maximalizačnı́ a
k tomu, že w∗i je nulové pro i ∈ s(w), můžeme řı́ci, že přı́pustné nedege-
nerované bázické řešenı́ w je optimálnı́ právě tehdy, když je w∗ nekladné.
Předpokládejme, že tedy nenı́ w∗ nekladné, tj. když existuje nějaké k tak,
že

bk > ak(Â−1)T b̂

.
Nynı́ chceme zı́skat nové přı́pustné řešenı́, označme ho w′k. Chceme zajis-
tit, aby w′k mělo stejnou množinu s(w′), jako předchozı́ prvek w, ale aby
v množině s(w′) byl navı́c i prvek k. Položme w′k = δ > 0, pak∑

s(w)

w′iai + δak = c.

Tedy
w′ = ŵ′ + δek,

kde
ŵ′ = Â−1(c− δak),

odkud dostáváme∑
biw

′
i −
∑

biwi = δbk − δb̂T Â−1ak > 0.

Jinými slovy je w′ zlepšenı́ w. Navı́c je pro dostatečně malé δw′ přı́pustným
řešenı́m a otázkou tedy zůstává, jak velké má δ být. Ve skutečnosti se δ
musı́ položit tak velké, aby nějaké w′i nabylo nulové hodnoty a w′ se t́ım
stalo bázickým řešenı́m. Je tedy nutné položit

δ := min
i∈s(w)

{
wi

[(Â−1)Tak]i

}
.

Pro vı́ce informacı́ je možno čtenáře odkázat napřı́klad na [7].

2.3.2 Metody vnitřnı́ch bodů

Metody vnitřnı́ch bodů pro řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-infinitnı́ho pro-
gramovánı́ obvykle vycházej́ı z metod vnitřnı́ch bodů pro řešenı́ úlohy
lineárnı́ho programovánı́. Tyto algoritmy řešı́ úlohu lineárnı́ho progra-
movánı́ tak, že tvořı́ posloupnost přı́pustných řešenı́ konverguj́ıcı́ k op-
timálnı́mu řešenı́. Implementace metod vnitřnı́ch bodů je v porovnánı́
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s metodami vnějšı́ch bodů obvykle mnohem složitějšı́, ale velkou výhodou
metod vnitřnı́ch bodů oproti ostatnı́m metodám je, že v každém kroku
iterativnı́ho postupu je zı́skané meziřešenı́ přı́pustné zadané úloze. V této
sekci se podı́váme na zobecněnı́ jedné z metod vnitřnı́ch bodů pro úlohu
semi-infinitnı́ho programovánı́.

Pro jednoduššı́ výklad je výhodné pracovat s algoritmem nejdřı́ve v obec-
nějšı́m tvaru. Následně si pak vysvětĺıme, jak se algoritmus aplikuje na
semi-infinitnı́ programovánı́.

Necht’ T je libovolná neprázdná množina indexů a necht’ W je vekto-
rový prostor všech funkcı́ z T do Rq. Necht’ U,Z jsou vektorové prostory
konečné dimenze. Definujme vektorový prostor V jako kartézský součin
U a W , to jest

V = U ⊗W.
O V budeme dále předpokládat, že se jedná o unitárnı́ prostor. Mějme na
V zavedený skalárnı́ součin, který zde budeme značit jako 〈·, ·〉.
Maj́ı-li funkce w(t),w′(t) ∈ W vlastnost

wi(t) ≥ 0, w′i(t) ≥ 0,∀t ∈ T, i = 1, . . . n,

pak má stejnou vlastnost i jejich konvexnı́ kombinace. Definujme kon-
vexnı́ kužel

W+ := {w ∈ W |wi(t) ≥ 0, t ∈ T, i = 1, . . . , q}

s vnitřkem

W 0
+ := {w ∈ W |wi(t) > 0, t ∈ T, i = 1, . . . , q}.

Označme
V+ := U ⊗W+

a
V 0

+ := U ⊗W 0
+.

Definujme částečné uspořádánı́≥ na V následovně

a ≥ b pro a,b ∈ V právě tehdy když a− b ∈ V+.

Pokud dále označı́me nulový prvek V jako ∅, pak plat́ı

a ∈ V, a ≥ ∅ právě tehdy když a ∈ V+.
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Obdobně definujme a > b pro a,b ∈ V , pokud je a − b ∈ V 0
+. Zřejmě,

pokud je a > b, potom je také a ≥ b. Předpokládejme dále, že je W 0
+

neprázdný. Pro pevně zvolený prvek e ∈ W 0
+, budeme každému prvku

(u, e) ∈ V 0
+ řı́kat preferovaný prvek V .

Zaměřme nynı́ svou pozornost na úlohy typu

min
M
〈(c,d), (u,w)〉,

M = {(u,w) ∈ V : L((u,w)) = b, (u,w) ≥ ∅},
(2.9)

kde c ∈ U , d ∈ W a L : V → Z je spojitý lineárnı́ operátor.
Pro takovou třı́du úloh se podı́vejme na algoritmus uvedený v práci [11],
který je zobecněnı́m algoritmu [12].

V každém kroku algoritmu definujeme nějaký endomorfismus na V 0
+,

který převádı́ aktuálnı́ bod (x, z) ∈ V 0
+ na preferovaný bod (x, e) ∈ V 0

+,
který je

”
daleko“ od hranice V 0

+. Následně se provede krok v transfor-
movaném prostoru, který nejvı́ce snı́žı́ hodnotu transformové cı́lové
funkce. Poté provedeme inverznı́ transformaci, abychom se dostali zpět
do původnı́ho prostoru a zı́skali tak nový bod, který se stane v dalšı́m
kroku aktuálnı́m bodem.
Nynı́ popı́šeme, jak definujeme endomorfismus. Nejprve definujeme z−1

jako
z−1 := (z−1

1 , . . . , z−1
q ),

kde

z−1
i (t) =

ei(t)

zi(t)
,∀t ∈ T, i = 1, . . . , q,

a definujme také z∗ jako

z∗ := (z∗1 , . . . , z
∗
q ),

kde

z∗i (t) :=
zi(t)

ei(t)
, ∀t ∈ T, i = 1, . . . , q.

Všimněme si, že z−1 a z∗ jsou prvky W 0
+. Pro každé dva prvky w,v ∈ W

definujeme
� : W ×W → W

jako
(w � v)i(t) = wi(t)vi(t), ∀t ∈ T, i = 1, . . . , q.
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Zřejmě je � komutativnı́ a asociativnı́, navı́c pokud w,v ∈ W 0
+ pak i

w � v ∈ W 0
+.

Vzhledem k aktuálnı́mu bodu (x, z) > ∅ definujme funkce

Fz((u,w)) := (u, z−1 �w),

F ∗z ((u,w)) := (u, z∗ �w).

Je vidět, že tyto funkce jsou k sobě navzájem inverznı́. Za předpokladu,
že pro každé (u,w) ∈ V plat́ı

〈(c,d), (u,w)〉 = 〈F ∗z ((c,d)), Fz((u,w))〉,

má problém

min
M
〈F ∗z ((c,d)), Fz((u,w))〉,

M =

{
(u,w) ∈ V :

L ◦ F ∗z (Fz((u,w))) = b,
F ∗Z(Fz((u,w))) ≥ ∅

}
,

(2.10)

(kde L ◦ F označuje složenı́ L a F ) stejnou minimálnı́ hodnotu cı́lové
funkce jako problém 2.9. Pokud tedy přepı́šeme z−1 � w jako y, pak
(u,y) = Fz(u,w). Dı́ky tomu, že V a V+ jsou invariantnı́ vzhledem k Fz a
jej́ı inverzi, můžeme úlohu 2.10 převést na tvar

min
M
〈F ∗z ((c,d)), (u,y), 〉,

M = {(u,y) ∈ V : L ◦ F ∗z ((u,y)) = b, (u,y) ≥ ∅} .
(2.11)

Nynı́ si popı́šeme metodu vnitřnı́ho bodu pro úlohu 2.9. Mějme daný
bod (x, z) ∈ V množiny přı́pustných řešenı́ úlohy 2.9, který ležı́ v V 0

+.
Každá iterace algoritmu přetransformuje V endomorfismem Fz a zobrazı́
tak bod (x, z) ∈ V na preferovaný bod (x, e) ∈ V . V dalšı́m kroku iterace
z bodu (x, e) přejdeme na nový bod v Fz(V ) s menšı́ hodnotou cı́lové
funkce 2.11. Následně se aplikuje inverznı́ zobrazenı́ F ∗z , které zobrazı́
nově nalezený bod zpět do V .

Směr přechodového kroku budeme volit pomocı́ ortogonálnı́ projekce
−F ∗z ((c,d)) na jádro zobrazenı́L◦F ∗z . Krok v tomto směru zaručuje pokles
cı́lové funkce jak v transformovaném, tak v původnı́m problému (viz [11]).
Velikost snı́ženı́ cı́lové funkce je pak úměrná délce přechodového kroku.
Ortogonálnı́ projekce je nutná k zajištěnı́ toho, aby nový bod byl pořád
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přı́pustným řešenı́m původnı́ úlohy.

Pro zajištěnı́ konvergence je tedy nutné, aby byly splněny tyto předpoklady:

• V = U ⊗ W je unitárnı́ prostor se skalárnı́m součinem, kde U je
vektorový prostor a W je prostor funkcı́ T → Rq. L : V → Z je
lineárnı́ operátor zobrazuj́ıcı́ prostor V do prostoru Z.

• Existuje a ∈ V , pro které plat́ı a > ∅.

• Pro každé (u,w) ∈ V plat́ı

〈(c,d), (u,w)〉 = 〈F ∗z ((c,d)), Fz((u,w))〉.

• Pro libovolně zvolený z ∈ W je jádro zobrazenı́ L ◦ F ∗z Hilbertův
prostor.

Samotný algoritmus vypadá následovně

Algoritmus 1: 1. Položı́me k = 0.

2. Vezmeme přı́pustný bod (x, z)(k) > ∅ a převedeme jej na prefero-
vaný bod (x, e) za použit́ı funkce Fz(k) , tj.

(x, e) = Fz(k)((x, z)(k)).

3. Promı́tneme směr největšı́ho klesánı́ v transformované lineárnı́
funkci−F ∗

z(k)((c,d)) ortogonálně do jádra zobrazenı́ L ◦ F ∗
z(k) . Takto

zı́skáme (cp, zp).

4. Nalezneme krok délky α > 0 tak, že e + αzp > 0 a označme

z′ := e + αzp.

5. Provedeme inverznı́ transformaci, abychom zı́skali (x, z)(k+1), tj.

(x, z)(k+1) = F ∗z(k)((x + αcp, z
′)).

6. Zkontrolujeme podmı́nku k ukončenı́ a zastavı́me, pokud je splněna.
V opačném přı́padě položı́me k := k + 1 a vrát́ıme se na krok 2.
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V dalšı́ části této kapitoly se podı́váme na to, jak se dá předešlý algoritmus
aplikovat na úlohu semi-infinitnı́ho porogramovánı́. Uvažujme úlohu
semi-infinitnı́ho programovánı́ 2.1 ve tvaru

min
M

cTx,

M =

x ∈ Rn :

∑n
j=1 a1j(t)xj ≥ b1(t) pro t ∈ [l1, v1]

...
...∑n

j=1 aqj(t)xj ≥ bq(t) pro t ∈ [lq, vq]

 ,

kde
aij(t), bi(t) ∈ C∞[li, vi], i = 1, . . . , q, j = 1, . . . n, c,x ∈ Rn.

Položme

A(s) =

 a11(s) . . . a1n(s)
...

. . .
...

aq1(s) . . . aqn(s)

 ,b(s) =

 b1(s)
...

bq(s)

 .

Tuto úlohu můžeme zkráceně zapsat v maticovém tvaru

min
M

cTx,

M =

{
x ∈ Rn :

A(t)Tx ≥ b(t),∀t ∈ T

}
.

(2.12)

K tomu, abychom tuto úlohu přeformulovali do podoby problému 2.9,
zaved’me doplňkové proměnné zi ∈ C∞[li, vi] do každé z i podmı́nek.
Problém 2.12 tak převedeme do tvaru

min
M

cTx

M =


x ∈ Rn :

A(t)x− z(t) = b(t),∀t ∈ T, z ≥ ∅
z ∈

∏q
i=1C

∞[li, vi].

 .

To už je úloha v podobě 2.9, pokud zvoĺıme

U = Rn, W = Z =
∏q

i=1C
∞[li, vi]

a
L(x, z) = A(.)x− z(.).
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Součin 〈., .〉 definujeme na V jako

〈(c,d), (x, z)〉 = cTx +

q∑
i=1

∫ vi

li

di(t)zi(t)dt.

Necht’ e je dáno jako ei ∈ C∞[li, vi] takové, že

ei(t) = 1∀t ∈ [li, vi], i = 1, . . . , q.

Poznamenejme, že
〈(c, 0), (x, z)〉 = cTx.

Dále je také vidět, že

〈(c,d), (u,w)〉 = 〈F ∗z ((c,d)), Fz((u,w))〉,

protože podle definice součinu dostáváme

〈(c,d), (u,w)〉 = cTu +

q∑
i=1

∫ vi

li

di(t)wi(t) =

= cTu +

q∑
i=1

∫ vi

li

di(t)zi(t)(
1

zi(t)
)wi(t) =

= 〈F ∗z ((c,d)), Fz((u,w))〉.

Podı́vejme se nynı́ na implementaci kroků uvedeného algoritmu. V kro-
cı́ch 2 a 5 se děĺı a násobı́ kladná funkce kladnou funkcı́. V kroku 3
se promı́tá vektor na jádro zobrazenı́. Přesnou implementaci tohoto
promı́tánı́ lze naj́ıt v [11]. Zde uved’me pouze, že autoři doporučuj́ı před
promı́tánı́m naj́ıt bázi jádra zobrazenı́ a následně ortogonalizovat tuto
bázi Gram-Schmidtovým ortogonalizačnı́m procesem.
Hlavnı́ výpočetnı́ složitost algoritmu je v počı́tánı́ součinu funkcı́ v orto-
gonalizačnı́m procesu. Každý součin vyžaduje q integracı́ a počet součinů,
které je potřeba během jedné iterace vypočı́st, je řádu O(n2).

2.3.3 Lokálnı́ redukčnı́ metody

Redukčnı́ metody vycházej́ı z teorie publikované v [10]. Od ostatnı́ch
metod se redukčnı́ metody lišı́ ve dvou hlavnı́ch vlastnostech. Na jednu
stranu dokážı́ redukčnı́ metody naj́ıt pouze lokálnı́ extrémy uvažované
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úlohy, na druhou stranu však vykazuj́ı velmi vysokou rychlost konver-
gence. V praxi se pak redukčnı́ metody nasazuj́ı pro závěrečné zpřesněnı́
výsledku po použit́ı nějaké globálně konvergenčnı́ metody s pomalejšı́
rychlost́ı konvergence.

Hlavnı́m principem lokálnı́ch redukčnı́ch metod je v tom, že nahradı́me
problém 2.2 problémem s konečným počtem omezenı́, který lokálně
redukuje zadanou úlohu.
Pro potřeby této kapitoly uvažujme úlohu 2.2, to jest úlohu

min
M

cTx, ,

M = {x ∈ Rn : g(x, t) ≤ 0,∀t ∈ T} .
(2.13)

O množině T navı́c předpokládejme, že má tvar

T= {t ∈ Rm : hj(t) ≥ 0 pro j ∈ J},

kde J je konečná množina. Funkce g : Rn × T → R je dvakrát spojitě
diferencovatelná vzhledem k x a spojitě diferencovatelná vzhledem k t.
Funkce hj jsou dvakrát spojitě diferencovatelné vzhledem k t.

Pro dané x̄ ∈ Rn uvažujme úlohu

max
t∈T

g(x̄, t). (2.14)

Necht’ T x̄ = {t1, . . . , tk} je množina všech lokálnı́ch řešenı́, která splňuj́ı
podmı́nku

|g(x̄, tl)− g∗| ≤ δML,∀l ∈ L(x̄),

kde L(x̄) reprezentuje indexovou množinu T x̄, δML je kladná konstanta a
g∗ je globálnı́ řešenı́ 2.14. Definujme množinu indexů aktivnı́ch podmı́nek
z popisu množiny T v bodě t̄ jako

J0(t̄) = {j ∈ J : hj(t̄) = 0}

a Lagrangeovu funkci přiřazenou problémemu 2.14 jako

L̄(x̄, t, u) = g(x̄, t) +

|J |∑
j=1

ujhj(t), uj ≥ 0, j ∈ J, t ∈ T,
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kde uj reprezentuj́ı Lagrangeovy multiplikátory. Pro nějaké t̄ ∈ T necht’
jsou vektory

{Ohj(t̄)}j∈J0(t̄)

lineárně nezávislé. Položme

F (t̄) = {ξ ∈ Rm : ξT Ohj(t̄) = 0, j ∈ J0(t̄)}.

Definice 3 1. Bod t̄ ∈ T se nazývá kritickým bodem úlohy 2.14, pokud
existujı́ taková ūj, j ∈ J0(t̄), že

OtL̄(x̄, t̄, ū) = Otg(x̄, t̄) +
∑

j∈J0(t̄)

ūjOhj(t̄) = 0.

2. Bod t̄ ∈ T se nazývá nedegenerovaný kritický bod, pokud jsou splněny
podmı́nky

• t̄ ∈ T je kritický bod,

• ūj 6= 0 pro j ∈ J0(t̄),

• ξT O2
ttL̄(x̄, t̄, ū)ξ 6= 0 pro každé ξ ∈ F (t̄)\{0}.

Aby se na úlohu semi-infintnı́ho programovánı́ dala použı́t redukčnı́
metoda, musı́ být množina všech kritických bodů T x̄ konečná.

Definice 4 Úlohu 2.14 nazveme regulárnı́, pokud každý kritický bod úlohy
2.14 je nedegenerovaný kritický bod.

Pokud je x̄ ∈ M a pokud je 2.14 regulárnı́, pak každé lokálnı́ maximum
v úloze 2.14 je nedegenerované, a tedy se jedná o izolované lokálnı́ ma-
ximum. Protože je T kompaktnı́ množina, existuje jen konečný počet
lokálnı́ch maxim v problému 2.14. Dı́ky tomu, že každé tl ∈ T x̄ je izo-
lovaným bodem, dá se aplikovat věta o implicitnı́ch funkcı́ch. Existuj́ı
tedy okoĺı U(x̄) bodu x a V (tl) bodu tl a implicitnı́ funkce t1(x), . . . , tk

definované následovně

• tl(x) : U(x̄)→ V (tl) ∩ T pro l ∈ L(x̄),

• tl(x̄) = tl, pro l ∈ L(x̄),

• ∀x ∈ U(x̄), tl(x) je nedegenerované a izolované lokálnı́ maximum
problému 2.14.
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Lze dokázat ekvivalence (viz [10])

{x ∈ U(x̄) : g(x, t) ≤ 0,∀t ∈ T} ⇔
{x ∈ U(x̄) : gl(x) ≡ g(x, tl(x)) ≤ 0, l ∈ L(x̄)}.

Tedy, pokud je problém 2.14 regulárnı́, je možné nahradit nekonečnou
množinu podmı́nek problému 2.13 konečnou množinou podmı́nek, která
je dostatečná k definovánı́ přı́pustné lokálnı́ oblasti. Tento lokálně redu-
kovaný problém se definuje následovně

min
M

cTx, kde

M = {x ∈ U(x̄) : gl(x) ≤ 0, l ∈ L(x̄)}.
(2.15)

Pro každé x ∈ U(x̄) je gl(x) dvakrát spojitě diferencovatelná funkce vzhle-
dem k x a x je přı́pustným bodem tehdy a jen tehdy, když gl(x) ≤ 0. Lze
dokázat, že x∗ ∈ U(x̄) je ostré lokálnı́ minimum problému 2.13 právě
tehdy, když je x∗ ostré izolované lokálnı́ minimum problému 2.15. Pro
vı́ce informacı́ lze čtenáře odkázat na [10].

2.3.4 Algoritmy diskretizačnı́

Jedny ze základnı́ch metod řešenı́ úlohy semi-infinitnı́ho programovánı́
jsou diskretizačnı́ metody. Uvažujme úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho
programovánı́ ve tvaru

min
M

cTx,

M = {x ∈ Rn : g(x, t) ≤ 0,∀t ∈ T} .
(2.16)

Dále uvažujme D libovolnou podmožinu T . Označme hustotu D v T jako

d(D,T ) := sup
t∈T

inf
d∈D
|t− d| .

Pro každé D definujme problém

min
M

cTx,

M = {x ∈ Rn : g(x, t) ≤ 0, ∀t ∈ D} .
(2.17)

Množině D budeme řı́kat dělenı́ množiny T . V přı́padě, že je množina T
nekonečná a dělenı́ D konečné, mluvı́me o diskretizaci problému 2.16.
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Jedna z možnost́ı, jak naj́ıt řešenı́ problému 2.16, je postupně řešit úlohy
2.17 pro Di, i = 0, 1, . . ., kde {Di} je posloupnost konečných podmožin T
s vlastnost́ı

lim
i→∞

d(Di, T ) = 0. (2.18)

Takovémuto postupu řešenı́ úlohy 2.16 se řı́ká diskretizačnı́ metoda. Po-
sloupnost dělenı́ {Di}můžeme definovat předem. Většinou jsou pak tato
dělenı́ ekvidistantnı́ s vlastnost́ıDi ⊂ Di+1. Na druhou stranu může každé
následuj́ıcı́ dělenı́ záviset na výsledcı́ch předchozı́ch iteracı́.

Pro zajištěnı́ konvergence diskretizačnı́ metody bohužel nestačı́ jen zajis-
tit splněnı́ podmı́nky 2.18 (viz napřı́klad [14]). Různé diskretizačnı́ metody
se tak od sebe lišı́ t́ım, jak přesně děĺı množinu T . Jako přı́klad jednoho z
kritéríı můžeme předvést napřı́klad výsledek uvedený v [15].

Označme
λ(xF , D) := M ∩ {x ∈ Rn : cTx ≤ cTxF}.

Za předpokladu 2.18 a pokud dále pro nějaké xF je množina λ(xF , D)
omezená, pak je hromadný bod posloupnosti řešenı́ diskretizačnı́ch úloh
řešenı́m problému 2.16.

Podrobnějšı́ informace o diskretizačnı́ch metodách lze nalézt napřı́klad v
[8].

2.3.5 Algoritmy založené na metodě sečných nadrovin

Metody sečných nadrovin, které jsou hlavnı́m cı́lem této práce, budou
podrobněji vysvětleny v dalšı́ kapitole. Zde uvedu pouze stručný úvod.
Metody sečných nadrovin vycházej́ı z nějakého počátečnı́ho x0, které
nepatřı́ do množiny přı́pustných řešenı́ úlohy 2.1. Přidávánı́m řezů se
následně posunuj́ı nalezené xk stále bĺıže k přı́pustné množině úlohy 2.1.
Celý algoritmus pak vypadá takto:

1. Zvoĺıme počátečnı́ jednoduchou optimalizačnı́ úlohu a tuto úlohu
vyřešı́me.

2. Přidáváme k existuj́ıcı́ úloze dalšı́ podmı́nky tak, aby právě nalezené
řešenı́ v nově vytvořené množině řešenı́ už neleželo (odtud metoda
sečen).
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3. Skončı́me, pokud je nalezené meziřešenı́ přı́pustným řešenı́m úlohy
2.1 (přı́padně pokud už toto řešenı́ ležı́ dostatečně bĺızko množiny
přı́pustných řešenı́ úlohy 2.1).
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Kapitola 3

Metody sečných nadrovin

3.1 Úvod

Tato kapitola obsahuje rozsáhlejšı́ zpracovánı́ metod, které jsou založeny
na metodě sečných nadrovin. V prvnı́ sekci je představena základnı́
metoda sečných nadrovin pro úlohu semi-infinitnı́ho programovánı́.
Následuj́ı algoritmy upravuj́ıcı́ tuto základnı́ metodu pro řešenı́ úlohy
semi-infinitnı́ho programovánı́. Metody jsou seřazeny od nejjednoduššı́
metody, která pro výpočet vyžaduje nalezenı́ nejvı́ce porušené podmı́nky,
a z takovéto porušené podmı́nky pak vytvářı́ řez, přes metody, které se
snažı́ tento požadavek postupně odstraňovat, až k metodě, která pro
vytvářenı́ sečné nadroviny využı́vá libovolnou porušenou podmı́nku.
V závěru je pak prezentován algoritmus, který se snažı́ zrychlit algoritmus
vytvářej́ıcı́ řezy z libovolné porušené podmı́nky.

3.2 Metoda sečných nadrovin

Metoda sečných nadrovin je jednou ze základnı́ch technik řešenı́ úloh
celočı́selného a konvexnı́ho programovánı́ a některých druhů nekon-
vexnı́ho programovánı́. Metoda se použı́vá zejména v přı́padech, kdy
je množina přı́pustných řešenı́ složitě popsána. Řešenı́ touto metodou
spočı́vá v jednoduchém iterativnı́m postupu. V prvnı́m kroku se vytvořı́
počátečnı́ úloha, ve které je množina přı́pustných řešenı́ nejčastěji kon-
vexnı́ polyedr obsahuj́ıcı́ původnı́ množinu přı́pustných řešenı́ a ve které
je cı́lová funkce stejná jako v původnı́ úloze. Úlohu definovanou v k-tém
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kroku pak vyřešı́me (napřı́klad simplexovou metodou) a zkontrolujeme,
zda-li nalezené optimálnı́ řešenı́ padne do původnı́ množiny přı́pustných
řešenı́. Pokud ano, pak je toto řešenı́ i optimálnı́m řešenı́m zadané úlohy.
V opačném přı́padě se vytvořı́ sečná nadrovina tak, aby se v jednom polo-
prostoru, který této nadrovině přı́slušı́, nacházelo námi nalezené řešenı́
a v druhém poloprostoru se nacházela původnı́ množina přı́pustných
řešenı́. Takto vytvořená sečná nadrovina se pak přidá k popisu již vyřešené
podúlohy. Tı́m vznikne nová úloha s menšı́ množinou přı́pustných řešenı́
a můžeme pokračovat v iteraci řešenı́m této úlohy v kroku k+1 algoritmu.
V přı́padě, kdy by neexistovalo optimálnı́ řešenı́ v k-tém kroku úlohy,
neexistovalo by ani optimálnı́ řešenı́ zadané úlohy.

3.2.1 Metoda sečných nadrovin pro úlohu semi-
infinitnı́ho programovánı́

Potřebné definice

Jedna z prvnı́ch aplikacı́ metody sečných nadrovin pro lineárnı́ semi-
infinitnı́ programovánı́ byla metoda prezentovaná v [1]. Uvažujme úlohu
lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ v podobě

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : aT (t)x ≥ b(t), t ∈ T,x ∈ H

}
.

(3.1)

Navı́c o úloze předpokládejme následuj́ıcı́

1. c ∈ Rn, c 6= 0;

2. T je kompaktnı́ podmožinou Rm;

3. H 6= ∅ je kompaktnı́ konvexnı́ podmožinou Rn;

4. a : T → Rn je spojitá n-vektorová funkce na T ;

5. b : T → R je spojitá funkce na T ;

6. existuje x̂ ∈ H, pro které plat́ı

aT (t)x̂ > b(t)

pro každé t ∈ T a které nenı́ optimálnı́ řešenı́ úlohy 3.1.
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Pro řešenı́ úlohy 3.1 předložili autoři v [1] následuj́ıcı́ algoritmus.

Algoritmus 2:

1. Definujeme úlohu P0 následovně

min
M

cTx,

M = {x ∈ Rn : x ∈ H}.

Položı́me k = 1.

2. Zı́skáme xk ∈ Rn jako řešenı́ úlohy Pk−1.

3. Vyřešı́me
min
t∈T

(aT (t)xk − b(t)).

Necht’ tk je jej́ı řešenı́ s vlastnost́ı

aT (tk)xk − b(tk) < 0.

Pokud takové tk neexistuje, ukončı́me výpočet a vrát́ıme xk jako
optimálnı́ řešenı́ úlohy 3.1.

4. Vytvořı́me úlohu Pk tak, že přidáme podmı́nku

aT (tk)x ≥ b(tk) (3.2)

k úloze Pk−1. Položı́me k = k + 1 a vrát́ıme se na 2.

V přı́padě, že úloha Pk−1 nemá optimálnı́ řešenı́, nemá řešenı́ ani původnı́
úloha 3.1. V takovém přı́padě nenı́ třeba pokračovat ve výpočtu. Gustaf-
son a Kortanek v práci [1] dokazuj́ı, že pokud se algoritmus nezastavı́
po konečném počtu kroků, je limita posloupnosti {xk}∞k=1 optimálnı́m
řešenı́m úlohy 3.1. Pokud je v úloze 3.1 množinaH konvexnı́m polyedrem,
je každá z úloh Pk úlohou lineárnı́ho programovánı́. V takovém přı́padě
nenı́ krok 2 obt́ıžný. Naproti tomu v kroku 3 máme za úkol vyřešit úlohu

min
t∈T

(aT (t)xk − b(t)).

Tato úloha bude obecně náročná vzhledem k obecnosti funkcı́ a a b. Po-
kud je xk přı́pustné řešenı́ aktuálnı́ iterace, krok 3 vyžaduje, abychom
našli nejvı́ce porušenou podmı́nku a z té pak algoritmus vytvářı́ řez.
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Přı́klad

Uvažujme úlohu

min
M
{−x1 − x2},

M =

{
(x1, x2) ∈ Rn :

(−x1 + x2) ∗ t− x2 ≥ −4t2 + 4t− 4,
∀t ∈ [0, 1], x ∈ H

}
,

H =

{
(x1, x2) ∈ R2 | x1 + 2x2 ≤ 20

x1, x2 ≥ 0

}
.

(3.3)

Je vidět, že jde o úlohu typu 3.1, kde

n = 2, c = (−1,−1),

a : t→ (−t, t− 1),

b : t→ −4t2 + 4t− 4.

Než se pust́ıme do řešenı́ tohoto přı́kladu, nejprve si jej orientačně nakres-
leme. Mı́sto min{−x1−x2} uvažujme max{x1+x2} a po úpravě dostáváme

max
M
{x1 + x2}

M =
{

(x1, x2) ∈ R2 : tx1 + (1− t)x2 ≤ 4t2 − 4t+ 4, t ∈ T, x ∈ H
}
,

což je maximalizačnı́ úloha s nekonečně mnoha podmı́nkami. Každá
z podmı́nek (pro pevné t ∈ T ) je sama o sobě lineárnı́ nerovnost́ı.
Abychom pochopili, jak přesně úloha vypadá, uvažujme nad t́ım, jaké
podmı́nky dostaneme v závislosti na t ∈ T . Zvolme pro začátek nějaké
přı́pustné hodnoty t ∈ T .

Pro t = 0 dostáváme nerovnost

x2 ≤ 4,

pro t = 1 dostáváme nerovnost

x1 ≤ 4,

a konečně pro t = 1
2

dostáváme nerovnost

x1 + x2 ≤ 6.
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3. Metody sečných nadrovin

Při zkoumánı́ levé strany nerovnost́ı zjist́ıme, že pokud pohybujeme
proměnnou t ∈ T , měnı́me směrnici přı́slušné nerovnosti. Na pravé
straně zase vidı́me spojitou funkci 4t2−4t+ 4, která je v intervalu< 0, 1

2
>

klesaj́ıcı́, v intervalu < 1
2
, 1 > rostoucı́ a minimum této funkce nastává

právě v hodnotě t = 1
2

.

Nynı́ už můžeme přistoupit k tomu, že si úlohu nakresĺıme.

Obrázek 3.1: Základnı́ nákres problému 3.3

Na obrázku 3.1 vidı́me znázorněnou množinu přı́pustných řešenı́ úlohy
3.3. Na obrázku jsou znázorněny podmı́nky, které jsme před chvı́ĺı zmı́nili.
Všechny podmı́nky úlohy pak vytvořı́ hranici množiny přı́pustných řešenı́,
která je na obrázku také znázorněna. Z obrázku taktéž snadno vidı́me,
jaké řešenı́ budeme metodou sečných nadrovin hledat. Protože maxima-
lizujeme funkci x1 + x2, bude námi hledané řešenı́ bod x = [3; 3]. Dále lze
z obrázku vypozorovat, že podmı́nka x1 + 2x2 ≤ 20 z definice množiny
H už množinu přı́pustných řešenı́ vı́ce neovlivnı́. Tato podmı́nka je v
přı́kladu kvůli omezenosti množiny H.
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Nynı́, když už vı́me, k čemu směřujeme, pokusme se úlohu 3.3 vyřešit
metodou sečných nadrovin. Budeme postupovat podle algoritmu 2.

V prvnı́m kroku algoritmu máme za úkol definovat počátečnı́ úlohu. Ze
zadánı́ úlohy 3.3 vidı́me, že počátečnı́ úloha bude vypadat takto

min
M

(−x1 − x2),

M =
{

(x1, x2) ∈ R2 : x1 + 2x2 ≤ 20, x1, x2 ≥ 0
}
.

(3.4)

Ve druhém kroku algoritmu máme vyřešit úlohu 3.4. Úlohu můžeme
vyřešit napřı́klad simplexovou metodou. Tato úloha má jediné optimálnı́
řešenı́, a sice x1 = (20, 0) s optimálnı́ hodnotou cı́lové funkce−20.

Protože

(aT (t)x− b(t)) = (−x1 + x2)t− x2 + 4t2 − 4t+ 4

= 4t2 + (−x1 + x2 − 4)t+ 4− x2,

řešı́me ve třet́ım kroku algoritmu po dosazenı́ za x hodnotu předchozı́ho
vypočteného řešenı́ x1 = (20, 0) úlohu

min
t∈T

(4t2 − 24t+ 4).

V této úloze se nabývá minima na množině T = {t | 0 ≤ t ≤ 1} v t1 = 1
s hodnotou cı́lové funkce−16. Protože je tato hodnota menšı́ než nula,
neskončı́me, ale zavedeme prvnı́ řez.

K úloze 3.4 přidáme novou podmı́nku, která bude po dosazenı́ do obecného
vyjádřenı́ 3.2 vypadat takto

−x1 ≥ −4.

Přidánı́m podmı́nky k úloze 3.4 zı́skáme úlohu

min
M

(−x1 − x2),

M =

(x1, x2) ∈ R2 :
x1 + 2x2 ≤ 20
−x1 ≥ −4
x1, x2 ≥ 0

 .
(3.5)
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Vrát́ıme se na krok 2 algoritmu 2. Nová úloha 3.5 má řešenı́ x2 = [4, 8]
s hodnotou cı́lové funkce−12. V kroku 3 budeme nynı́ řešit úlohu

min
t∈T

(4t2 − 4).

Tato úloha nabývá na množině T minimálnı́ hodnoty pro t2 = 0 s hodno-
tou cı́lové funkce−4. Opět je tato hodnota menšı́ než nula, a tak budeme
opět přidávat řez. Řezem bude podmı́nka

−x2 ≥ −4.

Nová úloha bude po přidánı́ podmı́nky k úloze 3.5 vypadat takto

min
M

(−x1 − x2)

M =

(x1, x2) ∈ R2 :

x1 + 2x2 ≤ 20
−x1 ≥ −4
−x2 ≥ −4
x1, x2 ≥ 0

 .
(3.6)

Budeme-li uvedeným postupem pokračovat dále, zı́skáme posloupnost
{xk}∞k=0:

x0 = [20, 0],

x1 = [4, 8],

x2 = [4, 4],

x3 = [4, 2],

x4 = [2, 4],

x5 = [2.5, 3.5],

x6 = [2.75, 3.25],

x7 = [2.87, 3.125],

x8 = [2.9375, 3.0625]

...

Je vidět, že posloupnost konverguje k optimálnı́mu řešenı́ úlohy 3.3, tj. k
hodnotě [3, 3].
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3.3 Metody uvolňuj́ıcı́ požadavek na nejvı́ce
porušenou podmı́nku

3.3.1 Úvod

Jak bylo uvedeno v závěru předchozı́ho paragrafu, algoritmus sečných
nadrovin (algoritmus 2) narážı́ na velmi obt́ıžný problém hledánı́ nejvı́ce
porušené podmı́nky z množiny podmı́nek omezuj́ıcı́ch množinu přı́-
pustných řešenı́. Tato kapitola nabı́zı́ několik možných úprav základnı́ho
algoritmu, které tento problém do jisté mı́ry pomáhaj́ı řešit t́ım, že již
nebude nutné hledat tuto nejvı́ce porušenou podmı́nku.

3.3.2 Základnı́ úprava

Jedna z prvnı́ch změn algoritmu 2 se objevila v práci [2]. Autoři zde mı́rně
upravili svůj algoritmus. Změnili krok 1 a krok 3. Podı́vejme se na tento
obměněný algoritmus.

Algoritmus 3:

1. Definujeme úlohu P0 stejně jako v kroku 1 algoritmu 2. Položı́me
k = 1. Zvoĺıme posloupnost {εk}∞k=1 nezáporných reálných čı́sel tak,
aby splňovala podmı́nku

lim
k→∞

εk → 0.

2. Najdeme xk ∈ Rn jako optimálnı́ řešenı́ úlohy Pk−1.

3. Položı́me
δ(xk) := min

t∈T
(aT (t)xk − b(t)).

Pokud je δ(xk) ≥ 0, algoritmus končı́ a xk je optimálnı́m řešenı́m
úlohy 3.1. Jinak nalezneme tk ∈ T , které splňuje podmı́nky

aT (tk)xk − b(tk) < 0,

aT (tk)xk − b(tk) ≤ δ(xk) + εk.
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4. Vytvořı́me úlohu Pk tak, že přidáme podmı́nku

aT (tk)x ≥ b(tk)

k úloze Pk−1. Položı́me k := k + 1 a vrát́ıme se na krok 2.

Jak je vidět, krok 3 uvedeného algoritmu je jednoduchým zeslabenı́m
základnı́ho požadavku na nalezenı́ nejvı́ce narušené podmı́nky. Požada-
vek na nalezenı́ nejvı́ce narušené podmı́nky byl nahrazen požadavkem
nalezenı́ podmı́nky, která je v závislosti na ε dostatečně bĺızko nejvı́ce
porušené podmı́nce.

3.3.3 Dalšı́ uvolněnı́

V předchozı́m paragrafu byla navržena metoda, která mı́rně zmı́rňovala
požadavek na hledánı́ nejvı́ce porušené podmı́nky pro vytvářenı́ řezu
při řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́. V této sekci
bude uvedena metoda prezentovaná v práci [3]. Metoda dovoluje zkon-
struovat řez v libovolném tk+1 ∈ T , pro které je přı́slušná podmı́nka
dostatečně porušená. Takto se lze vyhnout hledánı́ podmı́nky, která je
nejvı́ce porušená. Algoritmus skončı́ po konečně mnoha iteracı́ch a vydá
přibližné řešenı́ se zvolenou přesnost́ı.

Uvažujme úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ ve tvaru

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : a(t)Tx ≥ b(t),∀t ∈ T

}
.

(3.7)

Pro danou množinuTk := {t1, t2, . . . , tk} ⊂ T definujeme úlohu lineárnı́ho
programovánı́ 3.8 následovně

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : a(ti)x ≥ b(ti), i = 1, 2, . . . , k,

x ≥ 0.

(3.8)

Algoritmus 4:

1. Nastavı́me k := 1, zvoĺıme jakékoliv t1 ∈ T a položı́me T1 := {t1}.
Zvoĺıme δ > 0 libovolné, dostatečně malé.
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2. Vyřešı́me úlohu 3.8 na množině Tk a optimálnı́ řešenı́ označme
xk = (xk

1, x
k
2, . . . , x

k
n)T .

3. Definujeme
φk(t) := a(t)Txk − b(t).

Nalezneme jakékoli tk+1 ∈ T takové, že φk(tk+1) < −δ . Pokud ta-
kové tk+1 neexistuje, algoritmus skončı́ a vrát́ı xk jako řešenı́. Jinak
položı́me Tk+1 := Tk ∪ {tk+1}.

4. Položı́me k := k + 1 a vrát́ıme se na krok 2.

Pokud by v 3.8 neexistovalo řešenı́, pak by neexistovalo řešenı́ ani v 3.7.
V takovém přı́padě nenı́ důvod pokračovat v iteracı́ch. Proto lze bez újmy
na obecnosti předpokládat, že má 3.8 optimálnı́ řešenı́. Dále plat́ı, že
tk+1 /∈ Tk, a pokud metoda skončı́ v kroku 3, pak výstupnı́ řešenı́ xk bude
také řešit úlohu 3.7 s dostatečně velkou přesnost́ı δ.

Duálnı́ úlohu k úloze 3.8 lze formulovat následovně

max
M

bTy,

M =

{
y ∈ Rk :

∑k
i=1 aj(ti)yi ≤ cj, j = 1, 2, . . . , n

yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k.

}
.

(3.9)

Předpokládejme nynı́, že 3.8 je řešitelná s optimálnı́ hodnotou V (LPk) a
že úloha 3.9 je také řešitelná s optimálnı́ hodnotou V (DLPk). Pak plat́ı
nı́že uvedená věta.

Věta 5 Pokud nenı́ optimálnı́ řešenı́DLPk+1 degenerované, pak V (LPk+1) >
V (LPk).

Důkaz. Důkaz lze nalézt v textu [3].

Velikost přı́růstku cı́lové funkce mezi úlohami V (LPk+1) a V (LPk) lze dále
zkoumat spolu s předpoklady, za kterých algoritmus skončı́ po konečně
mnoha krocı́ch s přesnost́ı δ (viz [3]). Pro zajištěnı́ konvergence algoritmu
je potřeba zajistit omezenost množiny přı́pustných řešenı́ úlohy 3.8, a
dále aby v duálnı́ úloze 3.9 nedocházelo k degeneraci. Zbylé požadavky
na konvergenci algoritmu se pak zajišt’uj́ı volenı́m δ dostatečně malým.
Vydá-li nám algoritmus v kroku k∗ nějaké řešenı́ x∗ ∈ Rn, otázkou zůstává,
jak bĺızko bude x∗ optimálnı́mu řešenı́ úlohy 3.7. Označme

Bk∗ := {j : x∗j > 0}.
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3. Metody sečných nadrovin

Věta 6 Pro jakékoli δ > 0 platı́, že pokud existuje

x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T ,

pro které

x̄j ≥ −
x∗j
δ
,∀j ∈ Bk∗ ,

x̄j ≥ 0, ∀j ∈ Bk∗

tak, že
k∑

j=1

x̄jfj(t) ≥ 1,∀t ∈ T, (3.10)

pak

|V (LPk∗)− V (LSIP )| ≤ δ

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

cjx̄j

∣∣∣∣∣ .
Důkaz. Důkaz lze nalézt v [3].

3.3.4 Největšı́ uvolněnı́

V předchozı́ kapitole byla uvedena metoda, která hledá přibližné řešenı́
úlohy 2.1 v přı́padě, kdy neumı́me naj́ıt nebo nechceme hledat nejvı́ce
porušenou podmı́nku. Metoda dovolovala tvořit řez z podmı́nek, které
jsou o nějaké přı́pustné δ vzdálené od nejvı́ce porušené podmı́nky. Toto
umožňuje uživateli už celkem velkou volnost v hledánı́ porušené pod-
mı́nky. Někdy však ani takto relaxovaný požadavek nemusı́ vést k cı́li.
V přı́padě, že uživatel nenı́ schopný naj́ıt nebo nechce hledat ani pod-
mı́nku, která je vzdálena o δ od maximálně porušené podmı́nky, může se
uživatel pokusit implementovat metodu prezentovanou nı́že.

Metoda určená pro řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programo-
vánı́, kterou nynı́ uvedeme, je založena na metodě Elzinga and Moora
Central-cutting-plane algorithm pro řešenı́ úlohy konvexnı́ho progra-
movánı́. Byla prezentovaná v textu [4].Tento algoritmus je schopný se-
strojit sečnou nadrovinu z jakékoli podmı́nky z množiny porušených
podmı́nek z popisu množiny přı́pustných řešenı́, a to bez ovlivněnı́ line-
árnı́ rychlosti konvergence metody. Pro zajištěnı́ rychlosti konvergence
nenı́ tedy třeba hledat nejvı́ce porušenou podmı́nku, jak je tomu u jiných
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metod.

Uvažujme stejnou úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́, jako
v kapitole 3.2.1

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ Rn : aT (t)x ≥ b(t), t ∈ T,x ∈ H

}
.

(3.11)

Navı́c předpokládejme splněnı́ podmı́nek

1. c ∈ Rn, c 6= 0,

2. T je kompaktnı́ podmožinou Rm,

3. H 6= ∅ je kompaktnı́ konvexnı́ podmožinou Rn,

4. a : T → Rn je spojitá n-vektorová funkce na T ,

5. b : T → R je spojitá funkce na T ,

6. existuje x̂ ∈ H, pro které plat́ı

aT (t)x̂ > b(t)

pro každé t ∈ T a které nenı́ optimálnı́ řešenı́ úlohy 3.11.

Pro každé x ∈ Rn, necht’ ‖x‖ označuje Euklidovskou normou, tj. ‖x‖ =√
(xTx).

Označme VP hodnotu cı́lové funkce v optimálnı́m řešenı́ úlohy 3.11

Algoritmus 5: 1. Zvoĺıme v̄ > VP a konstantu β ∈ (0, 1). Definujeme
problém 3.12 následovně

max
M

σ,

M =
{

(x, σ) ∈ Rn+1 : cTx + ‖c‖σ ≤ v̄,x ∈ H
}
.

(3.12)

Zvolme y0 ∈ H a necht’ k = 1.

2. Necht’ (xk, σk) ∈ Rn×R je optimálnı́m řešenı́m úlohy SDk−1. Jestliže
je σk = 0, ukončı́me výpočet a xk je v takovém přı́padě hledaným
řešenı́m úlohy 3.11. V opačném přı́padě přejdeme na krok 3.
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3. Pro zmenšenı́ rozměru úlohy smažeme podmı́nky z SDk−1, které
vyhovuj́ı některému z mazacı́ch pravidel uvedených nı́že. Vyřešı́me
problém SDk−1.

4. Nynı́ záležı́ na tom, zda je xk přı́pustným řešenı́m úlohy 3.11:

I Plat́ı-li
aT (t)xk ≥ b(t) pro všechna t ∈ T, (3.13)

pak přidáme podmı́nku

cTx + ‖c‖σ ≤ cTxk (3.14)

k úloze SDk−1 a položı́me yk := xk.

II V opačném přı́padě nalezneme tk ∈ T takové, že pro něj plat́ı

aT (tk)xk − b(tk) ≤ 0. (3.15)

Přidáme podmı́nku

aT (tk)x− ‖a(tk)‖σ ≥ b(tk) (3.16)

k úloze SDk−1 a nastavı́me yk := yk−1.
V obou přı́padech položı́me k := k + 1 a vrát́ıme se na krok 2.

Prvnı́ pravidlo mazánı́ Smažeme podmı́nku cTx + ‖c‖σ ≤ v̄ nebo ja-
koukoli podmı́nku vytvořenou krokem 4 I v předchozı́ch iteracı́ch,
pokud xk je přı́pustným řešenı́m úlohy 3.11, to znamená pokud

min
t∈T

(aT (t)xk − b(t)) ≥ 0.

Druhé pravidlo mazánı́ Smažeme takovou podmı́nku z množiny přı́-
pustných řešenı́ úlohy SDk−1, pokud zároveň plat́ı

1. podmı́nka byla generována 4 II v j-té iteraci, kde j < k,

2. σk ≤ βσj ,

3. podmı́nka nebyla v úloze SDk−1 v bodě (xk, σk) splněna jako
rovnost (tj. platilo aT (tj)xk − ‖a(tj)‖σk > b(tj)).
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Přı́klad

Řešme ještě jednou přı́klad uvedený v kapitole 3.2.1

min
M

(−x1 − x2),

M =

{
(x1, x2) ∈ Rn :

(−x1 + x2) ∗ t− x2 ≥ −4t2 + 4t− 4,
∀t ∈ [0, 1], x ∈ H

}
,

H =

{
(x1, x2) ∈ R2 | x1 + 2x2 ≤ 20

x1, x2 ≥ 0

}
.

(3.17)

Tentokrát budeme přı́klad řešit pomocı́ algoritmu 5. Připomeňme, že se
optimálnı́ hodnoty cı́lové funkce úlohy 3.17 nabývá v bodě [3, 3].

Zvolme v̄ := 1000. Podle prvnı́ho kroku algoritmu vytvořı́me počátečnı́
úlohu

max
M

σ,

M=


(x, σ) ∈ Rn+1 :

−x1 − x2 + 1.414 ≤ 1000
x1 + 2x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

 .
(3.18)

Zvolme dále y0 ∈ H libovolně. Necht’ je tedy y0 := (1, 1).

V dalšı́m kroku algoritmu máme naj́ıt optimálnı́ řešenı́ úlohy 3.18. Op-
timálnı́ řešenı́ této úlohy je bod (x1, σ1) = (20, 0, 721.249) s optimálnı́ hod-
notou cı́lové funkce 721.249. Tato hodnota je většı́ než nula, a můžeme
tedy přistoupit k zaváděnı́ řezu.

Před zaváděnı́m řezu máme nejprve ve třet́ım kroku algoritmu použı́t ma-
zacı́ pravidla k odstraněnı́ přebytečných podmı́nek. Nejsou však splněny
předpoklady ani jednoho z pravidel mazánı́, a proto přistoupı́me ke kroku
4 algoritmu.

Protože nenı́ bod x1 přı́pustným řešenı́m úlohy 3.17, budeme zavádět
řez podle kroku II. Máme nalézt libovolné t1 ∈ [0, 1] tak, aby byla splněna
nerovnost

4t2 + (−x1 + x2 − 4)t+ 4− x2 < 0.

40
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Tato nerovnost je splněna napřı́klad pro t1 := 0.429. K úloze 3.18 tedy
přidáme podmı́nku

−0.429x1 +−0.571x2 +−0.714σ ≥ −3.02

a dostaneme následuj́ıcı́ úlohu

max
M

σ,

M =


(x, σ) ∈ Rn+1 :

−x1 − x2 + 1.414σ ≤ 1000
−0.429x1 − 0.571x2 − 0.714σ ≥ −3.02

x1 + 2x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

 .
(3.19)

Zbývá položit y1 := y0 = (1, 1) a můžeme přej́ıt zpět na krok 2 algoritmu.

Optimálnı́ řešenı́ úlohy 3.19 je bod (x2, σ2) = (0, 0, 4.229) s optimálnı́
hodnotou cı́lové funkce 4.229. Tato hodnota je opět většı́ než nula a bu-
deme tedy znovu zavádět řez.

Nejprve však ověřı́me, zdali nemůžeme nějakou podmı́nku z množiny
M úlohy 3.19 odstranit. Podle prvnı́ho mazacı́ho pravidla smažeme pod-
mı́nku

−x1 − x2 + 1.414σ ≤ 1000,

protože x2 je přı́pustné řešenı́ úlohy 3.17. Když zkontrolujeme, zda-li
nebudeme mazat nějakou dalšı́ podmı́nku i podle druhého mazacı́ho
pravidla. Jediná podmı́nka vytvořená krokem II algoritmu je podmı́nka

−0.429x1 +−0.571x2 +−0.714σ ≥ −3.02.

Podmı́nku však mazat nebudeme, nebot’ je v tomto kroku splněna jako
rovnost.

Protože je x2 přı́pustným bodem úlohy 3.17, přistoupı́me k zaváděnı́
řezu podle kroku I. Podle tohoto kroku přidáme následuj́ıcı́ podmı́nku

−x1 − x2 + 1.414σ ≤ 0.
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Celkově tedy v této iteraci algoritmu dostáváme úlohu

max
M

σ,

M=


(x, σ) ∈ Rn+1 :

−x1 − x2 + 1.414σ ≤ 0
−0.429x1 − 0.571x2 − 0.714σ ≥ −3.02

x1 + 2x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

 .
(3.20)

Položı́me y2 := (0, 0) a přistoupı́me k dalšı́ iteraci algoritmu.

V dalšı́ iteraci algorimu dostaneme optimálnı́ řešenı́ úlohy 3.20 (x3, σ3) =
(3.234, 0, 2.287), kdy je x3 opět přı́pustným řešenı́m úlohy 3.17. Stejně jako
v předchozı́ iteraci smažeme podmı́nku podle prvnı́ho pravidla a druhá
podmı́nka je splněna jako rovnost, takže ji nemůžeme vyloučit. Zavedeme
řez podle kroku I. Dostaneme novou úlohu

max
M

σ,

M =


(x, σ) ∈ Rn+1 :

−x1 − x2 + 1.414σ ≤ −3.23
−0.429x1 − 0.571x2 − 0.714σ ≥ −3.02

x1 + 2x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

 .
(3.21)

Položı́me y3 := (3.234, 0) a přejdeme na dalšı́ iteraci.

Výsledky dalšı́ho průběhu výpočtu závisı́ na volených tk. Jeden z možných
průběhů může vypadat takto:
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Iterace podmı́nek v úloze (xk, σk) zvolené tk

1 2 (20, 0, 721.24892) 0.42889
2 3 (0, 0, 4.22869)
3 3 (3.23392, 0, 2.28673)
4 3 (4.98272, 0, 1.23658) 0.93626
5 4 (2.8516, 1.8495, 1.0374)
6 3 (0, 9.46060, 3.36550) 0.11779
7 4 (3.00931, 2.84116, 0.81274)
8 4 (3.34361, 3.15448, 0.45794) 0.56448
9 5 (2.39832, 3.62172, 0.11991) 0.32491
10 5 (2.769658, 3.199420, 0.083873)
11 4 (2.796498, 3.232536, 0.042394) 0.37518
12 5 (2.888885, 3.127470, 0.033429) 0.45521
13 6 (3.037114, 2.958899, 0.019046)
14 6 (3.0439981, 2.9655211, 0.0095502) 0.50369
15 6 (2.9171825, 3.0814844, 0.0018764) 0.48019
16 5 (2.9669193, 3.0313794, 0.0016161)

...

Pokud algoritmus neskončı́ po konečném počtu kroků, pak generuje po-
sloupnost bodů {yk}∞k=k̂. Limita této posloupnosti je optimálnı́m řešenı́m
úlohy (LP ). Důkaz tohoto tvrzenı́, jakož i důkaz rychlosti konvergence,
kopı́ruje důkaz Elzinga a Moora pro jejich algoritmus pro řešenı́ úloh
konvexnı́ programovánı́.

Lemma 1 Bez ohledu na to, zda-li se použijı́ mazacı́ pravidla, platı́, že
pokud algoritmus neskončı́, pak je limk→∞ σ

k = 0.

Lemma 2 Pokud je x̃ přı́pustné řešenı́ úlohy 3.11 a pro všechna t ∈ T
platı́ aT (t)x̃ > b(t), pak existuje σ̃ > 0 takové, že (x̃, σ̃) vyhovuje všem
nerovnostem, které představujı́ řezy přidané kroky 4 a II algoritmu.

Lemma 3 Pokud se algoritmus zastavı́ v kroku k∗, pak yk∗−1 je přı́pustným
řešenı́m úlohy 3.11. Pokud se algoritmus nezastavı́, pak existuje k̂ takové,
že yk je přı́pustné řešenı́ úlohy 3.11 pro každé k > k̂.

Věta 7 Pokud se algoritmus zastavı́ v kroku k∗, pak yk∗−1 je optimálnı́
řešenı́m úlohy 3.11. V opačném přı́padě existuje limita posloupnosti

{
yk
}∞

k=k̂
,

a ta je optimálnı́m řešenı́m úlohy 3.11.
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3. Metody sečných nadrovin

Elzinga and Moore dokázali lineárnı́ rychlost konvergence pro jejich
algoritmus. Analogickým způsobem lze dokázat lineárnı́ rychlost konver-
gence prezentovaného algoritmu.

Věta 8 Mezi přı́pustnými body má v objektivnı́ funkci algoritmus lineárnı́
rychlost konvergence.
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Kapitola 4

Programátorské zpracovánı́

4.1 Úvod

Pro praktickou část diplomové práce jsem zvolil programovacı́ jazyk
Octave. Pro volbu tohoto programovacı́ho jazyka pro mě bylo důležité,
že se jedná o jazyk určený k prováděnı́ numerických výpočtů. Druhou
velmi významnou vlastnost́ı Octave je, že se šı́řı́ pod licencı́ GNU General
Public License a je jej tedy možné svobodně šı́řit.

V jazyce Octave jsem naprogramoval jednak kostry základnı́ho algo-
ritmu metody sečných nadrovin pro úlohu semi-infinitnı́ optimalizace
a kostru algoritmu, který vytvářı́ řez z libovolné porušené podmı́nky
z množiny porušených podmı́nek. Metody jsem implementoval s ohle-
dem na návrhový vzor most. Pro jednotlivé metody jsem dále implemen-
toval aplikace na určité třı́dy úloh lineárnı́ semi-infinitnı́ optimalizace.

Zdrojové kódy byly odladěny pod distribucı́ Octave, která je volně ke
staženı́. Vývoj probı́hal v prostředı́ Cygwin v distribuci Octave 3.0.3.

Upozorněnı́ k verzi Octave 3.0.2

Během psanı́ diplomové práce jsem objevil chybu v distribuci Octave
projevuj́ıcı́ se jen v prostředı́ Cygwin. Chyba byla velmi rychle opravena a
po aplikaci přı́slušného opravného baĺıčku byly zdrojové kódy odladěny.
Bohužel do odevzdánı́ diplomové práce ještě nebyla aktualizovaná dis-
tribuce Octave pro Cygwin, a je proto nutné Octave nainstalovat přı́mo
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4. Programátorské zpracovánı́

ze zdrojových kódů dostupných již pro verzi 3.0.5. Podle informacı́ od
tvůrců Octave se chyba projevuje jen v distribuci pro Cygwin. Navı́c by
se měla distribuce Octave pro Cygwin v nejbližšı́ době aktualizovat na
verzi 3.0.3, ve které je již chyba opravena. Zdrojové kódy byly testovány ve
virtuálnı́m stroji, na kterém byl nainstalován systém Ubuntu, v distribuci
Octave pro Ubuntu se chyba neprojevovala.

4.2 Octave

Octave je otevřený programovacı́ jazyk, který se zaměřuje na numerické
výpočty. Vznikl z důvodu potřeby alternativy k placeným numerickým
baĺıkům, jako jsou napřı́klad Matlab nebo Mathematica. Octave je na
rozdı́l od komerčnı́ch programů volně šiřitelný program, který lze svo-
bodně použı́vat, měnit nebo kopı́rovat za podmı́nky dodržovánı́ licence
GNU General Public License, pod kterou je tento programovacı́ jazyk
distribuován.

Jazyk Octave byl vytvořen několika nadšenci jako program pro psanı́ vyso-
koškolské učebnice týkaj́ıcı́ se návrhu chemických reaktorů. Po několika
letech je z něj již solidnı́ prostředı́, které v některých oblastech může
konkurovat komerčnı́m programům. Aktuálnı́ verze implementace ja-
zyku Octave zvládá počı́tat s reálnými, komplexnı́mi nebo celočı́selnými
skaláry nebo maticemi, zvládá řešit soustavy nelineárnı́ch algebraických
rovnic, integrovat funkce na konečných nebo nekonečných intervalech.
Octave umı́ počı́tat mnoho různých matematických problémů od sta-
tistických, přes finančnı́ matematiku, diferenciálnı́ počty, interpolaci a
mnoho dalšı́ho. Z optimalizačnı́ oblasti matematiky můžeme zmı́nit
řešenı́ úlohy lineárnı́ho, kvadratického programovánı́ a některé úlohy
nelineárnı́ho programovánı́.

Naprogramované metody tak mohou čtenáři posloužit jako rozšı́řenı́
funcı́ implementace jazyku Octave také o řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-
infinitnı́ho programovánı́.
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4.3 Návrhový vzor most

Návrhové vzory (anglicky design patterns) představuj́ı představuj́ı v soft-
warovém inženýrstvı́ obecně definované řešenı́ problémů vyvstávaj́ıcı́ při
designu software. Návrhový vzor sloužı́ jako šablona, která řešı́ nějaký
obecný designový problém. Znalost návrhových vzorů nenı́ pro progra-
movánı́ nezbytná, na druhou stranu může jejich znalost velice zefektivnit
práci programátora, který již nemusı́ znovu vymýšlet to, co již jinı́ vymys-
leli. Navı́c si může být programátor při použit́ı správného návrhového
vzoru jistý, že problémovou situaci řešı́ efektivně a korektně.

Most je návrhový vzor, který použı́váme v situacı́ch, ve kterých je potřeba
oddělit implementaci problému od jeho abstrakce. Protože algoritmy
sečných nadrovin nedávaj́ı (a ani nemohou dát) přesnou odpověd’ na
otázku, jak přesně hledat podmı́nku, ze které budeme vytvářet řez, imple-
mentoval jsem algoritmy obecněji tak, aby si mohl uživatel měnit metody
hledaj́ıcı́ porušenou podmı́nku podle svých představ.

Pro bližšı́ informace o návrhovém vzoru strategie lze čtenáře odkázat
na knihu [19].

4.4 Metody sečných nadrovin

Obě implementované metody byly naprogramovány podobným způso-
bem. Hlavnı́ kostra algoritmu je v jediné funkci, která vykonává kroky
algoritmu přı́slušné metody tak, že volá funkce, které maj́ı daný krok za
úkol. Konkrétnı́ implementace algoritmu pak spočı́vá v přepsánı́ těchto
funkcı́ funkcemi vlastnı́mi, které počı́taj́ı konkrétnı́ úlohu, která je imple-
mentována.

4.4.1 Základnı́ metoda sečných nadrovin

Na tomto mı́stě uvedu několik nejdůležitějšı́ch funkcı́ a stručně popı́ši,
k čemu dané funkce sloužı́. Přesný tvar vstupnı́ch a požadavky na výstupnı́
parametry těchto funkcı́ lze nalézt v dokumentaci.

• Základnı́ metoda sečných nadrovin je definovaná ve funkci
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function x = cutting_plane(sip_problem , steps).

Funkce je hlavnı́ funkcı́, kterou se zpoušt́ı algoritmus. Funkce má
dva parametry. Prvnı́m parametrem je problém, který se bude řešit.
Druhým parametrem je maximálnı́ počet kroků, které se maj́ı v
metodě provést. Metoda vrát́ı nalezené optimálnı́ řešenı́. Pokud
metoda řešenı́ nenajde vrát́ı hodnotu Inf.

• Funkce

function program=create_first_program(sip_problem),

sloužı́ pro vytvářenı́ prvnı́ úlohy lineárnı́ho programovánı́ podle
kroku 1 algoritmu 2.

• Funkce

function find_minimum_tk(xk,sip_problem),

sloužı́ pro hledánı́ porušené podmı́nky podle kroku 3 algoritmu 2.

• Funkce

function optimal(xk,tk,sip_problem),

sloužı́ k ověřenı́, zda-li je nalezené řešenı́ optimálnı́m řešenı́m za-
dané úlohy.

• Funkce

function create_constraint(tk,sip_problem).

sloužı́ pro vytvořenı́ podmı́nky, která se bude přidávat k úloze.

Implementace základnı́ metody

Ve stejném souboru, ve kterém je implementovaná základnı́ metoda
sečných nadrovin, je implementovaná aplikace základnı́ metody, tj. jsou
definovány funkce zmı́něné v předchozı́m odstavci. Pokud tedy uživatel
tyto funkce nepřepı́še, umı́ aktuálnı́ implementace algoritmu řešit úlohy
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typu

min
M

cTx,

M =

{
x ∈ H : tTAx + aTx ≥ 1

2
tTLt + lt + l, t ∈ T

}
,

H = {x ∈ Rn : A1x ≤ b1,x ≥ 0} ,
T = {t ∈ Rm : A2t ≤ b2, t ≥ 0} .

(4.1)

Podrobnějšı́ informace o tom, jak přesně zadat úlohu a jak program spus-
tit, lze nalézt v dokumentaci přiložené ke zdrojovým kódům, přı́padně v
komentářı́ch zdrojových kódů.

4.4.2 Implementace mı́rně uvolňuj́ıcı́ch metod

Algoritmy zmı́něné v kapitolách 3.3.2 a 3.3.3 lze implementovat pomocı́
metody zmı́něné výše. Zde uvedeme velmi stručný návod pro implemen-
taci daných metod.

• Funkci

function find_minimum_tk(xk,sip_problem)

je třeba implementovat tak, aby hledala přı́slušnou narušenou pod-
mı́nku vzhledem ke kroku 3 algoritmů 3 respektive 4.

• Ve funkci

function optimal(xk,tk,sip_problem)

je třeba implementovat potřebné unkončovacı́ kritérium pro jed-
notlivé algoritmy.

4.5 Centrálnı́ metoda sečných nadrovin

Zde uvedeme nejdůležitějšı́ funkce naprogramované pro metodu sečných
nadrovin prezentovanou v kapitole 3.3.4.

• Centrálnı́ metoda je definovaná ve funkci

function x = central_cutting_plane(sip_problem , steps =
20, beta = 0.1).
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Prvnı́ dva parametry funkce jsou stejné jako v předchozı́ metodě. Po-
slednı́ parametr je vstupnı́ parametr metody, která ovlivňuje mazánı́
podmı́nek podle druhého mazacı́ho pravidla algoritmu 5. Pro im-
plementovánı́ algoritmu je nutné implementovat funkce a(t), b(t) z
definice algoritmu podle návodu v dokumentaci a upravit metodu .

• Funkce

function program = create_first_central_program(
sip_problem)

sloužı́ pro vytvořenı́ počátečnı́ úlohy podle kroku 3.12 algoritmu 5.

• Funkce

function optimal(xk,tk,sip_problem)

sloužı́ k ověřenı́, zda-li je nalezené řešenı́ optimálnı́m řešenı́m za-
dané úlohy.

• Funkce

function bool=feasible(x,problem)

sloužı́ pro ověřenı́, zda-li je vstupnı́ prvek x přı́pustným řešenı́m
zadaného problému podle kroku 4 algoritmu 5.

• Funkce

function t=find_any_tk(program ,x,problem)

má za úkol hledat nějakou porušenou podmı́nku podle kroku II
algoritmu 5.

4.5.1 Implementace centrálnı́ metody sečných nadrovin

Implementace centrálnı́ metody se lišı́ od předchozı́ implementace v
několika bodech. Na jednu stranu řešı́ implementace metody obecnějšı́
úlohu, na druhou stranu se však implementuje hledánı́ porušené pod-
mı́nky a přı́pustnosti řešenı́ metodou Monte Carlo. Implementace řešı́
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úlohy typu

min
M

cTx,

M =
{
x ∈ H : a(t)Tx + aTx ≥ b(t), t ∈ [0, 1]

}
,

H = {x ∈ Rn : A1x ≤ b1,x ≥ 0} .
(4.2)

Podrobnějšı́ informace o tom, jak přesně zadat úlohu a jak program
spustit, lze opět naj́ıt v dokumentaci přiložené ke zdrojovým kódům,
přı́padně komentáře zdrojových kódů.
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Kapitola 5

Závěr

Cı́lem práce bylo nastudovat a přibĺıžit několik přı́stupů k řešenı́ úloh
lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́. V práci jsem prezentoval zák-
ladnı́ druhy metod pro řešenı́ úlohy lineárnı́ho semi-infinitnı́ho progra-
movánı́. Podrobněji jsem se věnoval metodě sečných nadrovin pro úlohu
lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́. Ukázal jsem, jakými způsoby
je možné v této metodě uvolňovat základnı́ požadavek na nalezenı́ nejvı́ce
porušené podmı́nky. Na dvou přı́kladech jsem ukázal, jak pracuj́ı dvě vari-
anty metody sečných nadrovin pro úlohu lineárnı́ho semi-infinitnı́ho pro-
gramovánı́. Schéma těchto dvou metod jsem implementoval pro určité
třı́dy úloh lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́ v matematickém
programovacı́m jazyce Octave.

K sepsánı́ práce jsem sestudoval 16 pracı́ různých autorů. Uvedenou
literaturu jsem zpracoval a sjednotil značenı́, abych zı́skal kompaktnı́ ce-
lek. Zaměřil jsem se na metody sečných nadrovin na základě hodnocenı́
v práci [3] a vlastnı́ho uváženı́. Základnı́ metodu a jej́ı modifikaci jsem
ilustroval vlastnı́mi přı́klady. Vlastnı́ je také mé programové zpracovánı́
těchto metod.

5.1 Možná rozšı́řenı́

Při zpracovnánı́ teoretické části bylo třeba vynechat množstvı́ materiálů
týkaj́ıcı́ch se jiných metod, než metod sečných nadrovin. Dalšı́ teoretické
rozšiřovánı́ práce by se tak mohlo zaměřovat podrobněji na jiné typy
úlohy lineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́, a to zejména na metody
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řešı́cı́ duálnı́ úlohu. Některé z uvedených metod lze zobecnit pro úlohu
nelineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́, jiné rozšı́řenı́ práce by se
tak mohlo zabývat úlohou nelineárnı́ho semi-infinitnı́ho programovánı́.

Vzhledem k většı́mu rozsahu práce a také zaměřenı́ na metody sečných
nadrovin jsem do práce nezařadil implementaci dvoufázového algo-
ritmu, který nejprve vyhledává přibližné řešenı́ metodou diskretizace,
a následně zpřesňuje toto řešenı́ pomocı́ redukčnı́ metody. V dalšı́m po-
kračovánı́ v této oblasti bych uvažoval o jeho publikaci.

53



Literatura
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Dodatek A

Popis přiloženého CD

Na přiloženém CD lze nalézt text této práce spolu se zdrojovými kódy
naprogramovaných metod. CD obsahuje složky:

dipl/, ve které se nacházı́ tyto soubory:

• diplomova prace.pdf elektronická verze této práce ve formátu pdf

cutting plane/, která dále obsahuje:

• cutting plane.m naprogramovaná metoda sečných nadrovin

• cutting plane.txt dokumentace k naprogramované metodě seč-
ných nadrovin

• central cutting plane.m naprogramovaná centrálnı́ metoda seč-
ných nadrovin

• central cutting plane.txt dokumentace k centrálnı́ metodě seč-
ných nadrovin

octave/, ve které se nacházı́ zdrojové kódy jazyka Octave.
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