
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikální fakulta

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Tomáš Ibehej

Studium interakce multikomponentního plazmatu
s pevnými látkami postupy počítačové fyziky

Katedra fyziky povrchů a plazmatu

Vedoucí diplomové práce: Prof. RNDr. Rudolf Hrach, DrSc.

Studijní program: Fyzika
Studijní obor: Fyzika plazmatu a ionizovaných prostředí

2010



Děkuji především panu Prof. RNDr. Rudolfu Hrachovi, DrSc. za nepostradatelné
rady a podporu při tvorbě modelů a psaní textu, dále svým rodičům a přítelkyni za
motivaci a podporu při práci a v neposlední řadě také tvůrcům použitého softwaru.

Prohlašuji, že jsem svou diplomovou práci napsal samostatně a výhradně s použitím
citovaných pramenů. Souhlasím se zapůjčováním práce.

V Praze dne 28. dubna 2010 Tomáš Ibehej

i



Obsah

1 Úvod 1

2 Fyzika plazmatu 3
2.1 Boltzmannova kinetická rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.1.1 Základní pojmy a odvození rovnice . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.2 Popis srážkových procesů v Boltzmannově rovnici . . . . . . . 6
2.1.3 Maxwellovo-Boltzmannovo rozdělení . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Interakce v reálném plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.1 Ar plazma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.2 O2 plazma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Rovnice chemické kinetiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Sondová diagnostika nízkoteplotního plazmatu . . . . . . . . . . . . . 15

2.4.1 Stínění a definice plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4.2 Sondová diagnostika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 Plazmatické technologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Částicové modelování plazmatu 21
3.1 Integrace pohybových rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2 Výpočet síly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.1 Metoda přímého působení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.2.2 Metoda Particle-In-Cell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.2.3 Stromové algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.2.4 Další metody výpočtu silového působení . . . . . . . . . . . . 29

3.3 Simulace srážek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Numerické metody 32
4.1 Soustavy lineárních algebraických rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1.1 Přímé metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.1.2 Iterační metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.1.3 Řešení soustav s řídkými maticemi . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.2 Obyčejné diferenciální rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2.1 Eulerova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2.2 Metody typu Runge-Kutta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2.3 Semi-implicitní Eulerova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2.4 Rosenbrockova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

ii



5 Cíle práce 39

6 Popis modelů a výsledky 41
6.1 Model elektropozitivního plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6.1.1 Volt-ampérová charakteristika . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.1.2 Úhlová závislost účinného průřezu . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.1.3 Zjednodušení rovinné sondy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.1.4 Časová náročnost modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6.2 Kinetický model kyslíkového plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
6.2.1 Nalezení elektronové rozdělovací funkce . . . . . . . . . . . . . 58
6.2.2 Rychlostní konstanty rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.2.3 Výsledky kinetického modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

6.3 Model multikomponentního plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
6.3.1 Válcová konfigurace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.3.2 Rovinná konfigurace s nerovností . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.3.3 Válcová konfigurace v dynamickém režimu . . . . . . . . . . . 69
6.3.4 Časová náročnost modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.4 Trojrozměrný model objemu plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
6.4.1 Popis modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
6.4.2 Výsledky a časová náročnost modelu . . . . . . . . . . . . . . 74

7 Závěr 76

Literatura 78

iii



Název práce: Studium interakce multikomponentního plazmatu s pevnými látkami
postupy počítačové fyziky
Autor: Bc. Tomáš Ibehej
Katedra (ústav): Katedra fyziky povrchů a plazmatu
Vedoucí diplomové práce: Prof. RNDr. Rudolf Hrach, DrSc.
e-mail vedoucího: rudolf.hrach@mff.cuni.cz

Abstrakt: Předmětem studia jsou fyzikální procesy probíhající při interakci inert-
ního i chemicky aktivního plazmatu s povrchy vnořených pevných látek. Metodikou
práce je počítačové modelování založené na experimentálních datech získaných na
pracovišti i převzatých z literatury. Těžiště práce je ve dvourozměrných částicových
modelech, jejichž výstupy jsou parametry stínící vrstvy vytvořené v okolí vnořené
pevné látky i charakteristika nabitých částic v ní obsažených. Studium multikompo-
nentního plazmatu představuje analýzu statických i dynamických vlastností stínící
vrstvy v závislosti na elektronegativitě. Důraz je kladen také na zkoumání vlivu
použité metodiky počítačového modelování na přesnost dosažených výsledků a efek-
tivitu výpočtů.

Klíčová slova: částicové modelování, multikomponentní plazma, stínící vrstva

Title: Computational study of plasma-solid interaction in multicomponent plasma
Author: Bc. Tomáš Ibehej
Department: Department of Surface and Plasma Science
Supervisor: Prof. RNDr. Rudolf Hrach, DrSc.
Supervisor’s e-mail address: rudolf.hrach@mff.cuni.cz

Abstract: Physical processes ongoing during the interaction of both inert gas and
chemically active plasma with surfaces of immersed solids are studied in this work.
The technique used is a computer modeling based on experimental data obtained
in our department and also taken from the literature. Focus of this work are two-
dimensional particle simulations, whose outputs are parameters of a sheath formed
around the immersed solid and characteristics of the contained charged particles.
The study of multicomponent plasma presents an analysis of both statical and dy-
namical properties of the sheath depending on electronegativity. The research of
influence of the computer modeling technique on the accuracy of the results and
efficiency of the computations is also accented.

Keywords: particle modeling, multicomponent plasma, sheath

iv



Kapitola 1

Úvod

Modelování interakce nízkoteplotního plazmatu s pevnými látkami je perspektivní
obor, který se rozvíjí především v posledních letech díky rychlému vývoji hardwaru.
Výpočty, které byly dříve problémem i pro nejrychlejší počítače, se nyní stávají ře-
šitelnými na komerčně dostupných osobných počítačích. Na druhou stranu musíme
konstatovat, že částicové výpočty, které jsou na výkon počítače nejnáročnější, ještě
stále nedokáží vyřešit komplexní problémy se složitou geometrií, která vyžaduje plně
třírozměrné modely. Přechod od dvourozměrné geometrie ke třírozměrné představuje
velmi razantní skok ve výpočetní náročnosti. Hledání pokročilých algoritmů pro ze-
fektivnění výpočtů za současného udržení přesnosti a fyzikální věrohodnosti je stále
aktuální. Tato práce se kromě využití některých známých algoritmů urychlujících
běh programů snaží najít řešení fyzikálních problémů se složitější dvourozměrnou
geometrií a pokusíme se i o plně třírozměrný model objemu plazmatu, abychom
mohli posoudit, do jaké míry je nám dostupný hardware schopný se s tímto problé-
mem vypořádat.

Těžištěm práce je multikomponentní plazma, tedy složitý systém čítající mnoho
druhů částic. V této oblasti již byl také prováděn výzkum a úkolem této práce
bude na něj navázat a pokusit se vylepšit věrohodnost stávajících modelů především
v oblasti srážkových procesů. Ty jsou pro nízkoteplotní plazma určující, a tak se
pokusíme je do modelů započítat způsobem co nejvíce odpovídajícím realitě. V
oblasti silového působení použijeme kromě hojně využívané metody Particle in Cell
také nejrealističtější výpočet pomocí přímého coulombického působení, který je však
také vysoce výpočetně náročný. Do jisté míry se bude jednat opět o test současného
hardwaru.

Nízkoteplotní plazma, a především chemicky aktivní multikomponentní plazma,
je stále častěji používáno v nejrůznějších technologiích úpravy povrchů pevných
látek. Technologický potenciál využití plazmatu brzdí vysoká složitost analytického
zkoumání. V případě plazmatu není jednoduchá ani interpretace experimentálních
výsledků, neboť velké množství známých diagnostických metod je destrukčních, tedy
zkoumané plazma je jimi narušeno. Stále často používanou diagnostickou technikou
je metoda jedné Langmuirovy sondy. Iterakce plazmatu s kovovou sondou, na níž je
přivedeno předpětí, je téma, kterým se budeme v předložené práci často zabývat.
Pokusíme se ale také najít řešení problémů spojených s geometriemi, jež by mohly
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mít využití přímo v oblasti plazmatických technologií.
Metodikou práce je počítačové modelování. Pro nalezení elektronových rozdě-

lovacích funkcí elektronu využijeme jeden z volně dostupných programů, pokusíme
se je ale získat i vlastními výpočty. Všechny ostatní modely jsou původní a jsou
programované v jazyce C. Zdrojové kódy jsou překládány v též volně stažitelném
překladači Microsoft Visual C++ 2008 Express Edition a výpočty byly spouštěny
střídavě na strojích Intel Core2 Duo @ 3GHz, 3,23GB RAM a Intel Core2 Quad
@ 2,83GHz, 3,23GB RAM. Pro výpočty, jejichž cílem je zjistit rychlost výpočtu
modelů, byl použitý prvně zmiňovaný počítač, aby bylo možné jednotlivé výsledky
porovnat.
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Kapitola 2

Fyzika plazmatu

Fyzika plazmatu je disciplína zabývající se širokým spektrem problémů spojených s
klasickými, kvantovými i relativistickými popisy plazmatu, někdy nazývaného „čtvr-
tým skupenstvímÿ hmoty. Definice plazmatu podle Chena [1] zní:

Plazma je kvazineutrální plyn nabitých a neutrálních částic, který
vykazuje kolektivní chování.

K vysvětlení definice se vrátíme v dalších kapitolách teoretického úvodu. Na první
pohled je ale jasné, že zmíněná definice je velmi obecná, a není tak překvapivé, že
zahrnuje systémy, jejichž základní parametry se liší o mnoho řádů. Z toho důvodu
je nutné plazma dělit do dalších podskupin, v rámci nichž již nejsou takové rozdíly
v hodnotách základních parametrů, a je tedy možné skupinu popsat pomocí jednot-
ných fyzikálních zákonů. Nejčastěji se plazma dělí podle teploty na nízkoteplotní a
vysokoteplotní. Pojem teploty je v případě plazmatu problematický. Teplota je dobře
definována v soustavách ve stavu termodynamické rovnováhy. Rychlostní rozdělení
částic v těchto soustavách je rovno Maxwellově rozdělovací funkci, jejímž paramet-
rem je právě teplota. Plazma však může mít i několik teplot současně – nejčastěji
mají odlišnou teplotu ionty a elektrony v plazmatu. Zatímco ionty srážkami s neut-
rálními částicemi dosáhnou rovnováhy, elektronům díky nízkým účinným průřezům
zůstane vyšší energie a srážkami mezi sebou dosáhnou rovnováhy o teplotě řádově
vyšší, než je rovnovážná teplota iontů a neutrálních částic. Termodynamická rovno-
váha celého systému se nemusí vzhledem k době existence plazmatu vůbec ustavit,
a tak celková teplota systému není definována. Pro nízkoteplotní plazma je typický
nízký stupeň ionizace – přestože i v tomto typu plazmatu dosahují elektrony teplot
několika tisíců stupňů, střední energie celého systému bude díky nízkému stupni io-
nizace nižší. Další charakteristikou je, jak už bylo zmíněno, nízká teplota iontů, která
se blíží teplotě neutrálních částic, resp. pokojové teplotě. Nízkoteplotní plazma se
vyskytuje např. v zářivkách, výbojkách, či v mezihvězdném prostoru. Ve vysokotep-
lotním plazmatu se stupeň ionizace blíží hodnotě 100% a střední energie soustavy je
vyšší. Vyskytuje se například ve hvězdách a je předmětem studia v experimentech
s řízenou termojadernou syntézou.

Plazma využívané v plazmatických technologiích, o kterých bude dále také řeč,
je nízkoteplotní. Vlastnosti plazmatu jsou dané i jeho chemickým složením, podle
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2.1. Boltzmannova kinetická rovnice

kterého je také možné plazma rozdělovat. V literatuře se často objevují termíny elek-
tronegativní a elektropozitivní plazma. Elektropozitivní plazma je tvořeno výhradně
prvky s malou afinitou k elektronům, které jsou schopny odštěpovat valenční elek-
trony a stávají se kladnými ionty. V elektronegativním plazmatu se kromě kladných
iontů objevují i ionty záporné, nejčastěji tvořeny prvky s vysokou elektronovou afi-
nitou. Elektronegativitou plazmatu budeme rozumět hodnotu

ε =

∑
i

ni∑
i

ni + ne
, (2.1)

kde index i prochází všechny druhy záporných iontů, ni je jejich koncentrace a ne
je koncentrace elektronů.

Pojem multikomponentní plazma není v literatuře jednoznačně určen – může se
jednat i o plazma obsahující pouze více druhů kladných iontů, my však budeme
multikomponentní plazma spojovat s výskytem více než dvou druhů iontů, mezi
kterými musí být jak záporné, tak i kladné ionty.

V dalších sekcích této kapitoly se budeme zabývat klasickým fyzikálním popisem
plazmatu a blíže vysvětlíme, kromě jiného, také definici plazmatu uvedenou výše.

2.1 Boltzmannova kinetická rovnice

2.1.1 Základní pojmy a odvození rovnice

Systém s velkým počtem n částic není možné popisovat klasickými pohybovými rov-
nicemi, neboť soustava tak velkého počtu rovnic by byla neřešitelná. Takový systém
je ale možné popsat pomocí zákonů statistické fyziky. Nechť Γ je fázový prostor o di-
menzi 6n. Je tvořen prostorovými souřadnicemi všech částic v systému ~r1, ~r2, . . . , ~rn
a hybnostmi ~p1, ~p2, . . . , ~pn. Bod v tomto prostoru reprezentuje kompletně popsaný
stav systému (pokud neuvažujeme vnitřní stupně volnosti částic). Vývoj systému
v čase je popsán pohybem tohoto bodu ve fázovém prostoru. Element Γ je

dΓ =
n∏
i=1

d~ri ·
n∏
j=1

d~pj ≡ d~rnd~pn . (2.2)

Soustava velkého počtu N systémů je ve fázovém prostoru zobrazena jako „fázový
oblakÿ a hustota tohoto oblaku v určitém bodě fázového prostoru a v čase t je
označena

ρ (t, ~r1, . . . , ~rn, ~p1, . . . , ~pn) d~rnd~pn . (2.3)

Hustota pravděpodobnosti, že se v čase t jeden z N systémů nachází právě ve stavu
~r1, . . . , ~rn, ~q1, . . . , ~qn je

P ≡ ρ (t, ~r1, . . . , ~rn, ~p1, . . . , ~pn)
N

. (2.4)

Hustota stavů ρ, resp. hustota pravděpodobnosti stavů P jsou normovány na N ,
resp. na 1.
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2.1. Boltzmannova kinetická rovnice

Pro naše další úvahy postačí uvažovat fázový prostor o šesti souřadnicích (n = 1),
tedy bodem ve fázovém prostoru bude stav jediné částice. Místo hybnosti budeme
uvažovat rychlost částic. Soustava Ni identických částic i-tého druhu bude popsána
ve fázovém prostoru oblakem tvořeným Ni body s hustotou stavů, kterou nazveme
rozdělovací funkcí a označíme fi. Každý druh částic bude mít svůj fázový prostor
s elementem d~rid~vi. Jak jsme už uvedli, hustota stavů je normována na počet částic,
tedy ∫∫

fi (~ri, ~vi, t) d~rid~vi = Ni . (2.5)

Rozdělovací funkce musí být dále lokálně normovaná na koncentraci částic v každém
bodě prostoru souřadnic ni(~ri, t) takto:∫

fi (~ri, ~vi, t) d~vi = ni(~ri, t) (2.6)

Obdobně definujeme globální a lokální střední hodnotu libovolné vektorové veličiny
~g (~r, ~v), resp. skalární veličiny γ (~r, ~v)

~̄g(t) =
1
Ni

∫∫
~g (~ri, ~vi) fi (~ri, ~vi, t) d~rid~vi (2.7)

~̄g (~ri, t) =
1

ni (~ri, t)

∫
~g (~ri, ~vi) fi (~ri, ~vi, t) d~vi (2.8)

γ̄(t) =
1
Ni

∫∫
γ (~ri, ~vi) fi (~ri, ~vi, t) d~rid~vi (2.9)

γ̄ (~ri, t) =
1

ni (~ri, t)

∫
γ (~ri, ~vi) fi (~ri, ~vi, t) d~vi (2.10)

Při odvození Boltzmannovy rovnice budeme předpokládat

1. Platí klasický Liouvillův teorém i klasické představy o srážkách částic.

2. Předpoklad molekulárního chaosu – poloha libovolné částice ve fázovém pro-
storu (~r1, ~v1) je nezávislá na poloze jiné částice (~r2, ~v2).

3. Plazma je dostatečně zředěné, aby přicházely v úvahu pouze binární srážky
mezi částicemi.

4. Síla ~Fi působící na i-tý druh částic není závislá na rychlosti částic a je mnohem
menší než síly působící na částice při srážkách.

Čtvrtý předpoklad je v nízkoteplotním plazmatu také splněn, protože vliv magne-
tického pole působícího mezi částicemi navzájem je mnohem menší než vliv pole
elektrického a k nízkoteplotnímu plazmatu nepřikládáme žádné vnější magnetické
pole. Počet částic i-tého druhu v infinitezimálním okolí bodu (~ri, ~vi) je roven

fi (~ri, ~vi, t) d~rid~vi .
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2.1. Boltzmannova kinetická rovnice

Za dobu dt se tyto částice vlivem svých rychlostí a působení síly ~Fi přesunou do
bodu (

~ri + ~vidt, ~vi +
~Fi
mi

dt

)
(2.11)

a díky Liouvillovu teorému se počet částic nezměnil, pokud nedošlo ke srážkám.
Označíme symbolicky

δfi
δt

d~rid~vidt (2.12)

změnu počtu částic za dobu dt v elementu d~rid~vi. Výsledná rovnice, která vyjadřuje
zachování počtu částic s ohledem na srážky, získá tvar

fi

(
~ri + ~vidt, ~vi +

~Fi
mi

dt, t+ dt

)
− fi (~ri, ~vi, t) =

δfi
δt

dt . (2.13)

První výraz na levé straně rovnice rozvedeme do Taylorovy řady pro dt→ 0

fi (~ri, ~vi, t) +
∂fi
∂t

dt+ (∇~rifi) · ~vidt+ (∇~vifi) ·
~Fi
mi

dt (2.14)

a dosadíme do rovnice (2.13), čímž konečně získáme Boltzmannovu kinetickou rov-
nici pro rozdělovací funkci i-tého typu částic ve tvaru

∂fi
∂t

+ ~vi · ∇~rifi +
~Fi
mi

· ∇~vifi =
δfi
δt

. (2.15)

2.1.2 Popis srážkových procesů v Boltzmannově rovnici

Nyní se pokusíme osvětlit význam srážkového členu na pravé straně Boltzmannovy
rovnice (2.15). Pro tento účel je nutné definovat diferenciální srážkový průřez. Před-
stavme si svazek částic j-tého druhu letící konstantní rychlostí ~vj. Koncentrace
těchto částic ve svazku je rovna nj. Pravděpodobnost, že se za dobu dt částice i-
tého druhu o rychlosti ~vi srazí s částicí j-tého druhu, která letí ve zmíněném svazku,
a vyletí do prostorového úhlu Ω, bude rovna

nj σ
d
ij(|~vj − ~vi| ,Ω) |~vj − ~vi| dΩdt . (2.16)

Tento vztah můžeme brát jako definici diferenciálního srážkového průřezu σdij. Dále
definujeme totální účinný průřez σij jako

σij(|~vj − ~vi|) ≡
∫
Ω

σdij(|~vj − ~vi| ,Ω) dΩ . (2.17)

Nyní si představíme částici typu i nacházející se v elementu fázového prostoru
kolem bodu (~r,~vi). Koncentrace částic typu j o rychlosti ~vj v tomtéž místě ~r bude
rovna fjd~vj. Pravděpodobnost srážky částice typu i o rychlosti ~vi s částicí typu j
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2.1. Boltzmannova kinetická rovnice

o rychlosti ~vj v místě ~r za dobu dt tedy bude vzhledem k definicím (2.16) a (2.17)
rovna

fjd~vj σij(|~vj − ~vi|) |~vj − ~vi| dt . (2.18)

Po integraci tohoto výrazu přes ~vj tak získáme pravděpodobnost srážky naší částice
s jakoukoliv částicí typu j v místě ~r a za čas dt. Nyní si uvědomíme, že v místě ~r je
počet částic typu i o rychlosti ~vi roven fid~rd~vi. Celkový počet srážek částic typu i
s rychlostí ~vi s částicemi typu j v místě ~r za dobu dt bude roven

A−ijd~rd~vidt ≡ fid~rd~vidt
∫
~vj

fjσij(|~vj − ~vi|) |~vj − ~vi| d~vj . (2.19)

Pokud se teď vrátíme ke vztahu (2.12), zjistíme, že náš výsledek právě představuje
úbytek počtu částic typu i za dobu dt z elementu d~rid~vi vlivem jednoho druhu
srážky s částicemi j. Podobnými úvahami bychom dospěli i k výrazu, který bude
představovat naopak nárůst počtu částic v tomto elementu:

A+
ijd~rd~vi

′dt ≡ f ′id~rd~vi
′dt
∫
~vj ′

f ′jσij(|~vj ′ − ~vi ′|) |~vj ′ − ~vi ′| d~vj ′ , (2.20)

kde f ′i = f ′i(~r, ~vi
′), resp. f ′j = f ′j(~r, ~vj

′) jsou rozdělovací funkce částic typu i, resp. j
před srážkou a ~vi ′, resp. ~vj ′ jsou rychlosti částic typu i, resp. j před srážkou takové,
aby výsledná rychlost po srážce byla rovna ~vi. Z teorie o srážkách vyplývá, že velikost
relativních rychlostí je srážkovým invariantem, tedy platí, že |~vj ′ − ~vi ′| = |~vj − ~vi|.
Dále předpokládáme rovnost d~vj ′d~vi ′ = d~vjd~vi. Za těchto předpokladů můžeme psát
celkovou změnu počtu částic typu i za dobu dt v elementu fázového prostoru d~rid~vi
způsobenou srážkami s částicemi j-tého druhu jako(

δfi
δt

)
j

d~rd~vidt =
(
A+
ij − A−ij

)
d~rd~vidt

= d~rd~vidt
∫
~vj

(
f ′if
′
j − fifj

)
σij(|~vj − ~vi|) |~vj − ~vi| d~vj (2.21)

a celkový srážkový člen na pravé straně Boltzmannovy rovnice tak musí být roven
součtu srážkových členů pro všechny interakce se všemi druhy částic v systému, tedy

δfi
δt

=
∑
j

∫
~vj

(
f ′if
′
j − fifj

)
σij(|~vj − ~vi|) |~vj − ~vi| d~vj , (2.22)

kde j pro jednoduchost prochází všechny druhy částic v systému, a pokud existuje
více druhů interakcí s tímto druhem, prochází i všechny tyto interakce.

2.1.3 Maxwellovo-Boltzmannovo rozdělení

Předchozí sekce nám ukázala, že Boltzmannova kinetická rovnice i se srážkovým čle-
nem je velmi složitá integro-diferenciální rovnice a pro velkou většinu reálných sys-
témů je analyticky neřešitelná. Numerickým řešením této rovnice se budeme krátce
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2.1. Boltzmannova kinetická rovnice

zabývat v druhé části následující kapitoly. Zde se však pokusíme ukázat její nej-
jednodušší analytické řešení, a sice Maxwellovo-Boltzmannovo rozdělení. Budeme
předpokládat, že:

1. Systém se skládá pouze z částic jednoho druhu.

2. Zkoumaný systém je homogenní

∇~rf = ~0 .

3. Na systém nepůsobí žádné vnější silové pole.

4. Systém je stacionární, tedy
∂f

∂t
= 0 .

5. Částice se srážejí pouze jedinou interakcí – pružnou srážkou.

Tyto předpoklady nám rovnici značně zjednodušily – levá strana rovnice je nulová
a zbyla pouze pravá strana tvořená srážkovým členem. Protože uvažujeme pouze
jedinou srážku, musí platit, že∫

~v(1)

(
f ′f ′(1) − ff (1)

)
σ
(∣∣~v − ~v(1)

∣∣) ∣∣~v − ~v(1)
∣∣ d~v(1) ,

tedy výraz
(
f ′f ′(1) − ff (1)

)
musí být nulový. Pokud tuto podmínku zlogaritmujeme,

získáme vztah
ln f ′ + ln f ′(1) = ln f + ln f (1) . (2.23)

Je zřejmé, že výraz ln f je srážkový invariant. Z vlastností srážkového členu, jak po-
pisuje Kracík [2], vyplývá, že existuje pouze pět základních srážkových invariantů –
konstanta (např. hmotnost), energie (1

2mv
2) a tři souřadnice impulzu (m~v). Všechny

další možné srážkové invarianty jsou lineární kombinací těchto pěti, tedy

ln f = a + bxmvx + bymvy + bzmvz + c
1
2
m(v2

x + v2
y + v2

z) . (2.24)

Tento vztah lze přepsat do tvaru

ln f = ln a0 − c
1
2
m

[(
vx −

bx
c

)2

+

(
vy −

by
c

)2

+

(
vz −

bz
c

)2
]

(2.25)

a po substituci ~ϑ = ~v − ~b
c

získáme rozdělovací funkci ve tvaru

f = a0 exp

(
−c1

2
mϑ2

)
(2.26)
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2.2. Interakce v reálném plazmatu

a konstanty získáme z normovacích podmínek

n =
∫
fd~v (2.27)

n~v0 = 0 =
∫
~vfd~v (2.28)

1
2
mv̄2 =

3
2
kT =

m

2n

∫
v2fd~v . (2.29)

Podmínka (2.28) říká, že střední rychlost částic ~v0 je nulová a podmínka (2.29) je
ekvipartiční teorém. Získáme rozdělovací funkci

f(~v)d~v = n
( m

2πkT

) 3
2

exp

(
−mv

2

2kT

)
d~v , (2.30)

která po převedení d~v do sférických souřadnic a částečné integraci přes sférické úhly
přejde na rychlostní rozdělovací funkci

fv(v)dv = n · 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2 exp

(
−mv

2

2kT

)
dv . (2.31)

Vztahy (2.30) a (2.31) jsou dva obvyklé tvary Maxwellova-Boltzmannova rozdělení,
které představuje rozdělení rychlosti částic v systému o jednom druhu částic ve
statistické rovnováze, do které se částice dostávají pouze pružnými srážkami mezi
sebou (tzv. se „maxwellizujíÿ).

2.2 Interakce v reálném plazmatu

Předmětem studia v této práci bude především argonové a kyslíkové plazma. Cha-
rakteristiky obou druhů plazmatu jsou značně odlišné, protože argon je inertní plyn
tvořený atomy, zatímco kyslík je silně reaktivní elektronegativní prvek, který v
plazmatu tvoří mnoho různých druhů neutrálních molekul či iontů v různých elek-
tronicky, vibračně i rotačně excitovaných stavech.

2.2.1 Ar plazma

Struktura nízkoteplotního argonového plazmatu není příliš složitá vzhledem k tomu,
že argon je inertní plyn. Atom argonu v základním stavu má konfiguraci [Ne] 3s2

3p6 a je popsán pomocí termu 1S0. Strukturu energetických hladin argonu ukazuje
obrázek 2.1.

Excitované stavy s nejnižší energií mají konfiguraci [Ne] 3s2 3p5 4s a jejich ex-
citační energie je nižší než 12 eV. Ionizační energie pro vznik iontu Ar+ je 15,76
eV, pro další ionizace jsou již potřeba energie větší než 27 eV, a proto jsou ne-
pravděpodobné. Pro částicový model argonového plazmatu, kde nás zajímají pouze
nabité částice, z toho vyplývá, že stačí uvažovat pouze elektrony a jednou ionizo-
vané kladné argonové ionty. Vzhledem k nízkému stupni ionizace budou pro oba typy
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2.2. Interakce v reálném plazmatu

Obrázek 2.1: Energetické hladiny argonu. Převzato z [3].

částic významné pouze interakce s neutrálními argonovými atomy. Nejdůležitějšími
interakcemi pro elektrony jsou excitace neutrálního Ar do první excitované hladiny
3P2 (značeno Ar∗)

Ar + e− → Ar∗ + e− , (2.32)

dále ionizace neutrálního atomu Ar

Ar + e− → Ar+ + e− (2.33)

a konečně samozřejmě pružná srážka s neutrálním atomem. Pro ionty Ar+ je důležitá
pružná srážka s Ar a rezonanční výměna náboje (tzv. „charge transferÿ)

Ar+ + Ar→ Ar + Ar+ . (2.34)

Totální účinné průřezy interakcí na jsou uvedeny na obrázku 2.2.
V této práci jsme se snažili zjistit vlivy různého způsobu započtení interakcí

do částicového modelu. Cílem bylo zjistit chybu, které se dopouštíme, když neza-
počítáváme úhlovou závislost účinných průřezů a počítáme tak pouze s totálním
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Obrázek 2.2: Nahoře: účinné průřezy interakcí elektronu s Ar, převzato z [4]. Dole:
účinné průřezy interakcí Ar+ s Ar, překresleno z obrázků v teoretickém úvodu v [5]

účinným průřezem. Pro tento účel jsme hledali co nejpodrobnější měření diferen-
ciálního účinného průřezu pružné srážky elektronu s Ar, která je pro náš model
zásadní. Panajotović ve své práci [6] změřil metodou zkřížených paprsků úhlovou
závislost účinného průřezu pružné srážky, kterou jsme v modelu použili. Grafické
znázornění této závislosti je uvedeno na obrázku 2.3.
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Obrázek 2.3: Závislost diferenciálního účinného průřezu pružné srážky elektronu s
Ar na srážkovém úhlu a energii. Data převzata z [6].
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2.2. Interakce v reálném plazmatu

2.2.2 O2 plazma

Vzhledem k tomu, že kyslík je elektronegativní prvek a vyskytuje se ve formě mo-
lekuly, je pochopení dějů odehrávajících se v kyslíkovém plazmatu obtížnější než
u argonového. Je možné popsat stovky reakcí, jak chemických, tak z oblasti fy-
ziky (různé druhy excitace, ionizace, přenosů energie, atd.), které představují děje
v čistém kyslíkovém plazmatu. Ještě komplikovanější situace by nastala v případě
směsi Ar/O2. Není jednoduché z takového množství procesů najít ty, které jsou
málo významné a naopak procesy důležité pro nízkoteplotní kyslíkové plazma. Se-
znam vybraných procesů a problémy zabývající se kinetikou reakcí v O2 plazmatu
jsou uvedeny v kapitole 6.2. Na tomto místě se pokusíme popsat některé interakce
částic použité v programu pro výpočet elektronové rozdělovací funkce (EEDF).

Do výpočtu EEDF v kyslíkovém plazmatu je nutné zahrnout interakce elek-
tronu s O2 v základním stavu. Účinné průřezy těchto interakcí tabeloval Phelps
[4]. Nejpravděpodobnější interakcí je samozřejmě pružná srážka. Dále si všimneme
elektronických excitací molekuly O2 nárazem elektronu. Struktura prvních dvou
excitovaných stavů (1∆g,

1 Σ+
g ) a základního stavu molekuly (3Σ−g ) je schematicky

znázorněna na obrazku 2.4, kde jsou uvedeny i hodnoty excitační energie. Excitační
energie dalších elektronicky excitovaných stavů jsou 4,5 eV, 6,0 eV, 8,4 eV a 9,97 eV.

σ∗
p

π∗
x π∗

y

πx πy

σp

2p orbital 3Σ-
g

σ∗
p

π∗
x π∗

y

πx πy

σp

1∆g

σ∗
p

π∗
x π∗

y

πx πy

σp

1Σ+
g

0,977eV 1,627eV

Obrázek 2.4: Schematické znázornění molekulárního orbitalu vzniklého z orbitalů 2p
pro O2 (zleva) v základním stavu a v prvním a v druhém elektronicky excitovaném
stavu.

Vibrační stavy molekuly určuje křivka potenciální energie základního elektro-
nického stavu O2, kterou získali analytickým výpočtem např. Bytautas et. al. [7] a
odtud je překreslená na obrázku 2.5. Ve stejném článku jsou také uvedeny naměřené
energie vibračně excitovaných hladin. Další významnou excitací neutrální kyslíkové
molekuly je podle [4] rotační excitace s prahovou energií 0,02 eV.

Důležité reakce neutrálního kyslíku s elektronem představují vznik iontů. Zá-
porné ionty mohou vznikat záchytem elektronů, a to buď přímým záchytem, nebo
disociativním záchytem

O2 + e− → O−2 (2.35)

O2 + e− → O− + O . (2.36)

Kladný iont O+
2 vzniká ionizací

O2 + e− → O+
2 + 2e− , (2.37)
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Obrázek 2.5: Křivka potenciální energie v závislosti na vzdálenosti kyslíkových
atomů v základním elektronickém stavu molekuly O2 a čtyři nejnižší vibračně exci-
tované hladiny. Křivka i experimentální hodnoty energií převzaty z [7].

jejíž prahová energie je 12,06 eV. Účinné průřezy všech popsaných interakcí jsou
zakresleny na obrázku 2.6. Pro kinetický model je třeba použít více interakcí, včetně
těch, ve kterých nefigurují elektrony. Jejich popis je uveden v kapitole o kinetickém
modelu 6.2.
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Obrázek 2.6: Účinné průřezy interakcí elektronu s molekulami kyslíku v základním
stavu použité při výpočtu EEDF. Data převzata z [4].
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2.3 Rovnice chemické kinetiky

Rovnice chemické kinetiky můžeme odvodit opět z Boltzmannovy kinetické rovnice.
Jak jsme již ukázali, v případě výhradně pružných interakcí je srážkový člen na pravé
straně Boltzmannovy rovnice roven nule. V této kapitole se tedy budeme zabývat
nepružnými srážkami – fyzikálního typu (excitace, ionizace, přenos náboje, . . . ) a
také chemického (vznik a zánik nových sloučenin). Uvažujeme-li rozdělovací funkci
fi částic typu i, můžeme interakce vzhledem k tomuto typu částic rozdělit na tři
skupiny. V první skupině jsou interakce, které přispívají vzniku částic typu i, ve
druhé interakce, které přispívají k jejich zániku a konečně ve třetí jsou interakce,
ve kterých se počet částic typu i nemění. Pro jednoduchost budeme opět uvažovat
pouze binární reakce, tedy srážky dvou částic (atomů, molekul či elektronů).

Nechť j-tá interakce z první skupiny přispívá za čas dt do elementu rozdělovací
funkce částic typu i počtem částic A+

j d~rd~vidt, a k-tá interakce z druhé skupiny při-
spívá k zániku A−k d~rd~vidt částic v tomtéž elementu. Tyto výrazy vypočteme podle
vztahů (2.20), resp. (2.19) ze známého účinného průřezů příslušné interakce a z roz-
dělovacích funkcí interagujících částic. Pokud budeme opět předpokládat homogenní
plazma, na které nepůsobí žádné vnější síly, získáme Boltzmannovu rovnici ve tvaru

∂fi
∂t

=
∑
j

A+
j −

∑
k

A−k , (2.38)

kterou vynásobíme elementem d~vi a zintegrujeme. Na levé straně se po záměně
derivace a integrálu a s ohledem na lokální normovací podmínku rozdělovací funkce
objeví koncentrace částic:

∂ni
∂t

=
∑
j

∫
~vi

A+
j d~vi −

∑
k

∫
~vi

A−k d~vi (2.39)

Po dosazení za A+
j , resp. A−k z výše uvedených definic můžeme definovat rychlost

reakce r jako

r =
∫
~vi

∫
~vj

fifjσijgijd~vjd~vi , (2.40)

kde gij je vzájemná rychlost interagujících částic. Indexy i a j v této definici ozna-
čují typy reaktantů v uvažované reakci. Dále definujeme rychlostní konstantu k pro
danou reakci jako

k =
r

ninj
. (2.41)

Tyto vztahy lze zobecnit i pro vícečásticové reakce, jejichž rychlost pak bude rovna

r = k ·
∏
i

ni , (2.42)

kde index i prochází reaktanty v dané reakci.
Aplikováním uvedených definic získáme rovnici chemické kinetiky pro koncen-

traci i-tého druhu částic. Indexem j označíme reakce přispívající ke vzniku částic
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typu i (částice typu i se nachází mezi produkty reakce), indexem k naopak reakce
přispívající k zániku částic typu i (částice typu i se nachází mezi reaktanty reakce)
a získáme rovnici

∂ni
∂t

=
∑
j

rj −
∑
k

rk , (2.43)

kde rychlosti jednotlivých reakcí vypočítáme v souladu s definicemi uvedenými výše,
tedy jako součin rychlostní konstanty a koncentrací reaktantů dané reakce. Rych-
lostní konstanty jednotlivých reakcí je možné nalézt v literatuře, případně je nutné
je vypočítat z uvedené definice, pokud známe účinný průřez reakce a rozdělovací
funkce reaktantů.

2.4 Sondová diagnostika nízkoteplotního plazmatu

2.4.1 Stínění a definice plazmatu

Základní vlastností plazmatu je jeho schopnost odstínit potenciál, který je např. v
podobě nabitého drátu do plazmatu přiveden. Stínicí schopnost můžeme charakteri-
zovat pomocí jednoduché teorie popsané např. v knize Chena [1]. Omezíme se pouze
na plazma tvořené elektrony a jedním typem kladných iontů. Poměr hmotnosti elek-
tronů me a iontů mi je natolik velký, že můžeme předpokládat homogenní rozložení
koncentrace iontů kolem vloženého potenciálu. Ionty se tedy jeví jako nehybné a
jejich koncentrace je v každém místě prostoru rovna koncentraci v nenarušeném
plazmatu, tedy ni = n∞. Koncentrace elektronů reaguje na přivedený elektrosta-
tický potenciál φ podle vztahu

ne(~r) = n∞ exp

(
eφ(~r)
kBTe

)
, (2.44)

kde kB je Boltzmannova konstanta a Te je teplota elektronů. Nyní již můžeme řešit
Poissonovu rovnici pro elektrostatický potenciál – pro jednoduchost pouze v jednom
rozměru, což odpovídá vnoření nekonečné rovinné elektrody do plazmatu. Dosadíme
za koncentrace elektronů a iontů a rozvineme exponenciální závislost do Taylorovy
řady. Řešením Poissonovy rovnice přepsané do tvaru

d2φ

dx2
=

n∞e
2

ε0kBTe
φ (2.45)

a aplikací okrajových podmínek φ(0) = φ0 a φ(∞) = 0 získáme funkci

φ = φ0 exp

(
− x

λD

)
, (2.46)

kde λD je Debyova délka, pro kterou platí

λD =

√
ε0kBTe
n∞e2

. (2.47)
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2.4. Sondová diagnostika nízkoteplotního plazmatu

V případě, že by zápornými částicemi nebyly elektrony, ale ionty s hmotností srov-
natelnou s hmotností kladných iontů, byl by předpoklad nehybnosti kladných iontů
nesprávný. O trochu komplikovanější odvození by potom vedlo na odlišný vztah,
který uvádí Martišovitš [8]:

λD =

√
ε0kB
n∞e2

· T+T−
T+ + T−

, (2.48)

kde T+ je teplota kladných a T− teplota záporných iontů. Kolem elektrody se tedy
vytvoří stínící vrstva s charakteristickým rozměrem λD. Tato vrstva se často rozdě-
luje na dvě části nazývané anglicky sheath a presheath. V sheathu dochází k odstínění
velké většiny vnořeného potenciálu. V presheathu je chování plazmatu blízké nena-
rušenému, je však stále nepatrně ovlivněno vnořeným potenciálem.

S pomocí těchto úvah můžeme vysvětlit definici plazmatu uvedenou v úvodní
části této kapitoly. Kvazineutralita plazmatu tvořeného jedním typem kladných
iontů a elektrony je dána podmínkou ne ∼= ni ∼= n, kde n je společná koncent-
race iontů a elektronů v nenarušeném plazmatu (tedy n∞). V případě, že je plazma
narušeno lokální hustotou náboje, případně je do plazmatu přivedeno elektrické na-
pětí, začne na plazma působit dalekodosahová Coulombova síla, která ovlivní pohyb
částic ve velké vzdálenosti od místa, kde vznikla. Toto se interpretuje jako kolektivní
chování plazmatu. Protože se nabité částice plazmatu pohybují také tepelným po-
hybem, je vznik lokálních nehomogenit statistickým jevem, který vzniká s určitou
pravděpodobností a plazma na něj reaguje oscilací. Koncentrace neutrálních částic v
plazmatu vzhledem k nabitým musí být dostatečně nízká na to, aby srážky nabitých
částic s neutrálními nebránily kolektivnímu chování. Tato podmínka se vyjadřuje
nerovnicí ωτ > 1, kde ω je frekvence typických oscilací v plazmatu a τ je střední
doba mezi srážkami. Proto, aby vzniklé nehomogenity mohly být efektivně odstí-
něny, musí být charakteristický rozměr plazmatu L mnohem větší, než je Debyova
délka (L � λD) a počet částic ND v kouli o poloměru λD (tzv. Debyově sféře)
musí být mnohem větší než jedna. Počet částic v Debyově sféře je dán vztahem
ND = n · 4

3πλ
3
D.

2.4.2 Sondová diagnostika

Problematika diagnostiky plazmatu je podrobně probrána v knize Huddlestonea a
Leonarda [9]. Metody diagnostiky se dají rozdělit do čtyř základních skupin – son-
dové, optické, vysokofrekvenční a korpuskulární. Metoda elektrostatické sondy byla
vyvíjena od roku 1924 nositelem Nobelovy ceny za chemii Irvinem Langmuirem a
je nejstarší metodou diagnostiky plazmatu. Elektrostatická sonda vnořená do níz-
koteplotního plazmatu je malá, nejčastěji rovinná, válcová nebo kulová elektroda
s proměnným potenciálem a měřitelným proudem. V nízkoteplotním plazmatu se
často používá metoda jedné sondy, což je elektroda, která je přes zdroj napětí při-
pojena nejčastěji k anodě, tedy kladné elektrodě ve výboji. Další možností je použití
druhé sondy místo anody, což je metoda dvou sond. Schéma zapojení pro obě metody
je uvedeno na obrázku 2.7.
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Obrázek 2.7: Schéma zapojení Langmuirových sond v kladném sloupci doutnavého
výboje. Vlevo: metoda jedné sondy, vpravo: metoda dvou sond.

Měření voltampérové charakteristiky (VA charakteristiky) v obou případech po-
může přibližně určit některé parametry nenarušeného plazmatu. Přestože je princip
měření poměrně jednoduchý, interpretace naměřené charakteristiky je dosti složitá.
Nejznámější je Langmuirova teorie jedné sondy pro bezesrážkové plazma. Bezesráž-
kovým plazmatem rozumíme plazma, kde střední volné dráhy částic λ jsou větší,
než je Debyova délka λD, a srážky v sheathu tak můžeme zcela zanedbat. Teorie
dále předpokládá sondu, která neemituje částice, nezávislý iontový a elektronový
proud, Maxwellovo rozdělení elektronů i iontů v plazmatu a nenarušené plazma
za stínící vrstvou. Typická voltampérová charakteristika získaná měřením metodou
jedné sondy je na obrázku 2.8.

Obrázek 2.8: Typická voltampérová charakteristika naměřená metodou jedné sondy.
Vlevo: lineární měřítko. A – iontová větev, B – elektronová větev, C – oblast na-
syceného elektronového proudu, v úsecích p1 a p2 se na sondu zapaluje výboj. Up
– potenciál plazmatu, Uf – plovoucí potenciál. Vpravo: semilogaritmické měřítko
zobrazení elektronové větve VA charakteristiky. Převzato z [8].

Ze směrnice závislosti logaritmu elektronového proudu I− na napětí (obr. 2.8
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vpravo) můžeme dle bezesrážkové teorie určit teplotu elektronů Te podle vztahu

ln |I−| = ln |I−p|+
e (U − Up)
kBTe

. (2.49)

Koncentraci iontů určíme z proudu I+f , který představuje lineární extrapolaci ion-
tového proudu I+ v bodě plovoucího potenciálu Uf , podle vztahu

ni =
|I+f |
eS

√
mi

kBTe
, (2.50)

kde mi je hmotnost iontu a S je povrch sondy. Podobně koncentraci elektronů zís-
káme z nasyceného elektronového proudu I−p podle vztahu

ne = 4
|I−p|
eS

√
πme

8kBTe
, (2.51)

kde me je hmotnost elektronů. V případě, že rozdělovací funkce elektronů v nena-
rušeném plazmatu není maxwellovská, je možné získat skutečnou rozdělovací funkci
elektronů (rozdělovací funkci energie fE(E)) pomocí druhé derivace elektronového
proudu

d2I−
dU2

=
1
4
Se2

√
2e

me(Up − U)
fE(E)

∣∣∣∣∣
E=e(Up−U)

. (2.52)

Tato metoda byla popsána roku 1930 Druyvesteynem [10] a je dále zmiňována např.
v [11].

Pokud k diagnostice použijeme dvou identických sond (schéma zapojení na obr.
2.7 vpravo), získáme symetrickou VA charakteristiku tvořenou pouze iontovým prou-
dem. Výhodou tohoto přístupu je, že žádná z elektrod není na potenciálu příliš
vzdáleném od plovoucího potenciálu a vyhneme se velkým elektronovým proudům
na sondu, které mohou elektrodu zničit. Na druhé straně přidání další elektrody
komplikuje popis systému a ještě více naruší zkoumané plazma. Teorie dvou sond
je podobná teorii jedné sondy v případě bezesrážkového plazmatu a podobně jako
v předchozím případě můžeme z VA charakteristiky vypočítat koncentraci iontů a
teplotu elektronů.

Vedle obvyklých metod jedné a dvou sond se výjimečně můžeme setkat při son-
dové diagnostice plazmatu i s vícesondovými uspořádáními (nejčastěji s metodou tří
sond popsanou v [12]). Interpretace charakteristik naměřených v těchto uspořádá-
ních jsou složitější. Je také třeba dbát na to, aby vzdálenosti sond byly vyšší než je
Debyova délka, aby nedocházelo k překrývání stínících oblastí.

2.5 Plazmatické technologie

Nízkoteplotní plazma je často využívané v nejrůznějších technologických procesech,
jakými jsou například plazmatické leptání, naprašování, depozice tenkých vrstev,
iontová implantace a další. Všechny zmíněné technologické procesy se týkají in-
terakce plazmatu s pevnou látkou, a proto je toto téma úzce splato s tématem
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předložené diplomové práce. I když se vytvořené modely netýkají přímo těchto tech-
nologických aplikací, bylo by možné některé k tomuto účelu využít, a proto na tomto
místě krátce dvě technologie představíme. Větší počet plazmatických technologií je
popsán v knize Fridmana [13].

Plazmochemické leptání

Jedná se o chemicky selektivní odstraňování materiálu z předem určených míst
vzorku a využívá se především při výrobě integrovaných obvodů. Charakteristické
energie iontů dopadající na povrch materiálu se pohybují v řádu stovek elektron-
voltů. Technologický postup se dá shrnout do šesti základních kroků a je znázorněn
na obrázku 2.9

Obrázek 2.9: Princip plazmochemického leptání – a) depozice kovového filmu, b)
depozice fotorezistivní vrstvy, c) selektivní optická expozice fotorezistivní vrstvy
přes šablonu, d) vývoj fotorezistivní vrstvy (odstranění části vystavené světelnému
záření, zanechání vzorkované masky), e) anizotropické plazmatické leptání kovového
filmu v místech daných maskou, f) odstranění zbytku fotorezistivní masky. Převzato
z [13].

Iontová implantace

V literatuře jsou popsány dvě techniky iontové implantace, a sice implantace ion-
tovým proudem (Ion–Beam Implantation, IBI) a iontová implantace vnořením do
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plazmatu (Plasma–Immersion Ion Implantation, PIII). Techniky iontové implantace
jsou založeny na přivádění vysokoenergetických iontů na povrch pevné látky a jejich
následné penetraci do materiálu, často přes mnoho atomových vrstev. Energie iontů
používaných pro implantaci jsou v rozmezí 10 - 300 keV a penetrace nastává až
do hloubky řádově mikrometrů, což je dostačující pro mnoho aplikací. Iontová im-
plantace je důležitým procesem při dopování polovodičů, nebo vyztužování povrchů
materiálů, především kovů.

Obrázek 2.10: Schéma nejčastějšího uspořádání aparatury pro technologii Ion–Beam
Implantation. Převzato z [13].

Nejčastěji používané uspořádání pro metodu IBI je znázorněno na obrázku 2.10.
Přístup metodou IBI vyžaduje čtyři fáze procesu implantace – generování iontů,
extrakce iontů, fokusace iontového paprsku a skenování povrchu materiálu. Výhody
tohoto přístupu jsou v možnosti efektivního nastavení energie iontů, a tedy i hloubky
implantace a implantační dávky. Největší nevýhodou je vysoká cena této technologie,
a proto se používá pouze pro výrobu vysoce kvalitních součástek v mikroelektronice.

Obrázek 2.11: Ilustrace plazmatické iontové implantace vzorku s negativním před-
pětím a přitahování iontů z plazmatu. Převzato z [13].

V případě technologie PIII je materiál ponořen do plazmatu a ionty jsou na
vzorek přitahovány záporným napětím (obr. 2.11). Tím se eliminují fáze extrakce,
fokusace i skenování materiálu paprskem nutné pro IBI. Do plazmatu o objemu
řádově stovek litrů a hustotě elektronů v rozmezí 108 – 1011 cm−3 je ponořen vodivý
vzorek, na který je přivedeno pulzní stejnostměrné záporné napětí v rozmezí 10 –
200 kV. Pulzy se opakují při frekvenci 200 – 500 Hz a trvají v rozmezí 10 – 30 µs.
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Kapitola 3

Částicové modelování plazmatu

Počítačové modelování se vedle experimentu a teoretického popisu v posledních ně-
kolika desítkách let ukotvilo jako třetí metodika ve vědecké fyzikální práci. Z druhé
strany na ně můžeme nahlížet jako na předmět zkoumání vědců, kteří ovlivněni vý-
vojem hardwaru stále vyvíjejí nové rychlejší a přesnější algoritmy pro modelování
nejrůznějších systémů, včetně těch fyzikálních. Fyzikální počítačové modely můžeme
rozdělit do tří základních skupin, a sice spojité, částicové a hybridní. V případě
spojitého modelování řešíme nejvýše několik desítek složitých diferenciálních rovnic
vyjadřujících nejčastěji základní zákony zachování ve fyzice. Částicové modely proti
tomu řeší jednoduché pohybové rovnice částic v systému (v klasickém případě ob-
vykle Newtonovy rovnice), avšak jejich počet je často vyšší než 106, případně i 107.
Hybridní modely jsou kombinací částicových a spojitých modelů, a těží tak z výhod
obou technik.

Ve fyzice plazmatu je počítačové modelování vzhledem ke složitosti experimen-
tálního i teoretického přístupu vhodnou a často používanou technikou. I plazma lze
modelovat třemi základními přístupy – částicovým, spojitým a hybridním. Dále k
tomu přibývá metoda řešení Boltzmannovy kinetické rovnice, jejímž výstupem je
elektronová rozdělovací funkce. Částicový přístup lze ještě dále dělit na tři metody
– deterministická metoda molekulární dynamiky, stochastická metoda Monte Carlo
a metoda kombinující oba tyto přístupy, které se často říká částicová hybridní me-
toda a je technikou používanou ve větší části této práce. Částicové modelování je
směr počítačového modelování, jehož cílem je popsat chování makroskopického sys-
tému pomocí vyřešení pohybových rovnic mikroskopických částic, které systém tvoří.
Např. v oblasti astrofyziky není často termín mikroskopické částice na místě, když
systémem může být celá galaxie a částicemi potom hvězdy uvnitř galaxie, nicméně
v případě fyziky plazmatu jsou částice skutečně mikroskopické atomy, molekuly a
elektrony, které tvoří plazma.

Metoda molekulární dynamiky popisuje pohyb částic deterministicky. Z toho
vyplývá, že je nutné znát počáteční stavy všech částic v systému, což by v případě
plazmatu znamenalo znát polohy a rychlosti všech částic v objemu v určitý okamžik.
Toto není v principu možné, protože i kdyby existovala dostačující experimentální
technika, narážíme v případě mikroskopických částic i na omezení plynoucí z kvan-
tové fyziky. Čistá metoda molekulární dynamiky je tak použitelná pouze v omezeném
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počtu problémů, kde jsou počáteční podmínky známé. V případě plazmatu, kde po-
čítáme řádově s miliony částic, je nutné metodu molekulární dynamiky kombinovat s
pravděpodobnostním přístupem metody Monte Carlo. Počáteční polohy a rychlosti
částic generujeme z rozdělovací funkce, o které předpokládáme, že je blízká skutečné
rozdělovací funkci daného typu částic ve zkoumaném plazmatu – často se jedná o
Maxwellovu rozdělovací funkci (2.31). Kromě generování počátečních podmínek se
objevuje metoda Monte Carlo v případě modelování nízkoteplotního plazmatu i v
modelu srážek částic. Vzniká tak částicový hybridní model, který je diskutován v
následujících sekcích.

3.1 Integrace pohybových rovnic

Stěžejním bodem částicového modelu, jak už bylo uvedeno, je vyřešení pohybových
rovnic všech částic. V dalších úvahách budeme plazma popisovat výhradně pomocí
zákonů klasické fyziky, jak je v podobných modelech obvyklé. Uvažujeme tedy New-
tonovy pohybové rovnice, které lze numericky řešit diskretizací času na malé úseky
a rozvojem do řady. Přesnost řešení udává počet uvažovaných členů rozvoje k, podle
nějž označujeme metody jako algoritmy k-tého řádu přesnosti, a také velikost zvole-
ného časového kroku. Obecně platí, že čím vyšší řád přesnosti a menší časový krok,
tím přesnější výsledky. Musíme si ale uvědomit, že při příliš malých časových krocích
by doby výpočtů dosahovaly příliš vysokých hodnot a vznikala by nová nepřesnost
výsledků daná zaokrouhlovací chybou počítače. Naopak příliš vysoký časový krok
by způsoboval tzv. nefyzikální ohřev, který představuje zvyšování střední energie
částic způsobené právě příliš hrubou diskretizací času. Vysvětlení tohoto jevu je
podáno např. v [14]. Vychází ze skutečnosti, že trajektorie částic jsou místo hladké
křivky tvořeny lomenou čarou, a proto mohou být vzdálenosti částic v určitých oka-
mžicích výpočtu menší než odpovídá realitě, čímž získají částice ve svých silových
polích větší potenciální energii a systém se navenek zahřívá, aniž by k tomu měl fy-
zikální důvod. Vyšší řád přesnosti použitého algoritmu také prodlouží dobu výpočtu
a zkomplikuje kód programu.

Kompromisem, který je používán v drtivé většině modelů známých z literatury,
je použití algoritmu druhého řádu přesnosti. Nejznámější algoritmy z této skupiny
jsou leap frog a Verletův rychlostní algoritmus, který je použit v našich modelech.
Oba algoritmy jsou popsány v [14]. Předpokládáme-li, že známe polohy a rychlosti
všech částic v čase t = t0, potom v čase t = t0 + ∆t bude v případě Verletova
algoritmu pro polohu a rychlost i-té částice v systému platit

~ri(t0 + ∆t) = ~ri(t0) + ~vi(t0)∆t+
~Fi(t0)
2mi

(∆t)2 (3.1)

~Fi(t0 + ∆t) = . . . (3.2)

~vi(t0 + ∆t) = ~vi(t0) +
~Fi(t0) + ~Fi(t0 + ∆t)

2mi

∆t . (3.3)

Ve vzorci pro výpočet nové rychlosti Verletovým algoritmem si můžeme všimnout,
že se počítá průměr nové a staré síly působící na danou částici. Z toho plyne hlavní

22



3.2. Výpočet síly

slabost Verletova algoritmu, a sice nutnost držet v paměti vektor starých i nových
sil působící na každou z částic.

V případě leap frog algoritmu jsou počátečními podmínkami polohy všech částic
v čase t = t0 a rychlosti v čase t = t0 + ∆t

2 . Nové polohy a rychlosti vypočítané
metodou leap frog budou

~ri(t0 + ∆t) = ~ri(t0) + ~vi

(
t0 +

∆t
2

)
∆t+

~Fi(t0)
2mi

(∆t)2 (3.4)

~Fi(t0 + ∆t) = . . . (3.5)

~vi(t0 +
3
2

∆t) = ~vi

(
t0 +

∆t
2

)
+
~Fi(t0 + ∆t)

mi

∆t . (3.6)

V leap frog algoritmu předbíhá rychlost částic jejich polohy o polovinu časového
kroku. Stejným způsobem je nutné zadat i počáteční stav, což jsou data, která ne-
bývají často z experimentů známa. Proto je nutné rychlosti ~vi

(
t0 + ∆t

2

)
před startem

algoritmu nějakým způsobem vypočítat z ~vi(t0).
Jak z výpočetních schémat vyplývá, je před výpočtem nové rychlosti částice

nutné znát novou sílu, která na ni působí. Pro použití Verletova, ale i leap frog
algoritmu je tedy nutné, aby síla působící na částice nebyla závislá na rychlosti
částice. To je splněno pro elektrostatickou sílu, nikoliv však pro kompletní Lorent-
zovu sílu, tedy i s přítomností magnetického pole. Pro modelování nízkoteplotního
plazmatu si s tímto přístupem vystačíme, protože účinky magnetického pole vznika-
jícího v systému pohybem nabitých částic jsou zanedbatelné vůči účinkům působení
elektrostatického pole vzniklého formováním náhodné hustoty náboje (plazmatické
oscilace) nebo daného vnějším elektrostatickým polem. V případě vysokoteplotního
plazmatu je magnetické pole nezanedbatelné a integrace pohybových rovnic se pro-
vádí modifikací zmíněných algoritmů, např. pomocí postupu zvaného HARHA (z
anglického Half Acceleration – Rotation – Half Acceleration), popsaného v [15].
Tímto způsobem však lze do leap frog nebo rychlostního Verletova algoritmu dodat
pouze vliv externího magnetického pole.

3.2 Výpočet síly

V nízkoteplotním plazmatu, pokud zanedbáme magnetické pole (a samozřejmě i
gravitační působení), můžeme popsat tři základní kategorie sil působící na každou
nabitou částici – elektrostatická síla způsobená přiložením vnějšího pole, elektrosta-
tická síla od součtu coulombovských polí všech ostatních částic a krátkodosahové síly
působící při necoulombovských interakcí mezi částicemi (např. při pružné srážce).
Poslední jmenované síly působí krátkodobě pouze v průběhu interakce a jejich účinky
se simulují v jiné části modelu popsané v sekci 3.3. Součet sil prvních dvou zmiňo-
vaných kategorií je nutné doplnit do schématu časové integrace pohybových rovnic,
tedy vztahu (3.2).
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3.2. Výpočet síly

3.2.1 Metoda přímého působení

V případě elektrostatických sil je fyzikálně zcela korektní provést superpozici cou-
lombovských sil od všech částic v systému a k výsledku přičíst sílu danou intenzitou
elektrického pole vnějšího zdroje (např. elektrody). Tento přístup pro výpočet sil
bychom mohli nazvat metodou přímého působení. Výsledný vztah je možné zapsat
pomocí následujících rovnic:

~Fi = ~F loc
i + ~F ext

i (3.7)

~F loc
i =

qi
4πε0

N∑
j=1
j 6=i

(
qj

~ri − ~rj
|~ri − ~rj|3

)
(3.8)

~F ext
i = qi ~E

ext(~ri) , (3.9)

kde qi je náboj i-té částice a ε0 je permitivita vakua. Určení síly pocházející ze
vzájemného působení částic (3.8) značně zpomaluje výpočet, neboť pro výpočet síly
na každou částici je třeba projít cyklem všechny ostatní částice a celý výpočet tak
dosáhne asymptotické složitosti O(N2). Pro potřeby modelování plazmatu je tato
náročnost na hranici schopností současného hardwaru. Z hlediska přesnosti se však
jedná o jedinou zcela korektní metodu. V této práci byla metoda přímého působení
aplikována na model objemu plazmatu a výsledky spolu s výpočetní náročnosti
budou podrobně diskutovány v další části.

3.2.2 Metoda Particle-In-Cell

Výpočetně méně náročný postup je metoda Particle-In-Cell (PIC). Tato metoda
spočívá v určení „lokální intenzity elektrického poleÿ ~Eloc(~r), čímž vztah (3.8) přejde
na jednodušší tvar

~F loc
i = qi ~E

loc(~ri) = −qi
[
∇U loc

]
(~ri) . (3.10)

Jak bylo naznačeno, lokální intenzitu elektrického pole spočítáme z elektrostatického
potenciálu, který získáme numerickým řešením Poissonovy rovnice

∆U loc = − ρ
ε0
, (3.11)

kde ρ je hustota náboje. Numerické řešení této rovnice vyžaduje rozdělení pracovní
oblasti sítí na podoblasti, kterým se říká buňky (cells) a které mají ve dvou rozmě-
rech nejčastěji tvar čtverců. Dvourozměrnou pracovní oblast diskretizujeme pomocí
metody konečných diferencí [16]:

xi = x0 + i · h (3.12)

yj = y0 + j · h , (3.13)

kde h je vzdálenost sousedních uzlů sítě. Elektrostatický potenciál U(x, y) a hustotu
náboje ρ(x, y) budeme reprezentovat diskrétními hodnotami uij = U(xi, yj) a ρij =
ρ(xi, yj) a indexy i a j budou v souladu se zvyklostmi programovacího jazyka C
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Obrázek 3.1: Schéma diskretizace elektrostatického potenciálu pro potřeby numeric-
kého řešení Poissonovy rovnice. Šedou barvou jsou znázorněny okrajové podmínky
i s příslušným značením.

v mezích od 0 do N − 1. Indexování v případě elektrostatického potenciálu včetně
označení okrajových podmínek je znázorněno na obrázku 3.1.

Nyní si stručně uvedeme postup získání intenzity lokálního elektrického pole ~Eloc,
který je podrobně popsán v [14]:

1. Elektrický náboj částic v pracovní oblasti interpolujeme do výše popsané
mříže, čímž získáme celkový náboj fiktivních částic qij umístěných v uzlech
této mříže. Vydělením náboje qij objemem buňky získáme hustotu náboje ρij.

• Algoritmus Nearest Grid Point (NGP) je nejjednodušší způsob získání
qij pomocí přímého součtu nábojů všech částic nacházejících se v ij-té
buňce.

• V algoritmu Cloud In Cell (CIC) tvoří náboj každé částice „oblakÿ, jehož
tvar i velikost je shodný s tvarem buňky a který zasahuje do více buněk.
Náboj každé částice tak přispívá do výsledné hustoty náboje buňky, ve
které se částice nachází, a také několika sousedních buněk. Velikost pří-
spěvku do dané buňky je úměrná objemu (resp. ploše) oblaku v této
buňce. Tímto v podstatě provádíme lineární interpolaci náboje.

2. Vyřešíme Poissonovu rovnici, a získáme tak elektrostatický potenciál uij.

3. Provedeme numerickou derivaci (gradient) elektrostatického potenciálu.

Řešení Poissonovy rovnice (bod 2.) je těžištěm metody PIC. Poissonova rovnice
přechází metodou konečných diferencí na soustavu algebraických rovnic pro elek-
trostatický potenciál v jednotlivých uzlech označených indexy ij

u(i+1)j + u(i−1)j + ui(j+1) + ui(j−1) − 4uij = −ρij
ε0
h2 . (3.14)
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3.2. Výpočet síly

Soustavu je možné přepsat do maticového tvaru

A · ~u = ~p , (3.15)

kde vektor ~u je sestavem z bodů uij takto:

~u = (u00, u01, . . . , u0(N−1), u10, . . . , u(N−1)(N−1)) (3.16)

Tvar vektoru pravé strany ~p a matice A je zřejmý ze symbolického přepisu rovnice
(3.15) na obrázku 3.2.
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Obrázek 3.2: Soustava rovnic představující řešení Poissonovy rovnice.

V popsané soustavě rovnic se na pravé straně objevují okrajové podmínky (na
obrázku 3.1 znázorněny šedou barvou), které se nejčastěji volí nulové. V případě,
že chceme určit potenciál v některých bodech uvnitř pracovní oblasti, což je nutné
při simulaci vnořených elektrod, musíme upravit příslušné řádky matice Poissonovy
rovnice, tedy číslo −4 nahradíme 1 a ostatní čísla v řádku vynulujeme. Ve vektoru
pravé strany bude na příslušném řádku požadovaný potenciál. V případě válcové
sondy se však jednoduchou aplikací okrajových podmínek přímo do uzlů dopouš-
tíme nezanedbatelné chyby. Poloměr elektrody je totiž v řádu jednotek uzlových
vzdáleností a dvourozměrná kruhová sonda tak ztrácí svůj tvar. To způsobuje de-
formaci elektrostatického pole v těsné blízkosti elektrody, tedy v místě, které nás z
hlediska našeho modelu velmi zajímá. Řešení tohoto problému je uvedeno např. v
[17] a jde v podstatě o posunutí krajních uzlových bodů, které se nacházejí uvnitř
elektrody, přímo na její obvod – často tedy mimo naši původní síť. Schéma metody
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Obrázek 3.3: Vliv korekce výpočtu Poissonovy rovnice pro kruhovou elektrodu.
Vlevo: výpočet bez korekce, vpravo: výpočet s korekcí, nahoře: princip metody výpo-
čtu, dole: výpočet na síti 200× 200, poloměr elektrody 3 uzlové vzdálenosti, nulová
hustota náboje.

je znázorněno na obrázku 3.3 společně s demonstrací vlivu této korekce na výsledek
konkrétního výpočtu.

Pokud budeme požadovat „periodické podmínkyÿ v jednom směru řešení, tzn.
okrajové podmínky budou ve tvaru ∀i : ui(−1) = ui(N−1), musíme upravit diagonální
bloky matice Poissonovy rovnice na tvar znázorněný na obrázku 3.4.
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Obrázek 3.4: Tvar diagonálního bloku matice Poissonovy rovnice pro periodické
okrajové podmínky v jednom směru.

Nyní již známe všechny tvary diferencované Poissonovy rovnice, které budou po-
užity v našich modelech, a můžeme tedy soustavu rovnic řešit. Konkrétní algoritmy
pro řešení soustavy lineárních algebraických rovnic ukážeme v kapitole 4.1.

Asymptotická složitost metody PIC je O(N logN) – musíme totiž projít všechny
částice, abychom vypočetli hustotu náboje a po výpočtu potenciálu sílu, která na
ně působí. Empirická zkušenost [14] navíc říká, že je vhodné volit meziuzlovou vzdá-
lenost h tak, aby v jedné buňce byly řádově alespoň desítky částic. Potom bude
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chyba daná šumem v řešení únosná, nicméně při nižším počtu částic zase vzroste
chyba způsobená příliš hrubou diskretizací prostoru. Při vyšším počtu částic si na-
opak můžeme dovolit síť zjemnit, a redukovat tak chybu danou diskretizací. Ve
složitosti algoritmu se toto zjemnění sítě projeví právě členem logN . Metoda PIC
je velmi často používanou metodou výpočtu silového působení v částicových mode-
lech plazmatu. Je však nutné dodat, že tato metoda skrývá podstatné nedostatky,
které spočívají v interpolaci nábojů blízkých částic do jedné buňky. Metoda není
principiálně schopná postihnout děje na prostorových škalách menších, než je uz-
lová vzdálenost. Zanedbává i silové působení mezi blízkými částicemi v rámci jedné
buňky. Maršálek [18] podrobil metodu PIC kritické analýze a srovnání se silnější me-
todou stromových algoritmů. Výsledky ukázaly značné rozdíly v charakteristických
trajektoriích částic v přítomnosti magnetického pole. Je vhodné uvažovat nad po-
užitím silnějších algoritmů, které nepoužívají zmiňovanou aproximaci metody PIC,
případně nad použitím algoritmu přímého silového působení, který je sice nejpřes-
nější, ale také nejnáročnější na dobu výpočtu.

3.2.3 Stromové algoritmy

Stromové algoritmy jsou metody výpočtu silového působení, které se snaží elimino-
vat největší nedostatek metody PIC, tedy nezahrnutí interakce blízkých částic. Síly
od blízkých částic jsou v těchto metodách započítávány v podstatě přesně, téměř
přímým působením, zatímco síly od částic vzdálenějších jsou započítávány přibližně
a částice jsou seskupovány podobně, jako u metody PIC.

První ze dvou přístupů je tzv. Barnesův-Hutův algoritmus publikovaný v [19].
Dvourozměrná čtvercová pracovní oblast se na začátku výpočtu rozdělí na čtvrtiny
a každá čtvrtina se dále hierarchicky dělí, dokud nebude v každé dílčí oblasti nejvýše
jedna částice. Oblasti vzniklé tímto dělením na všech úrovních (hloubkách dělení) si
zároveň pamatují polohu těžiště částic, které obsahují. Vzniklá „stromováÿ struktura
se následně využije při výpočtu potenciálu v daném bodě. Strukturu procházíme od
nejvyšší úrovně a vypočteme vzdálenost r těžiště oblastí dané úrovně od místa, ve
kterém hledáme potenciál. Tuto vzdálenost porovnáme s velikostí zkoumané oblasti
d. V případě, že je splněno tzv. multipólové přijímací kritérium

r

d
< θ , (3.17)

kde θ je zadaný parametr, započteme potenciál od fiktivní částice v těžišti dané
oblasti a s nábojem rovným součtu náboje obsažených částic. V případě, že kritérium
splněno není, pokračujeme v prohledávání stromové struktury směrem k nižší úrovni,
tj. podrobnějšímu dělení. Metoda konvenrguje k metodě přímého působení při θ →
∞ a její náročnost je, podobně jako u metody PIC, O(N logN).

Druhým přístupem je tzv. rychlá multipólová metoda, jejíž implementace je vý-
razně komplikovanější než v případě Barnesova-Hutova algoritmu. Příspěvky od
dílčích oblastí stromové struktury jsou započítávány pomocí multipólového rozvoje
kolem těžiště. Navíc je zde počítáno i působení mezi jednotlivými oblastmi, což
zlepšuje asymptotickou složitost metody na O(N). Multiplikativní konstanta před

28



3.3. Simulace srážek

lineárním členem je však vysoká a metoda je tak použitelná pro systémy s velkým
počtem částic. Podrobný popis metody je uveden v [20].

3.2.4 Další metody výpočtu silového působení

Pro úplnost je třeba dodat, že kromě metod přímého působení, PIC a stromových
algoritmů existují i další metody výpočtu silového působení. Nevýhoda stromových
algoritmů spočívá v nutnosti použití otevřených okrajových podmínek. V našich
výpočtech však chceme zadávat okrajové podmínky představující nejčastěji nulový
potenciál na okrajích pracovní oblasti a daný nenulový potenciál v oblastech sond
vnořených do plazmatu. Abychom mohli použít stromové algoritmy i v tomto pří-
padě, můžeme na okraj pracovní plochy, případně sondy, vložit virtuální bodové
náboje takovým způsobem, že potenciál jimi generovaný v součtu s potenciálem
vypočteným z reálných částic v systému bude splňovat požadované okrajové pod-
mínky. Tento algoritmus je popsaný v [18] pod názvem boundary integral/treecode
algorithm. Nakonec můžeme ještě zmínit algoritmy P3M [21], jehož složitost do-
sahuje O(N2) a Ewaldovu sumaci [22] použitelnou pouze pro periodické okrajové
podmínky.

3.3 Simulace srážek

Základy fyzikálního popisu srážkových procesů především v souvislosti se srážko-
vým členem Boltzmannovy kinetické rovnice byly představeny v kapitole 2.1.2. V
následující kapitole se pokusíme popsat způsob simulace srážek v částicových mo-
delech nízkoteplotního plazmatu. Vzhledem k nízkému stupni ionizace plazmatu je
zřejmé, že zásadní vliv na pohyb nabitých částic budou mít jejich srážky s neutrál-
ními částicemi. Neutrální částice se však nepodíleji na formování stínící vrstvy, a tak
jsou z hlediska našich modelů méně podstatné. Navíc je jejich koncentrace mnohem
vyšší než koncentrace nabitých částic, a proto je nemůžeme přímo zahrnout do čás-
ticového modelu. V modelování srážkových procesů však neutrální částice musí být
zahrnuty, a jsou tedy generovány z daného rozdělení metodou Monte Carlo pouze
jako účastníci srážek s nabitými částicemi. Pro modely používající tuto techniku v
kombinaci s technikou PIC pro silové působení se vžila zkratka PIC-MCC modely,
tedy „Particle-In-Cell – Monte Carlo collisionsÿ.

Problematika srážek v částicových modelech je popsána např. v [23]. Pravděpo-
dobnostní rozdělení náhodné volné dráhy l (délky dráhy jedné částice mezi jednot-
livými srážkami) je

f(l)dl =
1
λ

exp

(
− l
λ

)
dl , (3.18)

kde λ je tzv. střední volná dráha, která je definovaná vztahem

λ ≡ 1
σn

, (3.19)

kde n je koncentrace rozptylových center a σ je známý totální účinný průřez. Ná-
hodnou volnou dráhu l tak můžeme pomocí tohoto rozdělení a pomocí vztahu (4.26)
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3.3. Simulace srážek

v [14] rozehrát pomocí vztahu
l = −λ ln γ , (3.20)

kde γ je náhodné číslo z intervalu (0, 1) a s rovnoměrným rozdělením pravděpodob-
nosti na tomto intervalu.

Je tedy možné zkonstruovat následující postup: Částici na začátku pohybu vyge-
nerujeme náhodnou volnou dráhu pomocí vztahu (3.20), po jejím uražení dojde ke
srážce (změní se rychlost částice) a částice získá novou náhodnou volnou dráhu, čímž
se postup opakuje. Tento přístup je však legitimní pouze v případě konstantního to-
tálního účinného průřezu. Jak jsme si však ukázali, může být totální účinný průřez
závislý na vzájemné rychlosti interagujících částic a ta se během pohybu částice
mění. Pokud bychom předpokládali, že rychlost nabité částice (např. elektronu) je
řádově vyšší, než je rychlost neutrálních částic (např. Ar), můžeme rychlost neutrál-
ních částic vzhledem k nabité zanedbat, a účinný průřez tak závisí pouze na okamžité
rychlosti nabité částice. Zde je možné využít umělého obratu metody Monte Carlo,
a sice metody nulové srážky [24]. Do seznamu účinných průřezů {σi(E), i = 1 . . . k}
různých interakcí, kterých se může zkoumaná částice zúčastnit, přidáme účinný prů-
řez tzv. nulové srážky σ0, který bude splňovat vztah

σ0(E) = konst−
k∑
i=1

σi(E) . (3.21)

Potom bude celkový účinný průřez všech interakcí konstantní a my můžeme použít
pro generování náhodné volné dráhy vztah (3.20) a pravděpodobnosti jednotlivých
interakcí, včetně nulové srážky, budou určeny až po tom, co částice náhodnou volnou
dráhu urazí a budeme znát její okamžitou rychlost.

Problém ale nastane, pokud nemůžeme zanedbat rychlosti rozptylových center.
Řešením je modifikovaná metoda nulové srážky, která je popsána v [23]. Průměrná
doba τ mezi dvěma po sobě jdoucími srážkami jedné částice je obecně závislá, stejně

jako účinný průřez, na relativní rychlosti částic g. Označíme-li S(g) ≡
k∑
i=1

σi(g) a

M ≡ max
g
{gS(g)}, potom nová nulová srážka bude mít účinný průřez splňující

rovnici

σ0(g) ≡ M

g
− S(g) . (3.22)

Celkový účinný průřez σ(g) ≡
k∑
i=0

σi(g), zahrnující i nulovou srážku, potom bude

splňovat podmínku gσ(g) = konst, tedy tento výraz nebude závislý na relativní
rychlosti g. Stejně tak průměrná doba mezi srážkami

τ =
1

gσ(g)n
, (3.23)

kde n je opět koncentrace rozptylových center, nebude závislá na relativní rychlosti
částic g. Pokud pro pohyb částice používáme časový krok ∆t, bude pravděpodob-
nost, že za tento časový krok částice interaguje jednou z interakcí σi, i = 0 . . . k

P = 1− exp

(
−∆t
τ

)
. (3.24)
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3.3. Simulace srážek

Známe tedy, pravděpodobnost, že dojde k jedné ze srážek za dobu ∆t. Pravděpo-
dobnost, že dojde ke konkrétní i-té srážce je podle [23] úměrná srážkové frekvenci
νi = ngσi(g), kde g je relativní rychlost nabité částice (bereme její okamžitou rych-
lost v daném časovém kroku) a neutrální částice (její rychlost generujeme náhodně z
Maxwellova rozdělení). Částici je možné vygenerovat náhodný čas do srážky t z ex-
ponenciálního rozdělení se střední hodnotou τ . Před posunem částice o časový krok
∆t zkontrolujeme, jestli se nemá částice v tomto časovém kroku srazit, tzn. jestli
t < ∆t. Pokud ano, pohneme částicí pouze o časový krok t, následně provedeme
srážku a vygenerujeme nový náhodný čas do srážky. Průměrná doba mezi srážkami
je nepřímo úměrná tlaku plazmatu, a tedy při vysokých tlacích se může stát, že se
částice srazí i několikrát v průběhu jednoho časového kroku. Popsaný algoritmus
tedy umožní použití delšího časového kroku i v případě vyšších tlaků [23].

Zatím jsme popsali, v který okamžik dochází v našich modelech ke srážce částic.
Ještě tedy zbývá určit, co se během srážek stane s rychlostí nabité interagující čás-
tice. V průběhu obecně nepružné srážky dojde ke zmenšení celkové kinetické energie
soustavy T o energii Ei, která se použije např. pro ionizaci, nebo excitaci neut-
rální částice. Po srážce bude mít nabitá částice podle [25] novou velikost rychlosti v
těžišťové soustavě (

v
′

1CM

)2
= (v1CM)2 − 2EiM2

M1 (M1 +M2)
, (3.25)

kde M1 je hmotnost zkoumané nabité částice, M2 hmotnost neutrální částice, která
se účastní srážky, a v1CM je rychlost nabité částice v těžišťové soustavě před srážkou.
Nechť ~R je jednotkový vektor s daným úhlovým rozdělením. V případě, že známe i
úhlové rozdělení účinného průřezu (diferenciální účinný průřez) pro danou interakci,
můžeme zde využít právě toto úhlové rozdělení (pro danou vzájemnou rychlost). V
případě, že známe pouze energetické rozdělení účinného průřezu, musíme předpo-
kládat izotropní rozdělení směru vektoru ~R. Nová rychlost nabité částice v těžišťové
soustavě bude tedy ~v

′

1CM = v
′

1CM
~R a po přechodu do laboratorní soustavy bude mít

částice rychlost ~v1 = ~v1CM + ~vCM .
V případě pružné srážky elektronu s částicí, jejíž rychlost je vůči rychlosti elek-

tronu zanedbatelná můžeme výše zmíněný postup zjednodušit. Nová rychlost elek-
tronu po srážce bude bez ohledu na rychlost těźké částice podle [25]

v
′2
1 = v2

1

(
1− 4γ

M1

M2

)
, (3.26)

kde γ je číslo z intervalu (0, 1) s rovnoměrným rozdělením pravděpodobnosti na
tomto intervalu. Tento postup je výhodný především proto, že nemusíme během
interakce rozehrávat náhodnou rychlost těžkého atomu z Maxwellova rozdělení. Směr
rychlosti je opět náhodný buď podle dané úhlové závislosti diferenciálního účinného
průřezu, nebo s rovnoměrným (izotropním) rozdělením. Těžišťová soustava je totiž
kvůli M2 �M1 a také kvůli zanedbání rychlosti těžkého atomu shodná se soustavou
laboratorní.

Nejjednodušší situace nastává v případě rezonančního přenosu náboje, kdy si po
srážce vymění nabitá částice s neutrální role. V našem modelu se to projeví tak, že
nabitá částice získá rychlost vygenerované neutrální částice.
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Kapitola 4

Numerické metody

4.1 Soustavy lineárních algebraických rovnic

Soustava lineárních algebraických rovnic se objevuje v této práci při numerickém
řešení Poissonovy rovnice. V následující kapitole si představíme základní numerické
metody pro řešení těchto soustav. Soustavu je možné pomocí maticového zápisu
přepsat do tvaru

A · ~x = ~b . (4.1)

Metody řešení je možné rozdělit na přímé a iterační. Přímými metodami získáme
„přesnéÿ řešení soustavy v konečném počtu kroků. Musíme však dávat pozor na
kumulovaní zaokrouhlovací chyby při výpočtu. Iteračními metodami získáme po
konečném počtu kroků pouze přibližné řešení, zaokrouhlovací chyby se však princi-
piálně nemohou kumulovat a přesnost výsledku můžeme určovat podmínkami pro
zastavení cyklu výpočtu.

4.1.1 Přímé metody

Gaussova-Jordanova eliminace

Gaussova-Jordanova eliminace je nejjednodušší metodou řešení soustav lineárních
algebraických rovnic. Je založena na postupném vylučování neznámých soustavy
elementárními operacemi s řádkami matice. Matice A pak přejde na horní trojú-
helníkovou matici a hodnoty neznámých získáme algoritmem „zpětné substituceÿ.
Řešení můžeme získat přímo použitím modifikace, tzv. Gaussovy-Jordanovy redukce,
kdy matici upravujeme rovnou na jednotkovou. Předpokladem je regulární matice
A. I přes regulárnost se může stát, že matice bude tzv. „špatně podmíněnáÿ, tedy
determinant matice A se bude blížit nule. V tomto případě může mít zaokrouhlovací
chyba zásadní vliv na chybu řešení, čemuž můžeme předejít tzv. „pivotacíÿ. Pokud
se snažíme eliminovat i-tou neznámou, najdeme v případě úplné pivotace mezi prvky
ajk, (j, k ≥ i) prvek s největší absolutní hodnotou a přehozením řádků a sloupců jej
dostaneme na místo aii, tedy na místo „pivotaÿ. Dále postupujeme, jako obvykle.

Jak je uvedeno v [16], principiální výhoda Gaussovy-Jordnanovy eliminace je
v její vysoké stabilitě (v případě použití úplné pivotace je nejstabilnější z přímých
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4.1. Soustavy lineárních algebraických rovnic

metod). Nevýhodou je její malá rychlost a také nutnost znát během jednoho výpočtu
všechny vektory pravých stran, pro které chceme najít řešení. Pokud je neznáme v
jeden okamžik, musíme celý výpočet opakovat, protože řešení pomocí inverzní matice
je velmi náchylné na zaokrouhlovací chyby.

LU rozklad

Předpokládejme, že známe rozklad matice A na dolní trojúhelníkovou matici L a
horní trojúhelníkovou matici U podle vztahu

A = L · U . (4.2)

Rovnici (4.1) přepíšeme do tvaru

L · (U · ~x) = ~b . (4.3)

K vyřešení tak získáme dvě velmi jednoduché rovnice

L · ~y = ~b (4.4)

U · ~x = ~y , (4.5)

z nichž první lze řešit dopřednou a druhou zpětnou substitucí, tedy postupným
dosazováním. Metod získání LU rozkladu matice A je mnoho a záleží na charak-
teru problému. Výhodné je použít některé z mnoha dostupných knihoven. Předností
tohoto přístupu je, že jakmile provedeme LU rozklad matice A, můžeme rovnice
(4.4) a (4.5) aplikovat kdykoliv je potřeba na libovolný vektor pravé strany, a to s
menší nepřesností danou zaokrouhlovacímí chybami než po nalezení inverzní matice
Gaussovou-Jordanovou eliminací. Vektory pravých stran tak nemusíme znát v jeden
okamžik, a pokud je známe, nemusíme je mít všechny najednou uloženy v paměti.

4.1.2 Iterační metody

Iterační metody řešení rovnice (4.1) lze popsat obecně vztahem

~x(k+1) = H · ~x(k) + ~g , (4.6)

kde H je tzv. interační matice a horní index nad vektorem řešení ~x značí pořadové
číslo iterace. Následující tři popisované metody pracují s rozkladem matice A podle
vztahu

A = L + D + U , (4.7)

kde L je dolní trojúhelníková část matice A s nulami na diagonále, U je horní
trojúhelníková část téže matice, opět s nulami na diagonále a konečně D je její
diagonální část.

33



4.1. Soustavy lineárních algebraických rovnic

Jacobiho metoda

V případě Jacobiho metody bude pro vektor řešení v následující iteraci platit

~x(k+1) = −D−1 ·
[
(L + U) · ~x(k) −~b

]
. (4.8)

Analýza vlastních hodnot iterační matice −D−1 · (L + U), stručně popsaná v [16],
dává informace o tom, jak rychle a zda vůbec metoda konverguje. Pro matice gene-
rované operátory eliptických parciálních diferenciálních rovnic, jako je i Poissonova
rovnice, Jacobiho metoda konverguje. Rychlost konvergence se udává faktorem r,
který popisuje počet iterací nutných k redukci celkové chyby vektoru řešení o p
dekadických řádů. V případě Poissonovy rovnice řešené na síti J × J je faktor kon-
vergence roven

r ' 1
2
pJ2 . (4.9)

Gaussova-Seidelova metoda

Pro vektor řešení v případě Gaussovy-Seidelovy metody platí

~x(k+1) = −(L + D)−1 ·
[
U · ~x(k) −~b

]
(4.10)

a faktor konvergence je poloviční oproti Jacobiho metodě, tedy

r ' 1
4
pJ2 . (4.11)

Kvadratická závislost faktoru konvergence na velikosti mříže je příliš vysoká pro
řešení problémů s J rovno řádově 102. Gaussova-Seidelova i Jacobiho metoda jsou
proto v tomto případě nepoužitelné.

Superrelaxační metoda

Jednoduchá modifikace Gaussovy-Seidelovy metody způsobuje značné urychlení kon-
vergence. Jedná se o superrelaxační metodu, v anglické literatuře označovanou jako
„succesive overrelaxationÿ (SOR).

K pravé straně rovnice (4.10) přičteme a odečteme vektor ~x(k) a po krátké úpravě
získáme vztah

~x(k+1) = ~x(k) − (L + D)−1 · ~ξ(k) , (4.12)

kde ~ξ(k) je chybový vektor pro k-tou iteraci, tedy

~ξ(k) = (L + D + U) · ~x(k) −~b . (4.13)

Superrelaxační metoda, jak napovídá její název, zvětšuje uměle vliv chybového vek-
toru v jednom kroku Gaussovy-Seidelovy metody o faktor ω, nazývaný superrela-
xační parametr (overrelaxation parameter). Základní rovnice metody je tedy

~x(k+1) = ~x(k) − ω(L + D)−1 · ~ξ(k) . (4.14)
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Metoda konverguje pro hodnoty ω ∈ (0, 2). Pouze v intervalu ω ∈ (1, 2) však
může dojít k urychlení oproti Gaussově-Seidelově metodě. Optimální hodnota fak-
toru ω je v případě Poissonovy rovnice

ω ' 2
1 + π

J

(4.15)

a faktor konvergence metody bude v tom případě roven

r ' 1
3
pJ , (4.16)

tedy lineárně závislý na velikosti mříže, což je v případě velkých mříží, jaké budeme
v modelech používat, podstatné urychlení vůči předcházejícím iteračním metodám.

4.1.3 Řešení soustav s řídkými maticemi

Pro řešení soustav s velkými maticemi, které mají malý počet nenulových členů, byly
vyvinuty jak iterační, tak přímé metody. Iterační konjugovaná gradientní metoda
řešení rovnice (4.1) je popsaná v [16] a snaží se minimalizovat funkci

f (~x) =
1
2
~x · A · ~x−~b · ~x . (4.17)

Funkce bude ve svém lokálním minimu, pokud bude nulový její gradient, tedy

∇f = A · ~x−~b = ~0 , (4.18)

což je právě rovnice (4.1).
Algoritmus pro přímé řešení problémů s řídkými maticemi byl vyvinut Davisem

[26], [27] a je založen na speciálním LU rozkladu matice A. Knihovna s tímto algorit-
mem má název UMFPACK a je možné ji stahnout a používat pod licencí GNU/GPL.
V této diplomové práci byla použita knihovna UMFPACK verze 5.2.0 [28].

Výhodou algoritmů pro řešení soustav s řídkými maticemi je možnost použití
velmi velkých matic. Aby tyto matice mohly být uloženy v paměti, bylo vyvinuto
několik způsobů ukládání řídkých matic, se kterými pak musí počítat právě al-
goritmy pro řešení soustavy. V [16] jsou některé uvedeny a knihovna UMFPACK
používá komprimovanou sloupcovou reprezentaci identickou s reprezentací pro řídké
matice v programu MATLAB.

4.2 Obyčejné diferenciální rovnice

Řešení obyčejných diferenciálních rovnic (ODR) se omezuje vždy na řešení rovnic
prvního řádu, případně jejich soustav. Každou rovnici n-tého řádu je totiž možné
přepsat na soustavu n rovnic prvního řádu pro n neznámých funkcí y, y′, y′′, . . . ,
y(n−1). Řešíme tedy soustavu N rovnic prvního řádu, které lze napsat ve tvaru

dyi(x)
dx

= fi(x, y1, y2, . . . , yN), i = 1, . . . , N (4.19)

a počáteční podmínky jsou dány ve tvaru ~y(0) = ~y0.
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4.2.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodušší metodou prvního řádu přesnosti. Pro jednodu-
chost ze soustavy rovnic (4.19) přejdeme na jedinou rovnici – přepsáním následují-
cích vztahů do vektorového tvaru bychom jednoduše našli odpovídající vztahy pro
soustavu rovnic. Nezávislou proměnnou x diskretizujeme krokem h na hodnoty

xn = x0 + n · h (4.20)

a hledanou funkci y(x) hledáme v těchto bodech, tedy yn = y(xn).
Propagace řešení v Eulerově metodě se provádí podle vztahu

yn+1 = yn + hf(xn, yn) . (4.21)

Tato metoda posouvá řešení o celý krok h dopředu, přičemž využívá informaci o
derivaci funkce pouze na začátku kroku – je tedy nesymetrická. Chybu jednoho
kroku můžeme určit rozvojem do Taylorovy řady. Výše zmíněné Eulerovo schéma si
přepíšeme na

yn+1 = yn + h
dy
dx

(yn, xn) (4.22)

Taylorův rozvoj funkce yn+1 = y(xn + h) pro h→ 0 je

yn+1 = yn +
1
1!
· dy

dx
(yn, xn) · h+

1
2!
· d2y

dx2
(yn, xn) · h2 +O

(
h3
)

(4.23)

a chyba jednoho kroku ξ je dána rozdílem těchto hodnot, tedy

ξ = −1
2
· d2y

dx2
(yn, xn) · h2 +O

(
h3
)
. (4.24)

Můžeme psát, že chyba jednoho kroku je řádu O(h2), protože při malém h se projeví
nejvíce kvadratická závislost chyby na kroku. Pokud máme daný interval, ve kterém
hledáme řešení, potom počet kroků bude úměrný h−1. Celková chyba na konci zada-
ného intervalu bude tedy úměrná h, a proto nazýváme Eulerovu metodu metodou
prvního řádu přesnosti.

Pro ukázku stability metody popíšeme řešení na jednoduché rovnici

y′ = −cy , (4.25)

kde c je kladné reálné číslo. Potom schéma (4.21) přejde na vztah

yn+1 = yn (1− ch) . (4.26)

Stabilita takového schématu je splněna jen pro 1− ch > −1, tedy

h <
2
c
, (4.27)

což společně s nízkým řádem přesnosti metody odsouvá Eulerovu metodu za hranici
použitelnosti.
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4.2. Obyčejné diferenciální rovnice

4.2.2 Metody typu Runge-Kutta

Oprava nesymetrie Eulerova schématu (4.21) spočívá v nalezení derivace uprostřed
intervalu. Provedeme pokusný krok do jedné poloviny intervalu pomocí Eulerova
schématu, zde nalezneme derivaci funkce a ke starému řešení yn přičteme tentokrát
takto nalezenou derivaci vynásobenou krokem h. Metoda se nazývá Runge-Kutta
druhého řádu a její schéma je

k1 = hf(xn, yn) (4.28)

k2 = hf

(
xn +

h

2
, yn +

k1

2

)
(4.29)

yn+1 = yn + k2 . (4.30)

Podobným způsobem můžeme vytvořit další koeficienty ki a správnou kombinací
těchto koeficientů eliminovat vzniklou chybu a vytvořit tak metody vyšších řádů
přesnosti. Používaná je ještě metoda Runge-Kutta čtvrtého řádu, jejíchž schéma je

k1 = hf(xn, yn) (4.31)

k2 = hf

(
xn +

h

2
, yn +

k1

2

)
(4.32)

k3 = hf

(
xn +

h

2
, yn +

k2

2

)
(4.33)

k4 = hf(xn + h, yn + k3) (4.34)

yn+1 = yn +
k1

6
+
k2

3
+
k3

3
+
k4

6
. (4.35)

Otázkou stále zůstává volba kroku h. Obecně platí, čím menší krok, tím přesnější
výsledek, ale samozřejmě také delší výpočet. Příliš malý krok a z toho vyplývající
velké množství kroků v zadaném intervalu může ale také způsobit příliš časté sčítání
zaokrouhlovací chyby. Pokud se charakteristická škála změn funkce y mění, je vhodné
během výpočtu měnit časový krok a v místech s rychlejšími změnami použít menší,
a naopak v místech s pomalými změnami funkce y použít větší krok, který tuto
oblast projde také s dostatečnou přesností, ale s mnohem větší rychlostí. Pro tyto
případy jsou známy algoritmy adaptivního kroku popsané také v [16].

4.2.3 Semi-implicitní Eulerova metoda

Vraťme se nyní ke stabilitě Eulerovy metody. Malá změna ve schématu (4.21) může
způsobit, že nově vzniklá metoda bude absolutně stabilní pro všechny hodnoty kroku
h v případě lineárních diferenciálních rovnic. Nové implicitní schéma získá tvar

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1) , (4.36)

kde se řešení v novém kroku yn+1 objevuje na obou stranách rovnice, navíc vpravo
implicitně uvnitř funkce f . Pokud se vrátíme k příkladu (4.25), můžeme najít expli-
citní vztah pro řešení v novém kroku ve tvaru

yn+1 =
yn

1 + hc
, (4.37)
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který je stabilní pro všechny hodnoty h. Ne vždy však může být tak jednoduché
určit inverzní funkci f−1. Je možné funkci f(y) rozvinout do Taylorovy řady

f(xn+1, yn+1) = f(xn, yn) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
xn

· h+
∂f

∂y

∣∣∣∣
yn

· (yn+1 − yn) (4.38)

a z rovnice (4.36) už můžeme vyjádřit řešení v novém kroku jako

yn+1 = yn + h

(
1− h · ∂f

∂y

∣∣∣∣
yn

)−1

·
(
f(xn, yn) + h · ∂f

∂x

∣∣∣∣
xn

)
. (4.39)

Pokud bychom uvažovali soustavu rovnic, objeví se na levé straně Jakobián soustavy
∂ ~f
∂~y

∣∣∣
~yn

. Metoda s tímto schématem se nazývá semi-implicitní Eulerova metoda a je

dostatečně stabilní pro aplikaci i na některé soustavy s vysokou tuhostí (tzv. stiff
soustavy), samozřejmě v kombinaci s algoritmem pro adaptaci kroku h. Stiff soustavy
jsou soustavy, jejichž řešení se vyvíjí na velmi odlišných časových škalách, a proto
je problematické použití obvyklých explicitních schémat s menší stabilitou a bez
adaptace kroku.

4.2.4 Rosenbrockova metoda

Přestože semi-implicitní Eulerova metoda je metoda prvního řádu přesnosti, je ji
možné aplikovat na širokou škálu problémů. Protože v naší práci se setkáme se
soustavou velkého množství rovnic, s velmi vysokou tuhostí a vyššími požadavky na
přesnost, popíšeme ještě použitou metodu vyššího řádu. Metody vyšších řádů jsou
např. zobecnění metod Runge-Kutta, mezi nimiž vynikají Rosenbrockovy metody.
Teorie Rosenbrockových metod je již složitější než v případě semi-implicitní Eulerovy
metody. Omezíme se na případ, kdy funkce ~f není závislá explicitně na x. Potom
bude řešení v dalším kroku dáno schématem

~yn+1 = ~yn +
s∑
i=1

ci~ki , (4.40)

kde vektory ~ki najdeme pomocí zobecnění vztahu (4.39)(
I− γh∂

~f

∂~y

)
· ~ki = h~f

(
~yn +

i−1∑
j=1

αij~kj

)
+ h

∂ ~f

∂~y
·
i−1∑
j=1

γij~kj , i = 1, . . . , s , (4.41)

kde I je jednotková matice, s udává řád přesnosti metody a γ, γij, αij a i ci z
předchozí rovnice jsou konstanty, jejichž hodnoty jsou závislé na daném problému.
Kaps a Rentrop [29] a Shampine [30] poskytují sady potřebných keoficientů i s velmi
důležitým algoritmem přizpůsobení kroku h. V našich problémech se totiž časový
krok musí měnit o několik řádů – pro adaptaci kroku v našem modelu byla použita
implementace metody Runge-Kutta-Fehlberg z [16] a sada koeficientů z [30].
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Kapitola 5

Cíle práce

Počítačové modelování je zároveň metodikou práce, kdy se snažíme nalézt odpovědi
na dané fyzikální problémy, a zároveň se stává také předmětem studia a vědecké
práce v oblasti optimalizace a vývoje nových algoritmů. I cíle předložené práce
bychom mohli rozdělit na tyto dvě základní oblasti. Pomocí modelování se tedy
budeme snažit nalézt odpovědi na fyzikální otázky z oblasti interakce plazmatu
s pevnou látkou, které často není možné jinými technikami zodpovědět. Také se
ale zaměříme na hledání vhodných algoritmů a budeme diskutovat použití jiných
technik, které by mohly vést k přesnějším výsledkům, či rychlejším výpočtům. Obě
tyto oblasti přibližně stejným významem přispívají do úkolů daných v zadání práce.
Prvním dílčím cílem je seznámení se studovanou problematikou a s literaturou z
oblasti počítačového modelování a fyzikálních a chemických procesů probíhajících
ve stínící vrstvě a na povrchu pevných látek vnořených do plazmatu. Provedená
rešerše je shrnuta v prvních třech kapitolách práce a některé poznatky z literatury
obsahují i následující části.

Dalším úkolem bude vytvořit dvourozměrný PIC-MCC model interakce elek-
tropozitivního plazmatu s pevnou látkou. Cílem je získat co nejvíce relevantních
informací o stínící vrstvě vytvořené v okolí vnořené pevné látky, a budeme tedy hle-
dat stacionární prostorová, rychlostní i úhlová rozdělení nabitých částic, které určují
tloušťku i tvar stínící vrstvy. Jako tvar stínící vrstvy budeme chápat prostorové roz-
dělení elektrostatického potenciálu v okolí vnořené sondy nebo substrátu. Vstupem
našich modelů budou data z experimentů (především energetické, či úhlové závislosti
účinných průřezů interakcí probíhajících v elektropozitivním a elektronegativním
plazmatu), ale např. také data z modelu chemické kinetiky, který nám určí rovno-
vážné koncentrace jednotlivých druhů nabitých částic v nenarušeném plazmatu.

Model elektropozitivního plazmatu, jehož výsledky budeme na příkladu inertního
argonového plazmatu porovnávat s experimentálními výsledky, dále rozšíříme na mo-
del multikomponentního plazmatu. Budeme hledat vlastnosti takového plazmatu v
závislosti na jeho složení, případně nám jeho složení dodají výsledky modelu che-
mické kinetiky. Posledním cílem práce v této oblasti bude pokusit se o získání časově
závislých parametrů plazmatu, např. vývoje tvaru stínící vrstvy po změně přilože-
ného napětí.

Druhá skupina úkolů přispěje k vylepšení modelů z hlediska přesnosti a rychlosti.
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Co do rychlosti porovnáme dva různé algoritmy výpočtu Poissonovy rovnice, který
především v případě třírozměrných modelů představuje drtivou většinu spotřebo-
vaného výpočetního času. Budeme diskutovat přechod k třírozměrnému modelu a
použití přímého silového působení částic. Otestujeme rychlost takového modelu na
úloze získání elektronové rozdělovací funkce v nenarušeném plazmatu.

Poslední vytyčený cíl, který přímo nevyplývá ze zadání, se bude týkat zkoumání
vlivu započtení různě přesných účinných průřezů vybraných interakcí. Porovnáme
zjednodušení konstantních účinných průřezů s použitím energeticky a nakonec i
úhlově závislých účinných průřezů a budeme diskutovat vliv těchto zjednodušení
na přesnost výsledků.
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Kapitola 6

Popis modelů a výsledky

V následující kapitole představíme vytvořené modely a na ukázkových konfiguracích
budeme demonstrovat a diskutovat jejich výsledky. Tabulka 6.1 vysvětluje význam
veličin, které budou v následujícím textu používány.

označení význam

L Velikost strany čtvercové pracovní oblasti.
hmax Jemnost dělení pracovní oblasti pro potřeby metody PIC.

Pracovní oblast je dělena na hmax × hmax buněk.
Ndruh Počet částic daného druhu v pracovní oblasti.
Nz,druh Počet částic daného druhu ve zdroji částic.
ndruh Koncetrace částic daného druhu v nenarušeném plazmatu.
rs Poloměr válcové sondy.
Us Potenciál přivedený na sondu vzhledem k potenciálu

nenarušeného plazmatu Up.
∆tdruh Časový krok daného druhu částic.
〈E〉druh Střední energie daného druhu částic.

Tdruh Teplota daného druhu částic
(
T = 2

3 ·
〈E〉
k

)
p Tlak plazmatu (p = nneutrkTneutr)

Tabulka 6.1: Význam některých veličin používaných v této kapitole.

6.1 Model elektropozitivního plazmatu

Byl vytvořen dvourozměrný model nízkoteplotního elektropozitivního plazmatu,
které interaguje s válcovou elektrodou. Geometrie studovaného problému je zná-
zorněna na obrázku 6.1.

Čtvercová pracovní oblast je rozdělena na hmax × hmax buněk, do nichž je způ-
sobem popsaným v kapitole 3.2.2 zasazena kruhová sonda o poloměru rs a předpětí
Us vůči potenciálu plazmatu Up. Silové působení mezi částicemi je počítáno pomocí
metody PIC.
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6.1. Model elektropozitivního plazmatu

                              (1)(2) (2)

(2)

      (3)

(2)

Obrázek 6.1: Znázornění geometrie dvourozměrného modelu elektropozitivního
plazmatu s válcovou elektrodou. (1): čtvercová pracovní oblast, (2): zdroje částic
s cyklickými okrajovými podmínkami, (3): nekonečně dlouhá válcová sonda upro-
střed pracovní oblasti.

Pokud nás zajímají pouze informace o stacionárním stavu systému, tedy po vy-
tvoření stínící vrstvy, můžeme urychlit konvergenci následujícím přístupem, často
používaným v podobných modelech. Integrace pohybových rovnic je řešena Ver-
letovým algoritmem (kapitola 3.1), avšak nízkoteplotní plazma je typické řádově
odlišnou teplotou elektronů a iontů, a tedy i ideální časové kroky ∆te pro elektrony
a ∆ti pro ionty jsou řádově odlišné. Pohyb můžeme řešit tzv. adiabatickou apro-
ximací, tzn. pohybujeme pouze částicemi jednoho druhu s časovým krokem pro ně
ideálním, než dosáhneme stacionárního stavu. Tento postup opakujeme i s dalšími
druhy částic, čímž dosáhneme stacionárního stavu pro celý systém. Zkušenosti uka-
zují, že podobný, programátorsky méně náročný a výpočetně rychlejší postup, vede
také k požadovanému stavu. S částicemi totiž pohybujeme, aniž bychom čekali na
ustálení. V jednom časovém kroku se částice pohnou každá o svůj ideální časový
krok. Tímto ztratíme informaci o dynamice vzniku stínící vrstvy, nicméně systém
rychleji dokonverguje ke správnému stacionárnímu řešení. V případě, že chceme znát
dynamiku vzniku stínící vrstvy, musíme se spokojit s pomalejší konvergencí a části-
cemi pohybovat s časovým krokem ideálním pro ten druh částic, který má největší
střední rychlost.

Protože modelujeme pouze malou část objemu plazmatu nacházejícího se např.
v kladném sloupci doutnavého výboje, musíme vyřešit přechod částic z okolního
prostředí do pracovní oblasti a naopak. K tomu slouží tzv. „zdroj částicÿ tvořený
čtyřmi oblastmi (viz obrázek 6.1). Podélný rozměr každé z oblastí je shodný s roz-
měrem pracovní oblasti L, příčný rozměr je dán požadovanou hustotou nabitých
částic v nenarušeném plazmatu n∞ a požadovaným počtem částic ve zdroji Nz. V
našich modelech předpokládáme Maxwellovo rozdělení rychlostí částic v nenaruše-
ném plazmatu s charakteristickou teplotou Ti pro i-tý druh částic. Toto rozdělení fv
je tedy generováno i ve zdroji částic a částice do pracovní oblasti přicházejí s roz-
dělením rovným toku Maxwellova rozdělení rychlostí. Rozdělení pravděpodobnosti
té složky rychlosti, která je kolmá na rozhraní pracovní oblast-nenarušené plazma,
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bude modifikováno pomocí vztahu

f ′⊥(v⊥) =
m

kT
v⊥ exp

(
−mv

2
⊥

2kT

)
, (6.1)

kde k je Boltzmannova konstanta, m je hmotnost částice a T je teplota daného
druhu částic. Rozdělení ostatních složek rychlostí částic přicházejících do pracovní
oblasti ze zdroje zůstanou v původním tvaru, tedy

f‖(v‖) =

√
m

2πkT
exp

(
−
mv2
‖

2kT

)
. (6.2)

Pro generování částic s tímto rozdělením je možné nalézt analytický vztah, nicméně
v případě obecného rozdělení nenarušeného plazmatu to tak být nemusí. Varianta
zdroje částic tvořeného jednoduchým modelem objemu plazmatu tak, jak bylo výše
uvedeno, simuluje tok částic se správným rozdělením automaticky bez potřeby hledat
vzorec pro generování toku rozdělení částic ze zdroje.

6.1.1 Volt-ampérová charakteristika

Pro ověření vytvořeného modelu byla nasimulována VA charkteristika a srovnána s
experimentálními výsledky naměřenými na Katedře fyziky povrchů a plazmatu MFF
UK. Zkoumaným systémem bylo argonové plazma v kladném sloupci doutnavého
výboje a jako diagnostika byla použita Langmuirova metoda jedné válcové sondy.
Uvažovali jsme dvoukomponentní plazma složené z kladných iontů Ar+, elektronů
a (pro potřeby srážek) neutrálních atomů Ar. Srážkové procesy byly simulovány
metodou nulové srážky pro elektrony a modifikovanou metodou nulové srážky pro
ionty, a to podle vztahu (3.24), tedy během jednoho časového kroku s maximálně
jednou srážkou. Uvažované interakce pro Ar plazma jsou na obrázku 2.2. Parametry
experimentu a modelu jsou shrnuty v tabulce 6.2.

parametry modelu parametry experimentu
L 2 cm rs 50 µm
nAr+ , ne 1 · 1015 m−3 p 150 Pa
nAr 3, 22 · 1022 m−3 (p = 133 Pa) lp (délka sondy) 5 mm
NAr+ , Ne 1 · 106

∆tAr+ 1 · 10−9 s
∆te 1 · 10−12 s
hmax 400
rs 50 µm
〈E〉Ar+ , 〈E〉Ar 39 meV (T = 300 K)
〈E〉e 3 eV (T = 23300 K)

Tabulka 6.2: Parametry modelu a experimentu.

VA charakteristika z experimentu je ve výřezu na obrázku 6.2. Osa přiloženého
napětí je oproti zvyklostem převrácená a referenční napětí není dobře definované.
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6.1. Model elektropozitivního plazmatu

Proto jsem hodnoty napětí přepočítal vzhledem k plovoucímu potenciálu Uf , tedy
bodu, kdy na sondu neteče žádný proud, a z hodnot proudu na sondu vypočítal hus-
totu proudu i, aby bylo možné data srovnat s modelem. Pomocí modelu byla nasi-
mulována charakteristika právě v okolí plovoucího potenciálu a výsledky ve srovnání
s experimentem jsou uvedeny také na obrázku 6.2.

VA charakteristika v plnémnaměřeném rozsahu

Obrázek 6.2: Srovnání výsledků modelu s experimentem.

Jak je z obrázku patrné, sklon elektronového proudu v semilogaritmickém mě-
řítku je téměř stejný. Vzájemné posunutí obou grafů po logaritmické ose znamená, že
se obě sady dat liší o multiplikativní konstantu, která je rovna přibližně 50. Tuto sku-
tečnost si vysvětlujeme zjednodušením modelu na dvě dimenze. Předpoklad tohoto
modelu je nekonečně dlouhá válcová sonda, tedy bez zakončení uvnitř plazmatu.
Jak ukazují plně třírozměrné hybridní modely [31], vzniká v oblasti zakončení sondy
silné elektrické pole a způsobí nárůst proudu. Náš model ukazuje, že je tento efekt
velmi výrazný. Nekonečnou sondu předpokládá i Langmuirova bezesrážková teorie
popsaná v kapitole 2.4.2. Na výsledcích z modelu můžeme ověřit, jaký vliv má před-
poklad bezesrážkovosti plazmatu. Nejprve nalezneme sklon elektronového proudu s
pomocí lineární regrese závislosti ln |I(U)|:

s = (0, 58± 0, 01) V−1 , (6.3)

kde uvedená chyba je chybou lineární interpolace. Následně podle vztahu (2.49)
spočítáme teplotu elektronů

Te = (20150± 250) K . (6.4)

Dále můžeme podle vztahu (2.51) vypočítat koncentraci elektronů

ne = (7, 16± 0, 04) · 10−14 m−3 , (6.5)
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6.1. Model elektropozitivního plazmatu

přičemž za Te jsme dosadili předchozí výslednou teplotu elektronů a za

|I−p|
S

= |i−p| = 25, 3 A ·m−2 , (6.6)

tedy hustotu proudu na sondu při nulovém předpětí vůči potenciálu plazmatu.
Porovnáním výsledných hodnot se vstupními daty v tabulce 6.2 vidíme, že Lang-

muirova bezesrážková teorie pro plazma o tlaku 133 Pa je na hranici použitelnosti při
vyhodnocování sondové diagnostiky. Pro přibližnou představu o složení plazmatu je
však dostačující. Na rozdíl od experimentu je také možné pomocí částicového modelu
simulovat situace při vyšších předpětích vůči potenciálu plazmatu. Experimentální
charakteristika končí, jak lze usuzovat z grafu, ještě před dosažením nasyceného
elektronového proudu, tedy s předpětími menšími než potenciál plazmatu. Při vyš-
ších předpětích by totiž byl proud na sondu příliš velký a hrozilo by zničení sondy.
Částicové modely takové omezení nemají a můžeme tak simulovat situace daleko
za potenciálem plazmatu. Na simulované charakteristice je potenciál plazmatu v
bodě (U − Uf )

.
= 8, 15 V a v tomto místě je také v semilogaritmickém měřítku

patrný zlom VA charakteristiky. Provedený experiment pravděpodobně potenciálu
plazmatu nedosáhl.

6.1.2 Úhlová závislost účinného průřezu

Na modelu elektropozitivního plazmatu jsme se pokusili demonstrovat vliv zane-
dbání úhlové, příp. i energetické závislosti účinného průřezu na výsledky modelu.
Byly vytvořeny tři modely srážkových procesů, přičemž každý z nich zahrnuje tři zá-
kladní interakce pro elektron (pružná srážka, ionizace a excitace) a dvě pro argonový
iont (pružná srážka a rezonanční přenos náboje):

• const – Model s konstantními účinnými průřezy. Hodnoty účinných průřezů
pro danou interakci σkonst, int byly spočítány jako střední hodnota energeticky
závislého účinného průřezu dané interakce σint(E) (obrázek 2.2), středovaná
přes rozdělovací funkci elektronů, příp. iontů f(E) v nenarušeném plazmatu,
tedy Maxwellovo rozdělovací funkci:

σkonst, int =

∞∫
0

σint(E)fe−,Ar+(E)dE (6.7)

Následující hodnoty jsou součtem takto vypočtených účinných průřezů inter-
akcí, ve kterých vystupují elektrony, resp. ionty Ar+:

Interakce e + Ar souhrnný účinný průřez 4,29 · 10−19 m2

střední volná dráha 7,28 · 10−4 m
Interakce Ar+ + Ar souhrnný účinný průřez 4,26 · 10−20 m2

střední volná dráha 7,24 · 10−5 m

Model byl vytvořen z obecnějšího modelu srážek popsaného na začátku před-
chozí kapitoly prostým zadáním konstantního účinného průřezu.
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• energy – Model s energeticky závislými účinnými průřezy. Tento model je
totožný s modelem popsaným v předchozí kapitole. Energetická závislost je na
obrázku 2.2.

• angle – Model s energeticky i úhlově závislými účinnými průřezy. Pro nedosta-
tek experimentálních dat o úhlových závislostech účinných průřezů interakcí
v argonovém plazmatu jsme použili úhlovou závislost pouze v případě pružné
srážky elektronu s neutrálním argonem. Tato závislost je zobrazená na ob-
rázku 2.3. Tímto také můžeme demonstrovat význam započtení této interakce
do modelu co nejpřesnějším způsobem. Algoritmus uskutečnění srážky je v
podstatě shodný s předchozím modelem – výběr srážky je počítán s ohledem
na dříve používané energetické závislosti, pokud však má dojít k pružné srážce
elektronu s argonem, vybere se směr odletu částice z úhlového rozdělení pro
danou energii, které je vždy normované na jedničku.

Parametry právě představovaného modelu jsou, podobně jako v předchozí kapi-
tole, shrnuty v tabulce 6.3.

parametr hodnota

L 2 cm
nAr+ , ne 1 · 1015 m−3

nAr 3, 22 · 1022 m−3

NAr+ , Ne 1 · 106

∆tAr+ 1 · 10−9 s
∆te 1 · 10−12 s
hmax 200
rs 100 µm
Us 10 V
〈E〉Ar+ , 〈E〉Ar 39 meV
〈E〉e 3 eV

Tabulka 6.3: Parametry modelu.

Výsledky každého ze tří modelů jsou rozděleny do čtyř oblastí, aby bylo možné
pozorovat i prostorový vývoj zkoumaných veličin. Oblasti jsou tvořeny mezikružím
a jejich šířka je volena co nejmenší (1 µm), aby výsledky charakterizovaly plazma
pouze v dané vzdálenosti od počátku souřadnic. To však má za následek poněkud
vyšší zašumění výsledků, protože v oblastech s takto malou plochou se vyskytuje
malý počet částic – navíc oblasti s menším poloměrem při konstantní šířce mají
také menší plochu, a šum se tedy s klesajícím poloměrem oblasti ještě zvyšuje. Kon-
krétní geometrické uspořádání použité pro vyhodnocování výsledků je znázorněno
na obrázku 6.3.

Oblast označená písmenem A přímo navazuje na povrch sondy a obsahuje pře-
devším částice, které následně dopadnou na sondu. Poloměr oblasti B je 1 mm a je
volen na předpokládaný okraj sheathu, oblast C s poloměrem 3 mm se nachází v
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x
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r
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 = 0,1 mm
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                          r
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 = 0,1005 mm

1 µm 

1 µm   
1 µm   

                 r
B
 = 1 mm                 r

C
 = 3 mm                  r

D
 = 8 mm

Sonda

Obrázek 6.3: Znázornění zkoumaných oblastí.

presheathu a konečně oblast D s poloměrem 8 mm by se již měla nacházet v nena-
rušeném plazmatu. Poloměr oblastí je počítán od počátku soustavy souřadnic, tedy
od středu válcové sondy, jejíž poloměr byl zvolen 0,1 mm.

První srovnání výsledků výše zmíněných modelů se ještě netýká rozdělení na
oblasti a jedná se o srovnání výsledného elektrostatického potenciálu kolem sondy
s předpětím 10 V vůči nenarušenému plazmatu. Jak můžeme vidět na obrázku 6.4,
tvar stínící vrstvy vycházející ze tří modelů není příliš odlišný. Můžeme si všimnout
drobného zmenšování stínící vrstvy se zpřesňováním zadaných účinných průřezů a
rozdíl ve tvaru mezi modelem energy a angle je menší než rozdíl modelů energy a
const.

Další srovnání na obrázku 6.5 se týká rozdělovacích funkcí elektronů. V oblasti
nejblíže elektrodě vidíme, že jsou elektrony natolik urychleny, že jejich nejpravdě-
podobnější rychlost je přibližně dvojnásobná oproti nejpravděpodobnější rychlosti v
nenarušeném plazmatu. Rozdělovací funkce je zcela odlišná od Maxwellova rozdě-
lení. V případě započtení úhlové závislosti účinného průřezu můžeme vidět ostřejší
maximum rychlosti. Toto je pravděpodobně způsobeno vyšší pravděpodobností ma-
lých úhlů rozptylu. Pokud se elektrony při transportu stínící vrstvou směrem k sondě
srazí, větší část z nich pokračuje v trajektorii jen mírně odchýlené od původní křivky,
a rozptyl rychlostí se tedy zmenší. Tento jev není nijak výrazný, přestože je zvýhod-
nění malých úhlů rozptylu relativně velké, což ukazuje, že částice mají řádově stejně
velkou střední volnou dráhu, jako je šířka sheathu.

V oblasti označené písmenem B ve vzdálenosti 1 mm od středu soustavy je situ-
ace zcela odlišná. Podíváme-li se zpět na obrázek 6.4, uvidíme, že oblast s poloměrem
1 mm se nachází na okraji sheathu a v případě modelu const těsně před okrajem.
To vysvětluje vyšší střední rychlost elektronů modelu const v této oblasti. Střední
rychlost pro zbývající modely je dokonce o trochu nižší, než je střední rychlost elek-
tronů v nenarušeném plazmatu (na obrázku je srovnání s Maxwellovým rozdělením
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Obrázek 6.4: Srovnání tvaru stínící vrstvy vycházejícího ze tří představených modelů.
Nahoře: srovnání tvarů ve dvou dimenzích, přímý výstup z modelu. Dole: Přepočítání
dvoudimenzionálních dat na radiální závislost.

v nenarušeném plazmatu). Tuto skutečnost si můžeme vysvětlit následující úvahou.
V našich modelech totiž neuvažujeme vnější pole budící plazma. Částice jsou v she-
athu urychlovány silným elektrickým polem, ale po zformování sheathu je zbytek
pracovní oblasti od působení sondy téměř dokonale odstíněn. Ze zdroje částic při-
cházejí částice s Maxwellovým rozdělením znázorněným na obrázku, než se však
dostanou na okraj sheathu, účastní se srážek, které mohou jejich rychlost zmenšit,
nebo v případě pružné srážky ponechat stejně velkou. Kvůli absenci vnějšího urych-
lujícího pole se tak částice musí zpomalovat. Tento jev, jak ukazuje obrázek, není
nijak významný, je však nutné jej vzít v úvahu.

Rozdělení rychlostí v oblastech C a D (3 mm a 8 mm od středu pracovní ob-
lasti) jsou téměř shodné. V případě modelů energy a angle vidíme se zvětšujícím se
poloměrem přibližování Maxwellově rozdělovací funkci a mírné zvyšování nejprav-
děpodobnější energie. To opět dokazuje úvahu o zpomalování částic v předchozím
odstavci. Zanedbání úhlových i energetických závislostí účinných průřezů způsobí
deformaci rozdělení především v oblasti chvostu rozdělení, kde je zastoupení elek-
tronů vyšší než v případě dvou přesnějších modelů. Protože jsou všechna rozdělení
normována na jedničku, způsobí vyšší rozptyl rychlostí snížení maxima rozdělovací
funkce, jak si můžeme všimnout u modelu const.

Na dalších grafech na obrázku 6.6 vidíme srovnání úhlových rozdělení elektronů
v různých vzdálenostech od středu pracovní oblasti. Úhel α = 0 na těchto grafech
značí směr do středu pracovní oblasti, zatímco úhly α = π a α = −π značí směr od
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A B

C D

Obrázek 6.5: Srovnání elektronových rozdělovacích funkcí vycházejících ze tří před-
stavených modelů v jednotlivých částech pracovní oblasti. Označení oblastí písmeny
je shodné s označením na obrázku 6.3.

středu, tedy od sondy. Na první pohled můžeme vidět, že grafy jsou více zašuměné
než v případě rozdělení rychlostí, přestože byly počítány z přesně stejných datových
souborů. I přes šum je ale možné udělat základní úsudek o úhlových rozděleních v
modelu – pokud bychom vyžadovali závislosti s menším šumem, bylo by nutné sbírat
data o rychlostech částic v ustáleném stavu systému delší dobu, případně rozšířit
oblasti sběru. Tím bychom však ztratili prostorové rozlišení a museli bychom zvolit
vyšší periodu sbírání dat, aby se stačily všechny částice v oblasti za tuto periodu
srazit, případně opustit oblast. Dalším poznatkem je sudost získaných rozdělení,
která ale vychází ze symetrie problému. Pokud by rozdělení sudá nebyla, byly by
přítomny točivé momenty kolem sondy, které nemají v této konfiguraci fyzikální
smysl. Dále je na grafech jasně vidět usměrňování částic už v oblasti presheathu.
Ve vzdálenosti 3 mm od středu je v případě modelu energy a ještě více v případě
angle vidět pokles počtu částic mířících přímo od sondy. Model const má tento
pokles méně významný, ale je zase patrný už od menších úhlů. Na kraji sheathu a
v blízkosti sondy se pak jeví výsledky všech modelů stejné, hlavní rozdíl je tedy v
oblasti presheathu. Na sondu nemohou dopadat částice s úhlem |α| > π

2 , protože
ty míří směrem od sondy. Na grafu vlevo nahoře také vidíme významný pokles
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počtu částic právě kolem hodnoty ±π
2 . Můžeme si ale všimnout, že oblast obsahuje

i malý počet elektronů pohybujících se směrem od sondy. Mohou to být elektrony,
které se těsně u sondy srazily, ale i elektrony, které vykonaly parabolickou dráhu
kolem elektrody a byly, podobně jak to bývá u gravitační síly, vypuštěny zpět do
sheathu. Vzhledem k tomu, že naše představa o elektronech je klasická a jedná se
v podstatě o hmotné body, objeví se takové částice libovolně blízko elektrody a
pokud bychom chtěli zkoumat rozdělení částic skutečně dopadlých na sondu, bude
tento přístup vždy chybný. Čím užší pás kolem sondy bychom zvolili, tím složitější
by byly nároky na výpočetní čas pro nasbírání dostatečného počtu částic a získání
potřebného statistického souboru. I v našem případě je vidět, že počet částic byl na
hranici použitelnosti. Rozdělení částic s rychlostmi v intervalu

(
−π

2 ,
π
2

)
se jeví jako

konstantní funkce, alespoň v rámci chyby způsobené šumem.

A B

C D

Obrázek 6.6: Srovnání úhlových rozdělení vycházejících ze tří představených modelů
v jednotlivých částech pracovní oblasti.

Představená analýza ukázala, že výsledky modelu angle se příliš neliší od mo-
delu energy. Nezapočtení energetických závislostí už ale způsobí odchylku větší.
Data s úhlovými závislostmi s dostatečně jemným energetickým rozlišením jsme
měli k dispozici bohužel pouze u pružné srážky elektronu s Ar. Bylo by tedy vhodné
v rešerši pokračovat a v případě, že budou známa přesnější data i pro ostatní zá-
kladní interakce v argonovém plazmatu, podrobit model s úhlovými rozděleními
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dalšímu srovnání s modelem energy, případně provést výpočty i při vyšších tlacích.
Následující představené výsledky, jak pro elektropozitivní, tak pro elektronegativní
plazma, byly vypočítány s implementací modulu energy.

6.1.3 Zjednodušení rovinné sondy

Další analýza vytvořeného modelu se bude týkat především rovinné konfigurace.
Kvůli vysoké výpočetní náročnosti částicových modelů se často používají pouze jed-
norozměrné modely stínící vrstvy. Tyto modely mohou principiálně zachytit pouze
tři možné konfigurace, a sice nekonečnou rovinnou sondu, nekonečnou válcovou
sondu a sondu kulovou. V případě rovinné Langmuirovy sondy tvořené vodivou
destičkou ponořenou do plazmatu se často uvádí, že jevy na okraji této sondy jsou v
dostatečné blízkosti středu sondy zanedbatelné, a rovinnou sondu tak můžeme pova-
žovat v tomto místě za nekonečnou. Protože máme k dispozici model dvourozměrný,
můžeme částečně vliv těchto okrajových jevů demonstrovat.

Budeme porovnávat pět různých konfigurací. Výsledky předvedeme opět na elek-
tropozitivním argonovém plazmatu. Geometrie všech pěti porovnávaných konfigu-
rací je znázorněna na obrázku 6.7. Údaje specifické pro argonové plazma, elektronové
a iontové časové kroky i předpětí sondy jsou shodné s modelem v předchozí kapi-
tole, tedy s údaji v tabulce 6.3. Výsledky pro skutečnou rovinnou konfiguraci e) jsou
získány z dvourozměrného modelu, o kterém bude řeč v kapitole 6.3.2, a výsledky s
válcovou konfigurací a) jsou vypočítány modelem popsaným v předchozí kapitole.

d = 0,2 mm Lx Ly = 0,2 mm

Lx [mm]
b) 0,5
c) 2,0
d) 5,0

2 cm

2 c
m

2 cm

2 c
m 1 cm

a) válcová konfigurace b), c), d) kvádrová konfigurace e) rovinná konfigurace

Obrázek 6.7: Geometrie pěti srovnávaných konfigurací. Zelenou barvou jsou vyzna-
čeny sondy, modrou pracovní oblast, červená šipka ukazuje směr, ve kterém jsou
zobrazeny koncentrace nabitých částic – v případě konfigurace a) jde o radiální zá-
vislost.

Nejprve pomocí 2D závislostí porovnáme konfigurace b), c) a d), tedy konfigu-
race, které v předchozím textu ještě nebyly diskutovány. Porovnání tvarů stínící
vrstvy můžeme vidět na obrázku 6.8. Na těchto grafech, stejně jako na na grafech
následujících, je znázorněn pouze výřez pracovní oblasti, aby byl tvar vrstvy lépe vi-
ditelný. Konfigurace b) představuje ve dvou rozměrech obdélníkovou sondu, jejíž obě
strany mají délku srovnatelnou s rozměrem stínící vrstvy. V tomto případě je stínící
vrstva podobná vrstvě vytvořené kolem sondy válcové a na tvaru stínící vrstvy není
tvar sondy příliš patrný. U dalších dvou konfigurací je jeden z rozměrů sondy větší,
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než je velikost stínící vrstvy a na jejím tvaru je to také patrné. Stínící vrstva kolem
válcové sondy je užší než stínící vrstva kolem vrstvy rovinné, jak ukazuje např. [32].
Přechod mezi těmito tvary je lépe viditelný až při konfiguraci d). Není však zatím
jasné, jestli je s dostatečnou přesností možné u této konfigurace aproximovat tvar
stínící vrstvy ve směru kolmém na delší stranu sondy potenciálem kolem nekonečné
rovinné sondy.
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Obrázek 6.8: Detail tvaru stínící vrstvy pro konfiguraci b) (nahoře vlevo), c) (nahoře
vpravo) a d) (dole). Uprostřed pracovní oblasti je černě znázorněna sonda.

Obrázek 6.9 srovnává průběh koncentrace elektronů ve zmiňovaných třech kon-
figuracích. V konfiguraci b) si můžeme všimnout lokálního maxima koncentrace v
blízkosti sondy, které je také typické pro válcovou sondu. V případě válcové sondy
ukazují tento jev i částicové jednorozměrné výpočty v [32], nebo hybridní výpočty v
[31] a souvisí pravděpodobně s následujícím jevem. Elektrony procházejí sheathem
směrem k elektrodě konstantním tokem, avšak objem, do kterého jsou přitahovány,
se stále zmenšuje, což má za následek růst koncentrace, i přes předpokládaný po-
kles, který by byl daný řešením difúzní rovnice. V případě dalších dvou konfigurací
můžeme opět vidět jakousi analogii přechodu od stavu typického pro válcovou sondu
ke stavu typickému pro sondu rovinnou, kde se výše zmíněný jev neprojevuje.
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Obrázek 6.9: Detail průběhu koncentrací elektronů pro konfiguraci b) (nahoře vlevo),
c) (nahoře vpravo) a d) (dole).

Ještě si všimneme průběhu koncentrace iontů v okolí obdélníkových sond na
obrázku 6.10. Z těchto grafů je patrné, do jakých vzdáleností od sondy se dostanou
kladně nabité ionty, které jsou sondou odpuzovány.

Prostorové rozložení koncentrace elektronů v okolí sondy si nyní překreslíme do
jednorozměrné závislosti. Na obrázku 6.7 je červenou barvou vyznačen směr, ve kte-
rém byla závislost zkoumána. Jak už bylo v předchozím textu naznačeno, výsledky
konfigurace b) připomínají válcovou konfiguraci a naopak výsledky konfigurace d)
ve vyznačeném směru připomínají konfiguraci rovinnou. Proto budeme v následu-
jícím srovnání uvažovat i zbývající konfigurace a) a e). Model pro výpočet válcové
konfigurace již byl v předchozích kapitolách popsán, model pro dvourozměrný vý-
počet rovinné konfigurace bude popsán v kapitole 6.3.2 a pro tento účel byla pouze
mírně upravena jeho geometrie. Výsledky jednorozměrného srovnání můžeme vidět
na obrázku 6.11. Můžeme si zde všimnout, jak se postupně zvětšuje rozměr she-
athu, čím je použitá konfigurace podobnější konfiguraci s rovinnou sondou. Naopak
při menších rozměrech obdélníkové sondy a v případě válcové konfigurace je velmi
dobře patrné již diskutované lokální maximum koncentrace elektronů. Také si mů-
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Obrázek 6.10: Detail průběhu koncentrací iontů pro konfiguraci b) (nahoře vlevo),
c) (nahoře vpravo) a d) (dole).

žeme všimnout, jak toto maximum mizí s rostoucím rozměrem sondy. Rovnovážný
průběh koncentrace elektronů v případě nulového předpětí se přibližuje řešení difúzní
rovnice

∆ne = 0 . (6.8)

Pro válcovou konfiguraci je řešením logaritmický růst, pro konfiguraci nekonečné ro-
vinné sondy lineární růst. Tato skutečnost nám poslouží jako kvalitativní vysvětlení
rozdílného průběhu koncentrací v našich modelech i v oblasti za stínící vrstvou, tedy
v oblasti nenarušeného plazmatu. Na grafu můžeme opět vidět přechod mezi růstem
koncentrace podobným logaritmickému průběhu a mezi lineárním růstem v případě
rovinné sondy. Platnost rovnice (6.8) (a tedy legitimita přístupu k plazmatu kolem
sondy jako ke kontinuu) však není univerzální – platí pouze, pokud jsou rozměry
sondy mnohem větší než typické střední volné dráhy částic, a tedy Knudsenovo číslo
je mnohem menší než jedna. Jak bylo uvedeno v kapitole 6.1.2, souhrnná střední
volná dráha elektronů v našem modelu je řádu desetin milimetrů a je dokonce větší
než průměr válcové sondy použité v konfiguraci a). Proto průběh koncentrace elek-
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tronů v nenarušeném plazmatu nekopíruje logaritmický průběh. Rozměry rovinné
sondy jsou nekonečné, a tedy dobře splňují podmínku pro platnost difúzní rovnice.
Průběh koncentrace elektronů v nenarušeném plazmatu v tomto případě je skutečně
lineární.
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Obrázek 6.11: Srovnání výsledků konfigurací a) až e) – koncentrace elektronů v
závislosti na vzdálenosti od sondy ve směrech vyznačených na obrázku 6.7.

Výsledky modelů ukázaly, že ani uprostřed sondy s rozměrem 5 mm nemůžeme
tvar sheathu, ani průběh koncentrace elektronů považovat za totožné s řešením pro
nekonečnou rovinnou sondu. Rozměr 5 mm byl největší rozměr, který jsme si mohli
dovolit nastavit. Při dalším zvětšování sondy za konstantní velikosti pracovní ob-
lasti bychom v okolí sondy nemodelovali dostatečně velkou oblast nenarušeného
plazmatu a presheath by zasahoval až k okraji pracovní oblasti, čímž by se deformo-
val. Abychom si mohli dovolit další zvětšení sondy, museli bychom zvětšit i pracovní
oblast a pokud bychom chtěli zachovat dostatečný počet částic tvořící stínící vrstvu
(dostatečný počet částic v Debyově sféře), museli bychom značně navýšit celkový
počet částic v modelu, čímž bychom se dostali na použitých PC za hranici dosta-
čující výpočetní náročnosti. Výsledky nicméně dobře demonstrují, jakým způsobem
přechází prostorové závislosti základních parametrů plazmatu při zvetšování roz-
měrů sondy od válcové k rovinné konfiguraci. Z výsledků je patrné, že se parametry
plazmatu k hodnotám pro rovinnou sondu skutečně přibližují.

6.1.4 Časová náročnost modelu

Rychlost prezentovaných modelů jsme měřili na počítači Intel Core2 Duo @ 3GHz,
4GB RAM. Zdrojové kódy byly přeloženy kompilerem Microsoft Visual C++ 2008
Express Edition a algoritmy nebyly paralelizovány. Srovávali jsme čas τ , tedy čas
potřebný k vykonání jednoho časového kroku vydělený počátečním celkovým počtem
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nabitých částic Ni. Testovaný byl model elektropozitivního plazmatu aplikovaný
na argonové plazma se srážkami popsanými výše a ve válcové konfiguraci. Poloměr
sondy byl 0,1 mm a velikost pracovní oblasti 2 cm× 2 cm. Oblast byla vždy rozdělena
na 200 × 200 buněk, a to při jakémkoliv počátečním počtu nabitých částic. Tento
postup, jak bylo také výše zmíněno, znamená, že algoritmus výpočtu sil metodou
PIC by měl mít složitost O(N). Stejnou složitost by měly mít také všechny ostatní
části modelu.

Model byl rozdělen na část síla, která zahrnuje výpočet hustoty náboje, vlastní
výpočet Poissonovy rovnice a nalezení intenzity elektrického pole. Část zdroj před-
stavuje pohyb částicemi ve zdroji o jeden časový krok. Počet částic ve zdroji byl
1 · 105 a zůstával konstantní pro všechny hodnoty Ni. Další část s názvem srážky
představuje průměrnou dobu pro rozhodnutí, které částice se za jeden časový krok
srazí, a pro vlastní vykonání srážek. Část pohyb představuje dobu vykonání jednoho
časového kroku Verletovým algoritmem, a to jak část polohovou, tak rychlostní. Zá-
vislost parametru τ na počátečním celkovém počtu nabitých částic Ni je na obrázku
6.12.
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Obrázek 6.12: Analýza výpočetní rychlosti modelu pro různé počáteční počty částic
Ni. Význam parametru τ je vysvětlen v textu. Fitovaná závislost odpovídá složitosti
O(N).

Složitost O(N) včetně multiplikativní konstanty m a aditivní konstanty a zna-
mená, že doba výpočtu jednoho časového kroku T bude záviset na počtu částic N
lineárně, tedy

T = m ·N + a . (6.9)

Po vydělení počtem částic získáme předpokládanou závislost parametru τ :

τ = m+
a

N
(6.10)

V limitním případě N → ∞ bude závislost konstantní a projeví se pouze multipli-
kativní konstanta. Naopak v případě malého N vidíme vliv aditivní konstanty. Na
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obrázku 6.12 vidíme, že část síla má jak velmi silnou multiplikativní konstantu (da-
nou výpočtem hustoty náboje), tak i aditivní konstantu danou vlastním výpočtem
Poissonovy rovnice, reprezentované vždy stejnou maticí 200 × 200. Díky konstant-
nímu malému počtu částic ve zdroji rapidně klesá příspěvek výpočetního času části
zdroj s rostoucím Ni. Multiplikativní konstanta, jak je vidět na zmiňovaném grafu,
je zanedbatelná a aditivní konstanta je také velmi malá. Další dvě části srážky a
pohyb mají nezanedbatelnou multiplikativní konstantu, ale aditivní konstanta, daná
např. inicializací proměnných v každém kroku, je zanedbatelná, což značí nízký čas
potřebný na „režiiÿ daných procedur. Nejvyšší podíl výpočetního času připadá na
výpočet sil – nejedná se však o výraznou většinu výpočetního času. Srovnatelné za-
stoupení mají pohyb částic a simulace srážek. Předpokládaná závislost celkové doby
τ na počtu částic (6.10) je nafitovaná na získaná data a její parametry jsou

m = 3, 6 · 10−7 s

a = 0, 027 s .

Předchozí analýza představovala srovnání výpočetních rychlostí při konstant-
ním kroku dělení pracovní oblasti. Počet buněk v jednom směru si označíme Nh –
pracovní oblast tedy bude dělena na Nh × Nh buněk. Následující srovnání ukáže
výhodu používání balíku UMFPACK pro řešení Poissonovy rovnice. Druhý použitý
způsob výpočtu této rovnice byla superrelaxační metoda popsaná v kapitole 4.1.2.
Při implementaci jsme vycházeli z algoritmu vytvořeného v [16], který však musel
být modifikován pro používání asymetrické mříže v okolí válcové sondy a také pro
snadnou implementaci do našeho modelu. Protože doba vlastního výpočtu Poisso-
novy rovnice nezávisí na počtu částic v modelu, bude uváděná doba T představovat
průměrnou dobu nalezení dostatečně přesného řešení Poissonovy rovnice (tedy za
jeden časový krok našeho modelu) v závislosti na jemnosti dělení pracovní oblasti.
Srovnání můžeme vidět na obrázku 6.13.
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Obrázek 6.13: Srovnání doby výpočtu Poissonovy rovnice metodou SOR a pomocí
knihovny UMFPACK.

Z obrázku je vidět, že algoritmus knihovny UMFPACK je velmi rychlý především
pro velmi velké matice, což je v algoritmech specializovaných na výpočet problémů
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s řídkými maticemi žádoucí. V našem případě, kdy jsme používali síť s Nh = 200
a v případě VA charakteristiky dokonce Nh = 400, je nezbytné použití silnějšího
algoritmu, než jakým je metoda SOR.

6.2 Kinetický model kyslíkového plazmatu

Druhá i třetí část výsledků diplomové práce se bude zabývat nízkoteplotním multi-
komponentním plazmatem. Prvním přístupem našeho studia bude nalezení co nej-
realističtějších vstupních dat pro model interakce Langmuirovy sondy s kyslíkovým
plazmatem, které se nachází v kladném sloupci doutnavého výboje. Nejprve se bu-
deme snažit zjistit složení plazmatu nalezením stacionárního řešení rovnic chemické
kinetiky (2.43). Složení plazmatu je závislé na poměru intenzity elektrického pole,
způsobujícího ionizaci kyslíkového plynu, ku jeho koncentraci, často nazývaného
redukované elektrické pole. Tato veličina bývá udávána v jednotkách Townsend,
pojmenovaných po irském fyzikovi Johnu Sealy Townsendovi, který zkoumal elek-
trickou vodivost plynů. Jednotka se značí Td a platí, že 1 Td = 10−17 V · cm2.
Složení plazmatu budeme hledat pro hodnoty v rozmezí 10 ÷ 100 Td, které jsou pro
doutnavý výboj v kyslíkovém plazmatu typické. Abychom mohli nalézt řešení kine-
tických rovnic, musíme nejprve sestavit seznam chemických reakcí, které do modelu
zahrneme. V kyslíkovém plazmatu probíhají stovky reakcí, které všechny nemohou
být do modelu zahrnuty, a je tedy třeba vybrat ty nejdůležitější. Tento výběr není
příliš jednoduchý, protože rychlost reakce závisí kromě rychlostní konstanty dané re-
akce také na aktuálních koncentracích reaktantů. Rychlostní konstanty někdy není
možné v literatuře nalézt, a proto je nutné je vypočítat z definice (2.41), do které
dosadíme ze vztahu (2.40). V případě reakcí s elektrony tak budeme potřebovat
také elektronovou rozdělovací funkci (EEDF). Tímto se zabývá první část této ka-
pitoly, v druhé části je potom popsáno vlastní řešení rovnic. Druhý přístup, kterým
se zabývá až kapitola 6.3, bude zkoumat vlastnosti plazmatu v závislosti na jeho
elektronegativitě.

6.2.1 Nalezení elektronové rozdělovací funkce

Elektronovou rozdělovací funkci (EEDF) získáme vyřešením Boltzmannovy kinetické
rovnice (2.15). Problémem získání EEDF jako vstupních dat pro získání rychlostních
konstant do kinetického modelu se zabývala také práce Roučky [23]. V této práci byl
použit program ELENDIF [33], který řeší Boltzmannovu kinetickou rovnici pomocí
rozvoje rozdělovací funkce do kulových funkcí v rychlostním prostoru

f (~v) = f0(v) +
~v

v
· ~f1 (v) . (6.11)

V této práci používáme novější, uživatelsky příjemný program BOLSIG+ [34], který
také numericky řeší Boltzmannovu rovnici pro elektrony ve slabě ionizovaném sráž-
kovém plazmatu v homogenním elektrickém poli. Elektronová rozdělovací funkce je
v těchto podmínkách určena rovnováhou mezi urychlením částic elektrickým po-
lem a ztrátou hybnosti a energie při neelastických srážkách s částicemi neutrálního
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plynu. V případě prostorové homogenity elektrického pole a srážkových průřezů bude
rozdělovací funkce f (t, ~v, ~r) symetrická kolem směru elektrického pole v rychlostním
prostoru. Boltzmannovu rovnici tak můžeme přepsat do sférických souřadnic a závis-
lost na úhlu mezi rychlostí a elektrickým polem aproximujeme opět často užívaným
rozvojem do kulových funkcí. Tato aproximace selhává pro vyšší hodnoty reduko-
vaného elektrického pole, a proto, jak je uváděno ve zmíněném článku, je nutné
program užívat s redukovaným polem o rozsahu běžném pro výboje. Dosazením
tohoto rozvoje do Boltzmannovy rovnice, vynásobením Legendrovými polynomy 1
a cos θ a integrováním přes cos θ získáme dvě rovnice pro neznámé funkce f0 a f1.
Obě rovnice se dále upravují např. oddělením energetické závislosti funkcí f0 a f1

od jejich prostorové a časové závislosti

f0,1(ε, z, t) =
1

2πγ3
F0,1(ε)n(z, t) , (6.12)

kde γ = (2e/m)1/2 je konstanta, ε = (v/γ)2 je energie elektronu v elektronvoltech a z
je souřadnice podél směru elektrického pole. Také je nutné získat odpovídající tvary
srážkových členů na pravých stranách pro různé typy interakcí. Výsledná rovnice,
která je dále numericky řešena, je poměrně složitá rovnice připomínající rovnici
proudění a difúze kontinua a jako neznámá funkce v této rovnici je funkce F0(ε).
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Obrázek 6.14: Elektronové rozdělovací funkce v kyslíkovém plazmatu pro různé hod-
noty redukovaného elektrického pole. Výsledky získané pomocí programu BOLSIG+.

Program BOLSIG+ dále počítá transportní koeficienty a další integrální veličiny
získané z rozdělovací funkce elektronů. Nás bude zajímat pouze EEDF, která nám
poslouží k výpočtu rychlostních konstant reakcí z jejich známých účinných průřezů.
Jak však z předchozího textu vyplývá, je nutné i do programu BOLSIG+ vložit

59



6.2. Kinetický model kyslíkového plazmatu

vstupní data s účinnými průřezy interakcí, ve kterých figurují elektrony. Poměrně
obsáhlá sada účinných průřezů pro interakce v různých plynech a směsích plynů je
dodávána přímo s programem BOLSIG+. Pro kyslík jsou data převzaná z [4] a byla
také použita pro potřeby našich výpočtů.

Výsledné EEDF pro různé hodnoty redukovaného elektrického pole jsou vykres-
leny na obrázku 6.14. EEDF je zde, podle zvyklosti v některých publikacích, vydě-
lena odmocninou z energie a je znázorněna v semilogaritmickém měřítku. Rozdělo-
vací funkci je tak možné rychle srovnat s Maxwellovou rozdělovací funkcí, která by
byla na tomto grafu reprezentovaná přímkou.

6.2.2 Rychlostní konstanty rovnic

Jak už bylo naznačeno, výběr těch chemických procesů, které jsou nejdůležitější
při časovém vývoji koncentrací nejvíce zastoupených druhů částic v kyslíkovém
plazmatu, není jednoduchý. Touto problematikou se také zabývala práce [23]. Vý-
sledkem této práce je mimo jiné také seznam nejdůležitějších procesů, které je nutné
do kinetického modelu kyslíkového plazmatu zahrnout. Při hledání rychlostních kon-
stant reakcí bylo tedy naší prací navázat na zmíněný seznam:

1. Aktualizovat rychlostní konstanty vypočítané z definice, nebo závislé na tep-
lotě elektronů, tedy pomocí EEDF získané z novějšího programu BOLSIG+.

2. Získat, či vypočítat rychlostní konstanty pro jiné hodnoty redukovaného elek-
trického pole, než je hodnota 80 Td, která je uvedena ve zmíněné práci.

Výsledky práce, tedy seznam reakcí a jejich rychlostních konstant, jsou uvedeny
v tabulce 6.4. Také je zde uvedena střední energie elektronů, která byla jedním z vý-
stupů programu BOLSIG+ a bylo ji nutné využít při počítání rychlostní konstanty
záchytu elektronu molekulou ozonu za přítomnosti molekuly O2. Teplota neutrál-
ního plynu, často potřebná při výpočtu rychlostních konstant, byla zvolena 300 K.
Hlavním problémem rychlostních konstant, nacházejících se v dostupné literatuře, je
jejich chyba – v mnohých publikacích je možné nalézt i řádově odlišné konstanty pro
tutéž reakci. Většina literatury tak byla použita stejná, jako v případě práce [23],
kde byly zdroje pečlivě vybírány, aby bylo možné získat relevantní výsledky kinetic-
kého modelu. Zdroje byly tedy znovu prohledány a byla v nich vyhledána případná
závislost konstant na teplotě neutrálního plynu, nebo teplotě elektronů (závislé na
redukovaném elektrickém poli). Pokud byl k dispozici pouze účinný průřez reakce
(což bylo pouze v případě reakcí, ve kterých figurují elektrony), byla rychlostní kon-
stanta přepočítána s novou EEDF získanou programem BOLSIG+ z definice.

6.2.3 Výsledky kinetického modelu

S použitím vstupních dat popsaných výše bylo tedy nutné vypočítat soustavu oby-
čejných nelineárních diferenciálních rovnic schematicky zapsanou vztahem (2.43).
Jako numerická metoda řešení této soustavy byla zvolena Rosenbrockova metoda
popsaná v kapitole 4.2.4 a použili jsme implementaci z [16]. Při implementaci bylo

60



6.2. Kinetický model kyslíkového plazmatu

E
/
n

[T
d

]
re

ak
ce

10
20

30
40

50
60

70
80

90
10

0

O
2

+
e

→
e

+
O
2
(a

)
[4

]
1,

50
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
4,

30
E

-1
0

4,
90

E
-1

0
5,

40
E

-1
0

5,
90

E
-1

0
6,

20
E

-1
0

6,
50

E
-1

0
6,

80
E

-1
0

7,
10

E
-1

0
O
3

+
O
2
(a

)
→

2O
2

+
O

(D
)

[3
5]

1,
00

E
-1

1
1,

00
E

-1
1

1,
00

E
-1

1
1,

00
E

-1
1

1,
00

E
-1

1
1,

00
E

-1
1

1,
00

E
-1

1
1,

00
E

-1
1

1,
00

E
-1

1
1,

00
E

-1
1

O
+

O
2
(b

)
→

O
+

O
2

[3
6]

4,
00

E
-1

4
4,

00
E

-1
4

4,
00

E
-1

4
4,

00
E

-1
4

4,
00

E
-1

4
4,

00
E

-1
4

4,
00

E
-1

4
4,

00
E

-1
4

4,
00

E
-1

4
4,

00
E

-1
4

e
+

O
2
(a

)
→

O
2

+
e

[3
5]

1,
95

E
-0

9
2,

11
E

-0
9

2,
28

E
-0

9
2,

44
E

-0
9

2,
59

E
-0

9
2,

71
E

-0
9

2,
81

E
-0

9
2,

90
E

-0
9

2,
97

E
-0

9
3,

03
E

-0
9

O
2

+
O

(D
)

→
O

+
O
2
(b

)
[3

7]
3,

20
E

-1
1

3,
20

E
-1

1
3,

20
E

-1
1

3,
20

E
-1

1
3,

20
E

-1
1

3,
20

E
-1

1
3,

20
E

-1
1

3,
20

E
-1

1
3,

20
E

-1
1

3,
20

E
-1

1
O
2

+
e

→
O

+
O
−

[3
8]

1,
12

E
-1

2
9,

57
E

-1
2

1,
81

E
-1

1
2,

47
E

-1
1

2,
98

E
-1

1
3,

40
E

-1
1

3,
76

E
-1

1
4,

06
E

-1
1

4,
33

E
-1

1
4,

55
E

-1
1

O
2

+
e

→
e

+
O
2
(b

)
[4

]
3,

56
E

-1
1

8,
02

E
-1

1
1,

02
E

-1
0

1,
16

E
-1

0
1,

27
E

-1
0

1,
36

E
-1

0
1,

45
E

-1
0

1,
52

E
-1

0
1,

58
E

-1
0

1,
64

E
-1

0
O
2

+
e

→
O
+ 2

+
2e

[3
8]

7,
00

E
-1

3
7,

00
E

-1
3

7,
00

E
-1

3
7,

00
E

-1
3

7,
00

E
-1

3
7,

00
E

-1
3

7,
00

E
-1

3
7,

00
E

-1
3

7,
00

E
-1

3
7,

00
E

-1
3

O
−

+
O
2
(a

)
→

O
+

O
− 2

[3
9]

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

O
+

e
→

O
+

+
2e

[3
5]

1,
10

E
-1

5
1,

10
E

-1
5

1,
10

E
-1

5
1,

10
E

-1
5

1,
10

E
-1

5
1,

10
E

-1
5

1,
10

E
-1

5
1,

10
E

-1
5

1,
10

E
-1

5
1,

10
E

-1
5

O
2

+
O
+

→
O

+
O
+ 2

[3
7]

1,
99

E
-1

1
1,

99
E

-1
1

1,
99

E
-1

1
1,

99
E

-1
1

1,
99

E
-1

1
1,

99
E

-1
1

1,
99

E
-1

1
1,

99
E

-1
1

1,
99

E
-1

1
1,

99
E

-1
1

O
2

+
2O
2
(a

)
→

2O
3

[3
5]

1,
00

E
-3

1
1,

00
E

-3
1

1,
00

E
-3

1
1,

00
E

-3
1

1,
00

E
-3

1
1,

00
E

-3
1

1,
00

E
-3

1
1,

00
E

-3
1

1,
00

E
-3

1
1,

00
E

-3
1

O
+

O
−

→
O
2

+
e

[3
7]

5,
00

E
-1

0
5,

00
E

-1
0

5,
00

E
-1

0
5,

00
E

-1
0

5,
00

E
-1

0
5,

00
E

-1
0

5,
00

E
-1

0
5,

00
E

-1
0

5,
00

E
-1

0
5,

00
E

-1
0

O
3

+
O
−

→
O

+
O
− 3

[3
6]

5,
30

E
-1

0
5,

30
E

-1
0

5,
30

E
-1

0
5,

30
E

-1
0

5,
30

E
-1

0
5,

30
E

-1
0

5,
30

E
-1

0
5,

30
E

-1
0

5,
30

E
-1

0
5,

30
E

-1
0

O
+

O
− 2

→
O
2

+
O
−

[3
9]

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

3,
30

E
-1

0
3,

30
E

-1
0

O
+ 2

+
e

→
2O

[3
5]

2,
20

E
-0

7
2,

20
E

-0
7

2,
20

E
-0

7
2,

20
E

-0
7

2,
20

E
-0

7
2,

20
E

-0
7

2,
20

E
-0

7
2,

20
E

-0
7

2,
20

E
-0

7
2,

20
E

-0
7

2O
+

O
2

→
2O
2

[3
5]

7,
19

E
-3

3
7,

19
E

-3
3

7,
19

E
-3

3
7,

19
E

-3
3

7,
19

E
-3

3
7,

19
E

-3
3

7,
19

E
-3

3
7,

19
E

-3
3

7,
19

E
-3

3
7,

19
E

-3
3

O
+

O
− 2

→
O
3

+
e

[3
6]

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

O
+ 2

+
e

→
O

+
O

(D
)

[3
5]

1,
95

E
-0

7
1,

95
E

-0
7

1,
95

E
-0

7
1,

95
E

-0
7

1,
95

E
-0

7
1,

95
E

-0
7

1,
95

E
-0

7
1,

95
E

-0
7

1,
95

E
-0

7
1,

95
E

-0
7

O
−

+
O
2
(a

)
→

O
3

+
e

[3
6]

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

3,
00

E
-1

0
3,

00
E

-1
0

O
2

+
e

→
2O

+
e

[3
5]

5,
50

E
-1

1
5,

50
E

-1
1

5,
50

E
-1

1
5,

50
E

-1
1

5,
50

E
-1

1
5,

50
E

-1
1

5,
50

E
-1

1
5,

50
E

-1
1

5,
50

E
-1

1
5,

50
E

-1
1

2O
2

+
O
−

→
O
2

+
O
− 3

[4
0]

1,
10

E
-3

0
1,

10
E

-3
0

1,
10

E
-3

0
1,

10
E

-3
0

1,
10

E
-3

0
1,

10
E

-3
0

1,
10

E
-3

0
1,

10
E

-3
0

1,
10

E
-3

0
1,

10
E

-3
0

3O
→

O
+

O
2

[3
6]

4,
80

E
-3

3
4,

80
E

-3
3

4,
80

E
-3

3
4,

80
E

-3
3

4,
80

E
-3

3
4,

80
E

-3
3

4,
80

E
-3

3
4,

80
E

-3
3

4,
80

E
-3

3
4,

80
E

-3
3

O
+

O
2

+
O
3
→

2O
3

[3
7]

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

O
2

+
O

(D
)

→
O

+
O
2

[4
0]

8,
00

E
-1

2
8,

00
E

-1
2

8,
00

E
-1

2
8,

00
E

-1
2

8,
00

E
-1

2
8,

00
E

-1
2

8,
00

E
-1

2
8,

00
E

-1
2

8,
00

E
-1

2
8,

00
E

-1
2

O
+

O
− 3

→
O
2

+
O
− 2

[4
0]

3,
20

E
-1

0
3,

20
E

-1
0

3,
20

E
-1

0
3,

20
E

-1
0

3,
20

E
-1

0
3,

20
E

-1
0

3,
20

E
-1

0
3,

20
E

-1
0

3,
20

E
-1

0
3,

20
E

-1
0

O
+

O
− 3

→
2O
2

+
e

[3
6]

1,
00

E
-1

3
1,

00
E

-1
3

1,
00

E
-1

3
1,

00
E

-1
3

1,
00

E
-1

3
1,

00
E

-1
3

1,
00

E
-1

3
1,

00
E

-1
3

1,
00

E
-1

3
1,

00
E

-1
3

O
2

+
e

→
O

+
O
+

+
2e

[3
8]

0,
00

0,
00

1,
93

E
-2

3
2,

13
E

-2
0

1,
66

E
-1

8
3,

24
E

-1
7

2,
90

E
-1

6
1,

57
E

-1
5

6,
06

E
-1

5
1,

83
E

-1
4

2O
+

O
2

→
O

+
O
3

[3
7]

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

6,
90

E
-3

4
6,

90
E

-3
4

O
−

+
O
+ 2

→
O

+
O
2

[3
7]

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

O
3

+
O
2
(b

)
→

O
+

2O
2

[3
6]

1,
54

E
-1

1
1,

54
E

-1
1

1,
54

E
-1

1
1,

54
E

-1
1

1,
54

E
-1

1
1,

54
E

-1
1

1,
54

E
-1

1
1,

54
E

-1
1

1,
54

E
-1

1
1,

54
E

-1
1

O
− 2

+
O
2
(a

)
→

2O
2

+
e

[3
6]

2,
00

E
-1

0
2,

00
E

-1
0

2,
00

E
-1

0
2,

00
E

-1
0

2,
00

E
-1

0
2,

00
E

-1
0

2,
00

E
-1

0
2,

00
E

-1
0

2,
00

E
-1

0
2,

00
E

-1
0

O
+

O
2
(a

)
→

O
+

O
2

[3
7]

7,
00

E
-1

6
7,

00
E

-1
6

7,
00

E
-1

6
7,

00
E

-1
6

7,
00

E
-1

6
7,

00
E

-1
6

7,
00

E
-1

6
7,

00
E

-1
6

7,
00

E
-1

6
7,

00
E

-1
6

O
2

+
O
3

+
e

→
O
2

+
O
− 3

[3
7]

4,
24

E
-3

1
2,

90
E

-3
1

2,
52

E
-3

1
2,

30
E

-3
1

2,
15

E
-3

1
2,

04
E

-3
1

1,
94

E
-3

1
1,

85
E

-3
1

1,
78

E
-3

1
1,

70
E

-3
1

O
− 3

+
O
+ 2

→
O
2

+
O
3

[3
7]

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

2,
00

E
-0

7
2,

00
E

-0
7

O
3

+
e

→
O

+
O
2

+
e

[3
6]

8,
80

E
-1

0
8,

80
E

-1
0

8,
80

E
-1

0
8,

80
E

-1
0

8,
80

E
-1

0
8,

80
E

-1
0

8,
80

E
-1

0
8,

80
E

-1
0

8,
80

E
-1

0
8,

80
E

-1
0

O
−

+
e

→
O

+
2e

[3
6]

4,
00

E
-0

8
4,

00
E

-0
8

4,
00

E
-0

8
4,

00
E

-0
8

4,
00

E
-0

8
4,

00
E

-0
8

4,
00

E
-0

8
4,

00
E

-0
8

4,
00

E
-0

8
4,

00
E

-0
8

O
2
(a

)
+

e
→

O
+

O
−

[3
9]

1,
20

E
-1

0
1,

20
E

-1
0

1,
20

E
-1

0
1,

20
E

-1
0

1,
20

E
-1

0
1,

20
E

-1
0

1,
20

E
-1

0
1,

20
E

-1
0

1,
20

E
-1

0
1,

20
E

-1
0

st
ře

d
n

í
en

er
gi

e
[e

V
]

(B
O

L
S

IG
+

)
1,

69
5

2,
52

0
2,

91
9

3,
19

5
3,

42
3

3,
62

5
3,

81
4

3,
99

6
4,

17
4

4,
35

1

T
ab

ul
ka

6.
4:

R
yc

hl
os

tn
í

ko
ns

ta
nt

y
vš

ec
h

p
ou

ži
tý

ch
re

ak
cí

v
zá

vi
sl

os
ti

na
re

du
ko

va
né

m
el

ek
tr

ic
ké

m
p

ol
i.

K
on

st
an

ty
pr

o
dv

ou
čá

s-
ti

co
vé

re
ak

ce
js

ou
uv

ed
en

y
v

je
dn

ot
ká

ch
cm

3
·s−

1
,

tř
íč

ás
ti

co
vé

v
je

dn
ot

ká
ch

cm
6
·s−

1
.

61



6.2. Kinetický model kyslíkového plazmatu

nejsložitější získat tvar rovnic ze zadaných chemických reakcí v konfiguračním sou-
boru programu a následně tyto rovnice symbolicky zderivovat pro získání Jakobiánu
soustavy. Počet rovnic je roven počtu druhů částic vystupujících v chemických re-
akcích. Výsledkem běhu programu je časová závislost koncentrací jednotlivých typů
částic pro konkrétní hodnotu redukovaného elektrického pole. Ukázku řešení pro
pole 80 Td jsme uvedli na obrázku 6.15.
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Obrázek 6.15: Řešení rovnic chemické kinetiky pro kyslíkové plazma v redukovaném
elektrickém poli o velikosti 80 Td. Nahoře: použitý časový krok, dole: koncentrace
všech druhů částic.

Na tomto obrázku vidíme, že vývoj koncentrací probíhá na mnoha časových ška-
lách a to také dokazuje použitý časový krok, který se měnil v rozmezí více než sedm-
nácti řádů. Soustava má tedy velmi velikou tuhost a její řešení skutečně vyžaduje
pokročilé numerické metody. Od určitého okamžiku dojde k ustálení koncentrací a
tyto hodnoty představují hledaný stacionární stav. Počáteční koncentrace molekuly
O2 je daná požadovaným tlakem plazmatu, počáteční koncentrace elektronů musí
být nutně nenulová, aby mohlo dojít k aktivaci některých reakcí a je nastavena na
velmi malou hodnotu – o více než šest řádů nižší než koncentrace neutrálních mo-
lekul. Konečně počáteční koncentrace iontu O+

2 je nastavena na stejnou hodnotu,
jako u elektronů, aby byla zachována celková neutralita.

Stacionární koncentrace neutrálních a nabitých částic pro všechny zkoumané
hodnoty redukovaného elektrického pole jsou zakresleny v grafu na obrázku 6.16.
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Obrázek 6.16: Stacionární koncentrace neutrálních částic (nahoře) a nabitých částic
(dole) při tlaku plazmatu 133 Pa.

Na obou výše zobrazených grafech je vidět velký nárůst koncentrací v intervalu
mezi 40 a 50 Td. Na dalším obrázku 6.17 vidíme, že v této oblasti dochází také k
rapidnímu poklesu elektronegativity způsobenému nárůstem koncentrace elektronů.
Je pravděpodobné, že zde dosáhne velikost elektrického pole určité prahové hodnoty,
při které se zvýší rychlostní konstanty ionizace natolik, aby mohlo být produkováno
dostatečné množství elektronů, které dále způsobují další ionizaci, případně excitaci.
Může se jednat např. o disociativní ionizaci molekuly O2 za vzniku iontu O+ a dvou
elektronů (viz tabulka 6.4). Růst stupně ionizace také odpovídá naší představě, že
vyšší elektrické pole urychlí elektrony, což způsobí větší pravděpodobnost procesů
ionizace a excitace.
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Obrázek 6.17: Stupeň ionizace (vlevo) a elektronegativita (vpravo) kyslíkového
plazmatu při tlaku 133 Pa.

6.3 Model multikomponentního plazmatu

V předchozí kapitole jsme se snažili nalézt co nejrealističtější parametry kyslíkového
multikomponentního plazmatu za daných podmínek. V této kapitole budeme stu-
dovat interakci obecného multikomponentního plazmatu s pevnou látkou. Podobný
postup je znám z předchozích prací, např. [41, 42, 43]. Vlastnosti (především dy-
namické) multikomponentního elektronegativního plazmatu jsou dány přítomností
těžkých nosičů záporného náboje. V elektropozitivním plazmatu jsou jedinými nosiči
záporného náboje elektrony, které mají velmi malou hmotnost a jsou tedy schopny
reagovat velmi rychle na změny vnějšího elektrického pole. Záporné těžší ionty tuto
schopnost nemají a plazma, které je obsahuje, tak reaguje pomaleji. Abychom tuto
základní vlastnost zachovali, bude naše tříkomponentní plazma obsahovat kladné
těžké ionty, záporné těžké ionty a elektrony. Kromě dynamických vlastností budeme
také zkoumat vlastnosti statické, a to v závislosti na elektronegativitě plazmatu,
čímž získáme představu o tom, jak významný je výše uvedený efekt při různých
procentuálních zastoupeních záporných iontů.

Ačkoliv se jedná o „idealizovanéÿ multikomponentní plazma, je nutné částicím
přisoudit hmotnosti a konkrétní účinné průřezy základních interakcí. Následující
simulace tedy budou obsahovat elektrony, kladné ionty Ar+ a záporné ionty O−,
které v kinetickém modelu při redukovaném elektrickém poli vyšším než 40 Td, byly
nejčastějšími těžkými nosiči záporného náboje. Jako neutrální pozadí pro potřeby
srážkových procesů nám posloužily atomy Ar. Jedná se tedy o velmi idealizovanou
směs Ar/O2. Použité srážkové procesy elektronů a iontů Ar+ jsou shodné, jako u
modelu elektropozitivního plazmatu, dodána byla ještě pružná srážka O− s neutrály,
pro kterou byl použit účinný průřez pružné srážky O− s O2, zmiňovaný např. v [44].
Mechanizmus započtení srážek je v následujících modelech také mírně pozměněn.
Je totiž použito kompletní srážkové schéma z [23], podrobně popsané v kapitole 3.3.
Místo náhodné volné dráhy, či pravděpodobnosti srážky v každém časovém kroku, se
počítá náhodný čas do srážky, čímž se výpočet urychlí a částice jsou navíc schopny
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6.3. Model multikomponentního plazmatu

během jednoho časového kroku se srazit více než jednou.
Poslední publikace [45] zkoumá dynamické procesy v realistické směsi Ar/O2 při

působení redukovaného elektrického pole 80 Td. Tato publikace, stejně jako tři pu-
blikace výše citované, představuje jednorozměrnou simulaci interakce chemicky ak-
tivního plazmatu s pevnou látkou. Dimenzionalita modelů, jak už jsme také uvedli,
principiálně neumožňuje studium složitějších geometrií. V našem případě dvouroz-
měrného modelu je situace lepší, a také se v jedné z následujících podkapitol po-
kusíme studovat geometrii umožňující zjistit vliv nerovností v rovinné sondě. Náš
přístup by se tak mohl stát potřebným pro stále se rozvíjející plazmatické technologie
využívající nízkoteplotní plazma – některé z nich jsou krátce popsány v teoretickém
úvodu.

6.3.1 Válcová konfigurace

Tato kapitola se zabývá vlivem elektronegativity, tedy zastoupení iontů mezi no-
siči záporného náboje, na složení stínící vrstvy ve statickém režimu. Použitý soubor
částic byl popsán v úvodní části této kapitoly, další parametry jsou shrnuty v ta-
bulce 6.5.

parametr hodnota

L 2 cm
nAr+ , (ne + nO−) 1 · 1015 m−3

nAr 3, 22 · 1022 m−3

NAr+ , (Ne +NO−) 5 · 105

∆tAr+ , ∆tO− 1 · 10−9 s
∆te 1 · 10−12 s
hmax 200
rs 100 µm
Us 10 V
〈E〉O− , 〈E〉Ar+ , 〈E〉Ar 39 meV
〈E〉e 3 eV

Tabulka 6.5: Parametry modelu.

Simulace byla provedena pro tři hodnoty elektronegativity – 10%, 50% a 90%.
Nejprve srovnáme na obrázku 6.18 prostorové rozdělení elektrostatického potenciálu,
tedy tvar stínící vrstvy.

Vidíme, že se s rostoucí elektronegativitou stínící vrstva rozšiřuje. Tuto skuteč-
nost nám objasní tři další grafy na obrázku 6.19. Všimneme si, že v případě 10%,
a dokonce i 50% elektronegativity naprostou většinu náboje ve stínící vrstvě tvoří
elektrony. To je způsobeno právě rychlejší reakční dobou elektronů, které dříve za-
plní oblast kolem sondy. Při elektronegativitě 90% je elektronů nedostatek a jejich
roli musí částečně převzít záporné ionty. I u záporných iontů si můžeme všimnout v
blízkosti sondy lokálního maxima koncentrace, které jsme diskutovali v přechozích
kapitolách o elektropozitivním plazmatu. Stínící oblast tvořená ionty je znatelně
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Obrázek 6.18: Srovnání tvaru stínící vrstvy v blízkosti válcové elektrody v závislosti
na elektronegativitě.
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Obrázek 6.19: Srovnání koncentrací částic v blízkosti válcové elektrody pro tři různé
hodnoty elektronegativity.

širší než stínící oblast tvořená elektrony. Proto na obrázku 6.18 vidíme, že rozdíl v
šířce sheathu mezi 10% a 50% (v obou případech tvoří sheath elektrony) je menší
než rozdíl mezi 50% a 90%, kde už hrají roli i záporné ionty.
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6.3. Model multikomponentního plazmatu

6.3.2 Rovinná konfigurace s nerovností

Elektronegativní nízkoteplotní plazma se často používá při úpravě povrchů pevných
látek plazmochemickými techologiemi. Tyto látky mají, narozdíl od Langmuirových
sond, rozličné geometrie a na jejich povrchu můžeme samozřejmě najít mnoho ne-
rovností. Představovaný dvourozměrný model má možnost do jisté míry některé
složitější geometrie obsáhnout.

Pro simulaci nerovností v rovinné geometrii je nutné původní model přepracovat.
Budeme uvažovat jakousi ideální nerovnost v pevné látce ve tvaru „obdélníkového
zářezuÿ do rovného povrchu. Situaci dobře znázorňuje obrázek 6.20. Pevná látka
obsahuje zářez, který má ve dvou dimenzích tvar obdélníku, třetí rozměr musí být
nekonečný. Výsledky budeme ukazovat na elektronegativním plazmatu s elektro-
negativitou 12%, což je hodnota, která nám vyšla z kinetického modelu reálného
kyslíkového plazmatu při poli 80 Td. Srovnáme výsledky pro dvě různé konfigu-
race – široký zářez bude mít délku 6 mm a hloubku 0,9 mm, užší zářez má stejnou
hloubku, ale délku pouze 1 mm. Odlišná geometrie vyžaduje na hranicích pracovní
oblasti, které jsou kolmé k povrchu pevné látky, periodické okrajové podmínky, neboť
parametry plazmatu nepředpokládáme v tomto směru konstantní. Naopak hranice
rovnoběžná s povrchem pevné látky bude propustná. Za touto hranicí již očekáváme
homogenní nenarušené plazma. Zdroj částic tak bude pracovní oblast zásobovat čás-
ticemi pouze skrz tuto hranici, a bude tedy menší než v případě válcové konfigurace.
V opačném směru budou tudy částice pracovní oblast nenávratně opouštět.

Změna se musí odehrát také ve výpočtu Poissonovy rovnice. Nulové okrajové
podmínky na hranicích kolmých k povrchu pevné látky nedávají fyzikální smysl,
a proto jsme na těchto hranicích aplikovali obdobu cyklických podmínek pro čás-
tice. Tato významná změna charakteru výpočtu však v naší implementaci znamená
pouze menší změnu diagonálních bloků matice Poissonovy rovnice, která již byla
znázorněna na obrázku 3.4 v teoretickém úvodu.

(3)

(1)

x

y
(2)

z

Obrázek 6.20: Geometrie modelu nerovnosti v rovinném povrchu pevné látky. Vý-
znam jednotlivých částí je shodný, jako na obrázku 6.1.
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Obrázek 6.21: Vybrané výsledky modelu rovinné konfigurace s nerovností. A–D:
úzký zářez; E–H: široký zářez. A,E: rozdělení elektrostatického potenciálu (stupně
šedi značí potenciál [V]); B,F: rozdělení koncentrace Ar+ [m−3]; C,G: rozdělení kon-
centrace elektronů [m−3]; D,H: rozdělení koncentrace O− [m−3]. Na kartézských osách
jsou prostorové souřadnice v mm.
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První výsledky tohoto modelu, ale s použitím vstupních dat pro argonové elek-
tropozitivní plazma, jsme již viděli v kapitole 6.1.3 – konfigurace e). V tomto pří-
padě byla geometrie rovinná, bez nerovnosti a tato konfigurace posloužila i jako test
funkčnosti popisovaného modelu.

Vybrané výsledky výpočtů pro plazma elektronegativní a s nerovností na po-
vrchu pevné látky jsou zobrazeny v grafech na obrázku 6.21. Tento obrázek zob-
razuje pouze výřez pracovní oblasti v okolí nerovnosti. Celková velikost pracovní
oblasti byla shodná s předchozím modelem válcové konfigurace a počátek soustavy
souřadnic zůstal uprostřed pracovní oblasti, i když se v tomto místě už nenachází
sonda. V případě úzkého zářezu si všimneme, že parametry sheathu jsou zářezem
velmi málo ovlivněny. To je pravděpodobně způsobeno faktem, že délka zářezu je
srovnatelná, či dokonce menší, než je rozměr sheathu. V případě širokého zářezu
jsou již parametry sheathu v celém jeho objemu silně ovlivněny a čím delší bychom
použili zářez, tím více by tvar sheathu kopíroval jeho tvar. Na grafech D a H vidíme
zdánlivě vyšší šum. To je způsobeno pětkrát menším rozsahem koncentrací. Elektro-
negativita zkoumaného plazmatu je poměrně nízká, čímž je dána i nižší koncentrace
záporného iontu. Prostorová závislost koncentrace záporného iontu připomíná svým
průběhem rozdělení koncentrace kladného iontu. Vysvětlení tohoto jevu již bylo po-
dáno v předchozí kapitole – odstínění kladného předpětí při nízké elektronegativitě
zajišťují téměř výhradně elektrony, což potvrzuje předchozí domněnku i pro případ
složitější geometrie. V případných aplikacích využívajících nárazu záporných iontů
na pevnou látku by muselo být použito plazma s elektronegativitou blížící se 100%.

6.3.3 Válcová konfigurace v dynamickém režimu

Kromě statického režimu, tedy hledání parametrů plazmatu po vytvoření stínící
vrstvy a ustanovení rovnováhy, mohou naše programy také pracovat v režimu dyna-
mickém. V tomto případě nás zajímá i časový vývoj vybraných parametrů. Hlavní
omezení tohoto přístupu spočívá v tom, že nemůžeme používat adiabatickou apro-
ximaci, tedy pohyb všech částic s jejich ideálním časovým krokem. Musíme se tedy
řídit časovým krokem částic s nejvyšší energií, což jsou elektrony, a všemi částicemi
tak budeme pohybovat s krokem ∆t = 10−12 s.

Dynamický režim se uplatní především při aplikaci časově závislého napětí s
nízkou periodou. Jak už jsme také uvedli, těžké ionty reagují na změnu napětí po-
maleji než elektrony. Tento jev je tedy vhodné studovat právě v elektronegativním
plazmatu, kde se objevují jak záporné ionty, tak elektrony. V našem modelu budeme
zkoumat odezvu plazmatu na skokovou změnu kladného předpětí válcové sondy v
geometrii, kterou jsme již popsali výše. Použijeme dva typy plazmatu – silně elek-
tronegativní plazma tvořené především těžkými ionty s elektronegativitou 90% a
slabě elektronegativní plazma s elektronegativitou 10% a budeme hledat rozdíly v
dynamice formování stínící vrstvy. Nejprve necháme zformovat stínící vrstvu ve sta-
tickém režimu při předpětí Us = 2 V a poté v čase t = 0 změníme předpětí na
Us = 5 V a program spustíme v režimu dynamickém.

Na grafech 6.22 vidíme potvrzení naší domněnky o pomalé reakci iontů. Na
horním grafu je vidět, že elektrony ve slabě elektronegativním plazmatu začínají re-
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Obrázek 6.22: Rozdíl v dynamice formování stínící vrstvy v kyslíkovém plazmatu s
elektronegativitou 10% (nahoře) a 90% (dole).
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agovat již v časech řádu 10−4 µs, zatímco ionty v silně elektronegativním plazmatu
reagují přibližně o půl řádu později. Doba ustavení rovnováhy je v případě iontů
mnohem delší, ačkoliv se může v logaritmickém časovém měřítku jevit srovnatelná s
dobou ustavení rovnováhy elektronů. Rozdílná doba je způsobena právě popsaným
posunem po logaritmické ose. Dále si můžeme všimnout širší stínící vrstvy v pří-
padě silně elektronegativního plazmatu, což je jev, který již byl popsán výše a díky
výsledkům dynamického režimu bylo jeho vysvětlení potvrzeno.

Poslední jev, který si neumím plně vysvětlit, je zákmit potenciálu, který na-
stává těsně po jeho hlavním poklesu – tedy kolem času 1, 8 · 10−2 µs v případě 10%
elektronegativity a 1 · 10−1 µs v případě 90% elektronegativity. Tento jev nebyl při
rovinné konfiguraci [42] pozorován, jde tedy buď o specifikum válcové geometrie,
nebo o neobjevenou chybu v programu a jeho potvrzení či vyvrácení by vyžadovalo
pravděpodobně porovnání s jinými modely válcové geometrie.

6.3.4 Časová náročnost modelu

Podobně jako u modelu elektropozitivního plazmatu se pokusíme analyzovat časovou
náročnost. Hlavní rozdíl oproti zmíněnému modelu je změna srážkových interakcí,
které teď není možné oddělit od výpočtu pohybových rovnic, protože je vykonávání
srážek přímo jeho součástí. Velké změny, které jsme zatím v textu nezmiňovali, byly
provedeny ve struktuře kódu především proto, aby byl model co nejuniverzálnější.
Změny základních parametrů programu se už neprovádějí změnou symbolických kon-
stant, ale pomocí konfiguračních souborů a model tak není nutné znovu překládat.
To s sebou přineslo nutnost vytvořit strukturu základních proměnných programu
mnohem komplexnější než v případě modelu specializovaného na dvoukomponentní
argonové plazma (aby bylo možné např. přidat bez zásahu do kódu nový druh částic,
atd.), a předpokládáme tedy i větší časovou náročnost na „režiiÿ jednotlivých cyklů.
Nový srážkový modul by měl výpočet naopak urychlit.

0
1,0.104

5,0.105 1,0.106 1,5.106 2,0.106 5,0.106
0

1.10-7
2.10-7
3.10-7
4.10-7
5.10-7
6.10-7
7.10-7
8.10-7
9.10-7

3.10-6

 

 

τ [s
]

N i

�����
��
��
�����	���������
����������� O �N �

Obrázek 6.23: Analýza výpočetní rychlosti modelu pro různé počáteční počty částic
Ni. Význam parametru τ je vysvětlen v kapitole 6.1.4. Fitovaná závislost odpovídá
složitosti O(N).
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Analýzu budeme provádět pro multikomponentní plazma s elektronegativitou
50% a ve válcové geometrii s přepětím sondy Us = 10 V. Ostatní parametry bu-
dou shodné s parametry v tabulce 6.5, samozřejmě kromě počtu částic v pracovní
oblasti, který bude proměnný. Obrázek 6.23 ukazuje výsledky měření časové ná-
ročnosti. Ta byla měřena naprosto shodným způsobem, jako u modelu elektropozi-
tivního plazmatu. Aditivní konstanta závislosti zůstala naprosto stejná, zvýšila se
však multiplikační konstanta, která je rozhodující při určení doby výpočtu s větším
počtem částic. Výsledné parametry jsou

m = 4, 0 · 10−7 s

a = 0, 027 s ,

což pro multiplikativní konstantu znamená nárůst pouze o 11%.

6.4 Trojrozměrný model objemu plazmatu

6.4.1 Popis modelu

Poslední model vytvořený v rámci této diplomové práce se poněkud odlišuje od
ostatních modelů. Nejedná se totiž o model interakce plazmatu s pevnou látkou, ale
o model objemu plazmatu. Důvody zahrnutí tohoto modelu do diplomové práce jsou
následující:

• Model může ukázat, jak moc zjednodušený je předpoklad Maxwellova rozdělení
v nenarušeném plazmatu.

• V případě, že se výsledné rozdělení bude příliš odlišovat od Maxwellova rozdě-
lení, je možné pro budoucí modely interakce plazma – pevná látka tento model
využít k výpočtu rozdělení v nenarušeném plazmatu a toto rozdělení následně
generovat ve zdroji částic.

• V rámci tohoto modelu jsme se pokusili zodpovědět otázku, jak výpočetně ná-
ročné je použití fyzikálně správnější metody pro výpočet sil – metody přímého
působení ve třech dimenzích.

Nejdůležitějším výstupem modelu tedy bude elektronová rozdělovací funkce. Z to-
hoto hlediska se nabízí srovnání s modely, které řeší Boltzmannovu kinetickou rov-
nici. Srovnání jsme provedli s výsledky již dříve použitého programu BOLSIG+.
Model jsme testovali na inertním argonovém plazmatu se stejnými parametry, jaké
mělo plazma v kapitole 6.1.4.

Vzhledem k tomu, že pohyb argonových iontů v tomto případě nehraje takovou
roli, pohybovali jsme s ionty bez ohledu na silové působení, tedy rovnoměrným
přímočarým pohybem s časovým krokem rovným elektronovému časovému kroku
a s rychlostmi danými Maxwellovým rozdělením o střední energii 39 meV, která
odpovídá teplotě 300 K.

Pohyb elektronů je určen dvěma základními faktory. Prvním z nich je urychlující
homogenní elektrické pole. Pro velikost elektrického pole jsme zvolili tři různé hod-
noty: 200, 300 a 400 V·m−1. Druhým faktorem jsou srážky elektronů s neutrálními
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částicemi, které naopak pohyb elektronů zpomalují. Uvažovali jsme opět pružný roz-
ptyl, excitaci s excitační energií 11,55 eV a jednoduchou ionizaci s energií 15,76 eV.
Počáteční energii elektronů volíme nízkou (energie odpovídá teplotě 300 K) a počá-
teční rozdělení je rovno Maxwellovu. Elektrony se však při běhu programu urychlují,
až jejich střední energie dosáhne rovnovážné hodnoty. V průběhu simulace se také
deformuje počáteční Maxwellovo rozdělení, takže již není možné hovořit o teplotě.
Rovnovážné rozdělení energie elektronů je výstupem z programu, nicméně vzhledem
k nízkému počtu částic v pracovní oblasti je ještě nutné simulaci ve stacionárním
stavu určitou dobu ponechat a v daných časových intervalech počítat stále nové roz-
dělovací funkce. Ze všech získaných rozdělovacích funkcí pak získáme aritmetickým
průměrem rozdělení s výrazně menším šumem, který byl původně způsoben nízkým
počtem částic. Podobný postup jsme ostatně používali i v předchozích modelech,
samozřejmě jedině v případě statického režimu.

Obrázek 6.24: Ilustrace periodických okrajových podmínek ve dvourozměrném mo-
delu. Na obrázku je zakresleno nejbližších osm kopií pracovní oblasti. Přerušovaná
čára ukazuje myšlenou hranici oblasti, ze které silově působí částice na vybranou
částici. Převzato z [18].

Pokud modelujeme objem plazmatu, nemá již smysl používat zdroj částic, a tak
je vhodné používat pro pohyb částic periodické okrajové podmínky. Princip těchto
podmínek je jednoduchý – jakmile částice opustí pracovní oblast, okamžitě se ob-
jeví se stejnou rychlostí na protější stěně. Tyto podmínky také implikují konstantní
počet částic v pracovní oblasti. Počítání sil přímým působením, tedy podle vztahů
(3.7 – 3.9), má v tomto případě jednu základní nevýhodu. Na částice blízko okraje
pracovní oblasti totiž působí pouze částice z pracovní oblasti, tedy z jednoho směru,
což způsobí nežádoucí okrajové jevy. Jak uvádí např. [18], je možné se těchto okra-
jových jevů vyvarovat použitím jisté modifikace periodických okrajových podmínek.
V případě dvourozměrného modelu, který je znázorněn na obrázku 6.24, vytvoříme
kolem pracovní oblasti alespoň jednu vrstvu jejích kopií. Pokud máme v původní
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pracovní oblasti N částic, bude síla působící na vybranou částici rovna superpozici
(N−1) nejbližších částic nacházejících se buď přímo v pracovní oblasti nebo v jejích
kopiích. Tímto se sice vyvarujeme okrajových jevů, ale musíme dbát na to, abychom
měli v pracovní oblasti dostatečný počet částic, čímž zmírníme efekty způsobené
uměle přidanou periodicitou.

6.4.2 Výsledky a časová náročnost modelu

Výsledky modelu ukazuje obrázek 6.25. V první řadě si všimneme zásadní odlišnosti
výsledků představeného modelu i výstupu programu BOLSIG+ od Maxwellova roz-
dělení s odpovídající střední energií. V další práci by tedy bylo velmi vhodné pou-
žívat ve zdroji částic modelu interakce plazma – pevná látka toto rozdělení namísto
dosud užívaného Maxwellova rozdělení a případně porovnat, o kolik se liší výsledky
obou simulací. Porovnání námi vytvořené simulace s programem BOLSIG+ uka-
zuje uspokojivou shodu v daném rozsahu vnějšího elektrického pole. Nejlepší shodu
můžeme pozorovat u nejsilnějšího pole. Také si můžeme všimnout, že zvýšení urych-
lujícího pole na dvojnásobek nemá příliš vliv na výsledné rozdělení energie elek-
tronů. Z grafu můžeme také usuzovat, že výsledná rozdělení jsou „kombinacíÿ dvou
Maxwellových rozdělení, které by byly v grafu reprezentovány přímkami. Výsledná
střední energie částic vede na rozdělení se sklonem mezi těmito dvěma extrémními
hodnotami.
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Obrázek 6.25: Výsledky trojrozměrného modelu (plná čára) ve srovnání s výsledky
programu BOLSIG+ (přerušovaná čára) pro různé velikosti vnějšího elektrického
pole. Maxwellovo rozdělení pro všechny vycházející střední energie částic splývá v
čerchovanou přímku.
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Výpočetní náročnost trojrozměrného modelu budeme studovat jednodušším způ-
sobem než v případě předchozích dvou skupin modelů. Oproti času potřebnému na
výpočet síly jsou totiž časy potřebné pro všechny ostatní části modelu zcela zane-
dbatelné, a do grafu tak vyneseme pouze čas T potřebný pro výpočet sil na všechny
částice v jednom časovém kroku v závislosti na celkovém počtu částic v pracovní
oblasti N .
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Obrázek 6.26: Výpočetní náročnost třírozměrného modelu s přímým výpočtem sil. V
grafu vynesen čas potřebný pro výpočet sil v jednom časovém kroku. Časy ostatních
částí modelu jsou zanedbatelné.

Jak znázorňuje graf na obrázku 6.26 a jak jsme také předpokládali, závisí doba
výpočtu na druhé mocnině počtu částic. Parametr fitované křivky T = ax2 je ro-
ven (2, 658 ± 0, 001) · 10−8 s. Výpočet jednoho časového kroku modelu elektropo-
zitivního plazmatu při celkovém počtu částic 2 · 106 trvá přibližně 0,75 s. Pokud
bychom chtěli počítat jeden časový krok stejnou dobu i třírozměrným modelem,
mohli bychom použít pouze asi 5300 částic, což je na hranici použitelnosti. Bude
tedy nutné třírozměrný model zásadně zefektivnit, abychom jej mohli použít pro
výpočet interakce plazmatu s pevnou látkou. Pro určení EEDF v objemu plazmatu,
jak ukázaly výsledky, je prezentovaný model dostatečně rychlý.
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Kapitola 7

Závěr

Na konec shrneme nejdůležitější výsledky dosažené v diplomové práci. V rámci
modelu elektropozitivního plazmatu jsme studovali intertní argonové plazma. Si-
mulovali jsme voltampérovou charakteristiku měřenou na nekonečné válcové sondě
a výsledky jsme srovnali s experimentem provedeným v podobných podmínkách.
Ukázalo se, že absence zakončení sondy způsobí až padesátinásobný pokles proudu
na sondu, nicméně až na tuto konstantu byl průběh obou charakteristik podobný.
Aplikováním Langmuirovy teorie bezesrážkového plazmatu jsme ukázali, že zmíněné
zjednodušení v konkrétním případě daného plazmatu způsobí zkreslení výsledků při-
bližně o jednu čtvrtinu a popsaná teorie není příliš přesnou metodou vyhodnocování
této charakteristiky.

Dále jsme se věnovali srážkovým procesům. V literatuře se můžeme setkat i
s modely, které započítávají srážky pomocí konstantních účinných průřezů. Tento
přístup podle našich výsledků znamená poměrmě velkou chybu, na druhou stranu
nezapočítání úhlových závislostí způsobí chybu minimální. Dále jsme v modelech
tedy používali totální účinný průřez. Kvůli nedostatku experimentálních dat jsme
však započetli diferenciální účinný průřez pouze u jedné z interakcí. Až budou do-
stupná experimentální data pro další interakce, bylo by v budoucnu vhodné simulaci
zopakovat a úhlové závislosti podrobit další analýze.

Analýze jsme také podrobili zjednodušení nekonečné rovinné sondy. Zjistili jsme,
že vnořenou destičku o maximálních rozměrech, které jsme byli schopni zahrnout do
pracovní oblasti, nelze považovat za nekonečnou rovinnou sondu ani v okolí středu
její větší stěny. Kromě toho jsme pozorovali postupné snižování lokálního maxima
koncentrace elektronů při kladném předpětí a při zvětšování rozměrů destičky. V
ideálním případě nekonečné sondy toto maximum zcela zmizí.

Elektropozitivní plazma se objevilo ještě v modelu objemu plazmatu. Nalezli
jsme elektronovou rozdělovací funkci v nenarušeném plazmatu, která byla v dobré
shodě s výsledky programu Bolsig+, který používá zcela jiný přístup k řešení pro-
blému. Toto rozdělení se však zásadně liší od Maxwellova rozdělení, a tak je v bu-
doucnu nutné uvažovat nad výměnou zdroje částic modelů interakce s pevnou látkou
(věříme však, že dosavadní používání zdroje částic s nepřesným Maxwellovým roz-
dělením nazpůsobilo ve výsledcích našich modelů příliš velkou chybu, neboť během
průletu nabitých částic ze zdroje presheathem maí tyto částice dastatek času, aby

76



svá rozdělení upravily na správná). Tento model v kombinaci s metodou přímého
působení částic však není možné použít jako model interakce s pevnou látkou kvůli
neúnosné výpočetní náročnosti. Opět z toho vyplývá, že je v budoucnu nutné model
co nejvíce zefektivnit. Měření časové náročnosti odpovídalo předpokladům a ukázalo
možnosti současného komerčně dostupného hardwaru.

Další části práce se již věnovaly multikomponentnímu plazmatu. Zkoumali jsme
jeho vlastnosti v závislosti na elektronegativitě a ukázalo se, že záporné ionty díky
své vysoké hmotnosti netvoří při kladném předpětí sheath. Do stínící vrstvy se
dostávají až při vysoké elektronegativitě, kdy není dostatek elektronů. Tato hypotéza
se potvrdila i u modelu rovinné geometrie s nerovností. Ukázali jsme vliv šířky zářezu
na makroskopické parametry stínící oblasti. V režimu dynamickém se také potvrdily
předpoklady o pomalejší reakci více elektronegativního plazmatu na skokovou změnu
potenciálu.

Modely interakce multikomponentního plazmatu idealizované směsi O2/Ar s pev-
nou látkou ukázaly především vlastnosti plazmatu v závislosti na jeho složení. Reálné
složení kyslíkového plazmatu jsme pro různé hodnoty redukovaného elektrického pole
získali řešením rovnic chemické kinetiky. Vstupními daty byly rychlostní konstanty
zahrnutých reakcí a účinné průřezy interakcí s elektrony, jejichž rozdělovací funkci
jsme vypočetli opět s využitím programu BOLSIG+ a rychlostní konstanty jsme tak
mohli vypočítat z definice.

Závěrem této práce můžeme konstatovat, že modely interakce plazmatu (jak elek-
tronegativního, tak i elektropozitivního) s pevnou látkou dávají uspokojivé výsledky
i v poměrně složitých geometriích, které jsou však stále omezeny na dvě dimenze. Vý-
sledky práce ukázaly zajímavé výsledky, ale také mnoho námětů na další zkoumání
a vylepšování programů, a to především při jejich převodu na plně třídimenzionální
formu, v čemž bych rád také pokračoval v doktorském studiu na KFPP MFF UK.
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