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Kapitola 1

Uvod

Problém splnitelnosti (SAT) pro obecnou Booleovskou formuli v CNF je NP-
uplny. Nicméné se vyskytuje v mnoha praktickych tilohach jako je automatické do-
kazovani, navrh plosnych spoji, nebo feSeni planovacich problému. Proto je snaha
o jeho efektivni feseni. V této oblasti se vyskytuji dva proudy — pravdépodobnostni
feseni a Teseni problému pro formule specialniho tvaru.

Tento text se bude zabyvat druhym pristupem. Izolovani urcitych t¥id totiz muze
pomoci pfi navrhu obecného fesice problému SAT a to dvéma zptsoby: v pfipadé
ze rozpozname formuli z efektivné fesitelné t¥idy, mizeme ji vyfesit polynomialnim
algoritmem (s garantovanou spravnosti vysledku); nékteré myslenky a vysledky lze
také pouzit pro navrh heuristik pravdépodobnostniho algoritmu.

Probereme zde jednotlivé tfidy Booleovskych formuli, pro které je znam poly-
nomialni algoritmus na hledani splnitelnosti. Uvedeme zakladni vysledky tykajici
se vlastnosti formuli z téchto t¥id, rozpoznavani a testovani splnitelnosti. Prozkou-
mame také vzajemny vztah tfid vzhledem k inkluzi. Ten m4 vyznam tehdy, chceme-li
v obecném Tesi¢i pouzit specialni algoritmus pro nékteré tfidy. Vime-li, Ze jedna je
podtiidou jiné, nemusime testovat zvlast nélezeni a splnitelnost pro obé t¥idy (staci
testovat pro tu vetsi).

V nasledujici kapitole zavedeme potiebnou terminologii, exaktné popiseme, ¢im
se prace zabyva, a pojedname o dvou pristupech pouzivanych pii feseni SATu —
rezoluci a linedrnim programovéani. V kapitole 3 pak probereme dobtfe znamé tridy
formuli (kvadratické, balanced, matched, Hornovské a rozsifené Hornovské). Kapi-
tola 4 pak zkouma tiidy SLUR, g-Horn a LinAut; vétsina vlastnich vysledki se
nachézi pravé v této kapitole. V zévérecné casti je pfehledné shrnuti vzajemnych
vztahtl zkoumanych t¥id vzhledem k inkluzi a odvozenych vlastnosti o uzavienosti
t¥id vzhledem k operacim s formulemi.



Kapitola 2

Terminologie a metody

Nejdrive definujeme zakladni pojmy, které nam umozni fici, o ¢em bude tento
text pojednavat. Nasledovat bude stru¢ny popis vysledkii ze dvou oblasti — rezoluc¢ni
metody a TfeSeni tloh linearniho programovani — hojné se vyskytujicich v fesenich
zkoumaného problému.

2.1 Zakladni pojmy a popis problému

V nasem textu budeme rozliSovat mezi Booleovskou funkci, coz je zobrazeni
ve smyslu teorie mnozin, a Booleovskou formuli, slovem ve formalnim jazyce vy-
rokové logiky. Tyto pojmy jsou definovany nasledovné:

Definice 2.1.1. Booleovskd funkce n proménnych je zobrazeni f : {0,1}" — {0, 1}.
Hodnotu 1 chapeme jako pravdu (také oznacovanou jako true nebo T), hodnotu 0
jako nepravdu (false, F).

Prvku = € {0,1}" budeme fikat ohodnoceni Booleovské funkce. Pokud bude
navic f(x) = 1, budeme mluvit o spliiujicim ohodnoceni. Ohodnoceni, pro nez plati
f(x) = 0 budeme oznacovat jako falsifikugici.

Definice 2.1.2. Necht V' je neprazdnd mnozina proménnych. Vgrokovd (téz Bo-
oleovskd) formule je slovo nad abecedou ¥ = V U {—,&,V,—, <, (,)} spliujici
nasledujici pravidla:

1. Kazda proménna x € V je vyrokovou formuli.

2. Jsou-li A a B vyrokové formule, jsou i —A, (A&B) , (AV B), (A — B) a
(A < B) vyrokové formule.

3. Kazda formule vznikne koneénym poctem aplikaci pravidel 1. a 2.

Timto jsme definovali jazyk vyrokové logiky (syntax), nyni sloviim tohoto jazyka
ptitadime vyznam (definujeme sémantiku).

Definice 2.1.3. Zobrazeni v : V — {0, 1} nazyvame pravdivostnim ohodnocenim
proménnych. Toto zobrazeni v jednoznac¢né rozsitime do pravdivostniho ohodnocent
formule v indukci podle slozitosti formule:

o ¥(z) =v(zx), jelizeV



_ 0, jeliv(A)=1
o §(—A) = { 1. ;e—li ngg 0 (negace)

e (A&B) = { é: j:;likv(A) =o(B) =1 (konjunkce)
e 5(AV B) = { (1): ;:i_ll;kv(A) =0(B) =0 (disjunkce)
e 5(A— B)= { (1): ;:i_ll;kv(A) =lao(B)=0 (implikace)
e (A~ B)= { (1): ;:i_ll;kv(A) = o(B) (ekvivalence)

Obdobné jako diive definujeme splnujici ohodnoceni formule F' jakozto rozsifeni
zobrazeni v : V — {0,1} na zobrazeni ¢ zpusobem uvedenym vyse takové, ze plati
0(F) = 1 (analogicky falsifikujici ohodnoceni).

Priklad 2.1.4. Na piikladu ukdzeme, ze kazdou Bool. funkei f: {0, 1}" — {0,1}
lze vyjadfit vyrokovou formuli F' nad proménnymi {x,zs, ..., x,}.
Vezméme si funkci t¥i proménnych definovanou nasledujici tabulkou:

‘ T ‘ T2 ‘ T3 H f(z1, 29, 73) ‘
01010 1

— =0 OO
—_ —_ OO =M= O
—_ O = O = O -
ORLr R OO R K

Formuli F' sestavime po ¢astech. Soustiedime se pouze na fadky ve kterych je funkéni
hodnota rovna jedné. Pro kazdy takovy radek vytvoiime formuli jako konjunkci
vSech proménnych tak, ze za proménnou v jejimz sloupci je 0 pouzijeme poménnou
v negované formé a za proménou, kde je 1 pouzijeme proménnou v primé formé.
Tak napiiklad pro fadek | 1|0 | 1 | 1| vznikne formule (z1&-z2&x3). Pozadova-
nou formuli odpovidajici Booleovské funkci f zadané tabulkou pak ziskdme jako
disjunkci vSech takto vzniklych formuli. V nasem pfipadé F' = (—x1&—xo&—x3) V
(_'Zfl&_'i’g&l'g) V (_h'L'l&l‘Q&_'ZL'g) V (l‘l&_'l‘g&l‘3) V (l‘l&l'g&_'l‘g)‘

Timto zptusobem vzdy vznikne formule specifického tvaru (v tzv. disjunktivni
normalni formé — DNF). Tento tvar definujeme, abychom ujasnili terminologii. Sou-
¢asné definujeme konjunktivni normalni formu (CNF). Z tvrzeni, které bude nésle-
dovat, pak vyplyne, ze kazda Booleovska funkce 1ze vyjadrit i v CNF.

Definice 2.1.5 (normélni tvary).
e Literdlem nazveme proménnou nebo jeji negaci.

e Termem oznac¢ime konecnou konjunkci literali, ktera neobsahuje soucasné li-
teral i jeho negaci.



e Formule je v disjunktivni normdlni formé (zkracené DNF), jestliZe je konecnou
disjunkci termd.

e Klauzuli nazveme konecnou disjunkci literalti neobsahujici soucasné literal i
jeho negaci.

e Formule je v konjunktivni normdlni formé (CNF), jestlize je konefnou kon-
junkci klauzuli.

Tvrzeni 2.1.6 (de Morganova pravidla). Necht L je koneénd mnoZina literdli. For-
mule Fy = = \,c, 1 a formule Fy = \/ ., —l vyjadiuji tutéZ Booleovskou funkci (jsou
ekvivalentni — to znacime symbolem = ).

Diikaz. Necht v je spliujici ohodnoceni formule Fy (tj. o(Fy) = 1). Plati © =
1 0= Nel) =14 0(A\,c.l) = 0« alespoii pro jeden literal [ € L je 0(l) =0 <
alespon pro jeden literdl [ € L je 9(=l) = 1 & 0(\/ o, ) =1 & 0(F) = 1. O

Priklad 2.1.7. Nyni se vratime k ptikladu 2.1.4 a ukdzeme na téze formuli vyjad-
feni v CNF. VSimnéme si, Ze dvojitd negace se vyrusi (tj. -—F = F). Vytvorime
tedy ze zadané Booleovské funkce f funkci f tak, ze zaménime funkéni hodnoty 1
za 0 a naopak. K ni vytvorime odpovidajici formuli v DNF F = (—z1&zy&3) V
(x1&x2&23) V (21&22&23) ekvivalentni s = F.

Nyni pouzijeme de Morganova pravidla: =F = (z; V —y V —x3)&(—z1 V 29 V
x3)&(—x1 V —xy V ), coz je formule v CNF vyjadiujici f.
Poznamka 2.1.8. Ve zbytku tohoto textu se omezime pouze na konjunktivni nor-
malni tvar (CNF). Protoze pfi této timluvé nebude hrozit zdména CNF a DNF,
muzeme pouzivat také mnozinovy popis formuli. Formuli pak budeme chapat jako
mnozinu klauzuli a klauzuli jako mnozinu jejich literali.

V této praci se budeme zabyvat algoritmickym testovanim splnitelnosti formule.
Specialné nas budou zajimat ty tfidy formuli, pro které lze tento problém fesit rychle
pomoci deterministického algoritmu. Proto je nyni tfeba zavést vypocetni model a
presnéji specifikovat, co znamena Tesit ,,rychle“.

Definice 2.1.9 (vypocetni model). Turingiv stroj M s k pdskami je pétice M =
(Q7 Z) 5a qo0, F)a kde

e () je neprazdné konecna mnozina stavi,

e Y je neprazdna konecna paskova abeceda obsahujici symbol pro prazdné po-
licko,

§:QxTF - Qx Y1 x {R,N, L} je (prip. ¢astetnd) prechodova funkee,

qo € @ je pocatecni stav,
e F' C () je mnozina pfijimajicich stavi.

Vsechny pésky jsou jednostranné potencialné nekonecné, skladaji se z bunek, ve kte-
rych mize byt zapsan libovolny symbol paskové abecedy, nebo mohou byt prazdné.

Konfiguract Turingova stroje rozumime aktudlni stav vypoctu popsany pomoci:
stavu ve kteréme se Turinguv stroj nachazi, popsanych c¢asti pasek a pozic hlav na
paskach.



V podateéni konfiguraci je Turingv stroj v po¢ateénim stavu go. Prvni (vstupni)
péska na svém zacatku obsahuje vstupni slovo, ostatni (pracovni) pasky jsou prazdné.
Hlavy se na vsech paskach nachazi na prvni bunce.

Jeden krok vgpoctu je popsan prechodovou funkei d: ke stavu ¢ a obsahu jednot-
livych péasek v polickdch pod hlavami ziskdme jejim uzitim novy stav, pokyn pro
hlavy nad pracovnimi paskami, co maji zapsat na svou aktualni pozici a kam se
néasledné maji posunout (pokyny jsou pro vsechny hlavy, pro kazdou zvlast).

Vypoctem Turingova stroje pak rozumime posloupnost konfiguraci zacinajici
v pocatecéni konfiguraci, kde mezi dvéma po sobé nésledujicimi konfiguracemi lze
prejit pomoci prechodové funkce. Tato posloupnost muze byt budto nekonecné,
nebo pro posledni konfiguraci v posloupnosti neni definovana prechodova funkce,
pifpadné obsahuje pravé jeden koncovy stav (posledni prvek posloupnosti). Rikame,
ze Turingtv stroj prijima slovo w, jestlize vypocet konci a to v pfijimajicim stavu.

Mnozinu slov pfijimanych strojem M (jazyk) oznac¢ime L(M).

Definice 2.1.10 (¢asova slozitost). Necht Turingiv stroj M provede nad kazdym
vstupem délky n nejvyse T'(n) kroki, nez se zastavi, pak fikdme, ze M ma casovou
sloZitost T'(n)?.

Definice 2.1.11 (tfida P). Jazyk L patii do tfidy P, jestlize existuje polynom
p : N — N a Turingtv stroj M takovy, ze L = L(M) a M ma ¢asovou slozitost
T(n) < p(n) pro vsechna n.

Poznamka 2.1.12. Vypocetni model byl vybran tak, jak je obvyklé. Pokud pripus-
time plastnost zndmé ,silné Church-Turingovy teze“?, tak na konkrétni volbé mo-
delu vlastné nezalezelo (ziskali bychom stejnou t¥idu P).

Jak je bézné, budeme algoritmy popisovat pseudokdédy a predpokladat, Ze jsme
schopni prislusny Turingtv stroj zkonstruovat. Dale budeme uvadét ¢asovou slozi-
tost tak, aby co nejvice odpovidala redlnému vypocetnimu stroji (budeme pro tyto
potieby uvazovat stroj RAM). K odhadtim ¢asové slozitosti algoritmt budeme pouzi-
vat ,,O“-notaci. Pro tiplnost uvadime definici symbolu O, ostatni pouzivané symboly
(0, w, ), O©) ¢tenaf najde v libovolné knize zabyvajici se vypocetni sloZitosti (napt.

[1])-

Definice 2.1.13. Funkce f : N — N je asymptoticky mensi nez g : N — N, piseme
f=0(g), jestlize (3c € N)(Ing € N)(Vn > ng)(f(n) < c-g(n)).

Nyni jesté zminime nékolik faktti o nedeterministickych vypoctech, polynomial-
nich transformacich a tiidach NP a co-NP.

Poznamka 2.1.14. Turingtv stroj dle uvedené definice méa vzdy nasledujici konfi-
guraci urcenu jednoznac¢né — plyne z pozadavku, ze  je funkce. Kdyz od tohoto
pozadavku upustime (forméalné bude nyni § funkce do potencéni mnoziny (@ X
Y1 x {R, N, L}k)), ziskdme nedeterministicky Turingiv stroj.

Pak musime také nalezité upravit definici prijimani: nedeterministicky Turingtv
stroj prijima slovo w, jestlize existuje prijimajici vypocet (tj. posloupnost konfiguraci
zacinajici poc¢atecni konfiguraci a koncici v pfijimajicim stavu, takova, ze mezi dvéma
po sobé jdoucimi konfiguracemi lze pfejit pomoci prechodové funkce).

IPYesnéji Fedeno se jednd o Gasovou slozitost v nejhorsim pfipadé, ale jiné nés zajimat nebude.
2Silna Church-Turingova teze fikd, Zze kazdy ,rozumny“ vypocetni model lze s polynomilnim
zpomalenim simulovat na Turingoveé stroji.



A také upravit definici ¢asu vypoctu jako délku nejkratsiho z ptijimajicich vy-
poctl, pokud existuje.

Definice 2.1.15. Necht L je jazyk nad abecedou ¥ a L’ je jazyk nad abecedou
Y. Pak funkci f : ¥* — X" nazveme polynomidini transformact, pokud existuje
deterministicky Turingtv stroj takovy, ze pro kazdé slovo w € ¥* na vstupni péasce
spocita v polynomiélnim ¢ase slovo f(w) € X' a zapiSe ho na prvni pracovni pasku
a pro f(w) plati w € L & f(w) € L.

Definice 2.1.16 (tfidy NP a co-NP). NP je tiida téch jazyka L, pro které existuje
nedeterministicky Turinglv stroj pracujici v polynomialnim case prijimajici prave
slova z L.

Ttida co-NP je tiida jazykt L C ¥* takovych, ze doplnék jazyka L, tj. L = {w €
¥*rw ¢ L}, je pfijimén nedeterministickym Turingovym strojem v polynomialnim
Case.

Pozndmka 2.1.17 (certifikdtova definice). Nedeterministicky vypocet si mizeme zné-
zornit stromem, jehoz vrcholy odpovidaji konfiguracim a hrany odpovidaji pirecho-
dim mezi konfiguracemi, v kofeni je pocatecni konfigurace. Pro polynomialni vypo-
Cet (cestu kterd zacind v kofeni, je polynomialné dlouha vzhledem k délce vstupu a
konéi prijetim) pak miZeme vytvofit polynomialné dlouhé slovo kédujici vybranou
moznost prechodu v uzlech s vice nasledniky.

Ve skutecnosti lze tfidu NP definovat také nasledovné: Jazyk L patii do tiidy NP,
jestlize existuje polynom p a pro kazdé slovo w € L existuje ,certifikat* délky nejvyse
p(Jwl), takové, Ze s jeho pomoci lze na deterministickém Turingové polynomidlné
stroji overit, ze w € L.

Definice 2.1.18. Jazyk L je NP-tézky, pokud pro libovolny jazyk ze tiidy NP
existuje polynomialni transformace na L.

Jazyk L je NP-uplny, jestlize je ve t¥idé NP a je NP-tézky. Obdobné pro co-NP-
tézkost a co-NP-tplnost.

Nyni mizeme presné vyslovit, ¢emu se budeme v tomto textu vénovat. Za tim
ucelem definujeme problém splnitelnosti Booleovskych formuli (SAT).

Definice 2.1.19. Problém SAT je definovan nésledovné:

Instance: Formule F' v konjunktivné normélni formé.

Otéazka (podminka pro naleZeni do jazyka): Existuje ohodnoceni proménnych v
formule F takové, ze v(F') =17

Je znamo, ze problém SAT je ve své obecnosti NP-tiplny. Neni vsak zatim znamo,
zda jej lze FeSit polynomidlné i deterministicky (neni rozfeSend otézka vztahu tfid
P a NP). Protoze se vyskytuje i v praktickych problémech, je snaha jej Fesit poly-
nomialné alespon pro néjakou podtridu formuli. Nasim cilem bude shrnout znamé
vysledky o tfidach formuli, pro které je znam polynomialni algoritmus na rozhodo-
vani splnitelnosti a zjistit, v jakém jsou vzajemném vztahu vzhledem k inkluzi.

Poznamka 2.1.20. Vedle snahy nachéazet tfidy s polynomialnim algoritmem testo-
vani splnitelnosti se rozviji také oblast pravdépodobnostnich algoritmt na feseni
tohoto problému, téz se hledaji moznosti, jak polynomialné prevést feseni SATu na
jiny problém (napfiklad spliiovani omezujicich podminek — CSP) pro ktery jsou jiz
vyvinuté Fesici techniky (také ne obecné polynomidlni). Témto oblastem se vénovat
nebudeme.
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2.2 Rezoluéni metoda

Dale se budeme zabyvat rezolu¢ni metodou, protoze jeji myslenky se vyuzivaji i
pro feseni splnitelnosti formuli z nékterych tiid, jez budou nasledovat. Definujeme
nékolik dalsich pojmt. Tvrzeni obsazena v této kapitole patii k zakladim problema-
tiky booleovskych funkci a v obmeéné pro DNF je lze nalézt napiiklad v pripravované
knize [7].

Definice 2.2.1. Klauzule C je implikdatem formule F, jestlize pro kazdé ohodnoceni
v plati 9(C) = 0= o(F) = 0.

Klauzule C' je primdrnim implikatem F, pokud kazda C’ vznikla z C vypusténim
libovolného jejiho literalu jiz neni implikat F'.

Poznamka 2.2.2. Kazda klauzule formule F' je zaroven jejim implikatem. Navic podle
nasledujicitho tvrzeni muzeme implikaty pridavat k formuli, aniz bychom zménili
reprezentovanou funkci. Cilem rezolu¢ni metody je najit formuli, kde budou vSechny
implikaty primarni.

Tvrzeni 2.2.3. Jestlize klauzule C' je implikatem formule F', pak F i C&F repre-
zentuje tutéZ Booleovskou funkci.

Dikaz. Necht v je ohodnoceni proménnych formule F. Rozebereme dva piipady
podle hodnoty klazule C"

a) 9(C') = 1: Pak dle pravidla pro vyhodnoceni konjunkce méame 9(C & F) =
9(C)&0(F). Vime ze prvni ¢len je ohodnocen na 1. Podle definice konjunkce

tak je 9(C & F) = 0(F).

b) 9(C) = 0: Z toho, ze C je implikat, plyne, ze také v(F) = 0 (a plati tedy v(C
& F) =9(F)).

V obou ptipadech plati 9(C & F) = o(F)). O

Definice 2.2.4. Necht C je implikat F' (tj. 9(F) < 9(C) pro v8. v) a C’ je primarni
implikat F' spliujici o(F) < 9(C") < 9(C') (uvédomme si, ze to znamena, ze vSechny
literaly z C’ jsou v C), pak fikame, ze C" absorbuje C.

Poznamka 2.2.5. Jestlize F' reprezentuje funkci f a obsahuje vSechny primarni im-
plikaty f, lze ostatni klauzule vypustit beze zmény reprezentované funkce (jsou
absorbovany néjakym z implikati). Vzniklou formuli pak oznacime jako kanonickou

CNF.

Kanonickou reprezentaci lze najit pomoci rezoluéni metody. Ta je zaloZena na
nasledujicim tvrzeni.

Definice 2.2.6. Klauzule C; a Cy maji konflikt v proménné x, pravé kdyz jedna
z nich obsahuje literal x a druha literal —x.

Klauzule C; = (AVz) a Cy = (BV —z) maji spoleénou rezolventu AV B, jestlize
maji konflikt pravé v jedné proménné (v proménné x).

Tvrzeni 2.2.7. Necht C; = (AV x) a Cy = (B V —x) jsou klauzule formule F a
maji rezolventu AV B. Pak AV B je implikdatem formule F'.
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Algoritmus 1 Rezolu¢ni metoda
Vstup: Formule F' v CNF
Vystup: Formule v kanonické CNF
1: F':= F po vynechani absorbovanych klauzuli
2: while (v F jsou klauzule C7 a C3 majici spole¢nou rezolventu C3 a ta neni
absorbovana zadnou klauzuli z F') do
F:.=FU 03
F' := F po vynechani absorbovanych klauzuli
end while
return F

Diikaz. Jestlize 1(AV B) = 0, pak je 9(A) = 9(B) = 0. Potom plati alespori jedna
z rovnosti 5(AVz) = 0 nebo v(BV-x) = 0. A tedy o(F') = 0, protoze AVx a BV -z
jsou implikaty. Celkem tedy mame pozadovanou implikaci 9(AVB) = 0 = o(F') = 0,
ktera znamend, ze AV B je implikat. 0J

Tvrzeni 2.2.8. Algoritmus rezolucni metody se vidy zastavi a vrdti kanonickou

CNF.

Diikaz. Algoritmus je konecny, protoze zadny implikdt nebude pridan dvakrat —
kazdy pridany implikat bud zistane ve formuli az do konce vypocétu, nebo je pozdéji
absorbovan jinym pridanym implikdtem a uz nemtze byt piidan znovu.

Sporem ukazeme, ze kazdy primarni implikat je pfidan do vysledné formule.
Necht algoritmus vrati formuli F' = C1&Cy& ... &C} a C je primarni implikat ne-
obsazeny ve formuli F' (tj. (Vi)(C' # C;)). Definujme mnozinu Io = {C' : (C C
CN& (Vi) (C; € C")} vsech implikatt absorbovanych primarnim implikdtem C, jez
nejsou absorbovany zadnym implikatem formule F'. I- je neprazdna, protoze obsa-
huje C. Necht C* je nejdelsi klauzule z mnoziny I, a n je pocet vSech proménnych
formule F'. Rozebereme dva ptipady:

a) |C*| = n (obsahuje vSechny proménné): v(C*) = 0 (tj. zadny literal neni
splnén) = (Vi)(0(C;) = 1), protoze kazda C; ma s C* konflikt (a tedy splnény
literal) diky podmince (Vi)(C; € C') v definici mnoziny Io. To znamena, Ze
o(F) = 1.

Také ale (podle podminky C' C C”) musi platit 9(C*) = 0 = 9(C) = 0,
coz znamena, ze U(F) = 0, protoze C je implikat. Tato hodnota dava spor
s predchozi tvahou.

b) |C*| < n: Necht literaly =, -2 nejsou v C*, tzn. C*Vx ani C*V -~z nejsou v Io.
To znamena, Ze pro né neplati podminka (V7)(C; € C") z definice I. Existuji
tedy i a j takové, ze C; C C* U {z} a C; C C* U {—~z}. Protoze C* € I, je
x € C; a ~x € (. Spoletné rezolventa C; a C; je pak v mnoziné /¢ a neni
absorbovana zadnym implikatem Cy, coz je spor.

O

Rezoluéni metoda v obecném piipadé nepracuje polynomialné vzhledem k délce
vstupni formule. Z toho, Ze ji lze pouzit k testovani splnitelnosti libovolné Booleovské
formule, plyne, Ze vygenerovani kanonické CNF je NP-tézky problém: formule F
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je nesplnitelnd, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni v je v(F) = 0, takova formule
mé ale jako implikant identickou nulu (prazdnou klauzuli). Protoze identicka nula
absorbuje libovolnou klauzuli, je zaroven kanonickou reprezentaci formule F'. Celkem
tedy mame, ze formule F' je splnitelné, pravé kdyz rezoluéni metoda nevrati jako
vysledek formuli s jedinou nulovou klauzuli.

Casto se jako podprogram pouzivi omezend varianta — jednotkovd rezoluce. Ta
provadi odvozovani rezolventy pouze tehdy, kdyz je jedna z klauzuli jednotkova (je
tvofena pouze jednim literdlem) — ta vynucuje hodnotu pro danou proménnou. V pii-
padé, kdy rezoluci pouzivame pro potfeby testovani splnitelnosti, se vyuziva jesté
upravend varianta — propagace jednotkovyjch klauzuli — viz algoritmus unitprop (na
strané 14). Tento algoritmus lze implementovat v linedrnim c¢ase vzhledem k délce
formule. K tomu poslouzi reprezentace formule pomoci struktury z dvousmérnych
seznamu uvedend na obrazku (v kazdém prubéhu while-cyklu vypadne jeden cely
fadek a alespon jeden cely sloupec; protoze struktura obsahuje pravé tolik prvk,
kolik je ve formuli literalt a kazdy je pouzit nejvysSe jednou a to s konstantnimi
naroky na ¢as, je celd procedura linearni).

Klauzule

C, C, C.,

1\2 1\2 A 1

» »i
> «
A
A

Proménné

T

Obrazek 2.1: Struktura pro reprezentaci formule v algoritmu unitprop

Pro studium vlastnosti rezoluce je nékdy vyhodné pouzit tzv. rezolucni graf
(pouZzijeme ho v ¢ésti o tfidé SLUR). Ten je definovan nasledujicim zptsobem.

Definice 2.2.9 (rezolu¢ni graf). Rezolucni graf pro formuli F' je neorientovany graf,
kde mozina vrcholi odpovidd mnoziné klauzuli ve formuli F' a mezi dvéma vrcholy
vede hrana, pravé kdyz maji konflikt pravé v jedné proménné.

2.3 Linearni programovani
Testovani splnitelnosti je mozno polynomialné pfevést na tlohu celoc¢iselného
linedrniho programovéni (ta je tak NP-tézkd). Protoze pro linedrni programovani

s realnymi (nebo raciondlnimi) ¢isly existuji polynomidlni algoritmy, objevily se
myslenky zavést tfidu formuli tak, ze formule patii do dané tridy, pokud lze jeji
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Algoritmus 2 unitprop
Vstup: Formule F' v CNF
Vystup: Formule po provedeni propagace jednotkovych klauzuli a vynucené ¢as-
tecné ohodnoceni
: t:= ,prazdné castecné ohodnoceni®
while (v F' je jednotkova klauzule /) do
if F' obsahuje prazdnou klauzuli then
return (F), t)
end if
t :=t U ,,ohodnoceni proménné literalu [ tak, aby byl [ splnén®
for all C je klauzule F' do
if [ se vyskytuje v C' then
F:=F\{C}
else if -l se vyskytuje v C then
Fo=(F\{C}HU{C\{i}})
end if
13: end for
14: end while
15: return (F, t)

— = =
R T

splnitelnost rozhodnout zaokrouhlenim realného feseni (pfipadné se zaokrouhlovani
pouziva pii postupném ziskavani ¢asteénych ohodnoceni).

Protoze samotna problematika polynomialniho feseni tlohy linedrniho progra-
movani presahuje ramec tohoto textu, pouze fekneme, co je to tuloha linedrniho
programovani a jak se na ni problém splnitelnosti typicky pfevadi. Pro podrobnosti
o polynomialnim feseni této tilohy i o linearnim programovani obecné miize ¢tenar
nahlédnout do knihy [15].

Definice 2.3.1. Pro vektory Z, i € Q" (resp. R", Z™) definujeme ¢astené uspora-
dani ¥ <y, pravé kdyz (Vi € {1,...,n})(x; < y;).

Definice 2.3.2. Nechf A je matice typu mxn nad R, beR™a ¢, € R". Potom tlo-
hou linearniho programovani je najit z* tak, ze ¢72* = min{c¢” 7 : A% = g, x> 6}

Libovolné Z spliiujici podminky AZ = b, > 0 nazveme piipustnym FeSenim,
libovolné z* nazveme optimalnim fesenim.

Ulohu linedrniho programovéani lze formulovat i jako maximaliza¢ni, pfipustit ve
vyrazu AT = b nerovnost nebo pouzit vice nerovnosti na danou proménnou. Tyto
varianty lze vSak prevést na uvedeny zakladni tvar vhodnou zménou znaménka a
pridanim proménnych a nerovnosti pro né.

Poznamka 2.3.3. V ptipadé, Ze budeme pozadovat, aby @ € Z, tloha se stane NP-

tézkou, protoze na ni bude mozno pfevést problém splnitelnosti (SAT) polynomiédlni
transformaci:

Definice 2.3.4. Incidencni matici Mg pro formuli F' nazveme matici typu m x n
(kde m je pocet klauzuli a n poc¢et proménnych) definovanou nasledovné:

1, jestlize i-ta klauzule F' obsahuje j-tou proménnou v piimé formé
(Mp)i; =4 —1, jestlize i-ta klauzule F' obsahuje j-tou proménnou v negované
0, jinak
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Tvrzeni 2.3.5. Formule F' je splnitelnd, pravée kdyz md uloha najit x* mazximalizu-
jici €% za podminek My - &> 26— L, —1 < T < 1,7 € Z" alespon jedno pripustné
resent (kde € je vektor samych jednicek a L je vektor délek jednotlivich klauzuli).

Diikaz. Nejdiive nékolik vysvétlujicich poznamek: Podminky —1 < 7 < 1,7 € Z"
zajistuji, Ze piipadna feSeni jsou z mmoziny {—1,0,1}. Vyraz 7% vyjadiuje, Ze
maximalizujeme pocet proménnych nastavenych na hodnotu 1 (odpovida souctu
vSech slozek vektoru ).

Existuje vzajemné jednoznacna korespondence mezi spliiujicimi ohodnocenimi
proménnych formule F' a pripustnymi fesenimi uvedené tlohy: Pro ohodnoceni v
vezmeme vektor 7, jehoz i-t4 slozka je rovna 1 (resp. —1), pravé kdyz je i-ta pro-
ménné ohodnocena true (resp. false). Hodnota 0 odpovidd tomu, Ze za proménnou
nedosazujeme.

Vysledek souc¢inu Mg - ¥ odpovida rozdilu poctu splnénych literalt v klauzuli
a poc¢tu nesplnénych literald. Podminka Mp - ¥ > 2¢ — L pak pozadavku, aby byl
splnén alespon jeden literal v kazdé klauzuli. O

Pozndmka 2.3.6. Nékdy se také pouziva varianta s ¥ € {0,1}". Pak se nerovnost
zméni na Mp - T > € — L, protoZe se neodecitaji nesplnéné literaly.
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Kapitola 3

Znameé tridy s polynomialné
resitelnym SATem

Nyni postupné probereme t¥idy, pro néz je znam polynomialni algoritus rozhodu-
jici problém splnitelnosti. Uvedeme prehled znamych vysledkt a na zavér prehledny
diagram vzajemnych vztaht vzhledem k inkluzi.

3.1 Kwvadratické formule

Definice 3.1.1. Formule F' je kvadraticka, jestlize kazda jeji klauzule obsahuje nej-
vyse dva literaly. Pokud kazda klauzule obsahuje pravé dva literaly, hovorime o ryze
kvadratické formuli.

Pozorovani 3.1.2. Trida kvadratickych formuli je uzaviend na cédstecné dosazentd,
odebrdnt literalu i klauzule, komplementaci literdlu i proménné a spojeni dvou for-
muli.

Diikaz. 7Z4dné z uvedenych operaci nezvysuje pocet literalt v klauzuli. O

Ttidu kvadratickych formuli lze jednoduse rozpoznéavat v linedrnim case — staci
ovéerit pocet literali v klauzulich.

K testovéni splnitelnosti uvedeme lineérni algoritmus, ktery pochézi z ¢lanku [3].
Doplnime také poznamku o algoritmu zalozeném na propagaci jednotkovych klauzuli
(konkrétni linedrni algoritmus zalozeny na tomto piistupu lze najit v ¢lanku [10]).

Déle budeme predpokladat, ze formule F' je ryze kvadratickd. To neni prilis
omezujici predpoklad, protoze jednotkové klauzule vynucuji hodnotu proménné a
ryze kvadratickou formuli 1ze z obecné kvadratické ziskat napt. procedurou unitprop.

Poznamka 3.1.3. Kazdou kvadratickou klauzuli mtzeme vyjadrit pomoci implikace
a to dvéma zptisoby: (1 Vip) = (0l — lo) = (s — [y).

Definice 3.1.4 (implika¢ni graf). Pro kvadratickou formuli F' s proménnymi V'
definujeme implikacni (orientovany) graf Gp = (Vp, Er) nasledujicim zpusobem:
mnozina vrcholl je tvofena vSemi literaly nad proménnymi V', tj. Vp = {x,—z : x €
V'}; pro kazdou klauzuli (I; V ly) formule F' pfiddme do Ef hrany (=i, 1) a (—ls, {y)
— ty odpovidaji obéma implikacim uvedenym vyse.
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V implikacnim grafu kazda hrana odpovida vyjadieni nékteré klauzule z formule
pomoci implikace (pro jednu klauzuli jsou v grafu dvé hrany/implikace). Fomule je
splnéna, pravé kdyz je splnéna kazda klauzule (a klauzule je ekvivalentni s obéma
implikacemi). Pro incidené¢ni graf zavedeme funkci ohodnocujici jeho vrcholy logic-
kymi hodnotami. Tato funkce bude odpovidat spliujicimu ohodnoceni formule za
nasledujicich ziejmych podminek.

Tvrzeni 3.1.5. [3] Ohodnoceni o : Vi — {0,1} odpovida spliiugicimu ohodnoceni
formule v, pravé kdyz:

a) pro kazdé x € V jev(z) = o(x) # o(—x) = v(—x) (proménnd a jeji komplement
magi opacné hodnoty).

b) jestlize z x do y vede hrana a o(x) = 1, pak také o(y) = 1 (poZadavek na
splnéni implikace x — y ).

Definice 3.1.6 (silné souvisld komponenta). Mnozina vrchold U C Vi tvoii silné
souvislou komponentu, pravé kdyz pro kazdé u,v € U existuje orientovana cesta
z v do v a U je maximalni mnoZina s touto vlastnosti (tj. nelze k ni ptidat dalsi
vrcholy).

Pozorovani 3.1.7. [3| Pokud v G existuje orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu
v, pak diky dualité definice existuje také cesta z —v do —u. Z toho plyne, Ze pokud U
tvort silné souvislou komponentu, pak také U = {—v : v € U} tvori silné souvislou
komponentu. O

Tvrzeni 3.1.8. [3] Formule F' je splnitelnd, pravé kdyz v G Zddny vrchol x nent
ve stejné silne souvislé komponenté jako vrchol odpovidajici jeho komplementu —x.

Diikaz. Jestlize x a —x lezi ve stejné silné souvislé komponenté (existuji orientované
cesty — Fetézce z implikaci — obéma sméry), tak kazdé ohodnoceni porusi alespori
jednu z podminek v tvrzeni 3.1.5.

Naopak pokud jsou (Vz € V) je x a =z v riznych silné souvislych komponentéch
inciden¢niho grafu, sestrojime splnujici ohodnoceni nasledujicim zptsobem:

1. Setfid komponenty souvislosti v topologickém pofadi (po kontrakei silné sou-
vislych komponent vznikne acyklicky graf).

2. Ohodnot v8echny literaly z topologicky posledni komponenty souvislosti U na
hodnotu 1. Z duality plyne, Ze U je topologicky prvni komponenta, ohodnoceni
U na 1 vynucuje ohodnoceni U na 0. Pokud to neni mozné, znamen4 to, Ze
U = U a splitujici ohodnoceni neexistuje (to ale nemiize nastat diky tomu,
ze jsme predpokladali, ze (Vx € V) jsou x a —x v ruznych silné souvislych
komponentéch).

3. Odeber z G silné souvislé komponenty U a U.
4. Dokud je G neprazdny, iteruj.
Uvedené ohodnoceni (pokud existuje) jisté splni podminky predchoziho tvrzeni. O

K otestovani splnitelnosti formule tak staci zkonstruovat graf Gg, najit jeho
silné souvislé komponenty a zkontrolovat, zda pro zadné x nelezi x a —x v téze
komponenté. Protoze silné souvislé komponenty lze zkonstruovat v linearnim case
prohledéavanim do hloubky ([17]), lze celé testovani provést v linedrnim Case.
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Algoritmus 3 Algoritmus pro 2SAT zaloZeny na procedufe unitprop
Vstup: Kvadratickd formule F' v CNF na proménnych zq, xo, ..., x,.
Vystup: Splnujici pravdivostni ohodnoceni F', nebo ,nesplnitena‘.

1: if F' obsahuje prazdnou klauzuli then

return ,nesplnitelna“
end if
=9
while F' neni prazdnd mnozina klauzuli do

v := libovolnd proménna vyskytujici se v F’

(F', t') := unitprop( F U {{—-v}})
if @ € F’ then
(F', t') := unitprop( FFU{{v}})

10: if @ € I/ then

11: return ,nesplnitelna“
12: end if

13:  end if

14: F:=F

15: t:=tut

16: end while
17: return t

Nyni slibend poznamka o algoritmu zalozeném na procedufe unitprop. Korekt-
nost tohoto algoritmu lze snadno nahlédnout. Stac¢i si uvédomit si jak se chova
procedura unitprop vzhledem k implika¢nimu grafu.

Jednotkova klauzule [ odpovida v inciden¢nim grafu ohodnoceni literadlu [ na 1 a
=l na 0. Toto ohodnoceni vynuti ohodnoceni vSech literalti do kterych z [ vede orien-
tované cesta na 1 (a z duality vSech literdld, ze kterych vede orientované cesta do —l
na 0). Pravé tato vynucena ohodnoceni provadi unitprop, protoze hrany v incidenc-
nim grafu jsou v korespondenci s ryze kvadratickymi klauzulemi. Paklize v grafu
vede cesta z [ do —l, odvodi unitprop prazdnou klauzuli. V tom pfipadé se zkusi
opacné prifazeni hodnot. Kdyz ani to nevede k cili, znamena to, ze mezi [ a —[ vede
orientovana cesta obéma smeéry a jsou tedy v jedné silné souvislé komponenteé.

3.2 Balanced formule

Balanced formule (také CC-balanced) jsou aplikaci teorie okolo balanced matic.
Kazda balanced matice urcuje (spolecné se systémem nerovnosti popsanych nize)
polytop jehoz vsechny vrcholy maji celoc¢iselné souradnice. Znamé vysledky o nich
vCetné pouZiti pro testovani splnitelnosti jsou shrnuty v ¢lanku [6], odkud také po-
chazi vétsina definic a vysledkd zde uvedenych.

Definice 3.2.1. [6] Matice A s prvky z {—1,0,1} je hole (z anglictiny), jestlize A
obsahuje pravé dva nenulové prvky na kazdém radku a v kazdém sloupci a zadna
jeji vlastni podmatice nema tuto vlastnost.

Pozorovani 3.2.2. [6] KaZdd hole matice je ¢tvercovd.

Diikaz. Necht A je hole matice typu m x n. Kazdy fadek i sloupec tedy obsahuje dvé
nenulové hodnoty. Kdyz sec¢teme vsechny dvojky za kazdy radek, dostaneme pocet
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nenulovych prvka matice (2n). Stejné pro sloupce ¢islo 2m vyjadiuje tentyz pocet
nenulovych prvki. Je tedy 2m = 2n = m = n a matice je ¢tvercova. O

Pozndmka 3.2.3. [6] Kazda hole matice mize byt permutaci sloupct a fadkt pre-
uspofadana tak, ze ma nenulové prvky (£1) pouze na hlavni diagonéle (h;;), na
pozicich nad hlavni diagonalou (h; ;1) a na pozici vlevo dole (hy1).

Soucet prvki v kazdé hole matici velikosti alespon 2 je sudy.

Definice 3.2.4. [6] Hole matice A = (a; ;) je sudd [resp. lichd], jestlize soucet jejich
prvkd Y0 (ai;) =0 (mod 4) [resp. > 75 (a;;) =2 (mod 4)].

Matice A s prvky z {0,+1} je balanced, jestlize zadna jeji podmatice neni licha
hole matice.

Formule F' je balanced, jestlize jeji incidenéni matice Mg (viz definice 2.3.4) je
balanced.

—

Definice 3.2.5. [6] Nechtf A je matice s prvky z {—1,0,1}. Nechf n(A) je vektor
jehoz slozky udévaji poc¢et hodnot —1 v jednotlivych Fadcich matice A. Necht € je
vektor samych jednicek.

P(A)={ZeR":A-Z<é&—n(A),0 <& <Ee} (vnitini),
QA ={TeR":A->¢—-n(A),0<Z<é} (vne) a
R(A) ={feR":A-7=¢€-n(A),0 < Z <&} (hrani¢ni).

Rikame, Ze polytop je celociselny, jestlize viechny jeho vrcholy maji viechny
slozky celo¢iselné (v uvedenych pfipadech to znamend, ze jsou z {0,1}).

Nasim zamérem bude dokazat, ze uvedené polytopy P(A), Q(A) a R(A) jsou
celoCiselné, pravé kdyz je matice A balanced (véta 3.2.9). Z toho pak bude moZno
nahlédnout, ze splnitelnost lze vytesit nékterou klasickou metodou linedrniho pro-
gramovani. K ditkazu budou tifeba nasledujici pomocnéa tvrzeni.

Pozorovani 3.2.6. [6] Necht A je hole {0, £1}-matice. Jestlize A je sudd, pak je
singuldrni (tj. det(A) = 0), jestliZe je lichd, pak je determinant det(A) = £2.

Diikaz. Plyne piimo z vypoc¢tu determinantu nad matici upravenou permutaci sloupcii
a fadkt do tvaru uvedeného v poznamce 3.2.3. O

Lemma 3.2.7. [6] Jestlize A je balanced {0, £1}-matice, pak polytop R(A) je ce-
lociselny.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze balanced {0, £1}-matice A je nejmensi (souc-
tem poc¢tu fadku a sloupci) takova, Ze polytop R(A) neni celociselny. To znamena,
ze R(A) je neprazdny (z toho, ze mé vrchol).

Bud 2/ neceloéiselny vrchol R(A). Protoze A je nejmensi mo7na, plati (V) €
{1,...,n})0 < 2/; < 1 (jinak bychom mohli pomoci projekce ziskat polytop v mé-
nérozmérném prostoru — s mensi matici A). Z toho také plyne, ze A je ¢tvercova
regularn{ a z toho pak Ze 2’ je jednoznaéné uréen (jediny vektor v R(A)).

Oznaéme al, ..., a" fadky matice A a A; matici vzniklou z A vypusténim i-tého
fadku. Z minimality A urc¢uje A; celociselny polytop R(A;). Protoze A je tver-
cové reguldrni, mé R(4;) pravé dva vrcholy. Oznacme je 7, a . Z toho, Ze 2/
je v R(A;), plyne, e @' = Az, + (1 — A&, pro A € (0,1). Vzhledem k tomu, Ze
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(Vj e{l,...,n})0 < 2'; <1aa, ad; maji vechny slozky 0 nebo 1, je 75 + 7} = €
(méme vektor 2/ ostie mezi vektory se soufadnicemi 0/1).

Bud k libovolny fadek A;. Protoze a, a #; spliuji podminky a* - # = 1 — n(a¥),
plati také a* - € = 2(1 —n(a*)), tzn. fadek k obsahuje pravé dvé nenuly. PouZijeme-li
tento argument na vSechny matice A;, dostavame, ze kazdy fadek ptvodni matice
A obsahuje pravé dvé nenuly.

Jestlize A ma sloupec j s pouze jednou nenulou ay j, odstraiime z A sloupec j
a Tadek k. Vzhledem k tomu, ze A byla regularni, je vznikla matice opét regularni
a absolutni hodnota determinantu se nezménila (odebrali jsme hodnotu +1 jedinou
v daném sloupci). Opakovanim tohoto postupu mizeme ziskat regularni ¢tvercovou
matici, kterd ma dvé nenulové hodnoty v kazdém fadku a kazdém sloupci (oznacme
ji B). B muZe byt preusporadana do blokového diagonalniho tvaru takového, ze
vSechny podmatice jsou hole. Protoze B je regularni, jsou regularni i vSechny tyto
podmatice a z pozorovani 3.2.6 jsou vSechny liché. To znamend, Ze A neni balanced,
COZ je spor. 0

Vé&ta 3.2.8. [6] Necht A je balanced {0, +1}-matice s vddky a',i € S. Necht Sy, Sy
a S3 tvori rozklad S. Potom

T(A)={zeR": a'%>1-n(a’) proie€ S,
a'f =1—n(a’) proi€ Sy,
a'# <1—n(a’) proie€ S,
0<zZ<é)

je celociselny polytop.

Diikaz. Jestlize x' je vrchol T'(A), je to také vrchol polytopu, ktery vznikne odstra-
nénim vsech nerovnosti, pro néz s z’ nenastava rovnost (odstranéni nadrovin, které
neprochéazeji vrcholem z'). Z predchoziho lemmatu plyne, Ze kazdy vrchol tohoto
polytopu ma slozky z {0, 1}. O

Véta 3.2.9. [6] Necht A je {0, £1}-matice, potom jsou ndsledugici tvrzeni ekviva-
lentni:

a) A je balanced,

b) P(A) je celociselny polytop.
c) Q(A) je celociselny polytop.
d) R(A) je celociselny polytop.

Diikaz. Protoze balanced matice jsou uzavieny na ziskavani podmatic, je dle pfed-
chozi véty P(A), Q(A) i R(A) celo¢iselny polytop.

Predpokladejme, ze A obsahuje lichou hole podmatici H. Dle pozorovani 3.2.6
je ¥ = (%, e %) jednoznac¢né urcené feseni rovnice HZ¥ = €, z ¢ehoz plynou opacné
implikace. U

Jak najit splnujici ohodnoceni formule, jejiz inciden¢ni matice My je balanced,
je ziejmé. Staci najit libovolné feSeni uvnitf polytopu P(Mpg) — otestovat polytop
na neprazdnost. To, Ze je formule balanced a polytop P(Mp) neprazdny, znamena,
ze jsou vSechny vrcholy tohoto polytopu celociselné (a feSenim). Nalezeny vektor je
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pak interpretovan tak, ze jeho i-ta slozka odpovida pravdivostnimu ohodnoceni i-té
proménné (hodnota 0 odpovida nepravdé a hodnota 1 pravdeé).

K teseni tlohy staci pouzit algoritmus pro linearni programovani s realnymi
¢isly. Ty navic hledaji pouze mezi vrcholy polytopu (je-li omezeny, coz zde je diky
podminkdm 0 < z; < 1), takze vrati pfimo feSeni.

V citovaném textu [6] je navic ukazano, Ze lze pouzit algoritmus pracujici efek-
tivnéji nez obecné linedrni programovani. Z tohoto algoritmu navic pfimo vyplyne,
ze balanced formule jsou podtfidou tiidy SLUR, coz budeme potiebovat pozdéji.
K tomu, aby bylo zfejmé, Ze tento algoritmus je korektni, dokazeme nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 3.2.10. [6] Necht F' je balanced formule, jejiz kazdd klauzule obsahuje
alespon dva literaly. Pak pro kaZdou promeénnou x; existuji splnujici ohodnoceni vy
a vy takové, Ze plati vo(x;) =0 a vy(z;) = 1.

Diikaz. Protoze vektor ¥ = (%, . %) patii do polytopu Q(Mp) a ten je celociselny,

muze byt & vyjadien jako konvexni kombinace nékterych vrcholi tohoto polytopu.
Ziejmé pro kazdé 7 existuji dva vektory této kombinace, kde jeden mé z; = 0 a druhy
z; =1 (argument obdobony tomu, jez se vyskytl v diikazu lemmatu 3.2.7). O

Algoritmus 4 Algoritmus pro Balanced formule [6]

Vstup: Formule F' v CNF na proménnych xy, o, ..., z,.

Vystup: Splnujici ohodnoceni proménnych z F', nebo ,nesplnitend®.
1: (F, t) := unitprop(F)
2: if F' obsahuje prazdnou klauzuli then

3:  return ,nesplnitelnd“

4: end if

5: while F' neni prazdna mnozina klauzuli do

6: v := libovolna proménna vyskytujici se v I
7. Proved libovolny z nésledujicich kroki:

8: 1. (F,t') := unitprop( F U {{-w}})

9: 2. (F,t) := unitprop( FU{{v}})

10: if @ € F then

11: return ,nesplnitelna”

12:  end if

13: t:=tuUt
14: end while
15: return t

Tvrzeni 3.2.11. TFrida Balanced formuli je v inkluzi neporovnatelnd se tridou kva-
dratickych formuli.

Diikaz. Kvadratické ¢ Balanced: Formule F' = (x1 V x2)& (21 V —22) je kvadraticka,
ale neni ve tfidé Balanced. Odpovida ji totiz matice

11
ve= (1)

a tato matice neni balanced, protoze méa soucet svych prvki roven 2, je tak sama
o sobé licha hole matice.
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Balanced ¢ Kvadratické: Formule (z7 V xs V z3) zjevné neni kvadraticka. Jeji
inciden¢ni matice Mp = ( 1 1 1 ) zjevné neobsahuje lichou hole podmatici (Etver-

covou matici se dvéma nenulovymi prvky v kazdém fadku a sloupci), je tedy balan-
ced. O

Tvrzeni 3.2.12. Trida balanced formuli neni uzaviend na komplementaci literdlu,
spojeni formuli, odebrani literdlu. Je uzavrend na komplementaci proménné, ode-
brani proménné a klauzule, ¢astecné dosazent.

Diikaz. K dikazu neuzavienosti na komplementaci literalu vezméme formuli (z; V
x9)&(—x1 V —x2). Ta méa matici

1 1
MF_(—I —1)’

ktera je sudéd hole. Komplementaci literalu —x; ziskdme formuli (1 Vz2)&(z1V —xs),
ktera neni Balanced, jak se pravi v dikazu tvrzeni 3.2.11.

K dtikazu neuzavienosti na spojeni dvou formuli mtizeme pouzit F; = (z; V z3)
a Fy = (r1V—xy). Ty jsou balanced a jejich spojenim ziskdme formuli z pfedchoziho
odstavce.

Formule F' = (1 V xy V 23)& (-1 V —x9 V —z3) je balanced, protoze méa ma-

1 1 1

-1 -1 -1
spojime c¢tyfikrat za sebe (a Fadky matice ¢tyfikrat pod sebe), ziskdme formuli,
ktera je opét balanced. Postupnym odebiranim literali pak mizeme vytvorit formuli
FI = ({L‘l V T V 1‘3)&(_|ZL‘1 V ) V _|{L‘3)&(I‘1 V {L‘Q)&(_'l‘l V _'1‘2)&(1‘2 V ZL‘3)&(_'I‘2 V
—23)& (21 V x3)&(—x1 V ~wg), kterd jiz neni balanced, jak dokazuje tuéné vyznacena
lich4 hole podmatice v jeji inciden¢ni matici:

tici Mp = , a ta neobsahuje jicho hole podmatici. Kdyz formuli

1 1 1
1 1 0
0 1 1
1 0 1
Mp=1 _1 1
-1 0 -1
0 -1 -1
-1 -1 0

Uzavienost na komplementaci proménné dokazeme sporem. Necht F’ vznikne
z F komplementaci proménné x a necht My obsahuje lichou hole podmatici. Kazd4
hole matice ma v kazdém sloupci pravé dvé nenulové hodnoty 4+1. Komplementaci
proménné x témto hodnotdm v piislusném sloupci zménime znaménko, coz se do
celkového sou¢tu projevi hodnotou, ktera je nasobkem 4 (byl-li soucet ve sloupci 0,
je po zméné znaménka opét 0; byl-li +2, je po zméné znaménka F2). To znamena, Ze
se nezméni sudost /lichost matice a podmatice stejného typu tak musela byt i v Mg
— COZ je Spor.

Odebrani proménné v odpovidéd odebrani sloupce matice Mp (,,pFecislovainim*
proménnych mizeme zajistit, Ze to bude posledni sloupec). Tim ale nemuze vznik-
nout nova licha hole podmatice: Kdyby v matici po odstranéni sloupce byla licha
hole podmatice, pak musela byt stejnd podmatice i v Mp.
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K uzavienosti na odebrani klauzule lze uzit stejnou tvahu s tim rozdilem, ze
mazeme tadek matice Myr namisto sloupce.

Uzavienost tfidy na ¢astecné dosazeni plyne z toho, Ze je uzaviend na odebrani
proménné i klauzule. O

Jako posledni neprodiskutovana otazka zbyva rozpoznavani tridy Balanced. Zadny
ze znamych algoritmid na rozpoznavani pracujicich v polynomialnim c¢ase neni pii-
mocary, proto zajemce odkazujeme na ¢lanek [6].

3.3 Matched formule

TFida Matched formuli byla definovana v ¢lanku [11].

Definice 3.3.1. Necht F' je formule nad proménnymi V. Incidencni graf pro formuli
F je bipartitni graf, kde jednu partitu tvofi vrcholy odpovidajici klauzulim a druhou
vrcholy odpovidajici vSem proménnym z V. Hrana vede mezi dvéma vrcholy prave,
kdyz se proménna vyskytuje v dané klauzuli.

Definice 3.3.2. Necht G = (Ug U Vg, E¢) je bipartitni graf s partitami Ug a V.
Ep C Eg nazveme totdlnim parovanim ze strany Ug, jestlize do kazdého vrcholu Ug
vede pravé jedna hrana Ep a do kazdého vrcholu Vi vede nejvyse jedna hrana Ep.

Definice 3.3.3. Formule patii do tiidy Matched, jestlize v inciden¢nim grafi existuje
totalni parovani ze strany partitity klauzuli.

Pozorovani 3.3.4. Kazdd formule ze tridy Matched je splnitelnd.

Diikaz. Je-li formule ve t¥idé Matched, mé v inciden¢nim grafu totalni parovani ze
strany klauzuli. Z tohoto parovani vytvorime spliujici ohodnoceni: Pro kazdou klau-
zuli vezmeme tu proménnou, do které vede hrana v totalnim parovani a nastavime
jeji hodnotu tak, aby byla klauzule splnéna. Diky tomu, Ze je parovani totalni, ne-
hrozi, Ze bychom chtéli zménit hodnotu jiz ohodnocené proménné (kazdéa klauzule
mé vlastni proménnou, ktera ji splni). O

Poznamka 3.3.5. Jestlize formule F' je ve tfidé matched, n je pocet jejich proménnyjch
a m pocet klauzuli. Pak je m < n.

Tvrzeni 3.3.6. TFida Matched je uzaviend na komplementaci literdlu (a tedy i
proménné) a na odebrani klauzule. Neni uzaviend na odebrani literdlu, cdstecné
dosazeni a spojeni dvou formuli.

Dikaz. V ptipadé, ze provedeme komplementaci literalu, mohou nastat dva pfi-
pady. Zméni-li se literal klauzule, ktery neni pro tuto klauzuli v totalnim parovani,
nemé to vibec zadny vliv na parovani ani spliiujici ohodnoceni. Jestlize se zméni
péarovaci literal, zustava parovani stale pouzitelné (protoze se jedna o graf , klauzule-
proménné“), jen se pii sestavovani spliiujicich ohodnoceni pfifadi opaéné hodnota.

Odebrani klauzule se projevi odebranim ptislusného vrcholu inciden¢niho grafu
a hrany v totalnim parovani (to zistane totalnim parovanim pro vzniklou formuli).

Jako protiptiklad na neuzavienost tiidy Matched na odebrani literdlu mizeme
pouzit formuli (z;Vz5)&(—xs). Ta je Matched diky totalnimu parovani vybirajicimu
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z prvni klauzule proménnou x; a z druhé z,. Jestlize odebereme literal x, ziskdme
nesplnitelnou formuli, ktera neni Matched.

Neuzavienost na ¢astecné dosazeni je dana tim, Ze ze splnitelné matched formule
muzeme nevhodnym dosazenim ziskat nesplnitelnou formuli. Napiiklad dosadime-li
v predchozi formuli za x1 hodnotu 0.

Neuzavienost na spojeni dvou formuli ukazuje trivialni priklad F} = x a Fy = —ux.
Pak F' = F1&F5 jisté neni matched. ]

Jelikoz je kazda formule tiidy Matched splnitelna, algoritmus na testovani spl-
nitelnosti nema smysl uvadét.

Naopak je tfeba uvést, jak najit totalni parovani (pfipadné rozhodnout o jeho
neexistenci). To lze udélat nékolika zpisoby. Naptiklad pomoci nékterého algoritmu
na toky v sitich. Inciden¢ni graf zorientujeme tak, ze hrany vedou z vrcholi partity
klauzuli do vrcholt v partité proménnych. Pfidame zdroj — vrchol ze kterého vedou
hrany do vSech vrcholti reprezentujicich klauzule a stok za vsechny vrcholy odpovi-
dajici proménnym. Vahy v8ech hran nastavime na hodnotu 1. Najdeme (celociselny)
tok v této siti. Totalni parovani ze strany klauzuli pak odpovida hranam, pres které
tece jednotkovy tok. Jestlize existuje vrchol odpovidajici klauzuli, pfes ktery nic
netece (tzn. celkovy tok < pocet klauzuli), totalni parovani neexistuje.

Protoze existuji polynomialni algoritmy na hledani tokt v sitich, lze i totalni
parovani najit v polynomialnim case.

Tvrzeni 3.3.7. Trida Matched je v inkluzi neporovnatelnd s tridou kvadratickyjch
formuli i tridou Balanced.

Diikaz. Matched ¢ Kvadratické: napiiklad formule (zq V 2 V x3) neni kvadraticka
a je matched (se tfemi totalnimi parovanimi).

Kvadratické € Matched: (21 V x2)&(—z1 V 22)& (21 V —232) je kvadratickd a neni
matched, protoze obsahuje vice klauzuli nez proménnych.

Matched Z Balanced: Formule F' = (z; V 22)&(x; V —22) je Matched (parovani
vybere napft. z prvni klauzule z; a z druhé x3), ale neni Balanced (jak bylo ukazano
v tvrzeni 3.2.11).

Balanced € Matched: zde stac¢i uvést libovolnou nesplnitelnou balanced formuli
(ma prazdny polytop P(Mp) a pro ten plati, Ze v8echny jeho vrcholy jsou celociselné,
protoze zadné nema). Takovou formuli je t¥eba x;&—x;. U

3.4 Hornovské a skryté hornovské formule

Definice 3.4.1. Formule F' je hornovska, jestlize kazda jeji klauzule obsahuje nej-
vyse jeden pozitivni literal.

Tvrzeni 3.4.2. Trida hornovskiych formuli je neporovnatelnd se tridami kvadratic-
kych, balanced a matched formuli.

Diikaz. Hornovské ¢ Kvadratické: (1 V o V 23) je hornovska, ale ne kvadraticka.
Kvadratické € Hornovské: (z1 V 22)&(—z1 V 22)&(z1 V —20)& (21 V —22) je
kvadraticka, ale neni hornovska.
Hornovské ¢ Balanced: (—x; V —22)& (-2 V 23) jde vlastné o formuli pouzitou
v tvrzeni 3.2.11 po komplementaci obou proménnych. Vzhledem k tomu, ze tiida
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Balanced je na tuto operaci uzaviena, nemiize byt balanced ani tato formule. Na
druhou stranu zjevné partii do tiidy hornovskych formuli.

Balanced ¢ Horn: F' = (z1 V 22 V x3)&(—x1 V —x2 V —x3) je balanced, protoze

1 1 1
-1 -1 -1
tici. Formule F' neni hornovska, protoze jeji prvni klauzule obsahuje vice nez jeden
pozitivni literal.

Hornovské ¢ Matched: z1&—x; je hornovska, ale neni Matched. Je totiz nespl-
nitelna.

Matched € Horn: (z1VaoV—a)&(—xy Vo V-0)& (21 V-xeV-e)&(—a Vaza Vad) je
ze ttidy Matched, protoze v kazdé klauzuli je literal, ktery zajisti existenci parovani
(napt. a, b, ¢ a d). Nejedna se vSak o hornovskou formuli, protoze jeji prvni klauzule
obsahuje dva pozitivni literaly. O

ji odpovida matice Mp = , kterd neobsahuje lichou hole podma-

Pozorovani 3.4.3. Trida hornovskijch formuli je uzaviend na odebrani literdlu i
klauzule, ¢dstecné dosazeni a spojent dvou formuli. Neni uzaviend na komplementaci
literdalu ani promenné.

Diikaz. Z4dné z operaci, na které je tiida hornovskych formuli uzaviend, neptidava
pozitivni literal do klauzule.

Formule ukazujici, Ze neni uzaviena na komplementaci literdlu a proménné je
trivialni: (z7 V —xe) je hornovskd, ale pokud komplementujeme —x5, ziskdme formuli
(1 V x3), kterd hornovska neni. O

Tiidu hornovskych formuli 1ze rozpoznavat trivialnim zptisobem — projit formuli
a zkontrolovat, ze kazda klauzule mé nejvyse jeden pozitivni literal. Toto rozpozna-
vani je ziejmeé linearni v délce formule.

Pro testovani splnitelnosti hornovskych formuli uvedeme algoritmus linearni v délce
formule.

Pozorovani 3.4.4. Jestlize formule neobsahuje jednotkovou klauzuli s pozitivnim
literalem, pak je odhonocent pritazujici kazdé promenné hodnotu 0 splniujict.

Diikaz. Dle predpokladu mtize formule obsahovat pouze negativni jednotkové klau-
zule (ty jsou splnény dosazenim nuly) a klauzule delsi (ty mohou obsahovat nejvyse
jeden pozitivni literal, obsahuji tedy alespon jeden negativni a ten je nulovym ohod-
nocenim splnén). O

Algoritmus 5 se snazi ¢astecnym dosazovanim za pozitivni literaly vytvorit for-
muli bez jednotkovych klauzuli s pozitivnim literalem. Pro zbylé proménné vezme
Castecné dosazeni piifazujici vSem hodnotu 0 (a tim ji splni).

Tento postup je korektni, protoze kdyz za pozitivni klauzuli dosadime hodnotu
1, klauzule zmizi jako splnéna.

Algortimus lze implementovat linearné v délce formule. Stac¢i formuli reprezen-
tovat pomoci struktury uvedené v c¢asti 2.2 na obrazku 2.1 a uchovavat si spojovy
seznam pozitivnich literald.

Ve skutecnosti 1ze algoritmus chapat jako zavolani procedury unitprop a dosazeni
nuly za proménné, které ve formuli zbydou.

Definice 3.4.5. Formule je skryté hornovskd, jestlize z ni 1ze komplementaci nékte-
rych proménnych ziskat hornovskou formuli.
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Algoritmus 5 Algoritmus pro hornovské formule

Vstup: Hornovské formule F' v CNF na proménnych zq, 2o, ..., x,.
Vystup: Splnujici ¢astecné pravdivostni ohodnoceni proménnych z F', nebo ,ne-
splnitena“.

Loti=A{(z;,0):ie{l,...,n}}
while (F obsahuje pozitivni literal jako jednotkovou klauzuli) & (F' neobsahuje
prazdnou klauzuli) do

[\

3:  x := libovolna proménna vyskytujici se v F' pozitivné jako jednotkova klauzule
4 b= 0\ {(2,0)}) U{(z, 1)}

5. F={C\{»2}:CeF&agC}

6: end while

7. if F' obsahuje prazdnou klauzuli then

8 return ,nesplnitelnd”

9: else

10: return t

11: end if

Uvedeme linearni algoritmus (pochazejici z [2]) na hledani mnoziny proménnych,
jejichz komplementaci ze vstupni formule vznikne hornovska formule. Pokud takova
mnozina neexistuje, algoritmus to oznami.

Algoritmus lze pouzit k rozpoznavani skryté hornovskych formuli. Spolecné s vyse
uvedenym algoritmem také k testovani splnitelnosti (pfevedeme formuli na hornov-
skou a pouzijeme diive uvedeny algoritmus).

Pozndmka 3.4.6. Pokud chceme prevést skryté hornovskou formuli na hornovskou,
nemusime se starat o linearni termy. Ty totiz nemaji vliv na to, zda je formule
hornovskéa nebo neni.

Definice 3.4.7. [2] Nechf F' je formule v CNF. Definujeme k ni formuli F, nésle-
dujicim zpusobem. F; obsahuje klauzuli (I; V l), pravé kdyz F' obsahuje klauzuli,
v niz se vyskytuji literaly [; a [.

Pozorovani 3.4.8. Délka formule F, je < druhd mocnina délky F.

Diikaz. Jedna se o jednoduchou tvahu s kombina¢nimi ¢isly. Pocet riiznych dvojic

nad k prvkovou mnozinou je (5) = 1k — 1k. O

Lemma 3.4.9. [2] Formule F' je hornovskd, pravé kdyz ohodnocent pritazujici viem
promeénnym 0 spini Fi,.

Diikaz. Necht nejprve F' je hornovskéd. To znamend, Ze kazda klauzule obsahuje
nejvyse jeden pozitivni literal. Z toho plyne, Ze kazda klauzule F,, obsahuje nejvyse
jeden pozitivni literdl. Protoze je F| ryze kvadraticka, obsahuje kazdé jeji klauzule
alespon jeden negativni literal. Ten je splnén ohodnocenim pfislusné proménné na
0. Ohodnoceni vsech proménnych nulou je tedy pro Fj spliujici.

Opacnou implikaci dokazeme sporem. Necht F} je splnéna ohodnocenim samymi
nulami a necht F' neni hornovska. To, Ze F' neni hornovskd, znamené, Ze obsahuje
klauzuli s alespont dvéma pozitivnimi literdly. Ta se v Fj projevi jako klauzule C'
s obéma literaly pozitivnimi. C' ale neni splnéna ohodnocenim pfifazujicim vSem
proménnym hodnotu 0, coz je spor. O
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Véta 3.4.10. [2] Formule F' je skryté hornovskd, pravé kdyz je formule F,, spinitelnd.
Navic je-li v splriujici ohodnoceni pro Fy, pak komplementaci téch proménnych x,
pro které je v(x) = 1, ziskame z formule F' hornovskou formuli F’.

Dikaz. Necht F' je skryté hornovska formule a necht S je mnozina proménnych ta-
kova, ze po komplementaci proménnych mnoziny S vznikne z formule /' hornovska
formule F’ (a ji odpovidajici formule F}'). Podle ptedchoziho lemmatu je F," spl-
néna ohodnocenim samymi nulami. Z tohoto ohodnoceni vytvofime negaci hodnot
proménnych z S ohodnoceni

v ={ 28

které splni Fj,.

Nyni ukdzeme opac¢nou implikaci. Necht Fj je splnitelna a necht v je ohodnoceni
spliiujici Fj,. Pro toto ohodnoceni definujeme mnozinu S = {z : v(z) = 1}. Necht
nyni F,’ vznikne z F, komplementaci proménnych z mnoziny S. Bud C' = (p V ¢q)
libovolna klauzule F,. Protoze v spliiuje F, mame 9(p) = 1 nebo 0(q) = 1 (bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme o(p) = 1). Nyni rozebereme dva piipady podle toho,
zda je p pfimy, nebo negovany literal:

a) p = z. Pak v(z) = 1. Tim pddem z € S, coZ znamend, Ze v odpovidajici
klauzuli F, se vyskytuje literal —z.

b) p = —z. Pak v(z) = 0. To znamend, 7e z ¢ S a tedy se -z vyskytuje také
v odpovidajici klauzuli F,.

F,/ je tak splnéna ohodnocenim samymi nulami. Pouzitim lemmatu pak dostavame,
ze formule F’ je hornovska. Z toho pak plyne, Ze I je skryté hornovska. O

Vyse uvedena tvrzeni naznacuji, jak rozpoznat a prevést skryté hornovskou for-
muli na hornovskou v kvadratickém case (délka kvadratické formule F| je omezena
druhou mocninou délky F' a na splnitelnost kvadratické formule mame linearni al-
goritmus). DokéZzeme jesté tvrzeni, které ndm da névod na linedrni algoritmus.

Definice 3.4.11. [2] Necht F' je formule v CNF. Definujeme k ni formuli F, na-
sledujicim zpusobem: pro kazdou jeji klauzuli C' = (I; V ... V [;) pfidame do F,
nasledujici vyraz jako podformuli

V& N (g1 V)& (=g V)&l v y;9)) &V k)
1<j<k

Pozorovani 3.4.12. Délka F,, je linedrni vzhledem k délce F.

Diikaz. Za jednotkovou klauzuli budou v F, dva literély, za kvadratickou ctyfi. Klau-
zuli o délce k > 3 zastupuje vyraz o délce 6(k —2) +4 = 6k — 8 literalt. To znamena
ve vSech pfipadech nejvyse linearni nartst. Plati tedy |F,| = O(|F). O

Véta 3.4.13. [2] Necht F' je formule v CNF a F,, F, jsou formule uvedeného tvaru
pro formuli F'. Pak F,, je splnitelnd prdvé kdyz je splnitelna Fy,.
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Dikaz. Bud v pravdivostni ohodnoceni, pro které je v(F,) = 1. Necht (I; V ;) je
libovolna klauzule z F. Pak v F' existuje kluazule C' = (4 V...V V.. .V; V.. V).
Tato klauzule C vygeneruje do F, mimo jiné klauzule (I; V y°), (=yS V ySq), ...,
(=51 V I;). Plati-li 5(F,) = 1, pak nemize byt (l;) = o(l;) = 0. To znamena Ze i
o(l; V1) =1, a tudiz ze v(F,) = 1.

Pro opac¢nou implikaci ukdzeme, ze libovolné splitujici ohodnoceni v formule Fj
lze rozsifit na spliujici ohodnoceni F),. Pro klauzuli C' = (I; V ... V l) z puvodni
formule ' méme v F| jako podformuli ) = /\1§z‘<j§k(li V [;). Protoze v je spliujici
ohodnoceni F, tak pro nejvyse jeden literal I, plati v(l;) = 0. Definujeme ohodnoceni
v roz$ifujici v nasledujicim zpisobem:

0, proyf,1§i<s
V'(z) = 1, proy’,s<i<k
v(x), pro proménné formule F

Provedeme-li toto rozsifeni ohodnoceni pro vsechny klauzule formule C, ziskdme
spliujici ohodnoceni pro F),. To lze nahlédnout snadnéji, predstavime-li si tu cast
formule Fj, zastupujici C' jako fetézec implikaci (tak jako v ¢asti o kvadratickych
formulich — hodnota 0 zajistuje splnéni ¢asti vlevo od s a hodnota 1 ¢asti vpravo).

O

Cely postup pro rozpoznavani a feseni skryté hornovskych formuli je nasledujici:

1. Z formule F' zkonstruujeme F),.
2. Pomoci algoritmu pro kvadratické formule rozhodneme o splnitelnosti Fj,.

3. Jestlize F}, neni splnitelnd, F" neni skryté hornovska. Jestlize naopak v spliuje
F,, ziskdme z F hornovskou F’ komplementaci téch proménnych x formule F,
pro které je v(z) = 1.

Pozorovani 3.4.14. Trida skryté hornovskiyjch formuli je uzaviend na odebrdani lite-
ralu 1 klauzule, castecné dosazeni, komplementaci promeénné, spojeni dvou formuli,
Neni uzavrena na komplementaci literdlu.

Diikaz. K dikazu neuzavienosti na komplementaci literalu lze uzit formule (z; V
o V ma)&(zy V —ag)&(—xy Vox9)& (- V —ay). Ta je hornovska, tedy i skryté
hornovska. Komplementaci prvniho vyskytu literalu -z ziskdme formuli (z1 V 2o V
—a)&(z1 V —x9)& (-1 V 22)& (21 V —y), kterd az neni skryté hornovské. To proto,
ze se v ni vyskytuji vSechny kombinace pfimosti a negovanosti proménnych z; a x-.
Komplementaci proménné tedy nezamezime vyskytu (z; V x2) (pozn. literal —a se
ve formuli vyskytuje pouze z toho divodu, aby neobsahovala dvé stejné klauzule).
Uzavienost na komplementaci proménné plyne primo z definice ttidy. Pro ostatni
operace lze uzit shodnych argumentti, jako pro tfidu hornovskych formuli. O

Tvrzeni 3.4.15. Trida skryté hornovskych formuli obsahuje hornovské formule jako
vlastny podtridu. Je v inkluzi neporovnatelna se tridami kvadratickych, balanced a
matched formuli.

Diikaz. To, ze hornovské formule jsou podtiidou skryté hornovskych je jasné — staci

vzit prazdnou mnozinu proménnych ke komplementaci. Ostrost inkluze lze ukazat

trivialné napiiklad formuli (z; V x2), kterd neni hornovska, ale po komplementaci
libovolného jejiho literalu se hornovskou stane.

Pro neporovnatelnost uvedenych ttid lze pouzit formule uvedené v tvrzeni 3.4.2.

O
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3.5 T¥ida hidden extended horn

Za vznikem t¥idy stoji otazka, kdy lze celociselné Teseni tlohy linearniho progra-
movani ziskat zaokrouhlenim feseni realného problému se shodnym systémem nerov-
nosti. Castetnou odpovéd (postacujici podminky) na tuto otdzku poskytl Chandra-
sekaran v ¢lanku [12]. Na zakladé jeho vysledki byly v [13] definovany t¥idy extended
horn a hidden extended horn. Nyni uvedeme vétu, na které je tiida zalozena, jiz ve
varianté pro formule.

Véta 3.5.1. [13] Necht My je incidencéni matice pro formuli F. UvaZujme systém
nerovnosti Mp - ¥ > € — n(MF), £>0, —% > —¢, kde € je jednotkovy vektor a
n(MF) je vektor uddvagici pocet —1 v Fddcich matice Mp. Necht ddle T je requldrni
matice typu n X n splnujici nasledujici podminky:

a) T i T~ jsou celoéiselné matice,

b) Kazdy vddek T—' obsahuje nejuyse jednu 1 a nejvyse jednu —1, Zddné jiné
nenulové hodnoty,

c) Kazdy vadek MpT~' obsahuje nejvyse jednu zdpornou hodnotu a to —1.

Potom pokud ¥ splniuje podminky uvedeného linedrniho systému, splrniuje je i celo-
¢isleny vektor T~[T¥] (kde [T znaci horni celou ¢ast TT po slozkdch). O

Uvedeny systém nerovnosti odpovida tiloze linearniho programovani z poznamky
2.3.6. V ¢lanku [13] byla ukdzéna grafové interpretace této véty (v pfipadé incidenéni
matice formule). To vedlo k definici t¥idy extended horn, jiz po vysvétleni prechodu
ke grafim také uvedeme.

T~ musi diky své regularité obsahovat v kazdém fadku alespoti jednu nenulovou
hodnotu. Dle podminky b) obsahuje nejvyse dvé nenulové hodnoty (—1 a 1). Ma-
zeme tak pfiddnim sloupce s hodnotami z {0, +1} zajistit, ze kazdy fadek obsahuje
pravé jednu —1 a jednu 1. Takto vzniklou matici lze interpretovat jako orientovany
graf Gr — sloupce odpovidaji vrcholim, fadky hranam a hrana vede z vrcholu
s hodnotou 1 do vrcholu s —1. Graf Gy ma n hran a n + 1 vrcholit (7! je typu
n x n a pridali jsme k ni sloupec). Protoze T~! je regularni, ma i matice s pfidanym
sloupcem linedrné nezévislé fadky a tedy neobsahuje cyklus (soucdet fadki odpovi-
dajicich hrandm cyklu je 0; vynasobeni fadku —1 odpovida obraceni hrany, proto se
v grafu nenachazi ani neorientovany cyklus). Gr je tudiz strom. Vrchol odpovidajici
poslednimu sloupci budeme oznacovat jako kofen (pozn. neexistuje vztah orientace
hran a pozice kofene).

Déle pak muzeme tadky Mp chapat jako toky v grafu Gp. Hodnota 1 bude
znamenat, ze tok je ve sméru hrany, hodnota —1 proti sméru hrany, 0 nulovy tok.
Soucinem MpT ! ziskdme velikost toku, kterou jednotlivé vrcholy dodavaji do sité
— rozdil toho co z vrcholu odtece a co pritece. V této interpretaci podminka c¢) odpo-
vid4 pozadavku, na existenci nejvyse jednoho vrchol (jiného nez kofen) dodéavajiciho
do sité zaporny tok — a ten musi byt —1.

Definice 3.5.2. Rozsirenou hvézdou nazveme orientovany strom, ve kterém vsechny
maximalni orientované cesty vedou z jediného vrcholu (kofene).

Rekneme, ze matice Mp md rozsivenou hvézdu G, jestlize kazdy tok odpovidajici
radku matice Mp lze sloZit z:
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i) jednotkového toku do kofene stromu G na vSech hrandch néjaké rozsifené
hvézdy (muZe byt i prazdnd) jez je podstromem G,

ii) jednotkového souhlasné zorientovaného toku po néjaké neorientované cesté (i
prazdné) obsazené v Gr.

7 uvedené véty plyne, ze pokud ma matice Mp vlastnosti rozsitrené hvézdy pro
néjaky strom Gy, pak lze celociselné feseni (spliiujici ohodnoceni) ziskat zaokrouh-
lenim feseni realného feSeni. Strom Gr obecné nezname. Pokud bychom ho znali,
miiZeme z n&j zkonstruovat matici 7.

Tiidy extended horn a hidden extended horn definujeme nasledujicim zpiisobem.

Definice 3.5.3. Formule F' je extended Horn, jestlize jeji inciden¢ni matice méa
néjakou rozsitenou hvézdu Gr.

Formule F' je hidden extended Horn, jestlize jeji incidenéni matice ma rozsifenou
hvézdu pro né&jaky orientovany zakorenény strom (otacenim jeho hran — nésobenim
fadkd T~! hodnotou —1 — lze ziskat hvézdu).

Pozorovani 3.5.4. TFrida hidden extended horn je nadtiridou tridy hidden horn.

Diikaz. Pro hornovské formule vezmeme jako matici 7' matici —I (kde I je jednot-
kova matice). Tato matice odpovida hvézdé, kde jsou vSechny hrany vedou do uméle
pridaného kotene. Klauzule hornovské formule pak odpovida jednotkovym toktim do
kofene a nejvyse jednomu jednotkovému toku po hrané z kotfene (pozitivni literal).

Pro skryté hornovské formule se pouzije matice T, kterdA méa nenulové prvky
pouze na diagonale a to +1 (1 je na pozicich téch proménnych, které je tieba kom-
plementovat, abychom ziskali hornovskou formuli). O

Pro tfidy extended horn a hidden extended horn neni znam polynomialni algorit-
mus na rozpoznavani nalezeni formule do tf¥idy (to souvisi s tim, Ze nezndme matici
T, resp. graf G7). Pro testovani splnitelnosti uvedeme algoritmus poté, co doka-
zeme zakladni vlastnosti téchto tiid. Budeme je totiz potiebovat pro odivodnéni
korektnosti algoritmu.

Tvrzeni 3.5.5. prevazné z (8] Trida hidden extended horn je uzaviend na odebrdani
klauzule, castecné dosazeni, komplementact promenné. Neni uzaviend na odebrani
literalu, komplementaci literdalu a spojent klauzuli.

Diikaz. Ttida je uzaviena na odebrani klauzule, protoze jeji odebrani odpovida ode-
brani fadku Mpr — toku (tedy uvolni podminky). Vysledna formule tak urcité bude
mit vlastnosti rozsitené hvézdy se shodnym grafem G .

Céstecné dosazeni odpovida odebrani sloupcii odpovidajicich proménnych (pro-
meénné se ve formuli jiz nevyskytuje) a fadki odpovidajicich splnénym klauzulim
z matice Mp. Ziskanou matici ozna¢me M}, (a odpovidajici formuli F”). Odebrani
radku je popsano pri odivodnovani uzavienosti na odebrani klauzule. Diky nému
formule F’ ze t¥idy hidden extended horn nevypadne. K odebirani sloupce musime
adekvatné upravit graf G (matici ') — zde se uZije kontrakce hrany (pfi ode-
brani k-tého sloupce My kontrahujeme tu hranu, které odpovida k-ty fadek T1).
Graf G/, vznikly po téchto upravach je opét strom a dokazuje, Ze Mg mé opét
vlastnosti rozsitené hvézdy.
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K dikazu uzavienosti na komplementaci k-té proménné (k-ty sloupec Mp) vytvo-
fime z G novou hvézdu tim, Ze opacné zorientujeme hranu odpovidajici proménné
r (k-ty fadek T~ vynéasobime —1).

Dtivodem, pro¢ je tiida hidden extended horn neuzaviena na odebrani literalu
je to, ze zména nenuly na nulu v matici Mp mtze prerusit tok po néjaké cesté a tak
nechat vzniknout vrcholu s prebytkem. Formule F' = (z7 V 23 V 23)& (-1 V —2o V
—z3) je hidden extended horn. Jeji rozsitenou hvézdou je orientovana cesta se tfemi
hranami (a zadnou jinou rozsifenou hvézdu nema). Kdyz F' zopakujeme ¢tytikrat po
sobé, ziskdme opét hidden horn formuli (se stejnou hvézdou). Odebiranim literalu
ale mizeme dostat formuli F' = (1 VoV x3)& (-1 V —xe V —23)& (21 V 29) & (-1 V
—29)& (2 V x3)& (g V mx3)& (21 V x3)& (-1 V —s), kterd neni hidden extended
horn. Nezavisle na pfifazeni proménnych hrandm cesty a pozici kofene totiz bude
jedna z kvadratickych klauzuli odpovidat toku s obéma dil¢imi toky vedoucimi do
vrcholu odlisného od kotene. Tyto vrcholy tudiz budou mit kladné prebytky, coz
porusi podminky pro to, ze je ptislusny graf rozsitenou hvézdou pro tuto formuli.

Pro dtkaz neuzavienosti na komplemetaci literalu a spojeni klauzuli nejdiive
ukazeme, ze formule G = (21 V 22)& (21 V —29)&(—x1 V 22) V (m21 V —y) nepatii
do tfidy hidden extended horn. To znamena, zZe neexistuje zadny stom Gr se tfemi
vrcholy (matice T~ je rozsifena o jeden vrchol). Takovy strom nemftiZe byt nic jiného
nez néjakym zptisobem zorientovana cesta. Rozebereme dva piipady:

e Kofen je prostfedni vrchol cesty: Radky Mg predstavuji viechny ¢étyti kombi-
nace +1. Bez ohledu na orientaci hran G bude vzdy jeden z toku (fadku M)
odpovidat dvéma jednotkovym tokiim z kofene. Oba konce cesty tak budou
mit prebytek 1, coz narusuje pozadavky na toky v rozsirené hvézde.

e Kofen je jednim z koncti cesty: Alespon jeden fadek Mg (klauzule) odpovida
jednotkovému toku po obou hranéch do stfedniho vrcholu. V tomto vrcholu
je prebytek 2, coz vede k poruseni pozadavku na to, aby G byla rozsifena
hvézda.

Nyni tedy ukdzeme, Ze tfida neni uzaviena na komplementaci literalu. Formule
(mx1V —z2) je hornovskd, tedy je i hidden extended horn. Kdyz ji dame ¢tyfikrat za
sebe do konjunkce, zlistane hidden extended horn. Komplementaci literalu z takto
vzniklé formule mtizeme ziskat formuli G, o které jsme pravé dokazali, ze neni hor-
novska.

Podobné lze dokazat i Ze tfida hidden extended horn neni uzaviena na spojeni
dvou formuli. Formule G; = (z1Vx2)&(x1V—13) a G = (mx1 Vas)& (-1 V-xs) jsou
skryté hornovské, a tedy i hidden exteded horn. Formule vznikla jejich konjunkci je
G, ktera neni hidden extended horn. O

Pozndmka 3.5.6. Inkluze skryté hornovské C hidden extended horn je ostra. To
plyne napft. z toho, ze tfida hidden extended horn neni uzaviena na odebrani literalu,
kdezto t¥ida skryté hornovskych formuli ano.

Abychom ospravedlnili korektnost algoritmu budeme, potifebovat uzavienost tiidy
hidden extended horn na c¢astecné dosazeni. Tu uzijeme k argumentaci, Zze po ¢as-
tecném dosazeni provedeném v unitprop ziistane formule ve tfidé hidden extended
horn. ProtoZe unitprop provadi pouze vynucend dosazeni, je I’ splnitelné, pravé
kdyz je splnitelna F'.
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Algoritmus 6 Algoritmus pro hidden extended horn formule [13]
Vstup: Hornovska formule F' v CNF.

Vystup: ,splnitelnd“ nebo ,nesplnitend*.

1: (F',t) := unitprop(F)

2: if F' obsahuje prazdnou klauzuli then
3 return ,nesplnitelna”

4: else
5)
6

return ,splnitelna“

. end if

Pokud F’ obsahuje prazdnou klauzuli, je nesplnitelnd. Zbyva tedy odtvodnit,
pro¢ je hidden extended horn formule F’ se vSemi klauzulemi alespon kvadratic-
kymi vzdy splnitelnd. To proto, Ze systém nerovnosti pro F’ je splnén vektorem
T = (%, ey %) — viz nésledujici odstavec. Nyni pouzijeme na tento vektor 2, Sys-
tém nerovnosti a matici 7"~! (jejiZ existenci zarucuje nalezeni F’ do t¥idy hidden
extended horn) vétu 3.5.1 a dostavame, Ze existuje celociselné feSeni této ulohy
linedrniho programovani (a tedy spliiujici ohodnoceni)

Jediné, co jesté nemus1 byt ziejmé, je proc¢ vektor x’ fesi dany systém nerovnosti.
S nerovnostmi 2/ > 0 a —2/ > —é ¢ jisté problem neni. Podivejme se tedy na nerovnosti
Mp -z > ¢&— n(M 7). Ozna¢me si m? vybrany fadek matice My, p pocet hodnot
1 v tomto fadku a n pocet hodnot —1 v tomto fadku (tj. stejné ¢islo jako prislusna

slozka n(M r)). Pozadovana nerovnost pak lze psat jako:
- -1
mT~x’:§(p—n) >1—n

a upravit na nerovnost
ptn=>2

a ta je splnéna, protoze jsme predpokladali, ze v kazdé klauzuli jsou alespon dva
literdly (na Ffadku Mg jsou alespori dvé hodnoty +1).

Ctenéie by jesté mohlo zajimat, jak ziskat konkrétni splitujici ohodnoceni. To lze
udélat pomoci zndmé techniky z tvah o vyuziti ¢erné skfinky fesici SAT (pro nas
bude ¢ernou skiinku zastupovat uvedeny algoritmus). K formuli F' pfidame klauzuli
x1, ta vynucuje ohodnoceni v(z) = 1. Pokud je formule F&z; nesplnitelnd, zkusime
stejny postup s —z; (a ohodnoceni v(z;) = 0). Je-li F&x; splnitelnd, znamena
to, ze existuje splinujici ohodnoceni pritazujici z; hodnotu 1. Toto ohodnoceni si
zapamatujeme, polozime F' := F&ux; a postup opakujeme pro dalsi proménnou.
Pokud jsou obé moznosti nesplnitelné, znamena to, ze je formule nesplnitelna.

Postup 1ze zefektivnit pokud do dalsich iteraci pouzivame formule jiz po prove-
deni jednotkové rezoluce. To vede k algoritmu SLUR uvedenému v nasledujici ¢asti
(ten lze tedy také uzit k testovani splnitelnosti hidden horn formuli).

Tvrzeni 3.5.7. TFida hidden extended horn je v inkluzi neporovnatelnd se tridami
kvadratickych a matched formuli.

Diikaz. Kvadratické Z Hidden extended horn: napf. formule F' = (z; V x9)&(z1 V
—29)& (w1 V x2) V (mx1 V 1x9) z tvrzeni 3.5.5.

Hidden extended horn ¢ Kvadratické: staci vzit libovolnou hornovskou formuli,
ktera neni kvadraticka.
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Matched Z Hidden extended horn: Formule (21 V -V a3)& (1 V —za Vi )& (21 V
-9 V x5)&(—x1 V 1o V g) je Matched (x3, x4, T5 a x¢ zajisti existenci parovani).
Neni ale hidden extended horn, protoze tiida hidden extended horn je uzaviena na
castecné dosazeni, ale dosazenim hodnoty 0 za x3, x4, T5 a x¢ vznikne vyse uvedena
formule F' z tvrzeni 3.5.5, o niz vime, ze neni hidden extended horn.

Hidden extended horn € Matched: staci vzit libovolnou hornovskou formuli s vice
klauzulemi nez proménnymi — napi. (—z; V —xg)&(x1 V ~2)& (-1 V 22). O

Pozorovani 3.5.8. Hidden extended horn neni podtiidou tridy Balanced (tj. Hidden
extended horn € Balanced).

Diikaz. V predchazejici kapitole (tvrzeni 3.4.2) jsme ukazovali hornovskou formuli,
kterd neni balanced. Tu mtizeme pouzit i tady (hornovska je i hidden extended
horn). O

Pozndamka 3.5.9. Pro inkluzi Balanced ¢ Hidden extended horn se nepodafilo vy-
myslet protiptiklad. Zistava tak zatim oteviena.
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Kapitola 4

Pokrocilejsi tridy s polynomialné
resitelnym SATem

4.1 SLUR

Tfida SLUR (Single Lookahead Unit Resolution) byla zavedena v ¢lanku Schlipf
a kol. [16]. Je definovana pomoci nedeterministického algoritmu podobného Davis-
Putnamové procedufe (viz [9]). V pozdéjsim ¢lanku Franca a Van Geldera [11] je
k definici pouzita mirné upravend procedura (symetri¢téjsi vzhledem ke komple-
mentaci proménné), jiz budeme uzivat i my. TFida je podle této definici sice mensi
v inkluzi, ale pfirozenéjsi. Konkrétné se jedna o to, Ze neni preferovano ohodnoceni
jednou pravdivostni hodnotou pfed druhou (fadek 18 algoritmu).

Definice 4.1.1. [11] SLUR je tfida téch formuli, na kterych algoritmus SLUR (uve-
den na strané 35) pii zadné volbé pofadi proménnych a volbach dosazenych hodnot
nevrati ,selhalo®.

Je snadno vidét, ze algoritmus testovani splnitelnosti ma pro formule t¥idy SLUR
¢asovou slozitost O(n?) (implementujeme-li funkci unitprop v linedrnim ¢ase). Nyni
ukazeme nékteré vlastnosti této tridy.

Tvrzeni 4.1.2. TFida SLUR je uzaviend na komplementaci proménné.

Diikaz. Staci, kdyz ukazeme uzavienost tfidy na komplementaci jedné promeénné.
Budeme postupovat sporem. Necht F je formule t¥idy SLUR, z jeji proménné a F’
vznikne z F' komplementaci proménné x, ktera jiz neni ve tiidé SLUR.

Vezméme vypocet (volbu potradi proménnych a dosazenych hodnot), pro ktery
algoritmus SLUR na formuli F' selhal. Vytvotrime-li z né€j vypocet, ktery se bude lisit
pouze tim, ze za x dosadi opacnou hodnotu, ziskame korektni vypocet pro formuli
F. Existence tohoto vypoctu je ale ve sporu s tim, Ze F' je ve tfidé SLUR (pfi této
volbé poradi proménnych a dosazenych hodnot selze). O

Tvrzeni 4.1.3. Trida SLUR neni uzaviend na komplementaci literdlu.

Diikaz. Uvazme formuli (1 V 22)& (21 V —x0)&(—21 V 29)&(a V —xq V x2). Pokud
komplementujeme posledni literdl, pak je kazdy vypocet, ktery v prvnim krouku
ptifadi proménné a hodnotu 0 selhévajici, protoze (x; V x9)&(z1 V —x9)& (-1 V
x9)& (-1 V —x2) neni splnitelna. O
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Algoritmus 7 SLUR

Vstup: Formule F' v CNF na proménnych x1, s, ..., 2,

Vystup: Splnujici ¢astecné pravdivostni ohodnoceni proménnych z F, ,nesplni-
tena“, nebo ,selhalo®

1: F, t := unitprop(F)

2: if I’ obsahuje prazdnou klauzuli then

3:  return ,nesplnitelnd”

4: end if

5: while F' neni prazdna mnozina klauzuli do

6: v := libovolna proménna vyskytujici se v I
7. (F1, t1) := unitprop( F U {{-w}})

8:  (Fy, ty) := unitprop( FFU{{v}})

9: if @ € F; and @ € F, then

10: return selhalo®

11: else if @ € F; then

12: F = F2

13: t:=tUly

14: else if @ € F, then

15: F.=F

16: t:=tUt

7. else

18: Vyber libovolnou z nasledujicich moznosti:
19: 1. F:=F,t . =tUty

20: 2. F = Fy, t :=1tUt,

21: end if
22: end while
23: return t
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Tvrzeni 4.1.4. TFida SLUR je uzaviend na c¢dstecné dosazeni.

Diikaz. Tvrzeni ukdzeme pro dosazeni hodnoty jedné proménné (dale 1ze uzit princip
indukce).

Vezméme libovolnou formuli F' z t¥idy SLUR a proménnou x, ktera se v ni vysky-
tuje (v ptipadé, kdy se x v F nevyskytuje, plati tvrzeni trividlné). Rozebereme dva
ptipady podle toho, kdy byla ve vypoc¢tu nad F' (formuli pfed ¢asteénym dosazenim)
prifazena proménné x jeji hodnota:

a) algoritmus pfifadil proménné z jeji hodnotu jiz pred vstupem do while-cyklu
(tedy v tvodnim volani funkce unitprop): To znamen4, ze se bud proménna vyskyto-
vala v jednotkové klauzuli, nebo Ze jeji hodnota byla vynucena zprostfedkované (po-
sloupnosti rezoluci). V pfipadé, ze je hodnota urcend ¢asteénym dosazenim shodna,
tvrzeni zfejmé plati. V opacném pripadé€, je funkci unitprop odvozen spor a tvrzeni
také plati.

b) hodnota je pfifazena v prubéhu vypoc¢tu while-cyklu: Protoze F' je SLUR,
musi algoritmus tspésné skoncit pii jakémkoliv poradi volby proménnych. Mtzeme
tedy zafixovat volbu proménné x jako prvni vybrané. Diky tomu, ze F' je SLUR,
pii libovolném poradi dalSich proménnych algoritmus neselze. To navic plati pro
obé hodnoty pfifazeni proménné x (v kazdém z pfipada je bud okamzité vyvozen
spor pomoci funkce unitprop - a to nejvyse pro jednu z moznych hodnot, nebo lze
pokracovat ve vypoctu). ProtoZe pfifazeni hodnoty proménné je provadéno pomoci
konjunkce formule s jednotkovou klauzuli a volani unitprop, mizeme pouzit pred-
chozi tivahy z bodu a). O

V ¢élanku [11] je uvedena struktura, jejiz vyskyt v rezoluénim grafu (definovaném
na str. 13) za pfedpokladu, Ze vSechny v, u;, w; jsou navzajem rtzné proménné, a za
predpokladu, ze ve formuli nejsou dalsi klauzule, jez by do grafu pridaly dalsi cestu,
zajistuje, ze formule nebude SLUR. Tuto strukturu uvadime na obrazku 4.1 v mirné
pozménéné podobé (ptvodni struktura byla uzpisobena poc¢tem klauzuli pro snazsi
pravdépodobnostni odhady). Kazdy vrchol grafu predstavuje klauzuli, hrany pravé
jednu konfliktni proménnou (a tedy moznost rezoluce ji spojenych klauzuli). V klau-
zulich se mohou vyskytovat dalsi literaly, ale ty nesmi pfidat dalsi komplementarni
par.

To, ze formule s danou strukturou neni SLUR, 1ze jednoduse nahlédnout z toho,
ze neobsahuje jednotkové klauzule (algoritmus na ni musi zvolit hodnotu pevné
pfifazenou proménné) a neni splnitelnd (kazdy vypocet odvodi prazdnou klauzuli).
Vyberme jako prvni tfeba proménnou v. Dosadime-li za ni hodnotu 0, leva polovina
dava spor. Dosadime-li 1 dava spor prava polovina.

u, v W,
~{U, v U, u, v VvV WV W, W, v Wl
A" v
. v E
TR U, vV Wy W[ .

Obrazek 4.1: Criss-cross smycka

Nyni pouzijeme uvedenou strukturu k dikazu nékolika dalSich tvrzeni o tiidé

SLUR.
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Tvrzeni 4.1.5. Jsou-li F1 a Fy SLUR formule, formule F1&F, nemusi byt SLUR,
tj. SLUR neni uzavrena na spojeni dvou formuli.

Diikaz. Myslenkou tohoto dikazu je spojit dvé formule (odpovidajici dvéma cyk-
lam), aby v rezolu¢nim grafu vznikla uvedend struktura (dvé hamiltonovské kruz-
nice).

Prikladem takovych formuli mize byt F; = (v V uy)&(—uy V u2)&(—us V v) a
Fy = (—v V wy)&(—w;y V we)&(—wy V —w). Obé tyto formule jsou SLUR (ukézeme
pro Fi, pro F; to pak plyne z uzavienosti na komplementaci proménné):

1. Necht je jako prvni vybréana proménnéd v. Pokud se za ni snaZime dosadit
hodnotu 0, jsou pfimo vynuceny hodnoty proménnych u; a us po fadé 1 a 0, které
davaji spor u prostiedni klauzule. Je tak u proménné v vynucena hodnota 1 a do
dalsiho kroku zbyde pouze prostfedni klauzule, kterd uz je jisté SLUR.

2. Necht je nyni jako prvni vybrdna proménna wu; (pfipad wus je symetricky).
Pokud ji priradime hodnotu 0, vynuti se pro v hodnota 1 a tim se splni cela formule.
Jestlize ji pritadime hodnotu 1, vynuti se hodnota 1 i pro proménnou u, a ta vynuti
hodnotu 1 proménné v, ¢imz se formule splni.

Spojenim Fi& F5 dostaneme strukturu odpovidajici criss-cross smycéce uvedené
na obrazku 4.1. Spojeni tedy nebude SLUR.

Jesté poznamenejme, ze budou-li dvé formule SLUR na disjunktnich mnozinach
proménnych, je SLUR 1i jejich konjunkce (ale toto neni nutna podminka). O

Priklad 4.1.6. Vlastnost ,byti SLUR® je vlastnosti konkrétni formule, nikoliv funkce,
kterou formule reprezentuje, jak ukazuji nasledujici formule: F} = z1&—x; a Fy =
(21 V x0)&(—x1 V 22)& (21 V 22)& (-1 V —22). Obé jsou nesplnitelné (vyjadfiji nu-
lovou funkci) a pfitom F; je SLUR a F; neni (vypocet selze pfi obou pofadich
proménnych).

Plati vsak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.1.7. [16] Je-li formule F SLUR a F' je jeji logicky disledek, pak je SLUR
i formule F&F'.

Diikaz. Tvrzeni je ziejmé. Ptidané klauzule pfipadné pouze urychluji vypocet (diive
vynuti spravnou hodnotu proménné). O

Tvrzeni 4.1.8. TFida SLUR neni uzaviend na odebrani klauzule z formule.

Diikaz. Formule F' = s&(sV x1 V x2)&(sV w1 V 229)&(s V 21 V 22)&(s V =1 V —19)
je SLUR (jednotkové rezoluce na fadce 1 algoritmu SLUR dosadi za s hodnotu 1,
¢imz splni vSechny klauzule).

Odstranime-li jednotkovou klauzuli s, vznikne formule, kterda SLUR neni (pokud
pro vzniklou formuli vybereme jako prvni proménnou s a pfitadime ji hodnotu 0,
ziskdme formuli F; z pfedchoziho pfikladu).

Jinym priipadem takové formule je F' = F'&x&—x, kde F’ je formule jez neni
SLUR a neobsahuje proménnou = (napf. F» z vySe uvedeného piikladu). Tato je
SLUR (z poslednich dvou klauzuli je odvozen spor a formule je oznadena za ne-
splnitelnou), odebereme-li posledni klauzuli, ziskdme formuli, na které algoritmus
selze. O

Tvrzeni 4.1.9. Tr¥ida SLUR neni uzaviend na odebrdani literdlu z klauzule.
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Diikaz. Prikladem bud formule F' = (v V up)&(—uy V ug)&(—ug V v)&(—v V wy V
a)&(—wy V we)&(—wq V = V —a), kterd je SLUR:

e Nejdiive necht je jako prvni vybréana proménné v. Zkusime-li za ni dosadit 0,
tim je vynuceno dosazeni 1 za u; a 0 za ug, to d4 nad druhou klauzuli spor.
Dosadime tedy 1, tim pddem nam zbyde formule (—u; V ug)&(wq V a)&(—w; V
wy)&(—ws V —a). O prvni klauzuli se nemusime starat, protoZe je na jinych
proménnych nez zbytek — za jednu proménnou dosadime a pro druhou je
hodnota vynucena (pokud klauzule nebyla splnéna jiz dosazenim za prvni pro-
ménnou). Na zbylé t¥i klauzule se miZzeme divat jako na cyklus implikaci (tak
jako v ¢asti o kvadratickych formulich). Pokud dosadim jednu hodnotu, budou
zbylé vynuceny.

e Necht je jako prvni vybrdna proménnd u;. Dosadime-li za u; nulu, je vynuceno
dosazeni 1 za v a to vede na predchozi fetézec vah. Dosadime-li za u; jednicku,
je vynuceno ohodnoceni us jednickou a v jednickou, coz zase vede na predchozi
bod. Situace pro volbu us jako prvni proménné k dosazovani je obdobna.

e Nechf je nyni jako prvni proménnd zvolena a. Dosazenim hodnoty 0 dostéavame
(vVuy)&(—uy Vug) & (—us Vo) & (—vVw, )& (—w Vws). At dosadime za jakoukoliv
dalsi proménnou, vzdy bud dospé&jeme k vynuceni hodnoty 1 za v, nebo ke
sporu. Pokud bychom za a dosazovali 1, dostaneme (vVuy)&(—uy Vus)&(—ugV
0)&(—wy V we)&(—wse V —w), kde je situace obdobnA.

e Posledni moznosti je vybrat jako prvni proménnou w; (pfipad ws je obdobny).
Dosazend hodnota 0 dava (v V uq)&(—uy V ug)&(—us V v)&(—v V a)&(—wy V
—w V —a). Ohodnoceni v, u; nebo uy jako dalsi proménné vede k tvaham
prvnich dvou bodi. Ohocnoceni wy jako druhé proménné bud odstrani, nebo
zkrati posledni klauzuli (a vede na znamé tvahy). Ohodnoceni a jako druhé
proménné vynucuje ohodnoceni hodnotou 1 (jinak je vynucené dosazeni 0 za
v a to dava spor zjistitelny v unitprop — nepouzije se) a to vede k formuli

uvahy:.

Pokud bychom za a dosadili 0, ziskdme (v V uy)&(—uy V ug)&(—ug V v)&(—v VvV
w1)&(—w; V we), kde opét mizeme pouzit téze uvahy.

Odebereme-li z ni literdl a (piipadné —a), vznikne formule uvedend v tvrzeni
4.1.5 o neuzavienosti na konjunkci dvou SLUR formuli (navic v ni zistane pouze
jeden literdl —a resp. a, ktery neovlivni jeji vlastnosti — neni SLUR): méme totiz
formuli (v V u)&(—uy V ug)&(—ug V 0)&(—v V wy)&(—w;y V we)&(—wy V —v V —a),
po dosazeni hodnoty 1 za proménnou a jednotkova rezoluce nic neodvodi a jsme
u formule, o které se hovofi v citovaném tvrzeni. O

Lemma 4.1.10. Rozhodovani F € SLUR patri do tridy co-NP.

Diikaz. Pouzijeme diikaz nalezeni do tiidy co-NP pomoci certifikatu. Tim bude po-
fadi proménnych, na kterych vypocet selhava, a seznam vybranych moznosti (dojde-
li k vykonani fadku 18 algoritmu SLUR).

Tento certifikat je zjevné polynomialni vzhledem k velikosti formule. Jeho ovéfeni
lze provést v polynomialnim c¢ase simulaci vypoctu algoritmu SLUR s pfislusnymi
volbami a poradim proménnych. O
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Nyni se pokusime tfidu SLUR zvétsit pomoci jednoduché myslenky nehledat spor
pro volbu pouze po bezprostiednim dosazeni jedné hodnoty, ale dosazovat za vice
hodnot. Vypocet se tak sice zpomali, ale dostamene mirné vétsi t¥idu, jak ukazeme
v nasledujicim.

Definice 4.1.11. SLUR(I) je t¥ida logickych formuli, na kterych algoritmus SLUR(})
ze strany 40 nevrati ,selhalo“ pii zddné z nedeterministickych voleb mnoziny A (na
radku 10) a voleb ¢asteénych dosazeni (na fadku 26).

Pocet vSech kombinaci pfimosti/negovanosti i-tice literali je roven 2¢. For—cyklus
na iadku 12 tak spotiebuje as O(n - 2') (za piedpokladu, Ze je funkce unitprop
implementovana v linedrnim ¢ase). Zbytek téla while-cyklu se do tohoto odhadu
také jisté vejde. PocCet béhtt while-cyklu je shora omezen poctem proménnych n.
Cely algoritmus SLUR(i) tudiz pracuje v éase O(n? - 2%).

Tfida SLUR(1) odpovida ptavodni definici t¥idy SLUR s tim, Ze v pfipadé, kdy
v prvnim béhu while cyklu selzou obé vétve, vratime ,nesplnitelna”. Nyni ukazeme
vztahy tiidy SLUR(i) s ostatnimi tfidami formuli.

Tvrzeni 4.1.12. Pro kaZdé i existuje formule F, Ze F € SLUR(i+1)\ SLUR(i).

Diikaz. Takovou formuli je naptiklad identicka nula vyjadiena jako CNF na i+2 pro-
ménnych V = {x1,..., 2,12} obsahujici vSechny kombinace pfimych a negovanych

literalti:
/\ \/v\/ \/ -

PCV \wveP  weV\P

Kdyz do této formule dosadime za libovolnou i-tici proménnych, nékteré klau-
zule vymizi a zistane nam sporné formule dvou proménnych (nap¥. dosadime-li za

T1, ..., i, zbude ndm (i1 Vi) & (i1 V -Zive)& (i Vi) &(—rin V —Tige)),
na které unitprop neodvodi spor. Pokud dosadime za libovolnou ¢ + 1-tici, tak nam
zbyde sporna formule typu z&—z, na které unitprop spor odvodi. O

Tvrzeni 4.1.13. Pro kazdé i je trida Matched formuli neporovnatelnd s tridou

SLUR(i).

Diikaz. SLUR(i) € Matched: plyne z toho, ze ve t¥idé SLUR(i) existuji formule,
které jsou nesplnitelné (ty jisté nepatii do tfidy Matched).

Matched Z SLUR(i): vezmeme formuli z dikazu tvrzeni 4.1.12 tak, aby nebyla
SLUR(i) a vytvofime z ni Matched formuli tak, Ze do kazdé klauzule pfidame novou
proménnou (yi,...) v piimé formé. Tyto proménné budou tvofit totalni parovani
(a formule tedy bude Matched). Pokud za kazdou z proménnych y; (kterych bude
2%, tj. vice nez i) dosadime 0, zbyde nam formule z uvedeného tvrzeni, ktera neni
splnitelnd a tedy na ni algoritmus SLUR(i) selze. O

Tvrzeni 4.1.14. Pro kazdé i je tiida SLUR(i) neporovnatelnd se tridou kvadratic-
kych formuls.

Dikaz. Polozme F = (x1Vx2)&(—x1 V)& (21 V22)&(—21V-22) a G = (y;1Vy;2)-

Pak formule G;&F neni SLUR(1): staéi zvolit za proménnou vy 1, zbyde formule
F a ta je nesplnitelna. Algoritmus tedy vrati ,selhalo®.

Obdobnou formuli 1ze definovat pro kazdé i: G1& ... &G;&F a v prvnim kroku
vybrat proménné y; 1, Y21, ., Yi1-

Na druhou stranu existuji SLUR formule, které nejsou kvadratické. O
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Algoritmus 8 SLUR(i)

Vstup: Formule F' v CNF na proménnych x1, 2, ..., 2,

Vystup: Spliujici ¢astecné pravdivostni ohodnoceni proménnych z F, ,nesplni-
tena“, nebo ,selhalo®

1: F, t := unitprop(F)

2: if I’ obsahuje prazdnou klauzuli then

3: return ,nesplnitelnd“

4: end if

5: 7 : =0

6: while F' neni prazdnd mnozina klauzuli do

7 ji=7+1

8: () := prazdna fronta

9: lQ =0

10 A := mnozZina i proménnych obsazenych ve formuli F' (pokud F' obsahuje
méné proménnych, pak mnozina vSech proménnych z F')

11: B = {{{L}, ... {la}} : li,... {4 jsou literaly nad vSemi proménnymi z A}

{Kazdy prvek B je formule sloZend z jednotkovych klauzuli nad proménngmi
ruznymi proménngmi z A (proto tolik moZinovych zdvorek)}
12:  for all S € B do

13: Fg,ts := unitprop(F U S)

14: if Fs neobsahuje prazdnou klauzuli then
15: pridej Fg,ts do @

16: lg :=1lg+1

17: end if

18: end for
19:  if [ =0 then

20: if j =1 then

21: return ,nesplnitelna“

22: else

23: return ,selhalo®

24: end if

25: else

26: F,tyybran := nahodné vybrany prvek z @)
27: t =t U lyybran

28: end if

29: end while
30: return t
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Pozndmka 4.1.15. O kvadratické formule lze libovolnou tfidu SLUR(i) i ptvodni
SLUR rozsifit jednoduchym zptsobem. Staci si zapamatovat, ze formule byla na
pocatku kvadratickd a v pfipadé, ze algoritmus selze, je formule nesplnitelnéd (coz
plyne z toho, ze kvadratické formule lze fesit pomoci jednotkove rezoluce — viz sekce
o kvadratickych formulich).

Tvrzeni 4.1.16. TFida SLUR obsahuje tridu hidden extended horn.

Diikaz. Plyne z toho, ze algoritmus SLUR vyfesi splnitelnost pro kazdou hidden
extended horn formuli — viz diskuze pod algoritmem 6 na strané 32. U

Tvrzeni 4.1.17. Trida SLUR obsahuje tridu Balanced.

Diikaz. Porovnanim algoritmu 4 (strana 21) a algoritmu SLUR. O

4.2 g-Horn

Definice 4.2.1. Necht V' je mnozina proménnych. Zobecnéné pravdivostni ohodno-
ceni proménnych je zobrazeni u : V' — [0, 1]. Toto ohodnoceni lze rozsifit na literaly
pozadavkem @(z) + u(—z) = 1 a klauzule a(C') = Y, a(l).

Ohodnoceni @ nazveme pripustngm pro klauzuli C| jestlize u(C) < 1.

Formule F patii do t¥idy g-Horn, jestlize existuje zobecnéné ohodnoceni u takové,
ze u je pripustné pro vSechny klauzule formule F'.

Tfidu g-Horn lze ekvivalentné definovat pomoci tzv. complexity indexu ([5]).
S ohledem na nésledujici kapitolu definujeme complexity index pro ohodnoceni (vek-
tory ¥) s prvky z [—1,1].

Definice 4.2.2. Complexity index pro formuli F' s inciden¢ni matici Mg (viz definice
2.3.4) je feseni nasledujiciho linedrniho programu:

min 7
Mp-Z>L—27¢
rel-1,1]"

kde L je vektor majici v i-té slozce délku i-té klauzule, € je vektor samych jednicek
azZ eR.

Definice 4.2.3. Formule F' je ve tiidé gq-Horn, jestlize ma complexity index Z < 1.

Abychom nahlédli, Ze obé definice vedou ke stejné tiidé formuli, zavedeme si
ohodnoceni t : V' — [—1, 1]. Pro pfevod z jednoho ohodnoceni do druhého pouzijeme
vztah u(z) = 3(¢(x)+1). Pozadavku @(z)+u(—z) = 1 pak bude odpovidat pozadavek
t(x) + t(—z) = 0. Dosazenim do poZzadavku p¥ipustnosti pro klauzule

a(C) =) 1<1

leC

dostavame pozadavek



kde L¢ je délka klauzule C. Oznacéime-li #(C') := >, - t(l) a upravime rovnici,
dostaneme vztah t(C') < 2— L¢, a po vynasobeni hodnotou —1 dostavame —¢(C') >
Lo — 2. Nyni si uvédomime, Ze linedrni program definujici complexity index bere
do tvahy vSechny vektory & € [—1,1]" (tj. zkousi vSechna ohodnoceni ¢) a mizeme
tedy pro ucely dikazu ekvivalence definic umazat minus na levé strané. Déle si
uvédomime, ze soucin fadku Mp s T odpovida aplikaci ohodnoceni na klauzuli, tj.
t(C;) (kde C; je klauzule odpovidajici i-tému fadku). Nyni uz je ekvivalence obou
definic ziejma.

Daéle je mozno definovat tfidu g-Horn pomoci tzv. monoténnich matic (ekviva-
lence s predchozimi definicemi je dokdzana v [5]).

Definice 4.2.4. Necht F' je formule a M jeji incidencni matice. Monotonni dekom-
pozici matice Mp rozumime matici M}, ziskanou z Mg permutaci fadka a sloupct,
pfipadné nésobenim sloupctt hodnotou —1 (komplementace proménné), nasleduji-

citho tvaru:
A1 0O
D | As

kde A; méa nejvyse jednu hodnotu 1 v kazdém radku, D obsahuje pouze hodnoty
—1 a0 a A, je libovolna matice s prvky {0, £1}.

Maximalni monoténni dekompozice je takova, ve které je velikost A; maximali-
zovana.

Jestlize maximalni monoténni dekompozice Mp neobsahuje v ¢asti Ay vice nez
dvé nenuly na radek, pak je F' ve tfidé gq-Horn.

Na zékladé této dekompozice lze vytvorit linearni algoritmus pro test nalezeni
formule do ti¥idy gq-Horn. Algoritmem z knihy [18] (resp. zpravy [19]) v linedrnim
case sestrojime maximalni monoténni dekompozici a ovérime podminku uvedenou
v definici 4.2.4.

Jiny lineérni algoritmus rozpoznavani formuli t¥idy je mozné najit v ¢lanku [4].

V okamziku, kdy méame F' dekomponovanu, mizeme otestovat splnitelnost na-
sledujicim zpusobem v linearnim ¢ase. Algoritmem pro hornovské formule najdeme
spliiujici ohodnoceni hornovské ¢asti (to jsou fadky Mg odpovidajici matici A;). Je
vyhodné hledat spliiujici ohodnoceni s maximalnim moZnym poc¢tem nul (pokud je
sloupec ohodnocen na 0, jsou splnény i vSechny klauzule, které maji v pfislusném
sloupci matice D nenulu — tj. —1). Pokud je tato hornovska ¢ast (podformule) ne-
splnitelnd, je nesplnitelna celd formule (a kon¢ime). Nyni odebereme vSechny fadky
odpovidajici splnénym klauzulim a sloupce incidentni s matici A; (byly jiz ohodno-
ceny). ProtoZze nam zbyly pouze fadky matice A, (pFip. jen nékteré) a As neobsaho-
vala vice nez dvé nenuly na fadek, mtizeme jeji splnitelnost otestovat algoritmem pro
kvadratické formule. Pfipadné spliujici ohodnoceni pak bude odpovidat sjednoceni
ohodnoceni z hornovské ¢asti a kvadratické ¢asti algoritmu.

Tvrzeni 4.2.5. prevazné z [8] Trida g-horn formuli je uzaviena na édstecéné dosa-
zent, odebrani literalu i klauzule, komplementaci proménné. Neni uzaviend na spo-
jent formuli a komplementaci literdlu.

Diikaz. Uzavienost na ¢astecné dosazeni plyne z definice. Nejsnadnéji je to vidét na
definici pomoci complexity indexu (pro ptvodni formuli je Z € [—1,1]", po ¢astec-
ném dosazeni se nékteré proménné zafixuji).
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Uzavienost na odebrani literalu a klauzule je zase nejlépe vidét z prvni definice
tFidy. Odebrani klauzule C' vede k vynechéani celé podminky Za(l) cc | < 1. Odebrani
literalu se projevi odstranénim jednoho (kladného) scitance.

Pro komplementaci proménné dokazeme uzavienost nasledovné. Nechf ptvodni
formule F' mé piipustné ohodnoceni u. A necht x je komplementovand proménna
a jeji komplementaci vznikne formule F’. Pak pro F’ je piipustné ohodnoceni u’
vzniklé z u nasledovné: u'(y) = u(y) pro y # z a u/(z) = 1 — u(x).

Formule F; = (x1 V 22 V 23) a Fy = (nx1 V —x9 V —z3) jsou g-Horn. Pro prvni
to dokazuje piipustné ohodnoceni u(x;) = 0,7 € {1,2,3} a pro druhou muzeme
argumentovat tak, ze vznikne komplementaci vSech proménnych F. Formule vznikla
spojenim obou F1&F, ale uz neni g-Horn. K tomu by muselo existovat zobrazeni
w: {1, xa, w3} — [0,1], pro které je zéroven u(zy) + u(xe) + u(zs) < 1 a a(—z1) +
u(—z2) +u(—z3) < 1zapodminky u(z)+u(—-x) = 1. Se¢tenim uvedenych nerovnosti
a pouzitim podminky dostavame 14+ 1+ 1 < 1+ 1, coz neni mozné.

Pro neuzavienost na komplementaci literalu pouzijeme formuli (—x; V —zp V
x3)&(—x1 V g V —x3). Ta je v g-Horn, jak dokazuje pfipustné ohodnoceni u(x;) =
u(xs) = 1, u(xs) = 3. Komplementaci jejich prvnich dvou literalt ziskdme formuli
z predchoziho odstavce, ktera neni v g-Horn. O

Pozorovani 4.2.6. [8] Trida g-Horn je vlastni nadtiidou tridy kvadratickych for-
mult.

Diikaz. Pro kazdou kvadratickou formuli l1ze uzit ohodnoceni vsech proménnjch hod-
notou % Pro kazdou klauzuli C' pak jisté je u(C') < 1, protoZe obsahuje nejvyse dva
literaly. Na druhou stranu jsme jiz vidéli formule z g-Horn, které nebyly kvadra-
tické. O

Pozorovani 4.2.7. (8] Trida g-Horn je vlastni nadtiidou tiidy skryté hornovskijch
formuli.

Diikaz. Necht F je skryté hornovska formule. Necht dale S je mnozina proménnych,
jejichz komplementaci ziskdme z F' hornovskou formuli. Pak ohodnoceni u(x) = 0
proxz € S awu(xr) =1 prox ¢ S je pfipustné pro F' a ta je tudiz hornovska.
Ostrost inkluze plyne z toho, ze tfida skryté hornovskych formuli neobsahuje t¥idu
kvadratickych formuli, zatimco t¥ida g-Horn ano. O

Tvrzeni 4.2.8. TFida g-Horn je v inkluzi neporovnatelnd se tridou Balanced.

Diikaz. q-Horn ¢ Balanced: Ttida g-Horn obsahuje tfidu hornovskych formuli a
o té vime, Ze je s Balanced neporovnatelna — prislusna formule, ktera je hornovska
(a tedy i q-Horn) a neni balanced je v tvrzeni 3.4.2 na strané 24.

Balanced Z q-Horn: (1 V 5 V x3)& (-1 V -2 V —x3) je balanced (jak bylo
ukdzano v 3.4.2), ale (jak uz vime z dikazu tvrzeni 4.2.5) neni q-Horn. O

Tvrzeni 4.2.9. TFida g-Horn je v inkluzi neporovnatelnd se tridou Matched.

Diikaz. q-Horn € Matched: Formule z&—x je q-Horn, ale neni Matched.

Matched Z g-Horn: Opét lze uzit formuli (zq V 22 V 23)&(—x1 V —g V —23): je
Matched (vezmeme péarovani vybirajici z kazdé klauzule jinou proménnou), ale neni
q-Horn. O
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Tvrzeni 4.2.10. [8] TFida ¢-Horn je v inkluzi neporovnatelnd se tiidou hidden ex-
tended horn.

Diikaz. -Horn ¢ hidden extended horn: Formule (27 V —xs V x3)&(x; V -2y V
x4)&(x1 V 1o V 25)& (721 V 1xe V x6) je g-Horn (staci zvolit u(xy) = u(zg) =
u(x3) = % a pro zbyvajici proménné z polozit u(z) = 0). Neni viak hidden extended
horn (viz tvrzeni 3.5.7 na strané 32, vztah Matched ¢ hidden extended horn).
Hidden extended horn Z g-Horn: Opét lze uzit formule (z1VzoVas)& (- V-oxsV
—z3), 0 které uz davno vime, Ze neni g-Horn. To, Ze je hidden extended horn jsme
odtvodnili v diikazu tvrzeni 3.5.5 (str. 30) v ¢asti o neuzavienosti hidden extended

horn na odebrani literalu. O
Tvrzeni 4.2.11. Pro kaZdé i je trida g-Horn neporovnatelnd se SLUR(1).

Diikaz. SLUR(i) €g-Horn: (z1 V 22 V 23)& (- V —29 V —23) je SLUR (dosazeni
za libovolnou proménnou jednu klauzuli odebere a druhou zkrati na kvadratickou;
formule o jedné klauzuli je pak vzdy SLUR, kazdym dosazenim je bud splnénéd nebo
zkracena a v pripadé, ze je zkracena na jednotkovou klauzuli, vynuti hodnotu, ktera
ji splni). Tato formule ale neni g-Horn (viz dikaz neuzavienosti na spojeni dvou
formuli v tvrzeni 4.2.5).

g-Horn & SLUR(i): jako pfiklad formule, kterd neni SLUR(i), ale je q-Horn
muzeme pouzit formuli z tvrzeni 4.1.14 (a znalost, Ze kazda kvadratickd klauzule je
g-Horn). O

4.3 Linear autarkies

Myslenky vedouci ke t¥idé LinAut se objevuji v Kullmannové ¢lanku [14] (definice,
ke které dospé&jeme, odpovida clanku [20] — podrobnéji viz poznamka 4.3.8). Za-
¢neme definici a zakladnimi vysledky z ptivodniho élanku [14] (v ponékud odlisné
symbolice).

Definice 4.3.1. Autarky je ¢astecné ohodnoceni v’ ohodnocujici alespoti jednu pro-
ménnou, které splni kazdou klauzuli, v niz ohodnoti alespon jednu proménnou.

Neni tezké nahlédnout, ze hledani autarkies je NP-tiplné: autarky lze totiz skladat
a ohodnoceni splnujici celou formuli je jisté autarky — ziskali bychom tak algoritmus
pro feseni SATu (dokud je formule neprazdna, najdi autarky a aplikuj na formuli,
pokud autarky neexistuje, je formule nesplnitelnd).

Trida LinAut je zalozena na myslence, Ze jisty druh téchto ¢asteénych ohodnoceni
lze najit v polynomialnim case.

Definice 4.3.2. Necht V D V' # @. Castetné ohodnoceni v’ : V' — {0,1} je
linear autarky pro formuli F' (v CNF), jestlize existuje vahova funkce w : V — Q7
pritazujici kazdé proménné kladné racionalni ¢islo tak, ze pro kazdou klauzuli C' € F

plati:
Z w(var(l)) > Z w(var(l))

lecw (1)=1 1eC' (1)=0

kde var(l) zna¢i proménnou v literalu .
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Pozndmka 4.3.3. Pokud bychom se méli drzet ptuvodni terminologie z ¢lanku [14],
nazvali bychom vysSe uvedené jako simple linear autarky. Linear autarky by pak byla
libovolna autarky ziskana sloZzenim nékolika simple linear autarkies (kterd ovSem uz
nemusi byt simple linear autarky).

Pozorovani 4.3.4. [14] Cdstecné ohodnoceni v' spliujici uwvedenou nerovnost (li-
near autarky) je autarky.

Diikaz. Vezméme klauzuli C' obsahujici literal 3 takovy, Ze v/'(l;) = 0 (klauzule,
do které v’ nic nedosazuje, nas nezajimaji a pripad, kdy je literdl ohodnocen na
1 nemfze narusit to, Ze ohodnoceni je autarky). Pak plati >, = w(var(l)) >
Y iccwm—o wvar(l)) = w(var(l)) > 0, a tedy v C' musi existovat l, ktery je
ohodnocen na 1 (pfispiva do prvni sumy). O

V uvedeném clanku je mozno nalézt mnoho vlastnosti autarkies, které zde ne-
budeme potfebovat.

Nyni popiseme, jak hledat linearni autarkies pomoci linedrniho programovani.
K tomu budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.3.5. [14] Vsechny linear autarkies pro F jsou presné proky mnoZiny
Lp={Z€Q": Mp-2Z > 0,7 # 0}, interpretované nasledujicim zpiusobem:
i-td promeénnd je ohodnocena 1, jestlize (Z); > 0
i-td proménnd je ohodnocena 0, jestlize (Z); < 0
i-td promeénnd je nedefinovdna, jestlize (¥); =0

kde Mp je incidencni matice (viz str. 14, definice 2.3.4).

Diikaz. linear autarkies pro F' C Lp“: Vezméme linearni autarky v’ (¢astecné ohod-
noceni spliujici podminku z definice 4.3.2) a k nému piislusnou vahovou funkeci w’.
Potom vektor
0, jestlize v'(z;) & var(v')
(v); = w(x;), Jestlize v'(x;) =1
—w(zx;), Jestlize v'(z;) =0

spliiuje podminku pro nalezeni do Ly — pro i-tou slozku vektoru vzniklého soucinem
MfF - ¢ totiz plati:

a) pokud autarky nedosazuje do i-té klauzule je soucin i-tého fadku Mp s vek-
torem ¢ nulovy, protoze tento fadek ma na vsech pozicich, kde ma ¢ nenulova
¢isla, hodnotu 0 (znacici ,proménna se v klauzuli nevyskytuje“)

b) pokud autarky do i-té klauzule dosazuje, je soucin roven 2?21 (Mp)ij-y; =

> iec; =1 W var(l)) = X iec, vp=o W' (var(l)), a to je = 0 diky podmince
v definici linear autarkies.

Navic je vektor ¢ # 0, protoze linear autarky z definice dosazuje alespoii za jednu
proménnou. Interpretaci i dle uvedenych pravidel ziskdme pravé castecné ohodno-
ceni v'.

ylinear autarkies pro F' O Lg“: pro vektor 4 € Lp definujeme vadhovou funkci
w'(x;) = (Y); a Castené ohodnoceni v’ jako interpretaci ¢ dle pravidel uvede-
nych v dokazovaném tvrzeni. Ukazeme, zZe tato volba zajisti splnéni nerovnosti
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z definice 4.3.2: vezméme libovolnou klauzuli C; z formule F; diky ¢ € Lg je
soucin i-tého fadku Mp (odpovidajiciho klauzuli C;) s ¢ vétsi nebo roven 0, tj.
0 < Z?Zl (Mp) ;- yj. Tento soucet mizeme rozdélit na splnéné a nesplnéné lite-
raly klauzule C; a literaly, které se v klauzuli C; nevyskytuji (ty odpovidaji sou¢inu
yj - (Mp)i; = 0). Dostaneme tak: 0 < >~ 1 (Mr)ij -y = Du,y=0 (MrF)ij - Yj,
z CehoZ jiz plyne nerovnost pozadovana definici linear autarkies. (pozn. splnéné li-
teraly jsou ty, kde (Mp);; - y; > 0). O]

Tvrzeni 4.3.6. [14] Lze polynomidlné rozhodovat, zda existuge linear autarky. V pri-
padé Ze ano, lze ji v polynomidlnim case nagjit.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni linearni autarky existuje, pravé kdyz je mnozina
Lr # @. To nastava pravé kdyz a) soustava Mp - ij = 0 mé netrivialni Feseni (coz
lze zjistit napf. Gaussovou eliminaci) nebo b) néktera z tloh linearniho programo-
vani Mp x ¢ > é; mé TeSeni (€ je i-ty vektor kanonické baze) — zde pouzivame
jednoduchého faktu, ze mnozina Ly je uzaviena na nasobek kladnym racionalnim
Cislem. 0J

Algoritmus 9 LinAut

Vstup: Formule F' v CNF na proménnych xi, xs, . . ., x, bez jednotkovych (a prazd-
nych) klauzuli

Vystup: Splnujici pravdivostni ohodnoceni proménnych z F', ,nesplnitena“, nebo
yheni LinAut“

1: while F' neni prazdna mnozina klauzuli do

2 My := inciden¢ni matice F’

3. if Existuje FeSeni ¢ # 0 tlohy Mg -4 > 0 then
4: t' := Interpretace(%)

5: F := {C € F : C neobsahuje proménnou z var(t')}
6 t:=tut

7. else if F je kvadraticka formule then

8 ynesplnitelna‘

9: else

10: return ,neni LinAut“

11: end if

12: end while
13: return t

Definice 4.3.7. Formule F' je ve tfidé LinAut, jestlize uvedeny algoritmus skonci
uplnym dosazenim, nebo (nesplnitelnou) kvadratickou formuli bez linear autarkies.

Pozndmka 4.3.8. Zde narazime na problém nastinény v tvodu: v ¢lanku [14] byla
definovana t¥ida LSA7T tak, ze obsahovala pouze klauzule, které 1ze splnit pomoci
postupné aplikace linear autarkies (odpovidala by nasi definici po vynechéni fadku
7 a8).

V néami uvedené podobé se tiida vyskytla v ¢lanku [20]. P¥idanou podminkou
jeho autor zajistil, Ze se v tiidé objevily i nesplnitelné formule (a z ti¥idy formuli
g-Horn s alespon kvadratickymi klauzulemi se stala vlastni podttida). Slusi se po-
znamenat, ze podminka na faddku 7 mohla byt uvedena i pro jinou t¥idu takovou, ze
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je rozpoznatelna a postupnéa aplikace linear autarkies pro kazdou splnitelnou formuli
této tiidy vede ke splnujicimu ohodnoceni.

Problém s jednotkovymi klauzulemi je mozné vytesit pomoci spousténi jednot-
kové rezoluce pred béhem celého algoritmu. Tim by se do tfidy LinAut dostaly
v8echny g-Horn formule (protoze tfida g-Horn je uzaviend na ¢ésteéné dosazeni a
odstranénim klauzule dojde pouze k uvolnéni podminek v definici linear autarky)
a vSechny kvadratické formule. Ovsem tento predvypocet by znamenal napiiklad
to, Ze by vznikla tfida nebyla uzaviend na odstranéni klauzule. Abychom jednomu
pojmu nepfifazovali dalsi vyznam, rozhodli jsme se drzet se definice z ¢lanku [20].

Pozorovani 4.3.9. Trida LinAut je uzaviend na odebrdni klauzule z formule.

Diikaz. Odebrani klauzule ubere podminku pro vlastnoust ,byti linear autarky*.
Pokud odebirana klauzule byla splnéna néjakou linear autarky, tak v kroku pou-
ziti této autarky taktéz zmizela z formule (a uvedend linear autarky ztistava linear
autarky i pro formuli, ve které tato klauzule neni uz od zac¢atku).

Pokud klauzule po vypoc¢tu nad pivodni formuli ztstala ve formuli, byla formule
po vypoctu budto kvadraticka nesplnitelna (po odebrani klauzule se mize zménit na
splnitelnou, ale ne vypadnout ze t¥idy), nebo nebyla ve tf¥idé LinAut (po odebrani
tam mohla vstoupit, ale to ndm nevadi). O

Pozorovani 4.3.10. TFrida LinAut je uzaviend na komplementaci promeéenné.

Diikaz. Komplementace proménné neméa vliv na vlastnost ,byti linear autarky*
(protoZe nerovnost v definici 4.3.2 pracuje s literdly), ani na splnitelnost kvadra-
tické formule. O

Pozorovani 4.3.11. TFida LinAut neni uzaviend na (obecné) castecné dosazent.

Diikaz. Necht F' je libovolna formule, kterd neni v LinAut (priklad takové formule
bude v tvrzeni 4.3.21) a z je proménnd, kterd se v F' nevyskytuje. Do kazdé klauzule
pridame literal x.

Céasteéné ohodnoceni v(x) = 1 splni kazdou klauzuli (tj. celou formuli) a navic
je linear autarky — stac¢i volit vahovou funkci tak, ze proménné x pritadi vahu 1
a zbylym proménnym vahu 0. Pokud ale pouZijeme ohodnoceni v(z) = 0, ziskdme
formuli F', ktera neni v LinAut. O

Tvrzeni 4.3.12. Trida LinAut neni uzaviend na odebrdni literdlu.

Diikaz. Kdyby byla uzaviena na odebréani literalu (pravé dokazujeme, Ze neni) i
klauzule (coz je, viz pozotovani 4.3.9), pak by byla uzaviena i na ¢astecné dosazeni
(coz neni, viz pozorovani 4.3.11) O

Pozorovani 4.3.13. Trida LinAut neni uzaviena na spojent dvou formuli.

Diikaz. Vezméme formule Fy = (x1 Vs V)& (—xy Vs Va)&(zy V -z V)& (- V
—zoVr) a Fy = (21 Vg V—x)& (- Ve V)& (2 V-xg Voz) & (- Vozg Vo). Obé
jsou ve t¥idé LinAut — splni je linear autarky v;(z) = 1, resp. va(x) = 0, podobné
jako v predchozim pozorovani.

Nicméné jejich spojenim ziskdme tplnou formuli na tfech proménnych, ktera
je nesplnitelnd a nemd ani linear autarky (dokonce ani obecnou autarky — kdy-
bychom dosadili za libovolnou(é) proménnou(é), dosazujeme do vSech klauzuli a
jelikoz autarky musi splnit kazdou klauzuli, do které dosazuje — to nelze protoze
je cela formule nesplnitelnd). Formule neni ani kvadratickd. Nepatfi tedy do t¥idy
LinAut. O
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Tvrzeni 4.3.14. TFida LinAut neni uzaviend na komplementaci literalu.

Diikaz. Vezméme libovolnou formuli F'. Posloupnosti komplementaci literalt ji 1ze
prevést na formuli F”, kterd obsahuje pouze pozitivni literdly. Ta je urcité ve tiidé
LinAut (vahova funkce zvolend jako identickd nula zajisti splnéni nerovnosti v defi-
nici linear autarky). Kdyby tfida LinAut byla uzaviend na komplementaci, mizeme
z F’ opafnym postupem ziskat F’ a ta by musela byt v LinAut. T¥ida LinAut vSak
neobsahuje vSechny formule (jak je vidét z pfedchoziho tvrzeni), coz je spor (F byla
libovolna). O

Lemma 4.3.15 (o jednoznacnosti dekompozice). [14] (jiny dikaz) Pro kaZdou for-
muli F je jednoznacné uréend podformule N, (podmnoZina klauzuli), pro kterou jiz
neexistuje dalsi linear autarky a lze ji ziskat z F libovolnou posloupnosti aplikact
linear autarky.

Diikaz. Necht F, a F, jsou dvé rizné podformule (podmnoziny mnoziny klauzuli)
F' bez linear autarky, k nimz 1ze dospét z F' postupnou aplikaci linear autarkies.
Polozme F, = (F, \ Fy) U (F, \ F,). Na F, ale lze aplikovat stejnou posloupnost
linear autarkies, pomoci které jsme z F ziskali F} (pfip. vynechame ohodnocovani
proménnych, které uz ve formuli nejsou). Ze se stale jedna o linear autarkies je
ziejmé — viz dikaz uzavienosti na odebrani klauzule. To dava spor s tim, ze F, uz
nemad linear autarky. Symetrickou tvahu lze provést pro Fy. Celkem dostavame, ze
mnozina F, je prazdna (tj. F, = F}). O

Pozndamka 4.3.16. Formule je splnitelnd LinAut, pravé kdyz je Ny, prazdnad mno-
zina klauzuli. Z toho plyne, Ze tfida LinAut je polynomialné rozpoznatelna: staci
spustit vyse uvedeny algoritmus (vzhledem k lemmatu o jednoznacnosti dekompo-
zice je formule N;, ur¢ena jednoznacné a tedy vysledek nezavisi na poradi pouzitych
autarkies).

Tvrzeni 4.3.17. [14] KaZdd ryze kvadratickd formule F patii do tridy LinAut.

Dikaz. V pripadé, ze F' je splnitelna, staci jako vahovou funkci w volit konstantni
funkci - kazdé proménné pritadit totéz kladné racionalni ¢islo. Ta bude spliovat
podminku z definice linear autarky pro libovolné spliiujici ohodnoceni formule F' —
a to tim padem bude linear autarky (muze byt nalezeno pfimo, nebo postupné pres
vice linear autarkies).

V pripadé, Ze je nesplnitelna, miize existovat linear autarky. V tom pripadé ji
algoritmus pouzije, ¢imz z formule zmizi nekteré klauzule, ale formule se nestane
splnitelnou (ptavodni formule nebyla splnitelnd — neexistovalo splitujici ohodnoceni,
to se nezméni tim, Ze navic zafixuji hodnoty nékterych proménnych). Tim, Ze apli-
kuji vsechny linear autarkies, které algoritmus najde, ziskam formuli N, pro niz
jiz neexistuje linear autarky (viz lemma 4.3.15 o jednozna¢nosti dekompozice) a
je nesplnitelnd (a samoziejmé kvadratickd). Algoritmus (v uvedené verzi) pouzije
podminku z radku 7. U

Nésledujici lemma a jeho dusledek pochézeji z ¢lanku [20].

Lemma 4.3.18. [20] Predpokladejme, Ze formule F' mad complexity index Z a nemd
linear autarky. Potom plati jedna z nasledugjicich podminek:

1. Pro néjakou klauzuli i (délky L;) je L; < 27
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2. Vsechny klauzule maji délku L = 27

Diikaz. Jestlize neplati 1, pak ztejmé L—27¢ > 0. Tedy z definice complexity indexu
Mp-%>L—27¢> 0 pro n&jaké & € [—1,1]". ProtoZe neexistuje linear autarky, je
Z = 0, coz znamena, ze L = 27¢€. O

Dusledek 4.3.19. [20] KaZdd g-Horn formule bez jednotkovijch klauzuli patri do
tridy LinAut.

Diikaz. Nejdiive pripomenme, ze t¥ida g-Hornovskych formuli je uzaviena na ode-
brani klauzule, tedy i na pouziti linear autarky.

Nyni pro spor pfedpokladejme, Ze mame formuli F' (rozumi se neprazdnou), ktera
je q¢-Horn bez jednotkovych klauzuli, nemé linear autarky (to muzeme bez ijmy na
obecnosti predpokladat dle vyse uvedeného) a neni ve t¥idé LinAut. Z toho, Ze je
formule g-Hornovska vime, Zze méa complexity index Z < 1. Z predchoziho lemmatu
dostavame, ze pro délky klauzuli L; plati:

1.1>7> % pro néjakou klauzuli ¢, nebo

2. 1> 7= % pro kazdou klauzuli ¢
pficemz ptipad 1 nemuize nastat (takova klauzule by byla jednotkova). Plati tedy 2,
to znamena, ze jsou vSechny klauzule kvadratické a takova formule patii do tridy
LinAut dle tvrzeni 4.3.17, coz je spor. O

Tvrzeni 4.3.20. [14] Trida LinAut obsahuje tFidu Matched formuli.

Diikaz. Matched formule maji vzdy pocet klauzuli < pocet proménnych — to zna-
mena, ze inciden¢ni matice Mp ma alespon tolik sloupci, kolik radkd. Diky tomu
pro Matched formuli vzdy existuje linear autarky (vyuzijeme myslenek z dikazu
tvrzeni 4.3.6):

a) jestliZe ma matice hodnost n (tzn. je ¢tvercova regularni), ziskdme linear
autarky interpretaci feseni rovnosti My - T = €7,

b) v opa¢ném pripadé generuje soustava Mp - & = 0 alespon jednodimenzionélni
prostor feseni a tedy lze vybrat feseni netrivialni.

Nyni si v§imnéme, ze rozdélenim klauzuli matched formule do libovolnych dvou
mnozin budou obé vzniklé formule opét matched. Po kazdé aplikaci linear autarky
tak ziskdme opét matched formuli (protoZe aplikace autarky odstranuje celé klau-
zule), ktera ma linear autarky. , Nesplnitelné jadro* N;, z lemmatu o jednoznaé¢nosti
dekompozice je tak prazdna formule, to znamena, ze pro matched formuli najdeme
pomoci linear autarkies iplné spliiujici ohodnoceni (je LinAut). O

Tvrzeni 4.3.21. Pro kaZdé i je trida LinAut neporovnatelnd se SLUR(i).

Dikaz. LinAut € SLUR(7): Plyne z toho, Ze t¥ida LinAut obsahuje tfidu g-Horn
formuli bez jednotkovych klauzuli, ktera je se SLUR(i) neporovnatelna pro kazdé i
(viz dtikaz tvrzeni 4.2.11).

SLUR(i) € LinAut: Vime, Ze plati SLUR & SLUR(). Staci tedy najit SLUR

formuli, ktera nebude ve tiidé LinAut. Takovou formuli najdeme v [20]: F' = (—x; V
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oV a3)&(x1V—xeVas)&(x Vg V-rs)&(—x, V-xe V). Tato formule neni LinAut,
protoze jediné feseni Mg -7 > 0 je £ = 0. Mpr ma pro tuto formuli néasledujici tvar:

-1 1 1
1 -1 1
My = 1 1 -1
-1 -1 -1

To, ze je formule SLUR, lze nahlédnout z toho, ze je splnéna, pravé kdyz je sudy
pocet proménnych ohodnocen 1 (tedy algoritmus SLUR zajisti splnéni spravnym
ohodnocenim posledni proménné). O
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4.4 Shrnuti vlastnosti vztahu vzhledem k inkluzi

Nasledujici tabulka shrnuje vlastnosti zkoumanych tiid co do uzavienosti na
nékteré operace s formulemi.

Trida Odebrani Komplementace Céasteéné | Spojeni

literalu | klauzule | literalu | proménné | dosazeni | formuli
Kvadratické ano ano ano ano ano ano
Balanced ne ano ne ano ano ne
Matched ne ano ano ano ne ne
Hornovské ano ano ne ne ano ano
Skryté horn. ano ano ne ano ano ano
Hid. ext. horn ne ano ne ano ano ne
SLUR ne ne ne ano ano ne
g-Horn ano ano ne ano ano ne
LinAut ne ano ne ano ne ne

Zbyva uz jen diagram inkluzi:

SLUR(i+1)

SLUR()

LinAut SLUR

Pro formuli bez
jednotkovych klauzuli

Hidden extended

g-Horn horn
Skryté hornovské
Kvadratické Matched Hornovské Balanced

Obrazek 4.2: Diagram inkluzi
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