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Kapitola 1

Úvod

1.1 Pohled do historie

V roce 1835 William R. Hamilton přǐsel na to, jak reprezentovat komplexńı
č́ısla pomoćı pár̊u č́ısel reálných. Velmi jej zaujal vztah mezi komplexńımi
č́ısly a 2-dimenzionálńı geometríı, snažil se tedy objevit větš́ı algebru di-
menze 3, která by hrála podobnou roli v 3-dimenzionálńı geometrii. To se
mu ovšem nemohlo povést, protože taková algebra neexistuje.
Dne 16. ř́ıjna 1843 šel se ženou podél Royal Canalu, když ho náhle napadly
zásadńı rovnice popisuj́ıćı vztah mezi základńımi jednotkami kvaternion̊u i,
j a k:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Aby je nezapomněl, vyryl je do kamene na Broughamském mostu, kde nám
to dodnes připomı́ná pamětńı deska. Zbytek života strávil zkoumáńım vlast-
nost́ı kvaterion̊u a jejich aplikaćı v geometrii.
Objev oktonion̊u se váže k Hamiltonovu př́ıteli Johnu T. Gravesovi, který
se pokusil Hamiltonovu myšlenku rozš́ı̌rit. To se mu povedlo 26. prosince
1843, kdy mu poslal dopis, v němž popisoval novou 8-dimenzionálńı alge-
bru, kterou nazval oktávy. Později se snažil toto rozš́ı̌rit na obecnou teorii o
2m-nionech, narazil však na neočekávané obt́ıže.
Nezávisle na něm publikoval v březnu 1845 Arthur Cayley článek, ve kterém
byla i část o oktonionech. Proto se také oktoniony někdy nazývaj́ı Cayleyho
č́ısla.
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V tomto textu objasńıme, proč Gravesovy 2m-niony nefungovaly, a to d̊ukazem
tzv. Hurwitzova teorému.

1.2 Představeńı a definice

Na úvod vymeźıme některé základńı pojmy, se kterými budeme v celém
textu pracovat. Předpokládáme, že je čtenář obeznámen s algebrou reálných
a komplexńıch č́ısel (R a C). Podobně jako je u komplexńıch č́ısel jedna ima-
ginárńı jednotka, u kvaternion̊u budou tyto jednotky tři a u oktonion̊u jich
bude dokonce sedm. Nejprve si tedy řekneme, co to vlastně kvaterniony a
oktoniony jsou.

Definice 1.1. Kvaternionem nazveme č́ıslo ve tvaru

x0 + x1i + x2j + x3k,

kde x0, x1, x2, x3 jsou reálná č́ısla a i, j, k jsou základńı jednotky splňuj́ıćı
rovnice

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Kvaterniony budeme značit ṕısmenem H.

Z definice nám plynou následuj́ıćı vztahy mezi i, j a k:

ij = k, jk = i, ki = j,

ji = −k, kj = −i, ik = −j.

Dı́ky těmto rovnostem snadno vyjádř́ıme součet a součin dvou kvaternion̊u:

(x0 + x1i + x2j + x3k) + (y0 + y1i + y2j + y3k)
= (x0 + y0) + (x1 + y1)i + (x2 + y2)j + (x3 + y3)k,

(x0 + x1i + x2j + x3k)(y0 + y1i + y2j + y3k)
=

(x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3) + (x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2)i
+ (x0y2 − x1y3 + x2y0 + x3y1)j + (x0y3 + x1y2 − x2y1 + x3y0)k.
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Definice 1.2. Oktonionem nazveme č́ıslo ve tvaru

x∞ + x0i0 + x1i1 + x2i2 + x3i3 + x4i4 + x5i5 + x6i6,

kde x∞, x0, ..., x6 jsou reálná č́ısla a i0, ..., i6 základńı jednotky splňuj́ıćı rov-
nice

i2n = −1,

in+1in+2 = in+4 = −in+2in+1,

in+2in+4 = in+1 = −in+4in+2,

in+4in+1 = in+2 = −in+1in+4,

kde n ∈ N a indexy běž́ı modulo 7.
Oktoniony budeme značit ṕısmenem O.

Vztah mezi imaginárńımi jednotkami lze v př́ıpadě kvaternion̊u vyjádřit jed-
noduchou tabulkou:

i j h
i −1 k −j
j −k −1 i
k j i −1

V př́ıpadě oktonion̊u už je ovšem situace daleko nepřehledněǰśı:

i0 i1 i2 i3 i4 i5 i6
i0 −1 i3 i6 −i1 i5 −i4 −i2
i1 −i3 −1 i4 i0 −i2 i6 −i5
i2 −i7 −i4 −1 i5 i1 −i3 i0
i3 i1 −i0 −i5 −1 i6 i2 −i4
i4 −i5 i2 −i1 −i6 −1 i0 i3
i5 i4 −i6 i3 −i2 −i0 −1 i1
i6 i2 i5 −i0 i4 −i3 −i1 −1

Komplexńı č́ısla jsou vzhledem k operaci násobeńı komutativńı a asociativńı.
Kvaterniony a oktoniony komutativńı nejsou, jak vid́ıme př́ımo z definice.
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Oktoniny nav́ıc nejsou ani asociativńı. Tyto vlastnosti nám př́ımo vyplynou
z d̊ukazu Hurwitzova teorému.
Nyńı zavedeme několik pojmů, které budeme potřebovat v daľśı kapitole.

Definice 1.3. Algebrou R nad tělesem T rozumı́me (obecně nekomutativńı,
neasociativńı) okruh, který je zároveň vektorový prostor nad T a plat́ı

t · (r ·R s) = r ·R (t · s) = (t · r) ·R s

pro všechna t ∈ T , r, s ∈ R.

Př́ıklad 1.1.

• Je-li S těleso a T jeho podtěleso, pak S je algebrou nad T .

• Libovolný maticový okruh R ≤ Mn(T ) je algebrou nad T dimenze
≤ n.

• Libovolný okruh polynomů R ≤ T [X] je algebrou nad T (nekonečné
dimenze, pokud R 6= T ).

• R, C, Q a O jsou algebrou nad R.

Definice 1.4. Kompozičńı algebrou X nazveme algebru nad R obsahuj́ıćı
prvek 1, s vlastnost́ı 1x = x1 = x pro všechna x ∈ X, na které je zavedena
netriviálńı kvadratická norma | · |, která splňuje |xy| = |x||y| pro všechna
x, y ∈ X.

Definice 1.5. Bud’ X kompozičńı algebra. Skalárńım součinem na X na-
zveme reálnou funkci | · , · | danou předpisem

|x, y| =
|x + y| − |x| − |y|

2
(Z)

pro x, y ∈ X (pracujeme nad reálnými č́ısly, takže 2 je invertibilńı a definice
je korektńı). Plat́ı |x, x| = |x| = 0 ⇔ x = 0, tedy řekneme, že vektory x, y
jsou na sebe kolmé právě tehdy, když |x, y| = 0.
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Definice 1.6. Bud’ x z nějaké kompozičńı algebry. Pak výraz 2|x, 1| − x
nazveme sdružené č́ıslo. Znač́ıme x.

Snadno ověř́ıme, že posledńı definice neńı v rozporu se standardńı definićı
sdruženého č́ısla v C.

Definice 1.7. Bud’ H vlastńı n-dimenzionálńı podalgebra kompozičńı alge-
bry X, 1 ∈ H a i jednotkový vektor kolmý na H. Pak Dicksonovou algebrou

algebry H je H + iH = {x + iy |x, y ∈ H}.

Jelikož H je vlastńı, pro každou takovou H Dicksonova algebra existuje:
zvoĺıme i ∈ H⊥, ortogonálńıho doplňku H, takové, že |i| = 1. To je vždy
možné, protože pro nenulové j ∈ H⊥, |j| 6= 1 snadno zkonstruujeme j̃ = j

|j|
,

|j̃| = 1.

Pro H = R vid́ıme, že Dicksonovou algebrou algebry reálných č́ısel jsou
komplexńı č́ısla C. V následuj́ıćı kapitole bude naš́ım ćılem ukázat, že je-
diné kompozičńı algebry jsou nám již známé R, C, H a O, což je obsahem již
zmı́něného Hurwitzova teorému.

Použité zdroje

Úvodńı pov́ıdáńı je volně převzato z [3], s. 7 - 9, definice 1.1, 1.2 převzaty z
[3], s. 21, 65. Definice 1.4, 1.5 jsou zformulovány na základě [3], s. 67 - 69,
definice 1.3 je převzatá společně s př́ıkladem z [7], s. 101, 102.
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Kapitola 2

Hurwitz̊uv teorém

2.1 Pravidla pro poč́ıtáńı

Pro d̊ukaz Hurwitzova teorému bude užitečné vědět, jak funguje skalárńı
součin, sdružeńı a násobeńı v Dicksonových algebrách. V d̊ukazech následuj́ıćıch
tvrzeńı se opakovaně použ́ıvá jednoduchý princip, který si předem dokážeme
v následuj́ıćım tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.1. Bud’ x, y ∈ X, X kompozičńı algebra. Jestliže pro všechna
t ∈ X plat́ı |x, t| = |y, t|, pak x = y.

Důkaz. Položme w = x− y. Chceme dokázat, že jestliže pro všechna t ∈ X
plat́ı |w, t| = 0, pak w = 0. Předpokládejme w 6= 0. Pro t = w tedy |w,w| =
|w| = 0 a nutně w = 0, spor.

�

Ukažme si nejprve některé základńı vlastnosti skalárńıho součinu a sdružených
č́ısel.

Tvrzeńı 2.2. Pro všechna x, y, z, u z nějaké kompozičńı algebry plat́ı

1. |xy| = |x||y| (M1)

2. |xy, xz| = |x||y, z|, |xz, yz| = |x, y||z| (M2)

3. |xy, uz| = 2|x, u||y, z| − |xz, uy| (M3)

4. |xy, z| = |y, xz|, |xy, z| = |x, zy| (C1)
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5. x = x (C2)

6. xy = y x (C3)

Důkaz.

1. Př́ımo z definice kompozičńı algebry.

2. |xy, xz| (Z)
= |xy+xz|−|xy|−|xz|

2

(M1)
= |x||y+z|−|x||y|−|x||z|

2
= |x| |y+z|−|y|−|z|

2

(Z)
=

|x||y, z|
Druhou rovnost dokážeme zcela analogicky.

3. Vı́me, že
|xy + uy, xz + uz| = |xy, xz| + |xy, uz| + |uy, xz| + |uy, uz|, tedy

|xy, uz| = |(x + u)y, (x + u)z| − |xy, xz| − |uy, xz| − |uy, uz| (M2)
=

|x + u||y, z|− |x||y, z|− |uy, xz|− |u||y, z| (Z)
= (|x|+2|x, u|+ |u|)|y, z|−

|x||y, z| − |uy, xz| − |u||y, z| = 2|x, u||y, z| − |xz, uy|.

4. |xy, z| = |xy, 1z| (M3)
= 2|x, 1||y, z| − |xz, 1y| = |y, 2|x, 1|z| − |y, xz| =

|y, (2|x, 1| − x)z| = |y, xz|
Druhou rovnost dokážeme zcela analogicky.

5. Necht’ t je libovolný prvek ze stejné kompozičńı algebry jako x. Pak

|x, t| = |x1, t| (C1)
= |1, xt| = |xt, 1| (C1)

= |t, x1| = |x1, t| = |x, t| pro
všechna t, tedy x = x.

6. Necht’ t je libovolný prvek ze stejné kompozičńı algebry jako x a y.
Pak

|y x, t| (C1)
= |x, yt| (C1)

= |x t, y| (C1)
= |t, xy| = |t, xy.1| (C1)

= |t xy, 1| (C1)
=

|xy, t| pro všechna t, tedy xy = y x.

�

A nyńı již můžeme přikročit k d̊ukazu avizovaných vlastnost́ı prvk̊u Dickso-
novy algebry.

Tvrzeńı 2.3. Bud’ H + iH Dicksonova algebra kompozičńı algebry H. Pak
i = −i a pro všechna a, b, c, d ∈ H plat́ı |i, a| = 0 a

1. |a + ib, c + id| = |a, c| + |b, d| (D1)
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2. a + ib = a − ib (a tedy ib = bi) (D2)

3. (a + ib)(c + id) = (ac − db) + i(cb + ad) (D3)

Důkaz. Výraz |i, a| je pro všechna a z H roven 0, protože i je kolmé na
všechny prvky H, tedy zřejmě i = −i. Nyńı dokážeme rovnosti (D1) - (D3):

1. |a + ib, c + id| = |a, c| + |a, id| + |ib, c| + |ib, id| (C1)
= |a, c| + |ad, i| +

|i, cb| + |ib, id| (M2)
= |a, c| + 0 + 0 + |i||b, d| = |a, c| + |b, d|

2. a + ib = a + ib = a + (2|ib, 1| − ib)
(C1)
= a + 2|i, 1b| − ib = a − ib

Tedy −ib = ib
(C3)
= b i = −bi a ib = bi.

3. (a + ib)(c + id) = ac + a(id) + (ib)c + (ib)(id)
Prvńı člen roznásobeńı ponecháme, zbývaj́ıćı tři členy uprav́ıme po-
moćı dř́ıve dokázaných rovnost́ı:

• |a(id), t| (C1)
= |id, at| (M3)

= 0 − |it, ad| (C1)
= |t, i(ad)|

• |(ib)c, t| (C1)
= |ib, tc| (D2)

= |bi, tc| (M3)
= 0 − |b c, ti| (C1)

= |(b c)i, t| (D2)
=

|i(cb), t|

• |(ib)(id), t| (C1)
= −|ib, t(id)| (M3)

= 0 + |i(id), tb| (C1)
= −|id, i(tb)| (M2)

=

−|i||d, tb| (C1)
= | − db, t|

Rovnosti plat́ı pro všechna t, tedy máme
(a+ ib)(c+ id) = ac+a(id)+(ib)c+(ib)(id) = ac+ i(ad)+ i(cb)−db =
(ac − db) + i(cb + ad).

�

Důsledek 2.1. Bud’ H vlastńı podalgebra kompozičńı algebry K a H + iH
jej́ı Dicksonova algebra. Pak H + iH je podalgebrou K.

Důkaz. Snadno ověř́ıme, že a + b ∈ H + iH a ra ∈ H + iH, pro všechna
a, b ∈ H + iH a r ∈ R. V Tvrzeńı 2.3 (D3) jsme ukázali, že ab ∈ H + iH,
pro všechna a, b ∈ H + iH, tedy H + iH je podalgebra K.

�
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2.2 Důkaz Hurwitzova teorému

Věta 2.1. (Hurwitz̊uv teorém) R, C, H a O jsou jediné kompozičńı alge-
bry.

Před d̊ukazem předchoźı věty si zformulujeme několik pomocných tvrzeńı a
lemmat, ze kterých nám již vlastńı d̊ukaz snadno vyplyne.
Nejprve se pod́ıvejme na to, jak je to s dimenźı Dicksonovy algebry.

Tvrzeńı 2.4. Bud’ H vlastńı n-dimenzionálńı podalgebra kompozičńı alge-
bry Z, 1 ∈ H a i jednotkový vektor kolmý na H. Pak dimenze Dicksonovy
algebry algebry H je dvojnásobek dimenze algebry H, tedy

dim(H + iH) = 2dim(H)

Důkaz. Vezměme a, b ∈ H. Pokud bychom věděli, že a je kolmé na ib pro
libovolné a, b, pak žádný prvek báze H nelež́ı v iH a naopak. Tedy báze H
a iH jsou disjunktńı a dim(H + iH) = 2dim(H).
Chceme tedy |a, ib| = 0 pro všechna a, b ∈ H, což snadno dostáváme z

Tvrzeńı 2.3: |a, ib| = |ib, a| (C1)
= |i, ab| = 0 pro všechna a, b ∈ H, protože i je

kolmé na všechny prvky z H.
�

Důsledek 2.2. Bud’ K kompozičńı algebra konečné dimenze. Pak dim(K) =
n = 2m pro nějaké m,n ∈ N.

Důkaz. Předpokládejme opak. Jelikož R, dim(R) = 1, je vlastńı podalgebra
K, pak podle Důsledku 2.1 můžeme vytvořit zdvojováńım (tj. postupným
tvořeńım Dicksonových algeber) vlastńı podalgebru H ≤ K, dim(H) = 2k <
n, pro k ∈ N takové, že 2k+1 > n. Pak ale H + iH ≤ K a zároveň dim(H +
iH) > dim(K), spor.

�

Tedy pokud má kompozičńı algebra Z konečnou dimenzi, lze ji źıskat zdvo-
jováńım z jej́ı nejmenš́ı podalgebry R, speciálně tedy muśı být Dicksonovou
algebrou nějaké jej́ı podalgebry Y , ta zase Dicksonovou algebrou nějaké jej́ı
podalgebry X, atd.
Máme-li tedy Z = Y + iZY , Y = X + iY X, ..., vyvstává otázka, co muśı
Y splňovat, aby Z byla kompozičńı algebra, co muśı dále splňovat X, aby
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Y byla
”
ta správná“ kompozičńı algebra pro Z, tj. aby Z = (X + iY X) +

iZ(X+iY X) byla kompozičńı algebra, a tak dále. Na tuto otázku si odpov́ıme
d̊ukazem následuj́ıćıch tř́ı lemmat.

Lemma 2.1. Necht’ Z = Y + iZY , iZ ∈ Z je jednotkový vektor kolmý na Y ,
pak Z je kompozičńı algebra právě tehdy, když Y je asociativńı kompozičńı
algebra.

Důkaz. Z je kompozičńı algebra, pokud splňuje podmı́nku z definice: pro
všechna a, b, c, d ∈ Y muśı platit |(a + iZb)(c + iZd)| = |a + iZb||c + iZd|.
Použit́ım pravidel pro poč́ıtáńı a vzorečku |x + y| = |x| + |y| + 2|x, y| z
definice skalárńıho součinu dostáváme:

|(ac − db) + iZ(cb + ad)| = |a + iZb||c + iZd|

|ac|+|db|−2|ac, db|+|cb|+|ad|+2|cb, ad| = (|a|+|iZb|+2|a, iZb|)(|c|+|iZd|+2|c, iZd|)
2|cb, ad| = 2|ac, db|
|a(cb), d| = |(ac)b, d|

což plat́ı právě tehdy, když a(cb) = (ac)b pro všechna a, b, c ∈ Y , tj. Y je
asociativńı kompozičńı algebra.

�

Lemma 2.2. Necht’ Y = X+iY X, iY ∈ Y je jednotkový vektor kolmý na X,
pak Y je asociativńı kompozičńı algebra právě tehdy, když X je komutativńı
a asociativńı kompozičńı algebra.

Důkaz. Jestliže Y je kompozičńı algebra, pak z d̊ukazu Tvrzeńı 2.3 v́ıme,
že plat́ı (iY b)c = iY (cb) pro všechna b, c ∈ X, nav́ıc Y je asociativńı, tedy
iY (bc) = iY (cb) a bc = cb pro všechna b, c ∈ X (iY je jednotkový vektor), tj.
X je komutativńı kompozičńı algebra.
Opačnou implikaci dokážeme výpočtem: kdy nastává rovnost

[(a + iY b)(c + iY d)](e + iY f) = (a + iY b)[(c + iY d)(e + iY f)]

pro všechna a, b, c, d, e, f ∈ X?
Podle pravidel pro poč́ıtáńı uprav́ıme levou stranu

[(a + iY b)(c + iY d)](e + iY f) = [(ac − db) + iY (cb + ad)](e + iY f) =
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= (ac − db)e − f(bc + da) + iY [e(cb + ad) + (c a − bd)f ] =

= (ac)e − (db)e − f(bc) − f(da) + iY [e(cb) + e(ad) + (c a)f − (bd)f ]

a obdobně i pravou stranu

(a + iY b)[(c + iY d)(e + iY f)] = (a + iY b)[(ce − fd) + iY (ed + cf)] =

= a(ce − fd) − (ed + cf)b + iY [(ce − fd)b + a(ed + cf)] =

= a(ce) − a(fd) − (ed)b − (cf)b + iY [(ce)b − (fd)b + a(ed) + a(cf)].

Rovnost nastane, jestliže X je komutativńı a asociativńı.
�

Lemma 2.3. Necht’ X = W + iXW , iX ∈ X je jednotkový vektor kolmý na
W , pak X je komutativńı a asociativńı kompozičńı algebra právě tehdy, když
W je komutativńı a asociativńı kompozičńı algebra s triviálńım sdružeńım,
tj. w = w pro všechna w ∈ W .

Důkaz. Jestliže X je kompozičńı algebra, pak z Tvrzeńı 2.3 (D2) v́ıme, že
iXe = eiX pro všechna e ∈ W , nav́ıc X je komutativńı, tedy iXe = iXe a e =
e (iX je jednotkový vektor), tj. W je komutativńı a asociativńı kompozičńı
algebra s triviálńım sdružeńım.
Naopak, obdobně jako v předchoźım d̊ukazu, rovnost levých stran

(a + iXb)(c + iXd) = (ac − db) + iX(cb + ad)

a
(c + iXd)(a + iXb) = (ca − bd) + iX(ad + cb)

nastane, jestliže W je komutativńı a má triviálńı sdružeńı.
�

Dosud jsme nevěděli, jak je to s dimenźı Z. Z Tvrzeńı 2.4 a předchoźıch
lemmat nyńı v́ıme, že dim(Z) = 2dim(Y ) = 4dim(X) = 8dim(W ). Kolik je
ale dimenze W?

Tvrzeńı 2.5. Bud’ W kompozičńı algebra. Jestliže w = w pro všechna
w ∈ W , pak dim(W ) = 1.
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Důkaz. Předpokládejme, že W má dimenzi větš́ı než 1, tedy existuje nenu-
lové w ∈ W tak, že |w, 1| = 0, tj. w je kolmé k 1. Takové ovšem neexistuje,
protože v́ıme, že w = w, tedy 2|w, 1| − w = w a nutně w = 0.

�

Tedy máme dim(Z) = 8 a obdobně dim(Y ) = 4 a dim(X) = 2; dim(W ) = 1
a tedy W ∼= R (W je algebra nad R).

Nyńı již můžeme dokázat Větu 2.1.

Důkaz Hurwitzova teorému. Máme W , dim(W ) = 1, komutativńı a aso-
ciativńı kompozičńı algebru s triviálńım sdružeńım. Dle Lemma 2.3 je X
komutativńı a asociativńı kompozičńı algebra, ale vzhledem k dim(X) = 2
nemůže mı́t triviálńı sdružeńı. Tedy dle Lemmat 2.3, 2.2, 2.1 je Y asocia-
tivńı kompozičńı algebra, ale nekomutativńı, Z kompozičńı algebra, ale již
ne asociativńı. Daľśı zdvojená algebra S = Z + iSZ již neńı kompozičńı alge-
brou, protože Z nesplňuje nutnou podmı́nku asociativity. Jediné kompozičńı
algebry jsou tedy dimenze 1, 2, 4 a 8, a to R, C, H a O.

�

Toto zřejmě plat́ı až na izomorfismus.

Tvrzeńı 2.6. Bud’ K kompozičńı algebra, dim(K) = 2n, Hj navzájem r̊uzné
podalgebry K, Hj + ijHj Dicksonova algebra Hj a dim(Hj) = 2n−1, j ∈
{1, 2}, n ∈ {1, 2, 3}. Pak H1 + i1H1

∼= H2 + i2H2.

Důkaz. Bud’ A vektorový prostor nad R dimenze m s báźı (e0, e1, ..., em−1).
Pak a ∈ A lze vyjádřit jako

∑m−1
j=0 ajej, kde souřadnice vektoru a0, ..., am−1

jsou jednoznačně určené. Pak zobrazeńı fA : A → Rm dané předpisem
fA(a) = (a0, a1, ..., am−1) je bijektivńı homomorfismus a tedy A ∼= Rm. To
nám ř́ıká, že pokud máme dva vektorové prostory X,Y stejné dimenze, pak
jsou izomorfńı. Opačná implikace je zřejmá - pro f : X → Y , f izomorfis-
mus, máme dim(Ker(f)) = 0, dim(Im(f)) = dim(Y ) a tud́ıž dim(X) =
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Y ). Tedy X ∼= Y ⇔ dim(X) = dim(Y ).
Pod́ıvejme se na př́ıpad n = 1. Položme C = H1 + i1H1. Dimenze C
je 2, zvolme jeho bázi (e0, e1) = (1, i1). Pak c = c1 + i1c2, c ∈ C má
souřadnice (c1, c2) a fC je izomorfismus vektorových prostor̊u. Pro c′ ∈ C
máme cc′ = (c1+i1c2)(c

′
1+i1c

′
2) = (c1c

′
1−c2c

′
2)+i1(c2c

′
1+c1c

′
2). Definujme na

R2 násobeńı dvou vektor̊u vztahem (r1, r2)(r
′
1, r

′
2) = (r1r

′
1−r2r

′
2, r2r

′
1+r1r

′
2).
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Pak R2 je algebra nad R, fC(c1c2) = fC(c1)fC(c2) pro všechna c1, c2 ∈ C
a fC je izomorfizmus algeber, C ∼= R2. Obdobně D = H2 + i2H2

∼= R2,
C ∼= R2 ∼= D.
Pro n = 2 si nejprve uvědomı́me, že pro E = H + iH můžeme položit
H = F + jF , tedy E = F + iF + jF +(ji)F , a postupujeme analogicky jako
v předchoźım př́ıpadě. Obdobně pro n = 3.

�

Použité zdroje

Věta 2.1, tvrzeńı 2.2 a 2.3 a lemmata 2.1, 2.2 a 2.3 pocházej́ı z [3], s. 68 -
72. Důkaz věty 2.1 je přeformulován s ohledem na [8], s. 194, podle [9], s.
9. Ostatńı tvrzeńı pocházej́ı od autora, z čehož tvrzeńı 2.1, 2.4 a 2.5 jsou
zformulována na základě [3], s. 67, 70, [8], s. 190, 191, a [9], s. 5, 9.
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Kapitola 3

Vlastnosti kvaternion̊u a
oktonion̊u

3.1 Základńı vlastnosti

Pro snažš́ı zápis zaved’me značeńı kvaternion̊u jako skaláru z R a vektoru
z R3. Zápisem q = [s,v], kde s ∈ R a v = (x, y, z) ∈ R3, budeme ro-
zumět kvaternion q = s + ix + jy + kz. Skalárńı součin vektor̊u v R3

označ́ıme · a vektorový součin ×. Pokud neńı uvedeno jinak, použ́ıváme
značeńı q = s + ix + jy + kz = [s,v], q′ = s′ + ix′ + jy′ + kz′ = [s′,v′].

Násobeńı kvaternion̊u jsme si ukázali hned v úvodńı kapitole. Pod́ıvejme se
na něj nyńı znovu, s novým značeńım.

Tvrzeńı 3.1. Bud’ q, q′ ∈ H, q = [s,v], q′ = [s′,v′]. Pak

qq′ = [ss′ − v · v,v × v′ + sv′ + s′v].

Důkaz.

qq′ = [s,v][s′,v′] = (s + ix + jy + kz)(s′ + ix′ + jy′ + kz′) =

= ss′ − (xx′ + yy′ + zz′) + i(sx′ + s′x + yz′ − zy′)+

+j(sy′ + s′y + zx′ − xz′) + k(sz′ + s′z + xy′ − yx′) =

= [ss′ − v · v,v × v′ + sv′ + s′v]
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�

Vektorový součin neńı komutativńı, hned tedy vid́ıme, že ani kvaterniony
nemůžou být komutativńı.

Dále budeme uvádět tvrzeńı většinou bez d̊ukaz̊u, jelikož ty spoč́ıvaj́ı pouze
v rozepsáńı s použit́ım sč́ıtáńı a násobeńı a př́ıpadném přerovnáńı člen̊u.

Tvrzeńı 3.2. Bud’ p, q, q′ ∈ H, r ∈ R. Pak

• násobeńı je asociativńı:

(pq)q′ = p(qq′)

• násobeńı je distributivńı vzhledem ke sč́ıtáńı:

p(q + q′) = pq + pq′

(q + q′)p = qp + q′p

• násobeńı skalárem komutativńı:

rq = qr = [r,0][s,v] = [rs, rv]

Pod́ıvejme se nyńı na sdružeńı a s ńım souvisej́ıćı normu.
Sdruženým kvaternionem ke kvaternionu q = [s,v] rozumı́me q = [s,−v].

Tvrzeńı 3.3. Bud’ p, q ∈ H. Pak

• q = q

• pq = q p

• p + q = p + q

• qq = qq

Norma kvaternion̊u definujeme právě pomoćı sdružeńı:
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Definice 3.1. Bud’ q ∈ H a bud’ zobrazeńı ‖·‖ : H → R definováno vztahem
‖q‖ =

√
qq. Pak ‖q‖ nazveme normou kvaternionu q.

Tvrzeńı 3.4. Bud’ q, q′ ∈ H. Pak

• ‖q‖ =
√

s2 + v · v =
√

s2 + x2 + y2 + z2

• ‖q‖ = ‖q‖

• ‖qq′‖ = ‖q‖ ‖q′‖

Důkaz. Prvńı dvě rovnosti jsou zřejmé, pod́ıvejme se na třet́ı.

‖qq′‖ =

√

qq′qq′ =

√

qq′q′q =

√

q ‖q′‖2 q =

√

qq ‖q′‖2 =

√

‖q‖2 ‖q′‖2 = ‖q‖ ‖q′‖
�

Pomoćı normy definujeme inverzńı prvek:

Definice 3.2. Bud’ q ∈ H, q nenulové. Pak pro q definujeme prvek q−1

takový, že qq−1 = q−1q = 1, daný předpisem

q−1 =
q

‖q‖2

Snadno ověř́ıme, že takový prvek existuje a je dán jednoznačně.
Pod́ıvejme se nyńı ještě na kvaterniony normy 1 - ty nás budou později
zaj́ımat v souvislosti s rotacemi v 3-dimenzionálńım prostoru. Jednotkovým
kvaternionem označ́ıme tedy kvaternion q takový, že ‖q‖ = 1. Množinu všech
jednotkových kvaternion̊u označ́ıme H1.

Tvrzeńı 3.5. Bud’ q = [s,v] ∈ H1. Pak existuje jednotkový vektor v′ ∈ R3

a θ, −π < θ ≤ π, takové, že q = [cos θ,v′ sin θ].

Důkaz. Pro q = [1,0] polož́ıme θ = 0 a za v′ zvoĺıme libovolný jednotkový
vektor z R3.
Pro q 6= [1,0] položme k = |v| a v′ = 1

k
v. Pak v = kv′, kde v′ je jednotkový

vektor. Jelikož je q jednotkový kvaternion, dostáváme:

1 = ‖q‖2 = s2 + v · v = s2 + k2v′ · v′ = s2 + k2
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Rovnice s2 + k2 = 1 popisuje kružnici v rovině. Jelikož kružnici můžeme
také popsat rovnićı cos2θ + sin2θ = 1, existuje θ, −π < θ ≤ π, takové, že
s = cos θ a k = sin θ. Tedy q = [s,v] = [s,v′k] = [cos θ,v′ sin θ].

�

Uved’me ještě dvě d̊uležité vlastnosti jednotkových kvaternion̊u.

Tvrzeńı 3.6. Bud’ q, q′ ∈ H1. Pak ‖qq′‖ = 1 a q−1 = q.

Důkaz. Prvńı vlastnost snadno vyplývá z Tvrzeńı 3.4: ‖qq′‖ = ‖q‖ ‖q′‖ = 1
a druhou dostáváme př́ımo z definice inverzńıho prvku.

�

Uvedli jsme všechny vlastnosti kvaternion̊u, které budeme poťrebovat v
daľśım textu. Pod́ıvejme se nyńı ještě krátce na oktoniony.

Zavedeme-li značeńı oktonion̊u jako skaláru z R a vektoru z R7, tj. o ∈ O,
o = [s,v], kde s ∈ R a v ∈ R7, pak sdružený oktonion, normu a inverzi
definujeme stejně jako u kvaternion̊u. Z d̊ukazu Hurwitzova teorému v́ıme,
že oktoniony nejsou komutativńı ani asociativńı. Dı́ky neasociativitě nejsou
oktoniony většinou vhodné pro demonstraci jednoduše nahlédnutelných apli-
kaćı a použ́ıvaj́ı se v pokročileǰśıch partíıch matematiky, které už ovšem jdou
nad rámec tohoto textu. Pro zaj́ımavost uved’me, že oktoniony splňuj́ı slabš́ı
formu asociativity - pro x, y, z ∈ O plat́ı rovnice:

1. x(xy) = (xx)y, (yx)x = y(xx)

2. (xy)(zx) = (x(yz))x = x((yz)x)

Algebraická struktura splňuj́ıćı druhou vlastnost se nazývá moufangovská.

3.2 Reprezentace kvaternion̊u

Vrat’me se ještě ke kvaternion̊um. Kvaterniony můžeme reprezentovat několika
r̊uznými zp̊usoby jako:

• lineárńı kombinaci 1, i, j, k

• vektor souřadnic této lineárńı kombinace
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• skalár souřadnice u 1 a vektor souřadnic u i, j, k

• matice 2 × 2

• matice 4 × 4

Pod́ıvejme se nyńı bĺıže na reprezentaci kvaternion̊u pomoćı matic.
Komplexńı č́ısla můžeme reprezentovat pomoćı matic 2×2. Bud’ z = a+bi ∈
C, pak

(

a b
−b a

)

= a

(

1 0
0 1

)

+ b

(

0 1
−1 0

)

∈ C2(R)

je maticový zápis č́ısla z. Položme tedy obdobně

H2(C) =

{(

z w
−w z

)

: z, w ∈ C

}

.

Lze každý prvek H reprezentovat pomoćı prvku z H2(C)? Zkusme naj́ıt ima-
ginárńı jednotky splňuj́ıćı vlastnosti z definice kvaternion̊u. Položme

1̃ =

(

1 0
0 1

)

, ĩ =

(

i 0
0 −i

)

, j̃ =

(

0 1
−1 0

)

, k̃ =

(

0 i
i 0

)

.

Pak 1̃, ĩ, j̃, k̃ ∈ H2(C) a chceme

ĩ2 = j̃2 = k̃2 = ĩj̃k̃ = −1̃.

To však dostáváme snadno prostým výpočtem:

ĩ2 =

(

i 0
0 −i

)(

i 0
0 −i

)

= −
(

1 0
0 1

)

,

j̃2 =

(

0 1
−1 0

)(

0 1
−1 0

)

= −
(

1 0
0 1

)

,

k̃2 =

(

0 i
i 0

) (

0 i
i 0

)

= −
(

1 0
0 1

)

, a

ĩj̃k̃ =

(

i 0
0 −i

)(

0 1
−1 0

) (

0 i
i 0

)

=

(

0 i
i 0

)(

0 i
i 0

)

= −
(

1 0
0 1

)

.
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Zřejmě 1̃, ĩ, j̃, k̃ jsou lineárně nezávislé, ukažme tedy, že každý prvek h ∈
H2(C) se dá vyjádřit jako jejich lineárńı kombinace, tj. 1̃, ĩ, j̃, k̃ tvoř́ı bázi.
Položme

h =

(

z w
−w z

)

,

pro z, w ∈ C, z = a + bi, w = c + di, a, b, c, d ∈ R. Pak

a1̃ + b̃i + cj̃ + dk̃ =

= a

(

1 0
0 1

)

+ b

(

i 0
0 −i

)

+ c

(

0 1
−1 0

)

+ d

(

0 i
i 0

)

=

=

(

a + bi 0
0 a − bi

)

+

(

0 c + di
−c + di 0

)

=

(

z w
−w z

)

.

Umı́me tedy reprezentovat kvaterniony pomoćı matic s komplexńımi prvky.
Nelze udělat reprezentaci kvaternion̊u pomoćı matic s reálnými prvky? Z
úvodu odd́ılu v́ıme, že každé komplexńı č́ıslo může být reprezentováno matici
2 × 2 s reálnými prvky. Tedy máme

z =

(

a b
−b a

)

, w =

(

c d
−d c

)

a každý kvaternion q = a + bi + cj + dk můžeme napsat jako









a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a









∈ H4(R).

V reprezentaci H4(R) odpov́ıdá sdružeńı transpozici př́ıslušné matice. V re-
prezentaci H2(C) odpov́ıdá sdružeńı transpnované sdružené matici a normu
kvaternionu spoč́ıtáme jako determinanat odpov́ıdaj́ıćı matice.

3.3 Fanova rovina a jiné obrázky

Jistě si vzpomı́náte na tabulku násobeńı imaginárńıch jednotek z prvńı ka-
pitoly - pro oktoniony byla velmi nepřehledná. Tyto vztahy můžeme pro
kvaterniony názorně demonstrovat obrázkem 3.1: násob́ıme-li dva body na
kružnici po směru hodinových ručiček, výsledkem je třet́ı bod, např. ij = k.
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Obrázek 3.1: Násobeńı imaginárńıch jednotek kvaternion̊u

Proti směru hodinových ručiček plat́ı totéž, jenom s znaménkem mı́nus, např.
ji = −k.
Obdobně pro oktoniony tyto vztahy demonstruje Fanova rovina (obr. 3.2),
která se skládá ze 7 bod̊u a 7 př́ımek, budeme-li uvažovat kružnici na obrázku
jako př́ımku. Pak pro každé 3 body ia, ib, ic seřazené na př́ımce ve směru šipky
plat́ı rovnice iaib = ic = −ibia s cyklickou záměnou.

Obrázek 3.2: Fanova rovina

Společně s t́ım, že 1 je multiplikativńı jednotka a i2j = −1, j ∈ {0, 1, ..., 6},
Fanova rovnina kompletně popisuje algebraickou strukturu oktonion̊u.

Ukažme si ještě jednu pěknou geometrickou souvislost.
Pro komplexńı č́ısla definujeme Gaussova celá č́ısla

G = {a + bi ∈ C | a, b ∈ Z},
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která tvoř́ı čtvercovou mř́ıžku. Pro Gaussova celá č́ısla je d̊uležitá vlast-
nost, že žádný bod komplexńı roviny nemá od nejbližš́ıho Gaussova celého
č́ısla vzdálenost ≥ 1. Tato vlastnost souviśı s jednoznačným rozkladem na
prvoč́ısla. Jinými slovy, pokud umı́st́ıme otevřené koule o poloměru 1/2 se
středy ve všech bodech mř́ıžky, pak muśı být disjunktńı, ale nesmı́ zde zbýt
mı́sto pro umı́stěńı daľśı koule poloměru 1/2. Mř́ıžku splňuj́ıćı tuto vlastnost
nazveme

”
dobře zhuštěná“.

Pro kvaterniony můžeme obdobně definovat Lipschitzova celá č́ısla

L = {a + bi + cj + dk ∈ Q | a, b, c, d ∈ Z},

ale zjist́ıme, že jejich mř́ıžka neńı dobře zhuštěná. To vedlo k definici Hurwi-

tzových celých č́ısel

H =

{

a + bi + cj + dk ∈ Q | a, b, c, d ∈ Z ∨ a, b, c, d ∈ Z +
1

2

}

,

kde Z + 1
2

= {a + 1
2
| a ∈ Z} jsou

”
polocelá“ č́ısla. Gaussova celá č́ısla ob-

sahuj́ı 4 prvky, které maj́ı normu 1, a to ±1 a ±i. Hurwitzova celá č́ısla
maj́ı takových prvk̊u právě 24 a maj́ı zaj́ımavou souvislost s platónskými
tělesy ve čtyřrozměrném prostoru. Totiž 8 z nich s celoč́ıselnými koeficienty,
±1,±i,±j,±k, tvoř́ı vrcholy čtyřrozměrné analogie osmistěnu a 16 s

”
polo-

celoč́ıselnými“ koeficienty, 1
2
(±1+±i+±j+±k), tvoř́ı vrcholy čtyřrozměrné

analogie krychle (obr. 3.3). Dohromady tvoř́ı vrcholy tzv. 24-nadstěnu, který
ve třech rozměrech nemá analogické platónské těleso. Ve čtyřech rozměrech je
totiž platónských těles šest, tedy právě o jedno v́ıce než ve čtyřech rozměrech.

Obrázek 3.3: Čtyřrozměrný osmistěn a hyperkrychle
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Použité zdroje
Tvrzeńı odd́ılu 3.1 pocházej́ı z [4], s. 9 - 14, a [3], s. 73, s využit́ım [5]. Odd́ıl
3.2 je převážně čerpán z [9], s. 10 - 12. Odd́ıl 3.3 je volně zpracován podle
[1], s. 1 - 7, a [2], s. 6, 7, ilustrace pocházej́ı z téhož zdroje.
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Kapitola 4

Praktické využit́ı

4.1 Kvaterniony a rotace ve třech dimenźıch

Jedno z nejznáměǰśıch použit́ı kvaternion̊u je pro rotace v 3-dimenzionálńım
prostoru. To je přesně to, co Hamilton chtěl - mı́t algebru, která hraje obdob-
nou roli pro geometrický popis 3-dimenzionálńıho prostoru jako komplexńı
č́ısla pro prostor 2-dimenzionálńı.
Vektor v 3-dimenzionálńım prostoru můžeme reprezentovat jako kvaternion
q = ai + bj + ck. Všiměme si následuj́ıćıch vztah̊u:

−iqi = −i(ai + bj + ck)i = ai − bj − ck,

−jqj = −j(ai + bj + ck)j = −ai + bj − ck,

−kqk = −k(ai + bj + ck)k = −ai − bj + ck.

Výsledkem jsou rotace bodu (a, b, c) v 3-dimenzionálńım prostoru kolem osy
x, y, z o 180◦! To nám dává motivaci k vyjádřeńı rotaci pomoćı kvaternion̊u.
Pojd’me se na to pod́ıvat podrobněji.

Tvrzeńı 4.1. Bud’ p, q ∈ H, q nenulový. Pak pro nenulové r ∈ R plat́ı
(rq)p(rq)−1 = qpq−1.

Důkaz. Bud’ r nenulové. Jelikož násobeńı skalárem je komutativńı, máme
(rq)p(rq)−1 = rqpq−1r−1 = qpq−1rr−1 = qpq−1. �

Vid́ıme, že pokud vynásob́ıme nenulový kvaternion q nenulovým skalárem,
součin qpq−1 se nezměńı. Můžeme tedy dále uvažovat pouze jednotkové kva-
terniony.
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Tvrzeńı 4.2. Bud’ q ∈ H1, p = [s,v] ∈ H. Pak qpq−1 = p′, kde p′ = [s,v′] a
|v| = |v′|.
Důkaz. Označme S(q) skalárńı část kvaternionu q.
Ukažme, že pro p = [s,0], s ∈ R, máme S(p) = S(p′). To dostáváme
okamžitě, nebot’ násobeńı skalárem je komutativńı: qpq−1 = q[s,0]q−1 =
[s,0]qq−1 = [s,0].
Nyńı tuto rovnost ukážme pro p = [0,v],v ∈ R3. Máme 2S(q) = q + q a
tedy

2S(qpq−1) = (qpq−1) + (qpq−1) = (qpq) + (qpq) =

= qpq + qp q = q(p + p)q = q(2S(p))q =

= 2S(p) = 0

Dohromady pro p = [s,v] = [s,0] + [0,v] ∈ H dostáváme

qpq−1 = q([s,0] + [0,v])q−1 = q[s,0]q−1 + q[0,v]q−1 =

= [s,0] + [0,v′] = [s,v′]

Jelikož je q ∈ H1, plat́ı ‖p′‖ = ‖qpq−1‖ = ‖q‖ ‖p‖ ‖q−1‖ = ‖p‖. Nav́ıc S(p) =
S(p′) pro všechna p = [s,v] ∈ H, tj. s se neměńı, nutně tedy |v| = |v′|.

�

Důsledek 4.1. Bud’ q ∈ H1, p = [a, bv] ∈ H, a, b ∈ R,v ∈ R3. Pak jestliže
q[a,v]q = [a,v′], pak q[a, bv]q = [a, bv′].

Důkaz.
qpq = q[a, bv]q = qb

[a

b
,v

]

q = b
[a

b
,v′

]

= [a, bv′].

�

Nyńı již můžeme vyslovit souvislost mezi kvaterniony a rotaćı v R3.

Věta 4.1. Bud’ q ∈ H1, q = [cos θ, sin θn], p = [0, r] ∈ H, kde r =
(x, y, z) ∈ R3. Pak p′ = qpq−1 je p otočené kolem osy ve směru n o úhel
2θ.

Důkaz. Pod́ıvejme se nejprve, jak otočit vektor r o úhel θ okolo osy ve směru
n za použ́ıt́ı sinu, cosinu a skalárńıho a vektorového součinu.

Předpokládejme tedy, že vektor r je otočený o úhel θ na vektor Rr okolo osy
ve směru n (viz obr. 4.1).
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Obrázek 4.1: Otočeńı vektoru r o úhel θ na vektor Rr okolo osy ve směru n.

Vektor r můžeme napsat jako součet dvou vektor̊u, r|| a r⊥, kde r|| je projekce
r na n a r⊥ je kolmý k n (viz obr. 4.2).
Máme

r|| = (r · n)n,

r⊥ = r − r|| = r − (r · n)n.

Pro výpočet Rr zavedeme dvoudimenzionálńı souřadnicový systém do ro-
viny, která je kolmá k n a obsahuje body určené vektory r a Rr. K tomu
potřebujeme vektor v, který je kolmý na r⊥ a n:

v = n× r⊥ = n× (r− (r · n)n) = n× r− n× (r · n)n = n× r− 0 = n× r

Z obrázku 4.2 vid́ıme, že komponentu Rr kolmou k n, (Rr)⊥ můžeme napsat
jako (Rr)⊥ = r⊥ cos θ + v sin θ, tedy můžeme spoč́ıtat vektor Rr:

Rr = (Rr)|| + (Rr)⊥ = r|| + r⊥ cos θ + v sin θ =

= (r · n)n + (r − (r · n)n) cos θ + v sin θ =

= (r · n)n − (r · n)n cos θ + r cos θ + v sin θ =

= (1 − cos θ)(r · n)n + r cos θ + (n × r) sin θ
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Obrázek 4.2: Znázorněńı úhl̊u a komponent vektor̊u.

Pod́ıvejme se nyńı, jaký výsledek nám dá aplikace kvaternionu na vektor.
Položme Rq(p) = qpq−1, p = [0, r] a q = [s,v]. Pak máme:

Rq(p) = [s,v][0, r][s,v]−1 = [s,v][0, r][s,−v] = [s,v][v · r, sr − r × v] =

= [s(v · r) − v · (sr − r × v), s(sr − r × v) + (v · r)v + v × (sr − r × v)] =

= [0, s2r − s(r × v) + (v · r)v + v × (sr) − v × (r × v)] =

= [0, s2r + (v · r)v − v × (r × v) − 2s(r × v)] =

= [0, s2r + (v · r)v − (v · v)r + (v · r)v + 2s(v × r)] =

= [0, (s2 − v · v)r + 2(v · r)v + 2s(v × r)]

V předposledńım kroku jsme použili rovnost v1 × (v2 × v3) = (v1 · v3)v2 −
(v1 · v2)v3.
Připomeňme, že q je jednotkový kvaternion, tedy můžeme psát q = [cos θ, (sin θ)n],
kde |n| = 1. Dosazeńım do Rq(p) dostáváme:

Rq(p) =

= [0, (cos2θ − sin2θ(n ·n))r + 2((sin θ)n · r)(sin θ)n + 2 cos θ((sin θ)n× r)]
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= [0, (cos2θ − sin2θ)r + (2n sin2θ)(n · r) + 2 cos θ sin θ(n × r)]

= [0, r cos 2θ + (1 − cos 2θ)(n · r)n + (n × r) sin 2θ]

Srovnáńım tohoto výsledku s předchoźım výpočtem zjist́ıme, že se výsledek
lǐśı pouze v úhlu! Mı́sto θ zde máme 2θ. To znamená, že pro daný jednotkový
vektor n a úhel θ jednotkový kvaternion [cos θ, (sin θ)n] otoč́ı r o úhel 2θ
kolem osy ve směru n.

�

Důsledek 4.2. Libovolnou rotaci o úhel θ kolem osy ve směru n, |n| = 1, v 3-
dimenzionálńım prostoru můžeme źıskat pomoćı jednotkového kvaternionu.

Důkaz. Požadovanou rotaci źıskáme, když v předchoźı větě polož́ıme q =
[cos θ

2
, sin θ

2
n].

�

Tvrzeńı 4.3. Bud’ q1, q2 ∈ H1. Pak rotace pomoćı q1 následována rotaćı
pomoćı q2 je ekvivaletńı rotaci pomoćı q2q1.

Důkaz. Pro dané p ∈ H máme

q2(q1pq
−1
1 )q−1

2 = (q2q1)p(q−1
1 q−1

2 ) = (q2q1)p(q1 q2) =

= (q2q1)p(q2q1) = (q2q1)p(q2q1)
−1

�

Jinými slovy, skládáńı rotaćı doćıĺıme znásobeńım odpov́ıdaj́ıćıch kvater-
nion̊u.

4.2 Daľśı aplikace

Kvaterniony i oktoniony maj́ı mnoho souvislost́ı s r̊uznými oblastmi nejen
matematiky.
Např́ıklad v teorii č́ısel plat́ı, že každé přirozené č́ıslo je normou nějakého
kvaternionu s celoč́ıselnými koeficienty (Lipschitzova celého č́ısla). Takových
kvaternion̊u je pro každé n ∈ N právě 8d(n), kde d(n) je součet všech dělitel̊u
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č́ısla n. Pro n = 1 je to osm kvaternion̊u, 1, i, j, k,−1,−i,−j,−k. Pro n = 2
už 24:

±(1 + i),±(1 + j),±(1 + k),±(i + j),±(i + k),±(j + k),

±(1 − i),±(1 − j),±(1 − k),±(i − j),±(i − k),±(j − k).

V kvantové mechanice si zase např́ıklad nelze nevšimnout, jak Pauliho ma-
tice připomı́naj́ı jednotky i, j, k zapsané ve tvaru matic 2× 2 s komplexńımi
koeficienty. Proč násobit matice, když stač́ı násobit jednotkové kvaterniony,
pro jejichž násobeńı plat́ı jednodušš́ı pravidla? Oktoniony maj́ı ke kvantové
mechanice také bĺızko, např. v Heisenbergově pohybové rovnici se použ́ıvá
neasociativńı komutátor.

Kromě rotaćı maj́ı kvaterniony v 3-dimenzionálńım prostoru daľśı úlohu.
Vezměme u, v ∈ H, u = ai + bj + ck, v = di + ej + fk. Jejich součin
je uv = (−ad − be − cf) + i(bf − ce) + j(cd − af) + k(ae − bd). Ovšem
(a, b, c) × (d, e, f) = (bf − ce, cd − af, ae − bd) - imaginárńı část součinu
kvaternion̊u určuje jejich vektorový součin, když je uváž́ıme jako prvky R3.
Stejně tak oktoniony určuj́ı vektorový součin v 7-dimenzionálńım prostoru.

Kvaterniony se dále použ́ıvaj́ı v poč́ıtačové grafice při výpočtu fraktál̊u a
v̊ubec nám tyto algebry dokazuj́ı, že nejsou jen vymyšlenou matematickou
konstrukćı, ale maj́ı základ v reálném světě.

Použité zdroje
Tvrzeńı odd́ılu 4.1 jsou převzatá z [4], odd́ıl 4.2 je zpracován s využit́ım [5],
[6] a [9], s. 18, 23, 24.
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