Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Pavel Kubas

Kvaterniony, oktoniony a dal?

Katedra algebry

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. David Stanovsky, Ph.D.

Studijni program: Matematika, obecna matematika

2009



R&ad bych podékoval vedoucimu své bakalarské prace, RNDr. Davidu Sta-
novskému, PhD., za ochotnou spolupraci, cenné rady a pripominky. Velky
dik patii také mym rodi¢um za jejich podporu béhem mého studia.

Prohlasuji, ze jsem svou bakalaiskou praci napsal samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament. Souhlasim se zaptujcovanim prace a jejim
zverejnovanim.

V Praze dne 28. kvétna 2009 Pavel Kubas



Obsah

1 Uvod
1.1 Pohled do historie . . . . . . . .. ... ...
1.2 Predstaveni a definice . . . . . . . . . . .. ... ... ...

2 Hurwitzuv teorém
2.1 Pravidla pro poc¢itani . . . . . .. ..o
2.2 Dukaz Hurwitzova teorému . . . . . . . . . . . . . ... ...

3 Vlastnosti kvaternionu a oktonionui
3.1 Zéakladni vlastnosti . . . . . ... ... ..
3.2 Reprezentace kvaternionu . . . . . ... ... ... .. ...
3.3 Fanova rovina a jiné obréazky . . . . . ... ...

4 Praktické vyuziti
4.1 Kvaterniony a rotace ve tfech dimenzich . . .. ... .. ..
4.2 Dalsi aplikace . . . . . ..o

ot



Nézev prace: Kvaterniony, oktoniony a dal?

Autor: Pavel Kubas

Katedra (ustav): Katedra algebry

Vedouci bakalarské prace: RNDr. David Stanovsky, Ph.D.
e-mail vedouciho: David.Stanovsky@mff.cuni.cz

Abstrakt: Tato prace se zabyva algebrou kvaternionu a oktonionu. Po tivod-
nim predstaveni a zavedeni nezbytnych pojmu je prezentovan dukaz Hurwi-
tzova teorému, ktery iika, ze jediné kompoziéni algebry jsou R,C, H a O.
Predvedeny jsou zakladni vlastnosti téchto algeber a souvisejici grafickd
znazornéni. Ve vlastnostech vice rozvadime reprezentace kvaternionu po-
moci matic. Dale uvadime praktické vyuziti kvaternionu pro popis rotaci v
3-dimenzionalnich prostorech a zminujeme nékteré dalsi zajimavé aplikace,
napi. z oblasti teorie ¢isel a kvantové mechaniky.

Klicova slova: kvaterniony, oktoniony, Hurwitzuv teorém, kompozi¢ni alge-
bry

Title: Quaternions, octonions and...?

Author: Pavel Kubas

Department: Department of Algebra

Supervisor: RNDr. David Stanovsky, Ph.D.

Supervisor’s e-mail address: David.Stanovsky@mff.cuni.cz

Abstract: This thesis delas with the algebra of quaternions and octonions.
After preliminary introduction and implementation of necessary termino-
logy is presented the proof of Hurwitz’s theorem which states that the only
composition algebras are R, C,H a Q. The basic charecteristics of these al-
gebras are demonstrated and graphic illustrations as well. Concerning the
characteristics, we specify representations of quaternions through the use of
matrices. Furthermore we list practical use of quaternions to describe rotati-
ons in 3-dimensional spaces and mention some other interesting aplications,
for example from the areas of number theory and quantum mechanics.

Keywords: quaternions, octonions, Hurwitz’s theorem, composition algebras



Kapitola 1
Uvod

1.1 Pohled do historie

V roce 1835 William R. Hamilton pftisel na to, jak reprezentovat komplexni
¢isla pomoci paru ¢éisel redlnych. Velmi jej zaujal vztah mezi komplexnimi
¢isly a 2-dimenziondlni geometrii, snazil se tedy objevit vétsi algebru di-
menze 3, kterd by hréla podobnou roli v 3-dimenzionalni geometrii. To se
mu ovSem nemohlo povést, protoze takova algebra neexistuje.

Dne 16. rijna 1843 Sel se zenou podél Royal Canalu, kdyz ho nahle napadly
zasadni rovnice popisujici vztah mezi zdkladnimi jednotkami kvaternionu ¢,
Jjak:

2= 2=k = ijk = —1.

Aby je nezapomnél, vyryl je do kamene na Broughamském mostu, kde ndm
to dodnes pripomina pamétni deska. Zbytek Zivota stravil zkoumanim vlast-
nosti kvateriont a jejich aplikaci v geometrii.

Objev oktonionu se vaze k Hamiltonovu pfiteli Johnu T. Gravesovi, ktery
se pokusil Hamiltonovu myslenku rozsitit. To se mu povedlo 26. prosince
1843, kdy mu poslal dopis, v némz popisoval novou 8-dimenzionalni alge-
bru, kterou nazval oktavy. Pozdéji se snazil toto rozsitit na obecnou teorii o
2™-nionech, narazil vSak na neocekavané obtize.

Nezavisle na ném publikoval v breznu 1845 Arthur Cayley ¢lanek, ve kterém
byla i ¢ast o oktonionech. Proto se také oktoniony nékdy nazyvaji Cayleyho
cisla.



V tomto textu objasnime, pro¢ Gravesovy 2™-niony nefungovaly, a to diukazem
tzv. Hurwitzova teorému.

1.2 Predstaveni a definice

Na tuvod vymezime nékteré zakladni pojmy, se kterymi budeme v celém
textu pracovat. Predpokladame, ze je ¢tenatr obeznamen s algebrou realnych
a komplexnich ¢isel (R a C). Podobné jako je u komplexnich ¢isel jedna ima-
ginarni jednotka, u kvaternionu budou tyto jednotky tfi a u oktonionu jich
bude dokonce sedm. Nejprve si tedy fekneme, co to vlastné kvaterniony a
oktoniony jsou.

Definice 1.1. Kwaternionem nazveme ¢islo ve tvaru

xo + x11 + x9J + w3k,

kde xg, x1, T2, x3 jsou redlna ¢isla a 7, j, k jsou zakladni jednotky splnujici
rovinice

P2 =2 =k =ijk=—1.
Kvaterniony budeme znacit pismenem H.
Z definice nam plynou néasledujici vztahy mezi ¢, j a k:
1] =k, Jjk =1, ki = 7,
ji = —k, kj = —i, ik =—j.
Diky témto rovnostem snadno vyjadiime soucet a soucin dvou kvaternionu:

(o + 211 + 2] + w3k) + (Yo + y1t + Y27 + ysk)
= (2o + o) + (z1 +y1)i + (w2 +y2)] + (z3 + y3)k,

(ZBQ + $1i + $2j + l‘gkﬁ)(yo + yli + yzj + ygk)

(ToYo — T1y1 — Tayo — T3Y3) + (Toy1 + T1Yo + Tays — T3Y2)i
+ (woy2 — T1y3 + TaYo + 23y1)J + (Toys + T1y2 — Tayr + T3Yo)k.



Definice 1.2. Oktonionem nazveme cislo ve tvaru
Too + Tolo + T101 + Taly + T3tz + Taly + Tsls + Tels,

kde x4, xg, ..., Tg jsou realna ¢isla a 1, ..., 1g zdkladni jednotky splnujici rov-
nice

iz = —1,
In1lnt2 = Int+d = —lpg2ini,
Z.n—l-QZ'n—i-4 = Z.n—l-l = _in+4in+27
Z.n+4in+1 - Z.n+2 - _in+1in+47

kde n € N a indexy bézi modulo 7.
Oktoniony budeme znacit pismenem Q.

Vztah mezi imaginarnimi jednotkami lze v ptipadé kvaternionu vyjadrit jed-
noduchou tabulkou:

J h
i -1 k|-
jl|—k| -1 i
k|l j i —1

V pripadé oktonionu uz je ovsem situace daleko neprehlednéjsi:

io | i1 ] 42| 43| ia] 5| g
G0 | —1| 3| g | —i1 | s | —ia | —is
i | —iz | —1| da| do| —da | idg | —is
in | —i7 | —ia | —1| 45| 41| —iz | o
i | i1 | —do | —i5 | —1| g | iz | —ig
i | —is | 4 | —i1 | —ig | —1| 40| i3
is | s | —ig | 43 | —iz | —io | —1]| i
i6 | 2| s | —io | 4| —i3 | —i; | —1

Komplexni ¢isla jsou vzhledem k operaci nasobeni komutativni a asociativni.
Kvaterniony a oktoniony komutativni nejsou, jak vidime piimo z definice.



Oktoniny navic nejsou ani asociativni. Tyto vlastnosti ndm piimo vyplynou
z dukazu Hurwitzova teorému.
Nyni zavedeme nékolik pojmu, které budeme potiebovat v dalsi kapitole.

Definice 1.3. Algebrou R nad télesem T rozumime (obecné nekomutativni,
neasociativni) okruh, ktery je zaroven vektorovy prostor nad T a plati
t-(r-gs)=r-g(t-s)=({-r)rs

pro vSechnat € T, r,s € R.

Priklad 1.1.

Je-1i S téleso a T jeho podtéleso, pak S je algebrou nad 7.

Libovolny maticovy okruh R < M, (T) je algebrou nad 7 dimenze
<n.

Libovolny okruh polynomu R < T[X] je algebrou nad T (nekonecné
dimenze, pokud R # T).

R,C,Q a O jsou algebrou nad R.

Definice 1.4. Kompozicni algebrou X nazveme algebru nad R obsahujici
prvek 1, s vlastnosti 1x = 21 = x pro vSechna x € X, na které je zavedena
netrividlni kvadratickd norma | - |, kterd splnuje |zy| = |z|ly| pro vSechna
z,y € X.

Definice 1.5. Bud X kompoziéni algebra. Skaldrnim soucinem na X na-
zveme realnou funkci |-, - | danou predpisem

|z +y| — |z| — |y
|z, y| = 5 (Z)

pro z,y € X (pracujeme nad redlnymi ¢isly, takze 2 je invertibilni a definice
je korektni). Plati |z, x| = |z| = 0 & x = 0, tedy fekneme, ze vektory z,y
jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz |z, y| = 0.



Definice 1.6. Bud z z néjaké kompozieni algebry. Pak vyraz 2|z, 1| — x
nazveme sdruzené c¢islo. Znacime .

Snadno ovérime, ze posledni definice neni v rozporu se standardni definici
sdruzeného cisla v C.

Definice 1.7. Bud H vlastni n-dimenzionalni podalgebra kompozién{ alge-
bry X, 1 € H a1 jednotkovy vektor kolmy na H. Pak Dicksonovou algebrou
algebry H je H +iH = {z +iy|z,y € H}.

Jelikoz H je vlastni, pro kazdou takovou H Dicksonova algebra existuje:
zvolime i € H*, ortogondlntho doplitku H, takové, ze |i] = 1. To je vzdy
mozné, protoze pro nenulové j € H+,|j| # 1 snadno zkonstruujeme j = |;—.|,

l=1.

Pro H = R vidime, ze Dicksonovou algebrou algebry realnych ¢isel jsou
komplexni ¢isla C. V nasledujici kapitole bude nasim cilem ukéazat, ze je-
diné kompozi¢éni algebry jsou nam jiz znamé R, C,H a O, coz je obsahem jiz
zminéného Hurwitzova teorému.

Pouzité zdroje

Uvodnf povidén{ je volné pievzato z [3], s. 7 - 9, definice 1.1, 1.2 prevzaty z
[3], s. 21, 65. Definice 1.4, 1.5 jsou zformulovany na zdkladé [3], s. 67 - 69,
definice 1.3 je prevzatd spolecné s pifkladem z [7], s. 101, 102.



Kapitola 2

Hurwitzuv teorém

2.1 Pravidla pro pocitani

Pro dikaz Hurwitzova teorému bude uzitecné veédét, jak funguje skalarni
soucin, sdruzeni a nasobeni v Dicksonovych algebrach. V dukazech nésledujicich
tvrzeni se opakované pouziva jednoduchy princip, ktery si predem dokazeme

v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 2.1. Bud z,y € X, X kompozi¢ni algebra. Jestlize pro vSechna
t € X plati |z,t| = |y, t|, pak = = y.

Diikaz. Polozme w = x — y. Chceme dokézat, ze jestlize pro vSechna t € X
plati |w,t| = 0, pak w = 0. Predpoklddejme w # 0. Pro t = w tedy |w,w| =
|w| = 0 a nutné w = 0, spor.

OJ

Ukazme si nejprve nékteré zakladni vliastnosti skalarniho sou¢inu a sdruzenych
cisel.

Tvrzeni 2.2. Pro vSechna x,y, z, u z néjaké kompozicni algebry plati

L oy = |yl (M1)
2. |wy, xz| = |zlly, 2|, |2z, y2| = |z, y[|2] (M2)
3. |zy, uz| = 2|z, ully, 2| — |xz, uy| (M3)
4y, 2| = |y, 72|, vy, 2| = |z, 27| (C1)
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. Pfimo z definice kompozi¢ni algebry.

z
Nry,xz| =

|z[[y, 2|
Druhou rovnost dokdzeme zcela analogicky:.

) |zytaz|—|zy|=|zz] (ML) |z|ly+zl—|z|lyl-|zllz] _ |x||y+Z\—|y|—\2| (2)
2 = 2 = 2 =

. Vime, ze

lzy + uy, xz + uz| = |vy, 22| + vy, uz| + |uy, 2| + |uy, uz|, tedy
sl = |(@+ W (o + )zl = foyaz] = uy.az] = fuy,uz =

& + ully, 2| — |lly, 2| — luy, wz| - [ully, 2| 2 (|2] + 2|z, ul + ul)ly, 2| -
‘ZE’Hy,Z| - ’Uy,$2| - |u\|y,z\ = 2|:B,u\|y,z\ |a:z,uy]

v, (2|93, 1| —x)z| = \y,ﬂSZI
Druhou rovnost dokadzeme zcela analogicky:.

. Necht t je libovoln}'f prvek ze stejné kompoziém’ algebry jako z. Pak
|z, t] = |x1, t] |1 Tt| = |7, 1| |t zl| = |[71,t| = |z,t| pro

vSechna t, tedy r=T1.

. Necht ¢ je libovolny prvek ze stejné kompoziéni algebry jako z a v.
Pak

gzt S myt] D pty E
|my, t| pro vsechna t, tedy Ty =y T.

(1)
Dy = [Eaya) ‘L jEEg

OJ

A nyni jiz muzeme prikrocit k dukazu avizovanych vlastnosti prvka Dickso-
novy algebry.

Tvrzeni 2.3. Bud H +iH Dicksonova algebra kompoziéni algebry H. Pak
i = —i a pro véechna a,b,c,d € H plati |i,a| =0 a

1. |la+ib,c+id| = |a,c|+ |b,d| (D1)
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2. a+ib=1a—ib (a tedy ib = bi) (D2)
3. (a+ib)(c +id) = (ac — db) + i(cb + ad) (D3)
Dukaz. Vyraz |i,a| je pro vSechna a z H roven 0, protoze i je kolmé na
véechny prvky H, tedy ziejmé i = —i. Nyni dokdzeme rovnosti (D1) - (D3):
. Ja+ib,c+ z'd| ]a c| + |a,id| + |ib, c| + |ib, zd| |a c| + |ad,i| +
|, cb| + |ib, zd| |a c|+ 040+ |i||b,d| = |a,c| + |b,d]
. Ly (C1) _ R . _ .
2. a+ib=a+ib=a+ (2|ib,1| —ib) = @+ 2|i, 1b| —ib =a —ib
Tedy —ib = ib %) b7 = —bi a ib = bi.

—~

3. (a+ib)(c+id) = ac+ a(id) + (ib)c + (ib)(id)
Prvni ¢len roznésobeni ponechame, zbyvajici tfi ¢leny upravime po-
moci diive dokazanych rovnosti:

o a(id),t| ‘L Jidat| £ 0 — Jit,ad| ‘L |t,i(@d)|

(D2)
[ —

t| L v, el 2 biste] 20 - beti] ‘L ((Be)i, 1)

(ib)c,
i(ch), t|

(4
ji(c
(M2)

o |(@b)(id), t| 'L —|ib, t(id)] £ 0 + |iid), tb] ' —|id, i(th)|
~lilld,tb] 'S | — db 1
Rovnosti plati pro vSechna ¢, tedy mame ~

(a+1b)(c+id) = ac+a(id) + (ib)c+ (ib)(id) = ac+i(ad) +i(cb) —db =
(ac — db) + i(chb + ad).

O

Disledek 2.1. Bud H vlastni podalgebra kompozi¢éni algebry K a H +iH
jeji Dicksonova algebra. Pak H + iH je podalgebrou K.

Dikaz. Snadno ovéiime, ze a +b € H +1H a ra € H + iH, pro vSechna
a,b € H+1iH ar € RV Tvrzeni 2.3 (D3) jsme ukazali, ze ab € H + iH,
pro vSechna a,b € H +iH, tedy H + iH je podalgebra K.

O
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2.2 Dukaz Hurwitzova teorému

Véta 2.1. (Hurwitzuv teorém) R, C, H a O jsou jediné kompozicni alge-
bry.

Pred dukazem predchozi véty si zformulujeme nékolik pomocnych tvrzeni a
lemmat, ze kterych nam jiz vlastni dikaz snadno vyplyne.
Nejprve se podivejme na to, jak je to s dimenzi Dicksonovy algebry.

Tvrzeni 2.4. Bud H vlastni n-dimenzionalni podalgebra kompozicni alge-
bry Z, 1 € H a1 jednotkovy vektor kolmy na H. Pak dimenze Dicksonovy
algebry algebry H je dvojnasobek dimenze algebry H, tedy

dim(H +iH) = 2dim(H)

Diuakaz. Vezméme a,b € H. Pokud bychom védéli, ze a je kolmé na b pro
libovolné a, b, pak zadny prvek baze H nelezi v tH a naopak. Tedy baze H
a iH jsou disjunktni a dim(H +iH) = 2dim(H).
Chceme tedy |a,ib| = 0 pro vSechna a,b € H, coz snadno dostavame z
Tvrzeni 2.3: |a,ib| = |ib, al @ |i,ab| = 0 pro vechna a,b € H, protoze i je
kolmé na vsechny prvky z H.

O

Dusledek 2.2. Bud K kompozi¢ni algebra koneéné dimenze. Pak dim/(K) =
n = 2™ pro néjaké m,n € N.

Diukaz. Predpokldadejme opak. Jelikoz R, dim(R) = 1, je vlastni podalgebra
K, pak podle Dusledku 2.1 muzeme vytvorit zdvojovanim (tj. postupnym
tvofenim Dicksonovych algeber) vlastni podalgebru H < K, dim(H) = 2% <
n, pro k € N takové, ze 2F1 > n. Pak ale H +iH < K a zarovei dim(H +
iH) > dim(K), spor.

OJ

Tedy pokud mé kompozicni algebra Z kone¢nou dimenzi, lze ji ziskat zdvo-
jovanim z jeji nejmensi podalgebry R, specidlné tedy musi byt Dicksonovou
algebrou néjaké jeji podalgebry Y, ta zase Dicksonovou algebrou néjaké jeji
podalgebry X, atd.

Mame-li tedy Z =Y +1i2Y, Y = X + iy X, ..., vyvstava otazka, co musi
Y splnovat, aby Z byla kompoziéni algebra, co musi dale splhovat X, aby
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Y byla ,ta spravna“ kompoziéni algebra pro Z, tj. aby Z = (X + iy X) +
i7(X+iy X) byla kompozicni algebra, a tak dale. Na tuto otdzku si odpovime
dukazem nasledujicich tif lemmat.

Lemma 2.1. Necht Z =Y +i,Y, iy € Z je jednotkovy vektor kolmy na Y,
pak Z je kompozi¢ni algebra praveé tehdy, kdyz Y je asociativni kompozi¢ni
algebra.

Dikaz. Z je kompozicéni algebra, pokud spliiuje podminku z definice: pro
vSechna a,b,c,d € Y musi platit |(a +izb)(c + izd)| = |a + izb||c + izd|.
Pouzitim pravidel pro poc¢itani a vzorecku |z + y| = |z| + |y| + 2|z, y| z
definice skalarniho souc¢inu dostavame:

|(ac — db) +iz(cb+ad)| = |a + izb||c + izd|

|lac|+|db|—2|ac, db|+|cb|+|ad|+2|cb, @d| = (|a|+|izb|+2|a, izb|)(|c|+|izd|+2|c, izd]|)
2|ch, ad| = 2lac, db|
la(cb), d| = [(ac)b, d|

coz plati pravé tehdy, kdyz a(cb) = (ac)b pro vsechna a,b,c € Y, tj. Y je
asociativni kompozi¢éni algebra.

O

Lemma 2.2. Necht Y = X +iy X, iy € Y je jednotkovy vektor kolmy na X,
pak Y je asociativni kompozicni algebra prave tehdy, kdyz X je komutativni
a asociativni kompozi¢ni algebra.

Diikaz. Jestlize Y je kompozi¢ni algebra, pak z dukazu Tvrzeni 2.3 vime,
ze plati (iyb)e = iy (cb) pro vSechna b, ¢ € X, navic Y je asociativni, tedy
iy (bc) =iy (cb) a be = ¢b pro vsechna b, c € X (iy je jednotkovy vektor), tj.
X je komutativni kompozi¢ni algebra.

Opacnou implikaci dokazeme vypoctem: kdy nastava rovnost

[(a+iyb)(c+iyd)|(e +iyf) = (a+iyb)[(c+ iyd)(e + iy f)]

pro vSechna a,b,c,d, e, f € X?
Podle pravidel pro pocitani upravime levou stranu

[(a@ +iyb)(c +iyd)](e + iy f) = [(ac — db) + iy (cb + ad)](e + iy f) =
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= (ac — db)e — f(be + da) + iy[e(chb +ad) + (ca — bd) f] =

= (ac)e — (db)e — f(bc) — f(da) + iy[e(ch) + e(ad) + (¢a)f — (bd) f]

a obdobné i pravou stranu
(a+iyb)[(c +ivd)(e + iy f)] = (a+iyb)[(ce — fd) +iy(ed +f)] =

= a(ce — fd) — (ed +¢f)b+iy[(ce — fd)b+a(ed +Cf)] =
= a(ce) — a(fd) — (ed)b — (¢f)b+ iy[(ce)b — (fd)b+ a(ed) + a(cf)].

Rovnost nastane, jestlize X je komutativni a asociativni.

O

Lemma 2.3. Necht X = W +ixW, ix € X je jednotkovy vektor kolmy na
W, pak X je komutativni a asociativni kompozi¢ni algebra pravée tehdy, kdyz
W je komutativni a asociativni kompozic¢ni algebra s trivialnim sdruzenim,
tj. w = w pro vSechna w € W.

Dikaz. Jestlize X je kompoziéni algebra, pak z Tvrzeni 2.3 (D2) vime, ze
ixe = eix pro vSechna e € W, navic X je komutativni, tedy ixe =ixeae =
€ (ix je jednotkovy vektor), tj. W je komutativni a asociativni kompozi¢ni
algebra s trivialnim sdruzenim.

Naopak, obdobné jako v predchozim dukazu, rovnost levych stran

(a+ixb)(c+ixd) = (ac — db) + ix(cb+ ad)

(c+ixd)(a+ixb) = (ca —bd) + ix(ad + b)
nastane, jestlize W je komutativni a ma trivialni sdruzeni.

OJ

Dosud jsme nevédéli, jak je to s dimenzi Z. Z Tvrzeni 2.4 a predchozich
lemmat nyni vime, ze dim(Z) = 2dim(Y") = 4dim(X) = 8dim(W). Kolik je
ale dimenze W?

Tvrzeni 2.5. Bud W kompozi¢ni algebra. Jestlize w = @ pro vsechna
w e W, pak dim(W) = 1.
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Dikaz. Predpokladejme, ze W ma dimenzi vétsi nez 1, tedy existuje nenu-
lové w € W tak, ze |w, 1| = 0, tj. w je kolmé k 1. Takové ovsem neexistuje,
protoze vime, ze W = w, tedy 2|w, 1| — w = w a nutné w = 0.

O

Tedy méme dim(Z) = 8 a obdobné dim(Y) =4 a dim(X) = 2; dim(W) = 1
a tedy W = R (W je algebra nad R).

Nyni jiz muzeme dokazat Vétu 2.1.

Dikaz Hurwitzova teorému. Mame W, dim(W) = 1, komutativni a aso-
ciativni kompozi¢éni algebru s trividlnim sdruzenim. Dle Lemma 2.3 je X
komutativni a asociativni kompoziéni algebra, ale vzhledem k dim(X) = 2
nemuze mit trividlni sdruzeni. Tedy dle Lemmat 2.3, 2.2, 2.1 je Y asocia-
tivni kompozi¢éni algebra, ale nekomutativni, Z kompozicni algebra, ale jiz
ne asociativni. Dalsi zdvojena algebra S = Z +igZ jiz neni kompoziéni alge-
brou, protoze Z nespliuje nutnou podminku asociativity. Jediné kompoziéni
algebry jsou tedy dimenze 1, 2, 4 a 8, a to R,C,H a Q.

O

Toto ziejmé plati az na izomorfismus.

Tvrzeni 2.6. Bud K kompozién{ algebra, dim(K) = 2", H; navzajem ruzné
podalgebry K, H; + i;H; Dicksonova algebra H; a dim(H;) = 2"71,j €
{]_, 2},n c {]_, 27 3} Pak H1 + ilHl = H2 + igHQ.

Duikaz. Bud A vektorovy prostor nad R dimenze m s bazi (eg, ey, ..., €m_1).
Pak a € A lze vyjadrit jako Z;.”:_Ol a;ej, kde souradnice vektoru ag, ..., @pm—1
jsou jednoznac¢né urcené. Pak zobrazeni f4 : A — R™ dané predpisem
fala) = (ap,ay, ..., am,m—1) je bijektivni homomorfismus a tedy A = R™. To
nam tika, ze pokud mame dva vektorové prostory X,Y stejné dimenze, pak
jsou izomorfni. Opacna implikace je zfejma - pro f : X — Y, f izomorfis-
mus, mame dim(Ker(f)) = 0, dim(Im(f)) = dim(Y) a tudiz dim(X) =
dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) =dim(Y). Tedy X 2Y < dim(X) = dim(Y).
Podivejme se na piipad n = 1. Polozme C' = H; + i1H;. Dimenze C
je 2, zvolme jeho bézi (eg,e1) = (1,41). Pak ¢ = ¢ + i1¢9, ¢ € C ma
soutadnice (c1,c2) a fe je izomorfismus vektorovych prostoru. Pro ¢ € C
méame c = (c1+1102) (¢} +i1ch) = (1) —cach) +i1(cac) +¢16y). Definujme na
R? nasobeni dvou vektort vztahem (ry, 72) (77, 1) = (rirl —rarh, rary +r17h).
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Pak R? je algebra nad R, fc(cic2) = fo(er)fo(ce) pro viechna ci,co € C
a fc je izomorfizmus algeber, C' = R2. Obdobné D = H, + iy Hy = R?,
C~R?2=D.
Pro n = 2 si nejprve uvédomime, ze pro £ = H + iH muzeme polozit
H=F+jF, tedy E = F+iF+jF+ (ji)F, a postupujeme analogicky jako
v predchozim ptipadé. Obdobné pro n = 3.

OJ

Pouzité zdroje
Véta 2.1, tvrzeni 2.2 a 2.3 a lemmata 2.1, 2.2 a 2.3 pochazeji z [3], s. 68 -
72. Dukaz véty 2.1 je preformulovan s ohledem na [8], s. 194, podle [9], s.

9. Ostatni tvrzeni pochazeji od autora, z cehoz tvrzeni 2.1, 2.4 a 2.5 jsou
zformulovéna na zdkladeé [3], s. 67, 70, [8], s. 190, 191, a [9], s. 5, 9.
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Kapitola 3

Vlastnosti kvaternionu a
oktonionu

3.1 Zakladni vlastnosti

Pro snazsi zépis zavedme znaceni kvaterniont jako skaldru z R a vektoru
z R3. Zdpisem q = [s,v], kde s € R a v = (z,y,2) € R? budeme ro-
zumét kvaternion ¢ = s + ix + jy + kz. Skaldrni soucin vektori v R3
oznacime - a vektorovy soucin x. Pokud neni uvedeno jinak, pouzivame
znaceni ¢ = s+ iz + jy+kz=[s,v], ¢ = +ix' + jy + k2 =[¢,V].

Nésobeni kvaternionu jsme si ukédzali hned v tvodni kapitole. Podivejme se
na néj nyni znovu, s novym znacenim.
Tvrzeni 3.1. Bud ¢,¢ € H, q = [s,V], ¢ = [¢/,V/]. Pak
q¢ = [ss' —v-v,vx V' +sv + V]
Dikaz.
qq' = [s,V][s", V'] = (s + iz + jy + k2)(s' + i’ + jy' + k2) =

=ss' — (2’ +yy' + 22") +i(sa’ + sx+y2 — 2y)+
+j(sy' + s’y + za’ —x2') + k(s2' + s’z + xy’ —ya') =

=[ss' —v-v,vxXV + sV + V]
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0J

Vektorovy souc¢in neni komutativni, hned tedy vidime, ze ani kvaterniony
nemuzou byt komutativni.

Déle budeme uvadét tvrzeni vétsinou bez dukazu, jelikoz ty spoc¢ivaji pouze
v rozepsani s pouzitim séitani a nasobeni a pripadném prerovnani ¢lenu.

Tvrzeni 3.2. Bud p,q,¢ € H, r € R. Pak

e nasobeni je asociativni:
(ra)d" = plaq)
e nasobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani:
pla+d) =pa+pd

(a+d)p=aqp+dp

e nisobeni skaldrem komutativni:

rq = qr = [r,0][s, v] = [rs, V]

Podivejme se nyni na sdruzeni a s nim souvisejici normu.
Sdruzenym kvaternionem ke kvaternionu ¢ = [s, v|] rozumime g = [s, —v].

Tvrzeni 3.3. Bud p,q € H. Pak

Norma kvaterniontu definujeme pravé pomoci sdruzent:
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Definice 3.1. Bud ¢ € H a bud zobrazen({ ||-|| : H — R definovdno vztahem
llgll = v/qq. Pak ||q|| nazveme normou kvaternionu g.

Tvrzeni 3.4. Bud ¢,q¢ € H. Pak

* HQ||:\/$2+V~V:\/52+x2+y2+22
e llgll = llell

o llgd'|l = llall ||l

Diukaz. Prvni dvé rovnosti jsou ziejmé, podivejme se na treti.

N — —: ——: 2_: . 2 _ 2 2 _ /
laq' qq'qq 49'qq qlld|"q qq |l lall™ Nld'[I” = llall ll4
0

Pomoci normy definujeme inverzni prvek:

Definice 3.2. Bud ¢ € H, ¢ nenulové. Pak pro ¢ definujeme prvek ¢!
takovy, ze q¢~' = ¢ 'q = 1, dany piedpisem

-1 _ 49
- 2
gl

Snadno ovérime, ze takovy prvek existuje a je ddn jednoznacné.

Podivejme se nyni jesté na kvaterniony normy 1 - ty nas budou pozdéji
zajimat v souvislosti s rotacemi v 3-dimenzionalnim prostoru. Jednotkovym
kvaternionem ozna¢ime tedy kvaternion ¢ takovy, ze ||¢|| = 1. Mnozinu vSech
jednotkovych kvaternionu oznac¢ime Hi .

q

Tvrzeni 3.5. Bud ¢ = [s,v] € H;. Pak existuje jednotkovy vektor v/ € R?
af, —m <0 <m, takové, ze ¢ = [cos 0,V sin 0.

Dikaz. Pro ¢ = [1, 0] polozime 6 = 0 a za v’ zvolime libovolny jednotkovy
vektor z R3.

Pro ¢ # [1,0] polozme k = |v| a v/ = +v. Pak v = kv’, kde v/ je jednotkovy
vektor. Jelikoz je ¢ jednotkovy kvaternion, dostavame:

1:||qH2282+V-V:82+k52v/-V,282+/€2
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Rovnice s? + k? = 1 popisuje kruznici v roviné. Jelikoz kruznici muZeme
také popsat rovnici cos?d + sin?f = 1, existuje 6, —m < § < 7, takové, Ze
s=cos fak=sinf. Tedy g =[s,v] = [s,V'k] = [cos 0,V sin 0].

O
Uved'me jesté dveé dulezité vlastnosti jednotkovych kvaterniont.
Tvrzeni 3.6. Bud ¢,¢' € H;. Pak ||¢¢/|| =1aq¢ ' =7
Dikaz. Prvni vlastnost snadno vyplyva z Tvrzeni 3.4: |¢¢'|| = |lg|| ||| = 1
a druhou dostavame piimo z definice inverzniho prvku.

OJ

Uvedli jsme vSechny vlastnosti kvaternionu, které budeme potiebovat v
dalsim textu. Podivejme se nyni jesté kratce na oktoniony.

Zavedeme-li znaceni oktoniont jako skaldru z R a vektoru z R7, tj. o € O,
o= [s,v], kde s € R a v € R, pak sdruzeny oktonion, normu a inverzi
definujeme stejné jako u kvaternionu. Z dukazu Hurwitzova teorému vime,
ze oktoniony nejsou komutativni ani asociativni. Diky neasociativité nejsou
oktoniony vétsinou vhodné pro demonstraci jednoduse nahlédnutelnych apli-
kaci a pouzivaji se v pokrocilejsich partiich matematiky, které uz ovsem jdou
nad rdmec tohoto textu. Pro zajimavost uvedme, Ze oktoniony splituji slabsi
formu asociativity - pro x,y, z € O plati rovnice:

L z(zy) = (z2)y, (yz)r = y(az)
2. (zy)(z2) = (2(y2))z = z((y2)x)

Algebraicka struktura splinujici druhou vlastnost se nazyva moufangovska.

3.2 Reprezentace kvaternionu

Vratme se jesté ke kvaterniontim. Kvaterniony miiZeme reprezentovat nékolika
ruznymi zpusoby jako:

e linearni kombinaci 1,4, j, k

e vektor souradnic této linedrni kombinace
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e skalar soutadnice u 1 a vektor soutadnic u ¢, j, k
e matice 2 X 2
e matice 4 x 4

Podivejme se nyni blize na reprezentaci kvaternionu pomoci matic.
Komplexni éfsla mizeme reprezentovat pomoci matic 2x 2. Bud z = a+bi €

C, pak
a b 1 0 0 1
(—ba):a(o 1)—|—b<_1 0)6@2(1&)

je maticovy zapis ¢isla z. Polozme tedy obdobné

HQ(C):{(_% ;“):z,we(c}.

Lze kazdy prvek H reprezentovat pomoci prvku z Hy(C)? Zkusme najit ima-
ginarni jednotky spliujici vlastnosti z definice kvaternionu. Polozme

()= ) )=,

Pak 1,7,j.k € H,(C) a chceme

2 =72 =k =ijk=—1.

To vsak dostavame snadno prostym vypoctem:
2 _ i 0 i 0y_ (10
N0 — 0 —i ) 0 1)’
~ (0 1 0O 1\y_ (10
=\ =10)\=10)7 "o 1)
= (0 3 0O 4«\_ (10
k_(i0)<i0)_ (0 1)"‘

R [ R CE G R CR ]

22



prvek h €
tvori bazi.

Ziejmé 1,1, 7,k jsou linedrné nezdvislé, ukazme tedy, ze k~ Z~d
Hy(C) se dé vyjadrit jako jejich linedrni kombinace, tj. 1,4, 7,

Polozme
h:( S )
—-w z

pro z,w € C, z=a+bi, w=c+di, a,b,c,d € R. Pak

¥
k

al +bi+cj+dk =

a0 L0, 0 1Y, (0 i)
—% 01 0 —i “\ =10 i 0 )
[ a+bi 0 n 0 ct+di '\ Z w

o 0 a— bi —c+di 0 S\ —-w z /)

Umime tedy reprezentovat kvaterniony pomoci matic s komplexnimi prvky.
Nelze udélat reprezentaci kvaternioni pomoci matic s redlnymi prvky? Z
uvodu oddilu vime, ze kazdé komplexni ¢islo muze byt reprezentovano matici
2 X 2 s redlnymi prvky. Tedy mame
c d
()

=y 4 ) w=

a kazdy kvaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk muzeme napsat jako

a b c d

-b a —-d c

¢ d a b |€ HL(R).
—d —c b

V reprezentaci Hy(R) odpovida sdruzeni transpozici piislusné matice. V re-
prezentaci Hy(C) odpovida sdruzeni transpnované sdruzené matici a normu
kvaternionu spocitame jako determinanat odpovidajici matice.

3.3 Fanova rovina a jiné obrazky

Jisté si vzpominate na tabulku nasobeni imaginarnich jednotek z prvni ka-
pitoly - pro oktoniony byla velmi nepiehledna. Tyto vztahy muzeme pro
kvaterniony nazorné demonstrovat obrazkem 3.1: nasobime-li dva body na
kruznici po sméru hodinovych rucicek, vysledkem je treti bod, napt. ij = k.
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Obrazek 3.1: Néasobeni imaginarnich jednotek kvaternionu

Proti sméru hodinovych rucicek plati totéz, jenom s znaménkem minus, naprt.
ji = —k.

Obdobné pro oktoniony tyto vztahy demonstruje Fanova rovina (obr. 3.2),
ktera se sklada ze 7 bodu a 7 primek, budeme-li uvazovat kruznici na obrazku
jako primku. Pak pro kazdé 3 body i, iy, 7. sefazené na primce ve sméru Sipky
plati rovnice 1,7 = 1. = —ipi, s cyklickou zdménou.

Obréazek 3.2: Fanova rovina

Spolecné s tim, ze 1 je multiplikativni jednotka a 5 = —1,7 € {0, 1, ..., 6},
Fanova rovnina kompletné popisuje algebraickou strukturu oktoniontu.

Pro komplexni ¢isla definujeme Gaussova celd ¢isla

G={a+biecCla,beZ},
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ktera tvori ¢tvercovou miizku. Pro Gaussova cela cisla je dulezita vlast-
nost, ze zadny bod komplexni roviny nema od nejblizstho Gaussova celého
¢isla vzdélenost > 1. Tato vlastnost souvisi s jednoznaénym rozkladem na
prvocisla. Jinymi slovy, pokud umistime oteviené koule o poloméru 1/2 se
sttedy ve vSech bodech mtizky, pak musi byt disjunktni, ale nesmi zde zbyt
misto pro umisténi dalsi koule poloméru 1/2. Miizku spliujici tuto vlastnost
nazveme ,, dobtfe zhusténa“.

Pro kvaterniony muzeme obdobné definovat Lipschitzova celd ¢isla

L={a+bi+cj+dkeQ|a,b,cdeZ},

ale zjistime, zZe jejich mtizka neni dobte zhusténa. To vedlo k definici Hurwi-
tzovych celyjch cisel

1
H:{a+bi+cj+d/€EQ\a,b,c,dEZ\/a,b,c,dEZ+§},

kde Z + 1 = {a+ 1|a € Z} jsou ,poloceld* ¢isla. Gaussova celd ¢isla ob-
sahuji 4 prvky, které maji normu 1, a to +1 a +:. Hurwitzova cela cisla
maji takovych prvka pravé 24 a maji zajimavou souvislost s platonskymi
télesy ve ¢tyfrozmérném prostoru. Totiz 8 z nich s celo¢iselnymi koeficienty,
+1, +12, £j, £k, tvori vrcholy ¢tyfrozmérné analogie osmisténu a 16 s ,,polo-
celociselnymi “ koeficienty, %(il ++i++j++k), tvori vrcholy ¢tyfrozmérné
analogie krychle (obr. 3.3). Dohromady tvoii vrcholy tzv. 24-nadsténu, ktery
ve tiech rozmérech nemé analogické platéonské téleso. Ve ¢tytech rozmérech je
totiz platénskych téles Sest, tedy praveé o jedno vice nez ve ¢tyrech rozmérech.

% \ — 1kl
- \ ﬁ /}," o Y 5 /)\ ,,,,,
\ (Y i AN

/ ; X
/ h

4 -

Obrézek 3.3: Ctyirozmérny osmistén a hyperkrychle
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Pouzité zdroje

Tvrzeni oddilu 3.1 pochazeji z [4], s. 9 - 14, a [3], s. 73, s vyuzitim [5]. Oddil
3.2 je prevazné cerpan z [9], s. 10 - 12. Oddil 3.3 je volné zpracovén podle
[1],s. 1-7,a[2],s. 6,7, ilustrace pochazeji z téhoz zdroje.
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Kapitola 4

Praktické vyuziti

4.1 Kvaterniony a rotace ve trech dimenzich

Jedno z nejznameéjsich pouziti kvaternionu je pro rotace v 3-dimenzionalnim
prostoru. To je presné to, co Hamilton chtél - mit algebru, kterd hraje obdob-
nou roli pro geometricky popis 3-dimenzionalniho prostoru jako komplexni
¢isla pro prostor 2-dimenzionalni.

Vektor v 3-dimenzionalnim prostoru muzeme reprezentovat jako kvaternion
q = at + bj + ck. Vsiméme si nasledujicich vztahu:

—iqi = —i(ai + bj + ck)i = ai — bj — ck,
—jqj = —j(ai + bj + ck)j = —ai + bj — ck,
—kqk = —k(ai + bj + ck)k = —ai — bj + ck.

Vysledkem jsou rotace bodu (a, b, ¢) v 3-dimenzionalnim prostoru kolem osy
x,y, z 0 180°! To nam dava motivaci k vyjadreni rotaci pomoci kvaternionii.
Pojd'me se na to podivat podrobnéji.

Tvrzeni 4.1. Bud p,q € H,q nenulovy. Pak pro nenulové r € R plati
(ra)p(rq)~" = qpq™*.
Ditkaz. Bud r nenulové. JelikoZ nasobeni skaldrem je komutativni, mame

(rq)p(rq)~ = ragpgr=' = qpgtrr=t = gqpq". O

Vidime, ze pokud vynasobime nenulovy kvaternion ¢ nenulovym skalarem,
soucin gpg~"' se nezméni. Muzeme tedy déle uvazovat pouze jednotkové kva-
terniony.
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Tvrzeni 4.2. Bud ¢ € Hy,p = [s,v] € H. Pak qpg~' = p/, kde p’ = [s,V] a
vl =v'].
Dikaz. Oznaéme S(q) skaldrni ¢dst kvaternionu q.

Ukazme, ze pro p = [s,0],s € R, mame S(p) = S(p/). To dostavame

okamzité, nebot nasoben{ skaldrem je komutativni: gpg~' = ¢[s,0]¢"! =

[s,0]qg~" = [s,0].
Nyni tuto rovnost ukdzme pro p = [0,v],v € R3. Mame 25(q) = ¢+ 7 a
tedy
2S(gpg™") = (gpg™") + (apg™) = (qpq) + (qp7) =
=qpq+qpq=q(p+p)g = q(25(p))7 =
=25(p) =0

Dohromady pro p = [s,v] = [s,0] + [0, v] € H dostdvéame

qpg~" = q([s,0] + [0, v])g™" = q[s,0]¢"" + ¢[0,v]g™' =
= [5,0] + [0, V'] = [s,V']
Jelikoz je ¢ € Hy, plati [|p'|| = [[gpg~"|| = llq| llpll lg~*]| = ||p[|. Navic S(p) =

S(p') pro vsechna p = [s,v] € H, tj. s se neméni, nutné tedy |v| = |v/|.
0

Dusledek 4.1. Bud ¢ € Hy,p = [a,bv] € H,a,b € R,v € R3. Pak jestlize
gla, v]g = [a, V'], pak g[a,bv]g = [a,bV'].

Dukaz.

qpq = qla,bv]g = gb [%,V} g="> [%,V’} = [a, bV'].

Nyni jiz miZzeme vyslovit souvislost mezi kvaterniony a rotaci v R3.

Véta 4.1. Bud ¢ € Hy,q = [cos 0, sin fn|,p = [0,r] € H, kde r =
(,9,2) € R3. Pak p’ = qpg~' je p ototené kolem osy ve sméru n o thel
20.

Dikaz. Podivejme se nejprve, jak otocit vektor r o ihel 8 okolo osy ve sméru
n za pouziti sinu, cosinu a skalarniho a vektorového soucinu.

Predpokladejme tedy, ze vektor r je otoceny o tihel # na vektor Rr okolo osy
ve sméru n (viz obr. 4.1).
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Obrazek 4.1: Otoceni vektoru r o thel 6 na vektor Rr okolo osy ve sméru n.

Vektor r muzeme napsat jako soucet dvou vektort, rjjar, kde r| je projekce
rnanar, je kolmy k n (viz obr. 4.2).
Mame

= (r-n)n,

r,=r—r;=r—(r-nn

Pro vypocet Rr zavedeme dvoudimenzionalni souradnicovy systém do ro-
viny, kterd je kolma k n a obsahuje body urcené vektory r a Rr. K tomu
potiebujeme vektor v, ktery je kolmy na r; a n:

v=nXxr; =nx(r—(r-nn)=nxr—nx(rrnn=nxr—0=nxr

Z obrazku 4.2 vidime, ze komponentu Rr kolmou k n, (Rr); muzeme napsat
jako (Rr); =r, cos 0 + v sin 0, tedy muzeme spocitat vektor Rr:

Rr = (Rr)|+ (Rr), =r+r, cos+vsinf=

=(r-n)n+ (r— (r-n)n) cos  +vsin § =
=(r-n)n— (r-n)ncos @ +r cos 6 +vsin § =

=(1— cosf)(r-n)n+rcos f+ (nxr)sin 6
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Obrazek 4.2: Znazornéni uhlu a komponent vektort.

Podivejme se nyni, jaky vysledek nam da aplikace kvaternionu na vektor.
Polozme R,(p) = qpq™*, p = [0,1] a ¢ = [s, v]. Pak médme:

R,(p) = [s,v][0,1][s,v]" = [s,V][0,1][s, —V] = [s,V][vV-T,57r — 1 X V] =

=[s(v-r)—v-(str—rxv),s(str—rxv)+(v-r)v+vx(str—rxv) =
=[0,8’r—s(rxVv)+(v-r)v+vx (st)—vXx(rxv)]=
=[0,8r+ (v-r)v—v x (r xv) —2s(r x v)] =
=[0,8r+ (v-r)v— (v- V)t + (v -1r)v+2s(v x1)] =
=[0,(s* = v-V)r +2(v-1)v+2s5(v x )]

V predposlednim kroku jsme pouzili rovnost vy X (vy X v3) = (vy - v3)va —

(vy - Vo)Vs.

Pripomenme, Ze ¢ je jednotkovy kvaternion, tedy muzeme psat ¢ = [cos 6, (sin 6)n],
kde |n| = 1. Dosazenim do R,(p) dostdvdme:

Ry (p) =

= [0, (cos?d — sin*f(n-n))r + 2((sin f)n - r)(sin #)n + 2 cos O((sin f)n x r)]
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= [0, (cos?0 — sin?@)r + (2n sin?f)(n - r) + 2 cos 6 sin f(n x r)]
= [0,r cos 20 + (1 — cos 20)(n-r)n+ (n x r) sin 26|

Srovnanim tohoto vysledku s predchozim vypoctem zjistime, ze se vysledek
lis{ pouze v ihlu! Misto 6 zde mame 26. To znamenad, ze pro dany jednotkovy
vektor n a thel 6 jednotkovy kvaternion [cos #, (sin 0)n] otoéi r o thel 20
kolem osy ve sméru n.

OJ

Disledek 4.2. Libovolnou rotaci o ihel 6 kolem osy ve smérun, [n| = 1, v 3-
dimenziondlnim prostoru muzeme ziskat pomoci jednotkového kvaternionu.

Dikaz. Pozadovanou rotaci ziskame, kdyz v predchozi vété polozime ¢ =

[cos £, sin &n].

OJ

Tvrzeni 4.3. Bud ¢,q» € H,. Pak rotace pomoci ¢; nasledovdna rotaci
pomoci go je ekvivaletni rotaci pomoci ¢2q; .

Dikaz. Pro dané p € H mame

e(qpg )" = (¢0)p(6 ") = (@a)p([@ @) =

= (2q)P(0201) = (0201)p(q2q1) ™"
0

Jinymi slovy, skladani rotaci docilime znasobenim odpovidajicich kvater-
niont.

4.2 Dalsi aplikace

Kvaterniony i oktoniony maji mnoho souvislosti s ruznymi oblastmi nejen
matematiky.

Napiiklad v teorii ¢isel plati, ze kazdé prirozené ¢islo je normou néjakého
kvaternionu s celo¢iselnymi koeficienty (Lipschitzova celého ¢isla). Takovych
kvaterniont je pro kazdé n € N prave 8d(n), kde d(n) je soucet vsech délitelu
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¢isla n. Pron =1 je to osm kvaternionu, 1,7, 5, k, —1, —i, —j, —k. Pron = 2
uz 24:

+(1+1d),£(1+7), (1 +k), £+ ), £(i+ k), £(j + k),

+(1 =), £(1 — ), (1 — k), £(i — §), (i — k), £(j — k).

V kvantové mechanice si zase naptiklad nelze nevsimnout, jak Pauliho ma-
tice pripominaji jednotky ¢, 7, k zapsané ve tvaru matic 2 X 2 s komplexnimi
koeficienty. Pro¢ nasobit matice, kdyz staci ndsobit jednotkové kvaterniony,
pro jejichz nasobeni plati jednodussi pravidla? Oktoniony maji ke kvantové
mechanice také blizko, napt. v Heisenbergové pohybové rovnici se pouziva
neasociativni komutator.

Kromé rotaci maji kvaterniony v 3-dimenziondlnim prostoru dalsi tlohu.
Vezméme u,v € H, u = at + bj + ck, v = di + ej + fk. Jejich soucin
je ww = (—ad — be — cf) + i(bf — ce) + j(ed — af) + k(ae — bd). Ovsem
(a,b,c) x (d,e, f) = (bf — ce,cd — af,ae — bd) - imagindrni ¢dst soucinu
kvaterniont uréuje jejich vektorovy soucin, kdyz je uvazime jako prvky R3.
Stejné tak oktoniony urcuji vektorovy sou¢in v 7-dimenzionalnim prostoru.

Kvaterniony se dale pouzivaji v pocitacové grafice pii vypoctu fraktdlu a
vubec nam tyto algebry dokazuji, ze nejsou jen vymyslenou matematickou
konstrukci, ale maji zaklad v redlném svéte.

Pouzité zdroje
Tvrzeni oddilu 4.1 jsou prevzatd z [4], oddil 4.2 je zpracovan s vyuzitim [5],
6] a [9], s. 18, 23, 24.
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