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Kapitola 1

Uvod

Ciselné a funkéni fady se vyuzivaji ve vsech oborech matematiky, fyziky i in-
formatiky. Jejich praktické vyuziti je nezbytné napt. v oblasti pravdépodobnosti
a teoretické informatiky:.

Specidlnimi pripady funkcénich fad jsou fady mocninné a fady Fourierovy.
Mocninné fady se vyuzivaji naptiklad v matematické analyze k feSeni diferenci-
alnich rovnic nebo k souctu ¢iselnych fad, v teorii pravdépodobnosti k vypoctu
charakteristické funkce nebo v teoretické informatice k analyze algoritmu atd.
Periodické funkce lze rozvinout do Fourierovy rady, tyto rozvoje umoznuji s¢itani
jinak obtizné scitatelnych ¢iselnych tad.

Cilem této prace je uvést riizné postupy pro s¢itani rad. Nékteré metody lze
pouzit i na rady, které lze secist i jinym zptisobem. VSechny metody jsou pro ilu-
straci aplikovany na ptikladech. V zavéru prace je uvedena metoda zrychlovani
konvergence mocninnych fad, kterd popisuje tpravy fad pro pripad, Ze je nutné
seCist prilis mnoho ¢lentl pro vypocet souctu fady s predepsanou piesnosti.

Prace je rozdélena do péti kapitol. Nasledujici, tj. druha kapitola obsahuje zna-
¢eni. TTteti kapitola poskytuje teoretické zaklady v oblasti ¢iselnych a funkénich
fad jako jsou napiiklad kritéria konvergence. Ctvrta kapitola se vénuje samotnym
metodam scitani a jejich aplikaci na prikladech. Pata kapitola je pak doplnénim
k nékterym uvedenym metodam a pojednava o zrychlovani konvergence mocnin-
nych rad.



Kapitola 2

Znaceni

B(z,r)={y € R: |z —y| <r}, r> 0 - koule okolo bodu x s polomérem r
N — mnozina prirozenych ¢isel

Ny - NU {0}

R — mnozina realnych cisel

7, — mnozina celych cisel

7~ — mnozina celych zapornych cisel

C — mnozina komplexnich ¢isel

Rez — redlnd ¢ast ¢isla z = x + iy, Rez ==z
Im 2z — imaginarni ¢ast ¢isla z =z + 1y, Imz =y
log x — pfirozeny logaritmus

st. () — stupen polynomu )

L*(a,b) = {f : (a,b) — R méfiteln4, (fab |f(x)? dx)% < oo}



Kapitola 3

Zakladni definice a vlastnosti

V této kapitole pripomeneme zakladni definice a vlastnosti nezbytné pro uvedené
metody a vypocty.

3.1 Ciselna fada
Definice 3.1.1. Nechft .

> ay (3.1)

n=1
je fada redlnych ¢isel. Necht n € N, polozme

Sp=a1+ -+ a,.

Cislo s, se nazyva n-ty édstecny soucet fady (3.1). Rekneme, 7e fada (3.1) kon-
verguje (resp. diverguge, osciluge), jestlize posloupnost {s,}°°, konverguje (resp.
diverguje, osciluje), tj. ma vlastni limitu (resp. ma nevlastni limitu, limita ne-

existuje).
Souctem tady (3.1) nazveme hodnotu hm sn, pokud tato limita existuje; v opac-

ném piipadé fekneme, 7ze fada (3.1) nemd soucet.
- [ee]
Definice 3.1.2. Rekneme, 7Ze > a,, méa omezené castecné soucty, jestlize existuje

n=1
n
K > 0 tak, ze pro vSechna prirozena n plati: | Y a;| < K
j=1

3.1.1 Zakladni véty

[e.e] [e.e]
Véta 3.1.3. Necht > an, >, b, jsou konvergentni fady. Necht ¢, A, B jsou re-

n=1 n=1
o0 o0 o0
dlnd ¢isla. Pak konvergugi i tady > ca, a Y. (Aa, + Bb,) a plati, Ze > ca, =
- ~ oon:1 072):1 n=1
¢y a, a Y, (Aa, +Bb,) =AY a,+ B by.
n=1 n=1 n=1 n=1
Dikaz. Viz [2], véta 77, str.121. O



Véta 3.1.4. (Nutnd podminka konvergence)
Necht Y a, konverguje, pak lim a, = 0.
n—oo

n=1

Diikaz. Viz [2], véta 80, str.123. O

Véta 3.1.5. (Bolzanova-Cauchyho podminka)
[ee]
Rada >~ a,, konverguje pravé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu-Cauchyho podminku:

n=1

V€>OEInOENVm,nZnO,m,nGN,m<n:)Zak)<6.

k=m

Diikaz. Viz [3], véta 31, str.86. O

3.1.2 Rady s neziapornymi éleny

[o¢]
Rada s nezdpornymi ¢leny je takova, ze pro > a, plati: a, > 0, n € N.

n=1
Véta 3 1.6. ( Srovnavact kritérium)

Necht Z s Z b, jsou tady s nezdpornymi cleny. Necht existuje prirozené c¢islo
n=1 n=1
ng tak, Ze pro vsechna prirozend n > ngy plati a,, < b,. Potom plati :

(i) Jestlize > b, konverquje, pak > a, konverguge.
n=1

n=1

(11) Jestlize > a, diverguje, pak > b, diverguje.
n=1

n=1

Diikaz. Viz [2], véta 82, str.125. O

Véta 3.1.7. (Limitni srovndvact kritérium)
o0

o0
Necht > an, > b, jsou fady s nezapornymi cleny. Necht existuje
n=1 n=1

lim ¢ = K € [0,00]. Pak

n— o0 bn

[ee]
(i) Jestlize K € (0,00), pak Y. a, konverguje (resp. diverguje) pravé tehdy,

n=1

o
kdyz konverguge (resp. diverguje) > b,,.

n=1

[ee] o
(i1) Jestlize K = 0, pak z konvergence > b, plyne konvergence > a, a z di-

n=1 n=1

[ee] [ee]
vergence Y a, plyne divergence Y b,.

n=1 n=1
o0 o
(i17) Jestlize K = oo, pak z konvergence > a, plyne konvergence »_ b, a z di-
n=1 n=1

[ee] [ee]
vergence Y b, plyne divergence Y a,.

n=1 n=1

8



Diikaz.
(1) viz [6], véta 10.10, str.171.
(i), (iii) aplikace véty 3.1.6. O

Véta 3 1.8. (Srovnavacz podilové kritérium,)

an+1 < bn+1

Necht Z Qs Z by, jsou Tady s nezdpornyma cleny. Je-li pro vsechna

n=1

prirozend n, pak z konvergence rady Z b, plyne konvergence rady Z a, a z di-
n=1 n=1

vergence tady Y a, plyne divergence tady Y b,.

n=1 n=1
Dikaz. Viz [6], véta 10.11, str.172. O
Véta 3.1.9. (Cauchyho odmocninové kritérium)

o0
Necht > a, je tada s nezdapornymi cleny.
n=1

(i) Jestlize 3g € (0,1) Ing € NVn > ng: /a, < q, pak Z a, konverguje.

n=1

(i1) Jestlize lim {/a, <1, pak ) a, konverguje.
n—oo

n=1

(111) Jestlize im /a, > 1 (popr. lim {/a, = +o0), pak > a, diverguje.
n—o00 n—00 n—1

Diikaz.
(1) viz [2], véta 83 L., str.126,
(i), (ii) viz [2], vota 84, str.126. O

Véta 3.1.10. (Limitni d’Alembertovo kritérium)
[ee]
Necht > a, je tada s kladnymi cleny, tj. a, > 0, n € N. Potom

n=1

(i) Jestlize lim “»* <1, pak Z a, konverguje.

n—00 n—1

an

o0
(i4) Jestlize lim “=2 > 1 (popr. lim % = 400), pak ) a, diverguge.
n— 00 n—0o0 n

n=1
Diikaz. Viz [2], véta 87, str.128. O
Poznamka 3.1.11. Je-li lim {/a, = 1 nebo lim “** = 1, nelze pomoci v&t 3.1.9
n—0o0 n—o0 n
[e.e]
a 3.1.10 o konvergenci rozhodnout (uvazme divergentni fadu ) | % ¢i konvergentni
n=1
oo
fadu ) ;). Casto pomiize integralni kritérium.
n=1

Véta 3.1.12. (Integrdlni kritérium)
Necht f je spojitd, nezapornd a nerostouct funkce na intervalu (a, 00), a € Z. Pak
(e}

fada > f(n) konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje integrdl [ f(§) d€.



Diikaz. Viz [3], véta 243, str.580. O

Piiklad 3.1.13. (Srovnévaci skély)

(i) Z % konverguje pro o > 1 a diverguje pro a < 1.
Ditikaz: Pro a < 0 neni splnéna nutnéd podminka konvergence. Pro a > 0
pouzijeme vétu 3.2.12, jeji predpoklady jsou zfejmeé splnény, tedy:

00 z ﬁ(ﬂfl_a—l), a>1

1
— d¢ = lim — d§ = lim ¢ logux, a=1
5 T—00 5 r—00 1L(xl—oz _ 1)7 a < 1

—Q
1
_ a1’ a>1
oo, o<l
[e.e]

(ii) Z W konverguje pro o > 1 a diverguje pro a < 1.

Dukaz: Pro a < 0 fada diverguje podle véty 3.1.7 (srovname s Z 1). Pro

a > 0 opét pouzijeme vétu 3.2.12, jeji predpoklady jsou zreJme splneny,

tedy:
1 - * 1 b1
/ — da:yl:ogw/ —dy—hm —dy—
2 T- log x log 2 y t=0 Jiog 2 ye
L ((log2)t—@ — tl-@ 1
o llat((_olg )1 ) ), «a i L ﬁ(log 9)l-a a>1
= lim og oglog 2, o= =1 ~. o<1,

fee ﬁ((log )l — ) a <1

[ee]
Poznamka 3.1.14. V piipads, ze v prikladé (ii) je > Wigan,kde B # 1, je

piiklad nezajimavy, nebot pro § < 1 fada diverguje podle véty 3.1.7 (srovname
[ee]
s > +)apro 3 > 1fada konverguje podle 3.1.7 (srovnédme s Z ——=, (B—¢e) > 1),

a to nezavisle na «.

Poznamka 3.1.15. Opakovanym pouzitim substituce za logaritmus lze vysSetfit

.. o 1 1
konvergen(n 1 pro a, = nlognlog®(logn)’ nlog(logn)log®(log(logn)) atd.

3.1.3 Absolutni a neabsolutni konvergence

Definice 3.1.16. Rekneme, Ze fada (3.1) konverguje absolutné, jestlize > |a,|

n=1
konverguje. Rekneme, Ze fada (3.1) konverguje neabsolutné, jestlize fada (3.1)
konverguje, ale nekonverguje absolutné.

Véta 3.1.17. (Abelovo-Dirichletovo kritérium)
Necht {a,}5° 1, {b,}5, jsou poslupnosti redlnych cisel. Necht by > by > -+ >
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b, > --->0. Jestlize navic bud

(Abel) ian konverguje
n=1
nebo
(Dirichlet) f:lan mad omezené cdastecné soucty anli_{rgo b, =0,
—
pak il anb, konverguje.
Diikaz. Viz [3], véta 44, str.110. O

3.2 Rada funkci

Definice 3.2.1. Necht {f,}>°, je posloupnost funkci definovanych na R. Pak

radu -
> hn (32)
n=1

nazyvame funkcéni fadou definovanou na R. Oborem konvergence fady (3.2) na-

[e.e]
zyvame mnozinu vSech zy € R, pro kterd konverguje ¢iselna fada Y f,.(zo).
n=1

3.2.1 Stejnomeérna konvergence

Definice 3.2.2. Necht (a,b) C R je otevieny interval. Necht f,,, n € N, a f jsou
funkce definované na (a,b). Rekneme, ze posloupnost f, konverguje stejnomérné
k funkci f na (a,b), jestlize plati:

lim sup |fu(z) - f(2)| =0.

=00 re(a,b)

Definice 3.2.3. Necht (a,b) C R je otevieny interval. Necht f,, n € N, a f jsou
funkce definované na (a,b). Rekneme, 7e fada (3.2) konverguje bodové k funkci f

na (a,b), jestlize pro posloupnost ¢asteénych soucti {s,}5°,, s, = >_ fi plati:
k=1

Va e (a,b): lim s,(z) = f(x).

n—oo

Rekneme, 7e fada (3.2) konverguje stejnomérné k funkci f na (a,b), znacime
3 fn =2 f, jestlize posloupnost ¢asteénych soucti {s,}5°,, s, = i /%, konver-
;1:136 stejnomérné k funkei f na (a,b). =

Rekneme, 7e fada (3.2) konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f, znacime
3 fn lo:(;: f, jestlize posloupnost ¢asteénych souct {s,}°°,, s, = ﬁ: fr, konver-
gﬁe lokalné stejnomérné k f, tj. jestlize =

Va € (a,b) 3r > 0:5s, = s na B(z,r).

11



Véta 3.2.4. (Bolzanova-Cauchyho podminka stejnomérné konvergence)
Necht (a,b) C R je otevieny interval. Rada (3.2) konverguje stejnomérné na (a, b)
prave tehdy, kdyz splnuje Bolzanovu-Cauchyho podminku:

Ve>03dngo e NVm,n>ng,mneNm<n, Ve e (a,b) ’ka(x)’ < e.

k=m
Diikaz. Viz [3], véta 52, str.132. O

Véta 3.2.5. (Weierstrassovo kritérium)

Necht (a,b) C R je otevieny interval, necht f,, n € N, jsou funkce definované
&)

na (a,b) a necht Y a, je konvergentni ciselnd tada. Jestlize |f,(x)| < a, pro

n=1
vSechna x z intervalu (a,b) a vSechna pfirozend n, pak Tada (3.2) konverguje

stejnomérné na (a,b).
Diikaz. Viz [3], véta b4, str.135. O

Véta 3.2.6. (Abelovo-Dirichletovo kritérium)

Necht (a,b) C R je otevieny interval, {f,}22 1, {gn}>2, jsou posloupnosti funkci
o0

definovanych na (a,b), necht s, () je n-ty édstecny soucet fady > f,, pro vSechna
n=1

x € (a,b) necht g1(x) > go(x) > -+- > 0. Necht K > 0 je konecné ¢islo. Potom

plati:

(i) Jestlize |s,(x)| < K pro vsechna pFirozend n a vsechna x z (a,b) a jestliZe

(e}
lim g,(z) = 0 stejnomérné na (a,b), potom tada > f, - g, konverguje
n—00 n=1
stejnomérné na (a,b).

(i1) Jestlize g1(x) < K pro vsechna x z (a,b) a jestlie fada >, f, konverguje

n=1

steynomérné na (a,b), pak > fn - gn konverguje stejnomeérné na (a,b).
n=1

Diikaz. Viz [3], véta 55, str.136. O

Véta 3.2.7. (Zaména sumy a derivace)
Necht (a,b) C R je otevieny interval, necht { f,}5°, je posloupnost funkct,

n=1
fn i (a,b) — R, které maji vlastni derivaci pro vSechna n pfirozend a pro viechna
x z intervalu (a,b). Necht plati:

o0
(i) > f! konverguje lokdlné stejnomérné na (a,b),
n=1

(i1) existuje xq z intervalu (a,b) tak, Ze Y fn(xo) konverguje.
n=1

(e} o0 /
Pak tada (3.2) konverguje lokdlné stejnomérné na (a,b) a > fl = <Z fn)
n=1
na (a,b).

12



Diikaz. Viz [3], véta 61, str.144. O

Véta 3.2.8. (Zaména limity a derivace)
Necht

{fn(2) 152 (3-3)

je posloupnost funkci definovangch na omezeném otevieném intervalu (a,b) tako-
vych, Ze maji vlastni derivace
{fa(@) 1, (3-4)

v intervalu (a,b). Necht posloupnost (3.3) je konvergentni alesporn v jednom bodé
intervalu (a,b) a necht posloupnost (3.4) je stejnomeérné konvergentni v (a,b).
Potom plati:

(1) Posloupnost (3.3) je stejnomérné konvergentni v (a, b).
(1i) Pokud definujeme funkci f(x) v (a,b) rovnici f(z) = lim f,(x), pak md
funkce f v (a,b) derivaci f'(x) = lim f](x).

Diikaz. Viz [3], véta 57, str.139. O

3.2.2 Mocninné rady

Definice 3.2.9. Nechf {a,}5°, C R je posloupnost a xy € R. Pak fadu funkci
o0
Z an(x — x0)" (3.5)
n=0

nazyvame mocninnou fadou s koeficienty {a,}>°, o stfedu z.

Véta 3.2.10. Ke kazdé tadé (3.5) existuje c¢islo R (0 < R < +00) tak, Ze Tada

(3.5) je absolutné konvergentni pro |v — xo| < R a divergentni pro |x — x| > R.

Cislo R je ddno vzorcem R = 17% a nazyvd se polomér konvergence rady
im sup an

(3.5).
Diikaz. Viz [3], véta 219, str.528. O

Véta 3.2.11. (Derivovdni mocninné fady)
Necht tada (3.5) ma polomér konvergence R € (0, 00]. Pak tada

ST apn(x — 20)" ' md také polomér konvergence R a plati

(Zana:—ato ) Zan (x —20)" ' Vo € (19— R, 70 + R).

Diikaz. Viz [9], lemma 16.2.5, str.415 a véta 16.2.7, str. 416. O
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Véta 3.2.12. (Integrovdni mocninné tady)
Necht tada (3.5) md polomér konvergence R € (0, 00|. Pak Tada
o

ST 9z — x9)" T md také polomeér konvergence R a plati

= n+1
(0. 0] o a
an(r — 29)" |dr =+ " _(x—a20)"" Va € (zg— R, 20+ R).
J (oo o Jar = e 32 gt —any e (0~ Ror 4 B
Diikaz. Viz [9], lemma 16.2.5, str.415, a véta 16.2.7, str. 416. O

Véta 3.2.13. (Abelova)

Necht > a,x™ je mocninnd tada s polomérem konvergence 1, pro |z| < 1. Je-li
n=0
rada

> an (3.6)

" stejnomeérné konvergentni v [0,1] a existuje

konvergentni, pak je tada ) a,x

n=0
oo

limita lir{1 > ana™ a rovnd se souctu rady (3.6).
=17 p=0

Diikaz. Viz [3], véta 236 L., str.548. O

Nyni si uvedeme priklady Taylorova rozvoje nékterych funkci, které budeme
vyuzivat v kapitole 4:

exzzn!,xER, (3.7)
n=0
o N x2n+1
smx:Z(— ) CESE € R, (3.8)
n=0
e 2n
o T
cosx = Z(—l) 2 z € R, (3.9)
n=0
o 2n+1
arctgz = > (~ )”;ﬁ, ze[-1,1], (3.10)
n=0
log(1 + ) = Z(_1)"+1%, v € (—1,1], (3.11)
n=1
1 =\ .
1_96:;:5 cxe(—1,1), (3.12)
l+x = g2l
1 =2 —1,1 3.13
o8 (105) =22 gy e (L (3.13)
. > x2n+1
Slnh[E:Zm, [EGR, (314)
n=0



0 2n
x

COShZE:Z(Q—n)!, rz e R. (315)

n=0

Poznamka 3.2.14. Rozvoje arctg x a log (%ﬁ) najdeme v [3] na str. 304 a 310,

rozvoj (3.12) je geometricka fada a ostatni rozvoje najdeme v [8] na str. 61, kde

jsou uvedeny pro z € C, a tedy specialné plati pro z € R.

3.2.3 Fourierovy rady

Definice 3.2.15. Necht {a;}72,, {bx}72, jsou posloupnosti redlnych ¢isel, pak
radu
Qo

5 —f-Z(akcoskx—i-bksinkx), zeR

k=1

nazyvame trigonometrickou radou. Je-li navic dano n € N, pak funkci

Qo

5 —f-Z(akcoskx—i-bksinkx), z€eR

k=1
nazyvame trigonometrickym polynomem stupné n.

Definice 3.2.16. Necht f je 2m-periodickd funkce definovana na R s koneénym
Lebesgueovym integralem na [0, 27]. Pak ¢isla

1 2
ap ;= — f(z)coskx dz, k=0,1,... (3.16)
2w Jo
a
1 21
b == —/ f(z)sinkz dz, k=1,2,... (3.17)
2w Jo

nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f a trigonometrickou radu
a (e}
§f(x) = 50 + Z (a cos kx + by sin kx) (3.18)
k=1

nazyvame Fourierovou radou funkce f.

Poznamka 3.2.17. Definice 3.2.15 a 3.2.16 Ize rozsifit na libovolnou periodu
délky [. Pak ma Fourierova rada tvar

g o) v (50 o

a jeji koeficienty

2 [ 2
akzj/ f(z) cos (Tﬂkx) dz, k=0,1,...,
0

2 [ 2
by, ::7/ f(z)sin (Twlm) dz, k=1,2,...
0
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Definice 3.2.18. Necht [a,b] C R je interval, f je funkce definovana na [a,b|.
Totdalni variaci funkce f pres interval [a,b] nazyvame veli¢inu

V(f;a,b) = S%p { ”Z_l | f(ig1) — f(xz)‘},

kde D = {a = 29 < 1 < -+ < x, = b} je déleni intervalu [a,b]. Je-li
V(f;a,b) < oo, pak fikdme, Ze funkce [ ma konecnou variaci.

Véta 3.2.19. (Dirichletova-Jordanova)
Necht [ je 2m-periodickd redlnd funkce s konecnym Lebesqueovym integrdlem
na [0, 27, kterd md konecnou variaci v [a,b]. Potom plati:

(i) V kazdém bodé x € (a,b) je Fourierova tada funkce f konvergentni a md
soucet 5(f(x+) + f(z—)) (tedy soucet f(x), je-li | spojitd v bodé x).

(i1) Je-li mimo to f spojitd v [a,b], je tato Fourierova fada stejnomérné kon-
vergentni v kazdém intervalu [a + X\, b — X, 0 < XA < 3(b— a) (neboli je
stejnomeérné konvergentni uvniti (a,b)).

Poznamka 3.2.20. Vyraz f(z+) (resp. f(x—)) znadi limitu funkce f zprava
(resp. zleva) v bodé x.

Diikaz. Viz [5], véta 185, str.490. O

Véta 3.2.21. Necht funkce f je 2m-periodickd a (k+1)-krat (k > 0) spojité de-

rivovatelnd na R, a,, b, jsou jeji Fourierovy koeficienty. Pak pro s = 0,1,...,k
(e}

fada > n® (|a,(f)] +10u(f)]) konverguje, Fourierova fada funkce f konverguje

n=1
k f stejnomérné na R a lze ji k-krdt derivovat po clenech, pricemz tato derivo-

vand tada konverguje stejnomérné k f*) na R.
Diikaz. Viz [7], véta 16.3, str. 16 (pouzivame slabsi verzi). O

Véta 3.2.22. (Parsevalova rovnost)
Necht f € L*(0,27) je 2m-periodickd funkce a ay, by, jsou jeji Fourierovy koefici-
enty. Pak plati

e}

1 27
3 () =3 [ 1) e (.19
k=1 0

IGO\Q

Rovnost (3.19) se nazyvd Parsevalovou rovnosti.
Diikaz. Viz [5], poznamka 3., str.554, a poznamka 1., str.560. O

Véta 3.2.23. (Fejérova véta)

Necht | je 27 periodickd funkce definovand na R s konecnym Lebesgueovym in-

tegralem na [0,2w|. Necht s,,(z) je soucet prunich m+1 cleni Fourierovy tady
m

funkce f v bodé x. PoloZme o, (x) = 15 3 si(x), m=0,1,2,... Potom plati:
k=0
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(i) Je-li x bod takovy, Ze ezistuje konecnd 12% w = A, pak je
lim o,(z) = A.
m—0o0

(ii) Je-li f(x) konecnd a spojitd v [a,b] a navic spojitd zleva v bodé a a zprava
v bodé b, je pro kazdé x € [a,b] lim o,,(x) = f(x) a tato konvergence je
m—0o0

stejnomérnd v |a, b|.

Dikaz. Viz [5], véta 191, str.518. O
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Kapitola 4
Metody scéitani rad

V této kapitole uvedeme nékteré metody na séitani rad.

4.1 Elementarni metody

4.1.1 Geometricka rada

Definice 4.1.1. Geometricka rada je definovana vyrazem

i +ag+ad+o+ag fad" =) ag
n=0
kde ay, g € R.
Pozorovani 4.1.2. Soucet prunich n clent geometrické fady je ddn vzorcem
1 _ n
Sp — A1 q . (41)
l—gq

Je-li tedy |q| < 1, pak je fada konvergentni a jeji soucet je ddn vzorcem

a1

:l' = .
S

Obrdcené, je-li |q| > 1, pak tada diverguje, nebot neni splnéna nutnd podminka
konvergence Tady.

Diikaz. Soucet prvnich n élent fady (4.1) lze vyjadrit takto:
(1) spn=a1+a1qg+ -+ arq" "

ODbé strany rovnice (1) prenasobime ¢islem ¢ a dostaneme
(2) spg=ar1(q+ ¢+ +q").

Po odecteni rovnic (1) a (2) vyjde s,(1 — q) = a1(1 — ¢") a tedy

18



4.1.2 Parcialni zlomky

o
Metoda parcidlnich zlomkt je velmi uzitecné, pokud a, v Y a, je podilem dvou
n=1
polynomi, tedy a, = %, a stupen polynomu Q(n) je alesponi o dva vyssi nez
stupeni polynomu P(n) a Q(n) je rizné od nuly pro vSechna pfirozena n. V tom
pripadé nam rozklad na parcialni zlomky a nasledna aplikace uvedenych tvrzeni

usnadni vypocet.

Véta 4.1.3. Necht Q(z) je polynom, pro ktery plati rovnice
Q(z) = ag(z — a)™ (z — )™ ... (x — o)™,

kde ki, ko, ..., k, jsou prirozend cisla, oy, o, . .., o, jsou navzdjem ruznd redlnd
¢isla, ag # 0. Necht P(z) je polynom, jehoZ stuper je nizsi neZ stupen polynomu
Q(x). Pak existuji redlnd ¢isla Ay, ... Ay AL, .. AL, ... JATTE .Azn’l tak, Ze
pro vdechna x riznd od nulovych bodi Q(x) plati:

P(.I) . Al + A2 + T L
Qr) z—aor (v —ag)? (x — o)k
Al A Al
I P R P
Ayt A
R v AL Pra 1
Diikaz. Viz [4], véta 57, str.89. O

Tvrzeni 4.1.4. Necht a,b € R\ Z",(b—a) € N a c € R. Pak

nzl(n+a)(n+b)_b—a l4+a 2+4a b—1 b))

Dukaz.

Rozlozime vyraz ) podle véty 4.1.3 na parcialni zlomky:

S S
(n+a)(n+b

1 A B

(n+a)(n+Db) n+a+n+b’

odkud dostaneme, 7e A = —B = . A tedy

b—a’

c Y = a5 ) ¢ I
(n+a)(n+b) \n+a n+bdb) b—a\n+a n+bd)’

Dostavame

0 N
& 1 1 & 1 1
_— pum— l‘ _— pr—
;b—a(n—i-a n—f-b) Nﬂo;b—a(n—f-a n—l—b)
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1 1 1
— T R S R
ﬁﬂm—a<a+1+ R b+N>

o« 1++1
T b—a\l+a b))’

Priklad 4.1.5.

Podle tvreni 4.1.4 (a = —%, b= g, ¢ = 3) plati:

PG R 6 U NS S B
n—YHn+2) 3\L 2-1 2] 15

Tvrzeni 4.1.6. Necht P(n) je polynom tvaru
Pn)=Mn+c)(n+c+a)...(n+c+ag),

kde ay < as < --- < ay jsou prirozend cisla, c € R\ Z~ a k € N. Necht Q(n) je
takovy polynom, Ze st. Q(n) < st. P(n) — 2. Pak

[ee]

A 1 1 A 1 1
§ Q:_l( et )_|__|__k( et )7(4.2)
n:lP ar \1+c¢ c+a; ar \1+c c+ ay,

kde Ay, ..., A jsou jednoznacné urcené koeficienty vétou 4.1.3.

Q
...(n+c+ak)

Diikaz. 7 vyrazu %, vytkneme #C a zbytek, tj. reran) , rozlozime na par-

ciadlni zlomky podle véty 4.1.3. Dostavame tedy

1 Ay Ay
o —— ).
n—+c\ n+c+a; n -+ c—+ ag
Zpét roznasobime a dostaneme:

A T Ay,
(n+c)(n+c+ay) (n+c)(n+c+ag)

Na kazdy ¢len tohoto souc¢tu aplikujeme tvrzeni 4.1.4, a tedy (4.2) plati. O
Priiklad 4.1.7.

= 1
Z n(n+1)(n+2)(n+3)

n=1
Rozkladem vyrazu m na parcialni zlomky dostaneme: A; = %, Ay =
-1, A3 = %, a tedy podle tvrzeni 4.1.6 (st.Q =0, st. P =4, ¢c=0, a; =1, ay =
2, a3 = 3) plati:

i 1 _l.l_l 1_|_1 _}_1 1+1+1 _i
nin+1)(n+2)(n+3) 2 2 2) 6 2 3) 18

n=1
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4.2 Scitani pres Tayloruv rozvoj

Tato metoda se pouziva u mocninych fad nebo konvergentnich ¢iselnych fad, které
volbou vhodné pomocné proménné prevedeme na fady mocninné. Mocninnou
fadu upravujeme pomoci vét 3.2.11 a 3.2.12 do té doby, nez fadu umime secist
(zde vyuzivame Taylorova rozvoje - priklady jsou uvedeny v kapitole 3 v sekci
3.2.2). Pak jsme schopni se¢ist také fadu pivodni. V ptipadé ¢iselné fady ziskame
jeji soucet aplikaci véty 3.2.13. Podrobné postupy pro s¢itani téchto rad jsou
popsany v nasledujicich prikladech.

Priklad 4.2.1.

Z 277, o € (0,00) (4.3)

Vypocteme polomér konvergence podle véty 3.2.10:
1
R= = 400.

(=1)n n’
(2n+1)!

lim sup ¢

n—oo
Nyni potfebujeme odstranit n v ¢itateli fady (4.3). Oznacme

—1)* n gt
9(x) :;( (2)n+1)! '

Polomér konvergnece se ziejmé nemeéni, takze mizeme pouzit vétu 3.2.12 pro
re€Ra zintegrujeme tedy funkci g(x) ¢len po ¢lenu.
Necht G(z) = [ g(t) dt. Pak plati:

—1)man
Glw) = Zl ((2n11)!‘

Nyni zavedeme substituci t> = x a dostaneme:

= (=)
G(r) = ;((m)fw

Z G(x) vytkneme % seCteme pomoci Taylorova rozvoje (3.8):
1
G(z) = z(—t + sint).

Dosadime zpét = = t? a dostaneme:




Priklad 4.2.2.

[e.e] _1 n

E G (4.4)
n(2n — 1)

n=1

Radu (4.4) prevedeme na mocninnou. Zvolme pomocnou proménnou z a defi-
nujme funkci

flz) = Z [0 (4.5)

— n(2n—1) "
Vypocteme polomér konvergence podle véty 3.2.10:

R= ! =1

lim sup \"/ ngl)_"l)

Nyni potiebujeme odstranit jmenovatel fady (4.5). PouZijeme vétu 3.2.11 pro
x € (—1,1) a zderivujeme tedy fadu (4.5) ¢len po ¢lenu.

Plati:
) B o (_1)nx2n—2 B 1 o (_1)n(x2)n
f@=) — =m0
n=1 n=1
Oznacme

n=1

Pro funkei g(x) jsou opét splnény predpoklady véty 3.2.11 a mtZeme tedy opét
derivovat Clen po clenu:

n=1 n=1

Tuto fadu vsak umime seéist pomoci rozvoje (3.12), plati tedy

1422

—2
g(x) = /g'(x) dr = / +i2 dr = —log(1 +2°) + ¢
a také funkci f'(z) = S g(2):

() :/f/(x) dx:/% g(x):/%(—log(l—i—xZ)—i—cl) dz —

~ log(1+2?)

c
— 2arctgx — - + ca.
x x

Vypocet c1, co: dosadime stfed konevrgence z = 0:
—log(140)+c1=0=¢,=0
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log(1 + z2)

lim —2arctg0+4+c, =0= ¢, = 0.
r—0+ x
A tedy
log(1 2

Pro z = 1 tato fada konverguje dle véty 3.1.17, a tudiz jsou splnény predpoklady
véty 3.2.13 a plati

> oy = i 7o) —os2 =5

4.3 Mocninné rady s racionalni funkci

V tomto oddile se budeme zabyvat fadami spliujicimi nize uvedené tvrzeni, nej-
prve si vSak dokazeme nasledujici pomocné lemma:

Lemma 4.3.1. Nechtp € Ny, by, ...,b, € R. Polozme R(n) = by+byn+- - -+b,n?
a@;=Mn+1)(n+2)...(n+1i) proi=1,...,p. Pak existuji jednoznacné urcené
koeficienty dy,, k=0,1,...,p, tak, Ze R(n) = d,Qp + dp-1Qp—1 + - - - + dy. Navic
tyto koeficienty lze nalézt ndsledujicim zpusobem:

d, by
=t |, (4.6)
do bo
kde
10 0
100
Ay V1 0 0
C= E E
N
: : : 1 0
O |

a c,(cj) je koeficient u n® v Q;. Ddle pak plati:

c,(j) :jcl(gjfl)Jrcl(Cj:ll)’ j=2,....(p—1), k<, (4.7)
) =gl =1, j=1,....p.

Diikaz. Nejprve dokdzeme vzorce (4.7). Méme Q1 =n+1, Q2 = (n+1)(n+2) =
n? + 3n + 2, tedy

cgl) =1,

o) =2=2, P =3=2e" 4+ =2-141, & =1,

23



takze pro j = 2 vzorec (4.7) plati. Dale nechf plati: ck) =7 c,(f Vo c,(C ., pak

pisme Q; = c( )nJ—i-c(J) n =t —f-cmn—l—co Necht Q;41 = cgfl)n“l—i-c(”l)nj—f-

-+ c(ﬁl)n + c(() ). Pfenasobime ); vyrazem (n+ j + 1), tim dostaneme Q;41,

a porovnéme koeficienty u jednotlivych mocnin n:

j+1 . (J) (3+1)
n J CJ+1

nt C§J+1) =G+ 1) ) + C(J)

n: M =3G+1) +
1: cgjﬂ):(j+1)c(())=(]+1)j!:(j+1)!,

takze vzorce (4.7) plati.
Soustavu (4.6) ziskdme metodou neur¢itych koeficienti:

bpyn? + b, _1n?” i +bo—d<(pnp+c()np71+'“—l—c(()p)>+
td, 1( )np 1+C(p 1)np 2+--~+c(()p71))+"'+do-
(4.8)
Opét budeme porovnavat koeficienty u jednotlivych mocnin n:
n’: b, =d,
7 by = dpe? )+ dys
nP2 by = dpel”y + dp ) 4 dy s

nPk . by = dpcgi)k +d _101(011_,:) +-tdyy

1: by =dpe? +dprclP™ - 4 dy

Zapsano maticove:

by 1 0 0 d,
by 1 R S 0 i dy_y
: Ay 1 00 :
| D . |
b1 : : : : : 1 0 d;
bo c(()p) c(()pfl) B | do

Determinant matice C' je roven 1, to znamend, %e matice je regularni, a tudiz C'~1
existuje a je urcena jednoznacné. Z toho plyne, Ze soustava (4.6) ma jednoznacné
feseni pro libovolny vektor (by, ..., b,)". O
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Poznamka 4.3.2. Nékdy muZe byt vypocet inverzni matice obtizny, a proto
muze byt vhodnéjsi hledat rozklad R(n) pomoci nésledujiciho postupu:

V prvnim kroku ode¢teme od polynomu R(n) polynom @),, kde p je stupeil po-
lynomu R(n), prendsobeny konstantou u nejvyssi mocniny n polynomu R(n).
Timto vznikne zbytkovy polynom stupné nejméné o jedna nizsiho, nez byl stupen
R(n), ozna¢me ho R, 1(n). Ve druhém kroku ode¢teme od R,_;(n) polynom @Q,_;
pfendsobeny konstantou u nejvyssi mocniny n polynomu R,_;(n), tak vznikne
zbytkovy polynom stupné nejméné o dva nizsiho, nez byl stupenn R(n), ozna¢me
ho R, 2(n). Takto postupujeme dal, tj. v i-tém kroku odeéitame od R;_;(n) po-
lynom ();_; pfenédsobeny konstantou u nejvyssi mocniny n polynomu R; 1(n), az
dostaneme zbytkovy polynom stupné nula, tj. Ry(n). Rozklad R(n) je pak sou-
¢et vSech QQ, £ =0,...,p, pfenasobenych prislusnymi konstantami u nejvyssich
mocnin prislusného zbytkového polynomu, a zbytkového polynomu stupné nula.

Tvrzeni 4.3.3. Necht k € N, [ € Ny, a1 < ay < --- < a; jsou pFirozend ¢isla a
c € Q\Z". Necht P(n) je polynom stupné k, a S( )= (n+ct+a)...(n+c+aq).

Pak lze pomoci vet 3.2.11 a 3.2.12 secist radu Z SZ x™ pro |z| < 1. Podrobnéji,

castecnym podélenim vyrazu S( ) dostdvdme czsla bo,...,bk—; € R tak, Ze 1;(—2)) =
R(n) + Pl(" , kde R(n) = by_n* '+ -+ bin+by ast. P, <st.S, aplikaci véty

S((n) dostaneme jednoznacné urcend cisla Ay, ..., A; € R tak, Ze

Pi(n) A .. Al
S(n) ~ ntctar + + n+c+ay

> Al A Ag /x teta;i—1
_ dt. 4.9
;<n+c+a1+ +n+c+al> Zx”aﬂ o 11—t (4.9)

Jj=1

a platt

Dadle existuyi realnd cisla dy, . .. dy_; tak, Ze

Z R(n)z" = dy Z "+ dy Z Qi(n)x" + -+ dyy Z Qp_x" =
n=0 n=0 n=0 n=0

=dofo+difi + -+ di_ifr—i,

(4)
dj, j =0,...,(k—1), najdeme pomoct lemmatu 4.3.1 nebo postupu uvedeném
v poznamce 4.3.2.

l—x

Dikaz. 7 véty 4.1.3 a castecného podéleni mame:

P(n) Ay A

— ——+--+———, kde st. R(n) = k—la st. P, <st.S.
S(n) (n)JrnchJrozlJr +n+6+&z ® ot R(n) L

Pro |z| < 1 mizeme psat:

L) N "N Ay A n_
— S(n)x —ZR(n)x +Z<n+c—|—a1 n+c+al) B
n=0 n=0 n=0
00 . 00 Al . 00 Al .
:;R(n)x —i_zon—l—c—i-alglj - ;n—l—c—i-al



Rady > —Z—a", j=1,...,1, sefteme pomoci véty 3.2.11, a to takto:
0 J

> xn+c+aj

- A; A;
J n J n4+c+a;—1
— " = t i dt =
Zn—l—c—l—aj xc+ajnz:%n+c+a :EC+“J/Z

Aj T tc+aj71
= dt
xetTa /o 1—1t

a tento integral spocteme pro c+a;—1 = §7 p, ¢ € N, substituci z = tY/9, apro ¢ =

1 substituci z = 1 —¢. Nyni uréime soucet fady ) R(n)z". Podle lemmatu 4.3.1
n=0
najdeme koeficienty d;, j =0,...,(k—1), pak R(n) = d,Qp,+dp—1Qp—1+- - -+ do,

a tedy pro |z| < 1 plati:
[ee] [ee] o
S R =y 30 37
n=0 n=0 n=0

P N\ () 1
:dp<1—x> +”.+d0<1—x>'

Priklad 4.3.4. Se¢teme fadu

i2n6+n5—2n4+n3+n2—4n+5 "

— nt + 10n3 + 35n2 + 50n + 24

Oznac¢me ji Z P(" 2", Casteénym podélenim dostaneme:

P(n) 6141 + 32270 + 5448n + 2827
S o2 1904118 — .
Sy T i+ 107° + 3512 + 50n + 24

Ozna¢me R(n) = 2n? — 19n + 118.

Pro ukézku rozlozime polynom R(n) jak pomoci lemmatu 4.3.1, tak i metodou
z poznadmky 4.3.2:

Nejprve pouzijeme lemma 4.3.1:

Inverzni matice je pak:

1 0 0
ct=[ -3 1 0
1 -1 1
Tedy
as 1 0 0 2 2
a = -3 1 o0 -19 | = =25
ao 1 —-11 118 139
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Nyni pouzijeme postup z poznamky 4.3.2:

R(n) —2Q2 = —25n+ 114 =: Ry(n)
Ri(n) — (—25)Q; = 139.

Z obou postupti dostaneme: R(n) = 2Q; —25Q; + 139, a tedy podle tvrzeni 4.3.3:

.4 25 139
2 R(n)" = I—2p (22 1-2

Dale budeme sc¢itat fadu

n

i 614n> + 3227n2 + 5448n + 2827

— nt + 10n3 + 35n2 + 50n + 24

P (n

Oznacme ji Z ™ a polynom S(n) rozlozime na kofenové cinitele, tedy

S(n) = (n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4). Podle véty 4.1.3 rozlozime vyraz 1;3((:))
na parcialni zlomky:

P(n) 4 1 L2 1 6629 1
Sn)  3n+1 2 n+2 n+3 6 n+4

A tedy dle tvrzeni 4.3.3:

= A log(l —x) 73z +log(l—x) 2% + 2z + 2log(1 — x)
S gt i) DIt gy TRl
s x 2 T x
6629 22° + 32® + 62 + 6log(1 — x)
36 x? ‘

Takze celkem:

Pn) , 4 25 139 4 log(1 - z)

« S(n) 1—x)3_(1—x)2+1—x_§ x a
_Ex—l—log(l—x)+263x2+2x+210g(1—x)_
2 x? a3
6629 22° + 3% + 6 + 61og(1l — x)
36 x? '

4.4 Sc¢itani pomoci komplexni exponencialy
V tomto oddile budeme vyuzivat komplexni exponencialu
e =cosx +1-sinw, (4.10)

kde 7 je imaginarni jednotka, a také vétu 3.2.13. Dale budeme pouzivat hlavni
hodnotu logaritmu komplexni proménné, ktera je definovana vyrazem log,z :=
log|z| +i-argz, z € C\ {0}, kde arg z se nazyva argument z, z = |z| - e¥ =
r+i-y = Jaz+y? (cosp +ising), z,y € R, aargz :== ¢, p € (—m, 7.
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Pro vypocet argumentu z budeme pouzivat nasledujici vztahy (viz [3], véta 238,
str.557):

x

arg z = arccos ————, y >0,
e+

Y (4.11)

arg z = — arccos , y <O.

x
Va2 + y?

Tuto metodu pouzivame u fad, kde se vyskytuje kosinus nebo sinus, nebot
pomoci komplexni exponencidly pfevedeme fadu na mocninnou a princip je tedy
stejny jako v sekci 4.2.

Priklad 4.4.1.

Z(_l)nsinnx’ v (—mm)

n=1

Sinus je imaginarni ¢ast (4.10), pocitejme vSak nejprve obecné:

Zavedeme substituci z = —e™ a dostavame:
o inx o n
Syt =3
n=1 n n=1 n

To je vSak mocninnd fada, kterd konverguje pro |z| < 1 podle véty 3.1.10. Budeme
tedy aplikovat jiz znamé postupy na mocninné rady:

g%z/egzn) :/(132) = —logy(1— 2) +c.

Vypocitame integracni konstantu c: dosadime stied konvergence x = 0:

0=—logyl+c = c=0.
Dosadime zpét z = —e™: —logy(1 — z) = —logy(1 + ).

o . .
Rada Z(—l)”% konverguje podle véty 3.1.17, pokud e # —1, tj. pro x #
n=1

T+ 2k7r_, k € Z, omezme se tedy na interval (—m, 7). Podle véty 3.2.13 pak plati

e eine ) ) )
Z(—l)" = IIIP_ —logy(1 + re'™) = —logy(1 + e).
n=1

My vsak potiebujeme pouze imaginarni ¢ast:
Im (logy(1 4 €%)) = —arg(1 + ™).

Argument spocitdme podle vzorct (4.11):

i 1+ cosx 1+ cosw
—arg(l + ') = — arccos = —arccos |\ ————— =
V(1 + cosx)? +sin’x 2

x x
cos—| = —=.
2 2

— — arccos

Tedy
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4.5 Aplikace Dirichletovy-Jordanovy véty

Tuto metodu pouzivame v pripadé, ze zname funkci, jejiz Fourierova fada po dosa-
zeni vhodné hodnoty za proménnou = dava fadu zadanou. Dirichletova-Jordanova
véta (véta 3.2.19) zarucuje, ze Fourierova fada funkce f je rovna aritmetickému
prameéru limity zprava a limity zleva funkce f v bodé x a tedy timto dosazenim
a pripadnymi upravami dostaneme soucet dané rady.

Priklad 4.5.1. Seéteme fadu

n+1

o
Z 2n—1

n=1

Tuto fadu dostaneme, pokud do funkéni fady Z %, r € (—m,m) dosa-

dime r = 7. Jestlize tuto funkéni fadu prenasoblme ¢islem %, je Fourierovou
fadou funkce f(x) = z(7m — |z|) (to mizZeme ovéfit zpétnym rozvojem). Funkce f
je po ¢astech hladka a v bodé x = 7 je spojita, tedy podle Dirichletovy-Jordanovy
véty plati, Ze v tomto bodé je funkce f souctem své Fourierovy fady. Dosadime

tedy x = 7 a dostavame:

> n+1 T o7 T 3
D T
2n—1 8 2 2 32

n=1

4.6 Aplikace Parsevalovy rovnosti

Parsevalova rovnost je uzitecny néstroj pri s¢itani fad, nebof v mnoha pripadech
jejl aplikaci velmi rychle dostaneme soucet dané rady. V této sekci si ukazeme jeji

(e}
uziti na s¢éitani fad typu > n—ék Postup je takovy, ze najdeme vhodnou funkci,

na jejiz Fourierovu fadu aplikujeme Parsevalovu rovnost a tipravami dostaneme
[e.e]

soucet pozadované fady. V piipadé > - — volime funkci 2k k=1,2,.

n=1

Priklad 4.6.1. Seéteme fadu .
1
2w

2

[e.e] o0
pokud vime, ze Z%:g— > w==.

k=1 k=1
Uvazujme funkci f(x) = 23. Tuto funkci lze periodciky rozsifit na R, my se
vSak omezime pouze na 1nterval (—m, ), kde ji rozvineme ve Fourierovu fadu.

Koeficienty Forurierovy fady vypocteme podle vzorct (3.16) a (3.17).
Funkce je licha a tedy plati a = 0 pro vSechna £ =0,1,...
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Dale spocitame b, pomoci integrace per partes:

92 T 9 T 4
bk:—/ 2% sin kx dx:—([—x3 coskx] +§/ 2% cos kx dx) =
T Jo e k 0 k 0
2 [(=1)kt1g3 ™ 2 [T
:;<% %([%Sjnkx}o_%/o xsink:xdx)):
9 -1 k’+1 3 T 1 ™
(A ([ s} [ore)-
2 6
T k2

(U0 (o L)) = e 122200

A tedy podle (3.18) a véty 3.2.19 plati

. 12 — 272k
R Z(—l)k Tf sinkx, x € (—m, 7).
k=1

Nyni pouzijeme Parsevalovu rovnost:
12 — 272k? ’ 1 [" 2
E —_— | == x> dr = 7.
— < k3 > ™ /,r 7

Upravime a protoze jednotlivé sumy maji konec¢ny soucet, miizeme psat
=1 =1 =1 2
144y — —487* Y — +4r* )y — = =qb

A tedy

4.7 Metoda Cesarovych souctu

Této metode se také nekdy fikd metoda aritmetickych primért. Uvazujme po-
sloupnost {z,}>,, pii aplikaci této metody pracujeme s posloupnosti {y,}5°,,

kdeyn:n%rlek, n € N.
k=0

Definice 4.7.1. Necht lim y, = zo. Pak fikdme, ze posloupnost {z,}5°, ma

n—oo

zobecnénou limitu rovnou xg. Je-li {z,,}5°, posloupnost ¢astecnych souctti néjaké
rady, mluvime o Césarove metodé scitani rady a Cislo xy nazyvame Césarovym
souctem prvniho radu prislusné rady.

Cesarovy soucty pouzivame u fad konvergentnich, které neumime diive uvede-
nymi metodami secist. Po aplikaci Cesarovych soucttt mizeme ziskat fadu, kterou
jiz témito metodami secist umime.

30



Priklad 4.7.2.

f(z) = Z%, x € [—m, 7]

Pro uréeni souctu této fady bude snazsi se¢ist nejprve f'(z):
Protoze fada f'(x) konverguje lokdlné stejnomérné podle véty 3.2.6 na (—m,0)
a (0,7) afada f(x) konverguje napf. pro x = 7, plati podle véty 3.2.7

f(x) = Z—% r € (—m,0)U(0,7).

Dale polozme

52(z) = Z sin 2k + 1)z

— 2k+1
a tedy
= — Z cos (2k + 1)x. (4.12)

Upravime vyraz (4.12) pomoci komplexni exponencialy:

ZRG ot i(2k+1)x Rez 1(2k+1)x RGZ 2m el —

1= 2iz\n+1 1= 2ix ”'H 1— —2ix
= Re e’$(e—>:Re e’ (e ) . ¢ — =
]_ _ 62293 ]_ _ 62m ]_ _ 672m
~cos(2n+3)r —cos(2n+ 1)z sin(2n +2)x
B 2 — 2cos2x B 2sinz
Tedy plati
- sin (2n + 2)x
— 2k+ 1z =+ =——
Zcos( + 1)z = s, () s
k=0
Oznacme
1 m
SN
mi3
pak plati
1 & sin (2k + 2)x
“m Z %k T om Z 2sinx
k=1 =1
Dale plati:
sin (2k + 2)x 1 =
2k‘ 2 I 1(2k+2)z __
Z 2sinx QSmesm + ) 2sinx mZe
k=1 k=1
i 1— eZmzx 1 + 672ix
= — Im e™* . — . — =
2sinx 1 —e2iz ] 4 g2z

sin 4z + sin 2z — sin 2z(m + 2) — sin 2z(m + 1)

—2sinx - 2sinx
1 ( sin 3z N sin (2m + 3)95)

2sinx

—2sinx 2sinx
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Nyni zvolme x € [§, 7 — §] pevné, pak:

1 sin 3x +sin(2m+3)x o1 1 N 1
2sinx \ —2sinx 2sinx — 2sind \ 2sind  2sind )’

A tedy

1 <X sin (2k + 2)z

lim a,/n(a:) = lim —— E _— =
m—oo m—oo 1M 2sinx

I U S S
T o m 2sind \2sind = 2sind /)

Podle véty 3.2.8 (predpoklady splnény - stejnomérnd konvergence na (—m,0)
a (0,7) podle véty 3.2.6) dostavame:

f(z) = lim s,(x) = lim o,,(z) :/ lim o),(z) do = /0 dr =c.

m—0o0

Dopocitame integracni konstantu c:

a (0,7) dosadime g ;
' .~ sin(2k+1)%
c= lim s, = lim T—
n—00 n— 00 — + n—o0
na (—m,0) dosadime — g :
sin (2k +1)(—7%) _ (=D g
C—J:%SH—JI&Z Bl Ml g T
A tedy
_r 0,7)
! xTr) = { 7r4 ne ( ’
J'() 7 ma (—m,0).
Celkem

Pro vypocet ¢;, resp. cs dosadime z = %

|

cos (2n +1)5
T2 g =0,1...,
(2n + 1)2
a tedy ¢; = cp = %, nebof kosinus je suda funkce.
Protoze f je spojita v 0 (f(z) konverguje stejnomérné na (—, 7) podle véty 3.2.6)
a f(z) ma vlastni limitu v krajnich bodech intervalu (—m, 7) (ta je v obou téchto
bodech rovna —%), Ize ji touto limitou spojité dodefinovat, konecny vysledek
tedy je

7T2

@) =% - gm, x € [~ 7.
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Kapitola 5

Zrychlovani konvergence

V pripadé, ze pro bezprostifedni vypocet souctu fady s predepsanou presnosti
je tfeba seCist pfili§ mnoho ¢lent fady (tj. konverguje pomalu), pouzijeme ta-
kové tpravy (transformace) dané fady, které zrychluji jeji konvergenci. Jednou
z takovych tprav je nasledujici Kummerova transformace.

5.1 Kummerova transformace

Necht fada .
> an (5.1)
n=1

konverguje a ma soucet X. Vytvorime pomocnou fadu

D b by A0V =12, (5.2)

n=1
ktera je konvergentni a jejiz soucet Y je nam znamy, a to tak, aby existovala
limita lim 2 =q#0.
Protoze obe rady (5 1) i (5.2) maji koneény soucet, plati podle véty 3.1.3, ze

Zan—qu —i—Z(&n—qb) tedy

—qY+Z n—qby) (5.3)

Nase tloha se tedy redukuje na tkol nalezt soucet rady

oo

Z(an —qby). (5.4)

n=1
Zbytek tady (5.4) lze zapsat v nasledujicim tvaru:

Ry = Z (an, —q by) = Z (l—qz—n) a, = Z Enln,

n=N-+1 n=N+1

kde ¢, = (1 - qZ—Z) — 0 pro n — oo. Z tohoto divodu fada (5.4) konverguje

obecné rychleji nez ptuvodni fada (5.1), tzn. lim (a%zbn) = 0.

n—~0o0

33



Racionalni funkce

V tomto oddile se budeme zabyvat fadou (5.1), kde a,, je racionalni funkce pro-
ménné n, tedy

a,n? +a, nP 1+ +a

a, = ol :, (5.5)

Bgn? + Bg-and=t 4 -+ o
kde n € N, p,g € No, o, 8, # 0, ay, 5 € R, i = 0,...,p — 1, a nechf a,
je definované pro vSechna n. K tomu, aby fada s obecnym ¢lenem tvaru (5.5)
konvergovala, je nutné a postacujici (dle véty 3.1.7), aby platilo, ze ¢ > p + 2.
Uvazme nyni pomocné rady

= 1
(m) _
S ;n(n+1)m(n+m),meN. (5.6)

Protoze plati

1 1

O N RN ]
nn+1)...n4+m) minn+1)...n+m—-1) m+1)n+2)...(n+m)]’

dostavame pro Easteny soucet SV rady (5.6)

. 1 1 1 1
SN _;n(n+1)...(n+m) _E{l-2...m_(N+1)(N+2)...(N+m)]

A tedy S = lim S =L
N—o00 m-m:
Tvrzeni 5.1.1. Necht p,q € Ny, a8, # 0, ¢ > p+2, i, f; € R, i =
0,....,p — 1, a a, je vyjadieno vzorcem (5.5). Pak jsou nasledujici koeficienty
dobre definovany:
A; = lim n(n + 1)a,

n—oo

. Ay
Ay = nll_)rilo {an - m} 77,(77, + 1)(77, + 2)
(5.7)
m—1 A
A, =1l n — - _ 1)... .
nggo[a Zn(n—f-l)...(n—i—z)}n(n—i_ ). (ngm)
v - g (m) . A A Am 7
PoloZime-li navic ap, ’ = a,, — n(nil) — n(n+1)2(n+2) ey e e pak plati

) = 0 ().

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze vzorce (5.7) jsou dobie definované:

Pro m = 1 limita existuje, nebot pro ¢ > p+2 je limita rovna nule a pro ¢ = p+2
je limita kone¢na a rovna g—;

Déle dokazujeme indukci podle m. Necht

—2
A
A, 1= lim |a, — i , ... 1
! nl—>nolo|:a —~n(n+1)...(n+1) nntl).(ntm—1)
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existuje a je konecna. Pak mame z aritmetiky limit:

m—1
A
li — . 1)... —1)=
nl—{go[&" ilnn—f-l)...(n—l—i)}n(n—i_ Joo(ntm—1)
m—2 .A
=1 - 1 —1)— A, =
s [a" n(n+1).. (n—i—z)} (Rt1)...(ntm=1) = Any

Vyraz v prvni limité lze prevést na podil dvou polynomii. Jelikoz limita tohoto
podilu je nulova, musi byt stupen polynomu ve jmenovateli aspon o jedna vyssi
nez stupen polynomu v ¢itateli. Pokud tento podil pfenasobime vyrazem (n+m),

musi byt stupné jmenovatele a Citatele nejvyse rovny, tzn. ze limita miize byt opét
m—1

nulovd nebo kone¢énd. Takze A,, = lim |a,— > m} n(n+1)...(n+m)

=1

n—oo

existuje a je konecna.
Dale chceme, aby ai™ = O (=) Vime:

n2

nh—>nolo|:&n innJrl n+z)]n(n+1)...(n+m):

1=

: (5.8)
:li a™nn+1)...(n+m) =0,

TZ
n—

to je definice toho, ze ™ = o (n,,}ﬂ ) Pfenasobime-li (5.8) vyrazem (n+m+1),

bude limita zfejmé konecna, a tedy aﬁ{”) =0 (n,,} +2). O

Vzhledem k tvrzeni 5.1.1 volme za pomocnou fadu (5.2) vyraz

=14 A, A,
b= Zb —Z[n(n+1)+n(n+1)(n+2)+'”+n(n+1)...(n+m)

n=1

A A A
= A8 1 A,8@ ...y q glm) - L 2 o4 m_
P A 022 T
(5.9)
Navic je ziejmé, ze plati
lim =% =1
n—>oob

S:ian:B+§:a;m>. (5.10)
n=1 n=1

o0

Rychlost konvergence fady > a%m) se projevi az pri dostatecné velkém n, proto
n=1

je pri uvedené transformaci lepsi zacit teprve jistym clenem a4 ;.

Polozme S = Z an + Z an =S, + Z a, a upravujme:
n=1 n=p-+1 n=p+1
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Ay
S=5+ Z { n+1 (n+1)(n+2)+

n=p+1
A = /1 1
. m (m)| — L
+n(n+1)...(n+m)+an} Sp+Aln;1(n n—|—1)+
Ay & 1 1
) ZH {n(n+1)_(n+1)(n+2)] *

Z{ (n+1). 1(n+m—1)_(n+1)..1.(n+m)}+

n=p+1
1 Ag 1
n:zp; " P T T 2 (p+ D(p +2)
A 1 -
+ = + Z a™.
m(p+1)...(p+m) WS
Priklad 5.1.2. Ur¢ime soucet fady
=1
~ (5.11)
n=1

s presnosti 1076.
Zvolime m = 3, protoze uz pro toto m je vidét, jak transformace funguje. Polozme
tedy

1 A Ay Ay .

B+l am+Dm+2)  amt)n+)m+s)

Koeficienty A;, Ay a Az vypocitame podle vzorcu (5.7):

1
A=t "D
n—00 n
1 2
A, — lim n(n + )3(n—|— ) _1
n—o00 n
3 2 3
Ay = lim B0FDOEI) g
n—00 n
a tedy
o 1 1 3 6+ 11n

" an+D)(n+2) nm+D)mn+2)(n+3) ndn+D(n+2)(n+3)
Podle vzorct (5.9) a (5.10) dostavame

oo

1 3 6+ 11n
S=_—_ 4+ . 5.12
2-2!+3~3!+nz::1n3(n+1)(n+2)(n+3) (5.12)
Dale plati
6+ 11n 11

Bt )t )nt3) w
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A tedy

o)

PNT L Wt )t )n+s) Jy @ ANT

Proto, aby py < 1079, staci vzit v soudtu (5.12) N = 45 s¢itanci.
[ee]

Pro srovnéni: pro zbytek piivodni fady (5.11) Ry = > 75 plati odhady
k=N

1 1 o 1
| S dr<By<| —de=-— .
IN? /N g3 TS /N_1 2 T (N 1)

A tedy ani po sec¢teni 700 ¢lenti nedosdhneme pozadované piesnosti.
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