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Vedoućı bakalářské práce: Prof. RNDr. Jan Kraj́ıček, DrSc.
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3 Jednodušš́ı modifikace Turingových stroj̊u 13

3.1 Turing̊uv stroj rozš́ı̌rený o N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Kapitola 1

Úvod

Alan Turing, britský matematik, logik a kryptolog, se narodil 26. června 1912

v Londýně, vystudoval na King’s College v Cambridge a v Princetonu pod ve-

deńım Alonzo Churche. Za druhé světové války pracoval pro britské ministerstvo

zahraničńıch věćı v dešifrovaćım odděleńı. V roce 1943 byl podle jeho praćı sestaven

jeden z prvńıch elektronkových poč́ıtač̊u, který pomáhal k dešifrováńı německých

zpráv. Po skončeńı války se Turing věnoval akademické kariéře. Např́ıklad umělá

inteligence, jako vědńı discipĺına, vycháźı i z jeho praćı. Také dnešńı poč́ıtače jsou

postaveny na jeho základńım schématu. Turing zemřel 7. června 1954 a na jeho

počest byla roku 1966 zavedena Turingova cena, která patř́ı k nejprestižněǰśım

oceněńım v informatice.

Ve svém článku [6] zavedl výpočetńı model teoretického stroje, který dnes známe

pod názvem Turing̊uv stroj. Jedná se o stroj s nekonečnou pamět́ı, který má pouze

čtećı a zapisovaćı zař́ızeńı. Na tomto modelu je v současné době založeno mnoho

podstatných část́ı teoretické informatiky.

Church-Turingova teze ř́ıká, že každý intuitivně představitelný výpočetńı postup

lze realizovat Turingovým strojem. Neboli můžeme ř́ıci, že každý algoritmus se dá

realizovat nějakým Turingovým strojem. Tuto tezi potvrzuje mnoho výzkumů [4].

Tedy se předpokládá, že nelze sestrojit silněǰśı model realizovatelného poč́ıtače než

je Turing̊uv stroj.

Postupně se objevily r̊uzné modifikace Turingova stroje. Předpokládáme však,

že všechny mohou být naprogramovány tak, aby pro libovolný vstup daly stejný

výsledek, nebo se ani jeden z nich nezastavil. Řı́ká se, že rozeznávaj́ı stejný jazyk.

T́ım se budeme v této práci zabývat. Budeme prezentovat několik variant Turingo-

vých stroj̊u, včetně vlastńı varianty (Strom), a budeme ukazovat, že se tyto stroje

umı́ nasimulovat sebou navzájem. Nebudeme se však věnovat časové ani pamět’ové

složitosti těchto stroj̊u a vzájemných simulaćı. Dále ani výstup̊um, které tyto stroje

mohou podávat. Bude nás zaj́ımat pouze to, zda se Turing̊uv stroj zastav́ı v jednom

z předem určených konečných stav̊u anebo se nezastav́ı v̊ubec.
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Kapitola 2

Základńı definice Turingova stroje

Nejprve uvedeme několik základńıch pojmů potřebných k definici Turingova stroje,

kterou budeme nazývat základńı a se kterou budeme dále pracovat. Vycháźıme

z definic v [5].

2.1 Abecedy a slova

Abecedou rozumı́me konečnou neprázdnou množinu. Prvky této množiny se nazý-

vaj́ı symboly.

Slovem Γ délky l nad abecedou Σ pak rozumı́me uspořádanou l-tici symbol̊u

z abecedy Σ, kde l je konečné přirozené č́ıslo. Délku slova znač́ıme |Γ| = l. Např́ıklad

si uvedeme slovo Γ délky 5 nad abecedou Σ:

Σ = {0, 1}

Γ = 01110

Prázdné slovo, neboli slovo délky 0, budeme dále značit ∆. Tento symbol nepatř́ı

do žádné abecedy.

Množinu všech slov nad Σ budeme značit Σ∗:

Σ∗ = {∆} ∪ Σ ∪ (Σ× Σ) ∪ (Σ× Σ× Σ) ∪ · · · .

Jazyk nad abecedou Σ je libovolná množina slov ze Σ∗.

2.2 Turing̊uv stroj – základńı definice

Turing̊uv stroj je jednoduchý teoretický poč́ıtač s nekonečnou pamět́ı, které bude

v naš́ı základńı definici odpov́ıdat oboustranně nekonečná páska rozdělená na jed-

notlivá poĺıčka, někdy se také nazývaj́ı buňky, soused́ıćı spolu vždy zleva a zprava.
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Do jednotlivých poĺıček se zapisuj́ı symboly z dané abecedy Σ, kterou budeme

nazývat pracovńı abeceda stroje. Prázdnou buňku budeme značit Λ. Plat́ı, že Λ

je symbolem pracovńı abecedy, nikdy však nepatř́ı do vstupńı abecedy. Vstupńı

abecedou rozumı́me abecedu Θ, jej́ıž slova jsou vstupy, na kterých Turing̊uv stroj

bude pracovat. Vždy bude platit, že vstupńı abeceda je část́ı pracovńı abecedy,

tedy Θ ⊆ Σ. Dále budeme už́ıvat binárńı abecedy Θ = {0, 1}. Možná představa

Turingova stroje je uvedena na obrázku 2.1, kde hlava ukazuje na prvńı symbol

vstupu.

Obrázek 2.1: Schéma Turingova stroje

Hlava, neboli ukazatel, na Turingově stroji pracuje tak, že vždy ukazuje pouze

na jediné z poĺıček a nev́ı, co se právě nacháźı v ostatńıch. Může z tohoto poĺıčka

č́ıst i do něj zapisovat symboly z pracovńı abecedy Σ. Dále se také může posunout

o jedno poĺıčko doleva nebo doprava. Zpočátku bude hlava vždy ukazovat na prvńı

poĺıčko vstupu. Dále budeme vždy předpokládat, že vstup má nenulovou délku,

tedy, že hlava zpočátku neukazuje na prázdné poĺıčko.

Stavem q Turingova stroje budeme rozumět informaci stroje o tom, v jaké části

svého programu se právě nacháźı. Na počátku se bude stroj nacházet ve stavu q0.

Stroj přecháźı do jiných stav̊u podle toho, co si přečte hlava na pásce a v jakém

stavu se stroj právě nacháźı. Plńı tedy funkci paměti stroje. Množinu všech stav̊u

budeme dále značit Q.

Mějme např́ıklad stroj, který zjǐst’uje, zda se ve vstupu z abecedy Θ = {0, 1}
nacháźı řetězec tvaru 000. Hlava se zde posouvá zleva doprava. Pokud by hlava

přečetla prvńı nulu, přešel by stroj do stavu q1, a hlava by se pak posunula na daľśı

pole. Pokud by tam našla druhou nulu, stroj by přešel do stavu q2. Pokud by

i v daľśım poĺıčku našla nulu, přešel by stroj do stavu qprijme. Dostane-li se stroj

do tohoto stavu, zastav́ı sv̊uj výpočet a přijme daný vstup, neboli podá informaci

o tom, že se v zadaném řetězci nacháźı podřetězec 000. Pokud by však stroj byl

v jednom ze stav̊u q0, q1, q2 a přečetl na pásce znak 1, vrátil by se do počátečńıho

stavu q0, ale hlava by z̊ustala na poĺıčku s 1. Stroj by si nyńı ”nepamatoval”nic

z předchoźı části řetězce.
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Stroj definujeme jeho přechodovou funkćı. Budeme j́ı rozumět částečnou

funkci

δ : Q× Σ → Q× Σ× {L,R},

kde Q je množina všech stav̊u Turingova stroje, Σ je pracovńı abeceda stroje

a {L,R} rozumı́me informaci o posunu hlavy doleva L, nebo doprava R. Tato

funkce ze čteného symbolu a stavu stroje urč́ı nový stav stroje, nebo ho ponechá

stejný. Dále urč́ı, co zapsat na pásku a kam posunout hlavu stroje. Tedy je-li

δ(q, s) = (q′, s′, L), pak stroj ve stavu q, jehož hlava čte s, přejde do stavu q′,

znak s přeṕı̌se znakem s′ a hlava se posune o jedno poĺıčko doleva. Dále budeme

ř́ıkat, že ponecháme znak, bude-li přepsán stejným znakem. Funkce neńı definována

pro všechny dvojice Q× Σ.

Turing̊uv stroj se zastav́ı právě na těch dvojićıch, pro které neńı definována

přechodová funkce δ a naopak na těch dvojićıch, pro které je definována se nezas-

tav́ı. Pro stavy qprijme a qzamitne nebude tato funkce nikdy definována a budeme je

nazývat konečné.

Jako př́ıklad si uved’me následuj́ıćı instrukci:

δ(q5, 0) = (q1, 1, R)

Stroj podle této funkce přeṕı̌se symbol 0 symbolem 1, přejde ze stavu q5 do stavu q1
a posune hlavu o jedno poĺıčko doprava.

Formálně Turingovým strojem rozumı́me osmici:

(Q,Σ,Θ,Λ, δ, q0, qprijme, qzamitne),

kde Q je konečná množina všech stav̊u Turingova stroje obsahuj́ıćı počátečńı stav

stoje q0 a konečné stavy: qprijme, qzamitne, které budou vždy r̊uzné. Σ znač́ı pracovńı

abecedu stroje, Θ vstupńı abecedu1 (Σ i Θ jsou vždy neprázdné) a plat́ı Θ ⊆ Σ. Dále

budeme vždy brát |Θ| ≥ 2 a nebudeme se zabývat unárńımi abecedami. Znak Λ

znač́ı prázdné poĺıčko a plat́ı Λ ∈ Σ \ Θ. δ je přechodová funkce, neboli program

stroje.

Př́ıklad:mějme Turing̊uv stroj, který dostane na vstupu slovo z abecedy Θ = {0, 1}
s úkolem zdvojit každý jeho znak. Např́ıklad vstup bude 101 a výstup 110011. Celý

výpočet je uveden v tabulce 2.1.

Mějme pracovńı abecedou stroje Σ = {0, 1,Λ, ζ}, kde Λ znač́ı prázdnou buňku,

a ζ je pomocný znak, který bude rozdělovat pásku na dvě části. Vlevo se budou

nacházet již zdvojené znaky a vpravo znaky, které bude teprve potřeba zdvojit.

1Někdy také bývá definována jediná abeceda Σ a o vstupńı abecedě se automaticky

předpokládá, že je jej́ı součást́ı.
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Zpočátku hlava ukazuje na prvńı znak na vstupu a je ve stavu q0. Tedy ukazuje

na znak i z abecedy Θ2. Tento znak přeṕı̌se znakem ζ, ale i zaṕı̌se do dvou poĺıček

zleva a hlava stroje se vrát́ı zpět na poĺıčko obsahuj́ıćı ζ.

Daľśı kroky stroje si můžeme rozdělit do dvou blok̊u:

(Blok1) Stroj nyńı celé slovo od znaku ζ doprava posune o poĺıčko doprava.

To udělá tak, že přejde na konec slova. Posledńı znak posune o pole doprava, pak

předposledńı a tak postupuje, dokud nepřečte znak ζ, přeṕı̌se ho na Λ, posune se o

poĺıčko doprava a přejde do Bloku2.

Ukazuje-li hlava na poĺıčko se znakem Λ, přejde stroj do stavu qprijme, který

neńı dále definován, a tedy výpočet konč́ı s informaćı, že na pásce se nacháźı již

zdvojnásobené slovo.

(Blok2) Pokud hlava ukazuje na jeden ze znak̊u vstupńı abecedy Θ, zapamatuje

si ho a přejde do stavu p11 pro 1 nebo p00 pro 0 a přesune se o poĺıčko doleva, kam

tento znak zaṕı̌se. Pak se posune o poĺıčko doprava, kam opět zaṕı̌se ten samý znak.

Dále se posune znovu doprava, tam zaṕı̌se znak ζ a posune se ještě o jedno poĺıčko

doprava. Výpočty stroje nyńı přejdou do Bloku1.

Přechodová funkce pro tento Turing̊uv stroj je definována takto: i = 0, 1; ⊙
znač́ı libovolný znak pracovńı abecedy Σ (čte-li stroj ⊙ a zapisuje-li ho, znamená

to, že ponechá stejný znak):

δ(q0, i) = (pi, i, L)

δ(pi,⊙) = (pii,⊙, L)

Blok1:

δ(qposun, ζ) = (p1,Λ, R)

δ(q3, i) = (qk, i, R)

δ(qk, i) = (qk, i, R)

δ(qk,Λ) = (qposun,Λ, L)

Ve stavu qposun je stroj připraven posunout celé slovo o poĺıčko doprava, nejedná-li

se o posun znaku ζ. Pak se vrát́ı o dvě poĺıčka doleva:

δ(qposun, i) = (qposun−i, i, R)

δ(qposun−i,⊙) = (qzpet, i, L)

δ(qzpet,⊙) = (qposun,⊙, L)

2Nebudeme předpokládat prázdné vstupy. Je možno je vždy snadno ošetřit, např́ıklad takto:

δ(q0,Λ) = (qzamitne,Λ, L)
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Blok2:

δ(q1, i) = (pii, i, L)

δ(pii,⊙) = (pi2, i, R)

δ(pi2,⊙) = (pζ , i, R)

δ(pζ ,⊙) = (q3, ζ, R)

δ(q3,Λ) = (qposun,Λ, L)

δ(q1,Λ) = (qprijme,Λ, L).

Nyńı si celý postup ukážeme na vstupu 101 v tabulce 2.1, která je uvedena

na konci kapitoly. Každý řádek tabulky znač́ı Turing̊uv stroj po jednom pr̊uchodu

přechodovou funkćı. Tedy po přepsáńı symbolu p̊uvodńıho poĺıčka, posunu hlavy

na nové poĺıčko, přečteńı nového poĺıčka a přechodu do nového stavu. Poĺıčko,

na nějž právě ukazuje hlava, je označeno ♭. Pro názornost v prvńım sloupci uvád́ıme

stav, ve kterém se stroj právě nacháźı. Toto poĺıčko však neńı součást́ı pásky. Stav

stroje nepatř́ı mezi znaky, které by se mohly na pásce vyskytovat.

Poznámka: Stav stroje neńı př́ımo znakem, který by patřil do pracovńı abecedy

Turingova stroje. Pokud by se ale v pracovńı abecedě nacházel např́ıklad symbol

q0, kterým běžně znač́ıme počátečńı stav stoje, bylo by lepš́ı počátečńı stav označit

jinak. Samotný stroj však nikdy nespojuje dohromady znaky a stavy, tedy by si

dvoj́ı význam znaku q0 vždy vyložil správně.

V literatuře je možné se setkat i s daľśımi př́ıklady r̊uzných Turingových stroj̊u

[2, 5].

Definujme dále některé pojmy souvisej́ıćı s Turingovými stroji. Na libovolném

vstupu se může stát právě jedna z těchto možnost́ı:

• stroj se zastav́ı v jednom ze stav̊u qprijme nebo qzamitne

• stroj se zastav́ı v jiném stavu

• stroj se nezastav́ı

Halting problem, neboli problém zastaveńı stroje, je otázka, zda se Turing̊uv

stroj T , jehož přechodovou funkci známe, zastav́ı na daném vstupu x. Definujme si

množinu dvojic stroj a vstup, na kterém se stroj zastav́ı:

HP := {[T, x] | T se na x zastav́ı}

Alan Turing dokázal, že neexistuje obecný algoritmus řeš́ıćı problém zastaveńı pro

všechny vstupy všech programů [6].
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Věta: Neexistuje Turing̊uv stroj Q takový, že na každém vstupu skonč́ı a plat́ı:

• Q([T, x]) přijme právě když [T, x] ∈ HP

• Q([T, x]) zamı́tne právě když [T, x] /∈ HP

Důkaz může čtenář nahlédnout v [1].

Řekneme, že Turing̊uv stroj rozhoduje jazyk L, pokud se na každém vstupu za-

stav́ı a skonč́ı v jednom z konečných stav̊u (qprijme, či qzamitne). Právě na vstupech

z jazyka L přijme a na všech ostatńıch vstupech zamı́tne. Takový stroj vždy dá

odpověd’.

Řekneme, že Turing̊uv stroj přij́ımá jazyk L, pokud se zastav́ı právě na vstu-

pu z jazyka L. Takový stroj se nezastav́ı na žádném jiném vstupu. Tedy odpověd’

dostaneme pouze, pokud je vstup z jazyka L. Dokud prob́ıhá výpočet stroje, nelze

obecně ř́ıci, zda je vstup z jazyka L. Takový stroj tedy zřejmě nerozhoduje L.

Řekneme, že jazyk L je Turingovsky rohodnutelný, resp. přij́ımatelný, pokud ex-

istuje Turing̊uv stroj, který jazyk L rozhoduje, resp. přij́ımá.
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q0 Λ Λ Λ ♭ 1 0 1 Λ Λ Λ

p1 Λ Λ ♭ Λ 1 0 1 Λ Λ Λ

p11 Λ ♭ Λ Λ 1 0 1 Λ Λ Λ

p12 Λ 1 ♭ Λ 1 0 1 Λ Λ Λ

pζ Λ 1 1 ♭ 1 0 1 Λ Λ Λ

q3 Λ 1 1 ζ ♭ 0 1 Λ Λ Λ

qk Λ 1 1 ζ 0 ♭ 1 Λ Λ Λ

qk Λ 1 1 ζ 0 1 ♭ Λ Λ Λ

qposun Λ 1 1 ζ 0 ♭ 1 Λ Λ Λ

qposun−1 Λ 1 1 ζ 0 1 ♭ Λ Λ Λ

qzpet Λ 1 1 ζ 0 ♭ 1 1 Λ Λ

qposun Λ 1 1 ζ ♭ 0 1 1 Λ Λ

qposun−0 Λ 1 1 ζ 0 ♭ 1 1 Λ Λ

qzpet Λ 1 1 ζ ♭ 0 0 1 Λ Λ

qposun Λ 1 1 ♭ ζ 0 1 1 Λ Λ

p1 Λ 1 1 Λ ♭ 0 1 1 Λ Λ

p00 Λ 1 1 ♭ Λ 0 1 1 Λ Λ

p02 Λ 1 1 0 ♭ 0 1 1 Λ Λ

pζ Λ 1 1 0 0 ♭ 1 1 Λ Λ

q3 Λ 1 1 0 0 ζ ♭ 1 Λ Λ

qk Λ 1 1 0 0 ζ 1 ♭ Λ Λ

qposun Λ 1 1 0 0 ζ ♭ 1 Λ Λ

qposun−1 Λ 1 1 0 0 ζ 1 ♭ Λ Λ

qzpet Λ 1 1 0 0 ζ ♭ 1 1 Λ

qposun Λ 1 1 0 0 ♭ ζ 1 1 Λ

p1 Λ 1 1 0 0 Λ ♭ 1 1 Λ

p11 Λ 1 1 0 0 ♭ Λ 1 1 Λ

p12 Λ 1 1 0 0 1 ♭ 1 1 Λ

pζ Λ 1 1 0 0 1 1 ♭ 1 Λ

q3 Λ 1 1 0 0 1 1 ζ ♭ Λ

qposun Λ 1 1 0 0 1 1 ♭ ζ Λ

p1 Λ 1 1 0 0 1 1 Λ ♭ Λ

qprijme Λ 1 1 0 0 1 1 ♭ Λ Λ

Tabulka 2.1: Postup Turingova stroje
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Kapitola 3

Jednodušš́ı modifikace

Turingových stroj̊u

V této kapitole uvedeme jiné definice Turingových stroj̊u, se kterými je možno se

setkat v [2, 3, 5]. Vždy ukážeme, že uvedené stroje se mohou navzájem simulovat.

Tedy přesněji máme definice A a B a chceme ukázat:

1. Pro každý Turing̊uv stroj podle definice A existuje Turing̊uv stroj podle

definice B takový, že přij́ımá nebo rozhoduje stejný jazyk.

2. Pro každý Turing̊uv stroj podle definice B existuje Turing̊uv stroj podle

definice A takový, že přij́ımá nebo rozhoduje stejný jazyk.

Budeme dále ř́ıkat, že takové stroje jsou ekvivalentńı. Jsou-li dva stroje ekviva-

lentńı, potom na všech možných vstupech podaj́ı stejný výsledek (přijmou, nebo

zamı́tnou), nebo se ani jeden nezastav́ı. Oba stroje vždy budou přij́ımat a rozeznávat

stejný jazyk.

Při modifikaci některé z předchoźıch definic nebudeme opět vypisovat celou

formálńı definici, ale pouze tu část, která bude pozměněna.

Znakem ⇐ budeme dále myslet d̊ukaz, že některá z předchoźıch definic (např.

př́ımo základńı definice) jde převést (nasimulovat) na naši novou definici a ⇒ bude

naopak znamenat převod nové definice na předchoźı. Jméno definice, se kterou

budeme dokazovat ekvivalenci, bude vždy uvedeno na začátku d̊ukazu.

3.1 Turing̊uv stroj rozš́ı̌rený o N

Mějme Turing̊uv stroj, který kromě př́ıkaz̊u L a R má nav́ıc ještě př́ıkaz N . Tento

př́ıkaz bude znamenat, že hlava z̊ustane na stejném poĺıčku (nikam se neposune).
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Přechodová funkce bude v takovém př́ıpadě vypadat takto:

δ : Q× Σ → Q× Σ× {L,N,R}

Ekvivalence se základńı definićı: ⇐ Pokud N nepoužijeme v definici přecho-

dové funkce, źıskáme okamžitě předchoźı definici. Základńı definice je speciálńı

př́ıpad této definice.

⇒ Krok N bude vždy nahrazen kroky: doleva L, kde hlava nebude přepisovat

dané poĺıčko, a zpět R.

3.2 Vı́cekrokový Turing̊uv stroj

Jedná se o Turing̊uv stroj s jedinou modifikaćı: namı́sto {L,R} máme v přechodové

funkci př́ımo {nL, nR}, pro konečně mnoho n ∈ N+. Hlava při jednom pr̊uchodu

přechodovou funkćı udělá, mı́sto jednoho kroku daným směrem, př́ımo n krok̊u.

Můžeme mı́t např́ıklad Turing̊uv stroj, který ve své přechodové funkci použ́ıvá

pouze {2L, 2R, 3L, 5R}. Hlava tohoto stroje tedy při jednom výpočtu může dělat

pouze dva, nebo tři kroky doleva, resp. dva, nebo pět krok̊u doprava.

Ekvivalence se základńı definićı: ⇐ Pokud v celé přechodové funkci polož́ıme

všechna n = 1, źıskáme okamžitě stroj dle základńı definice.

⇒ Pokud se bude v přechodové funkci v́ıcekrokového stroje nacházet:

δ(q1, a) = (q2, b, nL), n ∈ N

definujeme přechodovou funkci základńıho stroje:

δ(q1, a) = (q2,n, b, L)

δ(q2,i+1, a) = (q2,i, a, L), i = N − 1, . . . , 2, 1, a ∈ Σ

δ(q2,1, a) = (q2, b, L), a ∈ Σ.

Oba stroje přečetly znak a, přepsali ho znakem b a posunuly hlavy o n mı́st dol-

eva. Analogicky definujeme i pohyb doprava pro libovolný stav. T́ımto zp̊usobem

okamžitě dostaneme simulaci v́ıcekrokového stroje.

Př́ıklad: Mějme Turing̊uv stroj, který obdrž́ı-li na vstup 8-bitové č́ıslo, správně

rozhodne, zda je liché.

Jelikož předpokládáme 8-bitové č́ıslo, stač́ı pro v́ıcekrokový stroj definovat přecho-

dovou funkci pro i = 0, 1 takto:

δ(q0, i) = (q1, i, 7L)
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δ(q1, 0) = (qzamitne, 0, R)

δ(q1, 1) = (qprijme, 1, R)

Základńı stroj dostane pro stejný postup instrukce:

δz(qj, i) = (qj+1, i, R), j = 0, 1, . . . , 6

δz(q7, 1) = (qprijme, 1, R)

δz(q7, 0) = (qzamitne, 0, R)

Oba stroje vykonaly stejný počet krok̊u hlavou, ale v́ıcekrokový stroj použil přecho-

dovou funkci pouze dvakrát, zat́ımco základńı stroj ji použil sedmkrát.

Základńı stroj by v tomto př́ıpadě mohl mı́t i jednodušš́ı přechodovu funkci.

Mohl by naj́ıt konec slova a pak se vrátit na posledńı znak, podle kterého by určil

výsledek.

δz(q0, 0) = (q0, 0, R)

δz(q0, 1) = (q0, 1, R)

δz(q0,Λ) = (q1,Λ, L)

δz(q1, 0) = (qzamitne, 0, R)

δz(q1, 1) = (qprijme, 1, R)

V tomto př́ıpadě budeme volat funkci δz devětkrát, ale jej́ı výhodou je, že by mohla

být užita i pro řetězec libovolné délky.

Vı́cekrokový Turing̊uv stroj se hod́ı pro konstantńı zrychleńı, protože ubyly

kroky, během kterých se hlava jen posouvá přes pole, která během výpočtu neměńı

a která neovlivńı stav stroje. Nebude tedy potřeba definovat n (a v́ıce) př́ıkaz̊u

(a stav̊u), mı́sto kterých bude jen jeden př́ıkaz. Tato definice je názorněǰśı a časově

úsporněǰśı.

3.3 Turing̊uv stroj s jednosměrně

nekonečnou páskou

Mějme Turing̊uv stroj jako v základńı definici, s jediným rozd́ılem: páska bude

pouze jednosměrně nekonečná. Bude zač́ınat poĺıčkem se symbolem •, který nep̊ujde

přepsat, ani z něj nebude hlava moci postoupit doleva. Přechodová funkce bude pro

tento znak vždy definována takto:

δ(q, •) = (p, •, R), kde q ∈ Q \ {qprijme, qzamitne}, p ∈ Q.
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Obrázek 3.1: Stroj, jehož páska zač́ıná symbolem •

Vstup se běžně uvád́ı od prvńıho zapisovaćıho poĺıčka doprava. Představu si můžeme

vytvořit např́ıklad podle obrázku 3.1.

Ekvivalence s v́ıcekrokovým Turingovým strojem: ⇒ do pracovńı abecedy

přidáme znak • a v prvńım kroku ho zaṕı̌seme před vstup. Hlava pak postouṕı

na prvńı poĺıčko vstupu a dále bude přechodová funkce definována stejně jako

u jednopáskového stroje.

⇐ Oč́ıslujeme pole nového stroje:

j, i, 0,−1, 1,−2, 2, . . .

kde j je poĺıčko ve kterém se nacháźı symbol •. Do poĺıčka s indexem i zaṕı̌seme

znak ◦. Tyto dva znaky stroj nebude přepisovat. Z poĺıčka s indexem i bude

hlava postupovat pouze podle instrukce R a z poĺıčka s indexem j podle 3R.

Na ostatńıch poĺıčkách se bude hlava pohybovat vždy o dvě poĺıčka podle 2L, 2R

ve smyslu L,R. Tedy na poĺıčkách s kladným a nulovým indexem bude postupovat

2L ve smyslu L a 2R ve smyslu R stroje s oboustranně nekonečnou páskou. Na

poĺıčkách se záporným indexem pak opačně: 2L ve smyslu R a 2R ve smyslu L.

Poĺıčka i, j pak slouž́ı pouze jako regulačńı poĺıčka, která otáč́ı tyto smysly pohybu.

T́ımto jsme źıskali stroj, který pracuje stejně jako stroj s oboustranně nekonečnou

páskou č́ıslovaný:

. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .

Vzhledem k poĺıčk̊um i, j si stroj nemuśı poč́ıtat index poĺıčka, na kterém se právě

nacháźı. Jeho přechodová funkce se pak kromě změn u L,R rozš́ı̌ŕı pouze takto:

δ(q, ◦) = (q, ◦, R)

δ(q, •) = (q, •, 3R), kde q je libovolný stav z Q \ {qprijme, qzamitne}.

3.4 Vı́cepáskový Turing̊uv stroj

Mějme Turing̊uv stroj, jehož pamět’ se nacháźı na v́ıce páskách, jejichž počet je vždy

předem pevně daný. Každá páska má svou vlastńı hlavu. Všechny hlavy ovlivňuj́ı

stav stroje, č́ımž mezi sebou komunikuj́ı. Pokud hlava na jedné pásce čte 0, v́ı o této
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informaci i všechny hlavy na ostatńıch páskách a podle toho dále poč́ıtaj́ı. Tomu

odpov́ıdá definice přechodové funkce:

δ : Q× Σn → Q× Σn × {L,R}n,

kde n je počet pásek stroje.

Např́ıklad výraz

δ(qi, a1, . . . , an) = (qj, b1, . . . , bn, L,R, . . . , L)

znamená, že pokud je stroj ve stavu qi a hlavy čtou na každé z pásek symboly

v daném pořad́ı a1, . . . , an, pak má stroj přej́ıt do stavu qj, zapsat postupně na

každou z pásek symbol b1, . . . , bn a pohnout každou z hlav podle zápisu (prvńı

doleva, druhou doprava, . . ., posledńı doleva).

Př́ıpadně můžeme uvažovat i v́ıcekrokový v́ıcepáskový Turing̊uv stroj, kde d̊ukaz

ekvivalence je analogický d̊ukazu u v́ıcekrokové a základńı definice. Budeme tedy

rovnou dokazovat pro v́ıcekrokové stroje.

Ekvivalence s v́ıcekrokovým Turingovým strojem: ⇐ Jednopáskový stroj je

speciálńı př́ıpad pro n = 1.

⇒ Podle [2]: Necht’ má v́ıcepáskový Turing̊uv stroj právě n pásek, kde n ∈ N.
Poĺıčka těchto pásek oč́ıslujeme

. . . ,−2i,−1i, 0i, 1i, 2i, . . . , i = 1, . . . , n, znač́ı i-tou pásku.

Pásku v́ıcekrokového stroje oč́ıslujeme:

. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . .

Tuto pásku rozděĺıme modulo n, tedy např́ıklad k, k ≤ n, vezmeme z naš́ı pásky

poĺıčka s indexy:

. . . ,−2n+ k,−n+ k, k, n+ k, 2n+ k, . . .

do kterých vyṕı̌seme postupně pásku k v́ıcepáskového stroje. Hlava pak postupuje

po k-té pásce tak, že postupuje vždy o n poĺı ve smyslu nL, nR, tedy po indexech

k modulo n. Informaci o pozićıch hlav na jednotlivých páskách potom bude potřeba

zajistit pomoćı přechodové funkce.

⇒ Podle [5]: Daľśı možnost́ı je zavést si do pracovńı abecedy symboly, které

budou značit vždy začátek ♡ a konec ♣ pásek a s jejich pomoćı můžeme rozdělit

pásku základńıho stroje. Př́ıklad pro dvě pásky je uveden v tabulce 3.1. Pomocné

poĺıčko mezi ♣ a ♡ slouž́ı jako pamět’, kam si stroj bude zapisovat poznámky z právě

opouštěné pásky.
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♡ 1. páska ♣ pomocné poĺıčko ♡ 2. páska ♣

Tabulka 3.1: Rozděleńı pásky základńıho stroje

Pokud hlava přejde na daľśı pásku, zaṕı̌se na pomocné poĺıčko znak, který povede

stroj k tomu, aby se vrátil na správné poĺıčko pásky. Tato informativńı poĺıčka muśı

být ohraničena z obou stran, aby nedošlo k přepisu dat na pásce. V př́ıpadě úplného

využit́ı prostoru mezi ♡ a ♣. Pokud by došlo k tomu, že by se kapacita vyhrazeného

mı́sta pro libovolnou z pásek úplně zaplnila, uložila by hlava dočasnou informaci

do pomocného poĺıčka a posunula by zbytek celé pásky základńıho stroje doprava

(resp. doleva), aby vzniklo daľśı mı́sto a platilo, že každá z pásek má nekonečný

prostor k zapisováńı.

Př́ıklad:Mějme Turing̊uv stroj, který provád́ı operaci sč́ıtáńı dvou č́ısel v binárńım

zápisu.

Můžeme vźıt tř́ıpáskový Turing̊uv stroj. Na prvńı dvě pásky zaṕı̌seme č́ısla

v binárńım tvaru, která chceme seč́ıst. Na třet́ı pásku bude stroj během výpočtu

postupně zapisovat jednotlivé cifry výsledku.

Na 1. a 2. pásce nejprve obě hlavy dojdou na posledńı znak obou č́ısel (např.

najdou prvńı prázdný znak Λ) a vrát́ı se o pole doleva. Pak budou postupovat

po jednom poĺıčku doleva až dojdou na konec jednoho z nich (nebo i obou č́ısel

najednou). Před kratš́ı č́ıslo přiṕı̌se stroj znaky 0, dokud nedojde na konec deľśıho

č́ısla. Následně ještě přiṕı̌se před obě č́ısla 0. Pak hlavy opět dojdou na konec obou

č́ısel, třet́ı hlava na své pásce také postouṕı o stejný počet krok̊u doprava a stroj

přejde do stavu q1.

Dále postupujeme školským algoritmem: 1. a 2. hlava přečtou č́ıslice a 3. hlava

zaṕı̌se druhou č́ıslici součtu a prvńı si bude pamatovat. Ve stavu q1 se bude 3. hlava

chovat takto: pro 0+0 a 1+1 zaṕı̌se 0, pro 0+1 a 1+0 zaṕı̌se 1 a posune se o pole

doleva. Pokud nav́ıc nastane př́ıpad 1 + 1, přejde stroj do stavu q2, jinak z̊ustane

v q1. Stav q2 bude značit stav, kdy přič́ıtáme ještě jednu jedničku z předešlého

výpočtu. V tomto stavu se bude stroj chovat takto: pro 0 + 0 a 1 + 1 zaṕı̌se 1, pro

0 + 1 a 1 + 0 zaṕı̌se 0 a posune se o pole doleva. V př́ıpadě 0 + 0 přejde stroj zpět

do stavu q1, jinak z̊ustane v q2.

Pokud obě hlavy na prvńıch dvou páskách dojdou na prázdný znak, stroj se

zastav́ı a podá výstup z 3. pásky.

Na jednopáskovém stroji bychom museli zapsat č́ısla za sebe např́ıklad tak, že

bychom předpokládali maximálńı délku č́ısel k, mezi nimi by vždy byl uveden pra-

covńı znak α, který by je odděloval, a hlava by pak postupovala o k krok̊u mezi

jednotlivými částmi pásky a za posledńım α by poč́ıtala součet.
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Vı́cepáskový Turing̊uv stroj je jednou z jeho nejd̊uležitěǰśıch verźı a vycházej́ı

z ńı i složitěǰśı modely reálných stroj̊u. Dovoluje uchovávat několik r̊uzných údaj̊u

najednou s rychlým př́ıstupem k nim. Je také názorněǰśı a přehledněǰśı pro vněǰśıho

pozorovatele, ale i úsporněǰśı na časovou složitost.

3.5 Turing̊uv stroj s v́ıce hlavami

Mějme Turing̊uv stroj podle základńı definice, který má namı́sto jedné hlavy v́ıce

hlav na stejné pásce. Tento stroj je svým zp̊usobem analogický v́ıcepáskovému

Turingovu stroji. Má stejnou přechodovou funkci, ale pouze jednu pásku. Každá

z hlav má informace jen o poĺıčku, na které právě ukazuje, a o stavu, ve kterém se

nacháźı stroj. Může ale nastat, že se dvě a v́ıce hlav dostanou na stejné poĺıčko. Je

potřeba určit prioritu jednotlivých hlav, neboli, že jedna hlava pracuje jako prvńı,

skonč́ı a pak teprve začne pracovat daľśı. Je také možné u některých hlav zvolit,

že mohou jen č́ıst a u jiných, že mohou jen zapisovat. Např́ıklad můžeme mı́t stroj

se třemi hlavami, kde prvńı hlava může pouze č́ıst, druhá může č́ıst i zapisovat

a třet́ı pouze zapisovat.

Ekvivalence se základńım Turingovým strojem: ⇐ Jedná se o stejný př́ıpad

s počtem hlav rovným jedné.

⇒Definujeme přechodovou funkci tak, aby jediná hlava základńıho stroje vykon-

ala postupně to, co 1. hlava, pak přešla na mı́sto 2. a zapsala dle instrukćı to samé,

co 2. hlava, pak se přesunula na mı́sto daľśı hlavy atd. Pak se vrátila opět na mı́sto

1. hlavy. To budeme stále opakovat.

3.6 Turing̊uv stroj s v́ıce abecedami

Pro v́ıcepáskové stroje je nav́ıc možno definovat v́ıce abeced. Např́ıklad vstupńı

abecedu Θ1 pro prvńı pásku, výstupńı Θ2 pro druhou, nebo př́ıpadně pro každou

pásku jinou abecedu.

Ekvivalence s v́ıcepáskovým Turingovým strojem: ⇐ Budeme poč́ıtat pouze

s vstupńı a pracovńı abecedou. Pak se bude jednat o v́ıcepáskový Turing̊uv stroj

definovaný výše.

⇒ Naopak všechny abecedy, které nová definice už́ıvá, slouč́ıme v pracovńı

abecedu Σ. Vstupńı a výstupńı, pak slouč́ıme také v jednu abecedu, která bude

odpov́ıdat abecedě Θ dle základńı definice.
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Vı́ce abeced se opět hod́ı pro přehlednost. Př́ıpadně zaj́ımá-li nás v́ıce r̊uzných

informaćı ohledně výstupu a podobně. Jedná se však hlavně o formálńı definici,

stroj jinak pracuje úplně stejně jako v́ıcepáskový Turing̊uv stroj.
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Kapitola 4

Méně uvažované modifikace

Turingových stroj̊u

V této kapitole se budeme věnovat modifikaćım Turingova stroje, které jsou méně

obvyklé. Simulace některým z předchoźıch stroj̊u mohou být méně názorné a časově

náročněǰśı než předchoźı simulace. Při dokazováńı ekvivalence budeme postupovat

jako v předchoźı kapitole.

4.1 2D Turing̊uv stroj

Prostorový, neboli 2D Turing̊uv stroj má pamět’ myšlenou jako nekonečnou plochu,

rozdělenou na jednotlivá poĺıčka [3]. Ta maj́ı sousedy ze čtyř r̊uzných stran. Můžeme

si ji představit jako nekonečný čtverečkový paṕır, po němž hlava postupuje vždy

po sousedńıch čtverečćıch. Postup je tedy možný jedńım ze směr̊u: doleva L, do-

prava R, nahoru U a dol̊u D.

Přechodová funkce 2D stroje je tvaru:

δ : Q× Σ → Q× Σ× {L,R, U,D} .

Pro přehlednost zavedeme systém souřadnic (x, y) analogicky jako u Z2 bez os.

Souřadnice x znač́ı horizontálńı posun odpov́ıdaj́ıćı L a R a y vertikálńı odpov́ıdaj́ıćı

U a D, kde x, y ∈ Z \ {0}.
Pamět’ si rozděĺıme na čtyři kvadranty. Prvńı kvadrant bude mı́t obě složky

kladné, druhý bude mı́t prvńı složku x zápornou a druhou složku y kladnou. Třet́ı

kvadrant bude mı́t obě složky záporné a čtvrtý prvńı složku x kladnou a druhou

složku y zápornou.

Pro názornost si uved’me tabulku 4.1, kde ukazujeme souřadnice několika poĺıček

kolem počátečńıho poĺıčka, které budeme dále vždy značit (1, 1).
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(−2, 2) (−1, 2) (1, 2) (2, 2)

(−2, 1) (−1, 1) (1, 1) (2, 1)

(−2,−1) (−1,−1) (1,−1) (2,−1)

(−2,−2) (−1,−2) (1,−2) (2,−2)

Tabulka 4.1: Souřadnice paměti 2D Turingova stroje

Ekvivalence s Turingovým strojem s jednosměrně nekonečnou páskou:

⇐ Budeme poč́ıtat pouze s možnostmi posunu hlavy {L,R} po poĺıčkách (n, 1),

kde n ∈ N+. V poĺıčku (−1, 1) bude znak konce pásky, který nebude možno přepsat

a ze kterého nebude hlava nikdy postupovat doleva.

S čtyřpáskovým Turingovým strojem: ⇒ Zpočátku budeme uvažovat pouze

poĺıčka (x, y) z prvńıho kvadrantu, kde x, y ∈ N+.

Nejprve definujeme funkci f1 : N×N → N, která oč́ısluje všechna poĺıčka prvńıho
kvadrantu paměti 2D stroje takto:

f1(x, y) =
(x+ y − 2)(x+ y − 1)

2
+ x

Neboli č́ıslujeme po diagonálách vedoućıch doleva dol̊u:

• f1(1, 1) = 1

• f1(1, 2) = 2, f1(2, 1) = 3

• f1(1, 3) = 4, f1(2, 2) = 5, f1(3, 1) = 6

• . . .

T́ım źıskáme oč́ıslováńı každého poĺıčka prvńıho kvadrantu, jak je ukázáno v tab-

ulce 4.2.

Pro celou plochu 2D stroje, kde x, y ∈ Z \ {0} bude oč́ıslováńı vypadat takto:

Vezmeme absolutńı hodnotu souřadnic x a y, spoč́ıtáme 4 · f1(|x| , |y|) + q, kde

q = 0, 1, 2, 3 podle kvadrantu ve kterém se nacháźıme. Bude tedy platit:

1. kvadrant bude č́ıslován 4 · f1(|x| , |y|) + 0

2. kvadrant bude č́ıslován 4 · f1(|x| , |y|) + 1

3. kvadrant bude č́ıslován 4 · f1(|x| , |y|) + 2
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4 8 13

2 5 9

(−1, 1) 1 3 6

(−1,−1) (1,−1) (2,−1) (3,−1)

Tabulka 4.2: Oč́ıslováńı prvńıho kvadrantu funkćı f1

4. kvadrant bude č́ıslován 4 · f1(|x| , |y|) + 3

Z toho můžeme určit funkci f , která nám oč́ısluje celou plochu paměti 2D stroje:

f(x, y) = 4 · f1(|x| , |y|) + q = 2 ∗ (|x|+ |y| − 2)(|x|+ |y| − 1) + |x|+ q

Je tedy zřejmé, že z indexu poĺıčka snadno zjist́ıme v jakém jsme kvadrantu, pokud

si spoč́ıtáme f(x, y) mod 4.

Čtyřpáskový Turing̊uv stroj bude použ́ıvat dvě pásky pouze k tomu, aby určil

polohu hlavy 2D stroje. Jedné z nich tedy budeme pracovně ř́ıkat x a druhé y.

Na pásce x budeme mı́t prvńı souřadnici a na pásce y druhou. Zpočátku bude na

obou zapsána 1. Tedy posuny 2D stroje: L a R budou odpov́ıdat−1 a +1 na pásce x,

U a D budou odpov́ıdat +1 a −1 na pásce y.

Z těchto dvou pásek je pak snadné si pomoćı funkce f poč́ıtat na třet́ı pásce,

o kolik poĺıček se bude muset posunout hlava na čtvrté pásce.

Na čtvrtou pásku uvedeme vstup zapsaný postupně podle oč́ıslovaných poĺıček

funkćı f . Na tuto pásku tedy převedeme všechny výpočty 2D stroje. Pokud se hlava

2D stroje posune o poĺıčko, hlava na této pásce se posune o tolik poĺıček, kolik urč́ı

funkce f , kterou si stroj poč́ıtá na třet́ı pásce.

Z počátku budou hlavy na páskách x a y ukazovat na 1, na třet́ı pásce bude

zapsána 1 a na čtvrté pásce bude hlava ukazovat na počátek vstupu, který se

v 2D stroji nacházel na poĺıčku (1, 1).

T́ım jsme źıskali čtyřpáskový Turing̊uv stroj, který simuluje 2D Turing̊uv stroj.

Lze rovněž uvažovat 2D Turing̊uv stroj s v́ıce hlavami nebo v́ıce pamět’mi, ana-

logicky jako v́ıcepáskový stroj (př́ıpadně kombinace pásek a ploch coby paměti).

4.2 Turing̊uv stroj – Strom

Verze Turingova stroje, kterou budeme dále nazývat Strom, má pamět’ myšlenou

jako binárńı strom. Jedná se o nekonečnou pásku s počátkem, kde všechna poĺıčka,
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kromě počátečńıho, soused́ı se třemi poĺıčky. Přechodová funkce je tvaru:

δ : Q× Σ → Q× Σ× {O,LS, PS},

kde O znač́ı posun hlavy na předch̊udce (nebo také otce) poĺıčka, na které hlava

ukazuje. LS znač́ı posun hlavy na levého syna (následńıka) a PS na pravého syna.

V počátečńım poĺıčku bude zapsán znak •, který nebude možno přepsat. Z to-

hoto poĺıčka se dá postoupit pouze na levého syna posunem hlavy podle LS.

V prvńım poĺıčku bude zapsán nepřepsatelný znak z toho d̊uvodu, abychom ošetřili

př́ıpady, kdy by stroj chtěl postoupit z kořene do jeho předch̊udce. Jako kořen bude

sloužit levý syn poĺıčka se znakem •. Dále z každého poĺıčka budeme moci postupo-

vat vždy na otce a na oba následńıky, podle toho, jak bude definovaná přechodová

funkce.

Źıskáme t́ım pásku s počátkem ve tvaru binárńıho stromu s jedńım poĺıčkem nad

kořenem, která se v každém vrcholu větv́ı do dvou nekonečných binárńıch stromů.

Poĺıčko nad kořenem se znakem • zavád́ıme proto, abychom snadno źıskali model

jednosměrného Turingova stroje. Možnou představu si můžeme vytvořit pomoćı

obrázku 4.1.

Vstup budeme zapisovat vždy od kořene do levé větve stromu. Šlo by také ř́ıci,

že při zápisu vstupu by hlava postupovala pořád takto: zapǐs znak a přejdi do levého

syna LS.

Ekvivalence s Turingovým strojem s jednosměrně nekonečnou páskou:⇐Máme

jednopáskový stroj s přechodovou funkćı:

δ : Q× Σ → Q× Σ× {L,R} .

Přechodovou funkci Turingova stroje – Stromu definujeme pouze na {O,LS}, č́ımž

źıskáme přechodovou funkci:

δ : Q× Σ → Q× Σ× {O,LS}

která bude až na značeńı pohybu hlavy ekvivalentńı přechodové funkci jednopás-

kového stroje. Neboli postupujeme pouze po jedné větvi stromu, tedy z každého

poĺıčka pouze do dvou směr̊u.

S dvoupáskovým Turingovým strojem:⇒ Nyńı chceme ukázat, že výpočet stroje

Stromu, můžeme poč́ıtat i pomoćı dvoupáskového stroje. Pásku Stromu oč́ıslujeme

postupně po úrovńıch stromu (viz obrázek 4.1), počátečńı poĺıčko se znakem • bude

mı́t č́ıslo 0, kořen bude mı́t č́ıslo 1, jeho následńıci 2 a 3, jejich následńıci 4, 5, 6, 7

atd.

Je tedy zřejmé, že každý levý následńık má po oč́ıslováńı index rovný dvojnásobku

svého předch̊udce a pravý následńık má index rovný dvojnásobku plus jedna. Naopak
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Obrázek 4.1: Oč́ıslováńı binárńıho stromu po úrovńıch

každý předch̊udce má index rovný dolńı celé části poloviny svého syna. Pokud

např́ıklad jsme na poĺıčku oč́ıslovaném k ∈ N+. Pak jeho levý syn má č́ıslo 2k

a pravý 2k + 1 a jeho předek
⌊
k
2

⌋
.

Dvoupáskový stroj dostane na prvńı pásce vstup, který bude seřazen po úrovńıch

stromu, tedy 1, 2, 4, 8, . . . podle oč́ıslováńı Stromu. Druhá páska pak bude sloužit

k výpočt̊um, o kolik se má posunout hlava na prvńı pásce podle výše uvedených

pravidel. Z počátku bude na této pásce zapsána 1 a hlava na prvńı pásce bude

ukazovat na znak zapsaný v kořeni stromu.

Turing̊uv stroj s větvenou páskou by se mohl už́ıvat např́ıklad pro snazš́ı zápis

stromů ve smyslu graf̊u (tedy graf o jedné komponentě, který nemá cykly). Jak však

zapsat libovolný strom jako binárńı strom?

Poznámka: Každý strom lze zapsat do binárńıho stromu.

Tato poznámka obecně [3] známá a uvád́ıme ji pro úplnost.

Převod vypadá takto: kořen přeṕı̌seme do kořene. Pro přehlednost budeme mlu-

vit o otćıch a synech v binárńım stromu a předch̊udćıch a následńıćıch ve stromu.

Necht’ máme libovolný vrchol, který má k následńık̊u, kde k ∈ N.

• Jeho prvńı následńık bude v binárńım stromu zapsán na mı́stě jeho levého

syna.

• Jeho druhý následńık bude v binárńım stromu zapsán na mı́stě pravého syna

jeho levého syna, tedy jako pravý syn jeho prvńıho následńıka

• Jeho třet́ı následńık bude v binárńım stromu zapsán na mı́stě pravého syna

druhého následńıka.

• . . .
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• Jeho k-tý syn bude v binárńım stromě zapsán na mı́stě pravého syna jeho

k − 1-ńıho následńıka.

Ukažme si to na př́ıkladně pro k = 3:

Obrázek 4.2: Strom tvaru: kořen s třemi syny

Máme strom, kde kořen K má tři následńıky v pořad́ı A,B,C, viz obrázek 4.2.

Při převodu na binárńıho strom bude kořen K mı́t levého syna A a nebude mı́t

pravého syna. Vrchol A pak bude mı́t pouze pravého syna B a ten bude mı́t zase

pouze pravého syna C. Tento binárńı strom je uveden na obrázku 4.3.

Obrázek 4.3: Binárńı strom vzniklý ze stromu z obrázku 4.2

Tedy převedeme-li libovolný strom na binárńı strom, bude mı́t každý vrchol své

syny zapsané v pravé větvi levého syna. Své bratry bude mı́t zapsané ve své pravé

větvi. Kořen nebude mı́t žádného pravého syna, protože kořen nemá žádné prvky

na stejné úrovni. U každého vrcholu bude záležet na tom, zda se jedná o levého

syna, potom jeho otec je jeho předch̊udcem, nebo o pravého syna, potom jeho otec

je v p̊uvodńım stromu na stejné úrovni.

Př́ıklad: Na obrázku 4.4 vid́ıme převod stromu s libovolným počtem následńık̊u

do binárńıho stromu. Ṕısmena v obou stromech znač́ı vrcholy, které maj́ı stejný

význam určený stromem vlevo.
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Obrázek 4.4: Strom nalevo převedený do binárńıho stromu napravo

T́ımto zp̊usobem jde libovolný strom zapsat do binárńıho stromu a tedy i námi

definovaný Turing̊uv stroj by mohl pracovat s libovolným stromem.
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Kapitola 5

Nedeterministický Turing̊uv stroj

Nedeterministický Turing̊uv stroj budeme definovat pomoćı základńıho Turingova

stroje s t́ım rozd́ılem, že pro libovolnou dvojici Q×Σ může existovat v́ıce než jeden

přechod do Q× Σ× {L,R}. Přechodová funkce bude tvaru

δ : Q× Σ → P(Q× Σ× {L,R}),

kde P znač́ı potenčńı množinu. Přechodová funkce nyńı nevede nejvýše do jediného

možného prvku množiny Q×Σ×{L,R}, ale př́ımo do celé jej́ı podmnožiny a stroj

může použ́ıvat jakoukoliv z těchto instrukćı. Máme tedy v́ıce možnost́ı, kudy se může

výpočet stroje ub́ırat. Vede-li některá z možnost́ı postupu stroje k přij́ımaj́ıćımu

stavu, řekneme, že nedeterministický Turing̊uv stroj přij́ımá na daném vstupu.

Nedeterministický Turing̊uv stroj je rozš́ı̌reńım deterministického Turingova stro-

je, se kterým jsem se setkali v předchoźıch kapitolách. Zat́ımco deterministický stroj

má předem přesně dáno, jak bude poč́ıtat, nedeterministický stroj může poč́ıtat v́ıce

zp̊usoby. Deterministický stroj ve stavu q po přečteńı znaku a bude vždy postupo-

vat stejně. Nedeterministický stroj přečte znak a ve stavu q a potom se rozhodne,

jak dále poč́ıtat podle možnost́ı z jeho přechodové funkce (j́ıt směrem L, či R, přej́ıt

do stavu q, nebo do jiného stavu).

Podrobněji o nedeterminismu pojednává např́ıklad [5].

Všechny možné výpočty nedeterministického stroje můžeme zapsat do stromu.

Každá hrana bude značit jednu možnou volbu podle přechodové funkce. Jedna větev

tedy bude značit jeden možný zp̊usob, jakým by stroj mohl pracovat. Důležité je,

existuje-li jedna konečná větev, která vede k přij́ımaj́ıćımu stavu.

Vezměme si např́ıklad graf G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u a E množina

hran grafu G. Ten může být reprezentován např́ıklad na 2D stroji svou incidenčńı

matićı. Zvoĺıme si dva vrcholy: v1, v2 ∈ V . Budeme zjǐst’ovat, jestli mezi nimi exis-

tuje cesta. Začneme ve vrcholu v1 a stavu stroje q0. Pokud z v1 vede v́ıce hran, je
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v́ıce možnost́ı, kudy by mohl Turing̊uv stroj postupovat. Nedeterministický stroj se

tedy rozhodne pro jednu z hran a přejde na vrchol na druhém konci. Z něj pak pos-

tupuje stejně, jako ve vrcholu v1, nejedná-li se př́ımo o vrchol v2, kde jeho výpočet

konč́ı úspěchem a stroj přejde do stavu qprijme. Existuje-li cesta mezi v1 a v2, pak

je možnost, že si stroj pokaždé vybere tu správnou hranu, kterou se dále vydat, a

dojde až do vrcholu v2. Pak ř́ıkáme, že nedeterministický stroj přij́ımá na daném

vstupu. Tento výpočet by se dal zapsat do stromu, kde v kořeni by byl vrchol v1.

Jeho synové by pak byly vrcholy, se kterými je v1 spojen hranou. Pokud se v grafu

nacháźı cyklus, pak takový strom může mı́t i nekonečné větve, ale pokud existuje

cesta mezi v1 a v2, bude mı́t větev konečné délky, která povede k přij́ımaj́ıćımu

stavu. Pak by výpočet stroje skončil úspěchem.

Věta: Ke každému nedeterministickému Turingovu stroji existuje ekvivalentńı de-

terministický Turing̊uv stroj takový, že oba př́ıj́ımaj́ı stejný jazyk.

Deterministický Turing̊uv stroj můžeme také zařadit mezi nedeterministické

stroje. P obsahuje vždy maximálně jedinou možnou cestu dál. Otákou je, jak nap-

sat přechodovou funkci deterministického Turingova stroje tak, aby pracoval stejně

jako nedeterministický? Tedy aby se zastavil, nebo nezastavil vždy stejně jako nede-

terministický stroj.

Ideou d̊ukazu je, že deterministický stroj bude postupně procházet všechny větve

možného postupu nedeterministického stroje po úrovńıch, podobně jako u Turingova

stroje – Stromu. Např́ıklad je možné použ́ıt tř́ıpáskového deterministického stroje,

který na prvńı pásce dostane vstup, ten zkoṕıruje na druhou pásku a pomoćı třet́ı

pásky zkouš́ı možnosti, kudy by se mohl ub́ırat výpočet nederministického stroje.

Našel-li by deterministický stroj přij́ımaj́ıćı stav, přijal by daný vstup. V opačném

př́ıpadě by se nezastavil.

Podrobný d̊ukaz je možné nalézt v [5].

Narozd́ıl od deterministického stroje, který má předem pevně stanoveno, jak

bude na základě čteného symbolu postupovat, má nedeterministický stroj v́ıce

možnost́ı jak postupovat. Můžeme tedy ř́ıci, že deterministické Turingovy stroje

jsou součást́ı nedeterministických stroj̊u(viz [4]).

Naše simulace ukazuje, že náročnost výpočtu roste s t́ım, na jak ńızké úrovni je

přij́ımaćı stav. Tato náročnost je exponenciálně větš́ı. Je stále otevřenou otázkou,

zdali tato náročnost nejde zmenšit.
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Kapitola 6

Závěr

Dle Church-Turingovy teze nezálež́ı na tom, kterou z variant Turingova stroje

zvoĺıme pro naše výpočty. Jak jsme v této práci ukázali, každý z námi definovaných

Turingových stroj̊u, včetně Stromu, tuto tezi potvrzuje.

Turingovy stroje slouž́ı k formálńımu modelováńı poč́ıtače a jejich varianty se

hod́ı k r̊uzným využit́ım. Běžně rozlǐsujeme pouze to, zda je Turing̊uv stroj nede-

terministický, nebo neńı. Všechny definice z kapitol 2 – 4 jsou obecně nazývány

deterministické. Takto definované stroje maj́ı na daném vstupu vždy jednoznačně

určeno, jak a co budou dále poč́ıtat.

Někdy nám zálež́ı i na časové a prostorové složitosti výpočtu, které měř́ıme

počtem pohyb̊u hlavy a počtem poĺıček pásky hlavou navšt́ıvených, a vyjadřujeme je

jako funkci délky vstupu. Dva stroje mohou poč́ıtat tutéž funkci, ale složitost jejich

výpočtu se může výrazně lǐsit. Tyto otázky jsou předmětem tzv. teorie vypočetńı

složitosti, viz. např́ıklad [5].

Už́ıváme-li pojem Turingova stroje, můžeme mı́t na mysli libovolnou definici

z kapitol 2 – 4, neńı-li předem pevně stanoven jeden určitý typ definice.
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