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Abstrakt: Tato bakalarska prace uvadi ¢tenaie do problematiky matematické epi-
demiologie. Na dvou zakladnich modelech popisujicich pribéh pfenosu infekéniho
onemocnéni je struéné€ objasnéno, jak dany model sestavit a dale analyzovat. Jsou
vysvétleny zakladni pojmy, zahrnuty demografické efekty a prace plynule pirechazi k
vislou na Case a vedou na systémy diferencialné-integralnich rovnic. U konkrétniho
ST* R modelu je pak postupné provedeno jeho odvozeni, ovéfeni korektnosti a s vyu-
zitim Banachovy véty o pevném bodé je dokazana globalni existence a jednoznacnost
feseni odpovidajici soustavy rovnic. Rovnéz je ukazana existence prislusnych staci-
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model typu SEIS.
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Abstract: This bachelor thesis introduces questions concerning mathematical epi-
demiology. Two basic models, describing the course of transmission of an infectious
disease, briefly demonstrate how to build such a model and how to analyze it. Some
basic concepts are explained and also demographic effects are introduced. The thesis
then fluently comes to study more realistic models, which consider diseases with a
time dependent infectivity. These models lead to the systems of differential and in-
tegral equations. A particular ST*R model is subsequently derived and it is found
out if this model is properly posed. Global existence and uniqueness of a solution of
corresponding system of equations is proved, using the Banach fixed point theorem.
Also existence of disease-free equilibrium and endemic equilibrium is shown. The
main part of the thesis is concluded with a slightly different S7*S model and it is
performed how to obtain an ordinary, more structured model of the SEIS type.
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Pouzité symboly a zkratky

R mnozina realnych cisel

Ry mnoZina nezapornych redlnych ¢isel, tj. {z € R: x > 0}

Ry mnozina nekladnych redlnych ¢isel, tj. {x € R: z < 0}

R™ n-rozmérny realny prostor

v=(v1,...,0,)7  n-rozmérny sloupcovy vektor

o] = O, vf)l/ ?  eukleidovskd norma n-rozmérného vektoru

ab tisecka spojujici body a,b € R™, tj. ab = {a +&b: € € [0,1]}
C([0,77) normovany linedrni prostor funkci

spojitych na uzavieném intervalu [0, 7]

A = (ai)} =1 matice typu n X n
det(A) determinant matice A
tr(A) =", a;  stopa matice A

cbd coz bylo dokazati

Poznamka: Dalsi pouzité znaceni je objasnéno piimo v textu.



Kapitola 1

Uvod a motivace

Epidemiologie je v soucasné dobé pfedmétem zajmu nejen mnoha odborniki, ale
rovnéz Siroké verejnosti. Kazdy se jisté ve svém zivoté musel vyporadat s néjakou
chorobou, tfebaze to byla pouze obycejna chiipka. Stejné tak se vétsina z nas setkala,
prinejmensim prostfednictvim médii, s rizikem vyskytu epidemie. Termin epidemicky
je pouzivan v souvislosti s nemocemi, které se vyskytuji vyhradné v néjakém caso-
vém okamziku. Tedy epidemii rozumime nahlé propuknuti infek¢niho onemocnéni.
Naproti tomu se v této praci ¢asto setkdte i s terminem endemicky'. Rekneme-li
o néjakém onemocnéni, ze je endemické, minime tim, Ze je dlouhodobé pritomné v
ur¢itém prostiedi (opakuje se v pravidelnych intervalech).

Nakazliva onemocnéni jako jsou spalnicky, jiz zminéna chiipka, tuberkuléza a
mnoho dalsich, totiz nejsou vydobytkem soudobé spolec¢nosti, ale provazi lidstvo
jiz od pradavna. Kupfikladu v Bibli lze nalézt hned nékolik odkazti popisujicich
pad takovych mocnosti, jako byla dynastie Han v Ciné nebo fimské cisaistvi, a tudiz
vyznamneé ovlivnila historii lidstva. Pro takové epidemie se v minulosti vzilo oznaceni
mor. Smutné proslulou se stala napiiklad Cernd smrt, ktera zasahla Evropu nejprve
v poloviné 14. stoleti a nasledné se vracela v nékolika vlnach — jednou z nich byl
i velky mor v Londyné (1665-1666). Dlouhou dobu se pfitom vSeobecné véfilo, ze se
jedna o jakousi bozskou odplatu za hiisny zivot, ktery lidé vedli a zfejmé toto pojeti
casto branilo pokusiim o moznost kontrolovat vyskyt téchto onemocnéni.

Pocatky moderni matematické epidemiologie se tak datuji az do druhé poloviny
19. stoleti (ackoliv prvni znadmy vysledek tykajici se ockovani proti nestovicim po-
chazi jiz z roku 1760). Rozvoji oboru branil i jeho charakter. Hlavnim cilem je totiz
vytvaret matematické modely popisujici proces prenosu jednotlivych onemocnéni,
jejichz prostrednictvim mtzeme studovat pribéh piipadné epidemie. Je vsak velice
slozité a casto nemozné provadét experimenty, které by mohly poskytnout pozado-
vané vysledky k ovéfeni nejriiznéjsich hypotéz. Ve zminénjch modelech se rovnéz
vyskytuje fada parametrii, které lze Casto ziskat pouze z idaji, jez po sobé zanecha
samotna epidemie az potom, co odezni. Navic, pokud by se preci jen naskytla moz-
nost ucinit potfebny experiment, je nutné brat zretel na moralni zasady — je spravné
odpirat 1écbu cilové skupiné jedinct? Vznika tak otazka, zda méa matematické mo-

Loba terminy zavedl Fecky lékai Hippokratés
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delovéni v epidemiologii néjakou hodnotu. Odpovéd je samoziejmé pozitivni. Tento
perspektivni obor totiz umozinuje porozumét mechanismiim, jez ovliviiuji Sifeni ne-
moci, a poskytuje tzv. kontrolni strategie, které lze v priibéhu epidemie aplikovat.
Data ziskana experimentalné jsou navic limitovana napiiklad chybami v méfeni a
omezenym mnozstvim, které lze takto ziskat. Dalsim prinosem matematickych mo-
delii je pak schopnost identifikovat a objasnit nesrovnalosti, které se mohou objevit
prave v disledku uvedenych nedostatki ohledné experimentalné ziskavanych udaji.

Jednotlivé modely se 1isi mirou detailti, které v sobé zahrnuji. Jednoduché modely
se pouzivaji zejména ke zvyraznéni zakladnich rysi kvalitativniho chovani, modely
s mnohem komplikovanéjsi strukturou jsou pak navrhovany piimo pro konkrétni
epidemiologické situace. Matematickym modelem rozumime vétsinou soustavu dife-
typy funkcionalnich rovnic.

V nésledujicich kapitolach nejprve odvodime dva zdkladni modely zalozené na
predpokladu, ze sledovanou populaci lze rozdélit na homogenni ¢asti. Pouziti kon-
krétniho modelu je pak urceno charakterem onemocnéni. Popisujeme-li nemoci po-
skytujici trvalou imunitu po jejich prodélani (napf. neStovice), pouzivime model
typu STR. V opa¢ném pripadé, kdy o néjaké imunité budto hovofit nelze nebo je jen
docasné (napi. chtipka), pouZijeme model typu SIS52. Hlavnim cilem této préce je
vSak analyza realisti¢téjsich modelti, které berou v potaz i nehomogenni populace.
Konkrétneé je uvazovana rozdilna mira infek¢nosti nemocnych jedinci v zavislosti na
dobé, kterd uplynula od okamziku nékazy. Z hlediska matematiky odpovidaji tyto
obecnéjsi modely systému diferencialné-integralnich rovnic. Ve tfeti kapitole je tak
postupné provedeno odvozeni dvou takovych modelt (v podstaté se jedna o rozsah-
lejsi zobecnéni STR a SIS modell), z nichz jeden je podroben zékladni analyze,
tzn. je vySetfena globalni existence a jednoznac¢nost feSeni problému. V zavéru kapi-
toly je pozornost vénovana otazkadm existence stacionarnich bodi, a je predvedeno,
za jakych predpokladii 1ze z obecného modelu ziskat vice strukturovany model ve
tvaru obycejnych diferencialnich rovnic (zkracené ODR).

Je nutno poznamenat, ze modely uvedené v této praci jsou odvozeny na zaklade
nehomogenni populaci jsem prevzal pravé odtud. Mtj hlavni pfinos k tématu této
bakalaiské prace tak spociva v ovéreni korektnosti modelu a v provedené zakladni
analyze. Tyto detaily jiz v uvedené knize nenaleznete.

2dtvod k zavedeni tohoto nézvoslovi bude zfejmy po preéteni druhé kapitoly
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Zakladni epidemiologické modely

Pti odvozovani epidemiologickych modelti popisujicich pfenos infekéniho onemoc-
néni je bézné rozdélit sledovanou populaci na tii ¢asti oznacované pismeny S, I a R
(prevzato z anglickych vyrazi susceptible, infected, resistant). Jejich vyznam je na-
sledujici (¢, jakozto nezéavisla proménnd, znadi cas):

S = S(t) ...zdravi jedinci, ktefi jsou vSak nachylni k onemocnéni,

7y

I =1(t) ...infeké¢ni jedinci schopni Sifit ndkazu,
R = R(t) ...rezistentni (imunni) jedinci — uzdraveni i mrtvi.

Déle ozna¢me N = N(t) celkovou velikost populace. Nasim cilem nyni bude popsat
pribéh pfrenosu onemocnéni v ramci populace, tj. vyjadrit zmény v jednotlivych
castech populace pomoci diferencidlnich rovnic. Pritom pfedpokladame, ze pocty
jedinci v jednotlivych skupinach, tak jak jsou uvedeny vyse, jsou funkce diferenco-
vatelné podle ¢asu. Tyto funkce by pochopitelné mély ztistat nezaporné pro vsechna
t > 0. P1i sestavovani modelu zminéného typu je rovnéz diilezité predpokladat, ze
pribéh epidemie je deterministicky, tzn. chovani populace je plné urceno jeji historii
a pravidly, ktera model popisuji. Existuji totiz i stochastické modely, které vsak v
této praci studovat nebudeme.

2.1 SI/R model

7 nazvu modelu a z predchoziho odstavce je jasné, proc¢ se tento model pouziva k
popisu infekénich onemocnéni poskytujicich trvalou imunitu. Jsou v ném zahrnuty
vSechny tfi uvedené skupiny jedincti a vztah mezi nimi je znazornén nasledujicim
diagramem.

Obrazek 2.1: Vyvojovy diagram popisujici zménu jednotlivych ¢asti populace v case.
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Casova zména v ramci jednotlivich t¥id populace je piitom zaloZena na nasledu-
jicich predpokladech:

(1) Pramérny pocet kontakti postacujicich k pfenosu nemoci, které jedinec uéini
za jednotku Casu, je SN. Parametr (3, anglicky nazyvany contact rate, ptredpo-
kladame konstantni.

(#7) P(t) znaci pravdépodobnost, se kterou jedinec zistava infekéni ¢ jednotek ¢asu

od doby, kdy byl nakazen.
Tedy P(0) = 1,lim; o, P(t) =0 a P je nerostouci funkce.

(77i) Do populace nevstupuji novi jedinci a nelze z ni odejit (vyjma situace, kdy
dany jedinec zemfe v disledku onemocnéni, avsak takovy jedinec je zapocitan
mezi rezistentni).

Prvni predpoklad nam umoziuje nahlédnout, kolik zdravych lidi primérné onemocni
béhem uvazovaného casového okamziku. Méjme infekéniho jedince. Pravdépodob-
nost, ze dojde ke kontaktu mezi timto a zdravym jedincem je % Tudiz za jednotku
¢asu nami vybrany jedinec zptisobi SN % novych pripadii nakazy a celkovy prirtstek
do infekéni ¢asti populace ¢ini SST jedinct za jednotku casu. Predpoklad uvedeny
v bodé (éi7) je vhodny pro popis ndhlého propuknuti epidemie, kdy ¢asové métitko,
na kterém se toto odehravé, je mnohonasobné mensi, nezli méfitko potiebné pro
zahrnuti demografickyjch efekti (= vitalni dynamika, tj. nova narozeni a pfirozena
umrti). Z tohoto predpokladu tedy mimo jiné plyne, Ze N uvazujeme konstantni. Vi-
talni dynamiku do modelu zahrneme pozdéji, abychom mohli popsat i nemoci majici
jiz ne€kolikrat zminovany endemicky charakter.

K odvozeni modelu ve tvaru diferencialnich rovnic nejprve sestavime rovnice in-
tegralni, které posléze zderivujeme. Pro tyto ucely jesté stanovme vhodné poca-
teéni podminky, tj. Sp := S(0) > 0, resp. Ry := R(0) > 0 udévajici prvotni pocet
zdravych, resp. rezistentnich jedinci a Iy(t) predstavujici pocet prvotné infekénich
jedinci, ktefi ztistavaji nakazlivi i v ¢ase t. Funkce Iy(t) je nerostouci s I5(0) > 0 (ji-
nak by nebylo co modelovat) a Iy(t) = Io(0)P(t), tudiz lim; ., Io(t) = 0. Integréalni
rovnice pro I(t) pak vypada takto:

It / BS(2)I(x)P(t — ) da. (2.1)

Integral napravo vyjadifuje soucet téch, ktefi se nakazili béhem casového intervalu
[0,t] a v Case t zustavaji infekéni. Rezistentni ¢ast populace spliiuje rovnici

R(t) = Ro + I,(0)(1 / BS(x P(t—a)de,  (2.2)

kde druhy sc¢itanec udava pocet prvotné infekcnich, ktefi vsak v case t spadaji do
skupiny rezistentnich jedincti, a integral tentokrat vyjadiuje soucet téch, kteii se
nakazili béhem ¢asového intervalu [0, t], ale v ase t jiz nejsou déle infekéni. Uvedené
rovnice dosadime do vztahu

N =S5+1+ R = konst. (2.3)
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a vyjadrime S. Vysledek zderivujeme, ¢imz obdrzime prvni diferencidlni rovnici hle-
dané soustavy:

S(t) = N — Ry — Io(0) — /0 t BS(2)I(z) dx,

S = —BSI. (2.4)

Nyni jesté upfesnime piedpoklad v bodé (ii) — pro P(t) pouzijeme exponencidlni
rozdéleni, tj. P(t) = e=* s a > 0. Pak mtizeme hovofit o primérné infekéni dobé,
kterou je hodnota 1/ar = [~ e~ dt. Dosazenim tohoto do rovnic (2.1) a (2.2), které
nasledné zderivujeme, obdrzime zbyvajici dvé diferencialni rovnice

I' = BSI — al, (2.5)
R' = al. (2.6)

Vidime, ze systém rovnic odpovida pfesné tomu, co jsme ocekavali: SST jedinci
opousti zdravou ¢ast populace a stava se infekénimi, zatimco pramérné ol infek¢nich
jedinci se uzdravuje, popf. umira v disledku onemocnéni. Model tedy bylo mozné
sestavit 1 bez uvazovani integralnich rovnic. Jejich pouziti vsak bylo zvoleno zamérné
pro lepsi nastinéni problému, jelikoz ve treti kapitole se jejich zacleni do modelu
nevyhneme. Nicméné ve zbytku této kapitoly budou dalsi odvozeni probihat prave
v duchu standardnich avah. Muzeme si jesté uvédomit, Ze rovnici pro R neni nutné
do modelu uvedeného vyse zahrnovat, jelikoz R(t) lze snadno urcit z rovnice (2.3),
jakmile zndme hodnoty S(t) a I(t).

Co se tyce zavedeni vitalni dynamiky, nejjednodussi modely predpokladaji, ze
celkova velikost populace zlistava konstantni — kolik jedincii se narodi, tolik jich ze-
mie. Chceme-li popsat nemoci, které mohou byt pro nékteré jedince fatélni (zapficini
smrt), celkova velikost populace zavisi na ¢ase a neni konstantni. Je tedy nutné roz-
lisSit mrtvé a uzdravené jedince. Jiz bylo feceno, Ze infekéni ¢ast populace opousti
prumérné o jedinct za jednotku ¢asu. Predpokladejme, Ze ¢ast z nich (feknéme )
jsou uzdraveni a v danou chvili imunni jedinci, zatimco zbyla ¢ast (tedy (1 — 7))
vlivem onemocnéni zemiela. Ponechme doposud zavedené znaceni a uvazme navic
tyto predpoklady:

(77i)* Pocet jedinci, ktefi se narodi za jednotku ¢asu je A.
(1) Q(t) = e p > 0 ...pravdépodobnost!, se kterou jedinec zivy v Case tg
zustava nazivu také v Case to + t. Prumérna délka zivota je pak 1/u (< oo,

jinak by nemélo smysl hovofit o vitalni dynamice) a mira imrtnosti u je stejné
pro jedince v S, I'i R.

Model zahrnujici vitalni dynamiku by pak mohl vypadat takto:
S"=A—pBSI—puS
I'=pBSI—al —pul (2.7)
R' = ~al — uR.

Lyolba tohoto pravdépodobnostniho rozdéleni je objasnéna v kapitole Dodatky
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2.2 SIS model

V pripadé, kdy hodlame popisovat pienos infekéniho onemocnéni, které neposkytuje
trvalou imunitu proti opétovnému nakazeni, nebudeme jiz déle uvazovat rezistentni
tfidu jedinct. Ponechdme-li veskeré znaceni a pfedpoklady (véetné zahrnuté vitalni
dynamiky) stejné jako v pfedchozim odstavci, ziskdme SIS model jednoduse ,,pfesu-
nutim* uzdravené ¢asti populace zpét mezi jedince nachylné k onemocnéni. Ostatné
pravé to znazornuje i obrazek 2.2 nize. Zminény model lze tedy ziskat snadno ze
soustavy (2.7), konkrétné

S"=A—pBSI+~yal —pS (2.8)
I' = BSI — ol — ul. (2.9)

Rovnice pro celkovou velikost populace se modifikuje na tvar
N=§5+1. (2.10)

Jesté nez se ve strucnosti podivame na stacionarni body (= equilibria) tohoto
systému, zminime se o jedné z nejdilezitéjsich veli¢in v matematické epidemiologii.
Touto veli¢inou je tzv. zakladni reprodukcni c¢islo Ry, které lze definovat jako pocet
novych infekci druhotné zptisobenych nakazenym jedincem, privedenym do popu-
lace sestavajici vyhradné z jedincii nachylnych k onemocnéni. Budeme-li uvazovat
takovou populaci o velikosti K = S(0), pak v pfipadé modelu bez zahrnuté vitalni
dynamiky jedinec uc¢ini K kontaktd za jednotku Casu, pficemz priumérna infekéni
doba je 1/a. V fe¢i matematiky tak mame Ry = (BK)/a. V piipadé se zahrnutymi
demografickymi efekty bereme K = A/pu, coz je hodnota predstavujici maximalni
velikost populace (viz paragraf 3.1) a mame

BK

Ro = .
a+ [

Equilibria daného systému urc¢ime jednoduse tak, Ze vyrazy na pravych stranach
rovnic (2.8) a (2.9) polozime rovny 0. Mame tedy soustavu dvou rovnic

[1(S, 1) :==A—(BS —~ya)[ —puS =0
fo(8, 1) == (BS —a—p)l =0,

kterou snadno vytesime a obdrzime tak dva stacionarni body. Volbou I = 0 ve druhé
rovnici ziskavame (S,, ) = (K, 0), kde K = A/pu, a tento stacionarni bod nazyvame

om0

Obrazek 2.2: Vyvojovy diagram SIS modelu jiz nezahrnuje rezistentni t¥idu jedinct.
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equilibriem bez pfitomnosti onemocnéni nebo strucnéji volnym equilibriem. Naopak
volbou S = «a + u, za podminky

a+p < BK, (2.11)
obdrzime dosazenim do prvni rovnice endemické equilibrium (S, I.), kde
o+ A_H(Oé"‘/ﬁ) K-S,

Se = I, =

B (I=Yatp (T-me+1

Znamy vysledek teorie autonomnich systémi, ktery lze nalézt napiiklad v knize [2,
str. 116], v nasem konkrétnim piipadé 1iké, Ze feSeni nelinedrni soustavy

S = fi(S, 1)
I' = f5(S,1)

je na okoli staciondrniho bodu (S, ) kvalitativné ekvivalentni s FeSenim soustavy
linearizované v tomtéz bodé, tj. soustavy

I dfy

T .
§' = 58,15 + S (5. DI
Ofs Ofa

I __
I'=22(8.Ds+ S 2 (5 DI

Postacujici podminkou pro asymptotickou stabilitu nulového feSeni uvedené lineari-
zované soustavy? je, aby redlné ¢asti viech vlastnich hodnot piisluné matice byly
zaporné. Totéz tvrdi 1 Kalas, Rab [2, str. 129].

Matice soustavy linearizované v bodé (.S,, I,) vypada takto:

—BI —p, —BS + o —p, —BK +ya
Bla ﬂS_Oé_M 07 BK_Q_/‘L

Vlastnimi ¢isly této matice jsou hodnoty —up a K — o — p. Postacujici podminkou
pro asymptotickou stabilitu volného equilibria je 6K < a+pu <= Ry < 1. V ptipadé
a+pu < K (atedy Ro > 1) je toto equilibrium nestabilni a jiz vime, Ze za této
podminky existuje equilibrium endemické.

V bodé (S, I.) médme matici

A = (_/BIE_M7 _656"’_705 ) — (_B]e_,uz, —<1—’7)Oé—u)

(S,I) = (Sv,Iv) (

6167 /BSC_Q_M ﬁIey 0

a podle Hurwitzova kritéria® maji vlasni &isla této matice zaporné redlné ¢asti, prave
kdyz determinant matice je kladny a stopa matice zaporna. Vzhledem k podmince
(2.11) mame

det(A) = BL((1 —y)a+p) = BA — pla+p) > B(A — pK) =0,
=0

BA — pla + p)

(I =v)a+p

a endemické equilibrium, pokud existuje, je vzdy asymptoticky stabilni.

tr(A):_ﬁIe_,u__ —[L<0,

2a tedy asymptotickou stabilitu equilibria ptvodni soustavy
3znéni viz opét [2, str. 129]



Kapitola 3

Modely s nehomogenni populaci

vvvvvv

jsme doposud uvazovali. Ve vsech modelech uvedenych v predchozi ¢asti jsme totiz
automaticky predpokladali, ze mira infekénosti se s casem neméni. Jednoduse feceno
to znamenad, ze kazdy infikovany jedinec byl pro ostatni stejné nakazlivy po celou
dobu trvéani infekce. V redlném svété je vSak situace casto zcela odlisna. Nektera
onemocnéni vykazuji napriklad tuto vlastnost — infikovany jedinec v prvni fazi ne-
moci nemiize nakazit jiného jedince, to lze az po uplynuti urcité doby, po které se
stava infekénim v klasickém slova smyslu. Uvedené chovani infekce lze fesit pridanim
nové tiidy populace, do které by spadali nakazeni, ne vSak nakazlivi jedinci. Poné-
kud univerzalnéjsim zptsobem, jak se s takovou komplikaci vyporadat, je moznost
prisoudit infekci jeji vlastni pribéh . Pravé timto pristupem se budeme ve zbytku
prace zabyvat.

3.1 Modifikace parametru

Jesté nez pristoupime k vlastnimu odvozeni modelt s nehomogenni populaci, prove-
deme drobné tpravy a ucinime tak uvazované modely realistictéjSimi.

I nadale budeme uvazovat situace se zahrnutou vitalni dynamikou a parametr
nechame zaviset na celkové velikosti populace. Budeme predpokladat, ze u priimeér-
ného jedince dojde za jednotku casu k C'(N) kontaktim, pficemz C'(N) > 0. Aby
vyznam parametru [ zustal zachovan, definujeme

Je rozumné pozadovat, aby funkce 3(V) byla spojité, nezdporna a nerostouci (s ris-
tem populace bude pochopitelné podil uskuteénénych kontakti klesat). Mnohdy je
vhodnéjsi, za predpokladu C(1) = 1, predepsat S(N) = 1 na intervalu [0,1) a to z
toho davodu, aby S byla definovana a omezend pro kazdé N > 0. V praxi lze volit
napi. C(N) = AN%, kde a = 0.05 a A je vhodna konstanta.

Obdobnou modifikaci provedeme i u parametru, jenz udava pocet nové naroze-
nych jedinct. Nadéle tedy budeme uvazovat A = A(N) jako dvakrat spojité diferen-

13
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covatelnou nezapornou funkci spliujici
AK) = uK, N(K) < p. (3.1)

O hodnoté K hovorime ve smyslu maximalni velikosti populace. Podivame-li se totiz
na situaci bez ptitomnosti infekce v populaci, je splnéna nasledujici diferencialni
rovnice

N' = A(N) — uN

a vidime, ze K je jejim asymptoticky stabilnim stacionarnim bodem. Abychom za-
rucili, ze K bude jedinym kladnym staciondrnim bodem, pozadujeme A(N) > uN
pro kazdé 0 < N < K a A”(N) < 0. Vétsinou se také predpoklada A(0) = 0 spoleéné
s podminkou A’(0) > u. V pfipadé, kdy chceme popsat napiiklad néjakou sexualné
pfenosnou nemoc, se mizeme setkat rovnéz s podminkou A(0) > 0 (v tomto pfipadé
vSak nehovorime o nové narozenych jedincich, nybrz o téch ¢lenech populace, kteri
zacinaji byt v dany okamzik sexualné aktivnimi).

3.2 SI*R model

Odvozeni modelu

Opét se budeme zabyvat modelem, ktery uvazuje populaci rozdélenou na tiidy je-
dinci nachylnych k onemocnéni, nakazenych a rezistentnich. Znovu tak popisujeme
onemocnéni, jez poskytuji trvalou imunitu tém, ktefi je prodélali. Znaceni S a R
mé tedy stejny vyznam jako doposud, zatimco t¥idu infikovanych jedinct tentokrat
oznacime [*. Jak jiz bylo naznaceno, jedinci spadajici do této ¢asti populace nemuseji
byt nutné infekéni. Spolu s vlastnostmi parametrt uvedenymi v sekci 3.1 vezméme
v uvahu nasledujici predpoklady:

(1) P(7)...pravdépodobnost, se kterou jedinec zistava infikovany 7 jednotek casu
od doby, kdy byl nakazen;
P(7) uvazujeme nerostouci a spojité diferencovatelnou;
P,(r) =e#"P(7) ...pravdépodobnost, Ze jedinec ziistava nazivu a je nakazeny
se stafim infekce 7 (faktor e #7 je ptrevzaty z predpokladu k zavedeni vitalni

dynamiky).

(#7) 7(7) ... mira infekénosti zavisla na stafi infekce;
V1 € [0,00): 0 <7(1) <1;
A(7) = m(7)P(7) ...infekénost snizend faktorem P(7);
A, (1) = e *A(T) ...skutend infekénost jedince, ktery je nazivu a nakazil se
pred 7 jednotkami casu.

(iii) Cast v nakazenjych jedincii vyvazne s imunitou, zatimco zbyla ¢ast (1 — )
zemfe v disledku nemoci.

Déle mé&jme funkci lo(t) udévajici pocet nové infikovanych jedinct v ¢ase ¢ a funkci
I(t,7) vyjadfujici pocet téch, ktefi v Case t zitavaji nakaZeni se stafim infekce 7.
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Jinymi slovy se ve druhém ptipadé jedna o ty jedince, ktefi se v okamziku (¢ — 7)
stali soucasti I* a v ¢ase t tam stale patii. Oznacime-li jesté ¢(t) celkovou infekénost,
pak mtzeme pro kazdé ¢t > 0 vyjadrit

lo(t) = BIN(1))S@)o(1),
l(t, ) = lo(t — 7)P,(7), kde 7 € [0, t].

Pritomnost infekéniho onemocnéni v populaci jsme opét schopni popsat prostied-
nictvim rovnic. Pro S mutzeme sestavit rovnici diferenciilni, nebof vime, Ze béhem
libovolného ¢asového okamziku se narodi A(N) jedinct, S jedincd umird a pocet
novych infekei je dan funkef lo. Integral [;° I(¢, 7)dT vyjadfuje celkovy pocet infiko-
vanych jedinct bez ohledu na staif infekce a stejné tak integral [~ lo(t — 7)A,(7)dT
nevyjadruje nic jiného, nez celkovou infekci v case t. Dostavame tedy soustavu tii
rovnic, z nichz jedna je diferencidlni a dvé jsou integralni:

S = — uS = B(N)S¢
/5 (t = 7))S(t — 7)ot — T)Pu(r)dr (3.2)

_ /O BIN(t = 7))S(t — 7)ot — 7) A, (7)dr

Pozorny ¢tenér jisté zaznamenal, Ze v definici funkce [(¢,7) uvazujeme T pouze v
intervalu [0, t], zatimco v uvedenych rovnicich integrujeme pies 7 az do nekonec¢na.
Tuto zdanlivou komplikaci Tesi tzv. pocdatecni historie, jejiz presny vyznam objasnime
pozdéji. Nejprve se podivame na jiny problém. V uvedené soustavé se totiz navic
vyskytuje neznama funkce N, tudiz bychom potiebovali pridat dalsi rovnici k nasemu
systému. Za timto tcelem nejprve zderivujeme funkci I*. Necht tedy funkce (¢, )
splnuje predpoklady véty o derivaci integralu podle parametru, pak

%[*(t) = %/000 lo(t = 7)Pu(1)dT = — /000 e_‘”P(T)dilo(t —T7)dT =

= [Pt - ] = [ e P - Pt - dr =

=0

= P(0)lo(t) — Um e " P(7)lo(t — 7) — uI™(t) + /000 e " P (1)lo(t — 7)dT,

T—00

kde jsme ve druhé rovnosti po prohozeni derivace a integralu vyuzili vztahu

d d
—lo(t —7) = ——lo(t —
gilolt =) = =gzt =)

a poté jsme provedli integraci per partes. Protoze P(0) = 1 a limitni ¢len je nulovy,
dostavame diferencialni rovnici

%I*( t) = BN(1))S()(t) — pl™(t) — (= /OOO e M P (7)lo(t — 7)dr). (3.3)

Samoziejmé i tato rovnice ma své logické zdivodnéni. Prvni ¢len udava pocet novych
pripadid nakazy, druhy c¢len znac¢i ubytek v podobé prirozenych tmrti a posledni
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integralni vyraz tedy vyjadiuje pocet jedinct uzdravenych ¢i mrtvych (tentokrate v
disledku nemoci). Jelikoz 0 < P(7) < 1, plati

. oo o0 1
P, = / e "TP(r)dr < / e Mdr = —
0 0 H

0<1—pub, <1

a tedy
Uzitim integrace per partes pak dostavame
- /OO e P P'(T)dr =1 — pP, > 0. (3.4)
0
Uvéazime-li, ze funkce ly(t) je nezdpornd, pak kone¢né
- /00 e " P'(T)lo(t — T)dT > 0.
0

Pravé tento ¢len nam umoznuje sestavit chybéjici diferencialni rovnici pro celkovou
velikost populace, konkrétné

N'(t) = A(N(t)) — uN(t) — (1 — 7>( . /0 e P () lot T)dT). (3.5)

Nyni nam jiz nic nebrani formulovat model, ktery podrobime slibené analyze:

S'(t) = AN(t)) — wS(t) — BIN(2))S(t)o(t)
o(t) / B(N(t—1))S(t—T1)p(t —7)A,(T)dT (3.6)
'(t) () — uIN(t) +

+ (1 — ) /0 BIN(t — 7))S(t — 1)t — 7)eH" P (7)dr.

Stale tak mame systém se tfemi rovnicemi. Jak je to mozné? K ptivodnim rovnicim
jsme skutecné jednu pfidali, ale vzapéti jsme jinou rovnici ze systému vypustili.
Jakmile totiz zname funkce S, ¢ a N, snadno spoc¢teme I* z druhé rovnice systému
(3.2) a s touto znalosti pak z obecné platného vztahu

N=S+I"+R (3.7)

ziskdme v pripadé potieby i hodnotu R.
Zbyva tedy objasnit, co se v uvedenych rovnicich déje pro 7 > t. Hleddme feSeni
ve tvaru

. T
2(t) = (S(t), ¢(t), N(1))",

pfi¢emz toto FeSeni nas zajima na intervalu [0,00). Stejné jako u systémiu ODR

zadavame pocatecni podminku, kterou mé hledané feseni spliovat, budeme v pripadé
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systému (3.6) zadavat jiz zminénou pocdtecni historii. Jedna se o né&jakou vhodné
predepsanou funkci

77 : Ra - (Rg)ga 77(8) = (771(5)77]2(5)7773(8))T7
ktera je k feseni Z vazana podminkou
Z(s) =1n(s) pro s <0,

a ktera je s uvazovanym systémem kompatibilni — jednotlivé slozky vektorové funkce
7 pozadujeme dostateéns' hladké, pficemz 7,73 miizeme volit libovolné tak, aby
So :=n1(0) > 0, Ny :=mn3(0) > 0, zatimco 7, musi spliiovat podminku

m@zwmakﬁw@M@mwuﬂm.

Korektnost modelu

Pf¥ipomenme si, ze hleddme spojité nezadporné feseni systému (3.6) na intervalu [0, 7]
(kde T' > 0 je pevny, ale libovolné zvoleny ¢asovy okamzik), jehoz slozky S a N jsou
diferencovatelné. Byva zvykem ovérit, zda je dany model dobre koncipovan, tj. zda
hledana TeSeni ztstavaji po celou dobu v biologicky pfipustné oblasti — jedna se
o pocty jedinci, tudiz vyzadujeme zminénou nezapornost a pro celkovou velikost
populace rovnéz omezenost shora.

Za¢néme tvrzenim, ze S > 0 na celém intervalu [0, 00). Za tcelem zkracovani
vyrazit béhem néasledujiciho zdivodnéni pouzijme oznaceni 1 (t) = B(N(¢))o(t) + p
a p(t) = A(N(t)) > 0. Prvni rovnici systému (3.6) pak prepiseme do tvaru

S'+ S =p,
a prenasobime ji faktorem e?® kde W(t) = fot Y(s)ds. Dostavame
(Se¥) = pe”,

odkud preintegrovanim od 0 do ¢ > 0 obdrzime

t
S(t) = e ¥ (So —|—/ p(s)e‘y(s)ds>,
0

coz je kladny vyraz diky nezapornosti integralniho ¢lenu a podmince Sy > 0. Ukazuje
onemocnéni v populaci. Totiz, ze epidemie ¢i onemocnéni majici endemicky charakter
nikdy nezasahnou celou populaci.

Co se tyce nezdpornosti funkce ¢, pfepisme nejprve druhou rovnici v (3.6) pou-
zitim substituce s =t — 7 do tvaru

o) = [ w) A= s+ [ Ie.so(s)as

o0

Ltj. tak hladké, jak potiebujeme
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a formulujme nésledujici tvrzeni. Prvni vyraz napravo, s

w(h) = B(n3)mmne, (3.8)

budeme nadale znacit h,(t) (mozno chapat jako funkci pfedepsanou historii 7). Pro
integracni jadro ve druhém vyrazu plati

J(t,€) = BIN(£))S(E) Au(t =€) (3.9)
a na zakladé prechoziho mtzeme tvrdit V¢ > 0, V€ € [0,¢] - J(¢,€) > 0.

Tvrzeni 1 (o nezapornosti ¢)
Bud ¢ : [0,00) — R spojitd funkce splriujict ¢(t) = hy(t) + fot J(t,s)p(s)ds, kde

hot) = / (i) Ay (t — 8)ds > 0 (3.10)

a ¢(0) = hy(0) > 0. Pak ¥Vt € (0,00) : ¢(t) > 0.

DUKAZ: Budeme postupovat sporem.

Necht tedy 3 ¢, > 0 takové, ze ¢(t,) < 0 a plati uvedené predpoklady. Oznacme
to infimum neprazdné mnoziny {t € (0,00): ¢(t) < 0}. Protoze ¢ uvazujeme spoji-
tou, méme zaruceny dvé véci. Jednak existuje § >0 tak, ze ¢ >0 na [0, ) a tudiz je
to >0, jednak plati ¢(t9) < 0. Zaroven vsak

¢(t0) = h¢(t0) + /Oto J(to, s)qb(s)ds Z 0 (311)

a dokazeme-li, Ze je splnéna pouze ostra nerovnost, budeme v situaci, ve které ma
platit ¢(tg) < 0 & ¢(tp) > 0, coz je samoziejmé spor.

Rovnost ve vztahu (3.11) nastane za predpokladu, Ze hy(to) = 0 a druhy scitanec
je také nulovy. Integral v (3.10) je pfitom diky spojitosti a nezédpornosti integrandu
roven nule, pokud je vSude bud w(7) nulové nebo A, nulové. Zejmé je w(7j(0)) > 0,
tudiz diky spojitosti existuje & > 0 tak, ze w(7(s)) > 0 pro kazdé s € (—¢,0].
Méjme tedy takovouto situaci: existuje so > 0 takové, ze w(7) je identicky nulova na
(—00, —Sp], nezadporna na (—sg,0] a 7(7) = 0 pro 0 < 7 <ty + So. V tom piipadé
v8ak pro kazdé t € [0,tp) mame g+ so > t + so a tedy

>

o(t) = /__SO w(n(s)) Au(t —s)ds + / w(n(s)) m(t —s) At — s)ds +

—s0 N——

+ [ BOVE)S()0(5) 2t~ 5) Alt ~ s)ds =0,
0 =0

Dosli jsme tak k zavéru, ze ¢ je nulova na [0, t9) 2 [0, ). To je ale ve sporu s tvrzenim
uvedenym vyse, totiz V¢ € [0,d) : ¢(t) > 0, a rovnost v (3.11) nenastava.

cbd
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V tuto chvili, kdy méme zarucenu nezapornost funkci S'i ¢ na [0, 00), jiz snadno
v soustavé rovnic (3.2) nahlédneme nezapornost funkce I* na témze intervalu. Ze
vztahu (3.7) pak vyplyva, Ze nezépornost funkce N(t) pro t > 0 bude zarucena,
jakmile ukézeme, Ze i funkce R ma tuto vlastnost. Rovnice pro R pritom vypada
nasledovné:

R(t) = —uR(t) — v /0 T BN( = )S(t - )o(t — )P (F)erdr. (3.12)

Na zakladé predchoziho mtizeme vyraz —vy fooo. ..dT1 chapat jako nezapornou funkci
od t, ozna¢me ji J(t). Mame tedy rovnici

R+ uR = 9(t),
kterou jiz snadno vyfesime:

(Ret) = 9(t)eM,
R(t) = e (Ro + fot J(s)er ds).

Pti volbé Ry := R(0) > 0 je zfejmé R(t) > 0 pro kazdé t € [0,00), coz jsme chtéli
ukazat.

Zbyva ovérit, ze funkce N je shora omezend maximalni velikosti populace, tj.
konstantou K. Tuto vlastnost zformulujeme opét jako tvrzeni.

Tvrzeni 2 (omezenost celkové velikosti populace)
Necht N je spojitd diferencovatelnd funkce splriujici posledni rovnici v systému (3.6),
kde pro kazdet > 0 je

(1) / T BN(E—1)S(t — T)elt — TV P (r)edr <0,

a funkce q(N) := A(N) — uN md vlastnosti uvedené v paragrafu 3.1, tj.
Al K > 0 takové, Ze q(K) =0, ¢(K) <0, aq(N)>0pro0< N < K.
Ddle bud N(0) = Ny € (0, K]. Pak Vt € (0,00): N(t) < K.

DOKAZ: Zvolme K > K libovolné. Z vlastnosti funkce ¢ plyne ¢(K) < 0. Ukédzeme,
7e pro kazdé t > 0 plati N(t) < K.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje alesponi jedno ¢, spliujici N(t,) = K. Dosaze-
nim do zminované rovnice pro N’ dostavame

N'(t,) = A(K) — uK + (1 — ) /0 T BN( = 1)S(t — 7)ot — 1) P (F)etTdr < 0.

Nechf nyni ¢, je nejmensi prvek s vlastnosti N(tg) = K, a tedy N'(ty) < 0. To
znamena, ze funkce N by v bodé t;, musela do hodnoty K ,Prijit seshora®, presnéji
36 € (0,ty), ze Vt € (tg — 6,t0) : N(t) > K. Protoze viak N(0) < K < K a funkce
N je spojita, musi nutné existovat alespon jedno tj € (0,ty) takové, ze N(t§) = K.

To je ale spor s tim, Ze ty je nejmensim prvkem s danou vlastnosti.
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NA
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i

Obrézek 3.1: Znazornéni situace s N(t) = K, N'(ty) < 0. Symboly ,,—“ znazoriiuji
smérové pole se zapornou smérnici.

Jelikoz K > K bylo voleno libovoln& (lze jej volit libovolné blizko K), dostavéme
N(t) < K, Vt € (0, 00).

cbd

Analyza modelu

Model je dobie koncipovan a ma smysl jej dale analyzovat. Zavedenim nové funkce
v definované vztahem

v(t) = N'(t)

a opétovnym pouZitim substituce s = ¢t — 7 miZeme posledni rovnici v (3.6) pfepsat
do tvaru?

wszmm—uN+«v~w@w+4VWW@www@w”“ﬂpa—@@)

kde
h,(t) = / w(f(s))e M= P'(t — 5)ds (3.13)

—00
s w danou vztahem (3.8). Abychom vyrovnali pocet rovnic s poétem neznamych,
pridame k dosavadnimu modelu integralni rovnici

¢
N(t) = No +/ v(s)ds.
0
Jesté poznamenejme, ze A(N(t)) = A(Ny) + fot N(N(s))v(s)ds. Koneéné preinte-

grovanim rovnice pro S’ ziskdvame pro x = (S, ¢, N,v)' problém s kompatibilni
podateéni historil n = (91,12, 73, m5)T ve tvaru

x@=f®+£g@&dww,

2tento tvar spolu s vhodnymi piedpoklady mj. zarucuje spojitost fce v (viz lemma 4 nize)
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kde
So
() - " , ()
A(No) — pNo + (1 — 7)h, (t)

piidemz hy(t) 1 h,(t) zistavaji az na drobnou tpravu® stejné jako v (3.10), resp.
(3.13), aproy € R?* je

Ays) — pyr — B(ys)y1ye
B(ys)y1y2 Au(t — s)
Y4
Ya(N (y3) — p) + (1 — ) B(ys)yryee "I P/(t — s)

Pro dalsi ticely je vhodné poznamenat, e slozky vektorové funkce g = (g1, g2, 93, 94) "
jsou spojité az na g. Tuto problémovou? slozku lze psat ve tvaru gs(t, s,y) - 7(t — s),
kde o je spojitd a m je omezend hodnotami 0 a 1. Oznacime-li § = (g1, 2, 93, 94) ",
je ziejmé |g| < |g].

V dalsim se pro jednoduchost budeme zabyvat problémem stejného charakteru
jako vyse, avsak pouze v jedné dimenzi. Poznamenejme, ze dikazy dale uvedenych
tvrzeni by se ve vice dimenzich vedly zcela analogicky, pouze s drobnymi tpravami
(volba adekvatni metriky a podobné). Bud tedy 7" > 0 opét pevny, ale libovolné
voleny casovy okamzik. Pak oznacime

g(t,s,y) = (Rg)

O =[0,T] xR a Q:=[0,T)2 xR

Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce se tak budeme vénovat problému

() = f(t) + /0 Cotsa(sNds.  x(t) = n(t) prot <0, (3.14)

kde f, resp. g jsou definované alespoti na [0, 7], resp. Q. Resenim tohoto problému
rozumime funkci x € C([0,7]) takovou, zZe pro t € [0,7] plati (¢,z(t)) € Q4, je spl-
néna uvedend integralni rovnice a specialné x(0) = f(0) = n(0) pro vhodnou poc.
historii spliiujici 7(0) € Ry. V zavéru si ukdZeme, Ze funkce S, N, I* jsou skuteéné
diferencovatelné na svém definiénim oboru (tj. diferencovatelné na (0,7") s jedno-
strannymi derivacemi v krajnich bodech).

Zacnéme s tvrzenim znamym jako Banachova véta o pevném bodé, kterou bu-
deme v dal$im vyuzivat. Tuto vétu zde uvedeme bez diikazu. P¥ipadni zajemci necht
nahlédnou napiiklad do [2, str. 64].

Véta 3 (Banachova o pevném bodé)
Necht (P, 0) je neprdzdny uplny metricky prostor a F : P — P je kontrakce, tj.

Je< 1 tak, ZeVo,y € P: o(Fx, Fy) < cox,y).

Pak existuje prave jeden prvek xo € P (tzv. pevny bod) spliujici Fxg = xg.

3w nyni uvazujeme jako funkci na R*, avsak jeji definice zlistava stejnd

“funkce 7 v definici A, neni nutné spojita
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Lemma 4 (spojita zavislost na parametru)
Méjme spojitou funkci g : Qo — R, x € C([0,T]) a ty € (0,T). Potom funkce G,
definovand na [0,T] predpisem

je spojita v ty.

DUKAZ: Jelikoz je funkce x spojitd na kompaktni mnoziné, obor hodnot této funkce
je rovnéz kompaktni (jedna se o uzavieny interval). Ozna¢me I' := [0, T]? x ([0, T])
kompaktni podmnozinu {2,. Spojitost g zarucuje existenci konstanty M > 0 takové,
ze |g(t,s,z(s))] < M naT. Funkce G je tedy dobfe definovana — integral konverguje,
nebot integrujeme omezenou funkci pfes omezenou mnozinu.

Zvolme € > 0 libovolné. Protoze kazda funkce spojitd na kompaktu je stejnomérné
spojita, existuje d; >0 tak, ze V(¢,s,z(s)) € I" plati

||(t,s,m(s)) - (tO,S,:L‘(S))” = |t - t0| <01 = |g(t’3’$(8)) - g(tOvSwr(S))l < 5/(2 T)
Polozime-li 0 := min{d;,e/(2 M)}, pak Vt € (ty — 0,tp +9) :

|G(t) — G(to |—‘/ (t,s,z( ds—/ g(t,s,z(s))ds +
-+A ﬂa&ﬂ)Ma—K ot 5,2(s))ds y/ (t, 5, 2(s))ds| +

to
+/|W@ﬂ$—QWWNM@<MH4WW—ﬂw
0 N—— 2T

<90
a funkce G je tedy spojita v t,.
cbd

Poznamka: Rovnéz lze ukazat spojitost zprava v bodé 0 a zleva v bodé T

Co se tyce aplikace vicerozmérné verze piredchoziho lemmatu pfimo na odvozeny
model, a tedy na konkrétni funkci g popsanou vyse vztahem (Rg), situace se ma
nasledovné. Integraci vektorové funkce provedeme jednoduse po slozkach a spojitost
vysledné vektorové funkce vysetiime rovnéz v ramci jednotlivych slozek. V podstaté
tak pouze ¢tyfikrat aplikujeme pfedchozi lemma, v némz uvazujeme = : [0,7] —
R* a namisto g bereme vZdy jednotlivé konkrétni slozky g¢;, s i € {1,...,4}. Pro-
blém nespojitosti druhé slozky pritom snadno vyfesime piimym vyuzitim rozkladu
g2(t,s,2(s)) = Ga(t, s, z(s)) - w(t — s) v dikazu lemmatu, ¢imz dospéjeme k témuz
zZaveru.

Véta 5 (existence a jednoznacnost feSeni)
Necht n(0) € RS, f € C([0,T]), f(0) = n(0) a funkce g : Qs — R je spojitd a
lipschitzovskda v promeénné y, tj. 3 L > 0 takové, Ze

l9(t,s,y) —g(t,s,9)| < Lly =4, (£,5,9), (t,5,9) € Q. (3.15)

Pak existuje prdvé jedno tesent problému (3.14).
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DUkAzZ: Ozna¢me X := C([0,7]) a definujme operator F': X — X predpisem

Fz(t) = f(t) —i—/o g(t,s,x(s))ds.

Reseni nyni mtizeme hledat jako pevny bod uvedeného zobrazeni. K tomu je zapo-
tfebi ukazat:

a) F' je dobfe definované a tedy pro x € X je také Fz € X,

b) F je kontrakce.

ad a) Mé&jme tedy x € X libovolné. Jelikoz f je spojitd z predpokladu, staci
oveéFit spojitost f; g(t, s,z(s))ds. Funkce g a = spliuji pfedpoklady lemmatu 4 a jeho
aplikace tak implikuje spojitost integralniho ¢lenu na intervalu (0,7"). Protoze

lim Fz(t) = f(0) & lim Fz(t) = f(T) —|—/0 g(T,s,x(s))ds,

t—04 t—T_

je ziejmé F'x spojitd na celém intervalu [0, 7).

ad b) Na X uvazujeme metriku

o(z,y) = maxem|z(t) — y(t)|, z,y € X

a zajima nas, zda existuje ¢ € [0, 1) takové, ze o(Fz, Fy) < ¢ o(x,y) pro kazdé dvé
funkce z,y € X. Pro libovolné dvé takové funkce a ¢t € [0,7] mame

t t
Patt) = Py = | [ gt s.a(s)ds — [ glts,u(s))ds] <
0 0
t t
< [ lattosols) ~ gt s.u(sDlds < [ Lla(s) - y(s)lds <
0 0
< Ltmaxsepr|e(s) —y(s)| < LT o(z,y).
Protoze t bylo voleno libovolné, plati
o(Fa, Fy) < LT o(x,y).

Aby se skutecné jednalo o kontrakci, potifebovali bychom mit zaruceno L T < 1.
Toho vsak docilime velice snadno. Na X zavedeme metriku

o(z,y) = maxyepme M |x(t) — y(t)|, pticemz M > L.

Ta je s puvodni metrikou lipschitzovsky ekvivalentni, nebot

e MTo(z,y) < o(x,y) < o(z,y).

Prostor X s metrikou p je Banachtiv, a protoze tiplnost je pojem, ktery se ptrecho-
dem k lipschitzovsky ekvivalentni metrice neméni, je X Uplnym prostorem i s novée
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definovanou metrikou ¢. Pro ¢ € [0, 7] tak nyni mame

HF() = Fylo) < L [ fa(s) o)l =

:L/ e M=) e=Ms 3. (5) — y(s)|ds < L@(x,y)/ e M=) g5 =
0 0

A M(t—s) L . e
e P T
S= S 1

a kone¢éné o(Fw, Fy) < LM~'9(z,y), kde LM~! < 1. Podle véty & tudiz existuje
jediny pevny bod z zobrazeni F, ktery Je soucasné Jednoznaéné uréenym Tesenim
problému (3.14), nebof Fz(t) = )+ fo (t,s,2(s))ds.

cbd

Poznamka: Aplikace véty je mozné i za predpokladu, ze Vt,s € [0,7T] je funkce
g(t,s,+) : R — R lipschitzovskd pouze na kazdé kompaktni podmnoziné R. V ta-
kovém pripadé budeme ftikat, ze g je lokalné lipschitzovska v posledni proménné.
Skutecné, mé-li byt & spojitym FeSenim problému x(t) = f(t)+ [, (¢, s, x(s))ds, kde
g je lokalné lipschitzovskd v predchozim smyslu, pak V¢t > 0 je z(t) € 2, kde Q C R
je kompaktni. Funkci x vSak podle uvedené véty nalezneme jako feseni problému
(3.14) s funkei g definovanou tak, aby platilo g = ¢ na [0, T]? x 2 a pfitom se jednalo
o funkci globalné lipschitzovskou v posledni proménné.

Pro aplikaci vicerozmérné verze predchozi véty potiebujeme ovérit lipschitzov-
skost nasi konkrétni funkce g v proménné y. Se spojitosti této funkce se vyporadame
stejné jako v predchozim, totiz uvazovanim funkce g, a spojitost funkce f dané vzta-
hem (Rf) je zarucena vlastnostmi pocatecni historie. Za predpokladu dostatecné
hladkosti funkci A a 8 mame pro kazdé ¢, s € [0,T] funkci g(¢, s,-) : R* — R* spo-
jité diferencovatelnou. Budte 9 C R* konvexni a kompaktni, y,z € € libovolné,
h = z — y, a uvazujme parametrizaci usecky yz ve tvaru y + £h, € € [0, 1]. Pak

a(t.5.2) = a(t.5.0) = ( [ Dtosou+ enma )

kde B—Z znaci Jacobiho matici uvazované funkce a integraci matice provadime opét po

[0, T2 x Q,

slozkach. Pokud navic existuje konstanta M > 0 takova, ze H %
pak dokonce
lg(t. s,2) = g(t, s, )| < 13(t,5,2) = g(t, s, y)| < M|z —y],

coz implikuje pozadovanou lipschitzovskost (dikaz pfedchozich dvou vztaht nalez-
nete v kapitole Dodatky). Pro matici A = (a;;)};—; znacime symbolem |A| normu
této matice. Lze uvazovat napiiklad

n 1/2
_ 2
|A] = (Z aij) )

ij=1
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piipadné z hlediska funkcionalni analyzy mtzeme na uvedeny termin nahlizet stan-
dardné jako na normu operatoru z R™ do R". Kazdopadné Jsme schopni zminénou
konstantu M nalézt, nebot vSechny prvky Jacobiho matice, tj. 891 proi,j =1...4,

jsou spojité na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny [0, 7] x R4 a tedy jsou tam
omezene.

Protoze konvexni obal kompaktni mnoziny v R" je rovnéz kompaktni®, je pro
kazdé t,s € [0,T] funkce g(t, s, ) dand vztahem (Rg) lipschitzovskd a to na kazdé
kompaktni podmnoziné R*. Mame tedy ¢ lokalné lipschitzovskou v y, coZ je podle
predchozi poznamky vlastnost postacujici k aplikaci véty.

Na intervalu [0, 7] tak mame jediné spojité feseni z spliujici 2(0) = n(0). Zbyva
ukézat, ze ziskané funkce S, N, I* jsou diferencovatelné®. Dokonce spojitou diferen-
covatelnost S i N pfitom zarucuje povaha rovnic, jez tyto funkce splniuji: N/ = v
jsme ziskali jako spojitou slozku feSeni x a diferencovatelnost S vyplyva z prvni rov-
nice soustavy (3.6). Nicméné, onu pozadovanou vlastnost 1ze ziskat snadnou aplikaci
nasledujiciho lemmatu” na integralni tvar kazdé ze zkoumanych funkci (véetné I*).

Lemma 6 (o derivaci podle parametru)

Méjme spojitou funkci g Q= R, x E C([0,T)) aty € (0,T). Necht ag je spojitd
na §, potom funkce G(t fo (t,s,2(s))ds definovand na intervalu [O T] mad v tg
vlastni derivact a plati

G'(to) = g(to, to, x(to)) + /0 0 %(to, s, x(s))ds.

DUKAZ: Nejprve vySetfime derivaci zprava. Protoze

t
Gto)* = tim D =Ct) _ Jo 9t 5,2(5))ds — [° glto, s, x(s))ds
ttd t—to t—td t—to
— lim ft (t,s,z(s))ds i to g(t,s,z(s)) — g(to,s,x(s))ds7
t—tg t—to t—td Jo t—to

staci ovérit, ze prvni séitanec je roven g(tg, to, 2(tp)) a u druhého séitance 1ze prohodit
limitu s integralem.

Zvolme tedy £ > 0 libovolné. Stejné jako v lemmatu 4 je funkce g je spojita na
kompaktu ' := [0,7]? x z([0,T1]), je tedy stejnomérné spojitd a tudiz nalezneme
91 > 0 takové, ze V(t,s,z(s)) € I:

[(t,5,2(5)) = (to, 5, 2(s))| = [t = to| < 01 = |g(t, 5, 2(s)) = g(to, 5, 2(s))| < &/2.

Stejné tak muzeme vzit d; > 0, aby pro (o, s, z(s)) spliujici

[(to, 5,2(s5)) = (to, to, x(to)| = /(5 — t0)? + (a(s) — @ (t0))? < b (3.16)

Sviz napitklad Véta 2 v [3]
6y disledku rovnosti (3.7) pak bude diferencovatelnd i funkce R
"konkrétné aplikace verze s vektorovou funkci
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platilo |g(to, s, 2(s))—g(to, to, z(to)| < €/2. Za téchto predpokladii pak Vt € (tg, to+0),
kde 0 < 6 < d; je zvoleno tak, aby pro s € (o, %y + ¢) byla splnéna podminka (3.16),
plati

ft (t,s,2(s))ds [ 1g(t, s, 2(s)) — g(to, to, w(to))]ds
— glto,t t B
T gttt = hoot <

/'wtsx ) = 9(to, 5, 2(s))| + [g(to, 5, 2(s)) = g(to, to, 2(to))|

t—to

ds <

t—m<g+2)Q_%)

Prohozeni limity a integralu je mozné realizovat za predpokladu spojitosti inte-
grované funkce na piislusné mnoziné a existence majoranty k = k(s), pro kterou

t v v
o k(s)ds < co a soucasné

t,s,x(s)) — glto, s, x(s
EEECIEV LT e
t—ty
pro kazdé (t,s,z(s)) € I, pro které mé vyraz nalevo smysl. Nasi integrovanou funkci
vsak muzeme diky existenci vlastni derivace % spojité dodefinovat vsude na I' a

pokud ¢ > t¢, pak podle véty o stfedni hodnoté existuje £ € (o, t) tak, ze

(t,5,2(5)) = glto,5,3(5))
t— 1o

dg
ot

o (& 5,2(s)) =

Pro pfipad ¢ < to je pochopitelné & € (¢,ty). Staci tak pozadovat ‘ ‘ < k. Jelikoz
I' je kompakt, muzeme za takovou integrabilni majorantu vzit konstantu omezujici

spojitou funkei 2 52 na I'. Skutecné tak mame

to to _ to
lim [ ...ds= / lim 9(t, 5, 2(5)) = glto, 5, 2(5)) ds = / %(to, s,x(s))ds.
0 0 0

totd t—td t—to

Analogicky se vySetii derivace G'(to)~, a protoZze dospé&jeme ke stejnému zavéru,
muzeme prohlasit, ze funkce G je v bodé t, diferencovatelna.

cbd

Poznamka: Uplné stejnym zptisobem se dokéZe existence vlastnich jednostranngch
derivaci funkce G v krajnich bodech intervalu [0, 7.

Méame tak zaruceno pfesné to, co jsme pozadovali — na intervalu [0,7] existuje
jednoznacné urcené feseni sestaveného SI*R modelu, a protoze T bylo voleno libo-
volné, miizeme ono fesSeni uvazovat pro kazdé t > 0.

Equilibria

Na zavér si ukdzeme existenci volného a endemického equilibria podobné, jako jsme
to predvedli v paragrafu vénovanému SIS modelu. Vratme se k ptivodnimu tvaru
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odvozeného SI*R modelu, tj. k systému (3.6), a hledejme equilibria (.S, ¢, N). Pii
hledéni staciondrnich bodu uvazujeme funkce S, ¢, N konstantni (a tedy S’ = 0,
N’ =0). Systém (3.6) nam pak pfechazi do tvaru

Ptipomenime, Ze volnym equilibriem jsme nazvali equilibrium bez pfitomnosti one-
mocnéni, tedy také bez pfitomnosti infekce. Polozime-li tedy ¢ = 0 v uvedenych
rovnicich, ziskdme S = N = K, pficemz K stale zna¢i maximalni velikost populace,
a bod (K, 0, K) tak predstavuje volné equilibrium.

Pro nalezeni endemického equilibria oznac¢ime A fo T)dT a s vyuZzitim
vztahu (3.4) pfepiSeme predchozi soustavu rovnic do tvaru

A(N) = pS + B(N)S¢
1= pB(N)SA, (3.17)
A(N) = uN + (1 = 7)B(N)S¢(1 — uP,).
Tuto soustavu jsme schopni jednoduse vyfesit pro v = 1 (tedy pro piipad, kdy
onemocnéni neni smrtelné). V tom piipadé totiz z posledni rovnice vyplyva N = K,

tudiz z druhé rovnice vyjadiime S a konec¢né dosazenim do prvni rovnice dostaneme
¢. Ziskdvame tak endemické equilibrium

_ 1 i P
(Se7¢e>Ne)_ <5(K>A#’A(K)AM 5( )7K)

Pro pfipad v < 1 obdrzime ze tfeti rovnice soustavy (3.17)
A(N) — uN
(L =7)BWN)SA = phy)

a s pfihlédnutim ke druhé rovnici mtizeme pii pfeznaceni B := (1 —-)(1 — upu) psét

¢ =

6= 2 (AN) — ).

Stejné tak mizeme ¢ vyjadfit pouze z prvnich dvou rovnic. Dostavame

A(N) 1 ; 1
O = — =AN)A, — ——.
sa) sy AT 5@
Porovnanim obou vysledki ziskdme rovnici pro celkovou velikost populace N ve
tvaru B
(1 - B)A(N) = uN — —= (3.18)

B(N)A,
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Nyni ukdzeme, ze zakladni reprodukéni ¢islo R opét predstavuje jakousi hrani¢ni
hodnotu. Pocet druhotnych infekci, které zpuisobi nakazeny jedinec v populaci o
velikosti K (slozené vyhradné z jedinct nachylnych k onemocnéni) je

Ro= | " KB(K)A(r)dr = KB(K)A,,

Uvéazime-li tedy Ry < 1, mame
NB(N)A, < KB(K)A, =R < 1,

nebot jak bylo feceneno v paragrafu 3.1, C(N) = NB(N) je neklesajici funce. Diky
tomu mizeme v rovnici (3.18) provést odhad

B
1-B)A(N)=uN|1— — | <uN(1—B
( )()u( Nﬁ(N)A)u( )
atudiz A(N) < uN. To je vSak ve sporu s demografickym predpokladem A(N) > uN
pro kazdé 0 < N < K. Odtud vyplyva, ze pro Rg < 1 endemické equilibrium neexistuje
a lze ocekavat, ze hodnoty S(t),¢(t), N(t) se budou pro t — oo blizit k volnému
equilibriu (K0, K), coz znamend, Ze epidemie pomine.

Vyrazy vystupujici v rovnosti (3.18) muzeme chépat jako funkce proménné N,
které jsou spojité na intervalu (0, K. PredepiSeme-li S(N) = 1 pro N € [0,1) a
déle standardné S(N) = C(N)/N, mame spojitost dokonce na intervalu [0, K]. Pro
N =0 je pak vyraz na levé strané (3.18) nezaporny, zatimco napravo obdrzime

Podobné pro N = K je nalevo A(K)(1 — B) = pK(1 — B) a na pravé strané mame
pro Rg > 1
__Bek g BER k(G- B,

KpB(K)A, Ro
Diky zminéné spojitosti tak mizeme tvrdit, ze existuje alespon jedno N, € [0, K|,
které fesi rovnici (3.18). Pro Ry > 1 tak existuje endemické equilibrium.

Povahu ,nalezenych® stacionarnich bodt, tzn. pfipadnou asymptotickou stabilitu
¢l nestabilitu, jiz dale vySetfovat nebudeme, nebot to zna¢né prevySuje rozsah této
prace. Piipadné zajemce proto odkazuji na Brauerovu praci ve druhé kapitole prvni
¢asti knihy [1], ze které jsem prevazné Cerpal.

1714

3.3 SI*S model

Odvozeni modelu

Posledni ¢ast kapitoly o modelech s nehomogenni populaci vénujme zmince o ST*S
modelu, ktery se pouziva pfi studiu onemocnéni, jez neposkytuji trvalou imunitu
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proti reinfekci. Pii odvozeni modelu staci prestat uvazovat tiidu rezistentnich je-
dinct a uzdravenou cast populace pocitat opét mezi jedince nachylné k onemocnéni.
Ostatné, presné to samé jsme provedli pii odvozeni zakladniho S7.5 modelu. Soustava
rovnic popisujici celou situaci tak vypada néasledovné:

S'(t) = AN(t)) — pS(t) — BIN(1)S(H)o(t) —
- 7/ B(N(t—7))S(t—7)p(t —7)e " P'(7)dr

/ BIN(t = 7))S(t — Tt — 7) A, (7)dr (3.19)
(t)) — uN(t) +
+ <1 =) [ A= St = (e = e P (r)ar

Analyzu tohoto modelu jiz provadét nebudeme®. Namisto toho si ukdzeme, jak
lze z takto obecné postaveného problému ziskat vice strukturovany model popisujici
situaci podobnou té, jez byla zminéna v tvodu kapitoly.

Priklad — model typu SEIS

V dalsim budeme uvazovat onemocnéni s nezanedbatelnou inkuba¢ni dobou?, béhem
které nakazeny jedinec jesté neni infekéni. Typickym prikladem miize byt hepati-
tida!'®, nebo né&jaky typ chiipky, jejiz inkubac¢ni doba je relativné kratka ve srovnani
napiiklad s AIDS, ale pfesto ji nechceme zanedbat.

Zkusme tedy uvazovat takto charakterizované onemocnéni, které navic neposky-
tuje imunitu proti reinfekci. Pfenos takového onemocnéni se pokusime popsat prave
prostfednictvim ST*S modelu. Pritom [* budeme vnimat jako nakazenou ¢ast po-
pulace, ve které jsme schopni rozlisit nasledujici t¥idy:

E = E(t) ...jedinci v inkuba¢ni dobé (nejsou infekéni),
I =1(t) ...plné infekéni jedinci.

Méjme skupinu jedinct, kterd se nakazila v ¢ase 7 = 0 a ozna¢me 0 < u(7) < 1
zlomek téch, ktefi jsou v ¢ase T nakazeni, ale jsou v inkubacni dobé (samoziejmé
u(0) = 1). Béhem ¢asového okamziku, kdy stafi infekce je 7, pfitom onemocnéni
propukne u ¢asti ku(7) z celkové velikosti uvazované skupiny. Déle nechtf v(7) pred-
stavuje tu ¢ast, ve které jsou jedinci nakazeni a infek¢ni se stafim infekce 7. Zotaveni
(tj. opusténi t¥idy infekénich jedinct) je pfitom charakterizovano vztahem awv(7). Na
zakladé téchto predpokladi ziskavame pocatecni problém v podobé soustavy ODR

v = —kKu, u(0) =1,
v = Ku — av, v(0) =0.

8nehodlam ¢tenéfi tuto praci znechutit dalsim zdlouhavym dokazovanim
90bdobi mezi vstupem nékazy do organismu a vypuknutim nemoci
10jpfekéni zloutenka
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Vyjadrenim u z prvni rovnice a dosazenim do druhé ziskame feseni

—KT

u(r) = e,

() = —

— (efm' o efa‘r) )

Parametry P, resp. A vystupujici v modelu (3.19) nyni odpovidaji vyrazim

P(1) = u(r) +v(7), A(T) = v(7T) a tedy
e MP (1) = e M (U(1) + (1)) = —e"Tav(r) = —aA,(T).

(1)

Poznamka: Ze vztahu A(7) = 7(7) P(7) navic miZeme vyjadiit (1) = MOETeRG
obrazek 3.2 ukazuje jak pribeéh infekce vypada v konkrétnich piipadech.

lAOTi l.On*

08 08

1/x = 60 [den]
06 0.6 1/a = 21 [den]
1/ = 12 [den]

0al 1/a = 14 [den] oal

0.2 O.ZK

S N .

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Obrazek 3.2: Grafy znéazornujici pribéh infekce 7(7). Jednotkou 7 je kalendaini mésic.

Celkovou infekénost predstavuji jedinci spadajici do t¥idy I, tedy ¢ = I, a sou-
casné mizeme psat £/ = [* — ¢. Dosazenim odvozenych vztahti do systému rovnic
(3.19) pak napiiklad pro S ziskavame

S"=A(N) — uS — B(N)SI + v« /000 BNt —1))S(t—7)I(t—71)A(T)dr =
=A(N)—puS —B(N)SI + ~yal.

Stejnym zptisobem, jako jsme v odstavci o odvozeni ST*R modelu provedli derivaci
funkce I*, mizeme nyni zderivovat funkci E:

E(t) = /000 B(N(t—71)S(t—T7)I(t —T)e " [P(r) — A(1)] dr,
=u(T)

Et) = — [5(N(t NSt — Tt —Te P u(r)| - pE+

+ /000 B(N(t—71)S(t—7)I(t —7)e " (—ru(r))dr,
E' = B(N)SI — uE — kE.
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Budeme-li takto pokracovat, soustava rovnic (3.19) se ndm ,rozpadne“ na systém
ODR tvorici klasicky SEIS model se zahrnutymi demografickymi efekty:

S" = A(N) +~yal — B(N)ST — uS
E'=B(N)SI — (k+p)E

I'=kE — (a+p)l

N' = A(N) —puN — (1 —v)al.



Kapitola 4

Dodatky

V této kapitolce naleznete zdtivodnéni nékterych pouzitych predpokladt a dikazy
mensich tvrzeni, kterymi jsem nechtél zasahovat pfimo do vykladu. Jedna se o tvr-
zeni, kterd svym zptsobem nezapadaji do kontextu daného problému a zafazeni
jejich diikazu by mohlo, nefikdm vsak muselo, zptisobit pretrzeni ptivodni myslenky.

4.1 Uziti exponencialniho rozdéleni

Objasnéme si, pro¢ pti zavedeni vitalni dynamiky uvazujeme exponencialni rozdéleni
charakterizujici délku zivota. Mé&jme skupinu stejné starych jedinci, ktefi se narodili
v néjakém Case tg a 7 chdpejme jako stari (vek) téchto jedincti. Necht o(7) predstavuje
¢ast jedinct se stafim 7 z uvazované skupiny, ktefi zistavaji nazivu — samoziejmé
0(0) =1 alim, ,o o(7) = 0. Jestlize za jednotku ¢asu umird zlomek p z uvazované
populace, je splnéna diferencialni rovnice o’(7) = —puo (7). Resenim této rovnice s
uvedenou pocéateéni podminkou je o(7) = e #7.

Chceme-li znat primérnou délku zivota jedince, zajima nas vlastné priamérny
vek, ve kterém jedinci umiraji. V case t = ¢y + 7, kdy staii jedincd je pravé r,
umird po(7) z nich. Zminény priamérny vék v dobé smrti lze tedy vyjadiit jako
f > 7uo(7)dr, ktery vzhledem k uvedené diferencialni rovnici miZeme prepsat ve

0
tvaru fooo —710’'(7)d7. UZitim integrace per partes pak dostavame

/0 " o (r)dr = — [ra(r)] + /0 " o(r)dr - /0 ey — % |

To presné odpovida predpokladu (iii)** uvedenému na strané 10.

4.2 Dukazy nékterych pouzitych tvrzeni
Na strané 24 jsme pii ovéreni lipschitzovskosti vektorové funkce ¢ pouzili jakousi

analogii znamé véty o stfedni hodnoté. Tuto analogii nyni zformulujeme a dokazeme
jako tvrzeni pro m-rozmérnou vektorovou funkci.

32
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Tvrzeni 7 (o stfedni hodnoté pro vektorové funkce)

Necht Q C R"™ je oteviend konvexni mnoZina, [ : Q — R™ je spojité diferencovatelnd
vektorovd funkce, a,b € Q. Oznacme D f(x) Jacobiho matici funkce f v bodé x € ).
Pak plati

1
10~ 1@ = ([ Drta+ e - anie) 0~ o
0
Pokud navic existuje M > 0 tak, e Vo € ab: |Df(x)| < M, pak
[£(0) = f(a)] < M][b—al.
DUKAZ: Polozme h = b—a a uvazujme a-+£h, kde € € [0, 1], parametrizaci Gsecky ab.
Méme f = (f1,..., fm)T a pro kazdé i € {1,...,m} definujme funkci g; : [0,1] — R

predpisem ¢;(§) = fi(a + £h). Tato funkce je diky predpokladim spojité diferenco-
vatelna, tudiz mizeme psat

£:(b) - fz<>—gz<>—gz<>—/gl ) = /( OF (o + emyh )df—

S

Jj=1

Protoze fol Df(a+ £h)dé chdpeme jako matici typu m X n se slozkami

' of;

o 0x;

(a+&h)dE, i=1,....m, j=1,...,n,

vyse uvedend suma pfedstavuje nasobeni i-tého fadku matice fol Df(a+ &h)dE vek-
torem h. Celkové tak mame

76— f(a) = ( / Df(a+t §h>d§) h

coz jsme chtéli dokazat.

Normu |Df(z)| mtzeme chapat jako normu operatoru z R” do R™. Na zakladé
pravé dokézaného vysledku a predpokladu uvedeného ve znéni véty pak skutecné
plati

[£(b) = fla)] =

/ Df(a+£h)hd£H§ | 1D+ 01 e < v al.

cbd



7. aver

Vybér tématu této bakalarské prace byl podstatné ovlivnén mym zidjmem o mate-
matické modelovani, at uz zaméfené na fyziku a techniku, nebo na modely napiiklad
praveé v biologii. Moje prvotni nadSeni pro modelovani sifeni infekénich nemoci vsak
zahy ponékud opadlo. Jakmile jsem se totiz blize seznamil se zvolenou problemati-
kou, bylo mi jasné, Ze se nedo¢kam zadnych grafickych ¢i numerickych vystupi, nebot
modely s nehomogenni populaci jsou v tomto ohledu zalezitosti znacné slozitou.
Tato prace se odlisuje od ostatnich odbornych ¢lanki zamérenych na matematic-
kou epidemiologii — tedy alespon od téch, které jsem meél moznost ¢ist — zejména v
mite provedeni zakladni analyzy studovaného problému. Na tikor toho vsak zaostava
v §ifce, se kterou je mozno na celou véc nahlizet. Podarilo se ukazat globalni existenci
a jednoznacnost feseni jednoho z modeld. Namisto toho bylo mozné zamérit se vice
na otazky spojené s asymptotickym chovanim feseni, popiipadé provést podrobnou
analyzu také u druhého modelu. Zahrnuti vSech téchto aspektti by vsak vyzadovalo
mnohem vice Casu, prostoru a v neposledni fadé také védomosti. Nékdo by rovnéz
mohl poukazovat na priliSnou strucnost, se kterou byla uvedena druha kapitola ty-
kajici se zakladnich epidemiologickych modelt. Jak ale doufam, ¢tenaf pochopil, ze
se skutecné jedna pouze o tvod do celé problematiky. Zahrnutim zminéné kapitoly
jsem chtél pouze predeslat, jak lze modely sestavovat a co u nich mizeme zkoumat.
Ackoliv se tedy zpocatku projevilo mirné zklaméani v disledku absence konkrétni
aplikace na redlnéd data, jsem se svou praci spokojen, nebot mi poskytla novy po-
hled na problematiku matematického modelovani a pomohla mi osvojit si dovednosti
budto zcela nové, anebo ty ziskané na prednéskich nejen z matematické analyzy.
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