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Abstrakt: V této praci studujeme pouziti teorie extremalnich rozdéleni
(EVT) na meéfeni extrémniho rizika finan¢énich aktiv. Nejdiive shrneme
zékladni poznatky z teorie extremélnich rozdéleni. PopiSeme maximum do-
main of attraction Fréchetova, Weibullova a Gumbelova rozdéleni, jejich
sjednoceni v obecnou extremélni distribu¢ni funkci (GEV) a odvodime obec-
nou Paretovu distribuéni funkci (GPD). Poté se zaméiime na nékolik metod
odhadu charakteristik extreméalnich rozdéleni. Mezi témito odhady popiseme
nékteré parametrické a také neparametrické metody. Tyto metody pozdéji
vyuzijeme na odhad chvostu distribuéni funkce ztrat a na stanoveni dvou
meér rizika. Konkrétné na Value-at-Risk a expected shortfall. Na zavér ap-
likujeme zminéné odhady na redlna data z financ¢nich trhu.
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Abstract: In this work we study the application of extreme value theory
(EVT) on measuring extreme risk of financial assets. First we describe basic
theoretical knowledge of extreme value theory. We describe maximum do-
main of attraction of Fréchet, Weibull and Gumbel distribution, their unify-
ing into generalised extreme value distribution function (GEV) and we derive
generalised Pareto distribution function (GPD). Then we focus on several
methods of estimating characteristics of extreme distributions. Among these
estimations we describe some parametric and also non parametric methods.
Then we use these methods on tail estimation of distribution function of
losses and on two risk measures, Value-at-Risk and expected shortfall. In
conclusion we apply described methods on real data from financial markets.
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Kapitola 1

Uvod

V této praci se budeme zabyvat studiem extrémnich jevu ve financich,
tedy jevu, které se vyskytuji pouze vyjimecné, avSak jejichz vliv na nas
je obrovsky. Extrémni jevy se vyskytuji ve vSech oblastech. My se zamétime
na extrémni ztraty z financénich aktiv. Takovéto ztraty mohou mit zdr-
cujici dusledky a proto je dulezité jim vénovat pozornost. V fe¢i matema-
tiky budeme ztraty modelovat jako nahodné veliciny Xi,..., X, které
maji distribuc¢ni funkci F'. Extremni ztratu potom chapeme jako ndhodnou
velicinu X, ktera nabude hodnoty z chvostu své ditribu¢ni funkce F. K
modelovani chvostu distribuéni funkce ztrat F' budeme pouzivat teorii ex-
tremalnich rozdéleni. Teorii extremélnich rozdéleni popisuje druhéd kapi-
tola. V té shrneme zakladni poznatky, které budeme potiebovat dale k
aplikaci teorie na realna data. Rozdélime zde distribuéni funkce do ti{
rodin, které urcuji tii zakladni extremalni distribuéni funkce: Fréchetova,
Weibullova a Gumbelova. Dalsi dulezitou distribuéni funkei, kterou zde
odvodime je obecné Paretova distribuéni funkce. Ve tteti kapitole popiseme
metody pro parametricky a neparametricky odhad charakteristik ex-
tremalnich rozdéleni z namérenych dat. Parametrické odhady provedeme po-
moci metody maximalni vérohodnosti a pomoci metody pravdépodobnostné
vazenych momentu. Neparametrické metody rozdélime na metodu pomoci
maximum domain of attraction, kterou provedeme pomoci Pickandova,
Hillova a Dekkers-Einmahl-de Haanova odhadu, a na odhad parametru
obecné Paretovy distribucni funkce. Uvedeme zde také nékteré grafické
metody pro analyzu chvostu. Ve ¢tvrté kapitole popiseme miry, pomoci
kterych lze méfit riziko extrémnich jevi. Tyto miry se nazyvaji Value-at-
Risk a expected shortfall. Také zde uvedeme metody, jak tyto miry rizika



urcit pomoci teorie extremélnich rozdéleni. V paté kapitole potom apliku-
jeme popsanou teorii na realnd data z finanénich trhu a stanovime jejich miry
extrémniho rizika. Konkrétné budeme studovat data akcii Bank of America
Corporation. Pti analyze budeme klast duraz na vliv globalni finan¢ni krize,
ktera zacala v roce 2007 ve Spojenych stdatech americkych, na naméfrend
data.



Kapitola 2

Rodiny extremalnich rozdéleni
a jejich charakteristiky

2.1 Uvod a znaceni

V této kapitole se budeme zabyvat zdkladnimi poznatky z teorie ex-
tremalnich rozdéleni. Nasim cilem bude zkoumat vlastnosti konvergence
normovanych a centralizovanych maxim z ndhodnych vybéru z néjakého
rozdéleni a vlastnosti jejich limitnich rozdéleni. Zaméiime se na to, jaké
vlastnosti distribu¢éni funkce F' zarucuji existenci nedegenerovaného lim-
itntho rozdéleni maxim z nahodného vybéru s touto distribuc¢ni funkei. Déle
prozkoumame jaka rozdéleni mohou byt limitni rozdéleni maxim ndhodného
je Fisher-Tippettova véta, ktera urcuje tii moznd nedegenerovand limitni
rozdéleni pro centralizovand a normovana maxima nahodného vybéru. Tato
ti rozdéleni se nazyvaji extremalni rozdéleni. Poté se zamérime na to, jaké
vlastnosti distribu¢ni funkce F' implikuji, ze maxima z vybéru s touto dis-
tribuéni funkei konverguji k dané extremalni distribuéni funkci. Soucasné
nas bude samoziejmé také zajimat, jak muzeme volit posloupnosti centra-
lizujicich a normujicich konstant. Nakonec se zaméiime na tzv. obecnou
extremalni distribuéni funkci, ktera bude velmi dulezita pti pozdéjsi aplikaci
teorie na redlna data.

V celé této kapitole bude X, Xs,... posloupnost iid ndhodnych veli¢in se
znamou df F. Budeme vysetiovat vlastnosti vybérového maxima

M, = Xy, M,, = max(Xy,...,X,),n>2.



Odpovidajici vlastnosti vybérového minima muzeme zjistit pomoci transfor-
mace:

min(Xy, ..., X,) = —max(—Xq,...,—X,).

Dale si oznacime pravy chvost distribuéni funkce F jako F = 1 — F. Cislo
zp = sup{z € R: F(z) < 1} budeme nazyvat hrani¢ni hodnota distribué¢ni
funkce F'.

2.2 Konvergence maxima

Nejdiive odvodime distribu¢ni funkci maxima M, :
PM, <z)=P(X; <z,...,X, <z,) = F"(x),

Extrémni jevy se odehravaji blizko hrani¢ni hodnoty zp df F. Proto jsou
intuitivné vlastnosti M,, zavislé na vlastnostnech pravého chvostu df F.
Pro vsechna x < xp plati:

P(M, <z)=F"(z) — 0,n — oo,
pokud je xp < co potom pro x > xp plati:
P(M, <z)=F"(z) =1

Tedy dostavame, ze lim,,_,., M,, = xp v pravdépodobnosti a skoro jisté.
Tento poznatek ndam toho vSak o vlastnostech M, mnoho neprozradi. Proto
budeme dale studovat slabou konvergenci centralizovanych a normovanych
maxim. Tedy se budeme zabyvat vztahem

(Mn — dn)

Cn

N , M — 00

pro néjakou nedegenerovanou distribuéni funkei H a konstanty ¢, > 0 ,
d, € R. Tedy budeme se zajimat o pravdépodobnosti:

M, —d,

Cn

P( < x).

Tento vyraz muzeme déle upravit na
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kde u,(x) = ¢, x x + d,,.

Nejdrive se budeme zabyvat otazkou, jaké vlastnosti distribuéni funkce F
zajistuji existenci limity P(M, < wu,(x)) pro n — oo. Jak jsme jiz in-
tuitivné prepokladali, existence této limity bude zaviset na vlastnostech
pravého chvostu F distribuéni funkce F. Tyto vlastnosti popisuji nasledujici
dvé tvrzeni, ktera jsou zakladnimi stavebnimi kameny v teorii extremalnich
rozdéleni.

Tvrzeni 2.1. Pro 1 € [0, 00| a posloupnost (u,) redlngch ¢isel jsou ndsleduji
vyrazy ekvivalentni:
P(M, <u,(z)) —e "

nF(u,) — 7.

Dukaz tohoto tvrzeni je uveden v [2] na strané 116.

Tvrzeni 2.2. Necht F je distribucni funkce s xp < oo a necht 7 € (0, 00).
Potom ezxistuje posloupnost (u,) spliugici nF(u,) — 7 tehdy a jen tehdy,

kdyz

a Flrp—)=1.

Toto tvrzeni nalezneme v [2] na strané 117. Dusledkem téchto dvou
trvzeni jsou omezeni na distribuéni funkce, ke kterym existuje nedege-
nerované limitni rozdéleni pro M,,. Napriklad pro distribu¢ni funkce s
xp < 00, které maji v bodé xp skok, takovéto rozdéleni neexistuje. Tento
fakt vytradi z naseho uvazovani vsechna diskrétni rozdéleni s konecnou
mnozinou hodnot. Pro diskrétni ndhodnou velicinu s zr = oo muzeme
limg 1y, % = 1 prepsat na lim, . Fféi)l)
muzeme vyloucit nedegenerovand limitni rozdéleni pro M, z ndhodného
vybéru z Poissonova, geometrického a negativné binomického rozdéleni. A
dale viechna diskrétni rozdéleni s z = oo, pro kterd klesd F(n) piilis rychle.
V nasledujici definici popiSeme specidlni tiidu ndhodnych veli¢in. Tyto
veli¢iny se pozdéji ukézi jako jedind mozna limitni rozdéleni pro konvergenci
M,, z néjakého rozdéleni.

= 1. Pomoci tohoto vztahu




Definice 2.1. Nedegenerovand ndhodnd velicina X se nazyjvda maz-stabilni,
pokud pro vSechna n > 2 a pro X1, Xs,..., X, #d se stejnym rozdélenim
jako X plati:

max(Xy, Xa, ..., X,) 4 cnX +d,.

Tedy plati, ze kazdd distribucni funkce max-stabilni ndhodné veliciny
je limitni distribu¢ni funkce pro vybérova maxima z néjakého nahodného
vybéru. Nésledujici tvrzeni navic k4, ze rodina max-stabilnich distribuénich
funkci jsou jedind mozna limitni rozdéleni pro vybérova maxima z néjakého
nahodného vybéru.

Tvrzeni 2.3. Rodina max-stabilnich distribucnich funkci se shoduje s rodi-
nou vSech moznych (nedegenerovanych) limitnich rozdéleni pro (normovand
a centralizovand) viybérovd mazima.

Diukaz tohoto tvrzeni je uveden v [2] na strané 121. Nyni uvedeme tzv.
Fisher-Tippettovu vétu, ktera je hlavnim vysledkem této podkapitoly.

Tvrzeni 2.4. Necht (X,,) je posloupnost iid ndhodnijch velicin. Pokud ex-
istugi normugici konstanty ¢, > 0 , d, € R a nedegenerovand distribucni
funkce H takovd, Ze

(Mn _ dn)

Cn

N ,n — 00,
potom je H jedna ze tii ndsledugicich distribucnich funkci:

0, <0

exp(—z~%), x>0 @ >0

Frechet : ®,(z) = {

_(—p) <
Wez’bull:%(:c)z{ exp(~(~2) i i;g @>0

Gumbel : A(z) = exp(—e ),z € R.
Tyto tri distribucni funkce se nazyvaji extremdlni distribucni funkce.

Odpovidagici nahodné veliciny se nazyvaji extremdlni ndhodné veliciny.

Néznak dukazu tohoto tvrzeni je uveden v [2] na strané 122. Extremalni
distribuéni funkce jsou spolu spojeny podle nasledujictho vztahu pro nv
X >0
X mé df ¢,(z) <= In(X*) ma df A(z) < — X! md df ¢, ().
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2.3 Maximum domain of atraction

V této kapitole budeme fesSit otazku: Jaké vlastnosti df F' implikuji, ze
maxima z ndhodného vybéru s touto df (po znormovani a centralizovéni)
konverguji slabé k extremadlni distribu¢ni funkci H? Dale si fekneme, jak
muzeme volit normaliza¢ni konstanty a zda jsou tyto konstanty jednoznacné
urceny. Prvni otdzka, kterou v této kapitole zodpovime je: Muze se stat,
ze pomoci ruznych normalizacnich konstant mohou maxima ze stejného
nahodného vybéru konvergovat slabé k ruznym extremalnim distribuc¢nim
funkefim? Odpovéd na tuto otdzku ndm da néasledujici tvrzeni, které je
uvedeno v [2] na strané 554.

Tvrzeni 2.5. Necht A, B, Ay, Ay, ... jsou ndhodné veliciny a by > 0,
Or > 0,a; € R, € R jsou konstanty. Pokud plati:

A.
by
Potom vztah:
An —On d B
Bn
plati, praveé kdyz:
bn ap — Oy,
lim — =b¢€|0,00), lim —— =a € R.

Potom B £ bA+a a a,b jsou jednoznacné urceny. A je nedegenerovand,
prave kdyz b > 0 a potom jsou A a B stejného typu.

Tedy limitni rozdéleni pro maxima z nahodného vybéru je jednoznacéné
urceno az na afinni transformaci. Pted zodpovézenim dalsich otazek definu-
jeme maximum domain of atraction (MDA).

Definice 2.2. Rekneme, e ndhodnd velicina X (odpovidagici distribucéni
funkce F) patri do mazimum domain of atraction extremdlni distribucni
funkce H, pokud existuji konstanty ¢, > 0,d, € R takové, Ze plati

—(Mn — dn) 4 H n— oo.
CTL

V tomto pripadé piseme: X € MDA(H)(F € MDA(H)).

11



Definice 2.3. F je stejné se ménici s indexem —a pro néjaké o > 0, pokud

F
lim _(xt) =t"*%t>0,

potom piseme F € R_,,.

Definice 2.4. Distribucni funkce F a H maji ekvivalentni chvosty, pokud
rp =xy a plati: o
F
lim _(95) =c

zlzp H(x)

pro néjakou konstantu 0 < ¢ < o0.

Distribu¢éni funkce, které maji ekvivaletni chvosty, patii do stejné
MDA(H) a dokonce plati, ze pro né muzeme volit stejné normovaci kon-
stanty. Vybérové maximum M, je empirickd verze (1 — i)-kvantilu dis-
tribuéni funkce F'. Proto budeme volit normujici konstanty ¢, > 0 jako
(1 — 1)-kvantil. Kvantilovou funkci budeme déle znacit jako
F=(t)={infz € R: F(z) > t},0 < t < 1. Nésledujici tvrzeni je dusledkem

Tvrzeni 2.1 a poslouzi nam k nékterym odhadum v dalsich kapitolach.

Tvrzeni 2.6 (Charakterizace MDA(H) ).
Distribucni funkce F patii do MDA(H) s normugjicimi konstantamsi
cn > 0,d, € R, prdvé kdyz

lim nF(c,z +d,) = —In(H(z)),z € R.

n—o0

Pokud H(x) = 0 potom je limita rovna oo.

2.4 Maximum domain of atraction
Fréchetovy distribuc¢ni funkce

V této kapitole charaktrerizujeme distribu¢ni funkce, které patii do
MDA(®,) pro a > 0. Protoze Fréchetova distribu¢ni funkce ma tvar:

0, <0

exp(—z~%), x>0 a>0.

Frechet : ®,(z) = {

Plati, ze F(x) =1 — exp(—2~) a podle Taylorova rozvoje plati, ze
F(z) ~ 7% Tedy chvost ®,(z) klesd jako mocnina a patii mezi rozdéleni
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s tézkymi chvosty. Nasledujici tvrzeni nam prozradi, ze vSechny distribucni
funkce, které patii do MDA(®,), maji tézky chvost, ktery klesd jako moc-
nina. Dukaz tohoto tvrzeni je uveden v [2] na strané 131.

Tvrzeni 2.7. Distribucni funkce F' patri do MDA(®,) pro a > 0 prdvé
kdyz F(x) = o=*L(z). Kde L je kladnd Lebesqueovsky méritelnd funkce na
(0,00) a L € Ry. Pokud F € MDA(®,), potom

-1 d
¢, M, — ®,,

kde normugjici konstanty ¢, muzeme volit jako F~ (1 — %) Pozn. funkci L s
témito vlastnostmi budeme nazyvat "pomalu se ménici funkce L”.

Dusledkem tohoto tvrzeni je, ze vSechny distribuc¢ni funkce
F € MDA(®,) maji xp = co. Dalsim dusledkem tvrzeni je, ze pro
X € MDA(®,) je E(X*)° = oo pro § > a. Tedy jsou to rozdéleni s velmi
tézkymi chvosty a xr = 00, ktera se pouzivaji k modelovani velmi volatilnich
trhu, akcii apod. Dale plati

F e MDA(®,) & F € R_,,

coz je jednoduchd charakterizace M DA(®,) podle tvaru chvostu. Dalsi
moznd charakterizace M DA(®,) je pomoci tzv. von Miseho podminky.

Tvrzeni 2.8. Necht je F' absolutné spojitd distribucni funkce s hustotou f.
Pokud plati:
zf(z)

Iim =—~*% =« > 0,

potom F' € MDA(®,,).

Toto tvrzeni je odvozeno v [2] na strané 132 a lze podle néj charakteri-
zovat M DA(®,) pomoci von Miseho podminky:

MDA(®,) se sklada z distribuénich funkci spliujicich von Miseho
podminku a z distribuénich funkci s nimi chvostoveé ekvivalentnich.

Priklad 2.1 (distribuéni funkce z M DA(D,)).
Do MDA(®,) patii napriklad Paretovo a Cauchyho rozdélend.

13



a) Paretovo rozdéleni
s hustotou

b
f@) =22 a>0b> 0220

distribucni funkce md tvar
b
Flz)=1—(=-)%a>0,b>0,z>b
x

tedy chvost je

Fa)= (0"

podle proni charakterizace M DA(®,,) dostavdme:
— b 1
F(z) = (5)‘1 ~ € R_,= F € MDA(®,)

podle druhé charakterizace M DA(®,,) dostavame:
von Miseho podminka:
ef(@) . FE™

b
lim == = lim L =
S Fw) e (B e (b

b) Standardni Cauchyho rozdéleni

s hustotou 1 1
flz) = reR

Tl +a2

distribucni funkce md tvar

tedy chvost je

_ t 4z
F(x)zl_%’xe];{

7T
podle pruni charakterizace M DA(®,,) dostdvime:

— 1
F(.CE) ~—€ R, =>F€MDA((I)1)

T

14
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podle druhé charakterizace M DA(®,,) dostdvime:
von Miseho podminka:

tim L@y D~ lim =1= F e MDA(®,).

2

Dalsi vlastnosti Cauchyho a Paretova rozdéleni jsou uvedeny v [1] na
strane 25 a 27.

2.5 Maximum domain of atraction
Weibullovy distribuéni funkce

V této kapitole charakterizujeme distribu¢ni funkce, které patii do
MDA(V,) pro a > 0. Dulezitym poznatkem je, ze vsechny distribu¢ni
funkce z MDA(V,) maji koneény hraniéni bod xp. MDA Weibullovy a
Frechetovy distribuc¢ni funkce jsou si velice podobné. To nam napovida i vz-
tah W,(—1) = ®o(x),x > 0. Prvni charakterizace M DA(¥,) podle tvaru
chvostu F' zni:

— 1
Fe MDA(V,) & xp < oo, F(zp ——) € R_,.
T

Normujici konstanty zde muzeme volit jako: ¢, = xp— F~(1— %) ad, =Tp.
Modifikaci Tvrzeni 2.8 muzeme také pro M DA(V,) stanovit von Miseho
podminku:

Tvrzeni 2.9. Necht je F absolutné spojitd distribucni funkce s hustotou f,
kterd je kladnd na néjakém konecném intervalu (z,xp). Pokud plati:

lim M =a>0,
zlzp F(x)

potom F' € MDA(Y¥,,).
Opét muzeme M DA(W,,) charakterizovat pomoci von Miseho podminky:

MDA(V,,) se skldda z distribu¢nich funkci spliujicich von Miseho
podminku a z distribuénich funkci s nimi chvostoveé ekvivalentnich.

Do MDA(¥,) patif napiiklad rovnomérné a beta rozdéleni.
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Piiklad 2.2 (rovnomérné rozdéleni na (0,1)).

hustota f(x) =1,z € (0,1)

distribucni funkce F(z) = z,z € (0,1)

chvost F(x) =1 —x,2 € (0,1)

Tp = 1

Pomoci charakterizace M DA(¥,) podle tvaru chvostu dostaneme:

— 1 1
F(xp — ;) =_€ R 1= F € MDA(¥,).

Pomoci von Miseho podminky dostaneme:

1—x)1
i L=y L pe mpay).
21 1 —x
Normugici konstanty muzeme zvolit jako ¢, = :L'F—FH<1—%) = 1—1+% =

ad, =xr=1. Pak plati:

S|

(Mn - 1)77, — \I’l-

2.6 Maximum domain of atraction Gum-
belovy distribuc¢ni funkce

M DA(A) obsahuje sirokou skalu distribu¢nich funkci. Bohuzel, zde neexis-
tuje jednoduchd charakterizace M DA(A) pomoci R_,, jako u Fréchetovy a
Weibullovy distribuc¢ni funkce. Podle Taylorova rozvoje plati

1 —A(z) = F(x) ~ e, 2 — oo. Otazkou je, jak moc se mize chvost dis-
tribuéni funkce F' asymptoticky lisit od e™*, aby F' patfila do M DA(A).
Plati, ze M DA(A) obsahuje distribuéni funkce s ruzné tézkymi chvosty. Ob-
sahuje rozdéleni se stfedné tézkymi chvosty jako je logaritmicko-normalni
rozdéleni az po rozdéleni s lehkymi chvosty jako je normalni rozdéleni. Navic
v M DA(A) mohou byt rozdéleni s zp = oo tak také s xp < co. Nésledujic
popis distribu¢nich funkef ndm pomuze charakterizovat M DA(A).

Definice 2.5 (Von Miseho funkce). Necht F je distribucni funkce, kterd
je spojita v xp < o0o. Pokud existuje konstanta z < xp takovd, Ze F lze

16



reprezentovat jako:
F(z) =ce P{—/—l dt},z <z <uzp
T) = cex r<r<ux
a(t) ' ’

kde ¢ je néjakd kladnd konstanta, a(-) je kladnd a absolutné spojitd funkce
(vzhledem k Lebesgueové miie) s hustotou a' a limyq,, o' (x) = 0.

Potom se F' nazjvd von Miseho funkce, funkce a(-) se nazgjvd pomocnd funkce
F.

Déle pro nas bude F(z) € R_,, znamenat

lim Fat) _ 0, t>1
T F(a) oo, 0<t<l.

Tvrzeni 2.10 (Vlastnosti von Miseho funkce). Kazdd von Miseho funkce F
je absolutné spojitd na (z,xr) s kladnou hustotou f. Pomocnd funkce mize

byt volena jako a(x) = % Navic plati:
a) pokud xp = oo, potom F € R_o, a
lim J;_f(x) =
Z—00 F(q;)

b) pokud xp < oo, potom F(zp — 1) € R_ a

@)
zlzp F(J})

Dukaz tohoto tvrzeni je uveden v [2] na strané 141. Plati, ze kazd4 von
Miseho funkce je prvkem M DA(A). Normujici konstanty muzeme volit jako
dy = F~(1—1%)ac, =a(d,), kde a(-) je pomocnd funkce F. Von Miseho
funkce vsak nejsou veskeré distribuéni funkce, které patii do M DA(A). Pro
kompletni charakterizaci M DA(A) musime k von Miseho funkeim piidat
i vSechny distribuc¢ni funkce s nimi chvostové ekvivalentni. Tedy mame
kompletni charakterizaci M DA(A):

MDA(A) se sklada z von Miseho funkci a z distribu¢nich funkci s
nimi chvostové ekvivalentnich.
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Narozdil od MDA(®,) plati pro FF € MDA(A) s xp = 00, 2¢ F' € R_,
a tedy F(XT)* < oo pro véechna o > 0, kde X* = maxz(X,0). Piiklady
rozdéleni, které patii do MDA(A), jsou napiiklad normélni rozdéleni,
logaritmicko-normélni rozdéleni a exponencidlni rozdéleni. Definice a
vlastnosti téchto rozdéleni lze najit v [1].

Piiklad 2.3 (Exponencialni rozdéleni).

exponencidlni rozdéleni md hustotu f(x) = Aexp(—Ax),x > 0,A >0
distribucni funkce je F(z) =1 —exp(=Az),xz > 0,A >0

tedy plati, Ze chvost md tvar F(z) = exp(—=Az),z > 0,A > 0 a F je von
Miseho funkce s a(-) = 5, A > 0.

2.7 Obecna extremalni distribuc¢ni funkce a
obecna Paretova distribuc¢ni funkce
Pro dalsi potteby zde uvedeme obecnou extremalni distribuéni funkci, ktera

pomoci jednoho parametru & sjednoti predchozi extremalni distribuc¢ni
funkce do jedné. Pro parametr £ pouzivame nésledujici interpretaci:

é > 0 odpovida Fréchetové distribucni funkci &,
0 odpovida Gumbelové distribuéni funkei A
—é < 0 odpovida Weibullové distribu¢ni funkeci ¥,,.

§
§
§

Potom obecnd extremadlni distribuc¢ni funkce mé4 tvar:

_ [ exp{—(1+&x)7E}, €40
He { exp{—exp(—x)}, £=0

kde 1 4+ &x > 0. Pozdéji budeme pouzivat obecnou extremalni distribucni
funkei He 4, kde nahradime proménnou x v H¢ pomoci x—;’i Nésledujici
tvrzeni charakterizuje M DA(H,). Navic je zdkladem pro nékteré statistické
aplikace teorie extremalich rozdéleni. Ndznak jeho dikazu je uveden v [2] na

strané 159.
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Tvrzeni 2.11 (Charakterizace M DA(H) ).

Pro £ € R jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

a)F € MDA(H,)

b)Ezistuje kladnd méritelnd funkce a(-) takovd, Ze pro 1+ &x > 0 plati:

£t 20(w) { (1+&0)¢", €40
ulzp F(u) e’ 5 =0

¢) Pro x,y > 0,y # 1 plati:

—_

oo Ulsa) —UGs) [ 5t €40
I T(sy) —U(s) ~ | im

,_
=]
~
NP
axt
|

kde U(t) = F(1— 1)t > 0.

Pokud je X nédhodnd veli¢ina s distribu¢ni funkei F' € M DA(H), potom
muzeme bod b) z predchézejiciho tvrzeni interpretovat jako:

-1

. X —u _J +&x)e, €40
ggcrllwp( a(u) >a:|X>u)—{ e ™, £=0.

Tento vztah nam dava distribuéni aproximaci pro normovany piesah pies
vysoky préh w s normativni funkci a(u). Tato aproximace je dulezité
pro méfeni rizika pro finan¢ni instrumenty a motivuje nés k nésledujicim
uvaham. Nejdiive si definujeme distribu¢ni funkei presahu a funkei stfedniho
presahu.

Definice 2.6 (Distribuéni funkce piesahu, funkce sttedniho piesahu). Necht
X je nahodnd velicina s distribucni funkci F' a hranicnim bodem xp. Pro
pevné u < Tp se

Fz)=P(X—u<z|X>u),z>0
nazyvd distribucni funkce presahu ndhodné veliciny X pres prdah u. Funkce
e(u)=E(X —u|X >u)

se nazyvd funkce stredniho presahu ndhodné veliciny X .
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Funkce e(u) se také nékdy nazyva stredni zbytkova doba zivota (mean
residual lifetime) a hraje dulezitou roli ve statistickych aplikacich teorie
extremalnich hodnot. Pomoci grafu empirické e(u) lze posoudit, zda
namérend data pochdzeji z rozdéleni s tézkym chvostem. Tento graf se také
pouzivé pii odhadu parametri obecné extremalni distribu¢ni funkce He , .
V neposledni tadé slouzi tato funkce k vypoctu tzv. ocekavané extrémni
ztraty (expected shortfall), kterd se pouziva k méfeni rizika finanénich
instrumentu. Dalsi vlastnosti této funkce predstavime v kapitole Miry rizika
a podrobnéji je popséna v [2].

Déle si ozna¢ime limitni vysledek z Tvrzeni 2.11 b) pro piipustnd x jako
obecnou Paretovu distribu¢ni funkci.

Definice 2.7 (Obecna Paretova distribu¢ni funkce(GPD)).
Distribucni funkci:

Gelo) = { 1 (TH G £

kde x > 0 pro & >0 a0 < x <
Paretova distribucni funkce.

_Tl pro & < 0. Budeme nazyvat obecnd

Nékdy budeme misto Ge¢(z) pouzivat znaceni Ge, 3, kde nahradime ar-
gument x pomoci xg”,l/ € R, > 0. Obecnéa Paretova distribuéni funkce
je limitni distribuéni funkce pro normovany ptesah ptes vysoky prah, odha-
dem jejich parametru se budeme zabyvat v kapitole Parametrické a nepara-
metrické odhady charakteristik rozdéleni. Dulezitou roli ve statistickych ap-
likacich hraje distribuéni funkce G¢ g. Nasledujici tvrzeni shrnuje zakladni

pravdépodobnostni vlastnosti Geo s a jeho dikaz lze najit v [2] na strané
166.
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Tvrzeni 2.12 (Vlastnosti Geo g ).
a) Necht X md Gepp. Potom EX < oo prdvé tehdy, kdyz je & < 1. V tomto
pripadé plati:

Eoner 1 -1

E(l—{—g ) ——1+£T,T> ¢

E(In(1 + %X))k — ¢kl keN
EX(Geos(X)) = g oo

(r+1-80r+1)" [¢
Pokud & < % pro r € N, potom:

o ﬁr F(g_l_r)r‘
IR

b) Pro kazdé € € R, F € MDA(H;) pravé kdyz

EX"

lim sup |Fu(x) — Geopwy(r)] =0

ulZr 0<z<zp—u

pro néjakou kladnou funkci (3.
¢)Necht z; € D(E,3),i = 1,2, kde
D(€, ) = [0,00),€ > 0 a D(E, ) = [0, ~ =), < 0 potom plati:

@ ,0,8\T1 + To —
Geo,8(21)

d)Necht N je ndhodnd velic¢ina s rozdélenim Po(\) a nezdvisld s iid posloup-
nosti (X,), kde X,, md distribucni funkci Geo s a necht
My = max(Xy,...,Xn). Potom plati:

T, -1
P(My < z) =exp{—\(1+ 55) €} = He pap(a)

kde pu = 2271 0 ¢ = B,
e)Necht X md distribucni funkci Gep g, kde & < 1. Potom pro u < xp plati:
+&u

e(u)=E(X —u|X >u) = 1_£,ﬁ+£u>0.
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Vlastnosti G¢op z tohoto tvrzeni jsou zdkladem statistickych aplikaci
extremalnich hodnot.
Vlastnost b) nam tikd,ze G¢ o g aproximuje distribuéni funkei presahu F, (),
pro dostecéné vysoky prah u. Funkce 3 je odhadnuta pomoci namérenych dat,
tedy plati:

Fu(z)=P(X —u>z|X >u) ~ Geopu(z),z >0
nebo ekvivaletné pro x > u,
P(X > 2|X > u) & Gepu)(2)-

Névod na uréeni dostatecné vysokého prahu u ndm dava bod e). Podle
tohoto tvrzeni je e(u) z Gep g linearni. Pomoci konstrukce empirické e, (u),
kterou popiseme podrobné v pristi kapitole ziskame grafickou metodu na
odhad dostatecné vysokého prahu u. Budeme vybirat takova wu, pro ktera
bude e, (u) zhruba linedrni.
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Kapitola 3

Parametrické a neparametrické
odhady charakteristik
extremalnich rozdéleni

3.1 Uvod

V této kapitole se budeme zabyvat aplikaci teorie extremalnich hod-
not na realnd data. Nejdiive popiSeme nékteré metody pro grafickou
analyzu namétfenych dat. Pomoci nich budeme testovat, zda dand data
pochazeji z urcitého rozdéleni, a jestli se jedna o data z rozdéleni s tézkym
chvostem. Dale bude nasim cilem stanovit odhady vysokych kvantilu z, a

odhad chvostu F'(z) pro ndhodny vybér Xi,..., X, z néakého rozdéleni.
Metody pro tyto odhady rozdélime do dvou skupin. Parametrické odhady,
které budeme provadét pomoci metody maximélni vérohodnosti a metody
pravdépodobnostné vazenych momentu a neparametrické odhady, které
budeme provadét pomoci metody maximum domain of atraction a pomoci
obecné Paretovy distribucni funkce. V celé této kapitole budeme pouzivat
znaceni

T — b (=L T —
He i (x) = exp{—(1 +6—) )} 14 6—= >0
(8 (G
pro obecnou extremalni distribuéni funkci. Pro ptipad ¢ = 0 odpovida
—(z—p)
Houp(z) = exp{—e 7 ’ },x € R Gumbelové distribu¢ni funkci. Pro
zjednoduseni zépisu zavedeme parametr 6 = (£, u, 1) € R x R x Ry.
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3.2 Metody grafické analyzy dat

Kvantilové grafy

Tato metoda se zabyva nasledujicim problémem: Najit distribu¢ni funkci
F; kterd dobie odpovidéd rozdéleni, z kterého pochéazeji namérend iid data
Xy,..., X,. Zakladem této metody je nasledujici ivaha. Pro ndahodny vybér
Xq,..., X, z rozdéleni se spojitou distribucni funkci F' plati, ze ndhodné
veliciny U; = F(X;),7 = 1...n jsou iid s rovnomérnym rozdélenim na (0,1).
Navic pro uspoifddany nahodny vyber X, ,, < ... < Xj, plati

F(Xin) £ Uy k = 1...n. Z toho vyplyva, ze EF(X;.,) = "5,

= 1...n. Tato ivaha nas privadi na myslenku vykreslit graf:

n—k+1

Xop, F™
(X P

)):k=1...n}.
Tento graf se nazyva kvantilovy graf. Existuji i jiné varianty tohoto grafu,
které jsou typu:

{(ka, FH(pk,n> . k = 1 C.e 77,},
n—k+dy

kde prn, = ™ o pro néjaké konstanty (g, 7). Casto se voli napiiklad
(0 = 0.5,7, = 0). Pokud nase data pochézeji z rozdéleni s distribuéni
funkci F' potom by mél byt kvantilovy graf zhruba linearni. Pokud data
pochéazeji ze tiidy distribuénich funkei F (%), kde u je parametr polohy
a 1 je parametr métitka, potom by mél byt kvantilovy graf také zhruba
linedrni s absolutnim ¢lenem p a smérnici . Tyto parametry lze odvodit
pomoci linearni regrese. Pokud data pochazeji z rozdéleni s tézsim chvostem
nez ma distribucni funkce F', potom se bude kvantilovy graf stdcet nahoru
vlevo a dolu vpravo. Naopak pokud m& F' tézsi chvost, bude se kvantilovy
graf stacet dolu vlevo a nahoru vpravo. Pokud budeme chtit testovat, zda
nase data pochazeji z H¢,,, budeme nejdiive muset odhadnout parametr

& pomoci metod popsanych déle.

Funkce stfredniho presahu
V minulé kapitole jsme definovali funkci sttedniho presahu jako

e(u)=FE(X —u|X >u),0<u<zp.
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Obrazek 3.1: A-kvantilovy graf simulovanych dat z normalniho rozdéleni
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1. B-kvantilovy graf simulovanych dat
z normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou 2 a rozptylem 4.C-kvantilovy
graf simulovanych dat z Cauchyho rozdéleni s parametry 0 a 0.01. VSechny
proti kvantilim normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1.D-
kvantilovy graf simulovanych dat z normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou
0 a rozptylem 1, proti kvantilim Cauchyho rozdéleni s parametry 0 a 0.01.
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Pokud je X kladnd ndhodnda veli¢ina s distribuéni funkcei F' a konecnou
stredni hodnotou potom:

e(u) = F(lu) /F(m) dz,0 <u < zp.

u

V minulé kapitole jsme ukézali, ze pro obecnou Paretovu distribuc¢ni funkci je
e(u) linearni s kladnou smérnici. Snadno se ukéze, ze pro ndhodnou veli¢inu
X s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A je e(u) = 5 tedy konstantni.
Pro distribué¢ni funkce s lehkym chvostem typu

F(r) ~ exp{—2°},a > 1 klesd e(u) k nule. Pro ndhodnou velicinu X s
tezkym chvostem e(u) typicky roste k nekone¢nu. Jeji tvar je vétsinou mezi
konstantou (pro exponencidlni rozdéleni) a linedrni funkei s kladnou smérnici
(pro Paretovo rozdéleni).

N4&s graficky test bude zaloZen na empirické funkei stredniho presahu e, (u).
Tento test nam pomuze odhalit, zda namérend data pochazeji z rozdéleni s
tézkym chvostem. Necht X, ..., X,, jsou iid ndhodné veliciny s distribu¢ni
funkci F. Empirickou distribuéni funkei budeme znacit F), a
Ay(uw)y={i:i=1,...,n,X; > u}, potom

1 OO_
o) = 5 / Fn<y>cw—mdA Z( Jou > 0,

Graf stfedni hodnoty pfesahu ma tvar:

{(Xpmien(Xpn))  k=1,...,n}.

Pomér maxima a souctu

Tato grafickd metoda nam dava jednoduchy nastroj na odhad tézkosti
chvostu a odhad fddu koneénych momentu. Opét predpokladame, ze
X1, Xy, ... jsou iid ndhodné veli¢iny a definujeme hodnoty:

Splp) = X1 P+...+| Xy P, My(p) = max(] Xy P,...,| Xn [P),n > 1.

Déle definujeme R, (p) = Ag”(( )) n > 1,p > 0. Pro takto definované R, (p)
plati:

Ra(p) % 0s F| X |P< .
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funkce stredniho presahu
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Obrazek 3.2: Graf funkce stfedniho presahu simulovanych dat. Nahote
exponencialni rozdéleni s parametrem 1, uprostied logaritmicko-normalni
rozdéleni s parametry 0 a 1, dole pravy chvost Cauchyho rozdéleni s parame-
try 1 a 0.
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Pro aplikaci na namétrend data vykreslime R, (p) pro ruzné hodnoty p. Pokud
E | X [P< o0, potom by mélo byt R, (p) malé pro vysoké hodnoty n. Naopak
pokud vykazuje graf R, (p) na pravé strané odchylku od nuly, znaci to, ze
E| X |P= 0.

3.3 Parametrické odhady charakteristik
rozdéleni

V této kapitole budeme provadét parametrické odhady pro nahodny vybér
Xi,..., X, z Hy. Protoze nelze predpoklddat, ze vSechna naméfend data
budou mit presné distribuéni funkci Hy, provedeme nejdiive transformaci
nahodného vybéru. Rozdélime si namérena data do s rozmérnych vektort.
Tyto vektory symbolizuji data naméfend v casovych intervalech délky s.
Potom maji data tvar :

XW = (xM .. xW)

X® = (x® . x?)

X = (x o xm).

Predpokladdme, ze vektory X jsou navzdjem nezdvislé, aviak uvnitf
kazdého vektoru X® mohou byt data zdvisla. N4s novy vybér z Hy se poté
bude sklédat z X; = maz(X\”, ..., x").

Metoda maximalni vérohodnosti

Predpokladame, ze Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribucni
funkci Hy. Tedy toto rozdéleni je absolutné spojité s hustotou hy. V
tomto piipadé je mozné odhadnout parametr # pomoci metody maximalni
vérohodnosti. Definujeme funkei:

L(@, X) = H hG(Xi)I{H_g%N)}'
=1

Déle oznacime 1(6,X) = In(L(6,X)), potom odhad pomoci metody
maximalni vérohodnosti pro parametr 6 se rovna

0, = argrgleag(l(G,X).
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Maximum urcime zderivovanim [(0, X)) podle parametru £, i, a polozime
vzniklé vyrazy rovny nule. Bohuzel neexistuje explicitni vyjadreni parametru
z téchto rovnic, proto musime k jejich vyfeseni pouzit numerické metody.

Metoda pravépodobnostné vazenych momenta

Tato metoda je zalozend na porovnavani pravdépodobnostné vazenych
momentu nahodné veliciny X, ktera ma distribuéni funkci Hy a
pravdépodobnostné vazenych empirickych momentu. Definujeme

w,(0) = E(XHy(X)),r € No,

kde X mé distribuéni funkci Hy s parametrem 6 = (§, i, 1).Pokud je £ > 1,
potom je wy = EX = oco. Proto se omezime pouze na pripady, kdy je £ < 1.
Déle definujeme empiricky @, (6).

+o00
w.(0) = / xHy(z)dF,(z),r € Ny,

—00

kde F;, je empirickd distribu¢ni funkce odpovidajici datum Xy, ..., X,,. Aby-
chom uréili # vytesime rovnice

w,(0) = w,(0),r=0,1,2.

Po dosazeni dostavame
/\( ) 1 - r( ) 1 - r 1
Wy (9 = — g ;(nli 1<n - E ;i'n(/'nﬂ _Oa 727
n J - J» 0 Js n j - Js 7

kde U,, je uspofddany ndhodny vybér z iid posloupnosti Xi,..., X, s
rovnomérnym rozdélenim na (0,1). U}, muze byt nahrazeno EU;, . Pro
vypocet w,(f) pouzijeme vzorec:

+oo 1
w,(6) = / Hj () dHy(x) = / Hy (y)y dy

kde pro0 <y <1

oy fp=t1—(-Iny)), £#0
H (y)_{ - (—Iny), £=0,
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Pro ¢ <1 a & # 0 vyjde

wn(6) = i = P =T =1+ )9}

kde I' znaci gamma funkei I'(t) = [ e “u'"! du,t > 0. Déle dostavdme:
0

2wy (0) — wo(f) = %m —&)(2° - 1),

3us(6) = un(8) = 71~ 3~ 1),

a tedy:
3w2(9) — wo(G) . 35 -1
2wy (0) —wo(f) 26 —1"

Dosazenfm empirickych @,(6) ziskdme z posledni rovnosti odhad &. Poté
dopocteme zbylé parametry pomoci ztahu:

(2@, — )&
P(1—&)(2€ 1)

=)
I

£)

i =@+ =(1 — (1 = &)).

)

3.4 Odhady pomoci maximum domain of at-
traction

V této kapitole budeme predpokladat, ze mame ndhodny vybér X; ..., X,
s distribuéni funkei F' € MDA(H¢),{ € R. Oproti minulé kapitole
tedy nepfedpokladdme, ze F' je presné H,. Predpoklad F' € MDA(H;)
je obecnéjsi, a tudiz lze pouzit na Sirsi skalu dat. Budeme se zabyvat
dvéma hlavnimi body. Nejdiive si predstavime tii metody pro odhad
parametru £ € R, popiSeme jejich statistické vlastnosti a porovname je.
Poté odvodime odhad pro normujici konstanty ¢, d,,. Vysledky pouzijeme k
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odhadu vysokych kvantili x,, casto mimo dosah naméfenych dat. Tedy pro

p>1— 2L A také pro odhad chvostu F(x) pro vysoké hodnoty x.

n

Podle Tvrzeni 2.6 F' € MDA(H¢), pravé kdyz

lim nF(c,x +d,) = —In(He(x)),

n—oo

tedy pro velkd u = ¢,z + d,, plati:

tedy odhad chvostu mé tvar:

= 1 ~U — dp, =L
F(u) = =(1 g
()= (0 +E=)T

pro odpovidajici odhady E, Cn, d,,. Protoze vlastnost F € MDA(H¢) je vlast-
nosti chvostu F'(z) bude odhad parametru ¢ zalozen na k nejvétsich po-
zorovanich usporaddneho ndhodného vybéru X, < ... < Xj,. Urceni
vhodného k zavisi na rozsahu nahodného vybéru n a mélo by spliovat
nasledujici vlastnosti:

a) k(n) — oo

n

b) —— — oo.

)
Na volbé k(n) také zavisi statistické vlastnosti odhadu pro parametr £, které

rozebereme pozdéji. Ze vzorce pro odhad chvostu muzeme také odvodit
odhad kvantilu z, = F(p):

~

B =dn + %“”“ —p)E—1).

Protoze hodnoty ¢, d,, jsou definovany pomoci kvantila F* (1 — %), a tedy
jejich urceni je ekvivalentni s odhadem kvantili x, na hranici nasich dat,

pouzijeme pii odhadu kvantili néasledujici trik. Budeme predpokladat, ze

7 € N. Pii odhadu z, se posuneme k podposloupnosti #, kde k& = k(n)

spliuje podminky a) a b). Odhad kvantilu poté bude mit tvar:

f=dp + E((-(1-p) - 1).

n
k

((

f-2)

>3
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Pro statistické ucely pro nds muze byt zajimavé urcit nasledujici hodnoty:
Tpr = F‘_(p%),r e N.
Interpretace x,, je nasledujict:
p=F'(z,,) = Pmar(X,t1,. .., Xotr) < Tpy),

tedy x,, je hodnota, kterd s danou pravdépodobnosti p, nebude v
nasledujicich r pozorovanich pfekonéna. Odhad z,, ma tvar:

(1—p)) - 1).

>3

Tedy pokud méme odvozen odhad pro z, muzeme jednoduse odhadnout i
Odhady parametru &

1. Pickandtv odhad pro £ € R
Pickanduv odhad je odvozen od Tvrzeni 2.11 ¢) a mé tvar:

~(P) 1 Xk n— Xokn
’ In (2) Xan X4k,n

Tvrzeni 3.1 (Vlastnosti Pickandova odhadu ).
Necht (X,,) je iid posloupnost ndhodngjch velicin s distribucni funkci
F e MDA(H),¢ € R. Necht f(P 5 P) je Pickanduv odhad, potom plati:

a)(slabd konzistence) Pokud k — 00,2 — 0, pro n — oo, potom:

gp)ié,nﬁoo.

b) (silnd konzistence) Pokud — O’ln(ln(n)) — 00, pro n — 00, potom:

fA(P e n — oo
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Toto tvrzeni je uvedeno v [2] na strané 328. Pro vybér optimalniho
k(n) neexistuje obecné nejlepsi Feseni. Tento vybér budeme provadét
pomoci grafu {(k,{,(ﬁ}) . k = 1,...,n}. Intuitivné bychom méli vybrat
&) 2 takovych hodnot k, kde je graf zhruba horizontdlni a k je vysoké,
odpovidajici podminkdm a) , b).

2. Hilliv odhad pro £ = é >0

Necht Xj,..., X, je ndhodny vybér s distribuéni funkei FF € MDA(®,,),

a > 0tedy F(x) = 27*L(z), pro né&akou pomalu se ménici funkci L, potom
Hilluv odhad parametru o ma tvar:

Z — In(Xpn)) 7,

kde & = k(n) je zvoleno v zavislosti na n, podobné jako u Pickandova
odhadu. Distribuéni funkce z M DA(®,),a > 0 jsou hlavnimi piiklady dis-
tribuénich funkei s tézkymi chvosty. Empirické studie chvostu dennich lo-
garitmickych néavratu ve financich odhaluji nejcastéji hodnoty o mezi 3 a 4.
Tedy pro modelovani ve financich lze pravée takovéto chvosty oc¢ekavat. Hilluv
odhad Ize odvodit nékolika ruznymi zpusoby, coz dokazuje, ze je to odhad
velmi ptirozeny. Jedna z metod, pomoci kterych lze Hilluv odhad odvodit se
zaklada na metodé maximalni vérohodnosti. Toto odvozeni je zalozeno na
k nejvyssich nahodnych veli¢inach usporadného ndhodného vybéru. Pomoci
tohoto postupu lze odvodit i odhad pro chvost F(z) pro vysoké z a odhad
pro vysoké kvantily z,. Tyto odhady maji nasledujici tvar:

ot — —

wIH

= k €T ~(H)
F —_ — _ak,n
(@)= (5

Y n _ a(H)
Tp = (E(l —p)) Yk Xkn-

Pomoci téchto odhadu muzeme odvodit odhad pro distribuéni funkei presahu
F)
Vlastnosti Hillova odhadu shrnuje nésledujici tvrzeni:

Fu.(x —u),z > u pomoci F,(x —u) =1-—

Tvrzeni 3.2 (Vlastnosti Hillova odhadu ).
Necht (X,,) je iid posloupnost ndhodnych velicin s distribuéni funkci F
splnugici pro néjaké a > 0 a L € Ry,

F(r)=P(X >z2)=2"*L(x),r > 0.
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Necht af) = a,ﬁ{j} je Hilliv odhad parametru «, potom plati:
a)(slabd konzistence) Pokud k — oo,% — 0, pro n — oo, potom:

A P

b) (silnd konzistence) Pokud £ — 0 5 — 00, pro n — oo, potom:

’ ln(ln(n

~ 5..
O./(H) — Q.

V predchozim tvrzeni lze formulovat slabou konzistenci obecnéji pro
striktné stacionarni procesy s dalsimi podminkami na slabou zavislost
namisto predpokladu iid. V obecnéjsi formé lze toto tvrzeni nalézt v [2] na
strané 337.

3. Dekkers-Einmahl-de Haantiiv odhad pro £ € R
Dekkers-Einmahl-de Haanuv odhad je rozsiteni Hillova odhadu na celou
tiidu He, € € R. Pro zjednoduSeni budeme piedpoklddat, ze xp > 0. Potom
Dekkers-Einmahl-de Haantiiv odhad mé tvar:

kde
1 k
HY = E§ (In(Xjm) = In(Xpp1))

j=1

k
Z In(Xpp1.0))>

eTI»—k

Tyto vyrazy maji pro % — oo smysl protoze Xy, 4 xzp > 0.

Porovndni odhadi pro parametr £

Otézka, jaky odhad pro parametr £ bychom méli pouzit, nemé jednoznacnou
odpovéd. Nejlepsi volba odhadu zavisi na vlastnostech distribuéni funkce
F. Pro ¢ = é > 0 a pro F splnujici dalsi vlastnosti, které jsou vsak tézko
ovéritelné v praxi na realnych datech, ma Hilliv odhad nejmensi ¢tvercovou
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odchylku. Pro obecné ¢ € R 1ze pouzit pouze Pickanduv a Dekkers-Einmahl-
de Haanuv odhad. Pricemz pro ¢ > —2 ma Dekkers-Einmahl-de Haanuv
odhad mensi rozptyl, nez Pickanduv odhad.

Odhad normugjicich konstant
Zamérime se pouze na odhad normujicich konstant pro ndhodny vybér s
distribu¢ni funkei ' € MDA(H¢, & > 0). Tato t¥ida distribucnich funkei
pokryva vétsinu piipadu ve financich a je spojenim Fréchetovy a Gumbelovy
MDA. Nasledujici tvrzeni je odvozeno v [2] na strané 346 a ukazuje, jak
muzeme tyto dvé MDA sjednotit.

Tvrzeni 3.3 (Sjednoceni M DA(P,) a MDA(A) ).

Necht Xy, ..., X, je ndhodny vgbér s distribucéni funkci F € MDA(H),

& >0 axp = o0 a normujicimi konstantami ¢, > 0,d, € R. Potom
X{, .o, X gsou did s distribucnd funkei F* € MDA(A) a pomocnou funkci

. [T
a _/F*(t) dy.

Normujici konstanty muzZeme zvolit jako:

&= (F) (1),
=a*(d) = /;((d )) dy ~ n/F*(y) dy.
@ @

Kde z* =In(1Vz),z € R.
Nahrazenim F™* pomoci empirické distribuéni funkce F ziskdme odhady:

*
Xk+1 n

k
Z In(X;,) — In(Xgki1n).

Jj=1

?rl»—k

m?e?

Prechodem zpét k distribuéni funkci F' lze odvodit odhady pro chvost a
kvantily:
= k T /e,
F(r)=— 13
(=) n(Xk—I—l,n)
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Tp = (E(l —p) & Xpi1n-

Tyto odhady jsme jiz diive odvodili pomoci Hillova odhadu pro £ > 0.
Ptechod od k k k + 1 je asymptoticky nevyznamny.

3.5 Odhady chvosti pomoci obecné Pare-
tovy distribucéni funkce

V této kapitole budeme opét predpokladat, ze Xy, ..., X, je ndhodny vybér
s distribuéni funkei F' € MDA(H),¢ € R. Budeme se snazit najit odhad
chvostu distribu¢ni funkce F' a odhady vysokych kvantili pomoci obecné
Paretovy distribuéni funkce. K tomu pouzijeme nésledujici postup. Nejdtive
si zvolime vysoky prah u a oznacime

N,=card{i:i=1,...,n,X; > u}

jako pocet prekonadni v v Xi,...,X,. Odpovidajici pfesahy oznacime
Yy, ..., Yy,. Piipomenme, ze distribu¢ni funkce presahu X pres prah u je
tvaru:

F(y)=PX—u<y|X>u)=PY <y| X >u)y>0.

Chvost distribuéni funkce F muzeme popsat pomoci F,(y) nasledujicim
zpusobem:

Flu+y) = Fu)Fu(y).
Tedy odhad chvostu distribuéni funkce F(z) pro vysoké hodnoty
x > u mizeme popsat pomoci odhadu nepodminéného chvostu F(u) a
podminéného chvostu F,(z — u). Pfirozeny odhad nepodminéného chvostu
F(u) je ddn pomoci empirické distribu¢ni funkee:

= 1

= - N
Flu) =Fo(u) =~ > Iixow ="
=1

Odhad podminéného chvostu F,(z — u) odvodime pomoci Tvrzeni 2.12 b).
Tedy pro u vysoké plati

Fu(y) = Geop) ().
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Kde ((u) je funkce prdhu w. Mame-li stanoven vysoky préh u parametry
&, f(u) odhadneme z namérenych dat, ktera prekonaji prah u. Tedy tyto
odhady zavisi na daném u. Odhad F,(y) bude mit tvar:

—

Fu(y) = Gz 5)
pro odpovidajici odhady E = E N, B = BNu. Vysledny odhad pro chvost
F(u+y),y >0 ma tvar:

= N,
Flu+y) =

Hu cY/e
- (1+§§) :

Odhad kvantilu mé tvar:

Pro 5 < 0 odvodime odhad pro hrani¢ni bod xr dosazenim do odhadu pro
Tp,p = 1:

/ZL'\F:’U—

Pro zvoleni optimélniho prahu u pouzijeme graf empirické funkce stiedniho
presahu
en(u) = — Z (X; —u),u >0,
YieAn(u)
kde Ap(u) = {i: i =1,...,n,X; > u}. Podle Tvrzeni 2.12 e) plati pro
nahodnou velicinu X s distribuéni funkel G¢ g g:

B+ Eu

1-¢
A tedy e(u) je linedrni. Navod na zvoleni optimalniho prahu w podle
predchoziho zni:

Zvolme u > 0 tak, ze e,(x) je zhruba linedrni pro x > u.
Pro odhad parametru &, pouzijeme metodu maximalni vérohodnosti:

e(u)=EX —u| X >u) =

B+ &u>0,€ < 1.

Predpokladejme, ze X1, ..., X, jsou iid ndhodné veli¢iny s distribu¢ni funkei
F = G¢ 3, potom hustota f ma tvar
1 T,_1_
flz) = 5(1 +§5) e L e DE D).
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Logaritmicka rovnice maximalni vérohodnosti mé tvar

1 n
(€A X) = —nln g = (¢ + ) D In(1+ 5X),
i=1
V naSem piipadé budeme piedpokladat, ze distribuéni funkci G¢pp maji
presahy Yj,...,Yyn,. Vysledné vérohodnostni rovnice vyfesime pomoci
reparametrizace (£, 3) — (£, 7), kde 7 = —%. Vyjde ndm feSent:
1 Qe
£= N, 2 In(1 — 7Y7),
=1
Ny

Dalsi informace o aplikaci obecné Paretovy distribucni funkce na odhad
chvostu a miry rizika lze nalézt v [3].
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Kapitola 4
Miry rizik a jejich vlastnosti

V této kapitole budeme opét predpokladat, ze X, Xs, ... jsou iid ndhodné
veliciny s neznamou distribuéni funkcei F. Tato data budou reprezento-
vat urcita rizika, kterd se daji interpretovat mnoha ruznymi zpusoby po-
dle potieby. V tomto piipadé budeme predpokladat, Zze jsou to denni
ztraty z néjakého financniho aktiva nebo portfolia a tedy F' je distribuéni
funkce denni ztraty. Méfrenim rizika budeme rozumeét ohodnoceni distribuéni
funkce F ¢islem, které predstavuje miru rizika. Nejjednodusimi charakteris-
tikami rizika pro nameérend data Xy, ..., X,, mohou byt napiiklad vybérovy
prumér nebo vybérovy rozptyl. Tato ¢isla ur¢itym zpusobem charakterizuji
riziko, avSak neposkytuji ndm mnoho informaci o riziku extrémnich jevt.
Extrémnimi jevy rozumime vzacné avsak devastujici ztraty. V nasem mod-
elu se extrémni jevy objevi, pokud nahodné velicina X; nabude hodnoty z
chvostu distribuéni funkce F'. Protoze extrémni jevy jsou charakterizovany
pomoci chvostu distribucni funkce F', je teorie extremalnich rozdéleni ne-
jlepsi zpusob pro jejich modelovani. Pro méfeni rizika extremnich jevu
budeme pouzivat dvé miry rizika:

1) Value-at-Risk, kterou budeme znacit VaR

2) Expected shortfall, kterou budeme znacit ES.

4.1 Value-at-Risk - VaR
VaR na hladiné o € (0, 1) se definuje jako:

VaR, = F~(a),
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kde F' je distribu¢ni funkce ztraty. Vétsinou se hodnota a voli a = 0,95
nebo a = 0,99. Potom mluvime o 95%-nim(99%-nim) Value-at-Risk.
VaR, je tedy horni hranice ztraty, ktera bude prekonana pouze s malou
pravdépodobnosti 1 — «. V predchozi kapitole jsme si predstavili nékolik
zpusobu jak pomoci namétfenych dat, kterda splnuji urcité predpoklady,
vytvorit odhad pro vysoké kvantily distribu¢ni funkce F. Zde napiSeme
strucné shrnuti:

1) Pomoci parametrickych odhadu, kde ptredpoklddame, ze Xi,...,X,
je ndhodny vybér s distribu¢ni funkci Hy, odhadneme parametry Z‘,ﬁ, {Z)\
Potom odhad VaR,,« € (0, 1) ziskdme invertovanim distribucni funkce Hy.

<)

VaRy =Fa =i — =(1 — (—Ina)§),a € (0,1).

m

2) Pomoci metody Maximum domain of atraction, kde predpokldaddme, ze
Xi,...,X, je ndhodny vybér s distribu¢ni funkei F' € MDA(H¢), & > 0.
Potom pro dobre zvolené k = k(n) ziskdme odhad VaR,,« € (0, 1) jako:

VaR, = 7o = (%(1 — ) F X € (0,1).

3) Pomoci obecné Paretovy distribuéni funkce, kde predpokldaddme,
ze X1, ..., X, je ndhodny vybér s distribu¢ni funkei F' € M DA(H),€ € R.
Potom ziskame odhad VaR,,a € (0,1) jako:

Vol — 5 — u+ %((Niuu — o) 1),a e (0,1).

Typicky zavér pii uréeni VaR,,a € (0,1) zni: S pravdépodobnosti
1 — « bude ztrata vétsi nez VaR,. Nevyhoda hodnoty v riziku je, ze nam
nefikd nic o nomindlni velikosti ztraty, kterd VaR, piekona.

4.2 Expected shortfall - ES

Expected shortfall ndm déva odpovéd na otdzku: Pokud ztrita piekroci
VaR, jak velkd by tato ztrata méla byt? Tedy ES udava ocekavanou velikost
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ztraty, ktera prekond VaR. Definujeme ji jako:
ES,=FE[X | X >VaR,],a € (0,1).

Z tohoto vzorce je vidét tzky vztah mezi ES a funkei sttedniho presahu
e(u)=E(X —u| X >u),0 <u < xp. Tento vztah muzeme popsat jako:

ES, =e(VaR,)+ VaR,.

Pomoci odhadu VaR,, a odhadu chvostu distribu¢ni funkce
F e MDA(H¢),¢ < 1 muzeme odhadnout ES, pro nezdpornou nahodnou
velicinu X pomoci vzorce:

_ 1 [ — T
ES,==——— F(x)d = F(z)d .
Sa F(VaR,) / (x)dx + VaR, o / () dx + VaR,
VaR VaRa

Navic pomoci obecné Paretovy distribuéni funkce pro ' € MDA(He), & < 1
ziskdme odhad pro E'S jako:
. TVaR. §-E
B3, = Yofa S oCu
1-¢ 1-¢

kde u je vysoky prah z Kapitoly 3.5. Vice informaci o aplikaci obecné Pare-
tovy distribuéni funkce na odhad miry rizika lze nalézt v [3].

41



Kapitola 5

Aplikace na realna data

5.1 Uvod

V této kapitole aplikujeme teorii z predchazejicich kapitol na data z fi-
nan¢nich trhu. Konkrétné provedeme analyzu ceny akcii Bank of America
Corporation (BAC), které jsou soucdsti indexu Dow Jones Industrial Aver-
age (DJIA). V dobé, kdy tato prace vznikla, tedy v 1été roku 2009 celym
svétem otfasla finanéni krize, kterd zpusobila turbulence nejen na akciovych
trzich po celém svété. Proto provedeme analyzu dvou souboru dat. Nejdiive
analyzujeme historickd data akcii BAC do zacatku krize. Poté provedeme
analyzu historickych cen akcii BAC az do soucasnosti, tedy vcetné dat z
obdobi krize. Konkrétné budeme analyzovat denni logaritmické ztraty, které
se spocitaji nasledujicim vzorcem:

close(1)

In(close(i)) — In(close(i — 1)) = In( ),

close(i — 1)

kde close(i) znaci uzaviraci cenu v den i. Protoze nds budou zajimat ztraty
budeme brat pouze In(close(i)) —In(close(i — 1)) < 0. Bude nas zajimat, jak
se zméni chvost rozdéleni, pokud ptridame data z obdobi krize a také, jak
velké ztraty v obdobi krize nastaly vzhledem k predchozimu obdobi.
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5.2 Analyza historickych cen akcii Bank of
America Corporation

Analyza dat pred zacatkem finanéni krize

Analyza dennich ocisténych (o dividendy a splity) logaritmickych ztrat
z akcil BAC z obdobi 29.5.1986-29.5.2007. Vybér obsahuje 5296 dennich
navratu z toho 2433 ztrat. Zdroj dat:finance.yahoo.com. Na Obrazku 5.1
jsou zobrazeny denni logaritmické ztraty a vyvoj ceny akcii BAC z tohoto
obdobi.

Data BAC vyvoj ceny akcii BAC

0.20
|

40

0.10 0.15
1 1
uzaviraci cena akcie

denni logaritmicke ztraty
20

0.05
|

0.00
|

T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 0 1000 2000 3000 4000 5000

poradi cas

Obrazek 5.1: Vlevo jsou zobrazeny denni logaritmické ztraty z akcii BAC.
Vpravo je graf vyvoje ceny akcii BAC.

Pro odhad tvaru chvostu pouzijeme nékteré metody z kapitoly 3.2. Nejdiive
si nakreslime graf funkce stredniho presahu.
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e(u)
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Obrazek 5.2: Funkce sttedniho presahu-e(u) akcii BAC. Zvyraznény jsou
hodnoty u=0.042 a u=0.054, v nichz smérnice grafu vzroste
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Graf funkce stredniho presahu ukazuje zménu smérnice v oblasti u = 0.042
a u = 0.054. V téchto bodech vyrazné vzroste smérnice a naznacuje tézky
chvost rozdéleni dennich oc¢isténych logaritmickych ztrat. Podle tohoto grafu
a podle faktu, ze denni logaritmické ztraty jsou neomezené zprava muzeme
usoudit, ze nase rozdéleni by mohlo pattit do M DA(®,,). Dalsi odhad tvaru
chvostu dostaneme pomoci kvantilového grafu. Vykreslime kvantily loga-
ritmickych ztrat proti kvantilim exponencidlniho rozdéleni s parametrem 1
a proti kvantilim logaritmicko-normalniho rozdéleni s parametry 0, 1.

teoreticke kvantily exp(1)

kvantilovy graf

%o

teoreticke kvantily lognorm(0,1)

0.00

0.05

T
0.10

empiricke kvantily BAC

T
0.15

0.20

25
|

20
|

15
|

10
|

kvantilovy graf
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T T T
0.10 0.15 0.20

empiricke kvantily BAC

Obrazek 5.3: kvantilovy graf akcii BAC. Vlevo jsou empirické kvantily
vykresleny proti kvantilim exponencialniho rozdéleni. Vpravo proti kvan-
tilim logaritmicko-norméalniho rozdéleni.
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Graf vlevo ukazuje, ze exponencidlni rozdéleni se velmi dobte shoduje
s rozdélenim dennich logaritmickych ztrat akcii BAC az na tvar pravého
chvostu. Ten maji nami naméfena data vyrazné tézsi nez ma exponencialni
rozdéleni, coz ukazuje zména tvaru grafu. Pravy horni roh pravého grafu
dokonce ukazuje, ze nase rozdéleni ma tézsi pravy chvost nez logaritmicko-
normalni rozdéleni. Tedy celkové kvantilové grafy potvrzuji nasi hypotézu,
ze rozdéleni dennich logaritmickych ztrat akcii BAC patii do M DA(P,).
Déle budeme pokracovat odhadem parametru & v M DA(H¢). Tento odhad
provedeme pomoci vykresleni Pickandova, Hillova a DEH grafu - Obréazek
5.4. Protoze naSe dosavadni analyza naznacuje, ze nase data pochazeji
z rozdéleni, které patii do M DA(®,), muzeme k odhadu parametru &
pouzit 1 Hilliv odhad. Navic protoze denni logaritmické ztraty jsou obecné
neomezené zprava, muzeme z naseho uvazovani vyloucit moznost £ < 0.

Pickanduv odhad ukazuje hodnotu £ lehce nad nulou. V oblasi £ = 80 — 95
odhaduje ¢ = 0.22, druha moznost se nabizi v oblasti £ = 210 — 250, kde
vychazi & = 0.16. Protoze jsou v piipadé, ze je & > 0 presnéjsi Hilluv a DEH
odhad nez Pickanduv odhad, pouzijeme tato ¢isla hlavné jako utvrzeni, ze
nase rozdéleni patii do M DA(®,,). DEH odhad nabizi opét nékolik moznosti
pro hodnotu £. V oblasti k£ = 95 — 115 vychéazi hodnota £ = 0.29. V oblasti
k = 115 — 135 odhaduje hodnotu £ = 0.24. A pokud bychom brali hodnoty
k > 200 vyslo by & = 0.16. Pokud se podivame na Hilluv odhad, nabizi se
nam opét nékolik moznosti hodnoty a. Pro oblast k£ = 90—115 odpovida hod-
nota a = 3.9 (¢ = 0.26). Pro oblast k = 115—130 odpovida hodnota oo = 3.6
(£ =0.28) a pro k = 170 — 230 odpovida hodnota o = 3 (£ = 0.33). Odhady
nam nabizeji nékolik moznosti volby &. Protoze v pripadé £ > 0 je nejlepsi
pouzit Hillav odhad, zvolime podle néj & = 100 a o = 3.9 (¢ = 0.26). Toto
¢islo je pomeérné konzistentni i s DEH odhadem v podobné oblasti. Pomoci
Hillova odhadu muzeme stanovit kvantily dennich logaritmickych ztrat pro
vysoké hodnoty. Timto zpusobern urcéime 95%, 99%, 99.9% a 99.99% kvan-
tlly tedy i VaR. Vdee nam VaRO 95 = 0.041, VaRo 99 = 0.062,

VaRo 999 = 0.112 a VaRO 9999 = 0.201. Pomoci Hillova odhadu muzeme také
odhadnout chvost rozdéleni. Na Obrazku 5.5 uvidime, ze chvost odvozeny
podle Hillova odhadu velmi dobie kopiruje empiricky chvost nasich dat.
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Obrazek 5.4: Odhady parametru & pro denni logaritmické ztraty z akcii BAC.
Nahore-Pickanduv odhad parametru £. Uprostred-Hilluv odhad parametru
a. Dole-DEH odhad paramatru &.
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empiricky vs. Hilluv chvost
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Obréazek 5.5: Teckované je vyznacCen empiricky chvost, ¢ervena cara znaci
odhad chvostu podle Hillova odhadu.
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Pomoci toho odhadu muzeme vypocitat expected shortfall pro nase data.
Vysledky jsou nésledujict: ESgg5 = 0.055, ESgg9 = 0.083, ESpg99 = 0.15,
ESy.9999 = 0.271. Druhou metodou, kterou muzeme pouzit k odhadu VaR,
ES a chvostu rozdéleni, je pomoci GPD. V této metodé se nejdiive vratime
k Obrazku 5.2. Podle ptedchozi teorie si nejdtive musime zvolit dostateéné
velky prah, po kterém je graf e(u) zhruba linedrni. Pro tento 1icel se nam
nabizeji dvé moznosti. Muzeme zvolit budto u = 0.042, coz vyusti v 109
presahti, nebo zvolit hladinu v = 0.053, coz vyusti v 48 presahu. Protoze
pii naSem rozsahu dat 2433 tvoii 48 presahu pouze necelé dvé procenta
dat, zvolime radéji hladinu u = 0.042. Potom 109 presahu tvori témeér pét
procent nasSich namérfenych dat. Pomoci metody maximalni vérohodnosti
odhadneme parametry GPD ¢ = 0.27, 8 = 0.01, coz je konzistentni s
nasim odhadem parametru ¢ = 0.26. Také odhady VaR a ES vychéazeji
velmi podobné. Srovnani odhadu pomoci Hillova odhadu a GDP nabizi
nasledujici tabulky:.

druh | VaRygs | VaRygy | VaRogg | Valggge

Hill 0.041 0.062 0.112 0.201

GDP NA 0.06 0.108 0.197
druh | ESog5 | £S0.99 | £50.999 | £S0.9999
Hill 0.055 0.083 0.15 0.271
GDP NA 0.081 0.147 0.269

Porovnani odhadu chvostu pomoci GDP a pomoci Hillova odhadu s em-
pirickym chvostem ukazuje Obrazek 5.6.

Analyza dat vcetné obdobi financéni krize

Nyni do naseho vybéru dat pridame denni ocisténé logaritmické ztraty z
obdobi financ¢ni krize. Tedy budeme analyzovat data z obdobi od 29.5.1986
do 15.5.2009. Tento vybér obsahuje 5792 dennich logaritmickych navrati,
z toho 2706 ztrat. Bude nas zajimat, jak data z obdobi krize zméni chvost
naseho rozdéleni a jak ovlivni nase pfedchozi odhady. Také nas bude zajimat,
jak velké denni logaritmické ztraty utrpéla BAC v obdobi finanéni krize,
vzhledem k ndmi odhadnutym miram rizika. Silu dopadu krize na akcie BAC
odhali Obréazek 5.7, kde porovnavame data z obdobi pred finanéni krizi a
data véetné finanéni krize.

49



Porovnani chvostu
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Obrazek 5.6: Porovnani odhadu chvosti dennich logaritmickych ztrat z akcit
BAC. Teckované je vyznacen empiricky chvost, ¢ervena cara znac¢i odhad
chvostu podle Hillova odhadu, modré krizky znac¢i odhad chvostu podle
GPD.
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data pred financni krizi data vcetne financni krize
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Obrazek 5.7: Posledni namérena data jsou zobrazena vzdy v levé ¢asti grafu.
Na grafu dat véetné finanéni krize (vpravo) je vidét velké mnozstvi drtivych
ztrat v poslednim roce a pul. Kiizkem je na obrazcich oznacena nejvyssi
ztrata v obdobi pred financ¢ni krizi a tsecka ukazuje jeji hodnotu 0.203.
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Vyvoj ceny akcii BAC
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Obréazek 5.8: Uzaviraci cena akcii BAC véetné obdobi finanéni krize.

Za jeden a pul roku v obdobi krize byla celkem osmkrat prekondna hodnota
0.2, coz byla nejvyssi hodnota nameérena za predchozich 21 let. Navic je
hodnota 0.20 nami odhadnuty @0_9999, coz odpovida hodnoté, ktera by
meéla byt prekonana pouze jednou za 10000 dni, tedy prepoc¢teno na obchodni
dny, zhruba jednou za 40 let. To ukazuje obrovsky dopad krize na akcie BAC.
Pramér téchto osmi nejvétsich ztrat je 0.264, coz je konzistentni s nasimi
odhady E'Sg.g999. Jak se zménilo rozdéleni a chvost porovname pomoci grafu
stfedni hodnoty ptfesahu - obrazek 5.9.
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Obrézek 5.9: Cervenymi kifzky je vyznacena empirickd funkce stfedniho
presahu z obdobi pred finan¢ni krizi a ¢ernymi kolecky je vyznacena empir-
ickd funkce sttedniho presahu za obdobi véetné financni krize.
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Graf sttedni funkce presahu nam tikd, ze se rozdéleni velmi zménilo. Nova
data maji opét rozdéleni s tézkym chvostem a jejich e(u) ma podobny tvar
jako e(u) Paretova rozdéleni. Nejvétsi smérnici ma graf pro hodnoty u vyssi
nez 0.05, tuto hranici si také zvolime jako vysoky prah pii aplikaci odhadu
pomoci GPD. Nyni provedeme odhad parametru ¢ v GEV pomoci tii nepara-
metrickych metod popsanych v predchozich kapitolach. Do grafu zakreslime
body i z obdobi pied finan¢ni krizi, abychom mohli porovnat vliv financni
krize na tithu chvostu, tedy na parametr &.

Predevsim na Hillové a DEH grafu je vidét, ze data vcetné obdobi finanéni
krize maji vyssi parametr & a tedy i tézsi chvost. Hilluv odhad, ktery je
pro piipad £ > 0 nejpresnéjsi ukazuje hodnotu a = 2.15(§ = 0.47) témeér
pro vSechna k. Podobnou hodnotu & tésné pod 0.5 ukazuje také DEH
odhad. Pfipomenme, ze u dat pred obdobim finan¢ni krize byl & = 0.26,
to tedy znamena, ze rozdéleni, z kterého data pochéazeji ma pravdépodobné
nekonecny ctvrty moment, avSak treti moment je uz konecny. Naopak u
rozdéleni dat vcetné obdobi finanéni krize je pii & = 0.47 tfeti moment
nekonecny, a pokud by skuteénd hodnota & byla 0.5, nemélo by toto rozdéleni
ani konecény rozptyl. Pokud pouzijeme metodu maximalni vérohodnosti na
odhad parametru ¢ v GPD s prahem u = 0.05, dostaneme 127 piesahu a
odhady parametru £ = 0.49 a § = 0.02. Tedy £ je opét tésné pod hodnotou
0.5 a vysledek je konzistentni s nasim odhadem & pomoci Hillova odhadu.
Jak se zménil chvost rozdéleni pridanim dat z obdobi finanéni krize nejlépe
ukazi nasledujici tabulky, kde porovname odhady miry rizika spoctené po-
moci Hillova odhadu dat véetné obdobi krize a dat do obdobi krize. P znaci
data z obdobi pred finanéni krizi 29.5.1986-29.5.2007 a V' znaci data z obdobi
véetné finanéni krize 29.5.1986-15.5.2009.

Odebf dat VCZR()_95 VCLRo_gg Va,Ro,ggg VaRo,gggg
P 0.041 0.062 0.112 0.201
%4 0.048 0.102 0.296 0.865
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Obrazek 5.10: Odhad parametru £ pro denni logaritmické ztraty akcii
BAC. Cervenymi krizky jsou vyznacena data pred obdobim financ¢ni krize a
cernymi kolecky data véetné obdobi finanéni krize.
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obdobi dat ESO.95 ESO.gg ESO.999 ESO.gggg
P 0.055 | 0.083 0.15 0.271
% 0.09 0.19 0.554 1.618

Zavér

Pomoci metod popsanych v prvnich ¢tytech kapitolach této prace jsme
provedli analyzu dvou souboru dat akcii BAC. Teorie extremalnich rozdéleni
nam pomohla urcit tvar pravého chvostu rozdéleni téchto souboru dat.
Diky tomu jsme mohli odhadnout miry rizika VaR a ES pro libovolné
vysoké «. V prubéhu analyzy jsme zjistili, Ze oba soubory dat pochéazeji
z rozdéleni s tézkymi chvosty. Soubor dat, ktery v sobé obsahuje data z
obdobi financ¢ni krize, vSak odhalil mnohem tézsi chvost, nez soubor dat s
daty pouze do zacatku financni krize. Tento fakt se projevil vétsimi hodno-
tami VaR a ES u souboru dat véetné obdobi financ¢ni krize. Rozdily u mér
rizika jsou tim markatnéjsi, ¢im vétsi volime jejich parametr a. Platnost
nami spoctenych vysledku potvrzuje konzistence odhadu pomoci ruznych
pouzitych metod a také konzistence odhadnutych chvostu s chvosty empi-
rickymi. Tyto vysledky lze pouzit napiiklad pfi fizeni bilance aktiv a pasiv.
Pro soukromého investora muze ES s vhodné zvolenym «, poslouzit jako
odhad nejvyssi mozné ztraty s danou pravdépodobnosti. V nasem pripadé
napiiklad odhad zohlednujici data z obdobi krize ESqg99 = 0.554 odpovida
denni ztrate 43%. Tedy investor, ktery v souc¢asné dobé nakoupi akcie BAC
celi riziku, ze v prumeéru jednou za 1000 obchodnich dnf ztrati 43% procent ze
své investice. Strmy narust hodnot ES pro vysoké hodnoty o ndm navic tika,
ze pokud dany den obchodovani jsou akcie jiz ve znacné ztraté, celime riziku,
ze ztrata muze jeSté drtivé narust. Toto riziko muzeme ¢astecné omezit
zadénfm dennich stop-loss pifkazii na troven napifklad VaRges = 0.048,
tedy priblizné na droven 4,8% ztraty. Do budoucna bude zajimavé sledovat
data akcii BAC po uklidnéni turbulenci na akciovych trzich a analyzovat,
jak se chvost rozdéleni dennich logaritmickych ztrat zmeéni.
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