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sjednoceńı v obecnou extremálńı distribučńı funkci (GEV) a odvod́ıme obec-
nou Paretovu distribučńı funkci (GPD). Poté se zaměř́ıme na několik metod
odhad̊u charakteristik extremálńıch rozděleńı. Mezi těmito odhady poṕı̌seme
některé parametrické a také neparametrické metody. Tyto metody později
využijeme na odhad chvostu distribučńı funkce ztrát a na stanoveńı dvou
měr rizika. Konkrétně na Value-at-Risk a expected shortfall. Na závěr ap-
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Abstract: In this work we study the application of extreme value theory
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ing into generalised extreme value distribution function (GEV) and we derive
generalised Pareto distribution function (GPD). Then we focus on several
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat studiem extrémńıch jev̊u ve finanćıch,
tedy jev̊u, které se vyskytuj́ı pouze výjimečně, avšak jejichž vliv na nás
je obrovský. Extrémńı jevy se vyskytuj́ı ve všech oblastech. My se zaměř́ıme
na extrémńı ztráty z finančńıch aktiv. Takovéto ztráty mohou mı́t zdr-
cuj́ıćı d̊usledky a proto je d̊uležité jim věnovat pozornost. V řeči matema-
tiky budeme ztráty modelovat jako náhodné veličiny X1, . . . , Xn, které
maj́ı distribučńı funkci F . Extremńı ztrátu potom chápeme jako náhodnou
veličinu X, která nabude hodnoty z chvostu své ditribučńı funkce F . K
modelováńı chvostu distribučńı funkce ztrát F budeme použ́ıvat teorii ex-
tremálńıch rozděleńı. Teorii extremálńıch rozděleńı popisuje druhá kapi-
tola. V té shrneme základńı poznatky, které budeme potřebovat dále k
aplikaci teorie na reálná data. Rozděĺıme zde distribučńı funkce do tř́ı
rodin, které určuj́ı tři základńı extremálńı distribučńı funkce: Fréchetova,
Weibullova a Gumbelova. Daľśı d̊uležitou distribučńı funkćı, kterou zde
odvod́ıme je obecná Paretova distribučńı funkce. Ve třet́ı kapitole poṕı̌seme
metody pro parametrický a neparametrický odhad charakteristik ex-
tremálńıch rozděleńı z naměřených dat. Parametrické odhady provedeme po-
moćı metody maximálńı věrohodnosti a pomoćı metody pravděpodobnostně
vážených moment̊u. Neparametrické metody rozděĺıme na metodu pomoćı
maximum domain of attraction, kterou provedeme pomoćı Pickandova,
Hillova a Dekkers-Einmahl-de Haanova odhadu, a na odhad parametr̊u
obecné Paretovy distribučńı funkce. Uvedeme zde také některé grafické
metody pro analýzu chvostu. Ve čtvrté kapitole poṕı̌seme mı́ry, pomoćı
kterých lze měřit riziko extrémńıch jev̊u. Tyto mı́ry se nazývaj́ı Value-at-
Risk a expected shortfall. Také zde uvedeme metody, jak tyto mı́ry rizika
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určit pomoćı teorie extremálńıch rozděleńı. V páté kapitole potom apliku-
jeme popsanou teorii na reálná data z finančńıch trh̊u a stanov́ıme jejich mı́ry
extrémńıho rizika. Konkrétně budeme studovat data akcíı Bank of America
Corporation. Při analýze budeme klást d̊uraz na vliv globálńı finančńı krize,
která začala v roce 2007 ve Spojených státech amerických, na naměřená
data.
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Kapitola 2

Rodiny extremálńıch rozděleńı
a jejich charakteristiky

2.1 Úvod a značeńı

V této kapitole se budeme zabývat základńımi poznatky z teorie ex-
tremálńıch rozděleńı. Naš́ım ćılem bude zkoumat vlastnosti konvergence
normovaných a centralizovaných maxim z náhodných výběr̊u z nějakého
rozděleńı a vlastnosti jejich limitńıch rozděleńı. Zaměř́ıme se na to, jaké
vlastnosti distribučńı funkce F zaručuj́ı existenci nedegenerovaného lim-
itńıho rozděleńı maxim z náhodného výběru s touto distribučńı funkćı. Dále
prozkoumáme jaká rozděleńı mohou být limitńı rozděleńı maxim náhodného
výběru s nějakou distribučńı funkćı F . Nejd̊uležitěǰśım výsledkem této části
je Fisher-Tippettova věta, která určuje tři možná nedegenerovaná limitńı
rozděleńı pro centralizovaná a normovaná maxima náhodného výběru. Tato
tři rozděleńı se nazývaj́ı extremálńı rozděleńı. Poté se zaměř́ıme na to, jaké
vlastnosti distribučńı funkce F implikuj́ı, že maxima z výběru s touto dis-
tribučńı funkćı konverguj́ı k dané extremálńı distribučńı funkci. Současně
nás bude samozřejmě také zaj́ımat, jak můžeme volit posloupnosti centra-
lizuj́ıćıch a normuj́ıćıch konstant. Nakonec se zaměř́ıme na tzv. obecnou
extremálńı distribučńı funkci, která bude velmi d̊uležitá při pozděǰśı aplikaci
teorie na reálná data.
V celé této kapitole bude X1, X2, . . . posloupnost iid náhodných veličin se
známou df F . Budeme vyšetřovat vlastnosti výběrového maxima

M1 = X1,Mn = max(X1, . . . , Xn), n ≥ 2.
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Odpov́ıdaj́ıćı vlastnosti výběrového minima můžeme zjistit pomoćı transfor-
mace:

min(X1, . . . , Xn) = −max(−X1, . . . ,−Xn).

Dále si označ́ıme pravý chvost distribučńı funkce F jako F = 1 − F . Č́ıslo
xF = sup{x ∈ R : F (x) < 1} budeme nazývat hraničńı hodnota distribučńı
funkce F .

2.2 Konvergence maxima

Nejdř́ıve odvod́ıme distribučńı funkci maxima Mn :

P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = F n(x),

Extrémńı jevy se odehrávaj́ı bĺızko hraničńı hodnoty xF df F . Proto jsou
intuitivně vlastnosti Mn závislé na vlastnostnech pravého chvostu df F .
Pro všechna x < xF plat́ı:

P (Mn ≤ x) = F n(x) → 0, n →∞,

pokud je xF < ∞ potom pro x ≥ xF plat́ı:

P (Mn ≤ x) = F n(x) = 1.

Tedy dostáváme, že limn→∞ Mn = xF v pravděpodobnosti a skoro jistě.
Tento poznatek nám toho však o vlastnostech Mn mnoho neprozrad́ı. Proto
budeme dále studovat slabou konvergenci centralizovaných a normovaných
maxim. Tedy se budeme zabývat vztahem

(Mn − dn)

cn

d→ H, n →∞

pro nějakou nedegenerovanou distribučńı funkci H a konstanty cn > 0 ,
dn ∈ R. Tedy budeme se zaj́ımat o pravděpodobnosti:

P (
Mn − dn

cn

≤ x).

Tento výraz můžeme dále upravit na

P (Mn ≤ un(x)),
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kde un(x) = cn ∗ x + dn.
Nejdř́ıve se budeme zabývat otázkou, jaké vlastnosti distribučńı funkce F
zajǐst’uj́ı existenci limity P (Mn ≤ un(x)) pro n → ∞. Jak jsme již in-
tuitivně přepokládali, existence této limity bude záviset na vlastnostech
pravého chvostu F distribučńı funkce F . Tyto vlastnosti popisuj́ı následuj́ıćı
dvě tvrzeńı, která jsou základńımi stavebńımi kameny v teorii extremálńıch
rozděleńı.

Tvrzeńı 2.1. Pro τ ∈ [0,∞] a posloupnost (un) reálných č́ısel jsou následuj́ı
výrazy ekvivalentńı:

P (Mn ≤ un(x)) → e−τ

nF (un) → τ.

Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [2] na straně 116.

Tvrzeńı 2.2. Necht’ F je distribučńı funkce s xF ≤ ∞ a necht’ τ ∈ (0,∞).
Potom existuje posloupnost (un) splňuj́ıćı nF (un) → τ tehdy a jen tehdy,
když

lim
x↑xF

F (x)

F (x−)
= 1

a F (xF−) = 1.

Toto tvrzeńı nalezneme v [2] na straně 117. Důsledkem těchto dvou
trvzeńı jsou omezeńı na distribučńı funkce, ke kterým existuje nedege-
nerované limitńı rozděleńı pro Mn. Např́ıklad pro distribučńı funkce s
xF < ∞, které maj́ı v bodě xF skok, takovéto rozděleńı neexistuje. Tento
fakt vyřad́ı z našeho uvažováńı všechna diskrétńı rozděleńı s konečnou
množinou hodnot. Pro diskrétńı náhodnou veličinu s xF = ∞ můžeme

limx↑xF

F (x)

F (x−)
= 1 přepsat na limn→∞

F (n)

F (n−1)
= 1. Pomoćı tohoto vztahu

můžeme vyloučit nedegenerovaná limitńı rozděleńı pro Mn z náhodného
výběru z Poissonova, geometrického a negativně binomického rozděleńı. A
dále všechna diskrétńı rozděleńı s xF = ∞, pro která klesá F (n) př́ılǐs rychle.
V následuj́ıćı definici poṕı̌seme speciálńı tř́ıdu náhodných veličin. Tyto
veličiny se později ukáž́ı jako jediná možná limitńı rozděleńı pro konvergenci
Mn z nějakého rozděleńı.
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Definice 2.1. Nedegenerovaná náhodná veličina X se nazývá max-stabilńı,
pokud pro všechna n ≥ 2 a pro X1, X2, . . . , Xn iid se stejným rozděleńım
jako X plat́ı:

max(X1, X2, . . . , Xn)
d
= cnX + dn.

Tedy plat́ı, že každá distribučńı funkce max-stabilńı náhodné veličiny
je limitńı distribučńı funkce pro výběrová maxima z nějakého náhodného
výběru. Následuj́ıćı tvrzeńı nav́ıc ř́ıká, že rodina max-stabilńıch distribučńıch
funkćı jsou jediná možná limitńı rozděleńı pro výběrová maxima z nějakého
náhodného výběru.

Tvrzeńı 2.3. Rodina max-stabilńıch distribučńıch funkćı se shoduje s rodi-
nou všech možných (nedegenerovaných) limitńıch rozděleńı pro (normovaná
a centralizovaná) výběrová maxima.

Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [2] na straně 121. Nyńı uvedeme tzv.
Fisher-Tippettovu větu, která je hlavńım výsledkem této podkapitoly.

Tvrzeńı 2.4. Necht’ (Xn) je posloupnost iid náhodných veličin. Pokud ex-
istuj́ı normuj́ıćı konstanty cn > 0 , dn ∈ R a nedegenerovaná distribučńı
funkce H taková, že

(Mn − dn)

cn

d→ H, n →∞,

potom je H jedna ze tř́ı následuj́ıćıch distribučńıch funkćı:

Frechet : Φα(x) =

{
0, x ≤ 0

exp(−x−α), x > 0
α > 0

Weibull : Ψα(x) =

{
exp(−(−x)α), x ≤ 0

1, x > 0
α > 0

Gumbel : Λ(x) = exp(−e−x), x ∈ R.

Tyto tři distribučńı funkce se nazývaj́ı extremálńı distribučńı funkce.
Odpov́ıdaj́ıćı náhodné veličiny se nazývaj́ı extremálńı náhodné veličiny.

Náznak d̊ukazu tohoto tvrzeńı je uveden v [2] na straně 122. Extremálńı
distribučńı funkce jsou spolu spojeny podle následuj́ıćıho vztahu pro nv
X > 0:
X má df φα(x) ⇐⇒ ln(Xα) má df Λ(x) ⇐⇒ −X−1 má df ψα(x).
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2.3 Maximum domain of atraction

V této kapitole budeme řešit otázku: Jaké vlastnosti df F implikuj́ı, že
maxima z náhodného výběru s touto df (po znormováńı a centralizováńı)
konverguj́ı slabě k extremálńı distribučńı funkci H? Dále si řekneme, jak
můžeme volit normalizačńı konstanty a zda jsou tyto konstanty jednoznačně
určeny. Prvńı otázka, kterou v této kapitole zodpov́ıme je: Může se stát,
že pomoćı r̊uzných normalizačńıch konstant mohou maxima ze stejného
náhodného výběru konvergovat slabě k r̊uzným extremálńım distribučńım
funkćım? Odpověd’ na tuto otázku nám dá následuj́ıćı tvrzeńı, které je
uvedeno v [2] na straně 554.

Tvrzeńı 2.5. Necht’ A,B, A1, A2, . . . jsou náhodné veličiny a bk > 0,
βk > 0, ak ∈ R, αk ∈ R jsou konstanty. Pokud plat́ı:

An − an

bn

d→ A.

Potom vztah:
An − αn

βn

d→ B

plat́ı, právě když:

lim
n→∞

bn

βn

= b ∈ [0,∞), lim
n→∞

an − αn

βn

= a ∈ R.

Potom B
d
= bA + a a a, b jsou jednoznačně určeny. A je nedegenerovaná,

právě když b > 0 a potom jsou A a B stejného typu.

Tedy limitńı rozděleńı pro maxima z náhodného výběru je jednoznačně
určeno až na afinńı transformaci. Před zodpovězeńım daľśıch otázek definu-
jeme maximum domain of atraction (MDA).

Definice 2.2. Řekneme, že náhodná veličina X (odpov́ıdaj́ıćı distribučńı
funkce F ) patř́ı do maximum domain of atraction extremálńı distribučńı
funkce H, pokud existuj́ı konstanty cn > 0, dn ∈ R takové, že plat́ı

(Mn − dn)

cn

d→ H, n →∞.

V tomto př́ıpadě ṕı̌seme: X ∈ MDA(H)(F ∈ MDA(H)).
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Definice 2.3. F je stejně se měńıćı s indexem −α pro nějaké α ≥ 0, pokud

lim
x→∞

F (xt)

F (x)
= t−α, t > 0,

potom ṕı̌seme F ∈ R−α.

Definice 2.4. Distribučńı funkce F a H maj́ı ekvivalentńı chvosty, pokud
xF = xH a plat́ı:

lim
x↑xF

F (x)

H(x)
= c

pro nějakou konstantu 0 < c < ∞.

Distribučńı funkce, které maj́ı ekvivaletńı chvosty, patř́ı do stejné
MDA(H) a dokonce plat́ı, že pro ně můžeme volit stejné normovaćı kon-
stanty. Výběrové maximum Mn je empirická verze (1 − 1

n
)-kvantilu dis-

tribučńı funkce F . Proto budeme volit normuj́ıćı konstanty cn > 0 jako
(1− 1

n
)-kvantil. Kvantilovou funkci budeme dále značit jako

F←(t) = {inf x ∈ R : F (x) ≥ t}, 0 < t < 1. Následuj́ıćı tvrzeńı je d̊usledkem
Tvrzeńı 2.1 a poslouž́ı nám k některým odhad̊um v daľśıch kapitolách.

Tvrzeńı 2.6 (Charakterizace MDA(H) ).
Distribučńı funkce F patř́ı do MDA(H) s normuj́ıćımi konstantami
cn > 0, dn ∈ R, právě když

lim
n→∞

nF (cnx + dn) = − ln(H(x)), x ∈ R.

Pokud H(x) = 0 potom je limita rovna ∞.

2.4 Maximum domain of atraction

Fréchetovy distribučńı funkce

V této kapitole charaktrerizujeme distribučńı funkce, které patř́ı do
MDA(Φα) pro α > 0. Protože Fréchetova distribučńı funkce má tvar:

Frechet : Φα(x) =

{
0, x ≤ 0

exp(−x−α), x > 0
α > 0.

Plat́ı, že F (x) = 1− exp(−x−α) a podle Taylorova rozvoje plat́ı, že
F (x) ∼ x−α. Tedy chvost Φα(x) klesá jako mocnina a patř́ı mezi rozděleńı
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s těžkými chvosty. Následuj́ıćı tvrzeńı nám prozrad́ı, že všechny distribučńı
funkce, které patř́ı do MDA(Φα), maj́ı těžký chvost, který klesá jako moc-
nina. Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [2] na straně 131.

Tvrzeńı 2.7. Distribučńı funkce F patř́ı do MDA(Φα) pro α > 0 právě
když F (x) = x−αL(x). Kde L je kladná Lebesqueovsky měřitelná funkce na
(0,∞) a L ∈ R0. Pokud F ∈ MDA(Φα), potom

c−1
n Mn

d→ Φα,

kde normuj́ıćı konstanty cn m̊užeme volit jako F←(1− 1
n
). Pozn. funkci L s

těmito vlastnostmi budeme nazývat ”pomalu se měńıćı funkce L”.

Důsledkem tohoto tvrzeńı je, že všechny distribučńı funkce
F ∈ MDA(Φα) maj́ı xF = ∞. Daľśım d̊usledkem tvrzeńı je, že pro
X ∈ MDA(Φα) je E(X+)δ = ∞ pro δ > α. Tedy jsou to rozděleńı s velmi
těžkými chvosty a xF = ∞, která se použ́ıvaj́ı k modelováńı velmi volatilńıch
trh̊u, akcíı apod. Dále plat́ı

F ∈ MDA(Φα) ⇔ F ∈ R−α,

což je jednoduchá charakterizace MDA(Φα) podle tvaru chvostu. Daľśı
možná charakterizace MDA(Φα) je pomoćı tzv. von Miseho podmı́nky.

Tvrzeńı 2.8. Necht’ je F absolutně spojitá distribučńı funkce s hustotou f .
Pokud plat́ı:

lim
x→∞

xf(x)

F (x)
= α > 0,

potom F ∈ MDA(Φα).

Toto tvrzeńı je odvozeno v [2] na straně 132 a lze podle něj charakteri-
zovat MDA(Φα) pomoćı von Miseho podmı́nky:

MDA(Φα) se skládá z distribučńıch funkćı splňuj́ıćıch von Miseho
podmı́nku a z distribučńıch funkćı s nimi chvostově ekvivalentńıch.

Př́ıklad 2.1 (distribučńı funkce z MDA(Φα)).
Do MDA(Φα) patř́ı např́ıklad Paretovo a Cauchyho rozděleńı.
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a) Paretovo rozděleńı
s hustotou

f(x) =
a

b
(
b

x
)a+1, a > 0, b > 0, x ≥ b

distribučńı funkce má tvar

F (x) = 1− (
b

x
)a, a > 0, b > 0, x ≥ b

tedy chvost je

F (x) = (
b

x
)a

podle prvńı charakterizace MDA(Φα) dostáváme:

F (x) = (
b

x
)a ∼ 1

xa
∈ R−a ⇒ F ∈ MDA(Φa)

podle druhé charakterizace MDA(Φα) dostáváme:
von Miseho podmı́nka:

lim
x→∞

xf(x)

F (x)
= lim

x→∞

ax
b
( b

x
)a+1

( b
x
)a

= lim
x→∞

a( b
a
)a

( b
a
)a

= a ⇒ F ∈ MDA(Φa).

b) Standardńı Cauchyho rozděleńı
s hustotou

f(x) =
1

π

1

1 + x2
, x ∈ R

distribučńı funkce má tvar

F (x) =
arctan(x) + π

2

π
, x ∈ R

tedy chvost je

F (x) = 1− arctan(x) + π
2

π
, x ∈ R

podle prvńı charakterizace MDA(Φα) dostáváme:

F (x) ∼ 1

πx
∈ R−1 ⇒ F ∈ MDA(Φ1)
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podle druhé charakterizace MDA(Φα) dostáváme:
von Miseho podmı́nka:

lim
x→∞

xf(x)

F (x)
= lim

x→∞

x
π(1+x2)

1
πx

= lim
x→∞

x2

1 + x2
= 1 ⇒ F ∈ MDA(Φ1).

Daľśı vlastnosti Cauchyho a Paretova rozděleńı jsou uvedeny v [1] na
straně 25 a 27.

2.5 Maximum domain of atraction

Weibullovy distribučńı funkce

V této kapitole charakterizujeme distribučńı funkce, které patř́ı do
MDA(Ψα) pro α > 0. Důležitým poznatkem je, že všechny distribučńı
funkce z MDA(Ψα) maj́ı konečný hraničńı bod xF . MDA Weibullovy a
Frechetovy distribučńı funkce jsou si velice podobné. To nám napov́ıdá i vz-
tah Ψα(− 1

x
) = Φα(x), x > 0. Prvńı charakterizace MDA(Ψα) podle tvaru

chvostu F zńı:

F ∈ MDA(Ψα) ⇔ xF < ∞, F (xF − 1

x
) ∈ R−α.

Normuj́ıćı konstanty zde můžeme volit jako: cn = xF −F←(1− 1
n
) a dn = xF .

Modifikaćı Tvrzeńı 2.8 můžeme také pro MDA(Ψα) stanovit von Miseho
podmı́nku:

Tvrzeńı 2.9. Necht’ je F absolutně spojitá distribučńı funkce s hustotou f ,
která je kladná na nějakém konečném intervalu (z, xF ). Pokud plat́ı:

lim
x↑xF

(xF − x)f(x)

F (x)
= α > 0,

potom F ∈ MDA(Ψα).

Opět můžeme MDA(Ψα) charakterizovat pomoćı von Miseho podmı́nky:

MDA(Ψα) se skládá z distribučńıch funkćı splňuj́ıćıch von Miseho
podmı́nku a z distribučńıch funkćı s nimi chvostově ekvivalentńıch.

Do MDA(Ψα) patř́ı např́ıklad rovnoměrné a beta rozděleńı.
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Př́ıklad 2.2 (rovnoměrné rozděleńı na (0,1)).
hustota f(x) = 1, x ∈ (0, 1)
distribučńı funkce F (x) = x, x ∈ (0, 1)
chvost F (x) = 1− x, x ∈ (0, 1)
xF = 1
Pomoćı charakterizace MDA(Ψα) podle tvaru chvostu dostaneme:

F (xF − 1

x
) =

1

x
∈ R−1 ⇒ F ∈ MDA(Ψ1).

Pomoćı von Miseho podmı́nky dostaneme:

lim
x↑1

(1− x)1

1− x
= 1 ⇒ F ∈ MDA(Ψ1).

Normuj́ıćı konstanty m̊užeme zvolit jako cn = xF−F←(1− 1
n
) = 1−1+ 1

n
= 1

n

a dn = xF = 1. Pak plat́ı:

(Mn − 1)n → Ψ1.

2.6 Maximum domain of atraction Gum-

belovy distribučńı funkce

MDA(Λ) obsahuje širokou škálu distribučńıch funkćı. Bohužel, zde neexis-
tuje jednoduchá charakterizace MDA(Λ) pomoćı R−α jako u Fréchetovy a
Weibullovy distribučńı funkce. Podle Taylorova rozvoje plat́ı
1 − Λ(x) = F (x) ∼ e−x, x → ∞. Otázkou je, jak moc se může chvost dis-
tribučńı funkce F asymptoticky lǐsit od e−x, aby F patřila do MDA(Λ).
Plat́ı, že MDA(Λ) obsahuje distribučńı funkce s r̊uzně těžkými chvosty. Ob-
sahuje rozděleńı se středně těžkými chvosty jako je logaritmicko-normálńı
rozděleńı až po rozděleńı s lehkými chvosty jako je normálńı rozděleńı. Nav́ıc
v MDA(Λ) mohou být rozděleńı s xF = ∞ tak také s xF < ∞. Následuj́ıćı
popis distribučńıch funkćı nám pomůže charakterizovat MDA(Λ).

Definice 2.5 (Von Miseho funkce). Necht’ F je distribučńı funkce, která
je spojitá v xF ≤ ∞. Pokud existuje konstanta z < xF taková, že F lze
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reprezentovat jako:

F (x) = c exp{−
x∫

z

1

a(t)
dt}, z < x < xF ,

kde c je nějaká kladná konstanta, a(·) je kladná a absolutně spojitá funkce
(vzhledem k Lebesgueově mı́ře) s hustotou a′ a limx↑xF

a′(x) = 0.
Potom se F nazývá von Miseho funkce, funkce a(·) se nazývá pomocná funkce
F .

Dále pro nás bude F (x) ∈ R−∞ znamenat

limx→∞
F (xt)

F (x)
=

{
0, t > 1
∞, 0 < t < 1.

Tvrzeńı 2.10 (Vlastnosti von Miseho funkce). Každá von Miseho funkce F
je absolutně spojitá na (z, xF ) s kladnou hustotou f . Pomocná funkce m̊uže

být volena jako a(x) = F (x)
f(x)

. Nav́ıc plat́ı:

a) pokud xF = ∞, potom F ∈ R−∞ a

lim
x→∞

xf(x)

F (x)
= ∞.

b) pokud xF < ∞, potom F (xF − 1
x
) ∈ R−∞ a

lim
x↑xF

(xF − x)f(x)

F (x)
= ∞.

Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [2] na straně 141. Plat́ı, že každá von
Miseho funkce je prvkem MDA(Λ). Normuj́ıćı konstanty můžeme volit jako
dn = F←(1 − 1

n
) a cn = a(dn), kde a(·) je pomocná funkce F. Von Miseho

funkce však nejsou veškeré distribučńı funkce, které patř́ı do MDA(Λ). Pro
kompletńı charakterizaci MDA(Λ) muśıme k von Miseho funkćım přidat
i všechny distribučńı funkce s nimi chvostově ekvivalentńı. Tedy máme
kompletńı charakterizaci MDA(Λ):

MDA(Λ) se skládá z von Miseho funkćı a z distribučńıch funkćı s
nimi chvostově ekvivalentńıch.
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Narozd́ıl od MDA(Φα) plat́ı pro F ∈ MDA(Λ) s xF = ∞, že F ∈ R−∞,
a tedy E(X+)α < ∞ pro všechna α > 0, kde X+ = max(X, 0). Př́ıklady
rozděleńı, které patř́ı do MDA(Λ), jsou např́ıklad normálńı rozděleńı,
logaritmicko-normálńı rozděleńı a exponenciálńı rozděleńı. Definice a
vlastnosti těchto rozděleńı lze naj́ıt v [1].

Př́ıklad 2.3 (Exponenciálńı rozděleńı).
exponenciálńı rozděleńı má hustotu f(x) = λ exp(−λx), x > 0, λ > 0
distribučńı funkce je F (x) = 1− exp(−λx), x > 0, λ > 0
tedy plat́ı, že chvost má tvar F (x) = exp(−λx), x > 0, λ > 0 a F je von
Miseho funkce s a(·) = 1

λ
, λ > 0.

2.7 Obecná extremálńı distribučńı funkce a

obecná Paretova distribučńı funkce

Pro daľśı potřeby zde uvedeme obecnou extremálńı distribučńı funkci, která
pomoćı jednoho parametru ξ sjednot́ı předchoźı extremálńı distribučńı
funkce do jedné. Pro parametr ξ použ́ıváme následuj́ıćı interpretaci:

ξ = 1
α

> 0 odpov́ıdá Fréchetově distribučńı funkci Φα

ξ = 0 odpov́ıdá Gumbelově distribučńı funkci Λ
ξ = − 1

α
< 0 odpov́ıdá Weibullově distribučńı funkci Ψα.

Potom obecná extremálńı distribučńı funkce má tvar:

Hξ =

{
exp{−(1 + ξx)−

1
ξ }, ξ 6= 0

exp{− exp(−x)}, ξ = 0

kde 1 + ξx > 0. Později budeme použ́ıvat obecnou extremálńı distribučńı
funkćı Hξ,µ,ψ, kde nahrad́ıme proměnnou x v Hξ pomoćı x−µ

ψ
. Následuj́ıćı

tvrzeńı charakterizuje MDA(Hξ). Nav́ıc je základem pro některé statistické
aplikace teorie extremáĺıch rozděleńı. Náznak jeho d̊ukazu je uveden v [2] na
straně 159.
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Tvrzeńı 2.11 (Charakterizace MDA(Hξ) ).
Pro ξ ∈ R jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:
a)F ∈ MDA(Hξ)
b)Existuje kladná měřitelná funkce a(·) taková, že pro 1 + ξx > 0 plat́ı:

lim
u↑xF

F (u + xa(u))

F (u)
=

{
(1 + ξx)−ξ−1

, ξ 6= 0
e−x, ξ = 0

c) Pro x, y > 0, y 6= 1 plat́ı:

lim
s→∞

U(sx)− U(s)

U(sy)− U(s)
=

{
xξ−1
yξ−1

, ξ 6= 0
ln(x)
ln(y)

, ξ = 0

kde U(t) =
−→
F (1− 1

t
), t > 0.

Pokud je X náhodná veličina s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ), potom
můžeme bod b) z předcházej́ıćıho tvrzeńı interpretovat jako:

lim
u↑xF

P (
X − u

a(u)
> x | X > u) =

{
(1 + ξx)

−1
ξ , ξ 6= 0

e−x, ξ = 0.

Tento vztah nám dává distribučńı aproximaci pro normovaný přesah přes
vysoký práh u s normativńı funkćı a(u). Tato aproximace je d̊uležitá
pro měřeńı rizika pro finančńı instrumenty a motivuje nás k následuj́ıćım
úvahám. Nejdř́ıve si definujeme distribučńı funkci přesahu a funkci středńıho
přesahu.

Definice 2.6 (Distribučńı funkce přesahu, funkce středńıho přesahu). Necht’

X je náhodná veličina s distribučńı funkćı F a hraničńım bodem xF . Pro
pevné u < xF se

Fu(x) = P (X − u ≤ x | X > u), x ≥ 0

nazývá distribučńı funkce přesahu náhodné veličiny X přes práh u. Funkce

e(u) = E(X − u | X > u)

se nazývá funkce středńıho přesahu náhodné veličiny X.
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Funkce e(u) se také někdy nazývá středńı zbytková doba života (mean
residual lifetime) a hraje d̊uležitou roli ve statistických aplikaćıch teorie
extremálńıch hodnot. Pomoćı grafu empirické e(u) lze posoudit, zda
naměřená data pocházej́ı z rozděleńı s těžkým chvostem. Tento graf se také
použ́ıvá při odhadu parametr̊u obecné extremálńı distribučńı funkce Hξ,µ,ψ.
V neposledńı řadě slouž́ı tato funkce k výpočtu tzv. očekávané extrémńı
ztráty (expected shortfall), která se použ́ıvá k měřeńı rizika finančńıch
instrument̊u. Daľśı vlastnosti této funkce představ́ıme v kapitole Mı́ry rizika
a podrobněji je popsána v [2].
Dále si označ́ıme limitńı výsledek z Tvrzeńı 2.11 b) pro př́ıpustná x jako
obecnou Paretovu distribučńı funkci.

Definice 2.7 (Obecná Paretova distribučńı funkce(GPD)).
Distribučńı funkci:

Gξ(x) =

{
1− (1 + ξx)

−1
ξ , ξ 6= 0

1− e−x, ξ = 0,

kde x > 0 pro ξ ≥ 0 a 0 ≤ x ≤ −1
ξ

pro ξ < 0. Budeme nazývat obecná
Paretova distribučńı funkce.

Někdy budeme mı́sto Gξ(x) použ́ıvat značeńı Gξ,ν,β, kde nahrad́ıme ar-
gument x pomoćı x−ν

β
, ν ∈ R, β > 0. Obecná Paretova distribučńı funkce

je limitńı distribučńı funkce pro normovaný přesah přes vysoký práh, odha-
dem jej́ıch parametr̊u se budeme zabývat v kapitole Parametrické a nepara-
metrické odhady charakteristik rozděleńı. Důležitou roli ve statistických ap-
likaćıch hraje distribučńı funkce Gξ,0,β. Následuj́ıćı tvrzeńı shrnuje základńı
pravděpodobnostńı vlastnosti Gξ,0,β a jeho d̊ukaz lze naj́ıt v [2] na straně
166.
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Tvrzeńı 2.12 (Vlastnosti Gξ,0,β ).
a) Necht’ X má Gξ,0,β. Potom EX < ∞ právě tehdy, když je ξ < 1. V tomto
př́ıpadě plat́ı:

E(1 +
ξ

β
X)−r =

1

1 + ξr
, r >

−1

ξ

E(ln(1 +
ξ

β
X))k = ξkk!, k ∈ N

EX(Gξ,0,β(X))r =
β

(r + 1− ξ)(r + 1)
,
r + 1

|ξ| > 0.

Pokud ξ < 1
r

pro r ∈ N, potom:

EXr =
βr

ξr+1

Γ(ξ−1 − r)

Γ(1 + ξ−1)
r!.

b) Pro každé ξ ∈ R, F ∈ MDA(Hξ) právě když

lim
u↑xF

sup
0<x<xF−u

|Fu(x)−Gξ,0,β(u)(x)| = 0

pro nějakou kladnou funkci β.
c)Necht’ xi ∈ D(ξ, β), i = 1, 2, kde
D(ξ, β) = [0,∞), ξ ≥ 0 a D(ξ, β) = [0,−−β

ξ
), ξ < 0 potom plat́ı:

Gξ,0,β(x1 + x2)

Gξ,0,β(x1)
= Gξ,0,β+ξx1(x2).

d)Necht’ N je náhodná veličina s rozděleńım Po(λ) a nezávislá s iid posloup-
nost́ı (Xn), kde Xn má distribučńı funkci Gξ,0,β a necht’

MN = max(X1, . . . , XN). Potom plat́ı:

P (MN ≤ x) = exp{−λ(1 + ξ
x

β
)
−1
ξ } = Hξ,µ,ψ(x),

kde µ = β(λξ−1)
ξ

a ψ = βλξ.

e)Necht’ X má distribučńı funkci Gξ,0,β, kde ξ < 1. Potom pro u < xF plat́ı:

e(u) = E(X − u | X > u) =
β + ξu

1− ξ
, β + ξu > 0.
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Vlastnosti Gξ,0,β z tohoto tvrzeńı jsou základem statistických aplikaćı
extremálńıch hodnot.
Vlastnost b) nám ř́ıká,že Gξ,0,β aproximuje distribučńı funkci přesahu Fu(x),
pro dostečně vysoký práh u. Funkce β je odhadnuta pomoćı naměřených dat,
tedy plat́ı:

F u(x) = P (X − u > x|X > u) ≈ Gξ,0,β(u)(x), x > 0

nebo ekvivaletně pro x > u,

P (X > x|X > u) ≈ Gξ,u,β(u)(x).

Návod na určeńı dostatečně vysokého prahu u nám dává bod e). Podle
tohoto tvrzeńı je e(u) z Gξ,0,β lineárńı. Pomoćı konstrukce empirické en(u),
kterou poṕı̌seme podrobně v př́ı̌st́ı kapitole źıskáme grafickou metodu na
odhad dostatečně vysokého prahu u. Budeme vyb́ırat taková u, pro která
bude en(u) zhruba lineárńı.
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Kapitola 3

Parametrické a neparametrické
odhady charakteristik
extremálńıch rozděleńı

3.1 Úvod

V této kapitole se budeme zabývat aplikaćı teorie extremálńıch hod-
not na reálná data. Nejdř́ıve poṕı̌seme některé metody pro grafickou
analýzu naměřených dat. Pomoćı nich budeme testovat, zda daná data
pocházej́ı z určitého rozděleńı, a jestli se jedná o data z rozděleńı s těžkým
chvostem. Dále bude naš́ım ćılem stanovit odhady vysokých kvantil̊u x̂p a

odhad chvostu F̂ (x) pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z nějakého rozděleńı.
Metody pro tyto odhady rozděĺıme do dvou skupin. Parametrické odhady,
které budeme provádět pomoćı metody maximálńı věrohodnosti a metody
pravděpodobnostně vážených moment̊u a neparametrické odhady, které
budeme provádět pomoćı metody maximum domain of atraction a pomoćı
obecné Paretovy distribučńı funkce. V celé této kapitole budeme použ́ıvat
značeńı

Hξ,µ,ψ(x) = exp{−(1 + ξ
x− µ

ψ
)(−1

ξ
)}, 1 + ξ

x− µ

ψ
> 0

pro obecnou extremálńı distribučńı funkci. Pro př́ıpad ξ = 0 odpov́ıdá

H0,µ,ψ(x) = exp{−e
−(x−µ)

ψ }, x ∈ R Gumbelově distribučńı funkci. Pro
zjednodušeńı zápisu zavedeme parametr θ = (ξ, µ, ψ) ∈ R× R× R+.
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3.2 Metody grafické analýzy dat

Kvantilové grafy
Tato metoda se zabývá následuj́ıćım problémem: Naj́ıt distribučńı funkci
F , která dobře odpov́ıdá rozděleńı, z kterého pocházej́ı naměřená iid data
X1, . . . , Xn. Základem této metody je následuj́ıćı úvaha. Pro náhodný výběr
X1, . . . , Xn z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćı F plat́ı, že náhodné
veličiny Ui = F (Xi), i = 1 . . . n jsou iid s rovnoměrným rozděleńım na (0,1).
Nav́ıc pro uspořádaný náhodný výběr Xn,n ≤ . . . ≤ X1,n plat́ı

F (Xk,n)
d
= Uk,n, k = 1 . . . n. Z toho vyplývá, že EF (Xk,n) = n−k+1

n+1
,

k = 1 . . . n. Tato úvaha nás přivád́ı na myšlenku vykreslit graf:

{(Xn,k, F
←(

n− k + 1

n + 1
)) : k = 1 . . . n}.

Tento graf se nazývá kvantilový graf. Existuj́ı i jiné varianty tohoto grafu,
které jsou typu:

{(Xn,k, F
←(pk,n) : k = 1 . . . n},

kde pk,n = n−k+δk

n+γk
pro nějaké konstanty (δk, γk). Často se voĺı např́ıklad

(δk = 0.5, γk = 0). Pokud naše data pocházej́ı z rozděleńı s distribučńı
funkćı F potom by měl být kvantilový graf zhruba lineárńı. Pokud data
pocházej́ı ze tř́ıdy distribučńıch funkćı F (x−µ

ψ
), kde µ je parametr polohy

a ψ je parametr měř́ıtka, potom by měl být kvantilový graf také zhruba
lineárńı s absolutńım členem µ a směrnićı ψ. Tyto parametry lze odvodit
pomoćı lineárńı regrese. Pokud data pocházej́ı z rozděleńı s těžš́ım chvostem
než má distribučńı funkce F , potom se bude kvantilový graf stáčet nahoru
vlevo a dol̊u vpravo. Naopak pokud má F těžš́ı chvost, bude se kvantilový
graf stáčet dol̊u vlevo a nahoru vpravo. Pokud budeme cht́ıt testovat, zda
naše data pocházej́ı z Hξ,µ,ψ, budeme nejdř́ıve muset odhadnout parametr
ξ pomoćı metod popsaných dále.

Funkce středńıho přesahu
V minulé kapitole jsme definovali funkci středńıho přesahu jako

e(u) = E(X − u | X > u), 0 ≤ u ≤ xF .
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Obrázek 3.1: A-kvantilový graf simulovaných dat z normálńıho rozděleńı
se středńı hodnotou 0 a rozptylem 1. B-kvantilový graf simulovaných dat
z normálńıho rozděleńı se středńı hodnotou 2 a rozptylem 4.C-kvantilový
graf simulovaných dat z Cauchyho rozděleńı s parametry 0 a 0.01. Všechny
proti kvantil̊um normálńıho rozděleńı se středńı hodnotou 0 a rozptylem 1.D-
kvantilový graf simulovaných dat z normálńıho rozděleńı se středńı hodnotou
0 a rozptylem 1, proti kvantil̊um Cauchyho rozděleńı s parametry 0 a 0.01.

25



Pokud je X kladná náhodná veličina s distribučńı funkćı F a konečnou
středńı hodnotou potom:

e(u) =
1

F (u)

xF∫

u

F (x) dx, 0 ≤ u ≤ xF .

V minulé kapitole jsme ukázali, že pro obecnou Paretovu distribučńı funkci je
e(u) lineárńı s kladnou směrnićı. Snadno se ukáže, že pro náhodnou veličinu
X s exponenciálńım rozděleńım s parametrem λ je e(u) = 1

λ
tedy konstantńı.

Pro distribučńı funkce s lehkým chvostem typu
F (x) ∼ exp{−xa}, a > 1 klesá e(u) k nule. Pro náhodnou veličinu X s
těžkým chvostem e(u) typicky roste k nekonečnu. Jej́ı tvar je většinou mezi
konstantou (pro exponenciálńı rozděleńı) a lineárńı funkćı s kladnou směrnićı
(pro Paretovo rozděleńı).
Náš grafický test bude založen na empirické funkci středńıho přesahu en(u).
Tento test nám pomůže odhalit, zda naměřená data pocházej́ı z rozděleńı s
těžkým chvostem. Necht’ X1, . . . , Xn jsou iid náhodné veličiny s distribučńı
funkćı F . Empirickou distribučńı funkci budeme značit Fn a
∆n(u) = {i : i = 1, . . . , n, Xi > u}, potom

en(u) =
1

F (u)

∞∫

u

F n(y) dy =
1

card∆n(u)

∑

i∈∆n(u)

(Xi − u), u ≥ 0.

Graf středńı hodnoty přesahu má tvar:

{(Xk,n; en(Xk,n)) : k = 1, . . . , n}.

Poměr maxima a součtu
Tato grafická metoda nám dává jednoduchý nástroj na odhad těžkosti
chvostu a odhad řádu konečných moment̊u. Opět předpokládáme, že
X1, X2, . . . jsou iid náhodné veličiny a definujeme hodnoty:

Sn(p) =| X1 |p + . . . + | Xn |p,Mn(p) = max(| X1 |p, . . . , | Xn |p), n ≥ 1.

Dále definujeme Rn(p) = Mn(p)
Sn(p)

, n ≥ 1, p ≥ 0. Pro takto definované Rn(p)
plat́ı:

Rn(p)
s.j.→ 0 ⇔ E | X |p< ∞.

26



0 1 2 3 4 5 6 7

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

funkce stredniho presahu

u

e(
u)

0 5 10 15 20 25

0
1

2
3

4
5

funkce stredniho presahu

u

e(
u)

0 50 100 150 200

0
20

40
60

80
10

0

funkce stredniho presahu

u

e(
u)

Obrázek 3.2: Graf funkce středńıho přesahu simulovaných dat. Nahoře
exponenciálńı rozděleńı s parametrem 1, uprostřed logaritmicko-normálńı
rozděleńı s parametry 0 a 1, dole pravý chvost Cauchyho rozděleńı s parame-
try 1 a 0.
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Pro aplikaci na naměřená data vykresĺıme Rn(p) pro r̊uzné hodnoty p. Pokud
E | X |p< ∞, potom by mělo být Rn(p) malé pro vysoké hodnoty n. Naopak
pokud vykazuje graf Rn(p) na pravé straně odchylku od nuly, znač́ı to, že
E | X |p= ∞.

3.3 Parametrické odhady charakteristik

rozděleńı

V této kapitole budeme provádět parametrické odhady pro náhodný výběr
X1, . . . , Xn z Hθ. Protože nelze předpokládat, že všechna naměřená data
budou mı́t přesně distribučńı funkci Hθ, provedeme nejdř́ıve transformaci
náhodného výběru. Rozděĺıme si naměřená data do s rozměrných vektor̊u.
Tyto vektory symbolizuj́ı data naměřená v časových intervalech délky s.
Potom maj́ı data tvar :

X(1) = (X
(1)
1 , . . . , X(1)

s )

X(2) = (X
(2)
1 , . . . , X(2)

s )

...

X(n) = (X
(n)
1 , . . . , X(n)

s ).

Předpokládáme, že vektory X(i) jsou navzájem nezávislé, avšak uvnitř
každého vektoru X(i) mohou být data závislá. Náš nový výběr z Hθ se poté
bude skládat z Xi = max(X

(i)
1 , . . . , X

(i)
s ).

Metoda maximálńı věrohodnosti
Předpokládáme, že X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı
funkćı Hθ. Tedy toto rozděleńı je absolutně spojité s hustotou hθ. V
tomto př́ıpadě je možné odhadnout parametr θ pomoćı metody maximálńı
věrohodnosti. Definujeme funkci:

L(θ,X) =
n∏

i=1

hθ(Xi)I{1+ξ
Xi−µ

ψ
>0}.

Dále označ́ıme l(θ,X) = ln(L(θ,X)), potom odhad pomoćı metody
maximálńı věrohodnosti pro parametr θ se rovná

θ̂n = arg max
θ∈Θ

l(θ, X).
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Maximum urč́ıme zderivováńım l(θ, X) podle parametr̊u ξ, µ, ψ a polož́ıme
vzniklé výrazy rovny nule. Bohužel neexistuje explicitńı vyjádřeńı parametr̊u
z těchto rovnic, proto muśıme k jejich vyřešeńı použ́ıt numerické metody.

Metoda pravěpodobnostně vážených moment̊u
Tato metoda je založená na porovnáváńı pravděpodobnostně vážených
moment̊u náhodné veličiny X, která má distribučńı funkci Hθ a
pravděpodobnostně vážených empirických moment̊u. Definujeme

wr(θ) = E(XHr
θ (X)), r ∈ N0,

kde X má distribučńı funkci Hθ s parametrem θ = (ξ, µ, ψ).Pokud je ξ ≥ 1,
potom je w0 = EX = ∞. Proto se omeźıme pouze na př́ıpady, kdy je ξ < 1.
Dále definujeme empirický ŵr(θ).

ŵr(θ) =

+∞∫

−∞

xHr
θ (x) dFn(x), r ∈ N0,

kde Fn je empirická distribučńı funkce odpov́ıdaj́ıćı dat̊um X1, . . . , Xn. Aby-
chom určili θ vyřeš́ıme rovnice

wr(θ) = ŵr(θ), r = 0, 1, 2.

Po dosazeńı dostáváme

ŵr(θ) =
1

n

n∑
j=1

Xj,nH
r
θ (Xj,n) =

1

n

n∑
j=1

Xj,nU
r
j,n, r = 0, 1, 2,

kde Uj,n je uspořádaný náhodný výběr z iid posloupnosti X1, . . . , Xn s
rovnoměrným rozděleńım na (0,1). U r

j,n může být nahrazeno EU r
j,n. Pro

výpočet wr(θ) použijeme vzorec:

wr(θ) =

+∞∫

−∞

xHr
θ (x) dHθ(x) =

1∫

0

H←
θ (y)yr dy

kde pro 0 < y < 1

H←
θ (y) =

{
µ− ψ

ξ
(1− (− ln y)−ξ), ξ 6= 0

µ− ψ ln (− ln y), ξ = 0.
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Pro ξ < 1 a ξ 6= 0 vyjde

wr(θ) =
1

1 + r
{µ− ψ

ξ
(1− Γ(1− ξ)(1 + r)ξ)},

kde Γ znač́ı gamma funkci Γ(t) =
∞∫
0

e−uut−1 du, t > 0. Dále dostáváme:

w0(θ) = µ− ψ

ξ
(1− Γ(1− ξ)),

2w1(θ)− w0(θ) =
ψ

ξ
Γ(1− ξ)(2ξ − 1),

3w2(θ)− w0(θ) =
ψ

ξ
Γ(1− ξ)(3ξ − 1),

a tedy:
3w2(θ)− w0(θ)

2w1(θ)− w0(θ)
=

3ξ − 1

2ξ − 1
.

Dosazeńım empirických ŵr(θ) źıskáme z posledńı rovnosti odhad ξ̂. Poté
dopočteme zbylé parametry pomoćı ztah̊u:

ψ̂ =
(2ŵ1 − ŵ0)ξ̂

Γ(1− ξ̂)(2ξ̂ − 1)
,

µ̂ = ŵ0 +
ψ̂

ξ̂
(1− Γ(1− ξ̂)).

3.4 Odhady pomoćı maximum domain of at-

traction

V této kapitole budeme předpokládat, že máme náhodný výběr X1 . . . , Xn

s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ), ξ ∈ R. Oproti minulé kapitole
tedy nepředpokládáme, že F je přesně Hξ. Předpoklad F ∈ MDA(Hξ)
je obecněǰśı, a tud́ıž lze použ́ıt na širš́ı škálu dat. Budeme se zabývat
dvěma hlavńımi body. Nejdř́ıve si představ́ıme tři metody pro odhad
parametru ξ ∈ R, poṕı̌seme jejich statistické vlastnosti a porovnáme je.
Poté odvod́ıme odhad pro normuj́ıćı konstanty cn, dn. Výsledky použijeme k
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odhadu vysokých kvantil̊u xp, často mimo dosah naměřených dat. Tedy pro
p > 1− 1

n
. A také pro odhad chvostu F (x) pro vysoké hodnoty x.

Podle Tvrzeńı 2.6 F ∈ MDA(Hξ), právě když

lim
n→∞

nF (cnx + dn) = − ln(Hξ(x)),

tedy pro velká u = cnx + dn plat́ı:

nF (u) ≈ (1 + ξ
u− dn

cn

)
−1
ξ ,

tedy odhad chvostu má tvar:

F̂ (u) =
1

n
(1 + ξ̂

u− d̂n

ĉn

)
−1

ξ̂ ,

pro odpov́ıdaj́ıćı odhady ξ̂, ĉn, d̂n. Protože vlastnost F ∈ MDA(Hξ) je vlast-
nost́ı chvostu F (x) bude odhad parametru ξ založen na k největš́ıch po-
zorováńıch uspořádáneho náhodného výběru Xk,n ≤ . . . ≤ X1,n. Určeńı
vhodného k záviśı na rozsahu náhodného výběru n a mělo by splňovat
následuj́ıćı vlastnosti:

a) k(n) →∞
b)

n

k(n)
→∞.

Na volbě k(n) také záviśı statistické vlastnosti odhadu pro parametr ξ, které
rozebereme později. Ze vzorce pro odhad chvostu můžeme také odvodit
odhad kvantilu xp = F←(p):

x̂p = d̂n +
ĉn

ξ̂
((n(1− p))−ξ̂ − 1).

Protože hodnoty cn, dn jsou definovány pomoćı kvantil̊u F←(1− 1
n
), a tedy

jejich určeńı je ekvivalentńı s odhadem kvantil̊u xp na hranici našich dat,
použijeme při odhadu kvantil̊u následuj́ıćı trik. Budeme předpokládat, že
n
k
∈ N. Při odhadu xp se posuneme k podposloupnosti n

k
, kde k = k(n)

splňuje podmı́nky a) a b). Odhad kvantilu poté bude mı́t tvar:

x̂p = d̂n
k

+
ĉn

k

ξ̂
((

n

k
(1− p))−ξ̂ − 1).
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Pro statistické účely pro nás může být zaj́ımavé určit následuj́ıćı hodnoty:

xp,r = F←(p
1
r ), r ∈ N.

Interpretace xp,r je následuj́ıćı:

p = F r(xp,r) = P (max(Xn+1, . . . , Xn+r) ≤ xp,r),

tedy xp,r je hodnota, která s danou pravděpodobnost́ı p, nebude v
následuj́ıćıch r pozorováńıch překonána. Odhad xp,r má tvar:

x̂p,r = d̂n
k

+
ĉn

k

ξ̂
((

n

k
(1− p

1
r ))−ξ̂ − 1).

Tedy pokud máme odvozen odhad pro x̂p můžeme jednoduše odhadnout i
x̂p,r.

Odhady parametru ξ

1. Pickand̊uv odhad pro ξ ∈ R
Pickand̊uv odhad je odvozen od Tvrzeńı 2.11 c) a má tvar:

ξ̂
(P )
k,n =

1

ln(2)
ln(

Xk,n −X2k,n

X2k,n −X4k,n

).

Tvrzeńı 3.1 (Vlastnosti Pickandova odhadu ).
Necht’ (Xn) je iid posloupnost náhodných veličin s distribučńı funkćı

F ∈ MDA(Hξ), ξ ∈ R. Necht’ ξ̂(P ) = ξ̂
(P )
k,n je Pickand̊uv odhad, potom plat́ı:

a)(slabá konzistence) Pokud k →∞, k
n
→ 0, pro n →∞, potom:

ξ̂(P ) P→ ξ, n →∞.

b) (silná konzistence) Pokud k
n
→ 0, k

ln(ln(n))
→∞, pro n →∞, potom:

ξ̂(P ) s.j.→ ξ, n →∞.
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Toto tvrzeńı je uvedeno v [2] na straně 328. Pro výběr optimálńıho
k(n) neexistuje obecně nejlepš́ı řešeńı. Tento výběr budeme provádět

pomoćı grafu {(k, ξ̂
(P )
k,n ) : k = 1, . . . , n}. Intuitivně bychom měli vybrat

ξ̂
(P )
k,n z takových hodnot k, kde je graf zhruba horizontálńı a k je vysoké,

odpov́ıdaj́ıćı podmı́nkám a) , b).

2. Hill̊uv odhad pro ξ = 1
α

> 0
Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Φα),
α > 0 tedy F (x) = x−αL(x), pro nějakou pomalu se měńıćı funkci L, potom
Hill̊uv odhad parametru α má tvar:

α̂(H) = α̂
(H)
k,n = (

1

k

k∑
j=1

ln(Xj,n)− ln(Xk,n))−1,

kde k = k(n) je zvoleno v závislosti na n, podobně jako u Pickandova
odhadu. Distribučńı funkce z MDA(Φα), α > 0 jsou hlavńımi př́ıklady dis-
tribučńıch funkćı s těžkými chvosty. Empirické studie chvost̊u denńıch lo-
garitmických návrat̊u ve finanćıch odhaluj́ı nejčastěji hodnoty α mezi 3 a 4.
Tedy pro modelováńı ve finanćıch lze právě takovéto chvosty očekávat. Hill̊uv
odhad lze odvodit několika r̊uznými zp̊usoby, což dokazuje, že je to odhad
velmi přirozený. Jedna z metod, pomoćı kterých lze Hill̊uv odhad odvodit se
zakládá na metodě maximálńı věrohodnosti. Toto odvozeńı je založeno na
k nejvyšš́ıch náhodných veličinách uspořádného náhodného výběru. Pomoćı
tohoto postupu lze odvodit i odhad pro chvost F (x) pro vysoká x a odhad
pro vysoké kvantily xp. Tyto odhady maj́ı následuj́ıćı tvar:

F̂ (x) =
k

n
(

x

Xk,n

)−α̂
(H)
k,n

x̂p = (
n

k
(1− p))−1/α̂

(H)
k,n Xk,n.

Pomoćı těchto odhad̊u můžeme odvodit odhad pro distribučńı funkci přesahu

Fu(x− u), x ≥ u pomoćı Fu(x− u) = 1− F (x)

F (u)
.

Vlastnosti Hillova odhadu shrnuje následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 3.2 (Vlastnosti Hillova odhadu ).
Necht’ (Xn) je iid posloupnost náhodných veličin s distribučńı funkćı F
splňuj́ıćı pro nějaké α > 0 a L ∈ R0,

F (x) = P (X > x) = x−αL(x), x > 0.
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Necht’ α̂(H) = α̂
(H)
k,n je Hill̊uv odhad parametru α, potom plat́ı:

a)(slabá konzistence) Pokud k →∞, k
n
→ 0, pro n →∞, potom:

α̂(H) P→ α.

b) (silná konzistence) Pokud k
n
→ 0, k

ln(ln(n))
→∞, pro n →∞, potom:

α̂(H) s.j.→ α.

V předchoźım tvrzeńı lze formulovat slabou konzistenci obecněji pro
striktně stacionárńı procesy s daľśımi podmı́nkami na slabou závislost
namı́sto předpokladu iid. V obecněǰśı formě lze toto tvrzeńı nalézt v [2] na
straně 337.

3. Dekkers-Einmahl-de Haan̊uv odhad pro ξ ∈ R
Dekkers-Einmahl-de Haan̊uv odhad je rozš́ı̌reńı Hillova odhadu na celou
tř́ıdu Hξ, ξ ∈ R. Pro zjednodušeńı budeme předpokládat, že xF > 0. Potom
Dekkers-Einmahl-de Haan̊uv odhad má tvar:

ξ̂ = 1 + H(1)
n +

1

2
(
(H

(1)
n )2

H
(2)
n

− 1)−1,

kde

H(1)
n =

1

k

k∑
j=1

(ln(Xj,n)− ln(Xk+1,n))

H(2)
n =

1

k

k∑
j=1

(ln(Xj,n)− ln(Xk+1,n))2.

Tyto výrazy maj́ı pro k
n
→∞ smysl protože Xk,n

s.j.→ xF > 0.

Porovnáńı odhad̊u pro parametr ξ
Otázka, jaký odhad pro parametr ξ bychom měli použ́ıt, nemá jednoznačnou
odpověd’. Nejlepš́ı volba odhadu záviśı na vlastnostech distribučńı funkce
F . Pro ξ = 1

α
> 0 a pro F splňuj́ıćı daľśı vlastnosti, které jsou však těžko

ověřitelné v praxi na reálných datech, má Hill̊uv odhad nejmenš́ı čtvercovou
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odchylku. Pro obecné ξ ∈ R lze použ́ıt pouze Pickand̊uv a Dekkers-Einmahl-
de Haan̊uv odhad. Přičemž pro ξ > −2 má Dekkers-Einmahl-de Haan̊uv
odhad menš́ı rozptyl, než Pickand̊uv odhad.

Odhad normuj́ıćıch konstant
Zaměř́ıme se pouze na odhad normuj́ıćıch konstant pro náhodný výběr s
distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ, ξ ≥ 0). Tato tř́ıda distribučńıch funkćı
pokrývá většinu př́ıpad̊u ve finanćıch a je spojeńım Fréchetovy a Gumbelovy
MDA. Následuj́ıćı tvrzeńı je odvozeno v [2] na straně 346 a ukazuje, jak
můžeme tyto dvě MDA sjednotit.

Tvrzeńı 3.3 (Sjednoceńı MDA(Φα) a MDA(Λ) ).
Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ),
ξ ≥ 0 a xF = ∞ a normuj́ıćımi konstantami cn > 0, dn ∈ R. Potom
X∗

1 , . . . , X
∗
n jsou iid s distribučńı funkćı F ∗ ∈ MDA(Λ) a pomocnou funkćı

a∗ =

∞∫

t

F
∗
(y)

F
∗
(t)

dy.

Normuj́ıćı konstanty m̊užeme zvolit jako:

d∗n = (F ∗)←(1− 1

n
),

c∗n = a∗(d∗n) =

∞∫

d∗n

F
∗
(y)

F
∗
(d∗n)

dy ∼ n

∞∫

d∗n

F
∗
(y) dy.

Kde x∗ = ln(1 ∨ x), x ∈ R.

Nahrazeńım F ∗ pomoćı empirické distribučńı funkce F ∗
n źıskáme odhady:

d̂∗n
k

= X∗
k+1,n

ĉ∗n
k

=
1

k

k∑
j=1

ln(Xj,n)− ln(Xk+1,n).

Přechodem zpět k distribučńı funkci F lze odvodit odhady pro chvost a
kvantily:

F̂ (x) =
k

n
(

x

Xk+1,n

)
1/ĉ∗n

k
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x̂p = (
n

k
(1− p))

−ĉ∗n
k Xk+1,n.

Tyto odhady jsme již dř́ıve odvodili pomoćı Hillova odhadu pro ξ > 0.
Přechod od k k k + 1 je asymptoticky nevýznamný.

3.5 Odhady chvost̊u pomoćı obecné Pare-

tovy distribučńı funkce

V této kapitole budeme opět předpokládat, že X1, . . . , Xn je náhodný výběr
s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ), ξ ∈ R. Budeme se snažit naj́ıt odhad
chvostu distribučńı funkce F a odhady vysokých kvantil̊u pomoćı obecné
Paretovy distribučńı funkce. K tomu použijeme následuj́ıćı postup. Nejdř́ıve
si zvoĺıme vysoký práh u a označ́ıme

Nu = card{i : i = 1, . . . , n,Xi > u}

jako počet překonáńı u v X1, . . . , Xn. Odpov́ıdaj́ıćı přesahy označ́ıme
Y1, . . . , YNu . Připomeňme, že distribučńı funkce přesahu X přes práh u je
tvaru:

Fu(y) = P (X − u ≤ y | X > u) = P (Y ≤ y | X > u), y ≥ 0.

Chvost distribučńı funkce F můžeme popsat pomoćı F u(y) následuj́ıćım
zp̊usobem:

F (u + y) = F (u)F u(y).

Tedy odhad chvostu distribučńı funkce F (x) pro vysoké hodnoty
x > u můžeme popsat pomoćı odhadu nepodmı́něného chvostu F (u) a
podmı́něného chvostu F u(x− u). Přirozený odhad nepodmı́něného chvostu
F (u) je dán pomoćı empirické distribučńı funkce:

F̂ (u) = F n(u) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi>u} =
Nu

n
.

Odhad podmı́něného chvostu F u(x− u) odvod́ıme pomoćı Tvrzeńı 2.12 b).
Tedy pro u vysoké plat́ı

F u(y) ≈ Gξ,0,β(u)(y).
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Kde β(u) je funkce práhu u. Máme-li stanoven vysoký práh u parametry
ξ, β(u) odhadneme z naměřených dat, která překonaj́ı práh u. Tedy tyto
odhady záviśı na daném u. Odhad F u(y) bude mı́t tvar:

F̂ u(y) = Gξ̂,0,β̂(y)

pro odpov́ıdaj́ıćı odhady ξ̂ = ξ̂Nu β̂ = β̂Nu . Výsledný odhad pro chvost
F (u + y), y > 0 má tvar:

F̂ (u + y) =
Nu

n
(1 + ξ̂

y

β̂
)1/ξ̂.

Odhad kvantilu má tvar:

x̂p = u +
β̂

ξ̂
((

n

Nu

(1− p))−ξ̂ − 1).

Pro ξ̂ < 0 odvod́ıme odhad pro hraničńı bod xF dosazeńım do odhadu pro
xp, p = 1:

x̂F = u− β̂

ξ̂
.

Pro zvoleńı optimálńıho práhu u použijeme graf empirické funkce středńıho
přesahu

en(u) =
1

Nu

∑

i∈∆n(u)

(Xi − u), u > 0,

kde ∆n(u) = {i : i = 1, . . . , n,Xi > u}. Podle Tvrzeńı 2.12 e) plat́ı pro
náhodnou veličinu X s distribučńı funkćı Gξ,0,β:

e(u) = E(X − u | X > u) =
β + ξu

1− ξ
, β + ξu > 0, ξ < 1.

A tedy e(u) je lineárńı. Návod na zvoleńı optimálńıho prahu u podle
předchoźıho zńı:
Zvolme u > 0 tak, že en(x) je zhruba lineárńı pro x ≥ u.
Pro odhad parametr̊u ξ, β použijeme metodu maximálńı věrohodnosti:
Předpokládejme, že X1, . . . , Xn jsou iid náhodné veličiny s distribučńı funkćı
F = Gξ,0,β, potom hustota f má tvar

f(x) =
1

β
(1 + ξ

x

β
)−

1
ξ
−1, x ∈ D(ξ, β).
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Logaritmická rovnice maximálńı věrohodnosti má tvar

l((ξ, β);X) = −n ln β − (
1

ξ
+ 1)

n∑
i=1

ln (1 +
ξ

β
Xi).

V našem př́ıpadě budeme předpokládat, že distribučńı funkci Gξ,0,β maj́ı
přesahy Y1, . . . , YNu . Výsledné věrohodnostńı rovnice vyřeš́ıme pomoćı
reparametrizace (ξ, β) → (ξ, τ), kde τ = − ξ

β
. Vyjde nám řešeńı:

ξ̂ =
1

Nu

Nu∑
i=1

ln(1− τYi),

1

τ̂
+

1

Nu

(
1

ξ̂
+ 1)

Nu∑
i=1

Yi

1− τ̂Yi

= 0.

Daľśı informace o aplikaci obecné Paretovy distribučńı funkce na odhad
chvostu a mı́ry rizika lze nalézt v [3].
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Kapitola 4

Mı́ry rizik a jejich vlastnosti

V této kapitole budeme opět předpokládat, že X1, X2, . . . jsou iid náhodné
veličiny s neznámou distribučńı funkćı F . Tato data budou reprezento-
vat určitá rizika, která se daj́ı interpretovat mnoha r̊uznými zp̊usoby po-
dle potřeby. V tomto př́ıpadě budeme předpokládat, že jsou to denńı
ztráty z nějakého finančńıho aktiva nebo portfolia a tedy F je distribučńı
funkce denńı ztráty. Měřeńım rizika budeme rozumět ohodnoceńı distribučńı
funkce F č́ıslem, které představuje mı́ru rizika. Nejjednoduš́ımi charakteris-
tikami rizika pro naměřená data X1, . . . , Xn mohou být např́ıklad výběrový
pr̊uměr nebo výběrový rozptyl. Tato č́ısla určitým zp̊usobem charakterizuj́ı
riziko, avšak neposkytuj́ı nám mnoho informaćı o riziku extrémńıch jev̊u.
Extrémńımi jevy rozumı́me vzácné avšak devastuj́ıćı ztráty. V našem mod-
elu se extrémńı jevy objev́ı, pokud náhodná veličina Xi nabude hodnoty z
chvostu distribučńı funkce F . Protože extrémńı jevy jsou charakterizovány
pomoćı chvostu distribučńı funkce F , je teorie extremálńıch rozděleńı ne-
jlepš́ı zp̊usob pro jejich modelováńı. Pro měřeńı rizika extremńıch jev̊u
budeme použ́ıvat dvě mı́ry rizika:
1) Value-at-Risk, kterou budeme značit VaR
2) Expected shortfall, kterou budeme značit ES.

4.1 Value-at-Risk - VaR

VaR na hladině α ∈ (0, 1) se definuje jako:

V aRα = F←(α),
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kde F je distribučńı funkce ztráty. Většinou se hodnota α voĺı α = 0, 95
nebo α = 0, 99. Potom mluv́ıme o 95%-ńım(99%-ńım) Value-at-Risk.
V aRα je tedy horńı hranice ztráty, která bude překonána pouze s malou
pravděpodobnost́ı 1 − α. V předchoźı kapitole jsme si představili několik
zp̊usob̊u jak pomoćı naměřených dat, která splňuj́ı určité předpoklady,
vytvořit odhad pro vysoké kvantily distribučńı funkce F . Zde naṕı̌seme
stručné shrnut́ı:

1) Pomoćı parametrických odhad̊u, kde předpokládáme, že X1, . . . , Xn

je náhodný výběr s distribučńı funkćı Hθ, odhadneme parametry ξ̂, µ̂, ψ̂.
Potom odhad V aRα, α ∈ (0, 1) źıskáme invertováńım distribučńı funkce Hθ.

V̂ aRα = x̂α = µ̂− ψ̂

ξ̂
(1− (− ln α)−ξ̂), α ∈ (0, 1).

2) Pomoćı metody Maximum domain of atraction, kde předpokládáme, že
X1, . . . , Xn je náhodný výběr s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ), ξ ≥ 0.
Potom pro dobře zvolené k = k(n) źıskáme odhad V aRα, α ∈ (0, 1) jako:

V̂ aRα = x̂α = (
n

k
(1− α))

−ĉ∗n
k Xk+1,n, α ∈ (0, 1).

3) Pomoćı obecné Paretovy distribučńı funkce, kde předpokládáme,
že X1, . . . , Xn je náhodný výběr s distribučńı funkćı F ∈ MDA(Hξ), ξ ∈ R.
Potom źıskáme odhad V aRα, α ∈ (0, 1) jako:

V̂ aRα = x̂α = u +
β̂

ξ̂
((

n

Nu

(1− α))−ξ̂ − 1), α ∈ (0, 1).

Typický závěr při určeńı V aRα, α ∈ (0, 1) zńı: S pravděpodobnost́ı
1 − α bude ztráta větš́ı než V aRα. Nevýhoda hodnoty v riziku je, že nám
neř́ıká nic o nominálńı velikosti ztráty, která V aRα překoná.

4.2 Expected shortfall - ES

Expected shortfall nám dává odpověd’ na otázku: Pokud ztráta překroč́ı
VaR, jak velká by tato ztráta měla být? Tedy ES udává očekávanou velikost
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ztráty, která překoná VaR. Definujeme j́ı jako:

ESα = E[X | X > V aRα], α ∈ (0, 1).

Z tohoto vzorce je vidět úzký vztah mezi ES a funkćı středńıho přesahu
e(u) = E(X − u | X > u), 0 ≤ u ≤ xF . Tento vztah můžeme popsat jako:

ESα = e(V aRα) + V aRα.

Pomoćı odhadu V aRα a odhadu chvostu distribučńı funkce
F ∈ MDA(Hξ), ξ < 1 můžeme odhadnout ESα pro nezápornou náhodnou
veličinu X pomoćı vzorce:

ÊSα =
1

F (V aRα)

∞∫

V aRα

F (x) dx + V aRα =
1

1− α

∞∫

V aRα

F (x) dx + V aRα.

Nav́ıc pomoćı obecné Paretovy distribučńı funkce pro F ∈ MDA(Hξ), ξ < 1
źıskáme odhad pro ES jako:

ÊSα =
V̂ aRα

1− ξ̂
+

β̂ − ξ̂u

1− ξ̂
,

kde u je vysoký práh z Kapitoly 3.5. Vı́ce informaćı o aplikaci obecné Pare-
tovy distribučńı funkce na odhad mı́ry rizika lze nalézt v [3].
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Kapitola 5

Aplikace na reálná data

5.1 Úvod

V této kapitole aplikujeme teorii z předcházej́ıćıch kapitol na data z fi-
nančńıch trh̊u. Konkrétně provedeme analýzu ceny akcíı Bank of America
Corporation (BAC), které jsou součást́ı indexu Dow Jones Industrial Aver-
age (DJIA). V době, kdy tato práce vznikla, tedy v létě roku 2009 celým
světem otřásla finančńı krize, která zp̊usobila turbulence nejen na akciových
trźıch po celém světě. Proto provedeme analýzu dvou soubor̊u dat. Nejdř́ıve
analyzujeme historická data akcíı BAC do začátku krize. Poté provedeme
analýzu historických cen akcíı BAC až do současnosti, tedy včetně dat z
obdob́ı krize. Konkrétně budeme analyzovat denńı logaritmické ztráty, které
se spoč́ıtaj́ı následuj́ıćım vzorcem:

ln(close(i))− ln(close(i− 1)) = ln(
close(i)

close(i− 1)
),

kde close(i) znač́ı uzav́ıraćı cenu v den i. Protože nás budou zaj́ımat ztráty
budeme brát pouze ln(close(i))− ln(close(i−1)) < 0. Bude nás zaj́ımat, jak
se změńı chvost rozděleńı, pokud přidáme data z obdob́ı krize a také, jak
velké ztráty v obdob́ı krize nastaly vzhledem k předchoźımu obdob́ı.
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5.2 Analýza historických cen akcíı Bank of

America Corporation

Analýza dat před začátkem finančńı krize
Analýza denńıch očǐstěných (o dividendy a splity) logaritmických ztrát
z akcíı BAC z obdob́ı 29.5.1986-29.5.2007. Výběr obsahuje 5296 denńıch
návrat̊u z toho 2433 ztrát. Zdroj dat:finance.yahoo.com. Na Obrázku 5.1
jsou zobrazeny denńı logaritmické ztráty a vývoj ceny akcíı BAC z tohoto
obdob́ı.
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Obrázek 5.1: Vlevo jsou zobrazeny denńı logaritmické ztráty z akcíı BAC.
Vpravo je graf vývoje ceny akcíı BAC.

Pro odhad tvaru chvostu použijeme některé metody z kapitoly 3.2. Nejdř́ıve
si nakresĺıme graf funkce středńıho přesahu.

43



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.
00

0.
01

0.
02

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

funkce stredniho presahu

u

e(
u)

Obrázek 5.2: Funkce středńıho přesahu-e(u) akcíı BAC. Zvýrazněny jsou
hodnoty u=0.042 a u=0.054, v nichž směrnice grafu vzroste
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Graf funkce středńıho přesahu ukazuje změnu směrnice v oblasti u = 0.042
a u = 0.054. V těchto bodech výrazně vzroste směrnice a naznačuje těžký
chvost rozděleńı denńıch očǐstěných logaritmických ztrát. Podle tohoto grafu
a podle faktu, že denńı logaritmické ztráty jsou neomezené zprava můžeme
usoudit, že naše rozděleńı by mohlo patřit do MDA(Φα). Daľśı odhad tvaru
chvostu dostaneme pomoćı kvantilového grafu. Vykresĺıme kvantily loga-
ritmických ztrát proti kvantil̊um exponenciálńıho rozděleńı s parametrem 1
a proti kvantil̊um logaritmicko-normálńıho rozděleńı s parametry 0, 1.
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Obrázek 5.3: kvantilový graf akcíı BAC. Vlevo jsou empirické kvantily
vykresleny proti kvantil̊um exponenciálńıho rozděleńı. Vpravo proti kvan-
til̊um logaritmicko-normálńıho rozděleńı.
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Graf vlevo ukazuje, že exponenciálńı rozděleńı se velmi dobře shoduje
s rozděleńım denńıch logaritmických ztrát akcíı BAC až na tvar pravého
chvostu. Ten maj́ı námi naměřená data výrazně těžš́ı než má exponenciálńı
rozděleńı, což ukazuje změna tvaru grafu. Pravý horńı roh pravého grafu
dokonce ukazuje, že naše rozděleńı má těžš́ı pravý chvost než logaritmicko-
normálńı rozděleńı. Tedy celkově kvantilové grafy potvrzuj́ı naš́ı hypotézu,
že rozděleńı denńıch logaritmických ztrát akcíı BAC patř́ı do MDA(Φα).
Dále budeme pokračovat odhadem parametru ξ v MDA(Hξ). Tento odhad
provedeme pomoćı vykresleńı Pickandova, Hillova a DEH grafu - Obrázek
5.4. Protože naše dosavadńı analýza naznačuje, že naše data pocházej́ı
z rozděleńı, které patř́ı do MDA(Φα), můžeme k odhadu parametru ξ
použ́ıt i Hill̊uv odhad. Nav́ıc protože denńı logaritmické ztráty jsou obecně
neomezené zprava, můžeme z našeho uvažováńı vyloučit možnost ξ < 0.

Pickand̊uv odhad ukazuje hodnotu ξ lehce nad nulou. V oblasi k = 80− 95
odhaduje ξ = 0.22, druhá možnost se nab́ıźı v oblasti k = 210 − 250, kde
vycháźı ξ = 0.16. Protože jsou v př́ıpadě, že je ξ > 0 přesněǰśı Hill̊uv a DEH
odhad než Pickand̊uv odhad, použijeme tato č́ısla hlavně jako utvrzeńı, že
naše rozděleńı patř́ı do MDA(Φα). DEH odhad nab́ıźı opět několik možnost́ı
pro hodnotu ξ. V oblasti k = 95− 115 vycháźı hodnota ξ = 0.29. V oblasti
k = 115− 135 odhaduje hodnotu ξ = 0.24. A pokud bychom brali hodnoty
k > 200 vyšlo by ξ = 0.16. Pokud se pod́ıváme na Hill̊uv odhad, nab́ıźı se
nám opět několik možnost́ı hodnoty α. Pro oblast k = 90−115 odpov́ıdá hod-
nota α = 3.9(ξ = 0.26). Pro oblast k = 115−130 odpov́ıdá hodnota α = 3.6
(ξ = 0.28) a pro k = 170− 230 odpov́ıdá hodnota α = 3 (ξ = 0.33). Odhady
nám nab́ızej́ı několik možnost́ı volby ξ. Protože v př́ıpadě ξ > 0 je nejlepš́ı
použ́ıt Hill̊uv odhad, zvoĺıme podle něj k = 100 a α = 3.9 (ξ = 0.26). Toto
č́ıslo je poměrně konzistentńı i s DEH odhadem v podobné oblasti. Pomoćı
Hillova odhadu můžeme stanovit kvantily denńıch logaritmických ztrát pro
vysoké hodnoty. T́ımto zp̊usobem urč́ıme 95%, 99%, 99.9% a 99.99% kvan-

tily tedy i VaR. Vyjde nám V̂ aR0.95 = 0.041, V̂ aR0.99 = 0.062,

V̂ aR0.999 = 0.112 a V̂ aR0.9999 = 0.201. Pomoćı Hillova odhadu můžeme také
odhadnout chvost rozděleńı. Na Obrázku 5.5 uvid́ıme, že chvost odvozený
podle Hillova odhadu velmi dobře koṕıruje empirický chvost našich dat.
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Obrázek 5.4: Odhady parametru ξ pro denńı logaritmické ztráty z akcíı BAC.
Nahoře-Pickand̊uv odhad parametru ξ. Uprostřed-Hill̊uv odhad parametru
α. Dole-DEH odhad paramatru ξ.
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Obrázek 5.5: Tečkovaně je vyznačen empirický chvost, červená čára znač́ı
odhad chvostu podle Hillova odhadu.
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Pomoćı toho odhadu můžeme vypoč́ıtat expected shortfall pro naše data.
Výsledky jsou následuj́ıćı: ÊS0.95 = 0.055, ÊS0.99 = 0.083, ÊS0.999 = 0.15,
ÊS0.9999 = 0.271. Druhou metodou, kterou můžeme použ́ıt k odhadu VaR,
ES a chvostu rozděleńı, je pomoćı GPD. V této metodě se nejdř́ıve vrát́ıme
k Obrázku 5.2. Podle předchoźı teorie si nejdř́ıve muśıme zvolit dostatečně
velký práh, po kterém je graf e(u) zhruba lineárńı. Pro tento účel se nám
nab́ızej́ı dvě možnosti. Můžeme zvolit bud’to u = 0.042, což vyúst́ı v 109
přesah̊u, nebo zvolit hladinu u = 0.053, což vyúst́ı v 48 přesah̊u. Protože
při našem rozsahu dat 2433 tvoř́ı 48 přesah̊u pouze necelé dvě procenta
dat, zvoĺıme raději hladinu u = 0.042. Potom 109 přesah̊u tvoř́ı téměř pět
procent našich naměřených dat. Pomoćı metody maximálńı věrohodnosti
odhadneme parametry GPD ξ = 0.27, β = 0.01, což je konzistentńı s
naš́ım odhadem parametru ξ = 0.26. Také odhady VaR a ES vycházej́ı
velmi podobně. Srovnáńı odhad̊u pomoćı Hillova odhadu a GDP nab́ıźı
následuj́ıćı tabulky.

druh V̂ aR0.95 V̂ aR0.99 V̂ aR0.999 V̂ aR0.9999

Hill 0.041 0.062 0.112 0.201
GDP NA 0.06 0.108 0.197

druh ÊS0.95 ÊS0.99 ÊS0.999 ÊS0.9999

Hill 0.055 0.083 0.15 0.271
GDP NA 0.081 0.147 0.269

Porovnáńı odhadu chvostu pomoćı GDP a pomoćı Hillova odhadu s em-
pirickým chvostem ukazuje Obrázek 5.6.

Analýza dat včetně obdob́ı finančńı krize
Nyńı do našeho výběru dat přidáme denńı očǐstěné logaritmické ztráty z
obdob́ı finančńı krize. Tedy budeme analyzovat data z obdob́ı od 29.5.1986
do 15.5.2009. Tento výběr obsahuje 5792 denńıch logaritmických návrat̊u,
z toho 2706 ztrát. Bude nás zaj́ımat, jak data z obdob́ı krize změńı chvost
našeho rozděleńı a jak ovlivńı naše předchoźı odhady. Také nás bude zaj́ımat,
jak velké denńı logaritmické ztráty utrpěla BAC v obdob́ı finančńı krize,
vzhledem k námi odhadnutým mı́rám rizika. Śılu dopadu krize na akcie BAC
odhaĺı Obrázek 5.7, kde porovnáváme data z obdob́ı před finančńı kriźı a
data včetně finančńı krize.
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Obrázek 5.6: Porovnáńı odhadu chvost̊u denńıch logaritmických ztrát z akcíı
BAC. Tečkovaně je vyznačen empirický chvost, červená čára znač́ı odhad
chvostu podle Hillova odhadu, modré kř́ıžky znač́ı odhad chvostu podle
GPD.
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Obrázek 5.7: Posledńı naměřená data jsou zobrazena vždy v levé části grafu.
Na grafu dat včetně finančńı krize (vpravo) je vidět velké množstv́ı drtivých
ztrát v posledńım roce a p̊ul. Kř́ıžkem je na obrázćıch označena nejvyšš́ı
ztráta v obdob́ı před finančńı kriźı a úsečka ukazuje jej́ı hodnotu 0.203.
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Obrázek 5.8: Uzav́ıraćı cena akcíı BAC včetně obdob́ı finančńı krize.

Za jeden a p̊ul roku v obdob́ı krize byla celkem osmkrát překonána hodnota
0.2, což byla nejvyšš́ı hodnota naměřená za předchoźıch 21 let. Nav́ıc je

hodnota 0.20 námi odhadnutý V̂ aR0.9999, což odpov́ıdá hodnotě, která by
měla být překonána pouze jednou za 10000 dńı, tedy přepočteno na obchodńı
dny, zhruba jednou za 40 let. To ukazuje obrovský dopad krize na akcie BAC.
Pr̊uměr těchto osmi největš́ıch ztrát je 0.264, což je konzistentńı s našimi
odhady ÊS0.9999. Jak se změnilo rozděleńı a chvost porovnáme pomoćı grafu
středńı hodnoty přesahu - obrázek 5.9.
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Obrázek 5.9: Červenými kř́ıžky je vyznačena empirická funkce středńıho
přesahu z obdob́ı před finančńı kriźı a černými kolečky je vyznačena empir-
ická funkce středńıho přesahu za obdob́ı včetně finančńı krize.
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Graf středńı funkce přesahu nám ř́ıká, že se rozděleńı velmi změnilo. Nová
data maj́ı opět rozděleńı s těžkým chvostem a jejich e(u) má podobný tvar
jako e(u) Paretova rozděleńı. Největš́ı směrnici má graf pro hodnoty u vyšš́ı
než 0.05, tuto hranici si také zvoĺıme jako vysoký práh při aplikaci odhad̊u
pomoćı GPD. Nyńı provedeme odhad parametru ξ v GEV pomoćı tř́ı nepara-
metrických metod popsaných v předchoźıch kapitolách. Do graf̊u zakresĺıme
body i z obdob́ı před finančńı kriźı, abychom mohli porovnat vliv finančńı
krize na t́ıhu chvostu, tedy na parametr ξ.

Předevš́ım na Hillově a DEH grafu je vidět, že data včetně obdob́ı finančńı
krize maj́ı vyšš́ı parametr ξ a tedy i těžš́ı chvost. Hill̊uv odhad, který je
pro př́ıpad ξ > 0 nejpřesněǰśı ukazuje hodnotu α = 2.15(ξ = 0.47) téměř
pro všechna k. Podobnou hodnotu ξ těsně pod 0.5 ukazuje také DEH
odhad. Připomeňme, že u dat před obdob́ım finančńı krize byl ξ = 0.26,
to tedy znamená, že rozděleńı, z kterého data pocházej́ı má pravděpodobně
nekonečný čtvrtý moment, avšak třet́ı moment je už konečný. Naopak u
rozděleńı dat včetně obdob́ı finančńı krize je při ξ = 0.47 třet́ı moment
nekonečný, a pokud by skutečná hodnota ξ byla 0.5, nemělo by toto rozděleńı
ani konečný rozptyl. Pokud použijeme metodu maximálńı věrohodnosti na
odhad parametru ξ v GPD s prahem u = 0.05, dostaneme 127 přesah̊u a
odhady parametr̊u ξ = 0.49 a β = 0.02. Tedy ξ je opět těsně pod hodnotou
0.5 a výsledek je konzistentńı s naš́ım odhadem ξ pomoćı Hillova odhadu.
Jak se změnil chvost rozděleńı přidáńım dat z obdob́ı finančńı krize nejlépe
ukáž́ı následuj́ıćı tabulky, kde porovnáme odhady mı́ry rizika spočtené po-
moćı Hillova odhadu dat včetně obdob́ı krize a dat do obdob́ı krize. P znač́ı
data z obdob́ı před finančńı kriźı 29.5.1986-29.5.2007 a V znač́ı data z obdob́ı
včetně finančńı krize 29.5.1986-15.5.2009.

obdob́ı dat V̂ aR0.95 V̂ aR0.99 V̂ aR0.999 V̂ aR0.9999

P 0.041 0.062 0.112 0.201
V 0.048 0.102 0.296 0.865
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Obrázek 5.10: Odhad parametru ξ pro denńı logaritmické ztráty akcíı
BAC. Červenými kř́ıžky jsou vyznačena data před obdob́ım finančńı krize a
černými kolečky data včetně obdob́ı finančńı krize.
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obdob́ı dat ÊS0.95 ÊS0.99 ÊS0.999 ÊS0.9999

P 0.055 0.083 0.15 0.271
V 0.09 0.19 0.554 1.618

Závěr
Pomoćı metod popsaných v prvńıch čtyřech kapitolách této práce jsme
provedli analýzu dvou soubor̊u dat akcíı BAC. Teorie extremálńıch rozděleńı
nám pomohla určit tvar pravého chvostu rozděleńı těchto soubor̊u dat.
Dı́ky tomu jsme mohli odhadnout mı́ry rizika VaR a ES pro libovolně
vysoké α. V pr̊uběhu analýzy jsme zjistili, že oba soubory dat pocházej́ı
z rozděleńı s těžkými chvosty. Soubor dat, který v sobě obsahuje data z
obdob́ı finančńı krize, však odhalil mnohem těžš́ı chvost, než soubor dat s
daty pouze do začátku finančńı krize. Tento fakt se projevil větš́ımi hodno-
tami VaR a ES u souboru dat včetně obdob́ı finančńı krize. Rozd́ıly u měr
rizika jsou t́ım markatněǰśı, č́ım větš́ı voĺıme jejich parametr α. Platnost
námi spočtených výsledk̊u potvrzuje konzistence odhad̊u pomoćı r̊uzných
použitých metod a také konzistence odhadnutých chvost̊u s chvosty empi-
rickými. Tyto výsledky lze použ́ıt např́ıklad při ř́ızeńı bilance aktiv a pasiv.
Pro soukromého investora může ES s vhodně zvoleným α, posloužit jako
odhad nejvyšš́ı možné ztráty s danou pravděpodobnost́ı. V našem př́ıpadě
např́ıklad odhad zohledňuj́ıćı data z obdob́ı krize ÊS0.999 = 0.554 odpov́ıdá
denńı ztrátě 43%. Tedy investor, který v současné době nakouṕı akcie BAC
čeĺı riziku, že v pr̊uměru jednou za 1000 obchodńıch dńı ztrat́ı 43% procent ze
své investice. Strmý nár̊ust hodnot ES pro vysoké hodnoty α nám nav́ıc ř́ıká,
že pokud daný den obchodováńı jsou akcie již ve značné ztrátě, čeĺıme riziku,
že ztráta může ještě drtivě nar̊ust. Toto riziko můžeme částečně omezit

zadáńım denńıch stop-loss př́ıkaz̊u na úroveň např́ıklad V̂ aR0.95 = 0.048,
tedy přibližně na úroveň 4, 8% ztráty. Do budoucna bude zaj́ımavé sledovat
data akcíı BAC po uklidněńı turbulenćı na akciových trźıch a analyzovat,
jak se chvost rozděleńı denńıch logaritmických ztrát změńı.
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